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Abstract :

The existence of cycles in a graph is one of the most studied topics in graph theory. It
is one of the oldest problem but one that is still relevant today and continues to attract
a great deal of attention from the scientific community. Its interest lies in the fact that it
has many practical applications.

But answering the question of whether there exists in a graph a cycle of length equal
to the number of vertices, i.e. a Hamiltonian cycle, is a difficult and NP-complete problem.
This problem remains difficult even in the class of graphs that do not contain the claw as
an induced sub-graph.

We are interested in the problem of the existence of the Hamiltonian cycle, but also
in more difficult problems which are the existence of cycles of all possible lengths, i.e.
the pancyclicity of a graph, and the existence of extendable cycles. The classes of graphs
considered in this thesis are more general than claw-free graphs.

Our first contribution is to give an exhaustive synthesis of the different results obtained
in the above domains, in the case of any graph, in claw-free graphs but also in subclasses
of claw-free graphs such as quasi claw-free graphs, almost claw-free graphs and the largest
class of graphs which is partially claw-free graphs.

Our second contribution is for partially claw-free graphs. A graph is partially claw-free
if for any vertex v claw center, there exist two vertices z and y not claw centers such that
Ng(v) is contained in the union of the two sets N[z] and N[y].

We have shown that if G is triangularly connected partially claw-free graph containing
neither K1 4 nor Ky, it is a fully cycle extendable graph if its set of claw centers is Ps-free.

This result is important because it is the first for the existence of extendable cycles in

this subclass and it generalizes many other results.



Résumé

Résumé :

L’existence des cycles dans un graphe est 'un des prolemes les plus étudié en théorie
des graphes. C’est 'un des prolémes les plus anciens mais qui reste d’actualité et qui
continue a susciter beaucoup d’attention de la communauté scientifique. L’intérét réside
dans le fait qu’il trouve de nombreuses applications pratiques.

Mais répondre a la question existe-il dans un graphe un cycle de longueur égale au
nombre de ses sommets, c-a-d un cycle Hamiltonien est un probléme difficile et classé NP-
complet. Ce probléme reste difficile méme dans la classe des graphes ne contenant pas la
griffe comme sous-graphe induit.

Nous s’intéressons au probleme d’existence du cycle Hamiltonien, mais aussi a des
problemes plus difficiles qui sont ’existence des cycles de toutes les longueurs possibles,
c.a.d. la pancyclicité d’'un graphe et I'existence des cycles prolongeables. Les classes de
graphes considérées dans cette theése sont des classes plus large que les graphes sans griffe.

Notre premiere contribution réside dans le fait d’avoir donné une syntheése exhaustive
des différents résultats obtenus dans les domaines su-cités, dans le cas d’un graphe quel-
conque, dans les graphes sans griffe mais aussi dans les superclasses des graphes sans griffe
telles que les graphes quasi sans griffe, les graphes presque sans griffe et la plus large classe
de graphes patiellement sans griffe.

Notre deuxiéme contribution concerne les graphes partiellement sans griffe. Un graphe
est partiellement sans griffe si pour tout sommet v centre d’étoile, il existe deux sommets
x et y non centres d’étoiles tels que Ng(v) est contenu dans 'union des deux ensembles
Nlz] et N[y].

Nous avons démontré que si un graphe GG est triangulairement connexe partiellement
sans griffe ne contenant ni K 4 ni K4 comme sous-graphes induits est a cycle pleinement
prolongeable si son ensemble de centres des étoiles est sans Pj.

Ce résultat est important car c’est le premier pour ’existence des cycles prolongeables

dans cette superclasse et il généralise beaucoup d’autres résultats.
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INTRODUCTION

Un graphe est une construction mathématique tres générique, re-
présentant les relations entre les objets, ou les réseaux de toutes sortes

neuronaux, sociaux, électriques, etc....

L’étude de la théorie des graphes remonte a 1735, lorsque Leonard
Euler a résolu le fameux probléme des ponts de Koenigsberg, qui était
de savoir si quelqu’un, quittant sa maison, pouvait traverser les sept
ponts enjambant la riviere Pregel exactement une fois et rentrer chez
lui.

En 1736, Euler a prouvé que ce n’est pas possible. Il a interprété
le probléeme de maniere abstraite, les ponts étant représentés par les
arétes d’un graphe, et a formellement énoncé la condition pour laquelle
le graphe résultant avait un cycle qui contenait chaque aréte du graphe.
La condition est que tous les sommets, d'un graphe connexe, sont de
degrés pairs est a la fois nécessaire et suffisante. Un graphe ayant un
tel cycle est connu comme un graphe eulérien.

Le domaine d’étude s’est rapidement développé et la recherche dans
ce domaine s’est rapidement ramifiée en d’innombrables sous-domaines.
Les cycles en particulier continuent d’étre un domaine de recherche in-

téressant et important dans plusieurs autres domaines d’application.

En 1857, William Rowan Hamilton a introduit le jeu icosien, dont
I'objet était de trager le long des bords d’un dodécaedre, en passant

par chaque sommet exactement une seule fois et en revenant au point

1



Introduction

de départ. Depuis, de nombreuses recherches ont été consacrées a la
recherche de conditions suffisantes pour l'existence d’un tel cycle qui
couvre ’ensemble des sommets d’un graphe, appelé cycle Hamiltonien.

Dans cette these, on s’interesse aux problemes suivants :

« (P1) Etant donné un graphe simple non orienté G, G est-il Ha-

miltonien 7

. (P2) Etant donné un graphe simple non orienté GG, G admet-il
des cycles de toutes les longueurs possibles, c-a-d G est-il pancy-

clique ?

« (P3) Etant donné un graphe simple non orienté G, G est-il & cycle

pleinement prolongeable ?

Notre travail s’inscrit dans le contexte des problemes cités. On s’inté-
resse a ces problemes dans la classe des graphes sans griffe (La griffe
est le graphe de quatres sommets dont trois non adjacents entre eux et
le quatrieme adjacents a tous les autres) et dans des classes de graphes
plus larges que la classe des graphes sans griffe.

Un graphe G est dit sans griffe, s’il ne contient pas la griffe comme
sous-graphe induit. Le seul sommet de degré 3 dans de la griffe est
appelé le centre de la griffe.

Trouver un cycle Hamiltonien dans un graphe quelconque est un
probléme difficile et classé NP-complet d’aprés [75] et [96]. Et ce pro-
bleme reste difficile méme dans la classe de graphes ne contenant pas
I’étoile comme sous graphe induit.

Donc, les problemes (P2) et (P3) sont plus difficiles que le probléme
(P1), et (P3) est encore plus difficile que (P2).

Outre l'introduction et la conclusion, cette these est organisée en
quatre chapitres.

Dans le chapitre 01, on a exposé les différentes définitions, notions

de base et notations utilisées dans cette these. Les graphes considérés

2
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sont des graphes simples non orientés d’ordre n et de taille m. Pour
les notions non définies, on utilise celles de Bondy et Murty [27]. Un
graphe hamiltonien est un graphe qui posséde un cycle hamiltonien.

La pancyclicité est une propriété qui généralise celle de I’hamilto-
nicité. Un graphe G de n sommets est dit pancyclique s’il contient
des cycles de toutes les longueurs £ avec 3 < k < n. La notion
de sommet-pancyclicité est plus forte que la pancyclicité. Un graphe
G de n sommets est dit sommet-pancyclique si tout sommet de G
est contenu dans au moins un cycle de toutes les longueurs k avec
3<k<n.

Un graphe G = (V, E) est dit a cycle prolongeable si pour tout
cycle C' de longueur 7, r < |V| — 1, il existe un cycle C de longueur
r + 1 vérifaint V(C) c V(C). Si de plus chaque sommet de G est sur
un triangle, alors G est dit a cycle pleinement prolongeable.

De toute évidence, tout graphe a cycle pleinement prolongeable est
sommet-pancyclique, tout graphe sommet-pancyclique est pancyclique
et tout graphe pancyclique est Hamiltonien.

Un graphe G = (V, E) est dit triangulairement connexe si chaque
deux arétes e; et ey sont reliées par une séquence de triangles Cy, Cs, ..., C
telle que e; € CY, ey € Cy et E(C;) N E(Ciy1) # 0 pour tout ¢,1 <
t < k —1. Le triangle est un graphe de trois sommets deux a deux
adjacents entre eux.

Dans le chapitre 02, on expose un survey trés exhaustif des différents
résultats congernant 1’existence de cycles dans un graphe quelconque.
Congernant le probleme (P1), les résultats sont trop importants, et il
nous est impossible de les citer tous. On a mis en avant les résultats
les plus généraux et les plus récents.

On a exposé les résultats par type de conditions :
1. conditions sur les degrés,

2. conditions sur les degrés généralisés,
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3. conditions sur les invariants

4. conditions locales.

Dans le méme chapitre, on a presenté les résultats obtenus pour la
pancyclicité, la sommet-pancyclicité et les cycles pleinement prolon-
geables. On a exposé ces résultats selon les mémes conditions. Le cha-
pitre 03 est une synthese des différents résultats concernant ’existence
de cycles dans les graphes sans griffe et aussi dans les superclasses de
graphes sans griffe. Ce chapitre comporte deux sections :

Dans la premiére section on a cité les plus importants résultats pour
les graphes sans griffe.

Dans la deuxieme section, on donne quelques résultats sur les trois
superclasses de graphes sans étoiles. La premiere superclasse est celle
des graphes presque sans griffe introduite par Ryjacek [148]. La se-
conde superclasse est celle des graphes quasi sans griffe définie par
Ainouche [4] et la troisieme superclasse et plus large des trois est la
classe de graphes partiellement sans griffe définie par Abbas et Ben-
meziane [19].

Dans le chapitre 04, on donne deux résultats dans la plus large des
superclasses de graphes sans griffe introduite par Abbas et Benmeziane
[19]. On généralise pour cette classe un résultat établi pour les deux

superclasses de graphes presque sans griffe et quasi sans griffe.



Chapitre 1

Définitions et notations

Introduction

Dans ce chapitre, on expose quelques notions et les définitions sur
la théorie de graphes ainsi que la terminologie qu’on constate néces-
saire dans la suite de la these. Pour les notations non définis, on utilise
Bondy et Murty [27]. On ne consideére que les graphes finis, simples et

non orientés.

Un graphe non orienté est un couple G = (V(G), E(G)) ou
G = (V, E) s’il n’y a pas de confusion ot : V' est un ensemble non vide
et est appelé 'ensemble des sommets du graphe G et
E C {{x,y}, z,y € V} est un ensemble de parties a deux éléments de

V et est appelé I'’ensemble des arétes.

L’ordre du graphe G, noté n(G) ou n s’il y a aucune ambiguité,
est son nombre de sommets. Un graphe simple est un graphe dans
lequel deux sommets {u,v} C V sont reliés par au plus une aréte
e = uwv € E (sans arétes multiples) et sans boucle (la boucle est une
aréte d’extrémités confondus). Pour une aréte e = uv € FE, les deux
sommets u et v sont dits adjacents entre eux et e est incidente a u et

av.



Chapitre 1. Définitions et notations

FIGURE 1.1 — G graphe simple

Le graphe illustré dans la Figure 1.5 est simple non-orienté, composé
de :

- 4 sommets V = {a, b, c,d};
- 4 arétes F = {ab, ac,ad, cd} ;

La classe de graphes simples est importante et a de nombreuses
applications en informatique, en physique et en chimie. Les graphes
simples peuvent étre utilisés pour modéliser les réseaux (routiers, de

communication et sociaux) et les systemes (économie et industrie).

1.0.1 Sous-graphes d’un graphe

Etant donné un graphe G = (V, F) et F C F une partie de E,
H = (V,F) est appelé graphe partiel du graphe G. Pour W C V,
un sous-graphe de G est un graphe H = (W, F) ou F C E et les
extrémités des arétes de F' sont tous dans W. Pour S C V, le graphe
induit par S de G, noté (S) ou G[5], est le sous-graphe H = (S,T)
avec T = {e = wv; e € F et u,v € S}. Les arétes d'un sous-graphe
induit incluent toutes les arétes du graphe G qui joignent les sommets
de S.

Notons que tout sous-graphe de G est contenu dans un sous-
graphe induit de G. Si H est un sous-graphe de G nous écrivons
H C G. De méme, on désigne par G \ S le sous-graphe induit (V' \ S)
ou G[V\ S]avec V\ S = {u € V|u ¢ S}. En particulier, pour v € V,

G \ v est le sous-graphe G[V — {v}] obtenu en supprimant le sommet

6



v et les arétes incidentes a v et pour e € FE, G — e est le sous-graphe
de G obtenu en supprimant ’aréte e et G + e est le graphe obtenu en

ajoutant au graphe G 'aréte e = uv avec u,v € V.

FIGURE 1.2 — Sous-graphes de G

(Hy)
g (Ha) g

FIGURE 1.3 — Sous-graphes de G
Dans le graphe illustré dans les Figures 1.2 et 1.3,

- Hy est un sous-graphe de G qui n’est pas induit ;

- Hy est un sous-graphe de G induit par {a,b,d, f,g}.

1.0.2 Graphes isomorphes

Deux graphes G7 = (W4, E1) et Gy = (Va, Es) sont dits isomorphes,

noté G7 = (9, s'il existe une bijection f de V; dans V5 vérifiant :

V(u,v) € V2, e=uv € By < f(e) = f(u)f(v) € By
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S T
U Y
v z
Yo(H) 1

FIGURE 14 - H=d

k |a|b|c|d|e|f|g]|h
f(k)y|s|{x|u|ly|z|v|t|w

TABLE 1.1 — Isomorphisme f: G — H

1.1 Parties importantes de I’ensemble des sommets

1.1.1 Voisinages et degré d’un sommet

Pour un graphe simple G = (V, E), les voisinages ouvert et fermé
d’un sommet v € V, notés respectivement Ng(v) ou N(v) s'iln’ y a

pas d’ambiguité et N[v], sont les sous-ensembles des sommets
Ng(v) ={u € V]uv € E} et N[v] = Ng(v) U {v}

Le degré d’un sommet v, noté dg(v), est Uentier dg(v) = |Ng(v)].
Les degrés minimum et maximum, notés respectivement §(G) et A(G),

sont égaux a

5(G) = min{de(v)} et A(G) = max{da(v)}



1.1. Parties importantes de ’ensemble des sommets

FIGURE 1.5 — Graphe G

Dans le graphe illustré dans la Figure 1.5, on a

sommet u a b c d e

de(w) 3 1 2 1 3
N (u) {b,d,e} {a,d,c,e} {b,d} {a,b,c,e} {a,b,d}
Nu] {a,b,d,e} | {a,b,c,d,e} | {c,b,d} | {a,b,c,de} | {a,b,d,e}

TABLE 1.2 — Voisinages et degrés

1.1.2 Stable et clique

Deux sommets u et v, d'un graphe G = (V| E), sont indépendants
s’ils ne sont pas reliés par une aréte (uv ¢ F). Un ensemble indépen-
dant (un stable) de sommets S est un sous-ensemble S C V tel que
toutes les paires de sommets de .S sont indépendants.

Un sous-ensemble de sommets W C V' d’un graphe G = (V. F)
est une clique si deux sommets quelconques de W sont adjacents entre
eux dans (W). Le sous-graphe induit par une clique de n sommets est
appelé graphe complet et est noté par K,,.

La taille maximale de tous les stables du graphe G, notée o(G),

est appelé nombre de stabilité de GG, c’est-a-dire
a(G) = max{|S|, ou S C V et S est un stable de G}

La taille maximale de toutes les cliques du graphe G, notée w(G), est

appelé nombre de clique de G, c’est-a-dire

w(G) = max{|W|, ou W C V et W est une clique de G }

FIGURE 1.6 — Graphe G
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Dans le poset illustré dans la Figure 1.6 ci-dessus,
- {a, b, c} est la plus grande clique du graphe G';
- {b,d, e, f} est le plus grand ensemble indépendant du graphe G';

- a(G) =4 et w(G) = 3.

1.1.3 Ensemble dominant

Soit G = (V, E) un graphe simple non orienté. Un ensemble de
sommets D C V est un dominant de G si pour tout sommet v € V'\ D,
v a un voisin dans D. Pour G = (V, E) un graphe simple et k£ un entier
positif, un sous ensemble de sommets D dans le graphe G est dit
k-dominant si tout sommet extérieur a D a au moins k voisins dans
D.

Pour un entier &k, un graphe k-dominé est un graphe dans lequel
chaque sommet v ¢ D, ou D est un ensemble dominant de cardinalité
k, est adjacent a au moins k sommets de D.

La taille minimale de tous les dominants du graphe G, notée v(G),

est appelé nombre dominant de G, c’est-a-dire

v(G) = min{|D|, ot D C V et D est un dominant de G }

FiGURE 1.7 — Graphe G
Dans le poset illustré dans la Figure 1.7, on a
e D = {u,v} est ensemble dominant du graphe G ;

10
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- (G) =2

1.2 Parties importantes de I’ensemble des arétes
1.2.1 Chaines et cycles

Dans un graphe simple G = (V, E), une chaine reliant deux som-
mets u a v, notée (u,v)-chaine, est une séquense (suite) finie de som-
mets wq, wo, ..., w telle que wy = u, wp = v et w;w; 1 € E pour tout
1 <1 < k—1. Les deux sommets u et v sont appelés extrémités de
la (u,v)-chaine. On désigne par L! l’ensemble de toutes les chaines

reliants les deux sommets u et v, c¢’est-a-dire

L. = {(u,v) — chaine, u,v € V}

u

Une chaine élémentaire (resp. simple) est une chaine ne passant
pas deux fois par un méme sommet (resp. une méme aréte). Un cycle
est une chaine simple dont les deux extrémités sont confondus. On
dit également qu’un cycle c’est une chaine fermée. La longueur d’une
chaine (resp. d’un cycle élémentaire) est le nombre de ses arétes.

La longueur d’'un cycle élémentaire est aussi égale au nombre de
ses sommets. la maille (resp. la circonférence) du graphe G, notée g(G)
(resp. ¢(G)), c’est la longueur minimale (resp. maximale) de ses cycles.
Un cycle (resp. une chaine) élémentaire de longueur k est noté par C
ou k-cycle (resp. Py). pour k = 3, le cycle C5 ou 3-cycle est appelé
triangle. Une corde est une aréte reliant deux sommets non adjacents

d’un cycle. Un cycle cordal est un cycle contenant au moins une corde.

F1GURE 1.8 — Chaine et cycle du graphe G
e Py =ua,b,c,d, e est une (a,e)-chaine élémentaire et simple de lon-

11
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geur 4
e C=ua,b,c,d, e, a est un cycle de longeur 5 ;
e ¢1 = ad et es = bd sont deux cordes du cycle Cs = a,b,c,d, e, a;
L 03 = a, b, d.

Un couplage (en anglais matching) d’un graphe G est un ensemble
d’arétes M de ce graphe qui n’ont aucune éxtrimité commune. Un
couplage maximal est un couplage M du graphe tel que toute aréte du
graphe a au moins une extrémité commune avec une aréte de M. Un

couplage parfait ou couplage complet est un couplage M du graphe

tel que tout sommet du graphe est incident a exactement une aréte de
M.

1.2.2 Distance, excentricité, rayon et diametre

Dans un graphe connexe G = (V, E), la distance d’'un sommet
u & un sommet v, notée dg(u,v) ou d(u,v) s’il y a pas dambiguité,
est la longueur minimale des chaines reliant les deux sommets u et v,

c’est-a-dire pour k£ un entier
da(u,v) = min{k, ou (u,x1,xs,...,Tx_1,v) est une (u,v)-chaine }

L’excentricité (ou I'écartement) d’un sommet u, notée e(u), est la

distance maximale de u a tous les autres sommets du graphe, donc
e(u) = max{k, ou (u,x1,x9,...,T5_1,v) est une (u,v)-chaine et v € V'}

Le centre du graphe G c’est le sommet d’excentricité minimale

dans G (le centre n’est pas nécessairement unique). Donc,
w est un centre du graphe G < e(w) = min{e(u), v € V}

Le rayon du graphe G, noté R(G) ou R, c’est 'excentricité d'un

12
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centre de (G

R(G) = min{e(u), u € V}

Le diametre du graphe G, noté Dg ou D, c’est la plus grande

distance entre les sommets de G.

Diam(G) = max{dg(u,v), u,v € V}

FIGURE 1.9 — Graphes G

ly/—x|a|b|c|d|e|f|g]elx)
a Oj1|2(1(2]1]2 2
b 1101112 |2|1]2 2
c 211101112213 3
d 112]1]0111]2 2
e 21212110112 2
f 1117211 |0/|1 2
o 212322 (1]0] 3

TABLE 1.3 — Tableau des dg(z,y)

- Le tableau 1.3 résume les distances dg(zx,y) entre un sommet x

et un sommet y du graphe G';

{ 3 siue{cg}

e(u) = .

2 sinon

- Le rayon et le diametre du graphe G sont R =2 et D = 3;

- Les sommets {a,b,d, e, f} sont tous des centres du graphe G.

13
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Pour un entier naturel £, le sous-ensemble des sommets
Ni(u) ={v e V(G)/ dg(u,v) = k}

s’appelle ensemble des voisins du sommet u a distance k, en particulier,
Ni(v) = Ng(v).
Pour un entier naturel &, le sous-ensemble des sommets
M (u) = {v € V(G)/da(u,v) < k} et Mi(u) = L<Jk Ni(u)
s’appelle ensemble des voisins du sommet u a distance au plus k. La
boule de rayon k centrée en u, notée Gy(u), est le sous-graphe de G
induit par ’ensemble My (u), c’est-a-dire Gi(u) = (My(u)).

Un sommet v d’un graphe G est simplicial si son voisinage ouvert,
N¢(v), induit une clique dans G. Un sous-ensemble de sommets S C V/
est un articulation si et seulement s'il existe deux sommets u,v € V'\ S
qui ne sont pas adjacents dans (V'\ S). On dira que S est un ensemble
(u, v)-articulation.

Deux sommets u et v sont jumeaux s’ils ont le méme voisinage.
Autrement dit, deux jumeaux vy,v9 € V ont alors Ni(vy) = Ny(v9).
Deux sommets u et v sont des vrais jumeaux s’ils sont jumaux et

voisins I'un de I'autre. On note par

t
oi(G) = min{>_ dg(v;); {v1,...,v:} ensembles indépendant de G}
i=1

1.3 Graphes remarquables
1.3.1 Graphe connexe

Un graphe G = (V, F) est dit connexe si chaque deux sommets
u,v € V sont reliés par au moins une (u,v)-chaine. Un sous-graphe
induit connexe maximal d’un graphe GG est appelé composante connexe

du graphe. Un sommet v € V est un point d’articulation, (cut vertex en

14
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anglais) si le nombre de composantes connexes du sous-graphe induit
G \ v est strictement supérieur au nombre de composantes connexes
du graphe G. W C V est un ensemble d’articulation du graphe G si
G \ W n’est plus connexe ou réduit & un sommet.

La connectivité du graphe G = (V, E), notée par k(G), est la taille
minimale d'un ensemble d’articulation de G = (V, E). Un graphe G
est k-connexe si k(G) > k, c’est-a~dire (G \ S) est connexe pour tout
ensemble de sommets S tel que |S| < k—1. Si k(G) = k, alors G reste
encore connexe pour toute suppression de tout £ — 1 sommets de V.
Il est possible de supprimer k£ sommets "bien choisis" pour rendre G
non connexe (ou trivial). Une aréte e = uv d'un graphe G = (V, E)
est un isthme si S = {u,v} est un ensemble d’articulation. Pour un
graphe GG connexe, une aréte est un isthme si et seulement si elle n’est

sur aucun cycle du graphe G.
(%] Vs
Yo v Vg

(%

U1 v7
FIGURE 1.10 — Graphe connexe

e Dans le poset illustré dans la Figure 1.10 ci-dessus, le graphe G

est connexe.

e Egalement,

- vovy4 est le seul isthme ;
- vy et vy sont des sommets d’articulation ;
- k(G) = 1.
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1.4 Connexité locale et connexité triangulaire

Moins fortes que la connexité sont la connexité locale, la connexité
triangulaire, et la panconnexité d’un graphe.

Pour un graphe simple G = (V, F), un sommet v € V est dit
localement connexe si le sous-graphe, (Ng(v)), induit par son voisinage
ouvert Ng(v) est connexe. Un graphe G est dit localement connexe si
tout sommet v € V est localement connexe. Un sommet u € V' (resp.
un ensemble de sommets S C V) est dit un sommet (un ensemble de
sommets) d’articulation si < V'\ {u} (resp. (V' \ S)) n’est pas connexe.
Un graphe G est dit quasi localement connexe si chaque ensemble de
sommets de séparation de GG contient un sommet localement connexe.

Un graphe G est dit presque localement connexe si
B(G) ={v e V(G), (Ng(v)) est non connexe }

est un ensemble indépendant et pour tout v € B(G), il y a un sommet
w e V(G) — {v} tel que (Ng(v) U {w}) est connexe.

Un graphe G est dit triangulairement connexe si pour toute paire
d’arétes e1, eo € F, G admet une chaine (une séquence) de 3-cycles (tri-
angles) C1,Co, ..., Cy tellequee; € C, e € Cr et E(C;))NE(Ciyq) # 0
pour tout 1 <<k —1.

m
e
Us Ue

(@)

(H)

FIGURE 1.11 — @ triangulairement connexe
Dans le poset illustré dans la Figure 1.11,
- le sommet ug du graphe G n’est pas localement connexe mais le
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sommet b du graphe H l’est bien;

- le graphe GG n’est pas localement connexe mais le graphe H l'est

bien ;

- H est un graphe triangulairement connexe et G ne 'est pas car
les deux arétes e; = ujus et e = vus ne sont reliées par aucune

chaine de triangles.

Evidement, la connexitée triangulaire est une extension de la

connexitée locale.

1.4.1 Graphe régulier

Un graphe G est dit régulier si tous ses sommets ont le méme
degré. Si ce degré est k, G est dit k-régulier (Voir le graphe illustré
dans la Figure 1.31).

Les cycles et le graphe complet d’ordre n sont 2-régulier et (n—1)-

régulier respectivements.

FIGURE 1.12 — Graphes de Petersen 3-régulier

1.4.2 Graphe complet

Un graphe simple dans lequel chaque deux sommets distincts sont
reliés par une aréte est appelé graphe complet. On notera par K, le
graphe complet d’ordre n. Donc, la clique est un graphe complet induit
d’un graphe. Propriétés importantes des graphes complets :

- Le nombre d’arétes d’un graphe complet d’ordre n est égal a

n(n—1) .
2 )
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- La distance entre deux sommets d’un graphe complet est toujours

égale a 1;

- Le diametre d’un graphe complet est égal a 1.

(K3) (K4) (K5)

FiGURE 1.13 — Graphes complets K, pour n=3,4,5

1.4.3 Graphe biparti

Un graphe G est dit biparti, noté G = (V4, V3, F), si son ensemble
de sommet V' peut étre partitionner en deux ensembles indépendants
Vi et V5 tels que toute aréte e du graphe G a une extrémité dans 1} et
I’autre dans V5. D’une maniere équivalente, G ne contient aucun cycle

de longueur impaire.

(V1) (V2)

FIGURE 1.14 — Graphes biparti G = (V1, V3, E)

Le graphe biparti complet, noté K,,,, est le grpahe biparti tel que
V1| = m et |Va| = n et tel que tout sommet de Viest adjacents a tous

les sommets de V5.
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FIGURE 1.15 — Graphes biparti K34

De plus, K, est n-régulier si m = n. L’¢toile est le graphe biparti
complet K ,, notée egalement S, et son seul sommet de degré n
s’appelle centre de 1'étoile. Le graphe biparti K3 est aussi appelé

griffe.

(Ki5) (Ki4)  (Ki3)

FIGURE 1.16 — Etoiles K ,; p=1,2,3

1.5 Graphes associés a un graphe
1.5.1 Graphe adjoint d’un graphe (Line graph)

Le graphe adjoint (graphe représentatif des arétes) d’un graphe G,
noté L(G), admet E(G) pour ensemble de sommets et deux sommets
sont adjacents dans L(G) si et seulement si ils ne le sont pas dans G.
De toute évidence, si G est simple, alors L(G) l'est aussi et est sans

griffes. Pour L(G) le graphe ligne d’'un graphe G,

n(L(G))=m(G)
I(L(G)) = min{dg(u) + dg(v) — 2 : ww € E(G)}
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Si L(G) est k-connexe, alors G est k-aréte-connexe, ce qui signifie que
les seuls ensembles d’arétes de G ayant moins de k arétes sont les

ensembles d’arétes incidentes a un sommet de G (Voir la Figure 1.17).

><1><1

FIGURE 1.17 — Graphes G et L(G

1.5.2 Graphe joint et graphe complémentaire
Pour deux graphes disjoints G = (V(G), E(G)) et
H = (V(H), E(H)), soit GUH = (V(G) UV(H), B(G) U E(H)) leur
)

réunion (voir le poset illustré dans la figure 1.18

’

A ATAN

FIGURE 1.18 — Graphe GU H

Leur graphe joint de G et H, noté G+ H = (Vgop, Ecin), est le
graphe d’ensemble de sommets Vo g = VUV et d’ensemble d’arétes
Eeip = E(G)UEH)U{uv : u € V(G),v € V(H)} (voir le poset
illustré dans la figure 1.19);

FIGURE 1.19 — Graphe G + H
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Notons que 'étoile K7,_1 d’ordre n est K; + K,,_1.

AN

(Ki+ K3 =Ki3) (Kh+ Ky = Ky 4)

FIGURE 1.20 — Graphes K1+ K,—1 £ K1,; p=2,3

AN

(Kl + (Kl U PQ)) (Kl + (Kl U Pg))

FIGURE 1.21 — Graphes K1 + (K1 UP,); n=2,3

wovV W

(K2 —|—F3) (K1+P3) (K1+P4)

FIGURE 1.22 — Graphes K1 + P,; n=2,3 et Ko + K3
1.5.3 Graphe puissance d’un graphe

Pour tout graphe G, son k“™¢ puissance, noté G*, c’est le graphe
de méme ensemble de sommets V' et qui a une aréte entre tous les deux
sommets dont la distance dans G est au plus k. Egr = {uv; dg(u,v) <

k}. En particulier, pour k = 2, G? est le graphe carré du graphe G
(Voir la Figure 1.23).

@) (@

FIGURE 1.23 — Graphes carré

1.5.4 Clo6ture ou Fermeture d’un graphe

Dans [26], Bondy et Chvatal ont introduit la cloture (fermeture)
d'un graphe. La k-fermeture Cli(G) est obtenue a partir de G en
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joignant récursivement les paires de sommets non adjacents dont la
somme des degrés est au moins égale a k, jusqu’a ce qu’il ne reste plus
aucune paire de ce type. La k-fermeture est indépendante de 'ordre
d’adjacence des arétes. Manifestement, tout graphe d’ordre n satisfait

aux conditions suivantes.
G = Cly,_3(G) C Clyy4(G) C ... CClL(G) C Cly(G) = K,

Une propriété P définie sur tous les graphes d’ordre n est dite
k-stable si pour tout graphe G d’ordre n qui ne satisfait pas P, le fait
que uv ¢ E(G) et que G + uv satisfait P implique dg(u) + dg(v) < k.

Vice versa, siuv ¢ E(G), dg(u)+dg(v) > ket que G+uv vérifie la
propriété P, alors G lui-méme vérifie la propriété P. Chaque propriété
est (2n — 3)-stable et chaque propriété k-stable est (k 4 1)-stable.

La n-fermeture, Cl,,(G), est dite cldture ou fermeture du graphe G
, notée cl(G). Pour déterminer la fermeture c/(Gy) d’un graphe simple
et non orienté Gy = (Vf, Ey). On définit une suite finie de graphes
(simples) Go, G, ...,Gy,...,G ou G; = (V;, E;) avec 1 < i < k. Pour

tout 7, on ajoute a GG; une aréte comme suit :
e Giy1=G;+uvouuetwsont t.q. {u,v} & FE; et dgi(u)+dgi(v) >
Vil
e La procédure s’arréte a (GG si pour tous sommets u et v, soit
wv € Ey , soit dgi(u) + dar(v) < |Vl et cl(Go) = Gk.
b

(@)

FIGURE 1.24 — Graphes G
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X a b C d e f
dg(x) 3 2 4 2 3 2
A=V )\ Ng(x) df | def| e | abf| bec |abd
{dg(z) +dg(y), ye A} | 55 | 454 | 7 | 544 | 57 | 544
arétes ajoutées ad,af | be | ce| da | eb,ec fa

TABLE 1.4 — Tableau des cl(G)

(cl(G))

FIGURE 1.25 — Cloture du graphes G

Quels que soient les choix d’arétes ajoutés dans les étapes inter-
médiaires, on aboutit toujours au méme graphe. Donc la fermeture
d’un graphe est unique.

De méme, la cloture (fermeture) d'un graphe bipartit G =
(V1, Vo, E), notée bcl(G), est le graphe obtenu a partir de G en joi-
gnant récursivement les paires de sommets non adjacents u € V; et
v € V5 dont la somme des degrés est au moins égale a n + 1, jusqu’a

ce qu’il n’existe aucune paire de ce type.

1.5.5 Graphe triangulé (cordal)

Une corde dans un graphe est une aréte reliant deux sommets non
adjacents d'un cycle;

Autrement dit : I'aréte e = wv est une corde d'un cycle C si
u,v € V(C) et dicy(u,v) > 2;

Un graphe est dit graphe triangulé (ou cordal) si tous ses k-cycles

pour k£ > 3 ont au moins une corde;

23



Chapitre 1. Définitions et notations

(04 + 6) (05 + 26)
FIGURE 1.26 — Graphes triangulés Cy + e et C5 + 2e

Golumbic et Goss, dans [77], ont définis un graphe biparti comme étant
biparti triangulé si chaque cycle de longueur supérieure ou égale a 6 a

une corde;

(Cs +¢) (Cs + 4e)

FIGURE 1.27 — Graphes bipartis triangulés Cg + e et C7 + 4e
Une corde uv dans un cycle pair C est impaire, lorsque la distance
dans C' entre u et v est impaire; Un graphe est fortement triangulé
s’il est triangulé et que chaque cycle de longueur paire au moins 6 a
une corde impaire.
Dalhaus et al. [44], ont définis un graphe triangulé comme étant
fortement triangulé si et seulement si pour tout k£ > 6, chaque k-cycle

admet deux cordes du cycle formant un triangle avec une aréte du

cycle.
c
b d
a 2
f
(06 + 26)
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F1GURE 1.28 — Graphe fortement triangulé Cy + 2¢

McKee [127] a prouvé que cela équivaut a dire qu'un graphe est for-
tement triangulé si et seulement si chaque k-cycle C' est la somme de
(k—2) 3-cycles, dont chacun contient une aréte de C, et de plus, qu'un
graphe est biparti fortement triangulé si chaque k-cycle C' (k > 4) est
la somme de (g — 1) 4-cycles, dont chacun contient une aréte de C'
(voir le graphe illustré dans la Figure 1.29).

V1 (%) Vs V4 Vs Uy Uz U3 Ugqg Us
® ®

o o
Uyp Up U9 U Ut

(Ga)

FIGURE 1.29 — 1 biparti triangulé et G biparti fortement triangulé

1.5.6 Graphe intervalle

Un graphe d’intervalles est le graphe d’intersection d’intervalles
sur une droite qui est défini par un ensemble E = {[y, I, ..., I,}
d’intervalles sur une droite, lui associe le graphe d’intervalles G =
(V(G), E(G)) ou V(G) = {1,2,...,n} et deux sommets u et v sont
adjacents dans G si et seulement si I, N I, # (). Le poset illustré dans

la Figure 1.30 est un graphe d’intervalle.

E
G A K

(4 (B)

D (EH) J D H B

)y _(K

~

FIGURE 1.30 — GG graphe intervalle
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1.5.7 Graphe Roue

En théorie des graphes, la Roue W,,_; est un graphe d’ordre n > 4
formé d’un sommet u "centre' adjacent a tous les sommets d'un cycle
C,_1. La notation W,,_; provient du nom anglais wheel graph mais

n’est pas universelle.

(W3) (Wa) (W5)

FiGURE 1.31 — Graphes Roues W3, W4 et W
1.5.8 Graphe planaire

Un graphe est planaire s’il existe une representation sur le plan tel
qu’aucune aréte ne se croise (Voir les graphes illustrés dans la figure
1.32). Soit G un graphe planaire connexe. On fixe une representation
planaire de ce graphe. Une face de cette representation planaire est une
des régions du plan délimitées par le dessin du graphe. Etant donné
une face F', son bord est le plus court chemin ferme passant par toutes
les arétes qui touchent la face (le bord peut avoir a parcourir certaines

arétes plusieurs fois). Le degré d’une face est la longueur de son bord.
a

da ¢ d b
x v

r v

v
U
uow U w
FIGURE 1.32 — Graphes planaires K4 et Q3
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1.5. Graphes associés a un graphe

1.5.9 Coriacité (en anglais : Toughness)

Dans la théorie des graphes, la coriacité est une mesure de la
connectivité d’un graphe. Un graphe G est dit t-coriace pour un
nombre réel ¢ donné si, pour chaque entier k& > 1, G ne peut pas
étre partitioné en k£ composants connexes différentes en supprimant
moins de tk sommets.

Soit G un graphe et w(G) le nombre de composantes de G. Chvatal
dans [40] a donné la definition du graphe t-coriace (¢ un réel tel que
t > 0) et la coriaciténotée 7(G), comme suit :

Pour un graphe GG et ¢ > 0 un nombre réel tels :
w(G\S) >1=|S|>tw(G\S)
pour chaque ensemble de sommts S C V de G.

- On dira alors que G est t-coriace (Le graphe illustré dans la Figure

1.33 est 1-coriace) ;

- La coriacité (en anglais the toughness) 7(G) est la valeur maximum

de t pour laquelle GG est t-coriace.

7(G) = max{t € R*, ol G es t-coriace}
- 7(G) = 1 pour le graphe illustré dans la Figure 1.33;

- Par convention, 7(K,,) = oo pour tout n > 1.

w
(%

FiGURE 1.33 — Graphe 1-coriace
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1.5.10 Graphe scindé

Folder [73], a introduit la notion du graphe scindé. Un graphe
scindé (en anglais : split graph) est un graphe dont les sommets
peuvent étre partitionnés en deux ensembles V; et V5 tels que V; induit
un ensemble stable et V5 induit une clique (Voir le graphe illustré dans
la Figure 1.34). La perfection des split graphes découle du fait qu’ils

sont triangulés.

w
F1GURE 1.34 — Graphe scindé

1.5.11 Graphe sans griffe

Un graphe G est dit sans griffe s’il ne contient aucun sous-graphe
induit isomorphe a K 3. De manicre équivalente, un graphe sans griffe
est un graphe dans lequel le voisinage de tout sommet est le complé-
ment d’un graphe sans triangle.

Les graphes sans griffe ont d’abord été étudiés comme une généra-
lisation des graphes adjoints. Ils ont été 'objet de centaines d’articles
de recherche mathématiques de plusieurs auteurs. Les graphes sans
griffe sont connus pour avoir de nombreuses propriétés intéressantes
et ont été étudiés par de nombreux auteurs ces dernieres années [60].

Le graphe illustré dans la Figure 1.35 est sans griffe.

FI1GURE 1.35 — Graphe sans griffe
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1.6. Hamiltonicité

1.6 Hamiltonicité

Dans ce chapitre, nous résumons les propriétés locales qui four-
nissent des informations sur la structure globale du cycle d’un graphe.
Les auteurs ont défini des graphes en imposant des propriétés sur les
cycles de ces graphes.

Une chaine P d'un graphe G est dite hamiltonienne si elle passe
par tous les sommets du graphe GG une fois et une seule. Un cycle C'
d’un graphe G est dit hamiltonien s’il passe par tous les sommets du
graphe G une fois et une seule.

Un graphe G est dit semi-hamiltonien (tragable) s’il possede une
chaine hamiltonienne. G est dit connexe-hamiltonien si chaque deux
sommets de GG sont reliés par une une chaine hamiltonienne. G est dit
hamiltonien s’il possede un cycle hamiltonien.

Un graphe est dit localement hamiltonien (resp. semi-hamiltonien
(tragable)) si, pour tout sommet v, le graphe induit par les voisins
de v est hamiltonien (resp. semi-hamiltonien (tragable)) i.e. (Ng(v))
hamiltonien (resp. semi-hamiltonien).

Dans le poset illustré dans la Figure 1.36 ci-dessus, le cycle
C =a,bc,d,n,m,l,k,j,i,h,g,q,7;8,t,p,0, f,e,a est un cycle hamil-
tonien, donc ce graphe (qui appelé dodicaédre) est un graphe hamil-

tonien ;

FIGURE 1.36 — Graphe dodécaedre (Hamiltonien)
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Chapitre 1. Définitions et notations

Le développement de la théorie des graphes a été profondément
influencé par 1’évolution d’Internet et des grands réseaux de commu-
nication qui en résultent. Les propriétés globales de tels réseaux qui
peuvent étre déduites de leurs propriétés locales sont particulierement
intéressantes. Skupien, dans [158], a défini I’hamiltoninicité locale. Les
graphes localement hamiltoniens ont été étudiés plus en détail dans
[ [137], [138], [159]].

1.7 Pancyclicité

Un sommet v d’un graphe G est r-pancyclique s’il est contenu
dans un cycle de longueur k£ pour tout entier £k our < k < n, et G est
sommet r-pancyclique si chaque sommet est r-pancyclique. Un som-
met 3-pancyclique et un graphe sommet 3-pancyclique sont également
appelés pancyclique et sommet-pancyclique, respectivement. Donc,un
graphe G(V, E) est pancyclique si G a un k-cycle pour tous les entiers
k, 3 <k <|V(G)|. G est dit sommet-pancyclique (aréte-pancyclique)
si G a un k-cycle contenant le sommet v (I’aréte e) pour tout sommet
v € V(G) (e € E) et pour chaque entier k avec 3 < k < |V(G)]|. De
maniere analogue, G est appelé aréte r-pancyclique pour un certain
3 < r < n, si chaque aréte de G se trouve sur un cycle de longueur
k pour chaque r < k < n (Le graphe de la Figure 1.37 est sommet-
pancyclique).

a

(@)

FI1GURE 1.37 — G sommet-pancyclique

Les graphes pancycliques sont plus restreints que les graphes ha-

miltoniens. Donc, la pancyclicité est une propriété plus forte qui géné-
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1.8. Graphe a cycle prolongeable

ralise celle de ’hamiltonicité. Le probleme de la recherche d’un cycle
Hamiltonien est classé N P-complet [96]. Par conséquent le probleme
de la pancyclicité est un probleme N P-complet car la pancyclicité
d’un graphe peut-étre vérifiée en utilisant des algorithmes basés sur
des propriétés mathématiques des graphes pancycliques. Elle peut étre
utilisée pour résoudre certains problemes d’optimisation comme celui
du voyageur de commerce.

Pour un sommet u d'un graphe G et un entier positif k£, la maille
g(G) et la circonférence ¢(G) sont, respectivement, la longueur mi-
nimale et maximale des cycles dans G. Evidament, un graphe G
est hamiltonien si ¢(G) = n. Un graphe G est faiblement pancy-
clique (ou presque pancyclique) s’il a au moins un cycle de longueur
k dans G pour tout entier k, g(G) < k < ¢(G). Un graphe G est
dit sous-pancyclique s’il contient des cycles de toute longueur k avec
3 < k < ¢(G). Un graphe bipancyclique est un graphe biparti d’ordre
pair 2n qui contient des cycles de toutes les longueurs paires 2k pour
2<Ek<n.

En 2004, Faudree et al. [54] ont définis la propriété du graphe
(k,m)-pancyclique. Etant donné un graphe G d’ordre n et deux entiers
ket mavec 0 < k <m <mn, G est dit (k, m)-pancyclique si, pour
kE < m < n, tout ensemble de k sommets de GG est contenu dans un
cycle de toute longueur possible [, pour m < [ < n. La propriété de

(k, m)-pancyclicité généralise celle de sommet-pancyclicité.

1.8 Graphe a cycle prolongeable

Un cycle C' de longueur r (r < n — 1) ou un r-cycle du graphe
G d’ordre n est dit prolongeable dans G si G contient un cycle C
de longueur 7 4+ 1 ou un (r + 1)-cycle avec V(C) c V(C). Si un tel
cycle C existe on dira que C peut étre prolongé a C ou que C est
un prolongement de C'. Un graphe a cycle prolongeable est un graphe

G qui contient au moins un cycle et tout cycle non hamiltonien du
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graphe peut étre prolongé a un cycle hamiltonien. Donc, G est a cycle
prolongeable si tout cycle non hamiltonien C' de GG est prolongeable.
Un graphe G est dit a cycle pleinement prolongeable s’il est a cycle
prolongeable et chaque sommet de G se trouve sur un triangle Cj.

Le fait qu'un graphe soit a cycle prolongeable est une propriété
structurelle plus forte que d’étre pancyclique qui est a son tour plus
fort que d’étre hamiltonien. Les graphes a cycle prolongeables est une
classe de graphes plus restreinte que les graphes pancycliques. Par
conséquent, le probleme de cycle pleinement prolongeable reste un
probleme N P-complet.

Les roues W,,_1 sont des graphes a cycles pleinement prolon-
geables. Les Roues Magnitiques M,,_1, n > 4 illustré dans la Figure

1.38 sont a cycles pleinement prolongeables.

(Ms3) (My) (Ms5)

F1GURE 1.38 — Graphes Roues Magnétiques Ms, My et Mj
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Chapitre 2

Hamiltonicité, pancyclicité et cycles

pleinement prolongeables

Introduction

Déterminer si un graphe donné est hamiltonien est 1'une des ques-
tions centrales de la théorie des graphes. De nombreux résultats qui
constituent des conditions suffisantes pour I’hamiltonicité ont été prou-
vés par plisieurs auteurs.

Dans ce chapitre, nous résumons les propriétés qui fournissent des
informations sur 'existence et la structure locale et globale des cycles
d’un graphe.

Les connditions suffisantes d’hamiltonicité, de pancyclicité et des
graphes a cycles prolongeables d'un graphe G peuvent étre classées se-
lon : conditions imposées sur les degrés de sommes, celles imposées sur
les degrés généralisés, celles imposées sur les invariants, et les condi-

tions locales.

2.1 Conditions d’Hamiltonicité

2.1.1 Conditions imposées sur les degrés

Les conditions imposées aux degrés des sommets constituent la
base et presque toutes les autres conditions y sont liées. La condition

de degré minimum de Dirac [45] pour 'hamiltonicité, est la condition
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Chapitre 2. Hamiltonicité, pancyclicité et cycles pleinement prolongeables

d’hamiltonicité la plus ancienne.

Théoréme 2.1.1. (Dirac, [45])

Tout graphe G d’ordre n > 3 est Hamiltonien si dg(v) > 2 > 1

|3

pour tout sommet v € V.

Nous ferons référence a la condition dg(v) > § > 1 comme condi-
tion de type-Dirac.

Ore dans [135], a généralisé la condition diie a Dirac en utilisant
la somme des degrés de deux sommets non adjacents d’un graphe. Ore

a proposé deux théoremes, le premier s’énonnce par :

Théoreme 2.1.2. (Ore, [135])
S’il existe deux sommets u et v d’un graphe G = (E,V) d’ordre
n tels que dg(u) + dg(v) > n. G est Hamiltonien si et seulement si le

graphe G + uv [’est aussi.
Dans son second théoreme, il a proposé que

Théoréme 2.1.3. (Ore, [135])
Si pour tout couple de sommets non adjacents {u,v} d’un graphe
G d’ordre n est tel que dg(u) + dg(v) > n, alors G est Hamiltonien.

En particulier, si minycydg(v) > %, alors G est hamiltonien.

9

Plus tard, les restrictions sur la somme des degrés qui permettent
d’obtenir ’hamiltonicité sont appelées conditions de type-Ore.

Dans [135], Ore a désigné par o3(G) = min{dg(u) + dg(v) :
(u,v) € V2, uv ¢ E} la somme minimale des degrés sur toutes les
paires de sommets non adjacents u et v d’un graphe G.

Depuis, la notation oy s’est largement répandue, une notation
similaire pour I’étude des cycles est apparue dans les graphes bipartis.
On pourrait dire que la prévalence de la notation o9 indique a quel
point le théoreme d’Ore est fondamental. Il a proposé la condition
suivante qui améliore les deux théoremes de Dirac 2.1.1 et son résultat
2.1.3:
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Théoreme 2.1.4. (Ore, [135])
Si dans un graphe G d’ordre n > 3, 02(G) > n pour toute paire

de sommets non adjacents u et v, alors G est Hamiltonien.

Depuis, 02(G) > n s’appelait condition de type-Ore pour ’hamil-
tonicité.

Le théoreme d’Ore, et par conséquent la condition de Dirac, sont
des conditions bien plus fortes que nécessaire pour l'existence d’un
cycle Hamiltonien.

Arangno , dans [10], a donné le graphe G illustré dans la Figure
2.1 qui n’est pas Hamiltonien. Car les seuls sommets non adjacents
se trouvent dans l’ensemble indépendant, Fm;n, et que chacun de

(n+1)

ces sommets a un degré “—~. Par conséquent, G ne satisfait pas la

condition d’Ore, car o9(G) =n — 1.

Cc

(Km;rl)) (Kwﬁ))
G) -

FIGURE 2.1 — Graphe non Hamiltonien

Les théoremes de Dirac [45] et de Ore [135] constituent la base d’une
grande partie des études relatives aux cycles dans les graphes.

Ils ont conduit a 1'utilisation de conditions de degré minimum et
de somme de degrés comme facteurs déterminants pour les structures
de cycles souhaitées.

A titre d’exemple, considérons un graphe G = C,,, qui est un cycle
sur n sommets, ou n est assez grand. Le degré de chaque sommet u du
cycle G est dg(u) = 0(G) = A(G) = 2, donc G ne satisfait ni le théo-

reme d’Ore ni la condition de Dirac pour n assez grand. En fait, nous
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verrons que le théoreme d’Ore (et la condition de Dirac) garantissent
bien plus que I'hamiltonicité. Juste apres, Pésa dans [140], a donné
plusieurs résultats sur I’hamiltonicité. On peut, en particulier, citer

son théoreme de 1962 qui porte sur les sommets faiblement adjacents
(de degrés faibles) :

Théoréme 2.1.5. (L. Pésa, [140])
Soit G =V, E) un graphe simple d’ordre n (n > 3). Si
- pour tout entier k, 1 < k <21, {v;dg(v) <k} <k;

- et si, pour n impair, |{v;dg(v) < %51} <

alors G est un graphe Hamiltonien.

FIGURE 2.2 — Graphe Hamiltonien selon Pésa

Le graphe G illustré ci-dessus dans Figure 2.2 est d’ordre n = 6;

- Il est Hamiltonien : les sommets ont été ordonnés de maniere a
mettre en évidence un cycle Hamiltonien, c’est le cycle Cy =<

a7f7e7b707d7a>;

- On ne peut pas déduire du théoreme de Dirac, qu’il est Hamilto-

nien car dg(e) =2 < 5 .

- On ne peut plus garantir I’hamiltonicité selon Ore des deux som-

mets a et e qui sont non adjacents et dg(a) + dg(e) =5 < 6;

- Par contre, le théoreme de Pésa permet d’affirmer que le graphe

est bien Hamiltonien, car il n’y a pas de sommet de degré 0 et
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un seul sommet de degré 2 : la condition 1 est remplie (0 < 1 et
0+1<2).

Voir aussi le graphe illusté dans la Figure 2.1 ci-dessous :

c(d) x=(3
o(5) (5) x(3)
V3 U3 U3
Vg Vg V2 vy u(2) y(2) vy V4
a(5) e(6)
U1 V5 U1 Vs 2(5) U1 U5
(G1) (G2) (G3) (G4)

TABLE 2.1 — Graphes G1 ,Go G3 Hamiltoniens et (G4 non-Hamiltonien

Erdos, dans [47], a donné une borne inférieure a la taille du graphe

pour qu’il soit Hamiltonien.

Théoréme 2.1.6. (Erdos, [47])
Soit G un graphe de taille m et d’ordre n > 3. QSZ soit 0(G) >
>, ou bien m > max{(”_g(G)) + 62, (L(n; )J) + Van)J }, alors G est

27 2
Hamiltonien.

J. A. Bondy, dans [21], a prouvé son théoreme qui est type-Ore

pour ’hamiltonicité des graphes. Il a montré ce qui suit :

Théoréme 2.1.7. (Bondy, [21])
Soit G = (V, E) un graphe d’ordre n. Si dg(vj)+dg(vr) > n pour
toutes les paires {v;, vy} CV avec j <k, dg(vj) < j et dg(vy) < k—1,

alors G est Hamiltonien.

Une caractérisation algébrique des séquences de graphes a été
donnée par Erdos et Gallai dans [49] et Harary dans [85] : Une séquence
d’entiers non négatifs d; > dy > ... > d,, peut étre représentée comme
la séquence de degrés d'un graphe simple fini sur n sommets si et

seulement si d; + - - - + d,, est pair et pour, et
k n
i=1 i=k+1
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En fait, la caractérisation des séquences de degrés est un cas par-
ticulier d’'un probléme plus général résolu par Tutte dans [166]. On
dira qu’une suite dy, dy, ..., d, est majorée par la suite dj, d5, ..., d, si
df > d; pour tout i. Nash-Williams, dans [133], a proposé d’appeler
une séquence d’un graphe forcément Hamiltonienne si tout graphe avec
cette séquence de degrés est Hamiltonien. Plusieurs théoremes sont
des conditions suffisantes pour garantir qu’'une séquence d’un graphe
donné est forcément Hamiltonienne.

Bondy a affirmé que toute séquence d'un graphe simple G
di,da,,...;dyavecp >3 et dy < k,d)<l,k# = dp,+d > P, G
est Hamiltonien.

V. Chvatal, dans [39], a prouvé le résultat suivant en utilsant celui
de Bondy,

Théoréme 2.1.8. (Chvdtal, [39])

Soit G un graphe (simple et non orienté) d’ordre n > 3 et
V = {vy,v9,...,v,} ses sommets ordonnés par ordre croissant selon
leurs degrés, i.e., dg(vy) < dg(vz) < ... < dg(vy). St pour tout k < 5
le graphe G satisfait dg(vi) < k = dg(v,—r) > n —k, alors G est

Hamiltonien.

Cette condition suffisante, dii & Chvatal dans [39], est la plus
générale dans son genre pour qu’un graphe soit Hamiltonien. Dans
certains cas, on peut obtenir des conditions plus fortes mais en se
restreignant a des classes particulieres de graphes.

S’inspirant du théoréeme d’Ore [135], Bondy et Chvatal ont don-
nés, en 1976 dans [26], le résultat suivant qui est une condition neces-

saire et suffisante pour qu’un graphe GG donné soit Hamiltonien :

Théoreme 2.1.9. (Bondy et Chvdtal, [26])
Un graphe G est hamiltonien si et seulement si sa cloture cl(G)

est Hamiltonienne.

Las Vergnas dans [167], a adopté une autre condition qui est
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proche de celle de Ore dans [135] pour confirmer I’hamiltonicité d'un

graphe. Il a proposé son résultat suivant :

Théoreme 2.1.10. (L. Vergnas, 1972, [167])

Si les sommets d’un graphe G d’ordre n peuvent étre étiquetés
comme vy, Vg, ..., v, tels que j < k, k> n—j, vjvp ¢ E(G), da(v;) < j,
da(vi—1) < k — 1 implique dg(v;) + da(vi) > n, alors G est Hamilto-

nien.

Il a développé le théoreme dii & Ore dans [135] en exploitant la
cloture (la fermeture) cl(G) d'un graphe G comme suit :
Le théoreme suivant généralise un certain nombre de conditions

de degré suffisant antérieures pour 'hamiltonicité.

Théoréme 2.1.11. (Bondy et Chvatal, [26]).
Soit G un graphe d’ordre n > 3. Si cl(G) est complet, alors G est

Hamiltonien.

Bondy, dans [29], a utilisé le théoreme de Chvatal-Erdés pour

montrer son théoreme suivant :

Théoréme 2.1.12. (Bondy, [29])

Soit G un graphe k-connexe d’ordre n tel que

S doe) > 1)2(n — 1)
veS

pour tout ensemble indépendant S de k + 1 sommets de G. Alors G

est Hamiltonien.

Geng-Hua Fan, dans [50], a adopté une autre approche en utilisant
une propriété que devraient vérifier les sommets de distance 2 d’un
graphe G pour qu’il admet un cycle d’une certaine longueur k. On dit
qu'un graphe G satisfait la propriété P(k), pour 3 < k < n, si pour

tout sommets u,v € V(G) de distance

de(u,v) = 2 = max{dg(u),dg(v)} >

N |
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Fan, dans [51], a prouvé son résultat suivant :

Théoréme 2.1.13. (Geng-Hua Fan, [50])
Si un graphe 2-conneze G satisfait la propriété précédante P(k),

alors G a un cycle de longueur au moins k.

Clairement, pour k = n, le théoreme 2.1.13 généralise le théoreme
2.1.2 di & Ore dans [135] et affirme que le graphe est Hamiltonien.
Nous notons que Schelten et Schiemeyer, dans [152], ont améliorés
(n+13)

cette borne a B

2.1.2 Conditions imposées sur les degrés pour les graphes bipartis

En 1963, Moon et Moser dans [130], ont élargis les résultats de
I’hamiltonicité aux graphes bipartis. Pour un graphe biparti
G = (Vi,Va, E) , 03(GQ) désigne

02(G) = min{dg(u) + dg(v) : uwv ¢ E(G),u € Vi,v € V5}

Ils ont donné la condition de type-Ore suivante pour laquelle un graphe

biparti aurait un cycle Hamiltonien.

Théoréme 2.1.14. (Moon et Moser, 1963, [130])
Pour G = (V1, Vo, E) un graphe biparti d’ordre 2n, si
03(G) >n+1, alors G est hamiltonien.

Amar, dans [6], a donné un résultat qui assure ’hamiltonicité sem-
blable pour les graphes bipartis réguliers. Cette condition importante
est de type-Ore pour I'hamiltonicité des graphes bipartis connexes

d’ordres pairs seulement.

Théoréme 2.1.15. (Amar, 1993, [6])

Soit G un graphe biparti régulier connexe d’ordre 2n et satisfait
la condition que toute paire de sommets {u,v} telle que dg(u,v) = 3.
Sidg(u) + dg(v) > n+ 1, alors G est Hamiltonien.
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Arangno, dans [10], a développé des résultats, de Posa dans [141],
de Kronk dans [99] et de Halan dans [86], en étudiant les graphes bi-
partis pour déterminer des conditions dans lesquelles un graphe biparti
a un cycle Hamiltonien qui ne contient pas certaines arétes du graphe.
Deborah C. Arangno, dans [10], a montré le lemme suivant qui est une

version du theoréme 2.1.2 dii a Ore pour les graphes bipartis :

Lemme 2.1.1. (Arangno, [10])

Etant donné un graphe biparti G = (Vi,Vay, E) sur 2n sommets,
et dg(u) + dg(v) > n+ 1 pour toute paire de sommets non adjacents
u € Vi, v € Vs, alors G est Hamiltonien si et seulement si G + uv est

Hamaltonien.

Ensuite, elle a obtenu la version suivante du théoreme 2.1.9, de
Bondy-Chvatal dans [26], pour les graphes bipartis. Arangno a montré
que 'hamiltonicité de la cloture bel(G) est une condition de degré mi-

nimum necessaire et shffisante pour I’hamiltonicité du graphe biparti

G.

Lemme 2.1.2. (Arangno, [10])
Si G = (V1, Vs, E) est un graphe biparti sur 2n sommets, alors G

est Hamiltonien si et seulement si bel(G) Uest aussi.

Arangno, dans [10], a pouvé également qu'un graphe biparti
G = (V4, V4, E) reste Hamiltonien en supprimant un ensemble bien
déterminé £ C E d’arétes.

De méme, elle a établi des conditions sous lesquelles un cycle
reste un cycle Hamiltonien dans le graphe et n’utilise aucune des arétes
supprimées. Arangno appelé ce graphe Hamiltonien par graphe évitant

des arétes. Elle proposée son théoreme suivant :

Théoréme 2.1.16. (Arangno, [10])
Soit G un graphe biparti régulier d’ordre 2n > 10 et de degré

minimum §(G) > %(n —1). 51 E est un sous-ensemble de arétes de
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E(G) tel que |E| < (n;?’) , alors il existe un cycle Hamiltonien C dans

G qui ne contient aucune aréte de E.

2.1.3 Conditions imposées sur les degrés généralisés

La condition de degré est la méthode classique pour résoudre le
probleme Hamiltonien, et I'union de voisinages est une forme impor-

tante de condition de degré généralisés. Dans ce qui suit o;(G) désigne
3
0r(G) = min{>_ d(v;)/{v1, ..., v} est un stable de G}
i=1

Les graphes satisfaisant o;(G) avec k = 2 seront souvent appelés
graphes de type-Ore, tandis que si k = 1, ils seront appelés graphes
de type-Dirac. En 1963, Ore dans [136], a prouvé le résultat suivant :

Théoréme 2.1.17. (0. Ore, [1306])
Soit G un graphe d’ordre n > 3. Si 05(G) > n+ 1, alors G est

connexe Hamiltonien.

Bondy, dans [29], a donné une condition suffisante d’hamiltonicité

en fonction de o441(G) pour tout stable de (k + 1) sommets.

Théoréme 2.1.18. (Bondy, [29])
Soit G un graphe k-connexe d’ordre n > 3. Si
ok+1(G) > Lk +1)(n — 1), alors G est Hamiltonien.

Plus récemment, Faudree et al., dans [56], ont utilisés le parametre
NC(G) qui désigne

NC(G) = min{|Ng(u) U Ng(v)|, u,v € V et uv ¢ E}

et ils ont montré le résultat important suivant sur les graphes 2-
connxes en comparant le degré minimun d’un graphe 6(G) et ce para-

metre NC(G) comme suit :
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Théoreme 2.1.19. (Faudree et al., [56])
Si G est un graphe 2-connezxe d’ordre n et NC(G) + 6(G) > n,

alors G est Hamiltonien.

Les méme auteurs, en étudiant le comportement des cas généraux
de graphes 2-connexes, ont donné une condition sur ’hamiltonicité

basée sur les degrés et 'union des voisinages et ils ont prouvés que

Théoréme 2.1.20. (Flandrin et Li, [69])

Tout graphe 2-connexe G = (V, E) d’ordre n vérifiant
de(u)+da(v)+de(w) > 3+ |Ne(uw) UNg(v) UNg(w)| pour tout stable
(ensemble indépendant) {u,v,w} C V est Hamiltonien.

Dans le cas des paires de sommets non adjacents, le résultat sui-

vant était prouvé par Faudree et al. dans [56] :

Théoreme 2.1.21. (Faudree et al., [56])

Soit G un graphe 2-connexe d’ordre n et t un entier au plus égal
a 6(G). Si de plus pour toute paire de sommets non adjacents u et v
|Ng(u) U Ng(v)| > n —t, alors G est Hamiltonien.

Ainouche, dans [3], a associé a chaque paire de sommets (u,v) de
distance 2 d’un graphe G = (V, E) I'ensemble J(u,v) défini par

J(u,v) = {w € Ng(u) N Ng(v); telque; N[w] C Nu|U N[v]|}

Il a déduit la condition suffisante d’hamiltonicité suivant pour la classe
de graphes quasi sans grille (et donc pour la classe de graphes sans

griffe) :

Théoréme 2.1.22. (Ainouche, [3])
Soit G un graphe 2-connexe. Si [Ng(u)NNg(v) > 2 et J(u,v) # 0
pour dg(u,v) =2, {w € Ng(u) N Ng(v)/ deg(w) =2} =0 et

da(u) < dg(v) < §, alors G est Hamiltonien.

Plus tard, Flandrin et al. dans [64], ont combinés entre la propriété
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d’intersection de voisinages avec la condition de degré et ont prouvés

les deux théoremes suivants :

Théoreme 2.1.23. (Flandrin et al., [64])

Soit G = (V, E) un graphe 2-conneze d’ordre n > 27 de degré
minimun 6(G) > "3%. Si pour tous les triplets {u,v,w} C V ou
Ng(u) N Ng(v) N Ne(w) # 0 et max{de(u),dg(v),dg(w)} > %, alors
G est Hamiltonien.

Flandrin et al., [64], ont encore montrés ce que suit :

Théoréme 2.1.24. (Flandrin et al., [6]])

Soit G = (V,E) un graphe 2-connexe d’ordre m > 3 avec
o3(G) > n + 2. Si pour tout les triplets {u,v,w} C V tels que
Ng(u) N Ng(v) N Ng(w) # on a max{dg(u),dg(v),dg(w)} > 5, alors
G est Hamiltonien.

Deux améliorations, pour le théoreme 2.1.24, sont données par

suite par les méme auteurs, dans [65], ils ont considérés les ensembles

indépendants de cardinalités 3 et ont prouvés que :

Théoréme 2.1.25. (Flandrin et al., [65])

Si G est un graphe 2-connexe d’ordre n tel que
3 3
>_ da(vi) = n+] [ Ne(vi)|
i=1 i=1
pour tout ensemble indépendant {vy, v, v3} C V', alors G est Hamilto-

nien.

Ils ont de méme prouvés que :

Théoréme 2.1.26. (Flandrin et al., [65])

Si G est un graphe connexe d’ordre n tel que
3 3

> dg(vi) 2n—1+| 1 Na(vi)|

i=1 1=1
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pour tout ensemble indépendant {vy,vq,v3} C V', alors G est Hamilto-

nien.

Bing Wei, dans [169], a désigné par
k k
or(G) = mi]ﬂ{i;1 da(v;) — \Ql Ne(vy)|
tel que {vy, v, ...,ux} C V est un stable de GG. Flandrin et al., dans [65],
ont également utilisés 7;(G) et ils ont obtenus en 1991 des résultats
en utilisant toujours les degrés et l'intersection de voisinages de tout

ensemble indépendants de trois sommets.

Théoreme 2.1.27. (Flandrin et al., [65])
Si G est un graphe 2-connexe d’ordre n tel que 3(G) > n, alors

G est Hamiltonien.

En 2000, Li [108] a utilisé 74(G) et il a donné la condition de la
somme des degrés et de I'intersection des voisinages de quatre sommets

indépendants dans les graphes 3-connexes.

Théoreme 2.1.28. (Li, [108])
Si G est un graphe 3-connexe d’ordre n tel que 74(G) > n + 3,

alors G a un cycle dominant maximal.

2.1.4 Conditions imposées sur les invariants

Notre point de départ est le résultat bien connu suivant, di a
Nash-Williams dans [132].

Théoréme 2.1.29. (Nash-Williams, [152])
Soit G un graphe 2-connexe d’ordre n de degré minimum §(QG)
et de nombre d’indépendance a(G). Si 6(G) > max{a(G), i(n + 2)},

alors G est Hamiltonien.

Nash-Williams, dans [132], a prouvé le résultat surprenant sur les

conditions du théoreme de Dirac, bien qu’elles soient les meilleures
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possibles, qui garantissent méme 1’existence de nombreux cycles ha-

miltoniens a aréte-disjointes.

Théoréme 2.1.30. (Nash-Williams, [132])

Tout graphe d’ordre n de degré minimum 6(G) >

moins L%J cycles Hamiltoniens a aréte-disjointes.

% contient au

Chvatal et Erdos, dans [41], ont donnés un autre indicateur im-
portant pour connaitre si un graphe a un cycle hamiltonien ou non.
C’est un prédicat de la connectivité du graphe x(G) et le nombre d’in-
dépendance a(G).

Les théoremes de comparaison ultérieurs, impliquant ces mesures,

sont appelés conditions de type Chvatal-Erdos.

Théoreme 2.1.31. (Chvdtal et Erdds, [41])
Pour k > 2, un graphe k-conneze est Hamiltonien si a(G) < 2k.

Chvatal-Erdos, dans [41], ont proposés de plus deux autres condi-
tions sur ’hamiltonicité d’un graphe. Dans le premier, ils ont prouvés

ce que suit :.

Théoreme 2.1.32. (Chvdtal et Erdés, [41])
Si G est un graphe d’ordre n > 3 tel que k(G) > a(G), alors G

est Hamiltonien.

Ce théoreme est évident pour le graphe biparti complet K (p, p+1)
qui est p-connexe, ne contient pas d’ensemble indépendant de plus de
p + 1 sommets et n’a pas de cycle Hamiltonien.

De méme, le graphe de Petersen est 3-connexe (k(G) = 3), ne
contient pas d’ensemble indépendant de plus de quatre sommets (
a(G) = 4 ) et n’a pas de cycle Hamiltonien comme le montre le po-
set illustré dans la Figure 2.3 de celui du graphe de Peterson qui ne

satisfait pas Chvatal et Erdos, donc c’est un graphe non Hamiltonien.
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FIGURE 2.3 — Graphe de Petersen
Dans le second, Chvatal-Erdos, dans [41], ont donné le résultat suivant

qui améliore le premier

Théoréme 2.1.33. (Chvdtal et Erdds, [/1])
Soit G un graphe et o(G) < k(G)+ 1. Alors G admet un cycle Hamil-

tonien.

Jackson, dans [91], a montré le résultat suivant pour les graphes

2-connexe et k-régulier.

Théoréme 2.1.34. (B. Jackson, [91])

Tout graphe 2-connexe k-régulier d’ordre n < 3k est Hamiltonien.

En 1981, Héaggkvist et Nicoghossian dans [83] ont encore amélioré le
théoréme de Dirac en incorporant la connectivité x(G) du graphe et

le degré minimum §(G). Ils ont proposé le résultat suivant :

Théoréme 2.1.35. (Haggkvist et Nicoghossia, [83])

Tout graphe 2-connexe G ou 6(G) > W est Hamiltonien.

Deux arétes sont indépendantes si elles n’ont pas d’extrimités com-
munes. Dans [84], Haggkvist et Thomassen ont prouvé que toutes

(k — 1) arétes indépendantes d’un graphe k-connexe sont contenues
dans un cycle commun. En utilisant ce résultat et la technique de

preuve du Théoreme 2.1.32 Haggkvist et Thomassen ont montrés que :

Théoréme 2.1.36. (Haggkvist et Thomasse, [84])
Soit t un entier positif. Si a(G) < k—t, alors tout systéme de chaines
disjoints de longueur totale au plus égale a t est contenu dans un cycle

Hamiltonien de G.

47



Chapitre 2. Hamiltonicité, pancyclicité et cycles pleinement prolongeables

En particulier, pour ¢ = 1, on a ce que suit :

Théoreme 2.1.37. (Chvdtal et Erdds, [41])
Si G est un graphe d’ordre n > 3 tel que k(G) > «a(G), alors G est

connexe-Hamiltonien.

Egalement, Chvatal et Erdos dans [41], ont conjecturé que la méme
conclusion est valable sous I’hypothese supplémentaire que G soit sans

K3. Le théoreme suivane est une conséquence facile du théoreme 2.1.32

Théoréeme 2.1.38. (Chuvatal et Erdés, [41])
Soit G un graphe k-connexe sans aucun stable de k+2 sommets. Alors

G possede une chaine Hamiltonienne.

Bondy, dans [24], a donné la résultat qui affirme 'existence d’un lien
entre deux conditions suffisantes pour I'existence d’un cycle Hamilto-

nien dans un graphe non orienté. Il a proposé le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.39. (Bondy, [24])

Tout graphe simple G = (V, E) qui satisfait la condition de Ore
dg(u) + dg(v) > n pour toute paire de sommets non adjacents {u,v}
satisfait également la condition Chvdtal-Erdds de a(G) < k(G)

Le théoreme précédent montre que la condition Chvatal-Erdos [41] est
une généralisation de la condition d’Ore [135].

Un cycle C' d'un graphe G est dit Dy-cycle si chaque composante
connexe de G \ C' a un ordre inférieur a A. En utilisant un résultat
profond sur les Dy-cycle, Fraisse dans [74] a obtenu la généralisation

suivante du Théoreme 2.1.30.

Théoréme 2.1.40. (Fraisse, [74])
Soit G un graphe k-conneze d’ordre n > 3 de degré minimum 6(G) et

le nombre d’indépendance a(G). Si

§(G) > max{a(G) + k — 2, ( J(n+k(k—1))}

k41

alors G est Hamiltonien.
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Dans [88], le théoreme suivant sur la localisation de la condition de

Posa [140]) est prouvé par Hasrarian et Khachatrian [88] :

Théoreme 2.1.41. (Hasrarian and Khachatrian, [88])

Un graphe connexe G d’ordre n > 3 est Hamiltonien si

do(u) = k < "5 = |{v € My(w)/ de(v) < k}] < k
dofu) = 751 = |{v € My(u)/ dg(v) < %52}] < 252

Dans [88], Hasrarian and Khachatrian, ont obtenu les résultats

suivants :

Théoréme 2.1.42. (Hasrarian and Khachatrian, [88])
Soit G = (V, E) un graphe connexe d’ordre n > 3. Si

da(u) +dg(v) > |[Ng(u) U Nw) U Nw))|

pour chaque triple de sommets {u,v,w} avec dg(u,v) =2 et
w € Ng(u) N Ng(v), alors G est Hamiltonien.

Hasrarian and Khachatrian, dans [88], ont également proposés et

prouvés le théoreme qui suit :

Théoréme 2.1.43. (Hasrarian and Khachatrian, [88])

Soit G = (V, E) un graphe connexe d’ordre n > 3 et que u et v
soient deux sommets distincts de G. Si
Ms(u)l

,d (u,v):2:>dg(v)2| 5

do(u) <

N3

alors G est Hamiltonien.

Le sous-graphe de G induit par Mj(u) est noté par Gi(u). Le
degré dans Gj(u) d'un sommet v € My(u) est noté par dg, () (v).
Pour G = (V, E) un graphe d’ordre n, Bondy et Chvatal ont montré
dans [26] (en utilisant la preuve d’Ore dans [135]) que si G + uv est

Hamiltonien et dg(u) + dg(v) > n, alors G lui-méme est Hamiltonien.
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Hasrarian and Khachatrian, dans [88], ont généralisés ce résultat en

proposant le théoréeme qui suit :

Théoreme 2.1.44. (Hasrarian and Khachatrian, [88])
Si G + uv est hamiltonien, dg(u,v) = 2, et
da(u) + da,)(v) = [Ma(u)|, alors G est lui-méme Hamiltonien.

En termes de propriétés locales des My(G) (ensembles de som-
mets & la distance plus de 2 d’'un sommet ou d’un sous-graphe), de
nouvelles conditions suffisantes pour qu'un graphe soit Hamiltonien
sont obtenues. En particulier, les résultats de Fan, Chavatal et Erdos
sont généralisés. Les nouveaux résultats s’appliquent également aux
graphes de plus grand diametre. En 1987, Fraisse dans [74], a prouvé

son théoreme suivant ;

Théoreme 2.1.45. (Fraisse, [7}])
Soit G un graphe de degré n > 3 et k-connexe. Supposons qu’il
existe un certain t, 1 < t < k tel que chaque stable S C V(G) de

cardinal t satisfait [Ng(S)| > t((f;?, alors G est Hamiltonien.

Juste apres, Faudree et al., dans [56] et dans [57], ont montrés

deux résultats importants pour les graphes 2-connxes en utilisant
NC(G) qui désigne

NC(G) = min{|Ng(u) U Ng(v)|, u,v € V(G) et uv ¢ E(G)}

Théoreme 2.1.46. (Faudree et al., [56])
Si G est un graphe 2-connexe d’ordre n et NC(G) > n — §(G),

alors G est Hamiltonien.
Ils ont également proposé que

Théoréme 2.1.47. (Faudree et al., [57])

Si G est un graphe 2-connexe d’ordre n et NC(G) > 2”3_1, alors

G est Hamiltonien.
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Le résultat plus récent suivant, montré par Flandrin et al. dans

[65], est un résultat important.

Théoréme 2.1.48. (E. Flandrin, [65])
Si G est 2-connexe et, pour chaque paire de sommets non adja-
cents u et v, 3| Ng(u) U Ng(v)|+max{2, |Ng(u)NNg(v)|} > (2n—1),

alors G est Hamiltonien.
NC5(G) désigne
NC5(G) = min{|Ng(u) U Ng(v)|; / dg(u,v) = 2}

Les deux résultats suivants sont proposés par Lindquester dans [119] :

Théoréme 2.1.49. (Lindquester, [119])

Si G est 2-connexe et NCy(G) > (2":;1), alors G est Hamiltonien.

Théoreme 2.1.50. (Lindquester, [119])
Si G est 3-conneze et NCo(G) > 2n, alors G est connexe-

Hamiltonien.

2.1.5 Conditions locales

Nous presentons des résultats qui sont des conditions d’hamilto-
nicité qui traitent le comportement local d’un graphe. Rappelons que

Chartrand et Pippert dans [36] ont montrés que :

Théoréme 2.1.51. (Chartrand et Pippert, 1974, [36])

Tout graphe de degré minimum 6(G) > %(n — 1) est localement

conneze.
Le premier résultat a été obtenu par Chartrand et Pippert [36].

Théoréme 2.1.52. (Chartrand et Pippert, 1974, [36]).
Tout graphe G connexe, localement connexe d’ordre n > 3 et de

degré mazimum A(G) < 4 est soit Hamiltonien, ou bien isomorphe d
Kiis.
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En 1974, Fleischner dans [72], a fourni une preuve élégante en

montrant que le carré d'un graphe 2-connexe est hamiltonien
Théoréme 2.1.53. (Fleischner, 1974, [72]).
Le carré, G2, de tout graphe 2-connexe G est Hamiltonien.

Chartrand et Pippert, dans [36], ont aussi prouvé que

Théoreme 2.1.54. (Chartrand et Pippert, 1974, [36]).

Tout graphe connexe localement semi-Hamiltonien (tragcable)
d’ordre n > 3 avec A(G) < 4 est Hamiltonien.

En 1975, Kikust dans [98] a prouvé son résultat suivant :
Théoréme 2.1.55. (Kikust, 1975, [98])

Tout graphe connexe, localement conneze et 5-régulier est Hamil-
tonien.

De plus, Balakrishnan et Paulraja, dans [13] ont prouvés que tout
graphe triangulé connexe est localement connexe.

Théoréme 2.1.56. (Balakrishnan et Paulraja, 1986, [15])

Tout graphe triangulé conneze est localement connexe.

Shi, dans [157], a généralisé le théoreme classique de Dirac en
prouvant que

Théoréme 2.1.57. (R. Shi, [157])

Tout graphe 2-connexe G d’ordre n contient un cycle qui passe

par tous les sommets de degré supérieur ou égal a la moitié de [’ordre
n
5-

Arangno, dans [10], a prouvée le résultat précédent de Shi [157],

suivant un argument différent, qui est similaire a celui utilisé par Ya-
mashita dans [171] en déduisant le résultat suivant :
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Théoreme 2.1.58. (Arangno, 2014, [10])

Si G est un graphe 2-connexe d’ordre n et
max{dg(u) + dg(v)| u,v € S} > d pour tout stable S € V(G) d’ordre
k+1, alors G a un cycle de longueur au moins min{d, |V (G)|}.

Dans [10], Arangno a généralisée la condition d’Ore dans [135],
donnée dans le théoreme 2.1.2. Dans sa preuve, elle a suivi 'approche
utilisée par Shi, dans [157], pour prouver qu'un graphe 2-connexe G
d’ordre n contient un cycle qui passe par tous les sommets de degré
supérieur 3. Sa preuve était par contradiction et elle a utilisée un cycle

maximal et une chalne minimale.

Théoréme 2.1.59. (Arangno, 2014, [10])
Soit G = (V, E) un graphe 2-conneze d’odre n. Alors G contient
un cycle passant par tous les sommets u,v € V non adjacents entre

euxr dont la somme de degré est dg(u) + dg(v) > n.

2.2 Pancyclicité

L’étude de la pancyclicité a commencé suite a la remarque de J.A.
Bondy [23], qui a affirmé que de nombreuses conditions suffisantes pour
qu'un graphe soit hamiltonien impliquent, en effet, que le graphe soit
pancyclique ou sommet-pancyclique.

Commencons par donner une certaine facon de positionner les
sommets d’un graphe dans un certain ordre pour pouvoir confirmer
apres, que ce graphe est bien pancyclique. Cet ordre est appelé ordre

pancyclique d’'un graphe et a été défini par Hendry, dans [90].
Définition 2.2.1. ( Hendry)

Un graphe G d’ordre n > 3 a un ordre pancyclique st ses sommets
peuvent étre ordonnés vy, vs, ..., v, de telle sorte que le sous-graphe
de G induit par vi,vs,..., v contient un cycle de longueur k, pour
chaque k € {3,4,...,n}. L’ordre pancyclique vy,vs, ..., v, est dit ordre

pancyclique a partir de vy.
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Dans cette section, nous verrons que les théorémes donnant cer-
taines conditions suffisantes pour I’hamiltonicité motivent des théo-
remes analogues relatifs a la pancyclicité. Nous exposerons ces résul-

tats de maniere analogue a la section précédente.

2.2.1 Conditions imposées sur les degrés

Le premier résultat est celui de Bondy, dans [23]. Au premier
temps, il a prouvé que le théoreme d’Ore [135] était suffisant pour
qu’un graphe soit pancyclique. Le méme auteur a montré que les condi-
tions de degré minimum de Dirac dans [45] et d’Ore dans [135] étaient
suffisantes pour qu'un graphe soit pancyclique et garantissent en fait

plus que l'existence d'un cycle hamiltonien. Il a prouvé que :

Théoréme 2.2.1. (Bondy, [23])
Si G est un graphe d’ordre n tel que §(G) > %, alors G est soit

9
pancyclique, ou bien isomorphe au graphe biparti complet 3-régulier
K

n,
’2

I3

En 1971, Bondy (dans [23] et [22]) a proposé sa nouvelle et célebre

méta-conjecture qui est la suivante :

Métaconjecture 2.2.1. (Bondy, [25])
Presque toute condition non triviale sur un graphe qui assure [’ha-
miltonicité d’un graphe, assure également que ce graphe est pancyclique

(a quelques exceptions pres).

Pour un graphe d’ordre n possedant un cycle de longueur (n—1) et
un sommet adjacent au moins a la moitié des sommets de G, Haggkvist
et al., dans [82] et Benhocine et al., dans [18], ont donnés le résultat

suivant qui est appelé condition de type-fan pour la pancyclicité

Théoréme 2.2.2. (Haggkvist et al., [82] et Benhocine, et al., [18])
Si un graphe G d’ordre n > 4 a un cycle C de longueur (n — 1)

et un sommet v & V(C) tel que dg(v) > 5 , alors G est pancyclique.
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La conjecture suivante a été proposée, indépendamment, par R.
Haggkvist dans [81] et Mitchem et Schmeichel dans [128].

Conjecture 2.2.1. (R. Haggkvist, [81] et Mitchem et Schmeichel,

[128])

Soit G un graphe hamiltonien d’ordre n. St le degré minimum

I(G) > (2”5“), alors G est pancyclique ou bien biparti et ¢’est la borne

la meilleure que possible.
En 1988, Schmeichel et Hakimi dans [153], ont prouvé le résultat

suivant :

Théoreme 2.2.3. (Schmeichel et Hakimi, 1988, [153])
Sl existe deur sommets consécutifs sur un cycle hamiltonien

ayant une somme de degrés d’au moins n+1, alors G est pancyclique.

Bauer et Schmeichel , dans [14] et [154], ont donné un résultat qui
généralise la condition d’hamiltonicté de Chvatal dans [39] du théo-

reme 2.1.8.

Théoreme 2.2.4. (Bauer et Schmeichel , [14])

Soit G un graphe d’ordre n > 3 avec une séquence de degrés de
sommets dy < dy <,...,<d, . Si pour tout k € {1,2,....,n},
dy < k < § = dy ) 2n—k, alors G est soit pancyclique, ou bien
biparti.

Ils ont également prouvé le résultat intéréssant suivant :

Théoreme 2.2.5. (Bauer et Schmeichel , [14])
Soit G = (V, E) un graphe 2-connexe d’ordre n. Si

dg(u,v) =2 = max{(dg(u),dg(v)} > Z

pour chaque deux sommets u,v € V', alors G est pancyclique, ou bien

G = Kn n ou bien encore G = (Knn) —e.

Bauer et Schmeichel, dans [14], ont posé la question comment ap-

pliquer la condition d’hamiltonicité de Fan dans [51], pour les graphes
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pancyclique 7 Comme la condition d’Ore, la condition de Fan s’avere
suffisante pour plus que 'hamiltonicité comme 1'ont prouvé Bauer et

Schmeichel, dans [14], dans leur résultat juste aprés :

Théoreme 2.2.6. (Bauer et Schmeichel , [1}])

Soit G un graphe 2-connexe d’ordre n. Supposons que pour tout
stable de trois sommets {u,v,w} C V(G),
de(u) + dg(v) + da(w) > 2 — 1, alors G est pancyclique, ou bien
G= Knn, G=(Kzn)—e ou bien encore le cycle G = Cj.

272’
Amar et al., dans [8], ont prouvé dans leur résultat suivant que la
condition du theoréme 2.2.1 est en fait suffisante pour la pancyclicité

si le graphe est hamiltonien et n > 102.

Théoreme 2.2.7. (Amar et al., [§])

Soit G = (V, E) un graphe hamiltonien non biparti d’ordre n. Si
n>102 etVo eV, dg(v) > %, alors G est pancyclique.

IIs ont noté également que pour §(G) > % —1, le résultat n’est
pas toujours vrai et pour n = 0[5] il existe des graphes hamiltoniens
avec 0(G) = %” qui ne sont ni pancycliques ni bipartis, comme le
prouve le produit en couronne de Cy et K., avec n = 5r. Ainsi, la
borne est la meilleure possible.

Les deux théoremes suivants, dii a B. Bollobas et G. Brightwell
dans [20] et a Stacho dans [160] respectivement, généralisent les condi-
tions suffisantes d’hamiltonicité et garantissent l'existence de cycles

passant par des sommets bien choisis.

Théoreme 2.2.8. (Bollobas et Brightwell, [20])
Soit G un graphe d’ordre n et soit W C V(G). Si |[W| > 3 et
da(u) + dg(v) > n pour toute paire de sommets non adjacents u,v €

W, alors G posséde un cycle contenant tous les sommets de W.
Plus encore, les méme auteurs ont prouvé que

Théoréme 2.2.9. (Bollobas et Brightwell, [20])
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2.2. Pancyclicité

Soit G un graphe d’ordre n dont les sommets sont ordonnés selon
Uordre croissant de leurs degrés d(vy) < d(ve) <,...,< d(v,). Soit
W = {Un—t+1, Vn—ks2,---,0n} tel que 3 < k <n et dg(vy_ry1) > n—k.
St pour tout n —k <t <%, dg(v) <t = dg(va—) 2 n—t, alors G

possede un cycle contenant tous les sommets de W.

En parallele, She-Min Zhang, dans [177], a utilisé le concept de
distance sur un cycle C', notée de(u,v), de deux sommets u et v sur
le cycle C' comme étant la longueur de la plus courte u,v-chaine sur

le cycle C'. Il a prouvé en exploitant ce concept que :

Théoreme 2.2.10. (She-Min Zhang, [177])
S’il existe deux sommets v et vy d’un cycle hamiltonien C' tels

que do(vy,v9) = 2 et dg(v1) +dg(ve) > n+1, alors G est pancyclique.

Le théoréme important suivant, di a Faudree et al. [52] assure la
pancyclicité des graphes si la somme de degrés des deux d’extrémité

d’une chalne hamiltonienne est au moins n — 1.

Théoréme 2.2.11. (Faudree et al., [52])
Si un graphe G d’ordre n possede une chaine hamiltonienne
P,1 = v1,v9,..,0, telle que dg(vi) + dg(v,) > n+ 1, alors G est

pancyclique.

Le corollaire ci-dessous, dii a Harris dans [87], assure la pancycli-
cité d'un graphe d’ordre n si au moins 5 de ses sommets sont de degrés
(n+1)

au moins ~—5—. Cette condition est de type-Dirac pour la pancyclicité :

Corollaire 2.2.1. (Harris, [87])
Soit G un graphe hamiltonien d’ordre n. Si G admet p sommets
V1, V2, ..., Up (P > %) tels que dg(vi) > @ pour tout 1 < k < p, alors

G est pancyclique.

Harris, dans [87], a encore prouvé un autre théoreme utile pour

la pancyclicité, qui peut étre vérifié par une simple inspection des
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degrés de sommet du graphe, et nous donne un apergu intéressant de

la structure locale de certains graphes pancycliques.

Théoréme 2.2.12. (Harris, [87])
Soit G = (V, E) un graphe hamiltonien d’ordre n > 5. S’il existe

un sommet uw € V de degré dg(u) =n — 2, alors G est pancyclique.

2.2.2 Bipancyclicité des graphes bipartis

Deborah C. Arangno, dans [10], a donné certaines conditions de
bipancyclicité (pancyclicité des graphes bipartis) dans les graphes.
Commengons par donner le théoreme important de Schmeichel et Mit-
chem dans [155] qui est analogue au théoreme 2.2.3, dii a Schmeichel

et Hakimi, pour les graphes :

Théoréme 2.2.13. (Schmeichel et Mitchem, 1982, [155])
Si graphe biparti G = Vi, Vs, E) Hamiltonien de cycle hamilto-
nien v, Ve, ..., Vo, est tel que dg(vi) + dg(ve,) > n+ 1, alors G est

bipancyclique.

Dans le théoréme 2.1.15, Amar dans [6], a prouvé non seulement
que la condition suivante garantit ’hamiltonicité dans un graphe bi-

parti régulier, mais aussi la pancyclicité.

Théoreme 2.2.14. (Amar, 1993, [6])
Un graphe biparti connexe régulier G = Vi, Vs, E) d’ordre 2n sa-
tisfaisant la condition que pour toutes les paires de sommets u et v ou

da(u,v) = 3 implique dg(u)+dg(v) > n+1, alors G est bipancyclique.

Dans le théoreme suivant, Entringer et Schmeichel [46], précisent
un nombre minimum d’arétes qui garantit qu’'un graphe biparti est

bipancyclique.

Théoréme 2.2.15. (Entringer et Schmeichel, 1988, [}06])
Un graphe biparti régulier d’ordre 2n et de taille |E| = n* —n + 2

est bipancyclique.
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En 2009, Harris dans [87], a proposé et montré son théoréeme sui-

vant :

Théoreme 2.2.16. (Harris, 2009, [87])
Soit G = (V1, Vs, E) un graphe biparti réqulier d’ordre 2n avec
n >4 et C un cycle hamiltonien de G. S’il existe un sommet de degré

n — 1, alors G est bipancyclique.

2.2.3 Conditions imposées sur les degrés généralisés

Commencons par par le résultat suivant dii a Faudree et Schelp
dans [61] :

Théoreme 2.2.17. (Faudree et Schelp, [61]).
Soit G un graphe d’ordre n tel que 09(G) > n+1. Alors G est un

aréte 5-pancyclique.
Hendry dans [90] a montré le résultat suivant :

Théoreme 2.2.18. (Hendry, [90])
Soit G un graphe d’ordre n > 3 avec o(G) > (n;rl). Alors G est

sommet pancyclique.

Hendry a méme montré dans [90] qu'un graphe G avec
o(G) > @ est & cycle pleinement prolongeable. Hendry, dans [90],
a donné le théoreme suivant qui a été la base des preuves de plusieurs

autres résultats.

Théoreme 2.2.19. (Hendry, [90])
Soit G un graphe d’ordre n > 3 tel que oo(G) > n et soit C' un
cycle non prolongeable de longueur k dans G avec 3 < k < n—1. Alors

soit :

1. on ak <5, les sommets de C induisent un graphe complet ; pour
chaque sommet u € V(C), Ng(u) N (V(G) = V(C) # 0 et pour
chaque sommet w € V(G) — V(C), Ne(w)NV(C) #0;
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2. ou bien, les entiers n et k sont pairs ; les sommets de C' induisent
un graphe régulier biparti complet avec les ensembles partiels Vi,
Vo, V(G) =V (C)UVLUV; avee | V1| = |Va| et les sommets ViUV,
induisent un graphe de degré minimal au moins égal a ( k) De
plus, six € V; ety € V; pour i,j € {1,2}; alors zy € E(G) si et

seulement si i = j.

En utilisant le concept de fermeture defini dans [26]par Bondy et
Chvatal, Faudree et al. dans [58], ont montré le résultat suivant qui

assure la pancyclicité d’un graphe G si Cl,,11(G) est complet.

Théoréme 2.2.20. (Faudree et al. [58]).
Si Clyi1(G) est complet, alors le graphe G est pancyclique.

En 1994, Aldred et al. dans [5], ont assouplis la condition d’Ore

et ont montré ce que suit :

Théoréme 2.2.21. (Aldred, Holton et Min, [5])
Si le graphe G d’ordre n satisfait 0o(G) > n — 1, alors G est

pancyclique sauf si G est isomorphe a ['un des graphes ci-dessous :

e un graphe d’ordre n constitué de deux graphes complets joints en

un sommet ;

.. s ) = Y
o un sous-graphe du joint d’un graphe complet d’ordre "5~ et d’un

graphe nul (vide) d’ordre "t ;
o Kun ou bien Cs.
Rappelons que, 5(G) désigne

02(G) = min{dg(u) + dg(v),uwv € E(G)}

L.M. Xiong dans [170], a montré le résultat suivant :

Théoréeme 2.2.22. (L.M. Xiong, [170])
Soit G un graphe d’ordre n > 450. Si o5(G) > /2n + 1/4 —3/2},
alors L(G), le graphe adjoint du graphe G, est faibelement pancuvclique.

60



2.2. Pancyclicité

Asratian et Sarkisian, dans [12], ont prouvé leur résultat impor-

tant sur la sommet-pancyclicité en proposant le théoreme suivant :

Théoreme 2.2.23. (Asratian et Sarkisian, [12]).

Soit G un graphe connexe d’ordre n > 4 tel que
da(u)+dg(v) > |Ng(u)U Ng(v) U Ng(w)| pour tout chemin Py = uwv
avec uv ¢ E(G). Alors G est sommet 4-pancyclique a moins que n soit

pair et que G = K ».

En 2002, B. Randerath and al. dans [146], ont montré ce que suit :

Théoreme 2.2.24. (B. Randerath and al., [146])
Soit G un graphe d’ordre n > 3 tel que oo(G) > {%ﬂ — 1. Alors

chaque sommet de G est contenu dans un 3-cycle.

Le méme auteurs ont également montré que :

Théoréme 2.2.25. (B. Randerath and al., [1/6])
Si Cl[@m_s) (G) est complet, alors G est sommet-pancyclique.

3

Ils ont encore prouvé que :

Théoréme 2.2.26. (B. Randerath and al., [1/6])
Si Cll'(?m—?))"‘ (G) est complet, alors G est aréte-pancyclique.

Ils ont encore prouvé le résultat suivant concernant les graphes

aréte-pancyclique.

Théoréme 2.2.27. (B. Randerath and al., [1/6])

Soit G un graphe d’ordre n tel que §(G) > (n;m. Alors G est

aréte-pancyclique.

De nombreuses variations de pancyclicité ont suscité un intérét
récent dans le domaine. La propriété (k, m)-pancyclicité, définie en
2004 par Faudree et al. [54], qui est une généralisation de la sommet-
pancyclicité . En 1971, Bondy dans [23], a montré que la condition
09(G) > n + 1 guarantée que G est pancyclique. Faudree et al., dans

61



Chapitre 2. Hamiltonicité, pancyclicité et cycles pleinement prolongeables

[54], ont montrés que cette borne assure bien plus la pancyclicité. Leur
résultat, qui utilise la notion de (k, m)-pancyclicité, donne un apergu

de la prévalence des cycles dans un tel graphe.

Théoreme 2.2.28. (Faudrée et al., [54]).
Soit G un graphe d’ordre n > 3. Si 09(G) > n + 1, alors G est
(k,2k)-pancyclique pour tout entier k > 2.

2.2.4 Conditions imposées sur les invariants

En 1930, Ramsey dans [145], a donné le résultat suivant qui était
nécessaire dans 1’énoncé du résultat relatif a la pancyclicité pour tout

graphe qui satisfait la condition de Chvatal-Erdos.

Théoréme 2.2.29. (Ramsey, 1930, [145])
Pour tout deux d’entiers k,m > 2, il existe un entier r(k,m) tel
que tout graphe d’ordre n > r(k,m) contient une clique de taille k ou

un stable de taille m.

Si I'ordre du graphe G est suffisamment grand par rapport au
nombre d’indépendance a(G) du graphe, la condition Chvatal-Erdos
se révele étre suffisante pour la pancyclicité.

Il s’ensuit d’aprés V. Chvatal et P. Erdos, dans [41], que

Théoréme 2.2.30. (V. Chvdtal et P. Erdos, [41])
Si G est un graphe Hamiltonien d’ordre n et k(G) > 4(a(G)+1)4,

alors G est pancyclicité.

Notons que le graphe biparti complet régulier K, vérifie k(G) >
a(G) =t n’est pas pancyclique, en effet, il n’a pas de cycles impairs.
En prouvant une conjecture de Zarins, Erdés dans [48], a mon-
tré qu’au lieu de faire 'hypothese sur connectivité «(G), il suffit de
supposer que G est Hamiltonien et que n 'ordre du graphe G est suf-
fisamment grand par rapport au nombre d’indépendance a(G). 1l a

prouvé que
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Théoreme 2.2.31. (Erdos, [48])
Si G est un graphe Hamiltonien d’ordre n et n > 4a*(G), alors

G est pancyclique.

I1 découle, alors de [41] du theoréme 2.1.33, que k(G) > 4(a(G) +

1)* est suffisant pour la pancyclicité.

Théoréme 2.2.32. (Erdds, 1974, [48])
St G est un graphe Hamiltonien d’ordre n avec
k(G) > 4(a(G) + 1)4, alors G est pancyclique.

En 1990, Jackson et Ordaz dans [92], ont conjecturés que

Conjecture 2.2.2. (Jackson et Ordaz, [92])
Si k(G) > a(G), alors G est pancyclique.

Motivés par la métaconjecture de Bondy, dans [28], Amar et al.
dans [7] ont obtenu plusieurs résultats sur les longueurs de cycles dans
un graphe G qui vérifie la condition de Chvatal-Erdos «(G) > a(G).

Ils ont commencé par conjecturer que

Conjecture 2.2.3. (Amar et al., [7])
Si un graphe G tel que k(G) > a(G) n’est pas biparti, alors G
contient des cycles de toute longueur k pour tous les 4 < k < n (Le

cas ot G = C5 est un b-cycle doit étre exclu).

Notons que la connectivité x(G) est majorée par le degré de tout
sommet du graphe G. Si kK(G) > «a(G), alors il y a une aréte a 'inté-
rieur du voisinage de tout sommet du graphe G, donc en particulier
G doit contenir des Kj.

En 1996, Lou dans [123], a prouvé son résultat plus fort suuvant :

Théoréme 2.2.33. (Lou, [123])
Si G est un graphe d’ordre n, k(G) > a(G) et G est sans K3, alors
G contient des cycles de toute longueur t pour tous les4 <t < n, a

moins que G = Cs ou bien G = K pour certains valeurs de t.

63



Chapitre 2. Hamiltonicité, pancyclicité et cycles pleinement prolongeables

Le théoreme 2.2.29, dii & Ramsey dans [145], était nécessaire pour
I’énoncé du résultat relatif a la pancyclicité des graphes satisfaisant la
condition de Chvatal-Erdos.

Ceci a permet a Flandrin et al. d’énoncer le résultat suivant [67]

et par la suite [68] :

Théoréme 2.2.34. (Flandrin et al., 2004, [67])
Soit G = (V, E) un graphe k-conneze de nombre d’indépendance
a(G) tel que K(G) > a(Q) et |V| > 2k(4a(G) + 1). Alors G est pan-

cyclique.

Keevash et Sudakov, dans [97], ont amélioré la borne de Erdos
dans [48]. Ceci établit la conjecture de Jackson et Ordaz, dans [92],
citée ci-dessus. De plus, ils ont prouvé que la pancyclicité découle déja
de I'hypothese que G est Hamiltonien avec un degré minimum §(G)

au moins égal & 600a(G).

Théoréme 2.2.35. (Keevash et Sudakov, [97])
Si G est un graphe Hamiltonien et §(G) > 600a(G), alors G est

pancyclique.

Le théoreme suivant améliore le résultat d’Erdos et montre qu'une
dépendance cubique entre n et «(G) est suffisante pour la pancyclicité

d’un graphe.

Théoréme 2.2.36. (Keevash et Sudakov, [97])
Si G = (V, E) est un graphe Hamiltonien d’ordre n et
n > 15003(G), alors G est pancyclique.

Le résultat suivant, dii aussi a Keevash et Sudakov dans [97],

garantit 'existence des cycles de certaines longueurs.

Théoréme 2.2.37. (Keevash et Sudakov, [97])

Si G est un graphe tel que 6(G) > 300c(G), alors G contient un

(@)
cycle de longueur k pour tout 3 < k < =5,
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En 2012, Lee et Sudokov, dans [106], ont donné une autre condi-
tion pour laquelle un graphe satisfaisant la condition Chvatal-Erdos

est pancyclique :

Théoreme 2.2.38. (Lee et Sudokov, 2012, [106])
Il existe une constante c telle que pour tout entier positif k, tout

graphe Hamiltonien d’ordre n > cks avec a(G) < k est pancyclique.

Afin de prouver le théoreme précédent, Lee et Sudokov, dans [106],
ont répondu partiellement a la question de Keevash et Sudakov pour
la condition n > ck”/ 3 et ont combiné le résultat suivant avec les outils

développés dans [97] qui était I'objectif principal de leur travail.

Théoréme 2.2.39. (Lee et Sudokov, 2012, [1006])
1l existe une constante c telle que pour tout entier positif k, tout
graphe Hamiltonien d’ordre n > ck™? avec a(G) < k contient un cycle

de longueur n — 1.

Afin de prouver le théoréme précédent, Lee et Sudokov ont utilisé

le théoréme suivant :

Théoreme 2.2.40. (Lee et Sudokov, 2012, [106])

1l existe une constante c telle que pour tout entier positif k, tout
graphe Hamiltonien d’ordre n > ck™3 avec a(G) < k contient un
cycle de longueur n — 1. De plus, pour un ensemble fizé arbitraire de
sommets W de taille |W| > 20k?, il existe un tel cycle qui contient

tous les sommets de W .

Dans [1], S. A. van Aardt et al., ont prouvé le résultats suivant

pour les graphes faiblement pancycliques

Théoréme 2.2.41. (S. A. van Aardt et al., [1]).
St G est un graphe connexe et localement Hamiltonien d’ordre n

avec A(G) > (n —b), alors G est faiblement pancyclique.
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2.2.5 Conditions locales

En 1971, Bondy dans [23], a montré le résultat trés important

suivant :

Théoréme 2.2.42. (Bondy, [25])
Soit G un graphe d’odre n > 3 et de taille q. St q > (";1) + 1,

alors G est pancyclique.

Bondy, dans [23], a prouvé a travers le théoreme suivant que la
condition |E(G)| > %2 sur la taille d'un graphe G Hamiltonien est

suffisante pour la pancyclicité.

Théoreme 2.2.43. (Bondy, [23])
Soit G un Hamiltonien d’ordre n et que |E(G)| > %2. Alors G est

soit pancyclique, ou bien c’est le graphe biparti complet Kz ».

Bondy, dans [23], a noté que la condition |E| > %2 sur la taille
d'un graphe G est satisfaite si 0(G) > §. Amar, dans [6], a réduit
cette borne a §(G) > (2”7;1) si n > 162. Il semblait intéressant de voir
comment les bornes peuvent étre améliorées en présence de ’hypothese
supplémentaire que G est Hamiltonien. Pour le théoreme précedent,

cela a été fait et la réponse est donnée par le théoreme suivant.

Théoreme 2.2.44. (Bondy, [23])
Soit G un graphe Hamiltonien d’ordre n. Si q > V";UQ + 11J,
alors G est pancyclique ou biparti, et c¢’est la meilleure borne que pos-

sible.
Dans [23], Bondy a également conjecturé que

Conjecture 2.2.4. (Bondy, [25])

Tout graphe planaire 4-connexe G est pancyclique.

Kikust, dans [98], a considéré les graphes 5-réguliers localement

connexes et a prouvé ce qui suit.
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Théoreme 2.2.45. (Kikust, [98])
St un graphe G est connexe, localement connexe et 5-réqulier, alors

G est pancyclique.

En 2003, Ryjacek dans [149] a proposé la conjecture suivante :
Conjecture 2.2.5. (Ryjacek, [149]).

Tout graphe connexe localement est faiblement pancyclique.

La conjecture de Ryjacek [149] semblait étre tres difficile a établir,

il était donc naturel de considérer les deux conjectures plus faibles

suivantes .

Conjecture 2.2.6. Tout graphe localement semi-Hamiltonien (tra-

cable) est faiblement pancyclique.

Conjecture 2.2.7. Tout graphe localement Hamiltonien est faible-
ment pancyclique.

Dans [79] Gordon et al. ont conclu que la conjecture de Ryjacek
[149] était vraie pour les graphes avec A(G) =5 et 0(G) > 3. Récem-
ment, S. A. van Aardt et al., dans [1], ont montré que la conjecture
de Ryjacek [149] était vraie pour tous les graphes localement connexes
de degré maximum au plus 5.

Théoréme 2.2.46. (S. A. van Aardt et al., [1]).
Si G est un graphe localement connexe avec A(G) < 5, alors G

est faiblement pancyclique.
Dans [1], S. A. van Aardt et al., ont prouvé que
Théoreme 2.2.47. (S. A. van Aardt et al., [1]).

Si G est un graphe conneze localement Hamiltonien d’ordre n avec
A(G) > (n—5), alors G est faiblement pancyclique.

M. Cream et al., dans [43], ont donné ce résultats suivant :

Théoreme 2.2.48. (M. Cream et al., [{3]).
Soit G un graphe d’ordre n > 4. Si 09(G) > n, alors G est trian-

gulé pancyclique, ou bien G = Kz », ou bien encore G = Gé.
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2.3 Graphes a cycle prolongeable

Hendry, dans [90], a étudié dans quelle mesure les conditions suf-
fisantes impliquant qu’un graphe soit hamiltonien impliquent qu’il soit
aussi a cycle prolongeable. Beaucoup de théoremes et de conjectures
sont énoncés dans ce sens.

Il est montré que si un cycle C' non prolongeable dans un graphe
satisfaisant la condition suffisante d’Ore, dans [135], pour un cycle
Hamiltonien alors le sous-graphe induit par les sommets de C' est soit
un graphe complet, ou bien un graphe biparti complet régulier.

D’autres résultats sont également donnés concernant les pro-
blemes extrémes, la stabilité, les graphes avec sous-graphes induits
interdits, les graphes carrés des graphes et les graphes triangulés.

Si on veut montrer qu'un graphe est Hamiltonien, une approche
standard consiste a supposer que le graphe ne I’est pas, qu'un cycle C
de longueur maximale est donné, puis a obtenir une contradiction en
trouvant un cycle plus long C.

Il peut arriver que le cycle le plus long C contient tous les sommets
du cycle d’origine C' plus un sommet supplémentaire (V(C) c V(C)
et |V(C)| = |[V(C)| + 1). Hendry, dans [90], a proposé d’étudier des
conditions suffisantes pour que les cycles soient prolongés de cette
maniere simple.

Hondry, dans [89], a introduit le concept de cycles k-corde pro-

longeables comme suit :
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Définition 2.3.1. (Hendry, [89])

- Pour chaque entier k > 0, un cycle C' est k-corde prolongeable s’il
est prolongeable en un cycle C en utilisant au plus k cordes du

cycle C.

- Un graphe G est k-corde prolongeable si chaque cycle non hamil-

tonien de G est k-corde prolongeable.

L’objectif de cette section est de presenter les résultats sur les
cycles pleinement prolongeables. Nous classons ces résultats de ma-

niere analogue a ce qui a été fait dans les sections précedentes.

2.3.1 Conditions imposées sur les degrés

En 1980, Bondy dans [25], a prouvé le fameux résultat pour les

graphes a cycle prolongeables suivant :

Théoréme 2.3.1. (Bondy, 1980, [25])

St un graphe G satisfait la condition d’Ore, alors étant donné tout
cycle non Hamiltonien C, il existe un cycle C tel que V(C) C V(C)
et |V(C)| = |V(C)| + k ot k € {1,2}.

Cela a conduit a introduire une nouvelle propriété qui plus tard
serait définie par Hendry dans [90].

Dans [89] et [90], Hendry a introduit le concepte du graphe a
cycle prolongeable en utilisant les conditions de degré de Dirac [45].
Dans [89], Hendry a montré que la condition de Dirac [45] assure que
chaque cycle du graphe G peut-étre prolongé a ’exception des cycles
de certaines classes de graphes.

Hendry, dans [90], a prouvé que les conditions, de Dirac [45] et
d’Ore [135], sont suffisantes, a quelques exceptions pres, pour quun
graphe soit a cycles prolongeables.

En 1995, Faudree et al., dans [59], ont considéré une forme plus

restreinte de prolongement des cycles en imposant des exigences sur
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le nombre d’arétes du cycle d’origine pour qu’il soit prolongeable. Ils

ont donné et prouvé ces résultats ci-dessous :

Théoréme 2.3.2. (Faudree et al., [59])
Soit G un graphe d’ordre n > 3. Alors,

- 51 0(G) > ??T" — 1, alors G est 0-corde prolongeable ;

- Si 6(G) > 2, alors G est 1-corde prolongeable ;

- 51 0(G) > gJ, alors G est 2-corde prolongeable.

2.3.2 Graphes triangulés a cycles prolongeables

Hendry, dans [90], a conjecturé que tous les graphes triangulés

Hamiltoniens sont a cycle prolongeables.

Conjecture 2.3.1. (Hendry, [90])

Tout graphe triangulé Hamiltonien est a cycle prolongeables.

Cette conjecture de Hendry était 1’issu des théoremes suivants. B.
Thomas, dans [163], a établi ses deux théoréemes suivants pour fournir
la preuve de la propriété a cycle prolongeable dans les graphes trian-
gulés inductifs sur la longueur du cycle. Ces preuves donnent un aperg
des raisons pour lesquelles une preuve générale s’est révélée insaisis-

sable. Son premier résultat était le suivant :

Théoréme 2.3.3. (Brent Thomas, [163])
Chaque 3-cycle dans un graphe Hamiltonien triangulé est prolon-

geable.

Théoréme 2.3.4. (Brent Thomas, [163])
Chaque 4-cycle dans un graphe Hamiltonien triangulé est prolon-

geable.

A partir des travaux de Hendry [90], la conjecture 2.3.1 a regu

une attention considérable. La conjecture de Hendry a été confirmée
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pour un certain nombre de classes de graphes spéciales, notamment
les graphes triangulés Hamiltoniens planaires [93], les graphes d’inter-
valles hamiltoniens [ [2], et [37]], les graphes scindés hamiltoniens [2],
etc....

Apres plusieurs auteurs, dans une série d’articles, ont confirmés
la conjecture de Hendry pour un certain nombre de classes de graphes,
la conjecture est encore réfutée par Lafond et Seamone dans [101].

En 2002, Jiang dans [93], a vérifié la propriété de cycle prolon-
geable dans la classe de graphes triangulés planaires Hamiltoniens et

a prouvé le résultat suivantt :

Théoréme 2.3.5. (Jiang, 2002, [95])
Tout graphe triangulé planaire Hamiltonien est a cycle prolon-

geable.
En 2006 et en parallele, Abueida et Sritharan [2] et Chen et al. [37]

ont prouvé que les graphes d’intervalle Hamiltoniens sont également a

cycle prolongeables

Théoréme 2.3.6. (Abueida et Sritharan, [2] et Chen et al., [37])

Tout graphe d’intervalle Hamiltonien est a cycle prolongeable.

Abueida et Sritharan ont de méme prouvés, dans [2], que les

graphes scindé hamiltoniens sont a cycle prolongeables.

Théoréme 2.3.7. (Abueida et Sritharan, [2])

Tout graphe scindé Hamiltonien est a cycle prolongeable.

Bender et al. [17] ont étudié les graphes triangulés et les graphes
scindé. Leur étude a inspiré I'idée qu’une grande classe de graphes tri-
angulés Hamiltoniens sont en fait a cycle prolongeables. Mais récem-
ment, LaFond et Seamone dans [101] ont identifié des contre-exemples
pour montrer que la conjecture de Hendry n’est pas en général vraie.

Etant donné que leurs contre-exemples ne sont pas des graphes
fortement triangulés et qu’ils ne sont tous que 2-connexes, Lafond et

Seamone ont posé les deux questions suivantes :
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o Les graphes fortement triangulés Hamiltoniens sont-ils a cycle pro-

longeables ?

o Existe-t-il un entier k tel que tous les graphes triangulés Hamil-

toniens k-connexes soient a cycle prolongeables ?

Plus tard, une conjecture plus forte que celle de Hendry a été proposée
par Arangno et al. dans [10]. Beasley et Brown dans [15], ont introduit
le concept plus général a cycle S-prolongeable pour S = {1,2,...,n}

comme suit :

Définition 2.3.2. (Beasley et Brown)

- Soit G un graphe d’ordre n et S = {1,2,...,n}. Supposons C' un
cycle de longueur k dans G. Alors C' est S-prolongeable s’il existe

V(C)| = [V(O)|+p,

unp € S tel qu’il existe un cycle C dans G on

z

et V(C) C V(C);

- 81 cela est vrai pour tous les cycles non Hamiltoniens de G, le

graphe G est dit a cycles S-prolongeable.

Par conséquent, un graphe est a cycle prolongeable si tout cycle
non Hamiltonien C' est {1}-prolongeable.
En particulier, dans le cas des graphes triangulés, Arangno et al.

dans [10], ont conjecturé que

Conjecture 2.3.2. (Arangno et al., [10])
Si G est un graphe triangulé Hamiltonien, alors G est {1,2}-cycle

prolongeable.

Le graphe illustré de la Figure 2.4 est fourni par Lafond et Sea-
mone dans [101] comme graphe de base pour leur contre-exemple sur
la conjecture de Hendry.

C’est le graphe ou ils ont construis un exemple d’une sous-classe
de graphes triangulés qui ne sont pas a cycle prolongeable.

Le contre-exemple s’appuie sur le graphe de base H illustré dans

la Figure 2.4.
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2.3. Graphes a cycle prolongeable

FIGURE 2.4 — Graphe H

Dans [10], Deborah C. Arangno, a donné le résultat ci-dessous pour les
graphes triangulés prévus de sous-graphes induits F} et F, du poset

illustrés dans la Figure 2.5 suivante :

SU: :562 Y1 Y2

A\ u ;

x 3 Y4 Y3
(F 1) (F 2)

FIGURE 2.5 — Sous-graphes interdits Fy et F5

Théoréme 2.3.8. (D. C. Arangno, [10])

Soit G un graphe triangulé Hamiltonien sans graphes induits Fy
et Fy (voir le graphe illusté de la Figure 2.5). Si G admet un sommet
simplicial x de voisins u et v tels que N[u] C N[v], alors G est a cycle

prolongeable.

G. Rong et al., dans [147], ont ajouté a la liste des graphes a
cycle prolongeables deux classes supplémentaires, a savoir les graphes
triangulés Hamiltoniens sans 4-FAN ou chaque K5 —e induit a de vrais

jumeaux, et les graphes triangulés Hamiltoniens sans {4—F AN, A}.
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@»@E&@

(3-FAN) (4-FAN) (K5 — 2¢)

FIGURE 2.6 — Graphes 3-FAN, 4-FAN, A et K5 — 2¢

La premiere contribution de G. Rong et al., dans [147], était le théo-
reme suivant qui réfute directement la conjecture d’Arangno et fournit

des réponses négatives aux questions 2.3.2.

Théoréme 2.3.9. (G. Rong et al., [147])

Soit S un ensemble non vide d’entiers positifs, et soit t l’entier
mazimum dans S. Alors, pour tous les entiers k > 0 et n > 14+t +
2k, 1l existe un graphe fortement cordal (2 4 k)-connexe Hamiltonien

d’ordre n qui n’est pas a cycle S-prolongeable.

Le second résultat est le théoreme suivant sur la premiere sous-

classe de graphes triangulés hamiltoniens sans 4-FAN.

Théoreme 2.3.10. (G. Rong and al., [147])
Les graphes triangulés Hamiltoniens sans 4-FAN ou chaque K5 —

2e induit (s’il y en a) a des vrais jumeauz sont a cycle prolongeables.

Le théoreme suivant confirme que les graphes triangulés hamilto-

niens sont aussi a cycle prolongeable s’ils sont sans {4 — FAN, A}.

Théoréme 2.3.11. (G. Rong and al., [147])
Les graphes triangulés hamiltonien sans {4 — FAN, A} sont a

cycle prolongeable.

Arangno dans [10] a vu, le défi pour voir quelles conditions qui se
sont avérées suffisantes pour I’hamiltonicité pourrait également s’avé-
rer suffisant pour les graphes a cycle prolongeable dans le cas particu-
lier des graphes triangulés. Cela lui a permet de poser sa conjecture

suivante :
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Conjecture 2.3.3. (Arangno, 2014, [10])
Si G est un graphe triangulé 2-connexe qui satisfait la condition

d’hamiltonicité de Fan, alors G est a cycle proloneagble.

2.3.3 Conditions imposées sur les degrés généralisés

En 1995, Asratian dans [11], a donné une condition suffisante
pour qu'un graphe est a cycle prolongeable en se basant sur I'union
des voisinages des sommets d’une chaine Ps. il a proposé son résultat

comme suit :

Théoreme 2.3.12. (Asratian, [11])
Tout graphe G vérifiant |[Ng(u) N Ng(v)| > |Ng(u) \ (Ng(v) U
Ng(w))| pour toute chaine induit Py = uvw d’ordre 3 est a cycle plei-

nement prolongeable.

Notons que la condition |Ng(u) N Ng(v)| > |Ng(u) \ (Ng(v) U
Ng(w))| est équivalente a |dg(u) +dg(v)| > |Ng(u) U Ng(v) U Ng(w).

Brause et al., dans [30] ont Egalement montré que

Théoréme 2.3.13. (Brause et al., [30])
St G est un graphe connexe localement connexe d’ordre n > 3 tel

que :

- [Ne(u) N Ne(v) N Na(w)| = [Na(u) \ (Nelv] U Nelwl)| pour toute

chaine induite P3 = vuw d’ordre 3 dans G, et

- | (Ng(v2) N Ne(vz) N Ng(va)) U (Ne(va) N Ne(vs) N Na(ve))| > 1 pour

tout ensemble de sommets U = {vy, va, V3, V4, VU5, Vg, U7}
- avec E(G[U]) = {vyvg, vous, U304, 0405, UsUg, VU7, U3Us5

, alors G est a cycle pleienement prolongeable ou bien G = Kan+
Kop
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2.3.4 Conditions imposées sur les invariants

B. Randerath et al., dans [146], ont utilisé la fermeture pour don-

ner la condition suivante d’un graphe a cycle pleinement prolongeable.

Théoréme 2.3.14. (B. Randerath et al., [146])
Si C’lsTn_z(G) est complet, alors G est a cycle pleinement prolon-

geable.
Ils ont encore prouvé que :

Théoréme 2.3.15. (B. Randerath et al., [146])
Soit G un graphe d’ordre n > 8. Si 2 < §(G) < /2n et

m(G) > (Z) - (5(2@) = §(G) +2

alors G est a cycle pleinement prolongeable.

Et encore, ils ont montré que :

Théoréme 2.3.16. (B. Randerath and al., [1/6])
Soit G un graphe d’ordre n > 8 et 6(G) > 4. Alors G est a cycle

pleinement prolongeable si

m(G) > (Z) —n

David Brown, dans [9], a posé la question Peut-on étendre la
conjecture de Hendry dans [90], pour savoir si la condition de Chvatal-
Erdos est valable pour que les graphes triangulés sont a cycle prolon-
geables ? Arangno, dans [10], a examinée cette conjecture et a donnée

son résultat suivant pour un graphe triangulé :

Théoréme 2.3.17. (D. C. Arangno, [10])
Soit G un graphe triangulé d’ordre n > 3 satisfaisant la condition
de Chvdtal-Erdos, K(G) > a(G). Alors G est a cycle prolongeable.
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2.3.5 Conditions locales

Rappelons qu'un graphe localement connexe décrit la connexité
du voisinage de n’importe quel sommet du graphe.

Un graphe localement connexe est plus susceptible d’avoir
d’autres propriétés telles que I'hamiltonicité et a cycle prolongeable.

De plus, si le voisinage de chaque sommet satisfait la condition
d’Ore, alors une sorte de comportement 'local d’Ore" et on peut en
dire autant.

Les théoremes suivants nous permettent de comprendre comment
la structure locale affecte les propriétés globales d’un graphe.

Nous introduisons de nouveaux résultats dans ce sens, et nous
présentons des conditions sur le comportement local qui influe sur la
propriété a cycle prolongeable dans un graphe.

Hendry, dans [89], a vérifié le résultat de Kikust dans [98] et il a

proposé son théoreme suivant :

Théoréme 2.3.18. (Hendry, [89])
Tout graphe G connexe localement connexe d’ordre n > 3 avec
A(G) <5 et A(G) —0(G) <1 est a cycle pleinement prolongeable.

Gordon Orlovich Potts et Strusevich, dans [79], ont généralisé ce
dernier résultat aux graphes G d’ordre n > 3, A(G) <5 et §(G) > 3

comme suit :

Théoréme 2.3.19. (Gordon et al., [79])
Si G est un graphe connexe localement connexe d’ordre n > 3. Si
A(G) <5 et 6(G) > 3, alors G est a cycle pleinement prolongeable.

Dans [1], S. A. van Aardt et al. ont montré de plus que

Théoréme 2.3.20. (S. A. van Aardt et al, [1])
Supposons que G soit un graphe connexe localement tragcable avec

n >3 et A(G) < 5. Alors G est a cycle pleinement prolongeable si et
seulement si G ¢ {Ms, My, M5} .
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S. A. van Aardt et al., dans [1], ont aussi montré le résultat suivant

pour les graphes ot A(G) < 6 comme suit

Théoréme 2.3.21. (S. A. van Aardt et al, [1])
Soit G un graphe connexe localement hamiltonien avec n > 3 et

A(G) < 6. Alors G est a cycle pleinement prolongeable.
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Chapitre 3

Hamiltonicité, pancyclicité et cycles

prolongeables dans la classe des graphes
sans griffe et dans des superclasses de

oraphes sans griffe

La classe des graphes sans griffe a été largement étudiée par plu-
sieurs chercheurs et beaucoup de résultats de la théorie des graphes
ont été obtenu pour cette classe.

En effet, des problemes reconnus difficiles sont facilement résolus
pour cette classe de graphes tels que le probléeme du stable maximum
(le nombre de stabilité), la conjecture des graphes parfaits et le pro-
bleme de coloration. Par ailleurs beaucoup de nouvelles conditions
pour l'existence de cycles ont été améliorée.

Notre travail constitue un trés large survey des plus importants
résultats obtenus pour cette classe pour I'existence de cycles.

Seulement l’exculsion de la griffe constitue une condition forte,
c’est pour cette raison qu’il est intéressant d’étudier des classes de
graphes contenant la classe des graphes sans griffe et de généraliser
des résultats prouvés pour les graphes sans griffe a ces superclasses.

Ces dernieres années beaucoup de résultats dans ce contexte ont

été établi. Nous présenterons aussi dans ce chapitre les résultats congr-
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nant ’existence de cycles pour ces superclasses.

3.1 Conditions d’hamiltonicité des graphes sans griffe

Le probleme d’existence du cycle Hamiltonien est difficile et il
est classé
N P-complet méme pour les graphes sans griffe.

Nous allons présenter les résultats obtenus dans ce domaine sui-
vant le type de conditions. On citera les résultats sur les degrés, les

degrés généralisés,....

3.1.1 Conditions sur les degrés

En 1985, Matthews et Summer dans [126], ont donné une borne
inférieure de degré minimum 0(G) assurant ’hamiltonicité d’'un graphe

sans griffe et ont montré que :

Théoreme 3.1.1. (Matthews et Summer, [126])
Si G est un graphe 2-connexe sans griffe d’ordre n de degré mi-

nimum 6(G) > (”52), alors G est Hamiltonien.

Dans le résultat qui suit, les bornes de degré, diis a Dirac dans
[45] et & Ore dans [135], sont améliorées en présence de quelques hypo-
theses supplémentaires. Liu et Wu, dans [121], ont utilisé la régularité

comme suit :

Théoréeme 3.1.2. (Liu and Wu, [121])
Si G est un graphe 2-connexe sans griffe et 6(G)-régulier ou

i(G) > ("11), alors G est Hamiltonien.

En 1992, M. Li dans [112], a essayé de fixer I'ordre du graphe en

fonction de la régularité et le résultat était le suivant :

Théoréme 3.1.3. (M. Li, [112])
Tout graphe 2-connexe k-régulier sans griffe d’ordre au plus bk
(k > 10) est Hamiltonien.
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De nombreux chercheurs ont prouvé des conditions suffisantes
pour qu’'un graphe sans griffe soit Hamiltonien en utilisant le degré
minimal.

En 1991, Li a montré dans [110], le résultat suivant :

Théoréme 3.1.4. (M. Li, [110])
Tout graphe 3-connexe sans griffe d’ordre n < 66(G) — 11 est

Hamiltonien.

Dans [115], Li a amélioré le résultat précédent en réduisant la

borne inférieure de 'ordre du graphe a 56(G) — 5 comme suit :

Théoréme 3.1.5. (M. Li, [115]) Tout graphe 3-conneze sans griffe G
d’ordre n < 56(G) — 5 est Hamiltonien.

Pour les graphes réguliers, Liu et Li dans [122], ont également

montré le théoreme suivant en minorant 1’ordre n d’un graphe :

Théoreme 3.1.6. (Liu et Li, [122])
Tout graphe 3-connexe, k-régulier sans griffe G d’ordre au moins
(5k — 5) est Hamiltonien.

Li, dans [115], a donné la condition suffisante de ’hamiltonicité

des graphes non réguliers et il a prouvé que

Théoréme 3.1.7. (M.C. Li, [115])
Tout graphe 3-connexe sans griffe G d’ordre n > 50(G) — 5 est

hamiltonien.

En parallele, E. Flandrin et al. [66] ont amélioré le résultat de
Li [115] en se basant sur le résultat de Chvatal et Eros, dans [41] de

1972 et ont montré que

Théoréme 3.1.8. (E. Flandrin et al., [66])
Tout graphe 3-connexe G, sans griffe et de dégré minimum
0(G) > 6 d’ordre n > 56(G) — 10 est Hamiltonien.
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En 1996, Li dans [113], a étendu les deux théorémes précédents.
Plus précisément, il a pris les graphes réguliers et il a obtenu le résultat

suivant :

Théoréme 3.1.9. (M. Li, [113])
Tout graphe 3-connexe k-régulier sans griffe d’ordre n < 7k — 19

est Hamiltonien.

En parallele, M. Li dans [113], a proposé la conjucture suivante :

Conjecture 3.1.1. (M. Li, (1996))
Tout graphe 3-connexe k-réqulier sans griffe d’ordre n < 10k — 1

est Hamiltonien.

Le résultat suivant a été obtenu par Li dans [113], il généralise
le théoreme 3.1.6 di a Liu et Li dans [122] pour les graphes k-régulier

3-connexe :

Théoréme 3.1.10. (Li, [115])
Tout graphe k-régqulier 3-connexe sans griffe G d’ordre n > Tk —

19 est Hamiltonien.

Le théoreme de Li [115] a été également amélioré par Li et al.

dans [107] a travers le résultat suivant :

Théoréme 3.1.11. (Li et al., [107])
Tout graphe 3-connexe sans griffe d’ordre n > 65(G) — 7 est

Hamiltonien.

Les propriétés de base suivantes de la fermeture cl(G) ont été

démontrée par Ryjacek dans [150].

Théoreme 3.1.12. (Ryjacek, [150]).
Soit G un graphe sans griffe de cloture cl(G). Alors,

- il existe un graphe sans triangle H tel que cl(G) = L(H) ;
- les deux graphes G et cl(G) ont la méme circonférence.
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Pour les graphes simples sans griffe et 3-connxes, les résultats

suivants ont été prouvé par Ryjacek dans [150] en prouvant que :

Théoreme 3.1.13. (Ryjacek, [150])
Si G est un graphe simple sans griffe 3-connexe d’ordre n et si

I(G) > (n—g5)7 alors G est Hamiltonien.

En 1998, Kuipers et Veldman dans [100], ont encore amélioré les

deux théormes 3.1.11 et 3.1.11 précédents en prouvant que :

Théoreme 3.1.14. (Kuipers et Veldman, [100])
Tout graphe 3-connexe sans griffe G d’ordre n suffisamment

grand de degré minimum 6(G) > @ est Haimltonian.

Encore, Kuipers et Veldman dans [100], ont ainsi confirmé la
conjecture 3.1.1 donnée en dans [110] et ils ont, en outre, donné la

conjecture suivante qui a été confirmée par suite par Lai et al. en 2005
dans [103].

Conjecture 3.1.2. (Kuipers et Veldman)

Tout graphe 3-connexe sans griffe G d’ordre n suffisamment

(n+6)

o~ est Haimltonian.

grand et de degré minimum 0(G) >

En 2001, dans [62], Favaron et Fraisse, en utilisant la cloture de
Ryjacek [150], ont encore amélioré les résultats dans [ [112], [115], [116]]

et ont prouvé le résultat suivant.

Théoréme 3.1.15. (Favaron et Fraisse, [62])
Si G est un graphe 3-connexe sans griffe d’ordre n avec n <
100 — 37, alors G est Hamiltonien.

En 2002, Li, Lu et Liu dans [107], ont donné le résultat qui

améliore celui de Ryjacek 3.1.13 comme suit :

Théoréme 3.1.16. (Li, Lu et Liu, [107]).
Soit G un graphe simple d’ordre n sans griffe et 3-connezre. St

I(G) > (nJg?), alors G est Hamiltonien.
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Dans [103], Li et al. ont prouvé le résultat suivant qui généralise
les théoremes 3.1.14 et 3.1.15.

Théoréme 3.1.17. (Li, Shao et Zhan, [103])
Si G est un graphe simple sans griffe 3-connexe avec n > 196, et

si 6(G) > "2 alors soit G est Hamiltonien, ou bien §(G) = =2 et

cl(G) est le graphe adjoint de G obtenu a partir du graphe de Petersen

n—15
10

Py en ajoutant arétes pendantes a chaque sommet de P;0.

Dans un graphe 2-connexe et sans Kj4 , Markus dans [124] a
prouvé que la condition de degré minimum suivante est suffisante pour
I’hamiltonicité.

Théoréeme 3.1.18. (Markus, [12]])

Soit G un graphe 2-connexe sans K4 avec 6(G) > (n;rQ). Alors

G est Hamiltonien.

Lai, Shao et Zhan [105] ont prouvé que la conjecture de Kuipers
et Veldman [100] est vraie.

Théoréme 3.1.19. (Lai, Shao et Zhan, [105])

Si G est un graphe simple sans griffe 3-connexe d’ordre n suffi-

n+29
8

samment grand et si 0(G) > , alors G est Hamiltonien.

Plus tard, Li dans [117] a prouvé que
Théoréme 3.1.20. (M. Li, [117])

Tout graphe 3-connexe sans griffe G d’ordre n contient un cycle

de longueur au moins min{66(G) — 15, n}.

Plus récemment, dans [95], Kaiser et Vrana ont proposé et mon-

tré que

Théoréme 3.1.21. (Kaiser et Vrdina, [95])
Tout graphe G 5-connexe sans griffe et de degré minimum
d(G) > 6 est Hamiltonien,

Cela représente actuellement la meilleure amélioration de 1'affir-

mation de la conjecture de Matthews-Sumner [125].
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3.1.2 Conditions imposées sur les degrés généralisés

En 1979, Gould dans [80], a imposé une condition sur le diametre
pour les graphes sans griffe pour assurer ’hamiltonicité. Il a prouvé

que

Théoréme 3.1.22. (R.J. Gould, 1979, [80])
Si G est un graphe 2-connexe sans griffe d’un diametre au plus
égal a 2 (Diam(G) < 2), alors G est Hamiltonien.

Faudree et al., dans [55], ont donné une condition de semi-

hamiltonicité des graphes sans griffe.

Théoréme 3.1.23. (R.J. Faudree et al., 1988, [55])
S1 G est un graphe 2-conneze sans griffe d’ordre n tel que

NC > ”T_Q, alors G est semi-Hamiltonien.

Faudree et al., dans [55], ont également montré la condition d’ha-

miltonicité pour graphes sans griffe suivante :

Théoréme 3.1.24. (R.J. Faudree et al., 1988, [55])

Soit G un graphe 2-connexe sans griffe d’ordre n. Si
da(u) + dg(v) + dg(w) > n —2

pour tout ensemble stable {u,v,w}, alors G est Hamiltonien.

Faudree et al., dans [55], ont aussi énoncé et prouvé la condition

d’hamiltonicité suivante pour les graphes sans griffe.

Théoréme 3.1.25. (R.J. Faudree et al., 1988, [55])
Si G est un graphe 2-connexe sans griffe d’ordre n > 14 tel que
NC > 2”3’3, alors G est Hamiltonien.

Faudree et al., dans [55], ont par suite utilisé le théoreme 3.1.26

pour montrer que

85



Chapitre 3. Hamiltonicité, pancyclicité et cycles prolongeables dans la classe des graphes
sans griffe et dans des superclasses de graphes sans griffe

Théoréeme 3.1.26. (R.J. Faudree et al., 1988, [55])
Si G est un graphe 2-connexe sans griffe d’ordre n > 14 tel que

NC Z 2%3—5

, alors G est semi-Hamiltonien.

En 1988, Zhang dans [175] a énoncé le résultat suivant qui a été

obtenu indépendamment et en parallele par Broersma dans [34].

Théoréme 3.1.27. (Zhang, [175] et Broersma, [34])
Pour un graphe G 2-connexe sans griffe d’ordre n. Si o3 > n—2,

alors G est Hamiltonien.

Un résultat encore plus général et plus fort a été obtenu par

Zhang [175] qui a prouvé que

Théoréme 3.1.28. (C. Q. Zhang, [175])
Si G est un graphe k-conneze sans griffe avec o1 1(G) > n —k

(pour k > 2), alors G est Hamiltonien.

Pour les graphes k-connexe avec k assez larges, Shen et al. dans

[156] a prouvé le résultat suivant :

Théoreme 3.1.29. (Shen et al. dans [156])

Soit G un graphe k-connexe (k > 2) et l’ensemble des som-
mets centres des griffe induites dans G est indépendant (stable). Si
01+1(G) > n+k, alors G est Hamiltonien.

En parallele, Broersma et al., [32], ont prouvé leur condition de

degré minimum pour ’hamiltonicité suivante :

Théoreme 3.1.30. (Broersma et al., [32])
Soit G un graphe 2-connexe sans griffe d’ordre n. G est un graphe
Hamiltonien si chaque deux sommets u,v € V(G) vérifiant dg(u,v) =

2 satisfont ['une des deux conditions suivante :
1. min{dg(u),dg(v)} > "T_Q ;
2. ‘Ng(u) M Ng(’l})‘ > 2.
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3.1.3 Conditions imposées sur les invariants

Soit Z; le graphe obtenu en identifiant un sommet de K3 et un
sommet terminal de P;; ;. Une autre direction de recherche des graphes
Hamiltoniens était d’identifier les sous-graphes interdits.

En 1974, Goodman and Hedetniemi dans [78], ont prouvé le théo-
reme suivant qui était I'une des nombreuses restrictions de paires de
sous-graphes en interdisant {Ki 3, Z>} (Voir le poset illusté dans la
Figure 3.1).

Théoréme 3.1.31. (Goodman and Hedetniemi, [78])

Si G est 2-conneze sans {Ki 3,22}, alors G est Hamiltonien.

(Z2)

FiGURE 3.1 — Graphe Zo
Le théoreme bien connu de Chvatal et Erdos stipule que si G satisfait
a(G) < k(G), alors G est Hamiltonien (ou, de maniére équivalente,
tout non Hamiltonien graphe de connectivité k£ contient un ensemble
stable de taille k£ 4 1).
Flandrin et Li dans [70] ont prouvé que dans un graphe sans griffe

3-connexe, les hypotheses peuvent étre affaiblies.

Théoréme 3.1.32. (Flandrin et Li, [70])
Si G est un graphes k-connexe (k > 3) sans griffe et a(G) < 2k, alors

G est Hamiltonien.

Ainouche et al. ont montré dans [4] le résultat suivant qui est analogue
a celui du théoreme 3.1.32 dii a Flandrin et Li pour les graphes sans
K 3 mais Ainouche et al. ont exigé une borne supérieure au nombre

d’indépendance du graphe carré G2.
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Théoréme 3.1.33. (Ainouche et al., [}])
Tout graphe k-connexe sans griffe (k > 2) G est Hamiltonien si
a(G?) < k.

3.1.4 Conditions Locales

En 1974, Chartrand et Pippert dans [36], ont donné la condition de

connexité locale suivante :

Théoreme 3.1.34. (Chartrand et Pippert, [36])
Soit G un graphe d’ordre n de degré minimum 6(G) > 2(n—1). Alors

G est localement conneze.

Oberly et Sumner, dans [134], ont prouvé le résultat qui suit pour les

graphes connexes et localement connexes sans griffe :

Théoréme 3.1.35. (Oberly et Sumner, [134])

Tout graphe 2-connexe localement connexe sans griffe est Hamiltonien.

Par suite, Arangno dans [10], a établi une condition suffisante pour
I’hamiltonicité des graphes 2-connexes sans griffe avec un degré mini-
mum donné. Son travail était basé sur les deux théorémes 3.1.35 et
3.1.34 dtis & Oberly et Sumner dans [134] respectivement. Arangno

dans [10], a conclut que

Théoréme 3.1.36. (D. C. Arangno, [10])

Tout graphe 2-connexe sans griffe d’ordre n > 4 de degré minimum
6(G) > 3(n — 1) est Hamiltonien.

La conjecture suivante, di a Matthews et Sumner [125], était 1'origine
de nombreuses recherches sur I’hamiltonicité dans la classe de graphes

sans griffe. Elle est basée sur la connectivité x(G).

Conjecture 3.1.3. (Matthews et Sumner)

Tout graphe 4-connexe sans griffe est Hamiltonien.
Liu et al. dans [120], ont montré le résultat suivant :
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Théoréme 3.1.37. (Liu et al., [120])
Pour k > 5, tout graphe 2-connexe k-régulier d’ordre au plusn < 3k+3

est Hamiltonain.

Pour les graphes sans griffe, un plus petit degré de régularité est suf-
fisant pour affirmer qu’'un graphe sans griffe est Hamiltonien, comme

le prouve le résultat suivant di a Liu et Wu dans [121].

Théoréme 3.1.38. (Liu et Wu, [121])
Tout graphe 2-connexe k-régulier sans griffe d’ordre n < 4k + 1 est

Hamiltonien.

Li et Liu dans [115], ont par suite montré un résultat qui améliore le

résultat 3.1.38 précédent. Ils ont prouvé que

Théoreme 3.1.39. (Li and Liu, [115] )
Tout graphe 3-connexe k-régulier sans griffe d’ordre n < 5k — 5 est

Hamiltonien.

Le résultat suivant de Plummer [139] afirme que la conjecture de Mat-

thews et Samner 3.1.3 est vraie dans le cas particulier suivant :.

Théoréme 3.1.40. (M. D. Plummer, [139] )
Si G est un graphe 4-connexe 4-régqulier et sans griffe contenant un

Ky, alors G est Hamiltonien.

Le résultat d’hamiltonicité suivant a été prouver par Broersma et Veld-

man dans [31]

Théoréeme 3.1.41. (Broersma et Veldman, [31])

Si G est un graphe 2-connezxe sans { K13, Ps}, alors G est Hamiltonien.

Asratien, dans [11], a montré son résultat suivant pour les graphes

sans griffe localement connexe

Théoréeme 3.1.42. (Asratien, [11])
Soit G un graphe localement connexe sans griffe d’ordre n > 4. Alors

G est connexe-Hamiltonien si et seulement si G est 3-connexe.
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En 2016, Chen et al. dans [38], ont amélioré le théoreme 3.1.42 précé-
dent [11] en généralisant le résultat a la classe de graphes sans griffe

presque localement connexes.

Théoréme 3.1.43. (X. Chen et al., [38])
Soit G un graphe sans griffe presque localement connexe d’ordre n > 4.

Alors G est connexe-Hamiltonien si et seulement si G est 3-conneze.
Une conjecture dit a Thomassen, dans [164], stipule que

Conjecture 3.1.4. (Thomassen)
Tout graphe adjoint 4-connexe L(G) d’un graphe G est Hamiltonien.

En parallele, Balakrishnan et Paulraja dans [13], ont prouvé que tout

graphe triangulé connexe est localement connexe comme suit :

Théoréme 3.1.44. (Balakrishnan et Paulraja, [15])

Tout graphe triangulé 2-connexe sans griffe est localement connexe.

Ryjacek dans [150] a montré que les deux conjectures 3.1.3 et 3.1.4

sont équivalentes et a prouvé que :

Théoréme 3.1.45. (Ryjacek, [150])

Tout graphe 7-connexe et sans griffe est Hamiltonien.

A partir des deux théorémes 3.1.35 et 3.1.44 ci-dessus, Arangno dans

[10], a conclut que

Théoréme 3.1.46. (Arangno, [10])

Tout graphe triangulé 2-connexe sans griffe est Hamiltonien.

Pour généraliser la condition d’Ore pour 'hamiltonicité, Fan dans [50],

a prouvé en 1984 que

Théoréme 3.1.47. (G. H. Fan, [51])
Pour un graphe G d’ordre n, si pour chaque deur sommets u et v de

distance dg(u,v) = 2 le degré maximum de u ou bien de v est au moins

n

5, alors le graphe contient un cycle Hamiltonien.
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En observant qu'un graphe d’intervalle est un graphe triangulé, Ba-
lakrishnan et Paulraja dans [13] ont donné le corollaire suivant qui
résulte de résultat 3.1.46 d a Arangno [10] :

Corollaire 3.1.1. (Balakrishnan et Paulraja, [13])

Tout graphe d’intervalle connexe sans griffe est Hamiltonien.

3.2 Conditions de pancyclicité des graphes sans griffe
3.2.1 Conditions imposées sur les degrés

Flandrin et al., dans [63], ont étudié la pancyclicité dans la classe de

graphes sans griffe et en 1990 ils ont démontré le résultat suivant :

Théoreme 3.2.1. (Flandrin et al., [63])
Soit G un graphe 2-connexe sans griffe d’ordre n > 35. St

i(G) > (n§2), alors G est pancyclique.

Trommel et al., dans [165], ont donné les deux résultats suivants qui
dépendent du degré minimum 6(G) et qui affirment l'existence des

cycles de certaines longueurs dans un graphe sans griffe :

Théoréme 3.2.2. (H. Trommel et al., [165])

Soit G un graphe sans griffe. Si 6(G) > max{2,,/2n + 1/4 — 3/2},
alors G contient des cycles de toute longueur | avec 3 <1 < §(G) + 1.

Egalement, ils ont encore montré que :

Théoreme 3.2.3. (H. Trommel et al., [165])

Si G est un graphe sans griffe d’ordre n > 5 avec §(G) > /3n +1—2
et la circonférence ¢(G) > 6(G) + 3, alors G contient des cycles de
toute longueur | avec §(G) +2 <1 < ¢(G).

Le théoreme suivant découle immédiatement des deux théoremes 3.2.2

et 3.2.3 précédents,
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Théoréme 3.2.4. (H. Trommel et al., [165])
Soit G un graphe sans griffe d’ordre n > 5. Si 6(G) > /3n+ 1 — 2,

alors G est sous-pancyclique.

Les deux résultats suivants sont des conséquences immédiate du théo-
reme 3.2.4 d & Trommel et al. dans [165]. En ajoutant la condition

d’hamiltonicité, Trommel et al. ont prouvé le résultats ci-dessous :

Corollaire 3.2.1. (H. Trommel et al., [165])
Soit G un graphe hamiltonien sans griffe d’ordre n > 5. Si
(G) > V/3n+1—2, alors G est pancyclique.

En supposant que le graphe est de plus 2-connexe , ils ont prouvé ce

que suit :

Corollaire 3.2.2. (H. Trommel et al., [165])
Soit G un graphe sans griffe 2-connexe d’ordre n > 5. Si

0(G) > V3n+1—2, alors G contient des cycles de toute longueur
avec 3 <1 < min{20(G) + 4,n}.

Trommel et al., dand [165], ont également donné le autre résulat im-

portant suivant :

Théoreme 3.2.5. (H. Trommel et al., [165])
Soit G un graphe d’ordre n > 450. Si 02(G) > \/2n+ ; + 5, alors le
graphe adjoint L(G) est sous-pancvclique.

3.2.2 Conditions Locales

Matthews et Sumner, dans [125], ont étudié le graphe carré d’un

graphe connexe sans griffe et ils ont prouvé que :

Théoreme 3.2.6. (M. Matthews et D. Sumner, [125])
Si G est un graphe connexe sans griffe, alors son graphe carré G* est

sommet-pancyclique.
En 1989, Zhang dans [176], a montré par suite que
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Théoreme 3.2.7. (Zhang, [176])
St un graphe G est quasi localement connexe sans griffe d’ordre n > 3,
alors chaque sommet de G est contenu dans un cycle de longueur |

avec 3 <1 <n (i.e. G sommet-pancyclique).
Il a également montré les deux résultats qui suivent :

Théoréme 3.2.8. (Zhang, [176])
Soit G un graphe connexe localement connexe sans griffe d’ordren > 3.
Si le sommet v de G est contenu dans un cycle de longueur k, alors v

est contenu dans un cycle de longueur [, pour tout k+1 <1 <n

Et de plus, il a montré que

Théoréme 3.2.9. (Zhang, [176])
Si G est un graphe connexe localement connexe sans griffe d’ordre

n > 3, alors G contient des cycles de toutes les longueurs possibles.

En 1993, Bedrossian et al. dans [16], ont élargi le théoreme 3.1.47 de

Fan dans [51] et ont prouvé le résultat suivant :

Théoréeme 3.2.10. (Bedrossian et al., [16])

Un graphe 2-connexe sans griffe est soit pancyclique, ou bien un cycle.

Faudree et al., dans [53], ont amélioré le théoréme 3.1.41 dii & Broersma
et Veldman dans [31]. Ils ont montré que dans les méme conditions si

un graphe est d’ordre n > 10, alors il est pancyclique.

Théoreme 3.2.11. (Faudree et al., [53])
Si G est un graphe 2-conneze et sans { K13, Ps} d’ordre n > 10, alors
G est pancyclique.

Le théoréme suivant dii & Lai et al. qui est prouvé dans [102] est 'une

des extensions importantes d’un théoréeme de Zhang prouvé dans [176].

Théoréme 3.2.12. (Lai et al., [102])
Tout graphe triangulairement conneze sans griffe G de taille

|E(G)| > 3 est sommet-pancyclique.
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Un autre resultat di a Qu et Lin qui est prouvé dans [143] et est

une autre extension importante du méme théoreme de Zhang prouvé
dans [176].

Théoréme 3.2.13. (X. Qu et H. Lin, [143]).
Tout graphe triangulairement connexe sans griffe et sans sommet isolé

est également quasi localement connexe sans griffe.

3.2.3 Conditions imposées sur les degrés généralisés

Faudree et al., dans [55], ont également donné une condition sur la

pancyclicité des graphes sans griffe.

Théoreme 3.2.14. (R.J. Faudree et al., 1988, [55])
Si G est un graphe 2-connexe sans griffe d’ordre n > 14 tel que

NC Z 2n3—2

, alors G est pancyclique.

Li, dans [111], a donné une condition sur la somme des degrés pour
les graphes sans griffe d’ordre suffisamment grand sous laquelle la ha-

miltonicité implique la pancyclicité.

Théoréeme 3.2.15. (Mingchu Li, 1991, [111])
Si G est un graphe Hamiltonien sans griffe d’ordre n > 100 et que

o3(G) > ("?), alors G est pancyclique.

3.2.4 Conditions locales

Ce résultat sur I'existence d’un couplage parfait dans un graphe
sans griffe a été citer dans [167] par Vergnas et par Oberly et Sumner
dans [134].

Théoréme 3.2.16. (L. Vergnas, [167] et Oberly et Sumner, [154])
Tout graphe connexe sans K4 d’ordre pair admet un couplage

parfait.

En 1990, Hondrey dans [90], a observé que Clark dans [42] prou-

vait en réalité le résultat plus fort suivant :
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Théoreme 3.2.17. (Clark, 1981, [42])
Si G est un graphe connexe localement connexe sans griffe d’ordre

n > 3, alors G est a cycle pleinement prolongeable.

Ramos et al., dans [144], ont prouvé un résultat sur les graphes
A cycle prolongeable ne contenat pas les graphes de type (KU K7) +

(K7 U K,,) comme des sous-graphes induits.

Théoreme 3.2.18. (Ramos et al., 2012, [144])

Tout graphe 2-connexions sans sous-graphes induits {K13, Py}
est a cycle pleinement prolongeable a ’exception de (K1 U K7) + (K7 U
K,) pour tout entier n > 1.

Arangno dans [10], a étudié les graphes a cycle prolongeables en
particulier la classe des graphes triangulés sans griffe. Elle a prouvé,
en utilisant le théoreme 3.1.1 di a Balakrishnan et Paulraja dans [13],

le résultat qui suit :

Théoréme 3.2.19. (D. C. Arangno, [10])
Tout graphe triangulé 2-connexe sans griffe est a cycle prolon-

geable.

Le corollaire suivant découle immédiatement de son résultat
3.2.19 précédent :

Corollaire 3.2.3. (D. C. Arangno, [10])
Tout graphe d’intervalle connexe sans griffe est a cycle prolon-

geable.

Le corollaire suivant est également immédiat car Golumbic, dans
[76], a montré que les graphes d’intervalles unitaires sont des graphes
d’intervalles ou tous les intervalles ont la méme longueur 1 sont préci-

sément les graphes d’intervalles sans griffe.

Corollaire 3.2.4. (D. C. Arangno, [10])
Tout graphe d’intervalle unitaire 2-connexe sans griffe est a cycle

prolongeable.
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Brause et al., dans [30] ont montré le résultat suivant :

Théoréme 3.2.20. (Brause et al., [30])
Si G est un graphe conneze localement connexe sans (Kj+ (KU
K3)) d’ordre n > 3, alors

(i) G est faiblement pancyclique ;

(ii) et G est a cycle pleinement prolongeable si et seulement si G est

Hamiltonien.

Les méme auteurs ont prouvé les trois résultats suivants pour les

graphe sans K13 (Voir le graphe illustré dans la Figure 3.2 :

(K113 = Kaou)
FIGURE 3.2 — Graphe Ki 13

Théoréeme 3.2.21. (Brause et al., [30])
Si G est un graphe connexe localement connexe sans (ki + (k1 U

ks)), alors G est a cycle pleinement prolongeable si et seulement si

20(G) > n.
Egalement,

Théoréme 3.2.22. (Brause et al., [30])
Si G est connexe localement connexe sans {Ki13,k1 + pa} ou

bien {K113,k1+ (k1 U P3)}, alors G a cycle pleinement prolongeable.

Théoréme 3.2.23. (Brause et al., [30])
Si G est connexe localement connexe sans {Ky + Py, K14, Ko +
(K1 U K>y)} et est sans Ky 13, alors G est a cycle pleinement prolon-

geable.
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En fin, En 2017 Brause et al. dans [30], ont prouvé le résultat

suivant pour les graphes a cycle pleinement prolengeable.

Théoréeme 3.2.24. (Brause et al., [30])
Si G est un graphe conneze localement connexe et sans griffe

d’ordre n > 3, alors G est a cycle pleinement prolengeable.

3.3 Superclasses de graphes sans griffe

Un nouveau domaine de recherche qui a émergé est celui de
I’étude des graphes qui comprennent I’étoile K; 3 comme sous graphe
induit. Il s’agit, des superclasses des graphes quasi sans griffe (Quasi
claw-free graphs (QCF)) définie et étudiée par Ainouche dans [3], de
la classe des graphes presque sans griffe (Almost claw-Free graphs
(ACF)) introduite par Ryjacek dans [148] et de la classe de graphes
partiellement sans griffe (Partially claw-Free graphs (PCF)) concept

définie par Abbas et Benmeziane dans [19].

3.3.1 Graphes quasi sans griffe

Le concept de graphes quasi sans griffe a été introduit par Ai-
nouche, dans [3], et il a généralisé une variété de résultats, en parti-
culier, les résultats sur les graphes sans griffe au graphes quasi sans
griffe. Ainouche , dans [4], a étendu le théoreme 2.1.31 di a Chvatal
and Erdoés dans [41] a la classe des graphes quasi sans griffe. Notons
qu'un graphe quasi sans griffe n’est pas nécessairement sans K3 .

Ainouche , dans [4], a défini cette classe de graphes comme suit :

Définition 3.3.1. (Ainouche)

Un graphe G est quasi sans griffe s’il satisfait la propriété : si
da(x,y) = 2, alors il existe u € Ng(x) N Na(y) tel que
N[u] € N[z] U N[y].

Les graphes illustrés dans la Figure 3.3 sont quasi sans griffe et

non quasi sans griffe respectivement.
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13 13

(G1) (Go)

FI1GURE 3.3 — Graphes (G1 quasi sans griffe et G2 non quasi sans griffe

Parmi les premiers résultats de Ainouche dans [3] est le résultat

sur l'existence d'un couplage parfait :

Théoréme 3.3.1. (Ainouche, [3])
Tout graphe d’ordre pair connexe quasi sans griffe posséde un

couplage parfait.

3.3.2 Hamiltonicité

Le résultat suivant sur ’hamiltonicité du carré d’un graphe k-

connexe, généralise le théoreme 2.1.31 de Chvatal and Erdos dans [41].

Théoréme 3.3.2. (Ainouche, [3])
Pour k > 2, un graphe k-connexe quasi sans griffe G est Hamil-
tonien si a(G?) < k.

En 2003, Li [118] a donné le résultat plus fort suivant

Théoréeme 3.3.3. [118]
Soit G un graphe 3-connexe quasi sans griffe d’ordre n. St

I(G) > @, alors G est Hamiltonien.

Vumar, en 2006 dans [168], a donné une condition pour que la
circonférence d’un graphe 3-connexe quasi sans griffe soit Hamiltonien

c’est le théoreme suivant :
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Théoreme 3.3.4. (Vumar, [168])
La circonférence d’un graphe 3-connexe quasi sans griffe G

d’ordre n est au moins min{4d — 2,n} et G est Hamiltonien si
n <55(G) — 5.
Pour les graphes 4-connexe, Lai et al. [104] ont donné le résultat

suivant :

Théoreme 3.3.5. (H. J. Lai et al., [104)])
Tout graphe adjoint 4-connexe d’un graphe quasi sans griffe est

connexe Hamiltonien.

3.3.3 Pancyclicité

Ainouche [3] a démontré le résultat important sur les graphes

localement connexe quasi sans griffe qui suit :

Théoréme 3.3.6. (Ainouche, [3])
Tout graphe conneze localement connexe quasi sans griffe d’ordre

n > 3 est pancyclique.

Ainouche, dans [3], a prouvé la condition suffisante pour la pan-

cyclcité des graphes quasi sans griffe a travers le théoreme suivant :

Théoréme 3.3.7. (Ainouche, [3])

Si |[Ng(u) N Ng(v)| > 2 pour chaque deuxr sommets u,v € V(G)
de distance dg(u,v) = 2 et {w € Ng(u) N Ng(v)/ dg(w) = 2} = 0,
alors G est un graphe pancyclique ou bien un cycle.

Dans [3], Ainouche a également confirmé que :

Théoréeme 3.3.8. (Ainouche, [3])
Tout graphe localement connexe et quasi sans griffe d’ordre n > 3

est pancyclique.

Rappelons que Z; est le graphe obtenu en reliant un sommet du
triangle K3 a un sommet d’extrémité d’'un chaine Py i de longueur k.

B le graphe obtenu en reliant deux sommets de deux triangle.
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Dans [3], Ainouche a montré deux autre résultats pour les

graphes 2-connexe sans Z» et sans 5.

Théoreme 3.3.9. (Ainouche, [3])
Soit G un graphe 2-connexe quasi sans griffe d’ordre n et sans

Zy. Alors G est un graphe pancyclique ou bien un cycle.

Egalement, Ainouche a prouvé le résultat suivant :

Théoréme 3.3.10. (Ainouche, [3])
Soit G un graphe 2-connexe quasi sans griffe d’ordre n et sans

{Z3, B}. Alors G est un graphe pancyclique ou bien un cycle.

Ainouche, [3], a donné une conjecture sur la pancyclicité d’un
graphe localement connexe quasi sans griffe qui a été montré plus tard

par Zhan dans [172] dans le théoréeme qui suit :

Théoreme 3.3.11. (Zhan, [172])
Tout graphe connexe localement connexe quasi sans griffe d’au

moins trois sommets est sommet-pancyclique.

Motivés par le travail d’Ainouche dans [3], Qu et Wang, dans
[142], ont prouvé les deux résultats qui suivent et qui donnent tous les

deux une réponse positive a la conjecture d’Ainouche.

Théoréme 3.3.12. (E. Qu et J. Wang, [142])
Tout graphe quasi localement connexe et quasi sans griffe d’au

moins trois sommets est pancyclique.
Egalement,

Théoreme 3.3.13. (E. Qu et J. Wang, [142])
Tout graphe presque localement connexe quasi sans griffe d’au

moins trois sommets est sommet-pancyclique.

3.3.4 Graphes presque sans griffe

Ryjacek a introduit la classe des graphes presque sans griffe,

dans [148], comme suit :
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Définition 3.3.2. Un graphe G est presque sans griffe si pour tous les
sommets v € A, l'ensemble des centres des étoiles de G, < Ng(v) >

est 2-dominé et A est un ensemble stable (Voir le graphe illustré dans
la Figure 3.4).

S1 54

FIGURE 3.4 — Graphe presque sans griffe

Le résultat suivant dii a Ryjacek dans [148], est une extension du
théoreme 3.2.16 sur I’hamiltonicité de la classe de graphes sans griffe

a la superclasse de graphes presque sans griffe qui a été prouvé par L.
Vergnas [167] et Sumner [161].
Théoreme 3.3.14. (Z. Ryjacek, [148])

Tout graphe connexe presque sans griffe d’ordre pair a un cou-
plage parfait.

Broersma et al., dans [33], ont prouvé le résulta qui suit :

Théoréme 3.3.15. (Broersma, Ryjdcek et Schiermeyer, [33])

Tout graphe 2-connexe presque sans griffe G d’ordre n vérifiant
i(G) > @ est Hamiltonien.

Le second résultat de Broersma et al., dans [33], est le suivant :

Théoréme 3.3.16. (Broersma, Ryjdcek et Schiermeyer, [33])
Tout graphe 2-connexe presque sans griffe G d’ordre n vérifiant

o3(G) > n est Hamiltonien.

Plus tard, dans [114], Li a donné le résultat plus fort suivant :

Théoreme 3.3.17. (M. C. Li, [11})])
Tout graphe G 3-connexe presque sans griffe d’ordre n contient

un cycle de longueur au moins min{46(G), n}.
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Dans [114] Li a confirmé le résultat suivant conjecturé par

Broersma, Ryjacek et Schiermeyer dans [33]

Théoreme 3.3.18. (M. C. Li, [11}])
Tout graphe G 3-connexe presque sans griffe d’ordre n tel que
n < 56(G) — 5 est hamiltonien.

L’une des extensions importantes d'un théoreme de Zhang dans
[176], est le théoréme suivant di a Teng et al. qui 'ont prouvé en 2002
dans [162].

Théoréme 3.3.19. (Teng et al., 2002)
Tout graphe G connexe localement connexe presque sans griffe

d’ordre n > 3 est pancyclique.

En 1994, Ryjacek, [148], a donné son resultat suivant ou il af-
firme qu'un graphe est a cycle pleinement prolongeable s’il est connexe

presque sans griffe et sans K 4.

Théoréme 3.3.20. (Z. Ryjacek, [1/8])
Tout graphe conneze localement connexve sans K4 presque sans

griffe d’ordre n > 3 est a cycle pleinement prolongeable.

Hendry, dans [90], a amélioré ce résultat et a montré son théo-

reme pour les graphe a cycle pleinement prolongeament suivant :

Théoréme 3.3.21. (Hendry, 1990, [90])

Pour un graphe triangulé 2-connexe G d’ordre n > 3 satisfaisant
o(G) > n — 1. Soit G est a cycle pleinement prolongeable, ou bien
n > 5 est impair et G = K(%) +F(nz;1))

Zhan, dans [173], a montré le résultat fort pour qu'un graphe
presque sans griffe soit a cycle pleienement prolongeable a condtion

qu’il ne contient pas de sous-graphes induit isomorphe a K 4.

Théoréme 3.3.22. (M. Zhan, 2010, [173])
Tout graphe triangulairement conneze sans Ky presque sans

griffe d’ordre n > 3 est a cycle pleinement prolongeable.
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Par suite, en 2016, M. Zhan and S. Zhan dans [174] ont prouvé
un autre résultat en imposant une condition sur le nombre de clique

comme suit :

Théoréme 3.3.23. (M. Zhan and S. Zhan, 2016, [17}])
Tout graphe triangulairement connexe sans Ki4 presque sans
griffe d’ordre n > 3 est a cycle pleinement prolongeable si le nombre de

cliques du sous-graphe induit par [’ensemble A des centres des étoiles
de G est au plus égal a 2 (i.e. w((A)) < 2).

3.3.5 Graphes partiellement sans griffe

La plus large superclasse de graphes sans griffe est la classe des
graphes partiellement sans griffe introduite par Abbas et Benmeziane
dans [19]. Nous donnons, dans ce qui suit, les principaux résultats

obtenus jusqu’a présent sur les graphes partiellement sans griffe.

Définition 3.3.3. Un graphe G = (V, E) est dit partiellement sans
griffe si pour tout sommet v € A, l’ensemble des centres des étoiles de
G, il eziste deur sommets v,y € V' \ A tels que Ng(v) C N|x] U Ny].
On dit également que < Ng(v) > est 2-dominé dans V \ A (Voir le
graphe illustré dans la Figure 3.5 ).

FIGURE 3.5 — Graphe partiellement sans griffe

Matthews et Sumner dans [125] ont montré que
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Théoréme 3.3.24. (Matthews et Sumner, [125])

Si un graphe G non complet de connectivité k(G), alors

Ils ont donné un autre résultat meilleur qui améliore le précédent

3.3.24 sur les graphes sans griffe.

Théoréme 3.3.25. (Matthews et Sumner, [125])

Si G est un graphe non complet sans griffe, alors 7(G) = ~(G)

5 -

Abbas et Benmeziane dans [19] ont étendu et amilioré le résultat
de Matthews et Sumner, [125], pour la superclasse de graphes partiel-

lement sans griffe comme suit :

Théoréeme 3.3.26. (M. Abbas et Z. Benmeziane, [19])
Si G est graphe non complet partiellement sans griffe, alors

7(G) > min{1, "%},

Encore, Abbas et Benmeziane dans [19], ont montré le résultat
suivant analogue au résultat montré indépendament par Flandrin et

Li [71] et Broersma et al [35] pour les graphes sans griffe :

Théoréme 3.3.27. (M. Abbas et Z. Benmeziane, [19]
Tout graphe 2-connexe partiellement sans griffe G d’ordre n tel

que o3(G) > n est Hamiltonien.
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Chapitre I

Graphes partiellement sans griffe a cycles

pleinement prolongeables

Introduction

Hendry a prouvé dans [90] le résultat important que si G est un
graphe connexe localement connexe sans griffe d’ordre au moins 3,
alors GG est un graphe a cycle pleinement prolongeable.

Plus tard, Ryjacek, dans [148], a introduit la premiere superclasse
de graphes sans griffe qui englobe les graphes presque sans griffe et
vérifie la propriété que, pour tout sommet v € V du graphe G, le
sous-graphe induit (Ng(v)) est 2-dominé et ’ensemble A, des centres
des étoiles de G, est un stable (ensemble indépendant).

En 2010, M. Zhan dans [173], a prouvé que tout graphe triangulai-
rement connexe presque sans griffe est a cycle pleinement prolongeable
s’il est sans sous-graphe induit isomorphe a 1'étoile K 4.

Une seconde superclasse de graphes sans griffe, encore plus large
que celle des graphes presque sans griffe, a été étudiée par Abbas et
Benmeziane dans [19], elle comporte les graphes contenant la griffe
K 3 et vérifiant que pour tout centre d'une griffe v € V' le sous-graphe
induit < Ng(v) > est 2-dominé dans V' \ A.

Abbas et Benmeziane dans [19] ont prouvé les deux résultats sui-

vants sur les graphes 2-connexes et partiellement sans griffe.
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Théoreme 4.0.1. (M. Abbas and Z. Benmeziane, [19])
Si G est un graphe partiellement sans griffe 2-connexe avec

i(G) > (ng2); alors G est Hamiltonien.

Les mémes auteurs ont également prouvé que

Théoréme 4.0.2. (M. Abbas and Z. Benmeziane, [19])
Si G est un graphe partiellement sans griffe 2-connexe avec

o3(G) > n, alors G est Hamiltonien.

Nous soulignons qu’il n’y a pas beaucoup de résultats qui ont été

atteints ou prouvés dans pour cette derniere classe de graphes.

4.1 Résultat préliminaire

Dans la suite, on donne une caractérisation des graphes partiel-
lement sans griffe en proposant le résultat suivant. Cette proposition
est 'une des outils utilisés dans la preuve du résultat principal du

théoréme ci-dessus :

Proposition 4.1.1. (A. Sahraoui et Z. Benmeziane, 2023, [151])

Soit G un graphe partiellement sans griffe, v € A ensembles des
centres des €toiles de G et x,y € V' \ A tel que Ng(v) C N[z] U Ny].
Alors x,y € [(N1(v) U No(v)) \ A

Preuve:
Soit G un graphe partiellement sans griffe, v € A un centre des
étoile de G et =, y € V — A tel que Ng(v) € N[z| C N[y|. L’ensemble

{{”U}, Nl(v)n NQ(”)? SR Ne(v)(v)}

est une partition de I’ensemble de sommetsV'. Sans perte de généralité,

par absurde supposons que x € Ni(v) avec k > 3. Donc,
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Ne(x) C Ng—1(v) U Ni(v) U Nigq(v)
ot ( pour tout k > 3)

N[z] C Ni—1(v) U Ni(v) U Ni11(v)
Comme,
Ng(v) N Nk_l(v) =0

Ng(v) N Ni(v) =10 ( pour tout k > 3)
Neg(v) N Niya(v) =10

Alors Ng(v) € Nlz]. De méme, N¢(v) € Ny|. D’ot, Ng(v) € Nz]U

Ny], une contradiction. [J

4.2 Résultat principal

On propose le résultat suivant qui peut étre considéré comme le
premier résultat concernant les cycles prolongeables dans les graphes

partiellement sans griffe :

Théoreme 4.2.1. (A. Sahraoui et Z. Benmeziane, 2023, [151])
Tout graphe triangulairement connexe, partiellement sans étoiles

et sans { K14, K4} est un graphe a cycle pleinement prolongeable si le

sous-graphe (A), induit par l’ensemble des centres des étoiles A, est

sans Py.

Preuve du théoréme 4.2.1:

De G triangulairement connexe tout sommet du graphe G est sur
un triangle. Pour montrer le théoreme, il suffit de montrer que pour
tout cycle C' de longueur r < |V(G)| — 1, il existe un cycle C" de
longueur 7 + 1 tel que V(C) c V(C").

Par l'absurde, supposons qu’il existe un cycle C' de longueur

r < |[V(G)| — 1 non prolongeable. Une orientation du cycle C' du
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graphe G est définie. Pour tout sommet v € V(C), on désigne par
um et u~ le sommet successeur et le sommet prédécesseur du sommet
u sur C| respectivement. De méme, v = (u™)" et «™TF = (u™F)"
(respectivement, v~ = (u”)” et v~ = (u~~)7). Pour deux som-
mets u,v € V(G), Clu,v] et <E[u, v] désignent les deux (u, v)-chaines
dans le méme sens et dans le sens opposé par rapport a ’orientation
du cycle C respectivement. Clu, u| et <a[u, u] désignent le sommet u.

Dans les sous-graphes induits par les étoiles Ki, pour r > 3 le
centre de ’étoile est toujours cité le premier de la liste des sommets.
Rappelons que A est 'ensemble de tous les centres des étoiles de G.

Soit le cycle C' = vivy ... v,v1, et I'ensemble
B(C) = {B; tel que B est un triange et E(B) N E(C) # (1}

Clairement

E(C)c U E(B)
BeB(C)

Si un triangle B € B(C) est tel que |V (C) NV (B)| = 2, alors le sous-
graphe induit par I’ensemble des arétes E(C)UE(B) — (E(C)NE(B))
prolonge le cycle C. Donc, on suppose que pour tout B € B(C),
V(B) CV(C).

Considérons l'aréte e € E(G) tel que e est incidente a un seul
sommet du cycle C' et B, est le triangle tel que e € B,. Clairement,
B. ¢ B(C). De G triangulairement connexe, il existe une séquence de
triangles Zy, Z1, ..., Zy telle que Zy = B, et Z, € B(O). C, e, et B,
(Consulter le posé illustré dans la figure 4.6 suivante) sont choisis de
telle maniere que parmi tous les cycles d’ensemble de sommets V' (C),
le nombre k de triangles dans cette séquence est le plus petit possible.
Par conséquent, de la définition de 'aréte e, k > 1.

On a aussi |V (Zy)NV(C)| =2et V(Z;) CV(C) pour tout i > 1.
Posons Zy = (uvjvju) et Z; = (vivjupv;) tel que vy, € C[Uj_,
Le cycle C, 'aréte e et le triangle C, sont choisis de telle maniere

v; |
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que [{v;"v;, vjv; } N E(G)| est aussi grande que possible.

- +
vj v Y
-
Uhh
vy,
v Yo
(G)

FIGURE 4.1 — Cycle C

La preuve est basée sur les huit lemmes suivants. Le premier
lemme est la premiere conséquence entre les sommets de deux triangles

Zy et Zq avec le nombre k des triangles de la séquence.
Lemme 4.2.1. (i) v;,v; € A, v; ¢ Ni(v]) et v; & Ni(vy);
(ii) Pour k > 2,

o vy & Ni(v]) avec l € {i,j} et o € {—,+};

e Siv € Ni(v;), alors v; ¢ Ni(v;) U Ny(vy,) ;
o Siv, & Ni(v") U Ny(v;), alors v & Ny(vy,) ;
o Sivy ¢ A, alors v, ¢ Ni(vf) U N (v;).

Preuve:

i) -1 < Hopoj,opv 0507} N E(G) < 2 sinon, soit
<Ui7/Ui_7Uz'+7u7,Uh> = K1,4 ou bien <,Uh7vz'_7vi77}i+> = K47 une
contradiction.

- Si v € Nyi(v)), alors le cycle

/

¢’ = v;ul v, vFIC, vj)
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prolonge le cycle C, contradiction. De méme, v; & Ni(v; ).
(ii)) Pour k > 2.

e Si v, € Ni(v; ), alors v; et v, seront adjacents dans le cycle

/

C = viC[vh,v;]g[vg,vi]

Do, P = ZyZy, avec Z, € B(C"), est une chaine de tri-
angles et kK = 1, une contradiction.
De méme, v; & Ni(v;") et v, ¢ Ni(v;) pour | € {i,j}.

FIGURE 4.2 - C +v; v,

e Pour v € Ni(v;) et v; € Ni(v},), v; et vy, seront adjacents
dans le cycle C' = v;Cluy,, v; |Cv;", vy v et P' = ZyZ; est
une chaine de triangles et k& = 1, contradiction. De méme,
vi & Ni(vy).

(v;" € Ni(v;) et v; € Ni(vy,))
FIGURE 4.3 - C + v; v + vv,

e 1l suffit de montrer que si v, € Ni(v;), alors
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v, € Ni(v;")UN1(v;). Donc, pour vy, € Ni(v;"), v; et v, seront

adjacents dans le cycle

/

C = v,Cvi", v, |Clv), vl

et P' = ZyZ, est une chaine de triangles et k = 1, contradic-

tion. De méme, vy, & Ni(v; ).

(vif € Ni(vy,) et vy € Ny(v;h))
FIGURE 4.4 — C + v, v + vpv)
e Siw; € Ni(vy), alors v;" # v et (v, v, ,v;,v;) = Ky 3 done
v, € A de v, ¢ Ni(v;) sinon (v;,v;",v; v, ,u) = K4 car
v, & Ni(u) autrement v;” & Ni(v;,). Soit le cycle

C' = Clv;,v;, |Cf", v7|Clon, viluw;

J

et P'= Z,Z,, avec Zy = {u, vy, v;,u) et

7y = {vi,vy, , vn, v;) € B(C). Donc P’ est une chaine de tri-
angles et k = 1, contradiction. De méme pour v;" € Ni(vp),
(vn, vy v, v;) = Kz et vy € Ade (vj,v],05, v, u) = Ky

¥ )
si v € Ni(vj).

Par le lemme 4.2.2 suivant, on confirme les résultats suivants :
Lemme 4.2.2. Pour d € Ng(v;) N Ng(v)),
(i) de V(C) et d¢ Ny(u);
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(77) Siw € [V(C)N Ny(u) N Nl(vj)] — {wi, vj, vp, Ny (v] "), Ni(v )}
avec | € {i,7}, alors u ¢ Ny(w™ ") U Ny(wth);

(iii) v; € Ni(d). Done, d # vy ;
(iv) Si k > 2, alors vy, ¢ Ni(d) et v, & Ni(v; ) U Ni(v; .

Preuve:

(d S ﬂ’l};_)

FIGURE 4.5 - C

(i) Par I'absurde,
e Sid¢ V(C), alors C' = v;dC[v],v;] prolonge le cycle C,
contradiction.
e Side Ni(u),alors d ¢ {v;,v;",v;,v]}. vj ¢ Ni(d*) sinon

/

C = vju%[d, v |Cd", vj]

prolonge le cycle C'et (d,d ™, d",u,v]) = K 4dev] ¢ Ni(d")
sinon d'une part, (d,d",d",u) = K3 de d* ¢ Ny(d™) dans

le cas contraire
C = v;udClv;),d”]C[d", vj]

prolonge le cycle C' et d’autre part, d’aprés la proposition
4.1.1, d ¢ A. Sans perte de généralité,
supposons d € Clvj ™, v;].
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(d € Ni(v;) N Ni(vj) N Ni(u))
FIGURE 4.6 —C ou d € Nl(’l)j) N Nl(v;“) N Nl(u)
* v; ¢ Ni(d~) sinon

/

C =vuCld, vj_]g[d_, v;]

prolonge le cycle C.

+ Nous avons d* ¢ Ni(v; ") U Ni(d™ ) autrement

C = Ujudvf%[d_, v TIC[d", vy
ou C' = vjudd~Clvf,d"|C[d*,vj] si dt € Ny(v] ) U N (d)
prolonge le cycle C.
* Alors vy, ¢ Ni(d™) N Nyi(v]) sinon

- Pour v} =d~, v ¢ Ni(d) et v, € A de

C" = vjuCld, vy, [v; Clon, vy]
prolonge le cycle C si v;’ € Ni(v;) et (v;,v; v, u, v, ) =
K174 si vy, € Nl(vi) de :

C = vjuvi%[v,:, v ]Con, v |Cv;", v)]

ou C = vjug[% un)Clvy v, 1C s vy

prolonge le cycle C' si v;7 € Ni(v;) U Ni(v;) et
(i, vi7 v uop) = Kygstooy € Ni(v) de vy & Ni(v))
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sinon

/

e
C" = vjuvyupClof, v, ]C vy, v ][], v)]
prolonge le cycle C.

-Pourwj;«éd* et v, € A de
/ — % — +
C =vuCld,v,|C|d , U; 1Clon, vj]
prolonge le cycle C si d~ € Ny(v;, ) et
<Uj7 Uj_7 U]—h u, d_> = K1,4

<Uhavhav+ > K13

si ’Uj ¢ Nl(d_) N Nl(’U};)

« dtt ¢ Ni(d”) U Ny(v]) sinon d*F ¢ Ni(d) U Ni(v;) et

(vj,vj, 0], u,vp) = Ky de

- Sivf € Ni(vy), alors d** € Ni(vy,) — {v, } autrement

/

C =vuCld, d++]g[d_, v} 1Clvp, vy]

prolonge le cycle C' et v-+ € A. Donc, v;, € A car d’abord,

v, ¢ Ni(vj) sinon v, € Ny(v;) et (vn,v;, 05, v;) =
Ensuite, d*" ¢ Ny(v;") sinon (d*,d",d™,v;,v;7,) =
(vj,v7, 0], u,db) = Ky

ou (d,d*,d",u,vj,) = K14
siv; € Ny(dt)U Nl(d ) respectivement car

C —v]udd+0[v d++]0[d_,vj]

prolonge le cycle C ou (vj, v, vy, d) = K 3 si
v; € Ni(d") U Ny (v]) respectivement.

- Sivf € Ni(vj), alors d™F # vy, et v # v sinon
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{C/ = vjuCld, d*ﬂ%[d_, vjr]g[v;, V)V,

! {
— . .ot .
ou C = vjuClv;, vj v; v;

prolonge le cycle C. D’ou, (d*+,d",d™,d*"*) = Ky 3 de

C' = vjudCvf,d7]d™d"Cld ™, v)]
ou C' = vjuCld, d""C[v}, d7]C[dT, v;]

prolonge le cycle C si d™t" € Ny(dt) U Ny(d).
Donc, d** ¢ Ni(d) et (vf,v;,d,dtt) = K3 de
(d™,d™,d" v ,d™) £ Ky sid™ € Ni(v;) de

C' = vuCld, vj_]%[d_, o
ou C' = vwdd*%[u{, d**]%[d*, v;]

prolonge le cycle C si v; € Ni(d) U Ny(d") et

(vj,vf v 7, dt) 2 K3 sidttt € Ni(vj) car
%

Cloy,d" vy v;

C' = vuCld,d|Cld, v!]

prolonge le cycle C' ou (v, v;,v; ~,d"") = K3 si

v; ~ € Ni(v]) UNi(d"F) de v;~ ¢ Ni(v;) sinon

C' = vuCld, d+)C[d~, v o Cld+, v,

prolonge le cycle C.

- v; & Ni(vy) sinon vy # Ni(v;) et v, € Adew; ¢ Ni(v, )U
Ni(v;7) autrement v;, € A et

vif & Ni(vy,) sinon v;” # Ni(v;) et (v, v; v, u,vp) =

K4 car

C' = vuClv;, Uj_]vhg[vi_, v,ﬂ%[vg, v;]
%

ou €' = vyuvay C v, vt C o vt C oy ;]
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prolonge le cycle C' si v; € Ni(vp,) U Ny(vj") et v, € A si
v € Ny(vp,) de
, - <
C = vjuC v, vy ]Cv;", v;]C oy, vj]

prolonge le cycle C' si v;” € Ni(v;h).

e Sans perte de généralité, supposons w € Clvj,vp] et w™~ €
Nl(u)
D’abord, (w,w™,wt,u) = K3, (w " ,w ,w " ,u) = K3

de

/

C = vjuwClvf, w|Clw?", vj]
ou C = wuw“w‘%[w“—, v |Clw, v,
prolonge le cycle C' si w™ € Ny(w™) U Ny(w™ "), respective-
ment.
Ensuite, (u, vy, w,w™ ") = Ky 3 pour k € {i,7} de
v; ¢ Ni(w) U Ny(w™") sinon (u,vj, w™—,w) = K 3 et
w~ ¢ Ni(w) autrement (w,w™,w",u,v]) = K4 car

/

C = vjug[w__,v;’]C[w_,vj]

ou C = Uju%[w, v 1Clw™, vj]

prolonge le cycle C'si vj € Ny(w™)UN;(w™), respectivement.

e Pour v; ¢ Ni(d) et sans perte de généralité supposons que
d € Clvj,v;]. d ¢ {v;",v; 7} du Lemme 4.2.1, (i) et

vp & {vi",vj } sinon

e Si v, =v; , alors

_ + AU
<vj7vj 7vj auavh> = K1,4

ou (vj,v; ,d,u,vp) = Ky
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si vf € Ny(vp) U Ni(vp) , une contradiction.

e Siv, = v , alors (v, v, v u,vp) = Ky 4 siv; & Ni(vy) de

7

v;" ¢ Ni(v; ) autrement

C" = vjuvClup, v; |Cv;", vj]

7 )

prolonge le cycle C, contradiction.

. D’aprés la proposition 4.1.1 v; ¢ A de
v; ~ ¢ Ni(v;") sinon

¢ = vuCloy. Ol

- up|v; v

prolonge le cycle C. d ¢ Ny(v;) N Ni(v;") autrement
(d,d™,d",v;7) = K3 et (vp, v, d,v;) = K 3 contradic-
tion du lemme 4.2.1 (i). D’ou v; ¢ Ny(d™) N Ny(d")
dans le cas contraire

/

C' = vuClui, d|Clor,u]Cld,v;]  sivp € Ny(d)
et C" = v;uClv;, d|Clog, v; |C[dF,v;]  siv; € Ni(d)

prolonge le cycle C,

C = viu<(_7[vj,d+]0[d v |dClop, vi]
prolonge le cycle C si dt € Ny(d™) et v;” & Ny(v;) N
Ni(d) sinon v € Ni(v;) et (v, v, 07, v;) = Ky 3.

- De méme, v;" " ¢ Ny(v; ) N Ny(v;) sinon v ¢ Ny(v;) et

o+t
v " # d” sinon

/

C" = vjuCluv;, v; +]C[U ,vp)Cld, vj]

prolonge le cycle C.

Dot (vt v, v, 0T = K3 et (v, v, v, 07

sy Yi o
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K3 de v ™™ ¢ Ny(v;") U Ny(v;) sinon

/ he .
C" = vjuC v, vp)v; T Clo ™ v] si o™ € Ny(v)h)

et €' = vuCluy, v *)Clun, o7 1C[oT 0] i o € Niwy)

prolonge le cycle C' et (v, v, v;,v;) = Ky si vy
Ni(v;) U Ny (v;7) de v € Ny(vj) sinon (vp, v, v, v;)

[l m

=+ ~J
Ky ou (v, vy, v;,d) = K 3.

o Sivy & {vf, v}, (vj,v7,d,u,vp) = Ky de vy, & Ni(vj) U
Ni(d) sinon

o Pour v;” =v;, v;” ¢ Ny(v;) sinon

C = vuvv; Cloft, U}]%[Uh, vj]

prolonge le cycle C. Par conséquent, v; ¢ A selon 4.1.1.

o Pour v} # v,
. Si vy € Ni(d), alors v; & Ni(vg),
<Uh7vj_7d7 vi> = KI,S
et (vp, vy, 05, v, d) = Ky
de (v, vy, v, u, vy ) = Ky g 8i v, € Ni(v;) car
v, ¢ Ni(v; ) U Ny(v) autrement

C' = vjuClv;, v; |Clop, U;]ﬁw, vj]

ouC = Uju%[viaﬂh]%[vfﬂvﬂg[vﬁ’Uj]

prolonge le cycle C et v;" ¢ Ni(v; ) dans le cas contraire

(d,d”,d*,vj) = K3 parce que, si d* € Ny(d~), alors
/ <
C = vjuv; C vy, v |Cd", vy |Clon, v; |Cloy, d]v;
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prolonge le cycle C' et

ou C' = vjuvi%[fug, vf]g[df v*]g[vi_,vh]C[d, v;]

a4

{C/ = vjuvi%[vg, v} 1dCluy, v )Clf, d7|CdY, v)]

prolonge le cycle C'si v} € Ni(d")UNi(d"), une contra-
diction.
Pour v, € Ni(v; ), vi” ¢ Ni(v; ) U Ni(vy) autrement

C" = vjuv;Clvy, v | Oy ,V; ]<5[ o
ou C = vjug[vi, vp) Clof", v; ]%[UZ , ;]

prolonge le cycle C'. Donc, v; € Ni(vp) et v € Ny(v;)

sinon (vp, vy, , v, v, v7) = K4 de

C' = v;uCly;, vj_]vhg[wi_, v;]%[v;, o
{ou C" = vjuClv;, v; |Clop, U;]%

prolonge le cycle C.

si v, € Ni(vf) U Ny(vy) et si vf € Ni(v;), alors

<Uj,vj_,d,u,v;:> ~ Ki4. Don, (v, v, v;,d, v;) = Ky

de

¢ = vuClus, v )Clof, v71C on, ]

prolonge le cycle C ou (d,d™,d",vj, vy = K4 si
vy € Ni(vj) UNy(d) car

C" = vjuClv;, d_]C[dJr,vj_](a[v,;, v} 1dCvy v; Josv;
prolonge le cycle C' si d* € Ny(d™) et

C' = vjuClv;, d-]C[v}", v; ]C’[vh, T1Cld, v
ouC' = vqu[vi,d]C[v;r,vh]g[vi ,up |Cld T, v,

prolonge le cycle C' si vi” € Ny(d~) U Ny(d™h).

119



Chapitre 4. Graphes partiellement sans griffe & cycles pleinement prolongeables
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POUI’, U}T < Nl(vj_)7 <UZ',UZ~_,U;_,U,U}L> = Kl,4 de
/ _ .=
C = UjUC[Uz'; [Uj ]C[vf{, v; ] C [vp, Uj]
: — - —
ou C' = vjuClv;, vy Cloy,vf]C vy, vj]
prolonge le cycle C' si v, € Ny(v; ) U Ny(v;") et
v;” ¢ Ni(v;) sinon (d,, d*, v, v]) = K3 de

/

C = vjuvig[vh, v 1C1d", vy |Cluy, v |C vy, dlvj

prolonge le cycle C si v ¢  Ni(dF) et

(v, vy, v 05, dTY = Ky 4 sivp, @ Ny(dT) de

C' = vjuvwh%[vj_,U‘L](a[v[,v;{]g[vﬁ, v;]

1

prolonge le cycle C si v ¢ Ny(v;, ) et si dt € Ny(v, ) U

Ni(v;h), alors

/

C = vjuvig[vh,vj“]g[d, v;r]g[vi_,v,ﬂC[d*,vj]

ou C = UjUUzC[UmU;]C[U?vd]C[UJJ'r’Uf:]C[d+’Uj]

prolonge le cycle C'. On en déduit a la fin que

v € Ni(v;), v;j ¢ Ni(d) U Ni(d") sinon
(v, v;, vp, u, ) = Ky si

x ¢ Ni(vj) pour x € {d~,d"} et v; ¢ Ni(v;") U Ny(v;)
dans le cas contraire (v, v; ,d,u,y) = Kiasiy ¢ Ni(v;)
pour y € {v;,, v } de v; € Ni(vj,) U Ni(v;) autrement
(vi,v7 v u,vp) = Ky de

/

C = Ujuvi%[vh,v;f]g[vj_,v;r]g[vi_,vf{]dvj
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prolonge le cycle C' si v;" € Ni(v;) et

{C/ = vqu[vi,v;]C[v,f, ;]%[vh,vj]

ou C' = vju%[vl, ]C[ %[vh, o

Vi, 07 ]

prolonge le cycle C' si v, € Ni(v; ) U Ni(v;"). De méme,

{c’ = sunClun v S0t v7 ] Cluy v

ou C = Uqu[Ui,Uh]C[ v v; ]6[@,1,1)]]

prolonge le cycle C si vj € Ni(v;) U Ni(vp) et
(v, vy, v v, d) = Ky 4 siv; € Ni(vy) de

' = vjuClvi, vy ]Cv], v, |Cloy, vy upv;

J Y
prolonge le cycle C si v €  Ni(v,) et
<d, d_,d+,l}j,U;> = K1’4 if U;_i_ c Nl(d) de

C" = vjuClv;, d”)C[d*, v; J1Cv7 vh]g[v;,v;{]dvj

» Uj
prolonge le cycle C' si d™ € Ni(d™) et
C" = v;uClv;, d”|Cly,v; ] (U, v ] [v;, d]v;
ou C' = vqu[vi,d]C[vjr,vh]%[vi , 0 1CdT, vj]

si vy € Ni(d™) U Ny(d).

. Siv; € Ni(vp), alors (v, v, v, vi, 05 ) = K4 de

- v ¢ Ni(v;) sinon v;, & Ni(v; )JUNi(v]), v € Ni(v;)

et v ¢ Ny(v, ) autrement

/

C — Ujuvlvhc[ ] y Uj ]g[ U;]%[Uf:7vj]

prolonge le cycle C. D’ou, (vp, vy, ,v;f,v;) = Ky car

v; ¢ N1(v)) dans le cas contraire
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(vj,vj,d,u,vy) = Ky de vf ¢ Ni(d) autrement
(d,d”,d*,v) = K3 et (v, v, 05,07 ) = K3 de
/ <
C = vjuv;C v, ,v] |dC[vy, vy |Clv;, d]C[d ", vj]
prolonge le cycle C'si dt € d~, v; ¢ Ni(d™) NNy (d")
sinon

C = vjuvi%[vg,vjr]g[d_,vﬂg[vi_,vh]g[vf, d]v;

ou C/ = f(}juvi%[U};, U;F]O[d_‘_, U;]C[Uha U;]C[U;r7 d]U]

prolonge le cycle C' et v, ¢ Ni(v; ) autrement

/ Ao

C' = vjuv;Cloy, vy |Cv;" 07 ] Cluy, , v)]

Donc, vj” ¢ Nyi(v;) et v; ¢ A, selon proposition 4.1.1,
sinon

/

C:vjuvi%[vh, ]C[v v; ]g[v , U]V,

Jjo i

prolonge le cycle C.

- vy, & Ni(vj) de v ¢ Ni(v;) sinon

/

C = UjUUiC[Uh,U;]C[U;’—7U;]%[Ui;avj]

prolonge le cycle C. D’ou, v; ¢ A selon proposition
4.1.1.

- vy & Ni(vj) sinon v, ¢ Ny(v;) U Ni(v;") ou bien

C = vqu[vi,vj_]C[Uf[,Uf]g[vhavj]

ouC = vju%[vi,U;J{]%[Uj_,vﬂg[ﬂhvvj]

prolonge le cycle C si v, € Ny(v;) U Ny(v;7). D’on,
v;” € Ni(v;) et (vp, v, ,v5,v;) = K 3. De plus,



4.2. Résultat principal

vi ¢ Ni(v;) sinon (v;

+ ——y\
iU 5 Un,y U >—Kl,3 de

< . __ . _ _
C" = vjuv; C v, vf | Clo; ~, 0] C vy v v; v,

— N\ A
ou (v;,vj,v; ,vy) = Ki3

si v;~ € Ni(v)) UNi(vp).
e Si v, =d, alors v, € A, v} # v; sinon v;" ¢ Ny(v;) dans

le cas contraire

/

C" = vjuvvy, Clv; ]%[vh, o

et selon proposition 4.1.1 v; ¢ A, une contradiction.

o Sivj =y, alors v; ¢ A car vy ¢ Ni(v]) et
v; ~ ¢ Ni(vj) N Ni(vy) autrement

(i, v, v u,op) = Kig v;- ¢ Ni(u) sans le cas
contraire (vy, vy, vj, vy, vi) = Ki4.

oSi v # w,, alors v; ¢ Ni(v,) U Ni(v) autre-
ment (vj,v;, v}, u,x) = Ky pour z € {v,, v/} et
(i, v7 v uy o)y = Ky de (up, 05,00, y,05) = Ky
pour y € {v;,vf} si vy € Ni(vi) U Ni(vf) et
(vn, vy 07, 0], v5) = Kigsivf € Ni(v) car v & Ni(vy)
autrement v; ¢ A selon proposition 4.1.1. En effet, si

v; ~ € Ni(v}), alors

/ <= . __ . _ _
C" = vju; C vy, v; ] C vy =01 C oy, vy Jvy v;
et si v;7 € Ni(vj), alors vt ¢ Ni(vy) sinon

<Uj 7U]7Uj++ +> K13

e Supposons v, € Ni(d). Alors v, ¢ Ni(v; ) U Nyi(v)). Donc

<U],U] ,uf

7, u,vp) & Kig4, une contradiction.
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Dans le lemme suivant, on donne la borne inférieure de k£, nombre

de triangles de la séquence de triangles.

Lemme 4.2.3. k > 2. D’ot, v; ¢ Ni(v;) UNi(v]) et v; ¢ Ni(v;) U
Ni(vi").

Preuve: En effet, supponsons que k = 1, v, € {v; ,v v; 1. Sans
perte de généralité, supposons que v, = v; . Donc, v ¢ Ni(v;) et
vi € Ni(vy) ou bien (vj, vy, v, v, u) = Ky 4.

e D’ot, selon la proposition 4.1.1, v; ¢ A de :
- Cas 01 : Si vj = v, alors v; ~ ¢ Ni(u) de v; ~ # v sinon

C = viuClv; i

prolonge le cycle C. Donc tout d’abord, (v; ~,v; ,u,v; ) = Ki3

etv; € A ensuite, vy ~ ¢ A selon la proposition 4.1.1, une contra-

diction.
7~ ¢ Ni(vj) N Ni(vy) sinon (v; ~,v;,vf,v; " ,u) = Ky 4 de
C —vZuC[vj, “1C[vy i)
prolonge le cycle C' si vy~ = v] et

C = vjuClu;, Uj___]v‘_v‘__g[vhv v;]
ouC = vjuClv;, vy ~7]C;, ] Clo; ~, vj]

prolonge le cycle C' si vy ™~ € Ni(v; ) N Ny (v)).
- Cas 02 : Si vj # v, alors de plus v; " ¢ Ny (v;) autrement

/

C" = vjuClv;, vy |Cv; ™, vplvj v; prolonge le cycle C.

e Clairement, v; ¢ Ni(v;). Si v; € Ni(v;), alors v € Ni(v;) et

v;" & Ni(vp,). Donc, v; ¢ A de v; " ¢ Ni(u) U Ni(vp) sinon

C = viug[vj__, v, 1Clv; , vy

ouC’ = vuClvy, vh]g[vj__, v Ju;

j Vi
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prolonge le cycle C' et C" = v;uC[v;, vj_]%[v-‘L v;] ou

7
C" = vuClvj, v;)Clo; ™, v; v v;

prolonge le cycle C si v ™ € Ny(u) U Ny(vp).
[

Le lemme suivant 4.2.4 donne la valeur du nombre de triangles de

la séquence :
Lemme 4.2.4. Le nombre de triangles est exactement égal a k = 2.

Preuve:

En effet, supposons k& > 3. Donc v; # v}, v}, # 1};_ et

{ un & Ni(vi) U Ny (v7) et vy & Ny(vy) U Ny (v)) pour k € {3, j}
v & Ni(v,,) U Ni(v)) pour k,m € {i,j} et k #m

En outre, v{ € Ny(vy) sinon (vg, vy, v, u,v) = K4 for k € {i,7}.
De plus, v; € Ni(v;, ) autrement v, € A et v; ¢ A de :

v;~ # vy et vy ¢ Ni(vy) N Ny (v)) autrement
/ <
C = vjuvw; Clo; ,vf|Clv; )]

prolonge le cycle C' et (v, v, , v, v5,v; ) = K4 de
~ ¢ Ni(v, ) N Ny(v;7) sinon

/ <
C = vjuv;Clon, vy |C[v", v C oy, vf v v,
ouC—Ujuvl +C’[Z, j]O[U , ;]
prolonge le cycle C si v; ™~ = v;". Donc, (vj vl vy, 7) 2 Ky
de v; 7~ ¢ Ni(v]) UNi(vy) dans le cas contraire
, = .
C" = vjuvw; Clu; vy vy C[vh, Tvj v

prolonge le cycle C ou (v; =, v}, vp,v; ) = Ky 3.
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v # vy et v ¢ Ni(vj) UNi(v,) autrement

/

C" = vjuvCloy, v; [Cv;", v Jvj v,

prolonge le cycle C' et (vy, vy, , vy, v5,v; ") = K4 de vj " # v, car

dans le cas contraire

/

C" = vjuv;Clop, vy |Cv;, v; ]6[ , U]

1 _]

prolonge le cycle C' et v; " ¢ Ni(v)) N Ni(v, ) sinon

C = Ujuvig[Uh; v TCy o JO] vy Ty

1 ) o

prolonge le cycle C ou (v; ™, v, vy, v; K3 car

v ¢ Ni(v;) U Ni(v, ) dans le cas contraire

/

C" = vjuvCloy, v; |Cv;", vy ]Clof ™, v,;]]g[v;fﬂ v;]

prolonge le cycle C ou (v ™, v, vp, v 7F) = K 3.

Enfin, v; ¢ A de v, ¢ Ni(v;"") U Ni(v; ~) autrement

C' = vuvjupClof ™, v JC ], vy 1C [, vy Joi v
- — -
ou C' = viuvu, C vy, vf1C loy , v C oy, v o v,

prolonge le cycle C'. [

Les sommets successeur et prédécesseur des deux sommets v; et

v; sont tels que
Lemme 4.2.5. [{v; v;",v;vj } N E(G)| = 1.

Preuve:
Supposons |{v; v}, v; v} N E(G)| # 1. Alors

e Case 01 : Si |[{v; v/, v; v} N E(G)| =0, alors

J g

v € [Ni(v;) UNi(0)] N [Ni(v;) U Ni(o) )]
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o Sous-cas 01 : Pour v, € Ni(v; ) VN1 (v; ), {vn, vy, ,v; ,v; ) = K3
et v} # v; dans le cas contraire v; §§ Ade v ¢ Ny(v; )NNy(vp) si
HOHU++7éU et <Uh7vh7 ]7U27 1 > K4de<z ) i_ﬂviay>:

K3 pour y € {vj, v, } et v " € Ni(y) car

!

C = vjuClvj, v; |Clv; ", vy v v;

ou C' = vuClvj, v, |Cvf ™, v Jov;

prolonge le cycle C si vj € Ni(y). Donc (vy,, vy, , v, v, v5 ) = K4
de (v;,v; v u,2) = Ky 4 pour z € {v,, v} } et z € Ny(v;).

En outre, v;” ¢ Ni(v; ) si non

, < < -
C = wvuC v, v; ]Clv; vy C vy, v)]
prolonge le cycle C.

o Sous-cas 02 : Pour v, € Ny (v, )ﬂNl( ), donc (Uh,”UfJ{,U;F;Uﬁ =

Kz et U # v, autrement, selon la proposmon 411, v; ¢ A
de (vh,vh,v;r,vj,vj T) =2 Kyyosiv;m ¢ Ni(vf) N Ni(vy) et

(vn, vy, 0,0 vf) = K1481v++¢N1( 7) de

C" = vuClu;, v)Clvf, v/ 1Cvf, vi]

ou C = vju%[vz, ]%[ Sty

Uj
prolonge le cycle C' si y ¢ Ni(v; ™) pour y € {vy,v;"} et

C = vju%[vi,v,ﬂg[ Uy, U j]g[v*,vﬂvhv*vﬂ-

ouC’ = U]UJC[UZ, v Ol v;]%[v**, vy, v v,

ouC = UjUC[Ui;Uh]g['Uj_v ]g[v;,vj]

prolonge le cycle C' si v, ¢ Ni(v;) U Ni(vj) U Ny (v;).

o Sous-cas 03 : Pour v, € Ni(v; ) N Ni(v}), vj # vy, et vy # v;
autrement v; ¢ A or v; ¢ A. D’oAl <vh,vh,vh,v3, v;) = K4 de
+

x ¢ Ny(vj) sinon (vj,v;, v, u,x) = K4 pour x € {v;,, v} et
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vy ¢ Ni(vy,) dans le cas contraire vy, et v; sont adjacents sur le
cycle

!

C' = vju,Clu;, vj]

et k = 1, une contradiction. Enfin, v;” ¢ Nj(v;") dans lautre cas
v; ¢ Ade vy~ #uvl et vf T F# v, v € Ni(v)) N Ny(vy) et

vt & Ny(v; )U Ni(vy) sinon (vj, vy, vj, u,y) = K4 pour
y € {v; v} de y ¢ Ni(v;,) autrement (y,v; ,v;, v, ) = K3

car

/

C —vluC’[v], +]C’[vh, F1Cn, vi]

prolonge le cycle C' si v & Ny (vy,).

Sous-cas 04 : Pour v, € Ni(v;") N Ni(vy), vy € A, vf # v}, et
v # vy dans le cas contraire v; € A ou v; ¢ A. vif ¢ Ni(vy)

sinon v, et v; sont adjacents sur le cycle

¢ = v, C o7, vf]C oy v

et k= 1. Et donc, (vn, v, , v, vi,v5) = K4 de

/

C' = vjuClv;, v)Clu Clvif, v

Z’j]

prolonge le cycle C' si v} € Nl( 7). Donc, d’aprés la proposition

4.1.1, v; ¢ A de {vp, v, v, v v v;) = Kig

si v " ¢ Ni(v;) de v;” ¢ Ni(v;) autrement

/

C' = vuniCloy v 1C v v C oy, vj)

prolonge le cycle C.
En outre, v; ~ & Ni(v;") sinon (v, v; , v u, v ) = K4 de

vt & Ni(v;) sinon

!

' = vyuw; |Clof v 1Cf w7 ] C lon, v

prolonge le cycle C.



4.2. Résultat principal

e Cas 02 : Si [{v;v],v; v} N E(G)| = 2, alors vj” # v, vy # v,
v #v; et v, & Ni(v, ) UN(vy) pour k € {1, j}.
D’ou, v, € Ni(v;, )UNy(v)) pour k € {i,j}. Sans perte de généralité,
on suppose que vy & Ni(v;7), 80 (vn, vy, , vy, vj,v;7) = Ky 4 de
, - <
C = vjuvlth[v ,op] Cloy, v 1 Cloy v

prolonge le cycle C si vi” € Ny(v;) et v ¢ Ny(v;) car dans le cas
contraire v; ¢ A de v;"" & Ny(v; ) N Ni(vy,) autrement

<Uz 7U1av++ +> K13
€t<vi_7vi7vi__7vh> = Kl,?)
siv; ~ € Ny(v;) N Ni(vy) car v; ~ # v; sinon
/ S =1 ot =1t
C =vjuClv,v; " |Cl,v7 |Clv] vplv;

prolonge le cycle C'.
]

Donc, les deux sommets successeur et prédécesseur du sommet v; sont

adjacents entre eux selon le lemme suivant :
Lemme 4.2.6. v;” € Ny(v; ).

Preuve:
On suppose que v;” ¢ Ni(v;"). Tout d’abord, v] € Ny(vj)

et v, € Ni(v; ) U Ni(v;"). Donc, v ¢ Ni(v;,) et v, € A sinon

C = viuvjvh%[fu-_ v;]%[v;,vﬂg[v] , Vi)
ou C' = vyuvju, Oy, v; |Cv], v, ]Cloy, vj]

prolonge le cycle C si vy, € Ny(v;") U Ni(v; ). En suite, selon la propo-
sition 4.1.1 v; ¢ A de :

(,) Cas 01 : Supposons que v, € Ny(v;) — Ny(v;"). Alos
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- Sous-cas 01 : v; ~ ¢ Ni(v;"), v; ~ # v} sinon
C = UJUO[UZ, v; "0, vy [Clvy, valvy

prolonge le cycle C. D’ou, v; ~ ¢ Ni(v;") N Ni(vy) autrement

(v, vy, v 05,07 ) = Ky g de v ¢ Ni(v;) car dans le cas contraire

C" = vjuvw; Clof, vy ~1Cw;, v; |Clut, vplv;

@’] J

prolonge le cycle C.
- Sous-cas 02 : v;"" ¢ Ni(v;") N Ny(vp) sinon

<vhavhavhavlavz > K14 de Y ¢ Nl( ) pour y € {Ua_avf:}

-+

autrement (v;'" v v y) = K3 car

C" = viuw;Clop, v |Cui, v C; vy v v

prolonge le cycle C' si v € Ny(vy,).
() Cas 02 : Supposons que v, € Ni(v;") — Ni(v; ). Alors v # v,

sinon
C = vjug[vi, vp] Cli, v i v,
prolonge le cycle C'. Egalement,
- Sous-cas 01 : v; ~ & Ny(v;") U Ni(vy,) autrement
T £ et (vh,vh Ui v, 07 ) =2 Ky de v ¢ Ni(v;,) otherwise
(v;r,vi,vi_ L) = Ky s

- Sous-cas 02 : v;"" ¢ Ni(v;) sinon

/

C'" = vju;Clv;, v; +]C[v vl v v;
prolonge le cycle C' si v " = (e

oL R ~
Donc, v # vy et (vp,v;,,v;, v ,v5) = K4 de

C = vjuvw; Clu; ™, vy |Clus, vy, v s

prolonge le cycle C' si v € Ny(vy,).
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(.) Cas 03 : Supposons que v, € Ni(v;) N Np(v;). Alors

<Uh7 U; 7,Uz+7 > K13 et

- Sous-cas 01 : v; ~ ¢ Ny(v;") sinon (vs, v}, v;, v, v;) = Ky 4 de

vir & Ni(v;) car dans le cas contraire

, - -
C' = vjuv; C vy, v]]Clo; , v)f

?

1€ v, vit o v,

prolonge le cycle C.
- Sous-cas 02 : v " ¢ Ny(v;) sinon (vs, vy, v; v, v;) = Ky 4 de
v;" ¢ Ni(v;,) autrement

/

C' = vuv;Clop, vy |Cv; ™, v

; ]C[U+ vy, v v

prolonge le cycle C.

Le sommet v, est adjacent a v; ou v;-r et appartient a ’ensemble

j
A.

Lemme 4.2.7. v, € Ni(v]) UNi(v;), vyv, ¢ E(G) et v, € A.

Preuve:
Si vy & Ni(vj) UNi(v)), alors (vj,v5, 0], u, vp) = Ky 4.
vt & Np(v;, ) prolonge le cycle de :
C' = vjuv;vpClo} vy |Clot, v |Cof, vj] si vy, € v)

— = bl
ou C' = viwvvy C oy, o [ Clop vy ] Ol vg] - sio € v

prolonge le cycle C. v # v;” sinon v; ¢ A car :

;& Ni(v; YN Ni(vp,) ou bien,

/

C = vjuvyv; Clo vy 7 ]C[vf v Cluy ~,uy] st vy~ € Ni(vf)

e
ou C" = vjuvw; Clof, vy "oy vy~ Clop,vy] si vy ~~ € Ny(vy)
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prolonge le cycle C. Par conséquent,

(v; v, 00,0 ) 2 K g

et (vn, vy, ,v; ,v5) = Ki3

b

, une contradiction.

- vi " ¢ Ny(v;) sinon

Cr = vjuvw; Clo, vy |Clu) ™, vplvy, v;

prolonge le cycle C.

Donc, (v, vy, v, v;) = Ki3et v, € A O

Finalement, on arrive a la contradiction suivante :

Lemme 4.2.8. (v;,v;,vf

Y
7Yy ,U,'Uh> - K1,4-

Preuve: On suppose que v, € Ni(v]) U Nyi(v; ). Alors

e Cas 01 : Pour v, € Ni(v]) — Ni(v; ), v ¢ Ni(v;) car dans le cas
contraire

/

%
C' = vuvv; Clo;, vj

7 )

prolonge le cycle C. Donc, v; ¢ A de :
- v ¢ Ni(v; ) sinon

/

C = vjuvCloy, vy |Cv;", 07 ]Cv ™, vy
prolonge le cycle C'sivj ™ = v, . Dans ce cas, v; " ¢ Ny(v; )UNy(vp)
car dans le cas contraire

/ S 1
C = ’Uj’lL”Uz"Ui C['UZ 7Uj ]C[U;__F,’Uh]vj’l)j

prolonge le cycle C si v;” = v; .
Par conséquent,

C' = vjuniClop, v 1C v}, v 10w, vy Tl v,

ou C' = viuviupClof, vy |Cuy, vy 1C v, vy

1
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prolonge le cycle C' si v, € Ni(vj) U Ny(vy)).
DOHC <Uh7vhavhavu J > K14
;¢ Ni(vp) U Ni(v)) autrement

/

¢’ = v C oy vF]Cl; v

prolonge le cycle C' si v; =~ = v;". Par conséquent,
T T T T\ o . T\ N
<Uj y Ui, U5, 05 > _K1,3 et <Uhavi » Ujy U > _K173 S1U; = Uy

+ == + ~ o ot
u (vn, vy, 05 ,v5) = Kigetvy,v0,v0 0 ) £ Kz siv # v,

de
* Siv; " € Ni(v;) U Ni(v; )etv__¢N1( ;)

C' = vjuClv;, v; vy vy~ Cloy 0]

ou C' = vjuClvg, vy ~~|Cv;, v ]Clo; ~, vy

prolonge le cycle C' sinon

/

< _
¢ = UJUC[U“ ]C[ Ui s ] ]C[Uj 7UJ]
prolonge le cycle C'si v; ™~ € Ny(v; ).
Donc, (vj_ ,vj,v;r,vZ o )= Ky
* vy ¢ Ni(v;) UNi(v; ~) sinon
<Uj,l)j_,U;_,U,U;_i_> = K14
ou (v; ", v;, v, v ,v ) 2 Ky

v; ~ ¢ Ni(vj) U Ni(v]) autrement

C' = vjuv,Clog, vi |Clvf, 05~ Jujvy vl v,

ou C = vjuvClop, vy |Clo vy~ v/ Cloy vy

prolonge le cycle C

. + - _ ’ — + - ~
si v] = v, et par conséquent, (v, vy, vy, v;,v; ) = Ky car
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pour
w € {vy,, v}, w ¢ Ni(v;) UNi(vj ) sinon

(vj,v; ,v;r,u w) = Ky

ou (v; ~,v;, v, w) = K.

- Cas 02 : Pour v, € Ni(v;) — Ni(v), vi7 # v; car dans le cas
contraire
, o
C = vjuvw; Clo, vy Clop, vj]
prolonge le cycle C.
Par conséquent, (v, vy, v, ,vj,v; ) = K4 car vy ¢ Ni(v; ) sinon

v; ¢ Ade:

7~ ¢ Ni(v]) autrement

C = vjuw%[vh, ]%[ U+]<5[U ,Up Uy v;

prolonge le cycle C.

vt # v, et i ¢ Ni(v;) U Ni(vp,) autrement

(v] v v ) = K.

- Cas 03 : Pour v, € Ni(vj) N Ni(v]), v # v; sinon

/

C = vjuviv;C[vf, 'U'i]%[vha v;]

J

prolonge le cycle C. Donc, (v, ), v;, V5, U; Y= K4 car
v ¢ Ni(v;) sinon v; ¢ A de :

- Siv; = ouw;” € Ny(v))

C' = vjuv; C[UZ vy Jv; E[Uh,vj]

<—

ou C' = vjuvi%[vh,vj*]C[ L ]g[vl vy Jv; v;

J

prolonge le cycle C' respectivement.
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- Sivf # vy, alors v ¢ Ni(v;) sinon

/

C = vjuviC[Uh,v;]C[v;r,vé](E[vfr,vj]

prolonge le cycle C' si vt =v; .

j
Par conséquent, (v, v, ,v;,v;,v)) = Ky 4 de

C" = vjuviCloy, vy |C[v7, 07 |Clof vy Juf vy

prolonge le cycle C' si vj” € Ni(vy,).

Preuve du théoréme 4.2.1 (Suite):

D’apres les lemmes 4.2.1 et 4.2.2, le deux sommets
{op, v} MA| <1 pouroe{— +}

et si v, € A, alors {v; ,v;} N A=0pourle {ij}

De lemmes 4.2.3 et 4.2.4, la chaine de triangles est de longueur
k = 1. Les lemmes 4.2.5 et 4.2.6 et 4.2.7 ménent v;+ € Ny(v;—),
v, € Ni(vj—) U Ni(v;+) et vy, € A.

Tout ¢a confirme que <vi,v; ,v;f,u,vh> = k14 selon le lemme
4.2.8, qui contredit G sans k4. B

Rappelons que, tout ensemble indépendant est également sans P;.
Donc, le corollaire suivant est une conséquence directe du théoréme
4.2.1.

Corollaire 4.2.1. (A. Sahraoui et Z. Benmeziane, 2023, [151])
Tout graphe connexe localement connexe et partiellement sans

grille ayant au moins trois sommets est un graphe a cycle pleine-

ment prolongeable s’il est sans {Ky4, K14} et si son ensemble de centres

d’¢toiles A est indépendant.

Notons aussi que tout couplage parfait est sans Py, donc le corol-

135



Chapitre 4. Graphes partiellement sans griffe & cycles pleinement prolongeables

laire suivant est vrai et découle du théoreme précédent :

Corollaire 4.2.2. (A. Sahraoui et Z. Benmeziane, 2023, [151])
Tout graphe triangulairement connexe et partiellement sans grille

d’ordre au moins trois est un graphe a cycle pleinement prolongeable

s’il est sans {Ky, K14} et si son ensemble de centres d’étoiles A est

un couplage parfait.

Egalement, le corollaire suivant est une conséquence directe des

deux corollaires précédents :-

Corollaire 4.2.3. (A. Sahraoui et Z. Benmeziane, 2023, [151])
Tout graphe triangulairement connexe et partiellement sans grille

d’ordre au moins trois est un graphe a cycle pleinement prolongeable

s’il est sans {Ky, K14} et si son ensemble de centres d’étoiles A est

une partition d’un ensemble indépendant et un couplage parfait.

Comme tout graphe presque sans griffe et partiellement sans

griffe, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 4.2.4 (A. Sahraoui et Z. Benmeziane, 2023, [151]). Tout
graphe triangulairement connexe et presque sans griffe d’ordre au

moins trois est un graphe a cycle pleinement prolongeable s’il est sans
{Ky, K14}

Comme tout graphe presque sans griffe et partiellement sans

griffe, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 4.2.5 (Sahraoui et Benmeziane(2023)). Tout graphe tri-
angulairement connexe et presque sans griffe d’ordre au moins trois

est un graphe da cycle pleinement prolongeable s’il est sans { K4, K1 4}.
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Conclusion

A la fin de cette these, on conclu qu'un graphe triangulairement
connexe et partiellement sans étoiles est un graphe a cycle pleinement
prolongeable sil est sans sous-graphes induits isomophes a { K7 4, K4}
et de plus son ensemble de centres des étoiles A est sans Pj.

L’une des outils de la démonstration de ce théoréme etais la pro-
position qui caractérisait la classe de graphes partiellement sans étoiles
et qui a affirmé que si un graphe G = (V, E) est partiellement sans
étoiles et v € A ensemble des centres des étoiles de G et x,y € V — A
avec v € N[z| U N[y, alors z,y € Ni(v) U No(v).

On a exigé aux graphes partiellement sans étoiles d’étre sans K4
mais on a élargé leurs ensemble des centres des étoiles par 1'exigeance
d’étre sans P; au lieu d’'un ensemble indépendant.

L’une des questions qui se pose est la conjecture suivante :

Conjecture 4.2.1. Tout graphe conneze et partiellement sans étoiles
et sans K14 est un graphe a cycle pleinement prolongeable si son en-

semble de centres des étoiles A est sans Ps.

D’autres questions se posent encore et qui seront nos prochaines

perspectives sont les suivantes :

— Le graphe triangulairement connexe partiellement sans étoiles et
sans K 4 est-il a cycle pleinement prolongeable si son ensemble de

centres des étoiles est sans K37
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— Les graphes [3, 1, 6]-cycle réguliers définis par M. Mollard [129] et

étudié par N. Kahoul dans [94] sont-ils & cycle pleinement prolon-

geable ?

— Plus généralement, Les graphes [k, 1, 2k]-cycle réguliers sont-ils a

cycle pleinement prolongeable 7

— M. Mollard dans [129] a défini le graphe [u, A]-cycle régulier. Un

graphe

G = (V, E) de circonférence au moins pu (@ > 2) est un graphe
(11, A]-cycle régulier (A > 1) s’il existe un sous-ensemble non vide
C de cycles élmentaires dans G tel que chaque chaine P, dans
G appartient a exactement A cycles dans C. Que doit vérifié le

graphe [u, n]-cycle régulier pour qu'il soit a cycle prolongeabel ?

< Mulder [131] a introduit le (0, A)-graphe pour lesquel deux sommets

distincts ont soit 0, soit A voisins communs. Le (0, A)-graphe est-

t-il a cycle pleinement prolongeable ?

— La classe des graphes OTIS (en anglais Optical Transpose Intercon-
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nection Systems ) est une classe de graphes importante en raison
de leurs diverses propriétés souhaitables. Les graphes OTIS font
I’'objet de recherches actives dans le domaine du traitement pa-
rallele. Des études récentes sont portées sur les graphes OTIS. Le
graphe OTIS [109], noté Og, dérivé du graphe G = (V| E) est un
graphe d’ensemble de sommets V(Og) = {(v,9),v,9 € V(G)} et
d’ensemble d’arétes F(Og) = E(0O}) U E(O%) avec

E(0§) = A{((9:p1): (9,p2))/9 € V(G)et(p1,p2) € E(G)}
E(0%) = 1{((9,p),(9:0))/9,p € V(G)etg # p}

Notre perspective est de déterminer les conditions qui permettent

d’afirmer que le graphe OTIS O¢ est a cycle prolongeable.
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