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Notations

1. N = {0, 1, 2, . . .} : l’ensemble des entiers naturels.

2. N∗ = {1, 2, . . .} : l’ensemble des entiers naturels non nuls.

3. Z : l’ensemble des entiers rationnels.

4. Q : l’ensemble des nombres rationnels.

5. Fp : le corps fini à p élément.

6. Fpn : le corps fini à pn éléments.

7. Fp : la clôture algébrique de Fp.

8. F∗pn : le groupe multiplicatif de Fpn .

9. νp(n) : la valuation p-adique de l’entier n. C’est la plus grande puissance de p qui
divise n.

10. bxc : la partie entière d’un nombre réel x, i.e. l’unique entier rationnel k vérifiant :
x− 1 < k 6 x.

11. Si a, b ∈ Z, Ja, bK = {k ∈ N | a 6 k 6 b}.

12. {x} : la partie fractionnaire d’un nombre réel x.

13.
(
n
p

)
: le symbole de Legendre.

14. Tk(X) : Le k-ième polynôme de Tchebychev de première espèce.

15. Uk(X) : Le k-ième polynôme de Tchebychev de seconde espèce.

16. M2(Z) : l’ensemble des matrices carrées d’ordre deux à coefficients entiers.
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Introduction

Les équations diophantiennes représentent l’un des domaines les plus intéressants de la
théorie des nombres. Ce sont des équations dont les solutions sont cherchées parmi les
nombres entiers ou rationnels. C’est souvent des équations polynomiales à coefficients en-
tiers, dont la résolution peut parfois être simple, mais d’autres fois, peut être extrêmement
complexe. Parmi les outils utilisés pour étudier ces équations, on trouve les congruences, les
résidus quadratiques et les fractions continues.

Il existe un autre type d’équations diophantiennes, appelées équations diophantiennes ex-
ponentielles. Ce sont des équations dont au moins l’une des inconnues se trouve en exposant.
Par exemple, l’équation 2n − 3m = 5 qui admet uniquement deux solutions (m,n) = (3, 1)

et (m,n) = (5, 3) dans N2. Cette dernière semble élémentaire, mais sa résolution nécessite
l’utilisation de la méthode de Baker basée sur les formes linéaires en logarithmes.

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à l’étude des équations diophantiennes
exponentielles

(an − 1) (bn − 1) = x2 (1)

et
(an − 1) (bm − 1) = x2, (2)

où (n,m, x) ∈ N∗×N∗×N∗ sont des inconnues, et a et b sont deux entiers distincts et stric-
tement supérieurs à 1. Depuis l’an 2000, de nombreuses études ont porté sur l’équation (1).
Le premier à s’y intéressé est Szalay [18], il a prouvé en 2000 que cette équation n’a pas de
solutions en entiers strictement positifs n et x pour (a, b) = (2, 3). Il a également prouvé
que le couple (n, x) = (1, 2) représente l’unique solution de l’équation (2n− 1)(5n− 1) = x2.
Dans la même année Hajdu et Szalay [7] ont prouvé que l’équation (2n − 1)(6n − 1) = x2

n’a pas de solutions en entiers strictement positifs n et x. Ils ont aussi étudié l’équation
(an − 1)(bn − 1) = x2 pour b = ak avec k > 1 et kn > 2. Ils ont montré que dans ce
cas les solutions sont les suivantes : (a, n, k, x) = (2, 3, 2, 21), (3, 1, 5, 22), (7, 1, 4, 120). En
2002, Cohn [5] a prouvé que si n est un multiple de 4, alors l’équation (1) n’a de solutions
que lorsque n = 4 avec {a, b} = {13, 239}. Il a conjecturé aussi que l’équation diophan-
tienne (an − 1) (bn − 1) = x2 n’a pas de solutions en entiers strictement positifs n et x
pour n > 4. De plus, il a montré que n = 2 si et seulement si il existe des entiers positifs r,
s et c tels que a = Tr(c), b = Ts(c) et x = (c2 − 1)Ur−1(c)Us−1(c), où Tk et Uk sont les
k-ème polynômes de Tchebychev de première et seconde espèce respectivement. Ces der-
niers peuvent être définis par T0 = U0 = 1, T1 = 1

2
U1 = X, et pour tout entier k > 0,
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Tk+2 = 2XTk+1 − Tk et Uk+2 = 2XUk+1 − Uk.
Depuis, plusieurs auteurs se sont intéressés à l’étude de l’équation (1) sous différentes

hypothèses sur a et b. Nous pouvons citer Le [12], Lan et Szalay [11], Tang [19], Noubis-
sie et al [16] et Noubissie et Togbé [15]. En résumé, ils ont respectivement démontré que
l’équation (1) n’a pas de solution en entiers strictement positifs n et x si l’une des conditions
suivantes est vérifiée.
— a = 2 et b ≡ 0 (mod 3),
— a ≡ 2 (mod 6) et b ≡ 0 (mod 3),
— a ≡ 0 (mod 2) et b ≡ 15 (mod 20),
— a ≡ 0 (mod 2), b est premier et b ≡ 3 (mod 8),
— a ≡ 0 (mod 2) et b ≡ 3 (mod 12).

En 2016, en utilisant les solutions de l’équation diophantienne u2−dv2 = 1, où d est un entier
strictement positif et non carré (connue sous le nom d’équation de Pell-Fermat), Ishii [8] a
donné une condition nécessaire et suffisante pour l’existence de solutions pour l’équation (1)
dans le cas où a ≡ 5 (mod 6) et b ≡ 0 (mod 3). Inspirés par ce résultat, Noubissie et Togbé
ont donné une condition nécessaire et suffisante pour l’existence de solutions pour l’équa-
tion (1) dans le cas où a ≡ 4 (mod 5) et b ≡ 0 (mod 5).
Revenons à l’an 2000, en cette année, Walsh [22] a traité l’équation diophantienne exponen-
tielle (2). Il a prouvé que cette dernière n’a pas de solutions en entiers strictement positifs
n, m et x pour (a, b) = (2, 3). En 2011, Tang [19] a amélioré ce résultat en prouvant que
l’équation (2) n’a pas de solutions lorsque a ≡ 2 (mod 6) et b ≡ 3 (mod 12).
Récemment, conjointemant avec Boumahdi et Garici [1], avons amélioré les résultats sus-cités
concernant les équations diophantiennes (1) et (2). Pour cela, nous avons utilisé quelques
propriétés concernant les solutions de l’équation de Pell-Fermat, leur lien avec les polynômes
de Tchybychev de première et seconde espèce, ainsi que d’autres résultats provenant des tra-
vaux de Cohn [5], Van Der Waal [21] et Bennet [3]. Nous avons par exemple montré que si a
est pair, b ≡ 3 (mod 4) et b possède un facteur premier p ≡ ±3 (mod 8), alors l’équation (1)
n’a pas de solutions en entiers strictement positifs n et x. Nous avons également examiné le
cas où a2 ≡ −1 (mod p) et p ≡ 1 (mod 8) est un facteur premier de b. Nous avons prouvé
que si l’équation (1) admet une solution alors n est pair.
Cette thèse est organisée en trois chapitres. Le premier chapitre est consacré à l’étude du

développement en fraction continue d’un nombre réel. En particulier, le développement en
fraction continue d’un irrationnel quadratique

√
d, où d est un entier strictement positif et

non carré, un outil très utile à la résolution de l’équation de Pell-Fermat u2− dv2 = 1. Dans
le second chapitre, nous nous concentrons sur l’étude de certaines propriétés des solutions
de l’équation de Pell-Fermat u2 − dv2 = 1. Nous montrons que cette dernière admet une
infinité de solutions en entiers positifs (xk, yk) et nous donnons un lien entre (xk, yk) et les
polynômes de Tchebychev de première et seconde espèce. Nous clôturons ce chapitre par
présenter quelques nouveaux résultats indispensables aux preuves des résultats du dernier
chapitre, concernant l’indice de divisibilité h(p) dans la suite (xk)k∈N, où p est un nombre
premier. Ce dernier correspond au plus petit h vérifiant xh ≡ 0 (mod p). Dans le troisième
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et dernier chapitre, nous présentons nos nouveaux résultats [1] concernant les équations
diophantiennes (1) et (2). Nous donnons par exemple une condition nécessaire et suffisante
pour l’existence de solutions pour l’équation (1) lorsque p ≡ ±3 (mod 8), a ≡ −1 (mod p)

et b ≡ 0 (mod p).





Chapitre 1

Fractions continues

Les fractions continues sont un concept fascinant qui trouve son utilisation dans divers
domaines, tel que la théorie des nombres. Cette notion est définie comme étant une expression
de la forme

a0 +
1

a1 +
1

. . . +
1

an

,

notée [a0, a1, . . . , an], ou de la forme

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . .

,

notée [a0, a1, a2, . . .], où a0 ∈ Z et les an sont des entiers strictement positifs. Les fractions
continues ont des propriétés intéressantes qui les rendent particulièrement utiles dans la ré-
solution d’équations diophantiennes telles que les équations de Pell-Fermat.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’étude du développement en fraction continue
d’un nombre réel. En particulier, à celui des nombres irrationnels. On dit qu’un irrationnel x
admet un développement en fraction continue s’il existe un entier a0 et une suite d’entiers
strictement positifs (an)n>1 tels que

x = lim
n→+∞

[a0, . . . , an].

L’un des principaux résultats de ce chapitre est que tout nombre irrationnel admet un déve-
loppement en fraction continue, et ce dernier est unique. Noter que pour tout entier n > 0,
le rationnel [a0, . . . , an] est appelé réduite d’ordre n de x. Une question naturelle consiste à
savoir sous quelle condition suffisante un nombre rationnel p

q
figure parmi les réduites de x.

La réponse à cette question a été donnée par Andrien-Marie Legendre en 1798 en prouvant

7
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que si
∣∣∣x− p

q

∣∣∣ < 1

2q2
, alors p

q
est une réduite de x. Grâce à ce résultat nous démontrons

dans le prochain chapitre que si d est un entier strictement positif et non carré et si u, v
vérifient u2 − dv2 = 1 alors u

v
est une réduite de

√
d. Nous clôturons ce chapitre par donner

des résultats concernant la périodicité du développement en fraction continue des nombres
irrationnels quadratiques, dûs à Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange et Evariste Galois.

Pour ce chapitre, nous nous sommes inspirés des livres suivants : [2], [9], [17] et [20].

1.1 Fractions continues : Définitions et généralités

Nous débutons notre étude par définir la suite de fractions rationnelles (Fn)n>0 par récur-
rence de la manière suivante :

F0 (X0) = X0, (1.1)

et pour tout n > 0,

Fn+1 (X0, . . . , Xn+1) = Fn

(
X0, . . . , Xn−1, Xn +

1

Xn+1

)
. (1.2)

Calculons les termes F1 et F2 :

— Pour n = 1, nous avons

F1 (X0, X1) = F0

(
X0 +

1

X1

)
= X0 +

1

X1

(1.3)

=
X0X1 + 1

X1

. (1.4)

— Pour n = 2, nous avons

F2 (X0, X1, X2) = F1

(
X0, X1 +

1

X2

)

=

X0

(
X1 +

1

X2

)
+ 1

X1 +
1

X2

=
X2 (X0X1 + 1) +X0

X2X1 + 1
. (1.5)

Nous remarquons que

F1(X0, X1) = X0 +
1

X1

.
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Nous pouvons facilement vérifier que :

F2(X0, X1, X2) = X0 +
1

1 +
1

X2

.

D’une manière générale, nous avons

Fn (X0, . . . , Xn) = X0 +
1

X1 +
1

. . .Xn−1 +
1

Xn

.

Proposition 1.1. Pour tout entier n > 0,

Fn+1(X0, . . . , Xn+1) = X0 +
1

Fn(X1, . . . , Xn+1)
.

Démonstration.

— En utilisant (1.3) suivie de (1.1) nous obtenons : F1(X0, X1) = X0 +
1

F0(X1)
. Ainsi, la

relation est vérifiée pour n = 0.
— Fixons n > 0. Supposons que

Fn+1(X0, . . . , Xn+1) = X0 +
1

Fn(X1, . . . , Xn+1)
.

et montrons que

Fn+2(X0, . . . , Xn+2) = X0 +
1

Fn+1(X1, . . . , Xn+2)
.

En utilisant la relation (1.2), nous obtenons

Fn+2(X0, . . . , Xn+2) = Fn+1

(
X0, . . . , Xn, Xn+1 +

1

Xn+2

)
.

En utilisant maintenant l’hypothèse de récurrence, nous obtenons

Fn+2(X0, . . . , Xn+2) = X0 +
1

Fn

(
X1, . . . , Xn+1 +

1
Xn+2

) .
En utilisant à nouveau la relation (1.2), nous obtenons

Fn+2(X0, . . . , Xn+2) = X0 +
1

Fn+1 (X1, . . . , Xn+1, Xn+2)
.
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Conclusion : Par le principe de récurrence, on a pour tout entier n > 0,

Fn+1(X0, . . . , Xn+1) = X0 +
1

Fn(X1, . . . , Xn+1)
.

Dans ce qui suit, nous définissons deux suites de polynômes.
— Soit (Pn)n>0 la suite de polynômes définie par

P0 (X0) = X0 et P1 (X0, X1) = X0X1 + 1, (1.6)

et pour tout n > 2,

Pn (X0, . . . , Xn) = XnPn−1 (X0, . . . , Xn−1) + Pn−2 (X0, . . . , Xn−2) . (1.7)

— Soit (Qn)n>0 la suite de polynômes définie par

Q0 (X0) = 1 et Q1 (X0, X1) = X1, (1.8)

et pour tout n > 2,

Qn (X0, . . . , Xn) = XnQn−1 (X0, . . . , Xn−1) +Qn−2 (X0, . . . , Xn−2) . (1.9)

Proposition 1.2. Pour tout n > 1, Qn(X0, X1, . . . , Xn) = Pn−1 (X1, . . . , Xn).

Démonstration. La preuve se fera par récurrence.
— En utilisant les relations (1.6), (1.8) et (1.9), on vérifie facilement que :

Q1 (X0, X1) = P0(X1) et Q2 (X0, X1, X2) = P1(X1, X2).

— Fixons n > 2. Supposons que pour tout entier k, 1 6 k 6 n,

Qk(X0, X1, . . . , Xk) = Pk−1(X1, . . . , Xk),

et montrons que

Qn+1(X0, X1, . . . , Xn+1) = Pn(X1, . . . , Xn+1).

Comme n > 2, alors d’après la relation de récurrence (1.9),

Qn+1(X0, X1, . . . , Xn+1) = Xn+1Qn(X0, X1, . . . , Xn) +Qn−1(X0, . . . , Xn−1).

L’hypothèse de récurrence nous permet de déduire que

Qn+1(X0, X1, . . . , Xn+1) = Xn+1Pn−1(X1, . . . , Xn) + Pn−2(X1, . . . , Xn−1).
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Donc en utilisant la relation de récurrence (1.7), nous obtenons

Qn+1(X0, X1, . . . , Xn+1) = Pn(X1, . . . , Xn+1).

Conclusion : Ainsi, par le principe de récurrence, pour tout entier n > 1, nous avons
Qn(X0, X1, . . . , Xn) = Pn−1(X1, . . . , Xn).

Proposition 1.3. Pour tout n > 0, les coefficients des polynômes Pn et Qn, définis précé-
demment, sont des entiers naturels.

Démonstration. Commençons par le polynôme Pn. Pour cela, nous allons utiliser le raison-
nement par récurrence. Pour tout n > 0, notons A(n) l’assertion suivante : les coefficients
du polynôme Pn sont des entiers naturels.
— Il est clair que les polynômes P0 et P1 donnés par la relation (1.6) sont à coefficients

entiers naturels. Ainsi, A(0) et A(1) sont vérifiées.
— Fixons n > 1, supposons que A (k) est vraie pour tout k, 0 6 k 6 n, et montrons que

A (n+ 1) est vraie. En utilisant la relation de récurrence (1.7), nous obtenons ce qui
suit :

Pn+1 = Xn+1Pn + Pn−1. (1.10)

Comme nous avons supposé que Pn et Pn−1 ont leurs coefficients dans N, alors (1.10)
entraîne que les coefficients du polynôme Pn+1 sont des entiers naturels.

Conclusion : Par le principe de récurrence, A (n) est vraie pour tout entier n > 0.
Passons maintenant au polynôme Qn. Il clair que le polynôme Q0 donné par la relation (1.8)
est à coefficients dans N. Il nous reste donc à montrer que pour tout entier n > 1, Qn est à
coefficients dans N. Cela découle de la proposition 1.2 et du fait que le polynôme Pn est à
coefficients dans N.

Proposition 1.4. Pour tout entier n > 0, Qn(X0, . . . , Xn) 6= 0.

Démonstration. Procédons par récurrence.
— La relation (1.8) montre que Q0(X0), Q1(X0, X1) 6= 0.
— Fixons n > 1. Supposons que pour tout entier k, 0 6 k 6 n, Qk(X0, . . . , Xk) 6= 0, et

montrons queQn+1(X0, . . . , Xn, Xn+1) 6= 0. En utilisant la relation (1.9), nous obtenons
ce qui suit :

Qn+1(X0, . . . , Xn, Xn+1) = Xn+1Qn(X0, . . . , Xn) +Qn−1(X0, . . . , Xn−1).

Qn+1(X0, . . . , Xn, Xn+1) étant un polynôme en Xn+1 à coefficients dans l’anneau
Z[X0, . . . , Xn], dont les coefficients sont non nuls d’après l’hypothèse de récurrence.
Ce qui ne permet de déduire que Qn+1(X0, . . . , Xn, Xn+1) 6= 0.

Le théorème suivant nous donne la relation entre la fraction rationnelle Fn et les polynômes
Pn et Qn.
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Théorème 1.5. Pour tout entier n > 0,

Fn (X0, . . . , Xn) =
Pn (X0, . . . , Xn)

Qn (X0, . . . , Xn)
.

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence.

— En utilisant les relations (1.1), (1.4), (1.6) et (1.8), on obtient :

F0(X0) =
P0(X0)

Q0(X0)
et F1(X0, X1) =

P1(X0, X1)

Q1(X0, X1)
.

— En utilisant les relations de récurrence (1.7) et (1.9) on obtient

P2(X0, X1, X2) = X2(X0X1 + 1) +X0 et Q2(X0, X1, X2) = X2X1 + 1.

Ainsi, par la relation (1.5), F2(X0, X1, X2) =
P2(X0,X1,X2)
Q2(X0,X1,X2)

.
— Fixons n > 2. Supposons que pour tout entier k, 0 6 k 6 n,

Fk(X0, . . . , Xk) =
Pk(X0, . . . , Xk)

Qk(X0, . . . , Xk)
(1.11)

et montrons que

Fn+1(X0, . . . , Xn−1, Xn, Xn+1) =
Pn+1(X0, . . . , Xn−1, Xn, Xn+1)

Qn+1(X0, . . . , Xn−1, Xn, Xn+1)
.

Nous avons par la relation (1.2),

Fn+1 (X0, . . . , Xn−1, Xn, Xn+1) = Fn

(
X0, . . . , Xn−1, Xn +

1

Xn+1

)
.

Donc, en utilisant l’hypothèse de récurrence (1.11), et les relations de récurrences (1.7)
et (1.9), on obtient :

Fn+1 (X0, . . . , Xn−1, Xn, Xn+1) =

(
Xn +

1
Xn+1

)
Pn−1 (X0, . . . , Xn−1) + Pn−2 (X0, . . . , Xn−2)(

Xn +
1

Xn+1

)
Qn−1 (X0, . . . , Xn−1) +Qn−2 (X0, . . . , Xn−2)

.

=
Xn+1 (XnPn−1 + Pn−2) + Pn−1
Xn+1 (XnQn−1 +Qn−2) +Qn−1

.

En utilisant à nouveau les relations de récurrence (1.7) et (1.9), nous obtenons ce qui
suit :

Fn+1 (X0, . . . , Xn+1) =
Xn+1Pn (X0, . . . , Xn) + Pn−1 (X0, . . . , Xn−1)

Xn+1Qn (X0, . . . , Xn) +Qn−1 (X0, . . . , Xn−1)

=
Pn+1 (X0, . . . , Xn+1)

Qn+1 (X0, . . . , Xn+1)
.

Ce qui termine la preuve.
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Théorème 1.6. Pour tout n ∈ N∗,

PnQn−1 −QnPn−1 = (−1)n+1.

Démonstration. Procédons par récurrence. L’égalité est clairement vérifiée pour n = 1.
Fixons n > 1. Supposons que PnQn−1 −QnPn−1 = (−1)n+1, alors d’après les relations (1.7)
et (1.9)

Pn+1Qn −Qn+1Pn = (Xn+1Pn + Pn−1)Qn − (Xn+1Qn +Qn−1)Pn

= − (PnQn−1 −QnPn−1) .

L’hypothèse de récurrence permet de déduire que Pn+1Qn −Qn+1Pn = (−1)n+2.

1.2 Développement en fraction continue d’un nombre réel

Lemme 1.7. Soit (an)n∈N une suite d’entiers tels que pour tout n ∈ N∗, an > 1. Alors pour
tout n ∈ N

1. Qn (a0, . . . , an) ∈ N∗ .

2. Fn(a0, . . . , an) est un nombre rationnel.

Démonstration.

1. Pour n = 0, l’utilisation de la relation (1.8) nous donne Q0(a0) = 1 ∈ N∗. Supposons
maintenant que n > 1, la proposition 1.2 nous affirme que dans ce cas,

Qn(a0, . . . , an) = Pn−1(a1, . . . , an).

Comme pour tout 1 6 i 6 n, ai ∈ N∗, et pour tout n > 1, les coefficients de Pn−1 sont
d’après la proposition 1.3 dans N, alors Qn(a0, . . . , an) ∈ N. On conclut que pour tout
n > 0, Qn(a0, . . . , an) ∈ N.
Il nous reste donc à montrer que pour tout n > 0, Qn(a0, . . . , an) 6= 0. Pour ce faire
nous allons raisonner par récurrence.
— En utilisant la relation (1.8), on obtient Q0(a0) = 1 ∈ N∗ et Q1(a0, a1) = a1. Comme

par hypothèse a1 ∈ N∗, alors Q1(a0, a1) ∈ N∗.
— Fixons n > 1, supposons que pour tout entier k, 0 6 k 6 n, Qk(a0, . . . , ak) 6= 0, et

montrons que Qn+1(a0, . . . , an, an+1) 6= 0.
Comme n > 1, alors en utilisant la relation de récurrence (1.9), on obtient :

Qn+1(a0, . . . , an, an+1) = an+1Qn(a0, . . . , an) +Qn−1(a0, . . . , an−1).

Puisque n > 1, alors an+1 est par hypothèse un entier strictement positif. En
utilisant l’hypothèse de récurrence on peut déduire que Qn+1(a0, . . . , an) 6= 0.

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout entier n > 1, Qn(a0, . . . , an) ∈ N∗.
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2. Passons à la seconde assertion. Comme pour tout n > 0, Qn(a0, . . . , an) ∈ N∗, alors en
utilisant le théorème 1.5, nous obtenons ce qui suit :

Fn(a0, . . . , an) =
Pn (a0, . . . , an)

Qn (a0, . . . , an)
.

Le polynôme Pn est d’après la proposition 1.3 à coefficients dans N, donc comme par
hypothèse pour tout 0 6 i 6 n, ai ∈ Z, alors Pn(a0, . . . , an) ∈ Z. Par conséquent,
Fn(a0, . . . , an) est un nombre rationnel.

Définition 1.8. Soit x un nombre réel. On dit que x admet un développement en fraction
continue fini s’il existe n ∈ N et des entiers a0, a1 . . . , an, tels que pour tout k ∈ J1, nK, ak > 1

et x = Fn(a0, . . . , an).

Dans ce qui suit nous allons étudier la convergence de la suite (Fn(a0, . . . , an))n>0, où
(ak)k∈N est une suite d’entiers tels que pour tout k ∈ N∗, ak > 1. D’après le théorème 1.2

Fn(a0, . . . , an) =
Pn (a0, . . . , an)

Qn (a0, . . . , an)
. (1.12)

Posons pour tout n ∈ N,

pn = Pn(a0, . . . , an) et qn = Qn(a0, . . . , an). (1.13)

de sorte que l’on ait :
Fn(a0, . . . , an) =

pn
qn
. (1.14)

D’après les relations (1.6), (1.7), (1.8) et (1.9),

p0 = a0 et p1 = a1a0 + 1, (1.15)

pn = anpn−1 + pn−2 pour n > 2, (1.16)

q0 = 1 et q1 = a1 (1.17)

qn = anqn−1 + qn−2 pour n > 2 (1.18)

Nous avons ainsi obtenu deux suites de nombres (pn)n>0 et (qn)n>0. Nous allons mainte-
nant donner quelques résultats concernant ces dernières. Parmi ces résultats, certains nous
aideront à montrer que la suite (Fn(a0, . . . , an))n>0 est convergente.

Lemme 1.9. Soit n un entier naturel.
— Pour tout n > 1, pnqn−1 − qnpn−1 = (−1)n+1.
— Pour tout n > 0, pn+2qn − pnqn+2 = (−1)n an+2.

— Pour tout n > 0,
p2n+1

q2n+1

− p2n
q2n

=
1

q2nq2n+1

.
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Démonstration.

1. Soit n ∈ N∗. On a par (1.13),

pnqn−1−qnpn−1 = Pn(a0, . . . , an)Qn−1(a0, . . . , an−1)−Qn(a0, . . . , an)Pn−1(a0, . . . , an−1).

Comme n > 1, alors d’après le théorème 1.6,

pnqn−1 − qnpn−1 = (−1)n+1. (1.19)

2. Passons à la seconde assertion. Soit n > 0, donc n+2 > 2. Ce qui nous permet d’utiliser
les relations (1.16) et (1.18), celles-ci nous donnent :

pn+2qn − pnqn+2 = (an+2pn+1 + pn) qn − pn (an+2qn+1 + qn)

= an+2 (pn+1qn − pnqn+1) .

En utilisant la relation (1.19), nous trouvons que (pn+1qn−pnqn+1) = (−1)n+2 = (−1)n.
Par conséquent,

pn+2qn − pnqn+2 = (−1)n an+2.

3. Prouvons la dernière assertion. Soit n ∈ N,

p2n+1

q2n+1

− p2n
q2n

=
p2n+1q2n − p2nq2n+1

q2n+1q2n
.

En utilisant (1.19), on obtient :

p2n+1

q2n+1

− p2n
q2n

=
1

q2nq2n+1

.

Corollaire 1.10. Pour tout entier naturel n, les entiers pn et qn sont premiers entre eux.

Démonstration. D’après les relations (1.15) et (1.17), p0 = a0 et q0 = 1, avec a0 ∈ Z. Il est
donc clair que p0 et q0 sont premiers entre eux. Supposons maintenant que n ∈ N∗. Soit d
un diviseur de pn et de qn. Alors d divise pnqn−1− qnpn−1, qui, d’après le lemme 1.9, est égal
à ±1. Par conséquent, d = ±1. Ce qui signifie que pn et qn sont premiers entre eux.

Proposition 1.11. Si a0 > 1, alors la suite (pn)n>0 est une suite d’entiers strictement
positifs, et strictement croissante.

Démonstration. Commençons par montrer que pour tout entier n > 0, pn ∈ N∗.
— D’après la relation (1.15), p0 = a0. Donc, comme par hypothèse a0 > 1, alors p0 ∈ N∗.

Selon la même relation, p1 = a0a1 + 1. Comme a0, a1 > 1, alors a0a1 + 1 > 2. Par
conséquent, p1 ∈ N∗.
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— Fixons n > 1. Supposons que pour tout entier k, 0 6 k 6 n, pk ∈ N∗, montrons
que pn+1 ∈ N∗. D’après la relation (1.16),

pn+1 = an+1pn + pn−1.

Comme an+1 > 1, alors l’hypothèse de récurrence nous permet de déduire
que pn+1 ∈ N∗.

Conclusion : Par le principe de récurrence, on a pour tout entier n > 0, pn ∈ N∗.
Pour finir, montrons que la suite (pn)n>0 est strictement croissante. Comme a0, a1 > 1, alors

a0a1 + 1 > a0 + 1 > a0.

Par conséquent, en utilisant la relation (1.15), nous obtenons p1 > p0. Soit n > 1, montrons
que pn+1 > pn. En utilisant la relation (1.16), nous obtenons

pn+1 − pn = (an+1 − 1)pn + pn−1.

Comme an+1 > 1, alors an+1 − 1 > 0. Et puisque la suite (pn)n>0 est une suite d’entiers
strictement positifs, alors (an+1−1)pn+pn−1 > pn−1 > 0. Par conséquent, pn+1−pn > 0.

Lemme 1.12. Pour tout entier n > 0, qn > n.

Démonstration. Nous allons raisonner par récurrence.
— Nous avons par la relation (1.17), q0 = 1 et q1 = a1, avec a1 > 1. Par conséquent,

q0 > 0 et q1 > 1.
— Fixons n > 1. Supposons que pour tout entier 0 6 k 6 n, qk > k et montrons que

qn+1 > n+ 1. Comme n+ 1 > 2, alors en utilisant la relation (1.18) on obtient :

qn+1 = an+1qn + qn−1.

Nous avons d’après le lemme 1.7 que Qn−1(a0, . . . , an−1) ∈ N∗. Donc par (1.13), qn−1 >
1. Et comme an+1 > 1, alors

qn+1 > qn + 1.

L’hypothèse de récurrence nous permet de déduire que

qn+1 > n+ 1.

Conclusion : Pour tout n > 0, qn > n.

Proposition 1.13. La suite (qn)n>0 est une suite d’entiers naturels croissante, et strictement
croissante à partir de n = 1. De plus, lim

n→+∞
qn = +∞.

Démonstration. Nous avons par la relation (1.17), q0 = 1 et q1 = a1, où a1 > 1. Par
conséquent, q0 6 q1.
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Soit n > 1, montrons que qn+1 > qn. Puisque n+ 1 > 2, alors en utilisant la relation (1.18),
nous obtenons qn+1 = an+1qn + qn−1. Par suite,

qn+1 − qn = qn (an+1 − 1) + qn−1.

Comme an+1 > 1, qn−1 > 1 et qn > 1 alors

qn+1 − qn > 1.

Pour finir, nous avons par le lemme 1.12, qn > n, d’où lim
n→+∞

qn = +∞.

Lemme 1.14. La suite
(
p2n
q2n

)
n>0

est strictement croissante et la suite
(
p2n+1

q2n+1

)
n>0

est stric-
tement décroissante.

Démonstration. Soit n un entier naturel.

pn+2

qn+2

− pn
qn

=
pn+2qn − pnqn+2

qnqn+2

.

Grâce à la seconde assertion du lemme 1.9, nous obtenons :

pn+2

qn+2

− pn
qn

=
(−1)n an+2

qnqn+2

.

Comme an+2 > 1, alors 
pn+2

qn+2
− pn

qn
> 0 si n est pair

pn+2

qn+2
− pn

qn
< 0 si n est impair.

Cela signifie que la suite
(
p2n
q2n

)
n>0

est strictement croissante, et la suite
(
p2n+1

q2n+1

)
n>0

est
strictement décroissante.

Lemme 1.15. Les suites
(
p2n
q2n

)
n>0

et
(
p2n+1

q2n+1

)
n>0

sont adjacentes.

Démonstration. Soit n ∈ N∗, on a d’après le lemme 1.9,

p2n+1

q2n+1

− p2n
q2n

=
1

q2nq2n+1

.

Puisque, d’après le lemme 1.13, lim
n→+∞

qn = +∞, alors

lim
n→+∞

(
p2n+1

q2n+1

− p2n
q2n

)
= 0.

Comme en vertu du lemme 1.14, la suite
(
p2n
q2n

)
n>0

est strictement croissante et la suite(
p2n+1

q2n+1

)
n>0

est strictement décroissante, alors ces dernières sont adjacentes.

Maintenant nous avons les outils pour montrer que la suite (Fn(a0, . . . , an))n>0 est conver-
gente.
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Proposition 1.16. Soit (an)n>0 une suite de nombres entiers telle que pour tout n > 1,
an > 1. Alors la suite (Fn(a0, . . . , an))n>0 est convergente.

Démonstration. En utilisant (1.13), (1.12) devient comme suit :

Fn(a0, . . . , an) =
pn
qn
.

Montrons donc que la suite
(
pn

qn

)
n>0

est convergente. Comme les sous-suites
(
p2n
q2n

)
n>0

et(
p2n+1

q2n+1

)
n>0

sont en vertu du lemme 1.15 adjacentes, alors elles convergent vers une limite

commune `. Par conséquent, la suite
(
pn
qn

)
n>0

converge également vers `.

Cette proposition rend légitime la définition suivante :

Définition 1.17. Soit x un nombre réel. On dit que x admet un développement en fraction
continue infini s’il existe une suite d’entiers (an)n>0, avec an > 1, pour tout n > 1, vérifiant

x = lim
n→+∞

Fn(a0, . . . , an).

Proposition 1.18. Si un nombre réel x admet un développement en fraction continue infini
alors x est irrationel.

Démonstration. Procédons par l’absurde. Supposons qu’il existe (a, b) ∈ Z × N∗ tel que
x = a

b
et que x admet un développement en fraction continue infini. Donc il existe une suite

d’entiers (an)n>0, tel que, pour tout n > 1, an > 1, vérifiant

x = lim
n→+∞

Fn(a0, . . . , an).

En utilisant (1.14), nous obtenons a

b
= lim

n→+∞

pn
qn
. Par conséquent, les sous-suites

(
p2n
q2n

)
n>0

et
(
p2n+1

q2n+1

)
n>0

convergent vers x. Puisque, d’après le lemme 1.14,
(
p2n
q2n

)
n>0

est strictement

croissante et
(
p2n+1

q2n+1

)
n>0

est strictement décroissante, alors pour tout n > 0,

p2n
q2n

<
p2n+2

q2n+2

6
a

b
6
p2n+3

q2n+3

<
p2n+1

q2n+1

.

Par suite,
0 <

a

b
− p2n

q2n
<
p2n+1

q2n+1

− p2n
q2n

.

Donc, d’après la troisième assertion du lemme 1.9,

0 <
a

b
− p2n
q2n

<
1

q2nq2n+1

.

D’où
0 < aq2n − bp2n <

b

q2n+1

.
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Puisque la suite (qn)n>0 tend vers +∞, alors il existe nécessairement un entier k > 1, tel que
q2k+1 > b, et donc

0 < aq2k − bp2k < 1.

Ce qui contredit le fait que aq2k − bp2k est un entier.

Proposition 1.19. Soit x ∈ R. Le réel x est un nombre rationnel si et seulement s’il admet
un développement en fraction continue fini.

Démonstration. Soit x ∈ Q, il existe alors (r0, r1) ∈ Z × N∗ tel que x = r0
r1
. En appliquant

l’algorithme d’Euclide sur la paire (r0, r1), on obtient deux suites d’entiers finies (ak)06k6n

et (rk)06k6n+2, tels que pour tout k ∈ J1, nK, ak > 1, et pour tout k ∈ J0, nK, on a :

rk = rk+1ak + rk+2, (1.20)

avec 0 < rk+2 < rk+1, pour tout k ∈ J0, n− 1K, et rn+1 = pgcd(r0, r1) et rn+2 = 0.

— Si n = 0, alors x = r0
r1

= a0 = F0(a0). Par conséquent, x admet un développement en
fraction continue fini.

— Supposons que n > 1. On se propose de montrer que pour tout k ∈ J1, nK, on a :

x = Fk

(
a0, . . . , ak−1,

rk
rk+1

)
. (1.21)

— Pour k = 1, on a r0 = r1a0 + r2 avec r2 > 0. Par conséquent,

x =
r0
r1

= a0 +
1
r1
r2

= F1(a0,
1

r2
).

— Soit k ∈ J1, n− 1K. On suppose que x = Fk

(
a0, . . . , ak−1,

rk
rk+1

)
, et montrons que

x = Fk+1

(
a0, . . . , ak,

rk+1

rk+2

)
.

Comme k ∈ J1, n− 1K, alors k + 2 6 n+ 1, et donc rk+2 6= 0. D’où, par (1.20),

rk
rk+1

= ak +
1

rk+1

rk+2

.

Par conséquent,

x = Fk

(
a0, . . . , ak−1, ak +

1
rk+1

rk+2

)
.

Grâce à la relation de récurrence (1.2), on obtient

Fk+1

(
a0, . . . , ak,

rk+1

rk+2

)
.
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Dans le cas particulier k = n, la relation (1.21) donne

x = Fn

(
a0, . . . , an−1,

rn
rn+1

)
. (1.22)

D’après (1.20), rn
rn+1

= an +
rn+2

rn+1
. Mais comme rn+1 = pgcd(r0, r1), alors rn+2 = 0. Par

conséquent, rn
rn+1

= an. Ce qui nous permet de réécrire (1.22), comme suit :

x = Fn (a0, . . . , an−1, an) .

On conclut que pour tout n ∈ N∗, x admet un développement en fraction continue fini.
Réciproquement, supposons que le réel x admet un développement en fraction continue

fini, c’est-à-dire qu’il existe des entiers a0, a1 . . . , an, tels que pour tout k ∈ J1, nK, ak > 1

et x = Fn(a0, . . . , an). D’après le lemme 1.7, Fn(a0, . . . , an) est un nombre rationnel. Ce qui
termine la preuve.

Proposition 1.20. Soit x un nombre rationnel. Alors x admet deux développements en
fraction continue finis.

Démonstration. Soit x ∈ Q, il existe d’après la proposition 1.19, n ∈ N et des entiers
a0, a1 . . . , an, tels que pour tout k ∈ J1, nK, ak > 1 et

x = Fn(a0, . . . , an).

Il est clair que si x = F0(a0), alors x ∈ Z. Et dans ce cas x = F1(a0−1, 1). On peut supposer
donc que n > 1.

x = Fn(a0, . . . , an) =


Fn−1(a0, . . . , an−1 + 1) si an = 1

Fn+1(a0, . . . , an − 1, 1) si an > 1.

En effet :
— Supposons que an = 1. Donc, x = Fn(a0, . . . , an−1, 1). Grâce à la relation (1.2), on

obtient :
x = Fn−1(a0, . . . , an−1 + 1).

— Supposons que an > 1. En utilisant à nouveau la relation (1.2), on peut réécrire x
comme suit :

x = Fn+1 (a0, . . . , (an − 1), 1) .

Nous remarquons que dans les deux cas, x admet deux développements en fraction continue
finis.

Nous clôturons cette section par prouver que si un nombre irrationnel admet un dévelop-
pement en fraction continue infini, alors ce dernier est unique. Pour ce faire nous aurons
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besoin du théorème suivant.

Théorème 1.21. Soient x un nombre irrationnel, (an)n>0 une suite d’entiers tels que pour
tout entier n > 1, an > 1 et x = lim

n→+∞
Fn(a0, . . . , an). Soit (xn)n>0 la suite définie pour

tout n > 0 par xn = lim
k→+∞

Fk(an, . . . , an+k). Alors pour tout entier n > 0

1. xn = an +
1

xn+1
.

2. xn+1 > 1.

3. an = bxnc.

Démonstration.

1. Commençons par prouver que pour tout entier n, xn+1 > 1. D’après le théorème 1.5

Fk(an+1, . . . , an+k+1) =
Pk(an+1, . . . , an+k+1)

Qk(an+1, . . . , an+k+1)
.

D’après la proposition 1.3, les deux polynômes Pn et Qn sont à coefficients dans N,
comme par hypothèse an+1, . . . , an+k+1 sont des entiers strictement positifs, alors il
n’est pas difficile d’en déduire que pour tout entier k > 0,

Pk(an+1, . . . , an+k+1) ∈ N∗ et Qk(an+1, . . . , an+k+1) ∈ N∗.

Par conséquent, pour tout k ∈ N, Fk(an+1, . . . , an+k+1) > 0. Or d’après la proposi-
tion 1.1, pour tout k > 1

Fk(an+1, . . . , an+k+1) = an+1 +
1

Fk−1(an+2, . . . , an+k+1)
.

Comme par hypothèse an+1 > 1 alors pour tout k > 1, Fk(an+1, . . . , an+k+1) > 1. Donc
lim

k→+∞
Fk(an+1, . . . , an+k+1) > 1. Autrement dit

xn+1 > 1, pour tout n > 0. (1.23)

2. Montrons que pour tout n > 0, xn = an +
1

xn+1
. Nous avons par hypothèse

xn = lim
k→+∞

Fk(an, . . . , an+k)

= lim
k→+∞

Fk+1(an, . . . , an+k+1).

En utilisant la proposition 1.1, nous obtenons ce qui suit :

xn = lim
k→+∞

(
an +

1

Fk(an+1, . . . , an+k+1)

)
= an +

1

lim
k→+∞

Fk(an+1, . . . , an+k+1)

= an +
1

xn+1

.
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3. Montrons que pour tout entier n > 0, xn+1 > 1. D’après l’assertion précédente,

xn+1 = an+1 +
1

xn+2
.

Par conséquent, la relation (1.23) donne xn+1 > an+1. Vu que an+1 > 1, il en résulte
que xn+1 > 1.

4. Prouvons la dernière assertion. Comme, d’après l’assertion précédente, pour tout en-
tier n > 0, xn+1 > 1, alors 0 < 1

xn+1
< 1. Par suite, an < an +

1

xn+1
< an + 1. Donc,

d’après la première assertion, an < xn < an + 1. Ce qui signifie que an = bxnc.

Corollaire 1.22. Soit x un nombre irrationnel. Si x admet un développement en fraction
continue infini, alors il est unique.

Démonstration. Supposons par l’absurde qu’il existe deux suites d’entiers différentes (an)n>0

et (bn)n>0 telles que pour tout entier n > 1, an, bn > 1 et

x = lim
n→+∞

Fn(a0, . . . , an) = lim
n→+∞

Fn(b0, . . . , bn).

Considérons pour tout entier n > 0, les suites (xn)n>0 et (yn)n>0 définies pour
tout entier n > 0 par,

xn = lim
k→+∞

Fk(an, . . . , an+k) et yn = lim
k→+∞

Fk(bn, . . . , bn+k).

D’après le théorème 1.21, pour tout entier n > 0,

xn+1 =
1

xn − an
, yn+1 =

1

yn − bn
, an = bxnc et bn = bync. (1.24)

Prouvons pour tout entier n > 0, xn = yn.

— Il est clair que x0 = x et y0 = x. Donc la relation est vérifiée pour n = 0.
— Fixons n > 0. Supposons que xn = yn et montrons que xn+1 = yn+1. Comme xn = yn,

alors an = bn. Ainsi, en utilisant la relation (1.24), nous obtenons ce qui suit :

xn+1 =
1

yn − bn
.

En utilisant à nouveau la relation (1.24), nous obtenons xn+1 = yn+1.

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout entier n > 0, xn = yn.
Il en résulte que pour tout entier n > 0, an = bn. Ce qui contredit notre hypothèse. Donc, x
admet un unique développement en fraction continue.
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1.3 Développement en fraction continue d’un nombre ir-

rationnel

Nous verrons un peu plus loin que si x est un nombre irrationnel, alors il admet un
développement en fraction continue infini. La démonstration de ce résultat nécessite d’autres
résultats que nous donnerons dans ce qui suit.
Soit x un nombre irrationnel. Considérons les suites (an)n>0 et (xn)n>0 définies par x0 = x

et pour tout n > 0

an = bxnc et xn+1 =
1

xn − bxnc
. (1.25)

La suite (xn)n∈N est bien définie. En effet, nous verrons dans la proposition suivante que
pour tout n ∈ N, xn est irrationnel, ce qui entraîne que xn − bxnc 6= 0.

Proposition 1.23.

1. La suite (xn)n>0 est une suite d’irrationnels, tel que pour tout n > 1, xn > 1.

2. La suite (an)n>0 est une suite d’entiers, tel que pour tout n > 1, an > 1.

3. Pour tout n > 0, x = Fn+1(a0, . . . , an, xn+1).

Démonstration.

1. Nous allons montrer par récurrence que pour tout entier n > 0, xn /∈ Q.

— Pour n = 0, nous avons x0 = x qui est un nombre irrationnel.
— Fixons n > 0. Supposons que xn /∈ Q, et montrons que xn+1 /∈ Q. Comme xn /∈ Q

alors xn − bxnc /∈ Q. Par conséquent xn+1 =
1

xn − bxnc
/∈ Q.

Soit n > 1, montrons que xn > 1. Puisque xn est irrationnel, alors

0 < xn − bxnc < 1.

D’où
xn+1 =

1

xn − bxnc
> 1.

Cela signifie que pour tout n > 1, xn > 1.

2. Passons à la seconde assertion. Soit n > 1. On a d’après l’assertion précédente xn > 1.
Par conséquent an = bxnc > 1.

3. Pour finir, montrons la dernière assertion. Pour cela nous allons procéder par récur-
rence.

— On a x1 =
1

x0 − a0
, donc x0 = a0 +

1

x1
= F1(a0, x1).

— Fixons n > 0. Supposons que x = Fn+1(a0, . . . , an, xn+1), et montrons que

x = Fn+2(a0, . . . , an, an+1, xn+2).
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Nous avons par définition de la suite (xn)n∈N, xn+2 =
1

xn+1−an+1
. D’où

xn+1 = an+1 +
1

xn+2

.

Par suite,

x = Fn+1

(
a0, . . . , an, an+1 +

1

xn+2

)
.

Grâce à la relation de récurrence (1.2), nous obtenons

x = Fn+2(a0, . . . , an, an+1, xn+2).

Définition 1.24. Pour tout entier n > 0, Fn(a0, . . . , an) s’appelle réduite d’ordre n.

La suite (an)n>0 est d’après la proposition 1.23, une suite d’entiers tel que pour tout
n > 1, an > 1. Donc, d’après le lemme 1.7, Fn(a0, . . . , an) est un nombre rationnel. Selon le
théorème 1.5,

Fn(a0, . . . , an) =
Pn (a0, . . . , an)

Qn (a0, . . . , an)
.

Posons pour tout n ∈ N,

pn = Pn(a0, . . . , an) et qn = Qn(a0, . . . , an), (1.26)

de sorte que l’on ait :
Fn(a0, . . . , an) =

pn
qn
.

D’après les relations (1.6), (1.7), (1.8) et (1.9),

p0 = a0 et p1 = a1a0 + 1, (1.27)

pn = anpn−1 + pn−2, pour tout n > 2, (1.28)

q0 = 1 et q1 = a1, (1.29)

qn = anqn−1 + qn−2 pour tout n > 2. (1.30)

Lemme 1.25. Pour tout entier n > 1, nous avons :

1. x =
xn+1pn + pn−1
xn+1qn + qn−1

.

2. x− pn
qn

=
(−1)n

qn (xn+1qn + qn−1)
.
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Démonstration.

1. Soit n ∈ N∗. D’après la dernière assertion de la proposition 1.23,

x = Fn+1(a0, . . . , an, xn+1) =
Pn+1 (a0, a1, . . . , an, xn+1)

Qn+1 (a0, a1, . . . , an, xn+1)
.

Les relations de récurrences (1.7) et (1.9), nous permettent de réécrire x comme suit :

x =
xn+1Pn (a0, . . . , an) + Pn−1 (a0, . . . , an−1)

xn+1Qn (a0, . . . , an) +Qn−1 (a0, . . . , an−1)
.

En utilisant les notations données par (1.26), nous obtenons

x =
xn+1pn + pn−1
xn+1qn + qn−1

. (1.31)

2. Pour finir, prouvons la seconde assertion. Soit n ∈ N∗. En utilisant la relation (1.31),
nous obtenons :

x− pn
qn

=
(xn+1pn + pn−1)qn − pn(xn+1qn + qn−1)

qn(xn+1qn + qn−1)

=
− (pnqn−1 − pn−1qn)
qn(xn+1qn + qn−1)

.

En utilisant l’assertion (1) du lemme 1.9, nous obtenons :

x− pn
qn

=
(−1)n

qn (xn+1qn + qn−1)
.

Proposition 1.26.

1. Pour tout entier n > 0,
∣∣∣x− pn

qn

∣∣∣ < 1

q2n
.

2. La suite
(
pn
qn

)
n∈N

converge vers x.

3. Pour tout n > 0, p2n
q2n

< x <
p2n+1

q2n+1
.

4. Pour tout entier n > 0, qnx− pn et qn+1x− pn+1 sont de signes contraires.

Démonstration.

1. Commençons par montrer que la formule est vérifiée pour n = 0. En utilisant les
relations (1.27) et (1.29), nous obtenons∣∣∣∣x− p0

q0

∣∣∣∣ = |x− a0| ,
où, a0 = bxc (voir la relation (1.25)). Comme 0 < x− bxc < 1, alors

∣∣∣x− p0
q0

∣∣∣ < 1. En
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utilisant à nouveau la relation (1.29), nous obtenons :∣∣∣∣x− p0
q0

∣∣∣∣ < 1

q20
.

Supposons maintenant que n ∈ N∗. Nous avons d’après le lemme 1.25,

x− pn
qn

=
(−1)n

qn (xn+1qn + qn−1)
.

Comme, qn, qn−1 > 0, et d’après la proposition 1.23, xn+1 > 1, alors

xn+1qn + qn−1 > qn.

Par conséquent ∣∣∣∣x− pn
qn

∣∣∣∣ < 1

q2n
. (1.32)

2. D’après la proposition 1.13, lim
n→+∞

qn = +∞. Par conséquent la relation (1.32) entraîne
que

lim
n→+∞

pn
qn

= x.

3. Montrons que
(
p2n
q2n

)
n>0

est majorée par x. En utilisant les relations (1.27) et (1.29),
on obtient

p0
q0
− x = a0 − x,

avec a0 = bxc (voir (1.25)). Comme x /∈ Q, alors x− bxc > 0. Par conséquent,

p0
q0
− x < 0. (1.33)

Soit n ∈ N∗, en utilisant la dernière assertion du lemme 1.25, on obtient

p2n
q2n
− x =

−1
q2n (x2n+1q2n + q2n−1)

.

donc,
p2n
q2n
− x < 0.

On déduit de cette inégalité et de l’inégalité (1.33) que pour tout n ∈ N, p2n
q2n

< x.

Pour finir, montrons que la suite
(
p2n+1

q2n+1

)
n>0

est minorée par x. Soit n ∈ N. En utilisant

à nouveau la dernière assertion du lemme 1.25, on obtient,

x− p2n+1

q2n+1

=
−1

q2n+1(x2n+2q2n+1 + q2n)
< 0.

Par conséquent, x < p2n+1

q2n+1
.
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4. Soit n un entier naturel,

(xqn − pn) (xqn+1 − pn+1) = qnqn+1

(
x− pn

qn

)(
x− pn+1

qn+1

)
.

Comme qnqn+1 > 0, alors le signe de (xqn − pn) (xqn+1 − pn+1) est égal au signe de(
x− pn

qn

)(
x− pn+1

qn+1

)
. Or d’après l’assertion précédente, selon la parité de n deux cas

se présentent. Si n est pair, alors, x − pn
qn

> 0 et x − pn+1

qn+1
< 0. Alors que si n est

impair x − pn
qn

< 0 et x − pn+1

qn+1
> 0. Conclusion : Pour tout entier n > 0, qnx − pn et

qn+1x− pn+1 sont de signes contraires.

1.4 Quelques propriétés du développement en fraction

continue

En conclusion de la section précédente, notamment l’assertion (2) de la proposition 1.26,
tout nombre réel irrationnel admet un développement en fraction continue infini. La réci-
proque à ce résultat est assurée par la proposition 1.18. Ce qui nous permet de déduire
aisément le théorème suivant.

Théorème 1.27. Un nombre réel est irrationnel si et seulement s’il admet un développement
en fraction continue infini.

Le résultat suivant, prouvé par Andrien-Marie Legendre en 1798, est d’une grande impor-
tance. Il nous sera utile pour l’étude de l’équation de Pell-Fermat (2.1).

Théorème 1.28 (Legendre [13]). Soit x un nombre irrationnel et p et q deux entiers tels
que q > 0 et ∣∣∣x− p

q

∣∣∣ < 1

2q2
,

alors p
q
est une réduite de x.

La preuve de ce théorème nécessite les résultats suivants. Dans la suite, on considère un
nombre réel x irrationnel. On notera

(
pn
qn

)
n∈N

la suite des réduites de x.

Lemme 1.29. Soient n ∈ N, p et q deux entiers relatifs tels que 1 6 q < qn+1. Alors, il
existe (u, v) ∈ Z∗ × Z, tel que :

p = upn + vpn+1 et q = uqn + vqn+1.

De plus, si v 6= 0, alors u et v sont de signes contraires.

Démonstration. Soit n un entier naturel. Considérons la matrice suivante :

A =

pn pn+1

qn qn+1

 . (1.34)
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On a, detA = pnqn+1 − qnpn+1. En utilisant la première assertion du lemme 1.9, nous obte-
nons : detA = (−1)n+1. Donc la matrice A est inversible dans M2(Z), d’inverse

A−1 = (−1)n+1

qn+1 −pn+1

−qn pn

 ∈M2(Z).

Soit (p, q) ∈ Z× N∗. Posonsu
v

 = A−1

p
q

 =

(−1)n+1(qn+1p− pn+1q)

(−1)n+1(pnq − qnp)

 .

Autrement dit u = (−1)n+1(qn+1p − pn+1q) et v = (−1)n+1(pnq − qnp), qui sont clairement
des entiers. Donc, p

q

 = A

u
v

 .

En utilisant (1.34), nous obtenons

p = upn + vpn+1

q = uqn + vqn+1. (1.35)

Montrons maintenant que u 6= 0. Supposons que u = 0, alors (1.35) devient comme suit :
q = vqn+1. Ce qui contredit l’hypothèse 1 6 q < qn+1. Par conséquent, u 6= 0.
Pour finir, montrons que si v 6= 0, alors u et v sont de signes contraires. Comme q < qn+1,
alors en utilisant (1.35), on obtient l’inégalité suivante : 1 6 uqn + vqn+1 < qn+1. Par suite,

1− vqn+1 6 uqn < (1− v) qn+1. (1.36)

Comme v est un entier non nul, alors deux cas sont possible.
— Cas 1 : v > 1.

Dans ce cas 1 − v 6 0. Comme qn+1 > 0, alors (1− v) qn+1 6 0. Ainsi, en utilisant
l’inégalité (1.36) on obtient que uqn < 0. Et puisque qn > 0, alors u < 0.

— Cas 2 : v 6 −1.
Dans ce cas 1− vqn+1 > 0. Ainsi, en utilisant l’inégalité (1.36) on obtient que uqn > 0.
Et puisque qn > 0, alors u > 0.

Conclusion : dans les deux cas, u et v sont de signes contraires.

Proposition 1.30. Soient n ∈ N et p et q deux entiers rationnels tels que 1 6 q < qn+1.
Alors

|qx− p| > |qnx− pn| .

Démonstration. Soient p et q deux entiers. Il existe d’après le lemme 1.29, (u, v) ∈ Z∗ × Z,
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tels que

p = upn + vpn+1 (1.37)

q = uqn + vqn+1. (1.38)

Comme v est un entier, alors deux cas se présentent.

— Cas 1 : v = 0.
D’après, (1.37) et (1.38), on a

|qx− p| = |u| |qnx− pn| .

Puisque u ∈ Z∗ , alors |u| > 1. Par conséquent, |qx− p| > |qnx− pn|.
— Cas 2 : v 6= 0. En utilisant (1.37) et (1.38), on obtient :

|qx− p| = |(uqn + vqn+1)x− (upn + vpn+1)|

= |u (qnx− pn) + v (qn+1x− pn+1)| .

Comme, d’après le lemme 1.29, u et v sont de signes contraires, et qnx − pn, qn+1x −
pn+1 le sont également d’après l’assertion (4) du lemme 1.26, alors u (qnx− pn) et
v (qn+1x− pn+1) sont de même signe. Par conséquent,

|qx− p| = |u| |qnx− pn|+ |v| |qn+1x− pn+1| .

Par suite,
|qx− p| > |u| |qnx− pn| .

Puisque |u| > 1, alors
|u| |qnx− pn| > |qnx− pn| .

Par conséquent,
|qx− p| > |qnx− pn| .

Ainsi s’achève cette preuve.

Nous pouvons à présent donner la preuve du théorème 1.28.

Démonstration du théorème 1.28. Considérons l’ensemble E = {k ∈ N | qk 6 q}. Comme
q > 1 alors E 6= ∅. D’après la proposition 1.13, la suite (qk)k>1 est une suite d’entiers qui
tend vers +∞. Par conséquent l’ensemble E est fini. Posons alors

n = max{k ∈ N | qk 6 q}.

L’entier n vérifie donc
qn 6 q < qn+1. (1.39)
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Nous avons, ∣∣∣∣pq − pn
qn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(pq − x
)
+

(
x− pn

qn

)∣∣∣∣
6

∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣x− pn
qn

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣qx− pq

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣qnx− pnqn

∣∣∣∣ .
Comme q, qn > 1, alors ∣∣∣∣pq − pn

qn

∣∣∣∣ 6 1

q
|qx− p|+ 1

qn
|qnx− pn| . (1.40)

Comme par la relation (1.39), 1 6 q < qn+1, alors, d’après la proposition 1.30

|qnx− pn| 6 |qx− p| .

Par conséquent,
1

qn
|qnx− pn|+

1

q
|qx− p| 6

(
1

qn
+

1

q

)
|qx− p| .

Compte tenu de cette inégalité et de l’inégalité (1.40), nous obtenons :∣∣∣∣pq − pn
qn

∣∣∣∣ 6 ( 1

qn
+

1

q

)
|qx− p| . (1.41)

Comme par hypothèse
∣∣∣x− p

q

∣∣∣ < 1

2q2
, alors

|qx− p| < 1

2q
. (1.42)

Et puisque nous avons par (1.39), 0 < qn 6 q, alors, 1

q
6

1

qn
. Par suite,

1

q
+

1

qn
6

2

qn
.

En utilisant cette inégalité et l’inégalité (1.42), l’inégalité (1.41) devient comme suit :∣∣∣∣pq − pn
qn

∣∣∣∣ < 1

qqn
.

Par conséquent,
|pqn − qpn| < 1.

Comme p, q, pn et qn sont des entiers, alors |pqn − qpn| = 0. D’où p

q
=

pn
qn
. Ainsi la preuve

est achevée.
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1.5 Développement en fraction continue d’un irrationnel

quadratique

Nous étudions dans cette section le développement en fraction continue des nombres irra-
tionnels qui sont racines d’un polynôme de degré 2, et à coefficients rationnels.

Définition 1.31. Un nombre irrationnel x est dit quadratique s’il est racine d’un polynôme
de degré 2, à coefficients rationnels.

Exemple 1.32. Soit d un entier strictement positif et non carré. L’irrationnel
√
d est ra-

cine du polynôme P (X) = X2 − d, qui est à coefficients entiers. Par conséquent,
√
d est

quadratique.

Dans la suite, nous considérons un nombre irrationnel x et les suites (an)n>0, (xn)n>0

définies par (1.25).

Définition 1.33. Le développement en fraction continue de x est dit périodique, s’il existe
deux entiers k > 0 et m > 1 tels que

∀n > k, an+m = an. (1.43)

Le plus petit entier m strictement positif vérifiant la relation (1.43) s’appelle la période du
développement en fraction continue de x. Dans le cas particulier k = 0, le développement en
fraction continue de x est dit purement périodique.

Notation 1.34. Le développement en fraction continue de x se note comme suit :

x = [a0, . . . , ak−1, ak, . . . , ak+m−1] , (1.44)

où la barre placée au dessus des termes ak,. . ., ak+m−1 signifie que ces derniers se répètent
indéfiniment.

Le lemme suivant nous sera utile lors de la démonstration de la proposition 1.36.

Lemme 1.35. Soient ` un entier naturel et (yn)n>0 la suite définie par y0 = x` et pour tout
entier n > 0,

yn+1 =
1

yn − bync
.

Alors pour tout entier n > 0, yn = xn+`.

Démonstration. Prouvons que pour tout entier n > 0, yn = xn+`.
— Nous avons y0 = x`. Donc la relation est vérifiée pour n = 0.
— Fixons n > 0. Supposons que yn = xn+` et montrons que yn+1 = xn+1+`. Comme pour

tout entier n > 0,

yn+1 =
1

yn − bync
,
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alors en utilisant l’hypothèse de récurrence, nous obtenons

yn+1 =
1

xn+` − bxn+`c
.

La relation (1.25) nous permet de déduire que yn+1 = xn+1+`.
Conclusion : Par le principe de récurrence, on a pour tout entier n > 0, yn = xn+`.

Proposition 1.36. Si le développement en fraction continue de x est périodique de période
m > 1, à partir d’un certain rang k > 0, alors

1. le développement en fraction continue de xk est purement périodique,

2. xm+k = xk,

3. la suite (xn)n>0 est périodique de période m à partir du rang k.

Démonstration.

1. Considérons les suites (bn)n>0 et (yn)n>0 définies par y0 = xk et pour tout n > 0

bn = bync et yn+1 =
1

yn − bync
. (1.45)

D’après le lemme 1.35 pour tout entier n > 0,

yn = xn+k.

Donc, en utilisant les relations (1.45) et (1.25), nous obtenons que pour tout n > 0,

bn = an+k.

Par suite, pour tout entier n > 0,

bn+m = an+m+k. (1.46)

Puisque n + k > k, et par hypothèse le développement en fraction continue de x est
périodique de période m > 1, à partir du rang k > 0, alors d’après la définition 1.33,

an+k+m = an+k.

Par conséquent, pour tout entier n > 0,

bn+m = bn. (1.47)

Ce qui signifie que le développement en fraction continue de xk est purement périodique.

2. Considérons les suites (cn)n>0 et (zn)n>0 définies par z0 = xm+k et pour tout n > 0

cn = bznc et zn+1 =
1

zn − bznc
. (1.48)
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D’après le lemme 1.35, pour tout entier n > 0, zn = xn+m+k. Alors, en utilisant les
relations (1.48) et (1.25), on obtient : cn = an+m+k. Les relation (1.46) et (1.47) nous
permettent de déduire que pour tout n > 0,

bn = cn.

Comme d’après la seconde assertion de la proposition 1.26,

xk = lim
n→+∞

Fn(b0, . . . , bn) et xm+k = lim
n→+∞

Fn(c0, . . . , cn),

alors xm+k = xk.

3. Prouvons la dernière assertion. Commençons par montrer que

∀n > k, xn+m = xn. (1.49)

— D’après la seconde assertion, xm+k = xk. Ainsi la relation est vérifiée pour n = k.
— Fixons n > k. Supposons que xn+m = xn, et montrons que xn+1+m = xn+1. Nous

avons par la relation (1.25),

xn+m+1 =
1

xn+m − bxn+mc
.

En utilisant l’hypothèse de récurrence, nous obtenons

xn+m+1 =
1

xn − bxnc
.

En utilisant à nouveau la relation (1.25), nous obtenons :

xn+m+1 = xn+1.

Conclusion : Par le principe de récurrence, on a pour tout n > k, xn+m = xn.
Pour finir, montrons que m est le plus petit entier strictement positif vérifiant la rela-
tion (1.49).
— Cas 1 : m = 1. Il est clair que m est la période de la suite (xn)n>0.
— Cas 2 : m > 2. Supposons qu’il existe un entier ` ∈ {1, . . . ,m − 1} tel que pour

tout entier n > k, xn+` = xn. Donc, en utilisant la relation (1.25), on obtient que
pour tout entier n > k, an+` = an. Ce qui contredit le fait que m est la période de
la suite (an)n>0.

Il est clair que si le développement en fraction continue de x est purement périodique, de
période m > 1, alors x = xm. Ce qui entraîne que x > 1. Cette condition n’est pas suffisante.
En effet, le lemme 1.39, montre que le conjugué de x est nécessairement compris entre −1
et 0.
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Définition 1.37. Si α est un irrationnel quadratique et β son conjugué, alors α est dit
quadratique réduit si α > 1 et −1 < β < 0.

Exemple 1.38. Soit d est un entier strictement positif et non carré. Posons α =
⌊√

d
⌋
+
√
d.

Alors α ∈ Q
(√

d
)
. Il en résulte que l’irrationnel α est quadratique. Comme

√
d > 1, alors⌊√

d
⌋
> 1. Par suite, α > 1.

Soit β =
⌊√

d
⌋
−
√
d, le conjugué de α. Puisque

√
d =

⌊√
d
⌋
+
{√

d
}
, alors β = −

{√
d
}
.

Par conséquent, −1 < β < 0. Nous remarquons que α et β vérifient les conditions de la
définition ci-dessus. Ce qui signifie que α est un irrationnel quadratique réduit.

Lemme 1.39. Si le développement en fraction continue de x est purement périodique alors
x est réduit.

Démonstration. Comme le développement en fraction continue de x est par hypothèse pu-
rement périodique, alors d’après la troisième assertion de la proposition 1.36, xm = x0 = x.
Puisque m ∈ N∗, alors deux cas se présentent :
— Cas 1 : m = 1. En utilisant la relation (1.4), nous obtenons x =

a0x+ 1

x
. Par suite,

x2−a0x−1 = 0. Par conséquent, x est racine du polynôme f(X) = X2−a0X−1 ∈ Z[X].
Vu que x = x1 > 1, alors a0 = bxc > 1. D’où f(−1) = a0 > 0. Comme f(0) = −1 < 0,
alors f admet une racine dans l’intervalle ]−1; 0[. Ce qui signifie que x est réduit

— Cas 2 : m > 2. En utilisant le lemme 1.25 et le fait que xm = x, nous obtenons :

x =
xpm−1 + pm−2
xqm−1 + qm−2

.

Donc x est racine du polynôme g(X) = qm−1X
2 + (qm−2− pm−1)X − pm−2 ∈ Z[X]. On

a d’un côté x = xm > 1 donc, en utilisant les propositions 1.11 et 1.13, on trouve que
g(0) = −pm−2 < 0 et g(−1) = (pm−1 − pm−2) + (qm−1 − qm−2) > 0. D’où g admet une
racine dans l’intervalle ]−1; 0[. Autrement dit, x est réduit.

Le théorème suivant a été démontré par Leonhard Euler.

Théorème 1.40 ([17]). Si le développement en fraction continue de x est périodique alors x
est un nombre irrationnel quadratique.

Démonstration. Nous avons deux cas à traiter.
— Cas 1 : Le développement en fraction continue de x est purement périodique. Dans ce

cas, d’après le lemme 1.39, x est un nombre irrationnel quadratique réduit.
— Cas 2 : Le développement en fraction continue de x est périodique de période m > 1,

à partir d’un certain rang k > 1.
— Si k = 1, alors d’après la troisième assertion de la proposition 1.23, x = F1(a0, x1).

En utilisant la relation (1.3), nous obtenons x = a0+
1

x1
. D’après la première asser-

tion de la proposition 1.36, le développement en fraction continue de x1 est purement
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périodique. Donc, d’après le lemme 1.39, x est un nombre irrationnel quadratique.
Comme x = a0 +

1

x1
, alors x ∈ Q(x1). Par conséquent, x est quadratique.

— Si k > 2, alors en utilisant le lemme 1.25, nous obtenons

x =
xkpk−1 + pk−2
xkqk−1 + qk−2

.

Le développement en fraction continue de xk est en vertu de la première assertion
de la proposition 1.36 purement périodique. Donc, selon le lemme 1.39, xk est un
irrationnel quadratique. Puisque pk−1, pk−2, qk−1, et qk−2 sont des entiers, alors x ∈
Q(xk). Par conséquent, il est quadratique.

Le théorème suivant dû à Joseph-Louis Lagrange montre que la réciproque du théo-
rème 1.40 est vraie.

Théorème 1.41 ([17]). Si x est un irrationnel quadratique, alors son développement en
fraction continue est périodique.

Pour la preuve nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.42. S’il existe deux entiers naturels r et s tels que r > s et xr = xs, alors le
développement en fraction continue de x est périodique.

Démonstration. Commençons par prouver que pour tout entier n > s, xn+r−s = xn.
— Comme par hypothèse xr = xs, alors la formule est vérifiée pour n = s.
— Fixons n > s. Supposons que xn+r−s = xn, et montrons que xn+1+r−s = xn+1. D’après

la relation (1.25),

xn+1+r−s =
1

xn+r−s − bxn+r−sc
.

En utilisant l’hypothèse de récurrence, ensuite la relation (1.25), nous obtenons

xn+1+r−s = xn+1.

Conclusion : Par le principe de récurrence, on a pour tout entier n > s, xn+r−s = xn.
En utilisant la relation (1.25), nous obtenons que pour tout entier n > s, an+r−s = an. Par
conséquent, le développement en fraction continue de x est périodique.

Démonstration du théorème 1.41. Comme x est supposé quadratique, alors il existe des en-
tiers a, b et c tels que

ax2 + bx+ c = 0. (1.50)

D’après la première assertion du lemme 1.25, pour tout entier n > 1,

x =
xn+1pn + pn−1
xn+1qn + qn−1

.
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Par conséquent,

a

(
xn+1pn + pn−1
xn+1qn + qn−1

)2

+ b

(
xn+1pn + pn−1
xn+1qn + qn−1

)
+ c = 0.

En faisant les calculs nécessaires, nous trouvons que pour tout entier n > 1, xn+1 est racine
du polynôme An+1X

2 +Bn+1X + Cn+1 où,

An+1 = ap2n + bpnqn + cq2n, (1.51)

Bn+1 = 2apnpn−1 + b(pnqn−1 + qnpn−1) + 2cqnqn−1, (1.52)

Cn+1 = ap2n−1 + bpn−1qn−1 + cq2n−1. (1.53)

Selon la première assertion de la proposition 1.26, pour tout entier n > 0,∣∣∣∣x− pn
qn

∣∣∣∣ < 1

q2n
.

Comme d’après la proposition 1.13, la suite (qn)n>0 est une suite d’entiers strictement positifs,
alors, pour tout entier n > 0,

|xqn − pn| <
1

qn
.

Posons ε = (pn − xqn)qn. Alors d’après ce qui précède, |ε| < 1 et

∀n > 0, pn = xqn +
ε

qn
. (1.54)

D’où,

An+1 = (ax2 + bx+ c)q2n + ε(2ax+ b) + a

(
ε

qn

)2

.

En utilisant (1.50), nous obtenons

An+1 = ε(2ax+ b) + a

(
ε

qn

)2

.

Par suite,

|An+1| 6 |ε||2ax+ b|+ |a|
(∣∣∣∣ εqn

∣∣∣∣)2

.

Comme |ε| < 1 et d’après le lemme 1.12, qn > n > 1, alors

∀n > 1, |An+1| < |2ax+ b|+ |a|. (1.55)

Nous remarquons à partir des relations (1.51) et (1.53) que Cn+2 = An+1. Donc

∀n > 1, |Cn+2| < |2ax+ b|+ |a|. (1.56)

Comme q0 = 1 et par la relation (1.54) p0 = xq0 +
ε
q0
, alors en utilisant la relation (1.53)
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on obtient que C2 = (2ax + b)ε + aε2. En prenant en considération le fait que |ε| < 1, nous
obtenons l’inégalité suivante : |C2| < |2ax+ b|+ |a|. Il résulte de cela et de la relation (1.56)
que

∀n > 1, |Cn+1| < |2ax+ b|+ |a|. (1.57)

En utilisant les relations (1.51),(1.52) et (1.53) nous obtenons

B2
n+1 − 4An+1Cn+1 = (b2 − 4ac)(pnqn−1 − pn−1qn)2.

La relation donnée par la première assertion du lemme 1.9 nous permet de déduire que pour
tout entier n > 1,

B2
n+1 − 4An+1Cn+1 = b2 − 4ac.

Par conséquent, comme les relations (1.55) et (1.57) montrent que les suites (An+1)n>1

et (Cn+1)n>1 sont bornées, alors il en est de même pour la suite (Bn+1)n>1. Étant donné
que pour tout entier n > 1, An+1,Bn+1,Cn+1 sont des entiers, alors l’ensemble

{An+1, Bn+1, Cn+1 | n ∈ N∗}

est fini. Il en résulte que l’ensemble des polynômes, An+1X
2 +Bn+1X +Cn+1, où n ∈ N∗ est

fini. Par conséquent, {xn+1 | n ∈ N∗} est également fini. D’où l’existence de deux entiers r
et s tels que r > s et xr = xs. D’après le lemme 1.42, le développement en fraction continue
de x est périodique.

Les théorèmes 1.40 et 1.41 dûs respectivement à Leonhard Euler et Joseph Louis de La-
grange, nous permettent de conclure qu’un nombre irrationnel est quadratique si et seulement
si son développement en fraction continue est périodique. La question qui s’impose naturel-
lement est celle de savoir à quelle condition le développement est purement périodique ? La
réponse à cette question a été donnée par Evariste Galois [6] en 1828.

Théorème 1.43 ([17]). Si l’irrationnel x est quadratique réduit, alors son développement en
fraction continue est purement périodique.

La démonstration de ce théorème nécessite quelques résultats que nous présenterons sous
forme de lemmes.

Lemme 1.44. Si l’irrationnel x est quadratique, alors

1. pour tout entier n > 0, xn est un irrationnel quadratique.

2. Si pour tout n > 0, yn est le conjugué de xn, alors

yn = an +
1

yn+1
.
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Démonstration.

1. D’après la relation (1.25), pour tout n > 0,

xn = bxnc+
1

xn+1

et xn+1 =
1

xn − bxnc
.

Donc, pour tout n > 0, Q(xn) = Q(xn+1). Autrement dit pour tout n > 0, Q(xn) =

Q(x0). Comme x0 = x et x est par hypothèse quadratique, alors xn l’est également.

2. Soit y le conjugué de x et σ l’unique Q-automorphisme de corps de Q(x) vérifiant pour
tous a, b ∈ Q, σ(a+ bx) = a+ by. Par suite, pour tout entier n > 0, yn = σ(xn). Donc
en utilisant la relation (1.25), nous obtenons

yn = σ

(
an +

1

xn+1

)
.

Par conséquent, pour tout entier n > 0,

yn = an +
1

σ(xn+1)

= an +
1

yn+1

.

Ce qui termine la preuve.

Lemme 1.45. Si l’irrationnel x est quadratique réduit, alors pour tout entier n > 0, xn est
un nombre irrationnel quadratique réduit.

Démonstration. Comme x = x0, et est par hypothèse quadratique réduit, alors x0 > 1. Donc
d’après la proposition 1.23, pour tout entier n > 0, xn est un nombre irrationnel supérieur à 1.
Et d’après la première assertion du lemme 1.44, pour tout entier n > 0, xn est quadratique.
Donc pour montrer que xn est quadratique réduit, il suffit de montrer que son conjugué, noté
yn est dans l’intervalle ] − 1; 0[ pour tout entier n > 0. Pour ce faire, nous allons procéder
par récurrence.
— Comme x = x0, et est par hypothèse quadratique réduit, alors −1 < y0 < 0.
— Fixons n > 0. Supposons que −1 < yn < 0 et montrons que −1 < yn+1 < 0. En

utilisant à nouveau la relation donnée par la seconde assertion du lemme 1.44, nous
obtenons

yn+1 =
1

yn − an
.

En utilisant l’hypothèse de récurrence, nous obtenons les inégalités suivantes :

−1− an < yn − an < −an.

On a0 = bxc = 0. Comme x0 > 1, alors a0 > 1 et d’après la seconde assertion de la
proposition 1.23, an > 1, pour tout entier n > 1. Autrement dit, pour tout n > 0,
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an > 1. Cela nous permet de déduire que pour tout entier n > 1,

yn − an < −1.

Par conséquent,
−1 < yn+1 < 0.

Conclusion : Par le principe de récurrence, on a pour tout entier n > 1, −1 < yn < 0.

Nous pouvons à présent donner la preuve du théorème 1.43.

Démonstration du théorème 1.43. Supposons que x est un irrationnel quadratique réduit.
Donc, d’après le théorème 1.41, le développement en fraction continue de x est périodique
à partir d’un certain rang. Soient m la période de la suite (an)n>0 et k le plus petit entier
positif vérifiant :

∀n > k, an+m = an.

Montrons que k = 0. Pour cela nous allons procéder par l’absurde en supposant k > 1. Vu
que x est quadratique, alors d’après la seconde assertion du lemme 1.44,

yk−1 − yk−1+m = ak−1 +
1

yk
− ak−1+m −

1

yk+m
. (1.58)

Puisque le développement en fraction continue de x est supposé périodique de périodem > 1,
alors d’après la seconde assertion de la proposition 1.36, xm+k = xk. Par conséquent, yk le
conjugué de xk et ym+k le conjugué de xk sont égaux. Donc, l’égalité (1.58) devient comme
suit

yk−1 − yk−1+m = ak−1 − ak−1+m. (1.59)

Comme x est par hypothèse un nombre irrationnel quadratique réduit, alors par le lemme 1.45,
−1 < yk−1 < 0, et −1 < yk−1+m < 0. Donc −1 < yk−1 − yk−1+m < 1. La relation (1.59) nous
permet de déduire que −1 < ak−1+m − ak−1 < 1. Puisque ak−1 et ak−1+m sont des entiers,
alors

ak−1+m − ak−1 = 0.

Ce qui contredit la minimalité de k, c’est-à-dire k = 0. Par conséquent, le développement en
fraction continue de x est purement périodique.

Proposition 1.46. Le développement en fraction continue de
√
d est périodique à partir du

premier rang. Autrement dit, il existe un entier m > 1 tel que

√
d =

[
a0, a1, . . . , am−1, 2a0

]
.

Démonstration. Posons y0 =
√
d +

⌊√
d
⌋
. Considérons les suites (bn)n>0 et (yn)n>0 définies

pour tout n > 0 par bn = bync et yn+1 =
1

yn−bync . D’après la proposition 1.26,

√
d+

⌊√
d
⌋
= lim

n→+∞
Fn(b0, . . . , bn).
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Par suite, √
d = −

⌊√
d
⌋
+ lim

n→+∞
Fn(b0, . . . , bn).

En utilisant la proposition 1.1, nous obtenons

√
d = −

⌊√
d
⌋
+ lim

n→+∞

(
b0 +

1

Fn−1(b1, . . . , bn)

)
.

Donc,
√
d = lim

n→+∞

(
−
⌊√

d
⌋
+ b0 +

1

Fn−1(b1, . . . , bn)

)
.

En utilisant à nouveau la proposition 1.1, nous obtenons ce qui suit :

√
d = lim

n→+∞
Fn

(
b0 −

⌊√
d
⌋
, b1, . . . , bn

)
.

Posons a0 = b0 −
⌊√

d
⌋
et pour tout entier n > 1, an = bn. Alors

√
d = lim

n→+∞
Fn (a0, a1, . . . , an) .

Nous avons obtenu ainsi le développement en fraction continue de
√
d.

D’après l’exemple 1.38,
√
d+

⌊√
d
⌋
est un nombre irrationnel réduit. Donc, d’après le théo-

rème 1.43, son développement en fraction continue est purement périodique. Soit m sa pé-
riode. Alors pour tout entier n > 0, bn+m = bn. D’une part, vu que pour tout entier n > 1,
an = bn, alors le développement en fraction continue de

√
d est périodique de période m à

partir de k = 1. D’autre part, am = bm = b0 et comme b0 =
⌊√

d+
⌊√

d
⌋⌋

= 2
⌊√

d
⌋
, alors

a0 = b0 −
⌊√

d
⌋
=

1

2
b0.

Par conséquent am = bm = b0 = 2a0. En utilisant la notation (1.44), nous obtenons :

√
d =

[
a0, a1, . . . , am−1, 2a0

]
.

Ce qui achève la preuve.

Nous clôturons ce chapitre par donner le développement en fraction continue de
√
17 et

celui de
√
6083 ainsi que quelques unes de leurs réduites.

Exemple 1.47.
— Posons x0 =

√
17, alors d’après la relation (1.25), a0 =

⌊√
17
⌋
= 4. Poursuivons le

calcul en utilisant la relation (1.25). Nous avons

x1 =
1

x0 − a0
=

1√
17− 4

=
√
17 + 4, donc, a1 = 8.

x2 =
1

x1 − a1
=

1√
17− 4

= x1, donc, a2 = a1 = 8.
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Comme x2 = x1 alors pour tout n > 1, xn+1 = xn. Autrement dit le développement
en fraction continue de

√
17 est périodique de période m = 1 à partir du rang k = 1.

Donc en utilisant la notation (1.44), nous obtenons
√
17 =

[
4, 8
]
.

— Passons au calcul de quelques réduites. Comme a0 = 4 et a1 = 8, alors en utilisant les
relations (1.27) et (1.29), nous obtenons ce qui suit :

p0 = 4, p1 = 33, q0 = 1, et q1 = 8, .

Par conséquent,
p0
q0

= 4, et
p1
q1

=
33

8
.

Exemple 1.48.
— Posons x0 =

√
6083. D’après la relation (1.25), a0 =

⌊√
6083

⌋
= 77. Poursuivons le

calcul en utilisant la relation (1.25). On a

x1 =
1

x0 − a0
=

1√
6083− 77

=
77 +

√
6083

154
.

Puisque 77 <
√
6083 < 78, donc

1 =
77 + 77

154
< x1 <

77 + 78

154
=

155

154
.

Par conséquent a1 = 1.

x2 =
1

x1 − a1
= 77 +

√
6083, donc, a2 = 154.

x3 =
1

x2 − a2
=

1√
6083− 77

= x1, donc, a3 = a1 = 1.

Comme x3 = x1 alors pour tout n > 1, xn+2 = xn. Autrement dit le développement en
fraction continue de

√
6083 est périodique de période m = 2 à partir du rang k = 1.

Donc en utilisant la notation (1.44), nous obtenons
√
6083 =

[
77, 1, 154

]
.

— Calculons quelques réduites. Comme a0 = 77 et a1 = 1, alors en utilisant les rela-
tions (1.27) et (1.29), nous obtenons ce qui suit :

p0
q0

= 77 et
p1
q1

=
78

1
.





Chapitre 2

L’équation de Pell-Fermat

Une équation de Pell-Fermat est une équation diophantienne de la forme suivante :

u2 − dv2 = 1, (2.1)

où d est un entier strictement positif et non carré. Il est clair que les couples (−1, 0) et (1, 0)
sont des solutions de l’équation de Pell-Fermat (2.1). Ces dernières sont appelées solutions
triviales. Il faut noter que généralement, cette équation est appelée équation de Pell. Cette
dénomination est due à Euler, alors que historiquement, le mathématicien anglais John Pell
(1611–1685) n’a apparemment pas contribué à sa résolution.
Plusieurs mathématiciens se sont intéressés à l’étude de cette équation, tel que le mathé-
maticien indien Brahmagupta (598-670). Nous pouvons également citer les mathématiciens
anglais John Wallis (1616–1703) et William Brouncker (1620–1684), qui ont été défiés en 1657
par Pierre de Fermat à prouver que l’équation (2.1) admet une infinité de solutions entières
non triviales.
En 1730, Leonhard Euler (1707-1783) a repris l’étude de cette équation et il a démontré com-
ment obtenir un ensemble infini de solutions à partir d’une solution non triviale, supposée
connue. Et il a aussi trouver son lien avec les fractions continues. Mais, il n’a pas démontré
l’existence d’au moins une solution entière non triviale. C’est Joseph-Louis Lagrange (1736-
1813) qui a résolu ce problème en prouvant que l’équation de Pell-Fermat admet toujours
des solutions entières. Pour cela, il a utilisé le développement en fraction continue de l’irra-
tionnel

√
d. Il a prouvé que les solutions à coordonnées positives de l’équation de Pell-Fermat

se trouvent parmi les couples (pn, qn), où pn
qn

est une réduite de
√
d et n un entier positif.

Le présent chapitre est composé de quatre parties. Dans la première partie, en suivant le
procédé de Lagrange basé sur le développement en fraction continue de

√
d, nous prouverons

que l’équation de Pell-Fermat admet une infinité de solutions à coordonnées positives. Nous
prouverons également que parmi ces dernières, il existe une solution (x1, y1), souvent appelée
solution minimale ou fondamentale, vérifiant la propriété suivante : Étant donné un couple
solution (x, y) à coordonnées positives de l’équation de Pell-Fermat (2.1), alors x > x1 et

43
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y > y1. Ensuite, en posant pour tout entier k > 0,

xk + yk
√
d = (x1 + y1

√
d)k,

nous prouverons que l’ensemble des solutions à coordonnées positives de l’équation de Pell-
Fermat est composé des couples (xk, yk). Il en résulte de cela que toutes les solutions à
coordonnées positives s’obtiennent à partir de la solution minimale (x1, y1).
Dans la seconde partie, en utilisant la relation ci-dessus, nous démontrerons plusieurs rela-
tions vérifiées par les solutions à coordonnées positives de l’équation de Pell-Fermat (2.1).
Parmi celles-ci, les deux suivantes : pour tout entier k > 0,

xk+2 = 2x1xk+1 − xk et x2k = 2x2k − 1.

Enfin, nous donnerons deux lemmes concernant les solutions (xk, yk), dont l’intérêt se verra
dans le chapitre à venir. Dans la troisième partie, nous verrons qu’il y a un lien entre les solu-
tions à coordonnées positives de l’équation de Pell-Fermant et les polynômes de Tchebychev
de première et seconde espèce. Dans la quatrième partie, nous [1] donnerons de nouveaux
résultats concernant la suite (xk)k>0. Ces derniers seront utilisés dans les démonstrations des
différents théorèmes du dernier chapitre.

Pour la partie histoire de cette introduction nous nous sommes inspirés du livre [9] et de
l’article de Bureaux-Bourgois [4]. En ce qui concerne le reste du chapitre, nous nous sommes
inspirés des livres suivants : [2], [9] et[20].

2.1 Résolution de l’équation de Pell-Fermat

Notre but est de montrer que l’équation de Pell-Fermat admet une infinité de solutions
non triviales. Mais avant cela, traitons quelques cas particulier afin de justifier l’hypothèse
d positif et non carré. Soit (x, y) une solution à coordonnées entières de l’équation

u2 − dv2 = 1.

— Si d = 0, alors x2 = 1. Par conséquent, l’équation u2 − dv2 = 1 admet une infinité de
solutions, celles-ci sont de la forme (±1, y), avec y ∈ Z.

— Si d = −1 alors (±1, 0) , (0,±1) sont les seules solutions de l’équation u2 + v2 = 1.
— Si d < −1 , alors (±1, 0) sont les seules solutions de l’équation u2 − dv2 = 1.
— Si d = a2 avec a 6= 0, alors x2 − a2y2 = 1 donne

(x− ay) (x+ ay) = 1.
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Comme x, y et a sont des entiers, alors deux cas se présentent :
x− ay = 1

x+ ay = 1

ou


x− ay = −1

x+ ay = −1
.

Par conséquent (x, y) = (1, 0) ou (x, y) = (−1, 0).
Nous remarquons que pour ces valeurs de d, les solutions sont toutes connues, et c’est pour
cette raison que nous les excluons. En d’autres termes, dans tout ce qui suit, on supposera
que d est strictement positif et non carré.

Remarque 2.1. Si (x, y) est solution de l’équation de Pell-Fermat, alors les couples (x,−y),
(−x, y) et (−x,−y) le sont également. Donc trouver les solutions à coordonnées positives
suffit pour trouver toutes les solutions. C’est pourquoi nous allons chercher seulement les
solutions (x, y), avec x et y positifs. Puisque x et y sont supposés positifs, alors c’est la
solution (1, 0) qui sera appelée dans toute la suite, solution triviale.

Revenons à notre objectif initial, qui est de prouver que l’équation de Pell-Fermat (2.1) ad-
met des solutions (x, y) non triviales. Nous commençons par donner un lemme dont l’intérêt
se verra lors de la démonstration du théorème 2.3 ainsi que dans celle du théorème 2.4.

Lemme 2.2. Soient x, y deux entiers naturels. Si (x, y) est un couple solution de l’équation
de Pell-Fermat (2.1), alors

1. x est strictement positif,

2. x− y
√
d > 0 et x > y,

3. x et y sont premiers entre eux.

Démonstration.

1. Comme (x, y) est solution de l’équation de Pell-Fermat (2.1), alors x2 = 1 + dy2.
Puisque d > 1, nous avons x2 > 1. Comme x est supposé positif, alors x > 1.

2. Comme par hypothèse, x2 − dy2 = 1, alors(
x+ y

√
d
)(

x− y
√
d
)
= 1.

Puisque y ∈ N, d > 1 et d’après l’assertion (1), x > 0, alors x+y
√
d > 0. Ceci nous per-

met de déduire que x − y
√
d > 0. Pour finir, montrons que x > y.

Puisque x − y
√
d > 0, alors x > y

√
d. Comme y ∈ N et

√
d > 1, alors y

√
d > y.

D’où x > y.

3. Soit d′ un diviseur commun à x et y, donc d′ divise x2− dy2 = 1. Par conséquent, x et
y sont premiers entre eux.
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D’après la proposition 1.46,
√
d admet un développement en fraction continue périodique.

Dans toute la suite m désigne la période du développement en fraction continue de
√
d, et

pour tout entier n > 0, pn
qn

désigne la réduite d’ordre n de
√
d.

Dans l’introduction du présent chapitre, nous avons mentionné que les solutions de l’équation
de Pell-Fermat se trouvent parmi les réduites de

√
d. Le théorème suivant nous éclaircit ce

point.

Théorème 2.3 ([2]). Soient x et y deux entiers strictement positifs. Si le couple (x, y) est
solution de l’équation de Pell-Fermat (2.1), alors il existe un entier n > 0 tels que, x = pn

et y = qn.

Démonstration. Soit (x, y) une solution de l’équation de Pell-Fermat (2.1), avec x et y stric-
tement positifs. Comme

√
d > 1 et y > 0, alors

y
√
d > y.

Puisque d’après la première assertion du lemme 2.2

x > y,

alors, x+ y
√
d > 2y. D’où l’inégalité suivante :

1

x+ y
√
d
<

1

2y
. (2.2)

Gardons cette inégalité de côté et revenons au fait que (x, y) soit un couple solution de
l’équation de Pell-Fermat (2.1). Cela signifie que

(
x+ y

√
d
)(

x− y
√
d
)
= 1. D’où,

x− y
√
d =

1

x+ y
√
d
.

Par conséquent, en utilisant l’inégalité (2.2), nous obtenons :

x− y
√
d <

1

2y
.

Comme, d’après le lemme 2.2, x− y
√
d > 0, alors∣∣∣x− y√d∣∣∣ < 1

2y
.

Puisque y est par hypothèse strictement positif, alors∣∣∣∣xy −√d
∣∣∣∣ < 1

2y2
.

Le théorème 1.28 nous affirme que la fraction
x

y
est une réduite de

√
d. Autrement dit, il
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existe un entier n > 0 tel que x

y
=

pn
qn
. Rappelons que pn et qn sont d’après le corollaire 1.10

premiers entre eux, et x et y le sont également en vertu du lemme 2.2. Par conséquent x = pn

et y = qn. Ce qui termine la preuve.

Il est naturel de se demander si pour tout entier n > 0, le couple (pn, qn), où
pn
qn

est une

réduite de
√
d, est solution de l’équation de Pell-Fermat (2.1) ? La réponse à été donnée par

Joseph-Louis de Lagrange en 1768. Nous la présentons sous forme d’un théorème.

Théorème 2.4 ([2]). Soit n un entier naturel. Le couple (pn, qn) est solution de l’équation
de Pell-Fermat (2.1) si et seulement si n est impair et m | n+ 1.

Pour la preuve nous nous sommes inspirés du livre d’Alan Baker [2].

Démonstration. Soit n ∈ N. Selon la proposition 1.13, qn ∈ N∗. Puisque a0 = b
√
dc et

d > 1, alors d’après la proposition 1.11, pn ∈ N∗. Par conséquent, en supposant que (pn, qn)

est une solution de l’équation de Pell-Fermat (2.1), le lemme 2.2 nous fournit l’inégalité
suivante : pn − qn

√
d > 0. Ce qui implique, pn > qn

√
d. En divisant cette inégalité par qn,

nous obtenons pn
qn

>
√
d. Alors, en vertu de la troisième assertion de la proposition 1.26, n

est impair. Prouvons que m | (n+ 1). Comme n > 1, alors, d’après le lemme 1.25

√
d =

xn+1pn + pn−1
xn+1qn + qn−1

.

Par suite, √
d (xn+1qn + qn−1) = xn+1pn + pn−1.

Et donc,
xn+1

(
pn − qn

√
d
)
= qn−1

√
d− pn−1.

En multipliant par pn + qn
√
d, et en tenant compte du fait que (pn, qn) est par hypothèse

une solution de l’équation de Pell-Fermat (2.1), nous obtenons :

xn+1 =
√
d (pnqn−1 − qnpn−1) + dqnqn−1 − pnpn−1.

En utilisant la première assertion du lemme 1.9, nous obtenons ce qui suit :

xn+1 =
√
d(−1)n+1 + dqnqn−1 − pnpn−1.

Puisque nous avons prouvé que l’entier n est impair, alors

xn+1 =
√
d+ dqnqn−1 − pnpn−1.

Comme par la relation (1.25), xn+1 = an+1 +
1

xn+2
, et par la dernière assertion de la propo-

sition 1.23,
√
d = F1(a0, x1) = a0 +

1
x1
, alors

an+1 +
1

xn+2

= a0 +
1

x1
+ dqnqn−1 − pnpn−1.



48

Par conséquent,
1

xn+2

− 1

x1
= a0 − an+1 + dqnqn−1 − pnpn−1. (2.3)

En utilisant la première assertion de la proposition 1.23, nous obtenons −1 < 1
xn+2
− 1

x1
< 1.

Comme a0 et an+1 sont d’après la même proposition des entiers, et comme mentionné au
début de cette preuve, pn, pn−1, qn, et qn−1 sont également des entiers, alors en utilisant la
relation (2.3) nous obtenons 1

xn+2
− 1

x1
= 0. Par conséquent, xn+2 = x1.

Selon la proposition 1.46, le développement en fraction continue de
√
d est périodique de

période m à partir de k = 1. Par conséquent, d’après la troisième assertion du lemme 1.36,
la suite (xn)n>0 est périodique de périodem à partir du rang k = 1. Ainsi, puisque xn+2 = x1,
alors il existe un entier ` > 1 tel que n+ 2 = `m+ 1. Par conséquent, m | n+ 1.
Réciproquement, supposons que n est impair et qu’il existe un entier ` > 1 tel que n+1 = `m.
Nous déduisons de la seconde hypothèse que n+2 = `m+1, et donc xn+2 = x`m+1. Rappelons
que la suite (xn)n>0 est périodique de périodem à partir de k = 1. Par conséquent xn+2 = x1.
D’après le lemme 1.25,

√
d peut s’écrire comme suit :

√
d =

xn+2pn+1 + pn
xn+2qn+1 + qn

.

Comme xn+2 = x1, et d’après la relation (1.25), x1 = 1√
d−a0

, alors

√
d =

(
1√
d−a0

)
pn+1 + pn(

1√
d−a0

)
qn+1 + qn

.

En réduisant au même dénominateur, nous obtenons :

√
d =

pn+1 + pn

(√
d− a0

)
qn+1 + qn

(√
d− a0

) .
D’où, (

qn+1 + qn

(√
d− a0

))√
d = pn+1 + pn

(√
d− a0

)
.

En faisant les calculs nécessaires, nous obtenons :

(pn + a0qn − qn+1)
√
d = dqn + a0pn − pn+1.

Comme
√
d /∈ Q, alors pn + a0qn − qn+1 = dqn + a0pn − pn+1 = 0. Par conséquent,

pn = −a0qn + qn+1 et dqn = −a0pn + pn+1.

Par suite,
p2n = (−a0qn + qn+1)pn et dq2n = (−a0pn + pn+1)qn.
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Par conséquent,
p2n − dq2n = − (pn+1qn − qn+1pn)

En utilisant le lemme 1.9, et le fait que n est par hypothèse impair, nous obtenons,

p2n − dq2n = 1.

Donc le couple de coordonnées pn et qn est bien une solution de l’équation de Pell-Fermat (2.1).

Ce théorème nous permet de conclure que l’équation de Pell-Fermat possède une infinité
de solutions non triviales à coordonnées positives. La proposition suivante, qui découle de ce
théorème et du théorème 2.3 nous présente l’ensemble de ces solutions.

Proposition 2.5 ([9]).
— Si m est pair, alors S1 = {(pmk−1, qmk−1) , k ∈ N∗} est l’ensemble des solutions à coor-

données strictement positives de l’équation de Pell-Fermat (2.1).
— Si m est impair, alors S2 = {(p2mk−1, q2mk−1) , k ∈ N∗} est l’ensemble des solutions à

coordonnées strictement positives de l’équation de Pell-Fermat (2.1).

Démonstration. D’après le théorème 2.3, toute solution à coordonnées strictement positives
de l’équation de Pell-Fermat (2.1) est de la forme (pn, qn), où pn

qn
est une réduite de

√
d. Le

théorème 2.4, quant à lui, montre que les couples (pn, qn) qui forment un couple solution de
l’équation de Pell-Fermat sont ceux dont l’ordre n vérifie les conditions suivantes :
— n impair.
— n+ 1 divisible par m.

Par conséquent, ces solutions sont de la forme (pkm−1, qkm−1), avec k > 1. Mais comme
d’après la première condition, km− 1 doit être impair, alors deux cas se présentent :
— Cas 1 : Si m est pair, alors km − 1 est impair. Par conséquent, toute solution de

l’équation de Pell-Fermat est de la forme (pkm−1, qkm−1), avec k > 1.
— Cas 2 : Si m est impair alors km − 1 est impair si et seulement si k est pair. D’où

l’existence d’un entier strictement positif k′, tel que, k = 2k′. Donc, les solutions de
l’équation de Pell-Fermat sont de la forme (p2k′m−1, q2k′m−1).

Corollaire 2.6 ([9]). Soit (x, y) une solution non-triviale à coordonnées positives de l’équa-
tion de Pell-Fermat (2.1), on a :
— si m est pair, alors x > pm−1 et y > qm−1.
— Si m est impair, alors x > p2m−1 et y > q2m−1.

Démonstration.
— Cas 1 : Si m est pair, alors il existe d’après la proposition 2.5 un entier k > 1 tels que

x = pmk−1 et y = qmk−1. Comme k,m > 1 alors

km− 1 > m− 1. (2.4)
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Vu que
√
d > 1, alors a0 = b

√
dc > 1. Par conséquent, d’après les propositions 1.11

et 1.13, les suites (pn)n>0 et (qn)n>0 sont toutes les deux croissantes. Ainsi, la rela-
tion(2.4) nous permet de déduire que

pkm−1 > pm−1 et qkm−1 > qm−1.

— Cas 2 : Si m est impair, alors selon la proposition 2.5, il existe un entier k > 1, tels que
x = p2mk−1 et y = q2mk−1. Étant donné que k > 1 et m > 1, alors 2mk − 1 > 2m− 1.
En utilisant à nouveau la croissance des suites (pn)n>0 et (qn)n>0, nous obtenons

p2km−1 > p2m−1 et q2km−1 > q2m−1.

Ce qui termine la preuve.

Définition 2.7. La solution (p`m−1, q`m−1), où ` = 1 si m est pair et ` = 2 si m est impair,
est appelée solution minimale de l’équation de Pell-Fermat (2.1).

Posons maintenant pour tout entier k > 0,

xk + yk
√
d = (p`m−1 + q`m−1

√
d)k. (2.5)

Donc, (x0, y0) désigne la solution triviale de l’équation de Pell-Fermat (2.1) et (x1, y1) désigne
sa solution minimale. La relation (2.5) sera utilisée à plusieurs reprises. Pour alléger l’écriture,
nous la réécrivons comme suit :

xk + yk
√
d = (x1 + y1

√
d)k. (2.6)

Lemme 2.8.

1. On a x1 > 1 et y1 > 0.

2. La suite ((x1 + y1
√
d)k)k>0 est strictement croissante.

3. Si (x, y) est une solution à coordonnées strictement positives de l’équation de Pell-
Fermat (2.1), alors x+ y

√
d > x1 + y1

√
d.

4. Si (x, y) est une solution de l’équation de Pell-Fermat (2.1) tel que x+ y
√
d > 1, alors

x, y > 0.

Démonstration.

1. Comme (x1, y1) désigne la solution minimale de l’équation de Pell-Fermat (2.1), alors,
d’après la définition 2.7 deux cas se présentent :
— Cas 1 : (x1, y1) = (pm−1, qm−1). Ce cas se produit lorsque m est pair. D’où m > 2.

Par suite m − 1 > 1. Comme a0 = b
√
dc > 1, alors d’après la proposition 1.11,

pm−1 > p1 > p0. Puisque selon la relation (1.27), p0 = a0, alors pm−1 > 1 et
y1 = qm−1 > 0.
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— Cas 2 : (x1, y1) = (p2m−1, q2m−1). Ce cas se produit lorsque m est impair. Donc
m > 1. Par suite 2m− 1 > 1. En arrivant à cette étape il suffit de procéder comme
dans le cas précédent pour arriver au résultat souhaité.

2. Comme
√
d > 1 et d’après la première assertion y1 > 0, alors x1 + y1

√
d > x1. En

utilisant encore une fois la première assertion, nous obtenons x1 + y1
√
d > 1. Par

conséquent, pour tout entier k > 0,

(x1 + y1
√
d)k+1

(x1 + y1
√
d)k

> 1.

Ce qui signifie que la suite ((x1 + y1
√
d)k)k>0 est strictement croissante.

3. D’après le corollaire 2.6, y > y1 et x > x1, alors x+ y
√
d > x1 + y1

√
d.

4. On a par hypothèse (x, y) est un couple solution de l’équation de Pell-Fermat. Donc(
x− y

√
d
)(

x+ y
√
d
)
= 1.

Autrement dit
x− y

√
d =

1

x+ y
√
d
.

Et comme par hypothèse
1 < x+ y

√
d,

alors
0 < x− y

√
d < 1 < x+ y

√
d.

Il en résulte de ces trois inégalités que 2x > 1 et 2y
√
d > 0. D’où x > 0 et y > 0.

Considérons les ensembles suivants :

S = {x+ y
√
d ∈ Z[

√
d] | x2 − dy2 = 1} et S+ = {x+ y

√
d ∈ S | x, y > 0}.

Lemme 2.9. Le plus petit élément de S+ est x1 + y1
√
d.

Démonstration. Comme (x1, y1) est la solution minimale de l’équation de Pell-Fermat (2.1),
alors x1 + y1

√
d ∈ S. Et puisque d’après la première assertion du lemme 2.8, x1, y1 > 0,

alors x1 + y1
√
d ∈ S+. Soit maintenant x + y

√
d ∈ S+. Donc (x, y) est un couple solution

de l’équation de Pell-Fermat à coordonnées strictement positives. Donc, d’après la troisième
assertion du lemme 2.8, x + y

√
d > x1 + y1

√
d. Par conséquent, x1 + y1

√
d est le plus petit

élément de S+.

Proposition 2.10. Pour tout entier k > 0, (xk, yk) est un couple solution de l’équation de
Pell-Fermat (2.1). De plus, (xk, yk) ∈ N∗ × N.

Démonstration.
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— Considérons le Q-automorphisme de corps σ : Q(
√
d) → Q(

√
d) définie par σ(x +

y
√
d) = x− y

√
d. Donc pour tout entier k > 0,

xk − yk
√
d = σ(xk + yk

√
d).

En utilisant la relation (2.6), nous obtenons :

xk − yk
√
d = σ((x1 + y1

√
d)k).

Puisque σ est un morphisme de corps, alors

xk − yk
√
d = (σ(x1 + y1

√
d))k

= (x1 − y1
√
d)k.

En tenant compte de cela et de la relation (2.6), nous obtenons :

(xk + yk
√
d)(xk − yk

√
d) = (x1 + y1

√
d)k(x1 − y1

√
d)k

= ((x1 + y1
√
d)(x1 − y1

√
d))k

=
(
x21 − dy21

)k
.

Comme (x1, y1) désigne la solution minimale de l’équation de Pell-Fermat (2.1), alors

(xk + yk
√
d)(xk − yk

√
d) = 1.

Par conséquent, pour tout entier k > 0, (xk, yk) est un couple solution de l’équation
de Pell-Fermat (2.1).

— Pour finir, montrons que pour tout entier k > 0, (xk, yk) ∈ N× N∗. Commençons par
k = 0. Dans ce cas la relation (2.6) nous permet de déduire que (x0, y0) = (1, 0), ce
qui est évidemment dans N∗×N. Supposons maintenant que k > 1. Comme d’après la
troisième assertion du lemme 2.8, la suite ((x1+ y1

√
d)k)k>0 est strictement croissante,

alors
xk + yk

√
d = (x1 + y1

√
d)k > x1 + y1

√
d.

En revenant à la démonstration de la seconde assertion du lemme 2.8, nous trouvons
que x1 + y1

√
d > 1. Par conséquent, pour tout k > 1, xk + yk

√
d > 1. Donc, comme

en vertu de l’assertion précédente, pour tout entier k > 0, (xk, yk) est une solution de
l’équation de Pell-Fermat (2.1), alors d’après la dernière assertion du lemme 2.8, pour
tout entier k > 1, xk, yk > 0.

Proposition 2.11. Soit (x, y) une solution à coordonnées positives de l’équation de Pell-
Fermat (2.1). Alors il existe un entier k > 0 tel que (x, y) = (xk, yk).

Démonstration.
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— Si (x, y) = (1, 0), alors d’après la relation (2.6), (x, y) = (x0, y0).
— Supposons que (x, y) est une solution non-triviale. D’après la troisième assertion du

lemme 2.8, x + y
√
d > x1 + y1

√
d. Comme d’après le même lemme, la suite

((x1 + y1
√
d)k)k>0 est strictement croissante, alors il existe un entier k > 1, tel que

(x1 + y1
√
d)k 6 x+ y

√
d < (x1 + y1

√
d)k+1.

En utilisant la relation (2.6), nous obtenons ce qui suit

xk + yk
√
d 6 x+ y

√
d < (xk + yk

√
d)(x1 + y1

√
d).

En multipliant maintenant par xk − yk
√
d et en tenant compte de la proposition 2.10,

selon laquelle pour tout entier k > 0, (xk, yk) est solution de l’équation de Pell-
Fermat (2.1), nous obtenons

1 6 (x+ y
√
d)(xk − yk

√
d) < x1 + y1

√
d. (2.7)

Posons
e+ f

√
d = (x+ y

√
d)(xk − yk

√
d). (2.8)

Donc,
e2 − df 2 = (x+ y

√
d)(xk − yk

√
d)(x− y

√
d)(xk + yk

√
d).

Comme par hypothèse (x, y) est une solution de l’équation de Pell-Fermat, et (xk, yk)
l’est également en vertu de la proposition 2.10, alors e2−df 2 = 1. Autrement dit (e, f)
est un couple solution de l’équation de Pell-Fermat. D’où e+ f

√
d ∈ S.

Supposons maintenant que e+ f
√
d 6= 1. Donc, d’après la relation (2.7), e+ f

√
d > 1.

Comme (e, f) est une solution de l’équation de Pell-Fermat, alors selon la dernière
assertion du lemme 2.8, e, f > 0. Ainsi, puisque e + f

√
d ∈ S, alors e + f

√
d ∈ S+.

Par conséquent, d’après le lemme 2.9, e + f
√
d > x1 + y1

√
d. Ce qui contredit la

relation (2.7). Donc notre supposition selon laquelle e + f
√
d 6= 1 est fausse. Par

conséquent, e+ f
√
d = 1. En utilisant la relation (2.8), nous obtenons

x+ y
√
d =

1

xk − yk
√
d
= xk + yk

√
d.

D’où x = xk et y = yk. Ce qui termine la preuve.

Il découle des propositions 2.10 et 2.11 le corollaire suivant :

Corollaire 2.12. L’ensemble des solutions à coordonnées positives de l’équation de Pell-
Fermat (2.1) est composé des couples (xk, yk) donnés par la relation

xk + yk
√
d = (x1 + y1

√
d)k, k ∈ N.
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Les exemples suivant illustrent le corollaire 2.12.

Exemple 2.13. Nous allons résoudre l’équation de Pell-Fermat pour d = 11. D’après
l’exemple 1.47, le développement en fraction continue de

√
17 est de la forme

√
17 =

[
4, 8
]
,

la période m = 1 et (p1, q1) = (33, 8). Alors selon la définition 2.7, (p1, q1) est la solution
minimale de l’équation de Pell-Fermat

u2 − 17v2 = 1.

Pour trouver toutes les autres solutions à coordonnées positives, nous appliquons le corol-
laire 2.12 selon lequel pour tout entier k > 0,

xk + yk
√
17 =

(
x1 + y1

√
17
)k
,

où (x1, y1) = (p1, q1) = (33, 8). Par exemple, pour trouver la solution (x2, y2), nous rempla-
çons k par 2, ce qui nous donne :

x2 + y2
√
17 = (33 + 8

√
17)2 = 2177 + 528

√
17.

Par conséquent, (x2, y2) = (2177, 528).

Exemple 2.14. Nous allons résoudre ici l’équation u2−6083v2 = 1. D’après l’exemple 1.48,
le développement en fraction continue de

√
6083 est

√
6083 =

[
77, 1, 154

]
.

Donc il est périodique de période m = 2. Alors selon la définition 2.7, (p1, q1) = (78, 1) est
la solution minimale de l’équation de Pell-Fermat

u2 − 6083v2 = 1.

Pour trouver toutes les solutions à coordonnées positives, il suffit d’appliquer le corollaire 2.12
selon lequel pour tout entier k > 0,

xk + yk
√
6083 =

(
x1 + y1

√
6083

)k
,

où (x1, y1) = (p1, q1) = (78, 1).

2.2 Récurrences dans la suite des solutions de l’équation

de Pell-Fermat

Dans cette section, nous nous intéressons aux suites (xk)k>0 et (yk)k>0, où pour tout
entier k > 0, (xk, yk) représente d’après le corollaire 2.12 une solution à coordonnées positives
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de l’équation de Pell-Fermat (2.1). Nous verrons par exemple que ces dernières vérifient, pour
tout entier k > 0, les relations suivantes :

xk+2 = 2x1xk+1 − xk, yk+2 = 2x1yk+1 − yk et x2k = 2x2k − 1,

où (x1, y1) représente la solution minimale de l’équation de Pell-Fermat (2.1). Ces relations
constituent l’un des résultats principaux de cette section, et joueront un rôle important dans
le dernier chapitre lors de l’étude de l’équation diophantienne

(an − 1)(bm − 1) = x2.

Nous donnerons aussi l’expression du terme général pour chacune de ces suites. Nous com-
mençons cette section par la proposition suivante.

Proposition 2.15. Soient r et s deux entiers positifs. Nous avons :

1. xr+s = xrxs + dyrys.

2. yr+s = xrys + xsyr.

Démonstration. D’après le corollaire 2.12, pour tout entier k > 0, xk et yk s’obtiennent à
partir de la formule (2.6) :

xk + yk
√
d =

(
x1 + y1

√
d
)k
.

Donc,

xr+s + yr+s
√
d =

(
x1 + y1

√
d
)r+s

=
(
x1 + y1

√
d
)r (

x1 + y1
√
d
)s
.

En utilisant à nouveau la relation (2.6), nous obtenons :

xr+s + yr+s
√
d =

(
xr + yr

√
d
)(

xs + ys
√
d
)
.

Par suite,
xr+s + yr+s

√
d = (xrxs + dyrys) + (xrys + xsyr)

√
d.

Par conséquent,
xr+s = xrxs + dyrys et yr+s = xrys + xsyr.

Ce qui termine la preuve.

Le corollaire suivant découle directement de la proposition précédente.

Corollaire 2.16. Pour tout entier k > 0,

1. x2k = 2x2k − 1.

2. y2k = 2xkyk.
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3. xk+1 = xkx1 + dyky1.

4. yk+1 = xky1 + x1yk.

5. xk+2 = 2x1xk+1 − xk.

6. yk+2 = 2x1yk+1 − yk.

Démonstration.

— Soit k un entier naturel et montrons que x2k = 2x2k − 1. D’après la première assertion
de la proposition 2.15,

x2k = x2k + dy2k.

Comme (xk, yk) est solution de l’équation de Pell-Fermat (2.1), alors dy2k = x2k− 1. Par
conséquent,

x2k = 2x2k − 1.

— La deuxième et la quatrième formule s’obtiennent en remplaçant une fois r et s par k, et
une fois (r, s) par (k, 1) dans l’égalité donnée par l’assertion (2) de la proposition 2.15.
Quant à la troisième formule, elle s’obtient en remplaçant (r, s) par (k, 1) dans l’égalité
donnée par l’assertion (1) de la proposition 2.15.

— Passons à la preuve de la cinquième assertion. D’après la première assertion de la
proposition 2.15,

xk+2 = xkx2 + dyky2.

Comme, d’après la première et la seconde assertion du présent corollaire,

x2 = 2x21 − 1 et y2 = 2x1y1, (2.9)

alors,
xk+2 = xk

(
2x21 − 1

)
+ dyk (2x1y1) .

Par suite,
xk+2 = 2x1 (xkx1 + dyky1)− xk.

En utilisant la troisième assertion de ce corollaire, nous obtenons

xk+2 = 2x1xk+1 − xk.

— Enfin, montrons que pour tout entier k > 0, yk+2 = 2x1yk+1− yk. D’après la deuxième
assertion de la proposition 2.15,

yk+2 = xky2 + x2yk.

En utilisant maintenant la relation (2.9), nous obtenons

yk+2 = xk(2x1y1) + (2x21 − 1)yk.
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Par suite,
yk+2 = 2x1 (xky1 + x1yk)− yk.

Comme d’après l’assertion (4) de ce corollaire, yk+1 = xky1 + x1yk, alors

yk+2 = 2x1yk+1 − yk.

La proposition suivante est très importante, car elle a été essentielle pour prouver un
nouveau résultat [1], que nous verrons dans le chapitre suivant, à savoir le corollaire 2.31 .

Proposition 2.17. Soient i ∈ N∗, et k et m deux entiers naturels. Nous avons :

1. xim =

bm2 c∑
j=0

(
m

2j

)
xm−2ji

(
x2i − 1

)
.

2. yim = yi

bm−1
2 c∑
j=0

(
m

2j + 1

)
xm−2j−1i

(
x2i − 1

)j.
3. Si i | k, alors yi | yk.

4. xk =
b k2c∑
j=0

(
k

2j

)
xk−2j1

(
x21 − 1

)j.
5. yk = y1

b k−1
2 c∑
j=0

(
k

2j + 1

)
xk−2j−11

(
x21 − 1

)j.
Démonstration.
— Commençons par prouver les deux premières assertions. Rappelons que pour tout en-

tier k > 0, xk et yk s’obtiennent à partir de la relation (2.6) :

xk + yk
√
d =

(
x1 + y1

√
d
)k
.

Donc,

xim + yim
√
d =

(
x1 + y1

√
d
)im

.

Par suite,

xim + yim
√
d =

((
x1 + y1

√
d
)i)m

.

En utilisant à nouveau la relation (2.6), nous obtenons :

xim + yim
√
d =

(
xi + yi

√
d
)m

.

En appliquant le formule du binôme de Newton au membre droit de cette égalité, nous
obtenons :

xim + yim
√
d =

m∑
j=0

(
m

j

)
xm−ji

(
yi
√
d
)j
.
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En séparant les termes pairs et impairs du membre droit de l’égalité ci-dessus, nous
obtenons :

xim + yim
√
d =

bm2 c∑
j=0

(
m

2j

)
xm−2ji

(
yi
√
d
)2j

+

bm−1
2 c∑
j=0

(
m

2j + 1

)
xm−2j−1i

(
yi
√
d
)2j+1

.

Comme (xi, yi) est solution de l’équation de Pell-Fermat (2.1), alors dy2i = x2i − 1. Par
conséquent,

xim+yim
√
d =

bm2 c∑
j=0

(
m

2j

)
xm−2ji

(
x2i − 1

)j+

yi b
m−1

2 c∑
j=0

(
m

2j + 1

)
xm−2j−1i

(
x2i − 1

)j√d.
D’où,

xim =

bm2 c∑
j=0

(
m

2j

)
xm−2ji

(
x2i − 1

)j
et

yim = yi

bm−1
2 c∑
j=0

(
m

2j + 1

)
xm−2j−1i (x2i − 1)j.

— Passons à la preuve de la troisième assertion. Supposons que i | k. Alors il existe un
entier naturel m tel que k = im. D’après la seconde assertion du présent corollaire,

yk = yim = yi

bm−1
2 c∑
j=0

(
m

2j + 1

)
xm−2j−1i

(
x2i − 1

)j
.

Comme xi est un entier naturel, alors yi | yk.
— Les deux dernières égalités s’obtiennent à partir des deux premières.

En plus de la proposition précédente, nous ferons également appel à ce résultat lors de la
démonstration du corollaire 2.31.

Lemme 2.18. Pour tout k > 0, les suites (xk)k>0 et (yk)k>0 sont strictement croissantes.

Démonstration. D’après la première assertion du lemme 2.8,

x1 > 1 = x0 et y1 > 0 = y0,

où (x0, y0) est la solution triviale de l’équation de Pell-Fermat. Montrons maintenant que
pour tout entier k > 1, xk+1 > xk et yk+1 > yk. Comme x1 > 1 et xk, yk, d et y1 sont des
entiers strictement positifs, alors

xkx1 + dyky1 > xk et xky1 + x1yk > yk.
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En utilisant les assertions (3) et (4) du corollaire 2.16, nous obtenons xk+1 > xk et yk+1 > yk.
Par conséquent, les suites (xk)k>0 et (yk)k>0 sont strictement croissantes.

Nous clôturons cette section par le résultat suivant, dont l’intérêt se verra lors de la
démonstration du théorème 3.13 du dernier chapitre.

Lemme 2.19.

1. S’il existe un entier ` > 1 tel que x` = 78 alors pour tout entier k

x2k ≡ (−1)k (mod 156) et x2k+1 ≡ 78 (mod 156).

Démonstration. Comme (78, y`) est solution de l’équation de Pell-Fermat (2.1), alors

dy2` = 782 − 1 = 6083 = 7× 11× 79.

Par conséquent d = 6083. D’après l’exemple 2.14 (x1, y1) = (78, 1) est la solution minimale
de l’équation de Pell-Fermat x2− 6083y2 = 1. Commençons par montrer par récurrence que
pour tout entier k > 0, x2k ≡ (−1)k (mod 156).

— Comme x0 = 1, alors la formule est vérifiée pour k = 0.
— Fixons k > 0. Supposons que x2k ≡ (−1)k (mod 156), et montrons que

x2(k+1) ≡ (−1)k+1 (mod 156).

Comme x1 = 78, donc en utilisant la cinquième assertion du corollaire 2.16, nous
obtenons

x2(k+1) = 156x2k+1 − x2k.

Donc,
x2(k+1) = −x2k (mod 156).

L’hypothèse de récurrence nous permet de déduire que

x2(k+1) ≡ (−1)k+1 (mod 156).

Pour finir, montrons que pour tout entier k > 0, x2k+1 ≡ 78 (mod 156).

— Comme x1 = 78, alors la formule est vérifiée pour k = 0.
— Fixons k > 0. Supposons que x2k+1 ≡ 78 (mod 156), et montrons que

x2(k+1)+1 ≡ 78 (mod 156).

Comme x1 = 78, alors en utilisant à nouveau la cinquième assertion du corollaire 2.16,
nous obtenons :

x2k+3 = 156x2k+2 − x2k+1.
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Donc
x2k+3 ≡ −x2k+1 (mod 156).

L’hypothèse de récurrence nous permet de déduire que

x2k+3 ≡ −78 (mod 156) ≡ 78 (mod 156).

Conclusion : Ainsi, par le principe de récurrence, pour tout entier k > 0, nous avons x2k ≡
(−1)k (mod 156) et x2k+1 ≡ 78 (mod 156).

2.3 Équation de Pell-Fermat et polynômes de Tcheby-

chev

Dans cette section, nous donnons le lien entre les solutions à coordonnées positives de
l’équation de Pell-Fermat et les polynômes de Tchebychev de première et de seconde espèce,
notés respectivement Tk et Uk, où k ∈ N. Ces derniers peuvent être définis par

T0(X) = 1, T1(X) = X, U0(X) = 1, U1(X) = 2X, (2.10)

et pour tout entier k > 0,

Tk+2(X) = 2XTk+1(X)− Tk(X) et Uk+2(X) = 2XUk+1(X)− Uk(X). (2.11)

Par exemple,
T2(X) = 2X2 − 1 et U2(X) = 4X2 − 1.

Théorème 2.20 ([10]).

1. Pour tout k ∈ N, xk = Tk(x1).

2. Pour tout entier k > 1, yk = y1Uk−1(x1).

Démonstration. Commençons par prouver que pour tout entier k > 0, xk = Tk(x1).
— En utilisant la relation (2.10), on obtient : x0 = 1 = T0(x1) et x1 = T1(x1).
— Fixons k > 1. Supposons que pour tout entier n, 1 6 n 6 k, xn = Tn(x1), et montrons

que xk+1 = Tk+1(x1). D’après la cinquième assertion du corollaire 2.16,

xk+1 = 2x1xk − xk−1.

En utilisant l’hypothèse de récurrence, nous obtenons

xk+1 = 2x1Tk(x1)− Tk−1(x1).

En utilisant la relation (2.11), on obtient xk+1 = Tk+1(x1).
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Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout entier k > 1, xk = Tk(x1).
Pour finir, prouvons que pour tout entier k > 1, yk = y1Uk−1(x1).
— En utilisant la relation (2.10), nous pouvons facilement vérifier que y1 = y1U0(x1).

En utilisant la formule donnée par la seconde assertion du corollaire 2.16 et la rela-
tion (2.10) on obtient : y2 = y1U1(x1). Ainsi, la relation est vérifiée pour k = 1 et 2.

— Fixons k > 2. Supposons que pour tout entier n, 1 6 n 6 k, yn = y1Un−1(x1) et
montrons que yk+1 = y1Uk(x1). D’après la dernière assertion du corollaire 2.16,

yk+1 = 2x1yk − yk−1.

En utilisant l’hypothèse de récurrence, nous obtenons :

yk+1 = 2x1y1Uk−1(x1)− y1Uk−2(x1).

= y1 (2x1Uk−1(x1)− Uk−2(x1)) .

En utilisant la relation (2.11), nous trouvons que yk+1 = y1Uk(x1).
Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout entier k > 1, yk = y1Uk−1(x1).

2.4 Divisibilité et congruences

Soit p un nombre premier. Le plus petit entier h tel que p | xh est dit indice de divisibilité
de p dans (xk)k>0, et il est noté h(p). S’il n’existe aucun entier k > 0 tel que xk soit divisible
par p, alors h(p) = +∞. En 2010, Lan et Szalay [11] se sont intéressés à l’étude de l’indice
de divisibilité dans le cas où p ∈ {2, 3, 5}. Ils ont prouvé qu’il est soit égal +∞ soit égal
à 1. Ils ont remarqué que cela n’est pas valable pour le reste des nombres premiers. Par
exemple, pour l’équation de Pell-Fermat x2 − 3y2 = 1, (x1, y1) = (2, 1) et (x2, y2) = (7, 4).
Donc h(7) = 2. Dans [1], nous avons amélioré le résultat de Lan et Szalay [11], en donnant
la valeur de h(p), pour tout nombre premier impair p. Cela constitue l’un des principaux
résultats de cette section. La démonstration repose sur l’expression du terme général de la
suite (xk)k>0, où xk représente la classe d’équivalence de xk modulo p. Nous allons présenter
des résultats concernant cette dernière qui seront utiles dans le chapitre suivant, lequel est
consacré à l’étude de l’équation diophantienne (an − 1)(bm − 1) = x2.
Nous débutons cette section par donner la définition d’une suite récurrente linéaire.

Définition 2.21. Soit (uk)k∈N une suite à valeur dans un corps commutatif K vérifiant pour
tout k ∈ N

uk+h = ah−1uk+h−1 + ah−2uk+h−2 + · · ·+ a0uk.

où h ∈ N∗ et ai ∈ K. Alors la suite (uk)k∈N est dite récurrente linéaire et le polynôme P (X) =

Xk+h−ah−1Xk+h−1−ah−2Xk+h−2−· · ·−a0 ∈ K[x] est appelé polynôme caractéristique associé
à la suite (uk)k∈N.

Exemple 2.22. Les suites (xk)k>0 et (yk)k>0, où pour tout k > 0, (xk, yk) représente un
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couple solution de l’équation de Pell-Fermat (2.1) sont d’après la cinquième et la sixième
assertion du corollaire 2.16 des suites récurrentes linéaires.

Exemple 2.23. Soit p un nombre premier. Considérons la suite (xk)k>0, où pour tout entier
k > 0, xk représente la classe d’équivalence de xk modulo p. Comme, d’après la cinquième
assertion de la proposition 2.16,

xk+2 = 2x1xk+1 − xk,

alors
xk+2 = 2x1 xk+1 − xk.

Par conséquent, la suite (xk)k>0 est une suite récurrente linéaire.

Proposition 2.24. Soient p un nombre premier et (uk)k>0 une suite à valeur dans Fp tels
que u0 = 1, et pour tout entier k > 0, uk+2 = 2u1uk+1 − uk. Alors, pour tout entier k > 0,

uk =


αk + α−k

2
si p 6= 2

1 + k + ku1 si p = 2

où α est une racine du polynôme P (X) = X2 − 2u1X + 1 dans une clôture algébrique Fp
de Fp.

Démonstration. Considérons la série génératrice associée à la suite (uk)k∈N, qui est, rappel-
lons le la série formelle ∑

k>0

ukX
k.

— On se propose de prouver que ∑
k>0

ukX
k =

1− u1X
P (X)

.

P (X)
∑
k>0

ukX
k = (X2 − 2u1X + 1)

∑
k>0

ukX
k

=
∑
k>0

ukX
k+2 −

∑
k>0

2u1ukX
k+1 +

∑
k>0

ukX
k

=
∑
k>0

ukX
k+2 − 2u1u0X −

∑
k>1

2u1ukX
k+1 + u0 + u1X +

∑
k>2

ukX
k

= −2u1u0X + u0 + u1X +
∑
k>0

(uk+2 − 2u1uk+1 + uk)X
k+2.

Puisque par hypothèse u0 = 1 et pour tout k > 0, uk+2 = 2u1uk+1 − uk, alors

P (X)
∑
k>0

ukX
k = 1− u1X.
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Par conséquent, ∑
k>0

ukX
k =

1− u1X
P (X)

. (2.12)

— Montrons maintenant que pour tout entier k > 0,

uk =


αk + α−k

2
si p 6= 2

1 + k + ku1 si p = 2.

Soit α une racine de P dans une clôture algébrique Fp de Fp. Comme

P (X) = X2 − 2u1X + 1,

alors α−1 est l’autre racine de P , α+α−1 = 2u1 et P (X) = (X −α)(X −α−1). Ce qui
nous permet de réécrire (2.12) comme suit :

∑
k>0

ukX
k =

1− u1X
(X − α)(X − α−1)

. (2.13)

Occupons nous du membre droit de l’égalité ci-dessus. Nous avons trois cas à traiter :
— cas 1.1 : p 6= 2 et α 6= α−1. Dans ce cas,

1− u1X
(X − α)(X − α−1)

=
1−u1α
α−α−1

X − α
+

1−u1α−1

α−1−α

X − α−1
.

En utilisant le fait que u1 =
α+ α−1

2
, α − α−1 = α − 1

α
et α−1 − α = α−1 − 1

α−1 ,
nous obtenons : ∑

k>0

ukX
k =

−α
2

X − α
+

−α−1

2

X − α−1
.

Par suite,

∑
k>0

ukX
k =

α
2

α
(
1− X

α

) + α−1

2

α−1
(
1− X

α−1

)
=

1

2

(
1

1− X
α

+
1

1− X
α−1

)

=
1

2

(∑
k>0

(
X

α

)k
+
∑
k>0

(
X

α−1

)k)

=
∑
k>0

αk + α−k

2
Xk.

Par conséquent, pour tout entier k > 0,

uk =
αk + α−k

2
.
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— Cas 1.2 : p 6= 2 et α = α−1. Dans ce cas (2.13) se réécrit comme suit :

∑
k>0

ukX
k =

1− u1X
(X − α)2

. (2.14)

Rappelons que (X − α)2 = P (X) et P (X) = X2 − 2u1X + 1. Donc α = u1 et
α2 = 1. Par conséquent, en utilisant (2.14) nous obtenons :

∑
k>0

ukX
k =

1− αX
(1− αX)2

=
1

1− αX
=
∑
k>0

αkXk.

Par conséquent, pour tout entier k > 0,

uk = αk =
αk + α−k

2
.

— Cas 2 : p = 2. Dans ce cas, P (X) = (X − 1)2, c’est-à-dire α = α−1 = 1. Par
conséquent, (2.13) devient comme suit :

∑
k>0

ukX
k =

1− u1X
(X − 1)2

= (1− u1X)

(
1

1−X

)′

= (1− u1X)

(∑
k>0

Xk

)′
= (1− u1X)

∑
k>1

kXk−1

=
∑
k>1

kXk−1 +
∑
k>1

ku1X
k

=
∑
k>0

(k + 1)Xk +
∑
k>1

ku1X
k

En remarquant que ∑
k>1

ku1X
k =

∑
k>0

ku1X
k,

on obtient ∑
k>0

ukX
k =

∑
k>0

(k + 1 + ku1)X
k.

En d’autres termes, pour tout k ∈ N, uk = k + 1 + ku1.

Soit p un nombre premier. Pour tout entier k > 0, posons uk = xk, où xk représente
la classe d’équivalence de xk modulo p. D’après l’exemple 2.23, pour tout entier k > 0,
uk+2 = 2u1uk+1 − uk. Comme u0 = x0 = 1, alors d’après la proposition 2.24, l’expression du
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terme générale de la suite (uk)k>0 est donné par

uk =


αk + α−k

2
si p 6= 2

1 + k + ku1 si p = 2
(2.15)

où α désigne l’une des racines du polynôme P (X) = X2 − 2u1X + 1 dans une clôture algé-
brique Fp de Fp. Dans toute la suite q désigne l’ordre de α dans le groupe multiplicatif

(
Fp
)∗.

Lemme 2.25 ([1]). Soit p un nombre premier impair. S’il existe un entier s > 1 tel que
us = 0, alors q est divisible par 4.

Démonstration. Commençons par prouver que ord(αs) = 4. Comme us = 0 et p est un
nombre premier impair, alors d’après la relation (2.15),

us =
αs + α−s

2
= 0

En multipliant par 2αs, nous obtenons (αs)2 +1 = 0. Par suite (αs)2 = −1. D’où, (αs)4 = 1.
Il en résulte que ord (αs) | 4. Mais comme (αs)2 = −1, qui est différent de 1 puisque p est
supposé impair. Alors ord (αs) = 4.
Vu que αs est un élément d’ordre 4 du sous-groupe de Fp

∗ engendré par α, alors 4 | ord(α) =
q. Ainsi la preuve est achevée.

Définition 2.26. Soit p un nombre premier. Le plus petit entier naturel h tel que p | xh est
appelé indice de divisibilité de p dans (xk)k>0. Il est noté h(p). Si pour tout k > 0, p - xk
alors h (p) = +∞.

Rappelons le résultat donné par Lan et Szaly [11] en 2010.

Lemme 2.27 ([11]). Si p ∈ {2, 3, 5}, alors h (p) = 1 ou bien h (p) = +∞.

Comme mentionné dans l’introduction de ce chapitre, nous avons élargi ce résultat en
traitant le cas de tous les nombres premiers impairs. Ci-dessous l’énoncé de notre résultat.

Théorème 2.28 ([1]). Si p est un nombre premier impair, alors h (p) = +∞ ou 4h (p) =

q = ord(α).

Démonstration. Posons h (p) = h, supposons que h est fini et montrons que 4h = q. D’après
le lemme 2.25, q est divisible par 4. Montrons que h =

q

4
. Cela revient à prouver que :

1. u q
4
= 0.

2. L’entier q
4
est le plus petit indice produisant un terme nul.

Commençons par le premier point. En utilisant la relation (2.15), nous obtenons :

u q
4
=
α
q
4 + α

−q
4

2

=
1

2
α
−q
4

(
α
q
2 + 1

)



66

Rappelons que q = ord (α), et donc αq =
(
α
q
2

)2
= 1. Comme q

2
< q, alors α

q
2 = −1. Par

conséquent, u q
4
= 0.

Passons au second point. Supposons qu’il existe un entier m > 1 tel que um = 0. Donc,
d’après la relation (2.15), αm + α−m = 0. D’où α2m = −1. Par conséquent α4m = 1. Ce qui
signifie que q | 4m. D’où m > q

4
. Ce qui termine la preuve.

Lemme 2.29. Soit p un nombre premier impair. Supposons que h = h(p) < +∞. Nous
avons :

1. αk = 1 si et seulement si k ≡ 0 (mod 4h).

2. αk = −1 si et seulement si k ≡ 2h (mod 4h).

Démonstration.

1. Supposons que αk = 1. Alors, q | k. Comme par hypothèse p est un nombre premier
impair et h < +∞, alors d’après le théorème 2.28, q = 4h. Par conséquent 4h | k. Ce
qui signifie que k ≡ 0 (mod 4h).
Réciproquement, supposons que k ≡ 0 (mod 4h), alors il existe ` ∈ Z tel que k = 4h`.
Par suite, αk = (α4h)`. Comme d’après le théorème 2.28, q = 4h, alors αk = 1.

2. Supposons que αk = −1. Selon le théorème 2.28, q = 4h, donc α2h = −1. Cela nous
permet de déduire que, αk = α2h. Par suite αk−2h = 1. Donc 4h | k−2h. Ce qui signifie
que k ≡ 2h (mod 4h).
Réciproquement, supposons que k ≡ 2h (mod 4h), alors k = 4h`+2h, avec ` ∈ Z. Par
suite, αk = (α4h)`α2h = −1.

La proposition suivante est d’une grande importance.

Proposition 2.30 ([1]). Soit p un nombre premier. Supposons que h = h (p) < +∞.

1. Si p = 2, alors h = 1 et pour tout entier k > 0,

x2k ≡ 1 (mod 2) et x2k+1 ≡ 0 (mod 2).

2. Si p est impair alors

(a) xk ≡ 1 (mod p) si et seulement si k ≡ 0 (mod 4h).

(b) xk ≡ −1 (mod p) si et seulement si k ≡ 2h (mod 4h).

(c) xk ≡ 0 (mod p) si et seulement si k ≡ h (mod 2h).

(d) 4h | p− 1 ou 4h | p+ 1.

Démonstration.

1. Supposons que p = 2. D’après la relation (2.15),

uk =

1 si k est pair

u1 si k est impair
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Vu que par hypothèse h(2) est fini, alors u1 = 0. Comme pour tout entier k > 0,
uk = xk, alors h(2) = 1 et
— xk ≡ 1 (mod 2) si et seulement si k ≡ 0 (mod 2)

— xk ≡ 0 (mod 2) si et seulement si k ≡ 1 (mod 2)

Par conséquent, pour tout entier k > 0

x2k ≡ 1 (mod 2) et x2k+1 ≡ 0 (mod 2).

2. Supposons que p est un nombre premier impair.

Vu que pour tout k > 0, uk = xk, alors xk ≡ ±1 (mod p) si et seulement si uk = ±1.

uk = ±1⇐⇒
αk + α−k

2
= ±1⇐⇒ α2k + 1 = ±2αk

⇐⇒
(
αk
)2 ∓ 2αk + 1 = 0

⇐⇒
(
αk ∓ 1

)2
= 0

⇐⇒ αk = ±1

Par conséquent

xk ≡ ±1 (mod p) si et seulement si αk = ±1.

La première et la seconde assertion du lemme 2.29 nous permettent de déduire que

(a) xk ≡ 1 (mod p) si et seulement si k ≡ 0 (mod 4h).

(b) xk ≡ −1 (mod p) si et seulement si k ≡ 2h (mod 4h).
Nous pouvons donc conclure que si k ≡ 0 (mod 2h), alors xk ≡ (−1) k

2h (mod p).

(c) Pour tout entier k > 0, xk ≡ 0 (mod p) si et seulement si uk = 0.

uk = 0⇐⇒ αk + α−k

2
= 0

⇐⇒ α2k + 1 = 0

⇐⇒ α2k = −1

Comme p est un nombre premier impair et h < +∞, alors d’après le théorème 2.28,
ord (α) = 4h. Par conséquent, α2h = −1. Nous avons alors, uk = 0 si et seulement
si α2k = α2h. Cela étant équivalent à ord (α) | 2k − 2h, nous obtenons alors l’équi-
valence suivante : uk = 0 si et seulement si 4h | 2k − 2h. Comme uk est la classe
d’équivalence de xk. Alors xk ≡ 0 (mod p) si et seulement si 4h | 2k − 2h. Ce qui
est clairement équivalent à k ≡ h (mod 2h).
Conclusion : xk ≡ 0 (mod p) si et seulement si k ≡ h (mod 2h).

(d) Pour finir, prouvons la dernière assertion. Considérons le morphisme de corps
Frob : Fp → Fp définie par Frob(x) = xp. Comme Frob est un morphisme de
corps, alors

Frob(α2 − 2u1α + 1) = (α2)p + (−2u1)p(α)p + 1.
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Comme −2u1 ∈ Fp et α est racine du polynôme P (X) = X2 − 2u1X + 1 ∈ Fp[X],
alors

0 = Frob(α2 − 2u1α + 1) = (αp)2 − 2u1α
p + 1.

Par conséquent, αp est racine du polynôme P . Vu que le coefficient constant du
polynôme P est égal à 1, alors ses racines sont α et α−1. Il en résulte alors que
αp = α ou αp = α−1. Par suite, αp−1 = 1 ou αp+1 = 1. Par conséquent, ord(α) | p−1
ou ord(α) | p+1. Comme p est un nombre premier impair et h < +∞, alors d’après
le théorème 2.28, ord(α) = 4h. Ce qui termine la preuve.

Cette proposition permet de déduire facilement le lemme 2.27 dû à Lan et Szalay [11].

Démonstration du lemme 2.27. Soit p ∈ {2, 3, 5}. Supposons que h(p) < +∞.
— Supposons que p = 2. D’après l’assertion 1 de la proposition 2.30, h(2) = 1.
— Supposons que p = 3. On a alors x1 ≡ 0, 1 ou −1 (mod p). Donc d’après la proposi-

tion 2.30, h(3) | 1. Par conséquent, h(3) = 1.
— Si p = 5, alors d’après la dernière assertion de la proposition 2.30, 4h(5) | 4 ou 4h(5) | 6.

Comme 4 - 6, alors 4h(5) | 4. Par conséquent, h(5) = 1.

Le corollaire suivant découle de la proposition 2.30. Nous l’appliquerons dans le prochain
chapitre.

Corollaire 2.31 ([1]). Soit p un nombre premier. S’il existe deux entiers positifs r et s, tels
que xr ≡ ±1 (mod p), xs ≡ 0 (mod p) et pgcd (yr, ys) = 1, alors pour tout entier k > 0,
x2k+1 ≡ 0 (mod p) et x2k ≡ (−1)k (mod p).

Démonstration. Supposons qu’il existe deux entiers strictement positifs r et s tels que

xr ≡ ±1 (mod p) et xs ≡ 0 (mod p).

La seconde hypothèse nous garantit que h = h (p) < +∞, donc d’après la proposition 2.30,

r ≡ 0 (mod 2h)

s ≡ h (mod 2h)

Par suite, h | r et h | s. Par conséquent, d’après la troisième assertion de la proposition 2.17,
yh | yr et yh | ys. Comme par hypothèse yr et ys sont premiers entre eux, alors yh = 1.
Rappelons que la suite (yk)k>0 est une suite à coefficient dans N, dont le premier terme
y0 est nul, et qui, selon le lemme 2.18 est strictement croissante. Donc yh = 1 entraine
nécessairement que h = 1. Pour compléter la preuve, il suffit d’appliquer la proposition 2.30
pour obtenir

x2k+1 ≡ 0 (mod p) et x2k ≡ (−1)k (mod p).
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Nous arrivons à la fin de cette section, concluant avec le lemme suivant concernant la suite
(Tk(c))k>0, où c est un entier strictement supérieur à 1. Ce dernier découle de la proposi-
tion 2.30. Il sera utilisé à plusieurs reprises dans le prochain chapitre.

Lemme 2.32 ([1]). Soient p un nombre premier impair, c > 1 un entier et h = h(p) l’indice
de divisibilité de p dans (Tk(c))k>0. Supposons que h < +∞. Nous avons :

1. Tk(c) ≡ 1 (mod p) si et seulement si k ≡ 0 (mod 4h).

2. Tk(c) ≡ −1 (mod p) si et seulement si k ≡ 2h (mod 4h).

3. Tk(c) ≡ 0 (mod p) si et seulement si k ≡ h (mod 2h).

4. Si p | c alors h = 1 et pour tout entier k > 0,

T2k+1(c) ≡ 0 (mod p) et T2k(c) ≡ (−1)k (mod p)

Démonstration.
— Il est clair que (c, 1) est la solution minimale de l’équation de Pell-Fermat

u2 − (c2 − 1)v2 = 1.

Donc d’après le théorème 2.20, pour tout entier k > 0, Tk(c) = xk. Alors en utilisant
la proposition 2.30 nous obtenons les trois premières assertions.

— Supposons que p | c, comme (c, 1) est la solution minimale de l’équation de Pell-Fermat

u2 − (c2 − 1)v2 = 1,

alors h = 1. Par conséquent, en utilisant les trois premières assertions, nous obtenons
T2k+1(c) ≡ 0 (mod p) et T2k(c) ≡ (−1)k (mod p).





Chapitre 3

Sur l’équation diophantienne
exponentielle (an − 1) (bm − 1) = x2

Szalay [18] est le premier à s’intéresser à l’étude de l’équation diophantienne

(an − 1) (bn − 1) = x2

d’inconnues (n, x) ∈ N∗ × N∗, où a et b sont deux entiers distincts et strictement supérieurs
à 1. Cela en montrant que cette dernière n’admet pas de solutions lorsque (a, b) = (2, 3). Par
la suite, plusieurs auteurs ont obtenu de nouveaux résultats concernant cette équation, tels
que Hajdu [7], Cohn [5], Le [11], Ishii [8], Noubissie, Togbé et Zhang [16]. Walsh [22], quant
à lui, a été le premier à étudier l’équation diophantienne

(an − 1) (bm − 1) = x2,

d’inconnues n,m et x. Il a prouvé que cette équation n’a pas de solution en entiers strictement
positifs n, m et x pour (a, b) = (2, 3). Ensuite, Tang [19] a amélioré ce résultat en considérant
le cas a ≡ 2 (mod 6) et b ≡ 3 (mod 12).
Récemment, nous [1] avons généralisé quelques résultats des auteurs cités précédemment.
Nous avons également étudié l’équation (an − 1)(bn − 1) = x2 dans le cas où a2 ≡ −1
(mod p), où p ≡ 1 (mod 8) est un facteur premier de b. Ce chapitre, consacré à l’étude des
équations diophantiennes exponentielles

(an − 1)(bn − 1) = x2 et (an − 1)(bm − 1) = x2,

est composé de deux parties. Dans la première partie, nous rappellerons quelques pro-
priétés du symbole de Legendre. Nous la clôturons par un lemme concernant le symbole
de Legendre

(
1±ι
p

)
, où p = A2 +B2 ≡ 1 (mod 4) un nombre premier impair avec A impair,

et ι est l’unique entier dans {0, 1, . . . , p− 1} satisfaisant ι ≡ BA−1 (mod p). Dans la seconde
partie, nous présenterons nos résultats.
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3.1 Quelques propriétés du symbole de Legendre

Soient a, b ∈ Z. On dit que a est un résidu quadratique modulo b s’il existe k ∈ Z tel que
l’on ait

a ≡ k2 (mod b).

Dans ce cas, on dit aussi que a est un carré modulo b.

Définition 3.1. Soient p un nombre premier et a un entier. Le symbole de Legendre noté
(
a

p

)
est l’entier défini comme suit :

(
a

p

)
=


0 si p divise a,

−1 si a n’est pas un résidu quadratique modulo p,

1 si p ne divise pas a et a est un résidu quadratique modulo p.

Le symbole de Legendre ne dépend que de la classe de a modulo p, autrement dit

a ≡ b (mod p) =⇒
(
a

p

)
=

(
b

p

)
.

Il vérifie le résultat suivant.

Théorème 3.2 (Critère d’Euler). Si p est un nombre premier impair, alors pour tout en-
tier a :

a
p−1
2 ≡

(
a

p

)
(mod p).

Démonstration. Si a ≡ 0 (mod p) alors a
p−1
2 ≡ 0 (mod p). Par suite a

p−1
2 ≡

(
a
p

)
(mod p).

Supposons que a n’est pas divisible par p et posons β la classe de a modulo p. Alors β ∈ (Fp)∗

qui, rappelons le, est un groupe cyclique d’ordre p−1. Soit η un générateur de (Fp)∗ . Il existe
alors k ∈ N tel que β = ηk. Posons α = β

p−1
2 alors α2 = 1. Autrement dit α est racine dans Fp

du polynôme X2 − 1, qui admet uniquement deux racines distinctes dans le corps Fp, qui
sont 1 et −1.
— Si α = 1, alors β

p−1
2 = 1. Par conséquent

(
ηk
) p−1

2 = 1. Comme η est d’ordre p − 1.

Alors k
2
(p− 1) est un multiple de p − 1. Ce qui entraîne que k

2
est un entier. Ce qui

signifie que k = 2k′ est un entier pair. Par conséquent β =
(
ηk
′)2

. Donc
(
a
p

)
= 1.

— Si α = −1, alors β p−1
2 = −1. Supposons par l’absurde que

(
a
p

)
= 1, alors β est un

carré dans (Fp)∗ . Autrement dit il existe γ ∈ (Fp)∗ tel que β = γ2. Par conséquent
β
p−1
2 = γp−1. Or (Fp)∗ est un groupe d’ordre p − 1. Donc β

p−1
2 = γp−1 = 1. Ce qui

contredit l’hypothèse β
p−1
2 = −1. Conclusion

(
a
p

)
= −1.

En conséquence du critère d’Euler et du fait que pour tout nombre premier impair

(−1)k ≡ (−1)` (mod p) =⇒ (−1)k = (−1)`,
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nous obtenons les propriétés suivantes :

1. pour tout nombre premier impair p et pour tous a, b ∈ Z,(
ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
.

2. Pour tout nombre premier p impair(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 . (3.1)

Théorème 3.3. Soit p un nombre premier impair, alors(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 .

Démonstration. Soit ζ une racine primitive 8e de l’unité dans Fp. Alors ζ8 = 1 et ζ4 6= 1.
Donc ζ4 est racine dans Fp du polynôme X2 − 1. D’où ζ4 = −1. Par suite ζ−2 = −ζ2. Par
conséquent, en posant φ = ζ + ζ−1, on obtient :

φ2 = ζ2 + ζ−2 + 2 = 2.

On en déduit que 2 est résidu quadratique modulo p si et seulement si φ ∈ Fp. Or

Fp =
{
a ∈ Fp; ap = a

}
.

Calculons alors φp. Sachant que ζ8 = 1, ζ4 = −1 et φp = ζp + ζ−p alors

ζp =



ζ si p ≡ 1 (mod 8)

ζ3 = −ζ−1 si p ≡ 3 (mod 8)

ζ5 = −ζ si p ≡ 5 (mod 8)

ζ7 = ζ−1 si p ≡ 7 (mod 8)

Par conséquent,

φp = ζp + ζ−p =



ζ + ζ−1 si p ≡ 1 (mod 8)

−ζ−1 − ζ si p ≡ 3 (mod 8)

−ζ − ζ−1 si p ≡ 5 (mod 8)

ζ−1 + ζ si p ≡ 7 (mod 8)

=



φ si p ≡ 1 (mod 8)

−φ si p ≡ 3 (mod 8)

−φ si p ≡ 5 (mod 8)

φ si p ≡ 7 (mod 8)

On en déduit que 2 est résidu quadratique modulo p si et seulement si p ≡ ±1 (mod 8).
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Rappelons la loi de réciprocité quadratique.

Théorème 3.4 (La loi de réciprocité quadratique). Pour tous nombres premiers impairs p
et q distincts, on a : (

p

q

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2

(
q

p

)
.

Soit p ≡ 1 (mod 4) un nombre premier. D’après le théorème des deux carrés de Fermat,
il existe deux entiers positifs A et B avec A impair tels que p = A2 + B2. Il est clair que
A ∈ J1, p−1K. Par conséquent, A admet un inverse modulo p, que nous notons abusivement 1

A
.

Soit ι l’unique entier dans J0, p− 1K satisfaisant

ι ≡ B

A
(mod p). (3.2)

Donc,

ι2 ≡ p− A2

A2
≡ p

A2
− 1 (mod p),

ce qui donne
ι2 ≡ −1 (mod p). (3.3)

La proposition suivante est dû à Dirichlet.

Proposition 3.5. Soit p = A2+B2 ≡ 1 (mod 4) un nombre premier impair avec A impair,
et soit ι l’entier défini par la relation (3.2). Alors,

2
p−1
4 ≡ ι

AB
2 (mod p).

Pour la démonstration nous nous sommes inspirés du livre [14] et nous aurons besoin des
deux lemmes suivants.

Lemme 3.6. Soit p = A2+B2 ≡ 1 (mod 4) un nombre premier impair avec A impair, alors(
A

p

)
= 1.

Démonstration. Supposons que A =
∏`

i=1 pi, où les pi sont des nombres premiers impairs
non nécessairement distincts. On a (

A

p

)
=
∏̀
i=1

(
pi
p

)
. (3.4)

De la relation p = A2 +B2 on en déduit que pour tout i ∈ J1, `K

p ≡ B2 (mod pi).

Autrement dit
(
p
pi

)
= 1. Par suite, grâce à la loi de réciprocité quadratique, donnée par le
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théorème 3.4 (
pi
p

)
= (−1)

p−1
2

pi−1
2

(
p

pi

)
= (−1)

p−1
2

pi−1
2 .

Or p ≡ 1 (mod 4). En d’autre termes, p−1
2

est pair. Donc
(
pi
p

)
= 1. Compte tenu de ceci, la

relation (3.4) donne
(
A
p

)
= 1.

Lemme 3.7. Soit p = A2+B2 ≡ 1 (mod 4) un nombre premier impair avec A impair, alors(
A+B

p

)
= (−1)

(A+B)2−1
8 .

Démonstration. Posons A + B =
∏m

i=1 qi, où les qi sont des nombres premiers impairs qui
ne sont pas forcément distincts. Puisque p ≡ 1 (mod 4), alors grâce à la loi de réciprocité
quadratique, donnée par le théorème 3.4, on a pour tout i(

qi
p

)
= (−1)

p−1
2

qi−1

2

(
p

qi

)
=

(
p

qi

)
.

Par conséquent, (
A+B

p

)
=

m∏
i=1

(
qi
p

)
=

m∏
i=1

(
p

qi

)
. (3.5)

Des égalités (A+B)2 = p+ 2AB et A = (A+B)−B on déduit que pour tout i ∈ J1,mK

p ≡ 2B2 (mod qi).

Par suite, pour tout i ∈ J1,mK(
p

qi

)
=

(
2B2

qi

)
=

(
2

qi

)(
B

qi

)2

.

Comme pour tout i ∈ J1,mK, qi - B, alors(
p

qi

)
=

(
2

qi

)
.

Le théorème 3.3 nous permet de déduire que(
p

qi

)
= (−1)

q2i−1

8 .

En tenant compte de cette égalité, la relation (3.5) donne :(
A+B

p

)
=

m∏
i=1

(−1)
q2i−1

8 = (−1)
∑m
i=1

q2i−1

8 . (3.6)
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Pour tous entiers impairs λ, µ, on a

(
λ2 − 1

)
≡ 0 (mod 8)(

µ2 − 1
)
≡ 0 (mod 8).

Donc (
λ2 − 1

) (
µ2 − 1

)
≡ 0 (mod 16).

Par suite
(λ2 − 1) (µ2 − 1)

8
≡ 0 (mod 2).

Autrement dit
λ2µ2 − 1

8
≡ λ2 − 1

8
+
µ2 − 1

8
(mod 2).

On en déduit que

m∑
i=1

q2i − 1

8
≡

(
m∏
i=1

q2i

)
− 1

8
≡ (A+B)2 − 1

8
(mod 2).

Par conséquent, en utilisant la relation (3.6) nous obtenons :(
A+B

p

)
= (−1)

(A+B)2−1
8 .

Démonstration de la proposition 3.5 . Puisque p ≡ 1 (mod 4) alors p−1
4

est un entier. Par
suite

(A+B)
p−1
2 = ((A+B)2)

p−1
4 = (A2 +B2 + 2AB)

p−1
4 .

Comme par hypothèse p = A2 +B2, alors d’après le théorème 3.2 (critère d’Euler),(
A+B

p

)
≡ 2

p−1
4 (AB)

p−1
4 (mod p).

Comme ι ≡ B
A

(mod p), alors B ≡ ιA (mod p). Par suite,(
A+B

p

)
≡ 2

p−1
4 (A)

p−1
2 ι

p−1
4 (mod p).

D’après le lemme 3.6,
(
A
p

)
= 1, alors A

p−1
2 ≡ 1 (mod p). Par conséquent,

(
A+B

p

)
≡ 2

p−1
4 ι

p−1
4 (mod p). (3.7)



77

En utilisant le lemme 3.7 et le fait que p = A2 +B2, nous obtenons :(
A+B

p

)
= (−1)

p−1+2AB
8 .

De la congruence ι2 ≡ −1 (mod p), on déduit que(
A+B

p

)
≡ ι

p−1
4 ι

AB
2 (mod p)

En combinant cette relation avec la relation (3.7), on obtient 2
p−1
4 ≡ ι

AB
2 (mod p).

Nous allons maintenant établir un lemme concernant le symbole de Legendre
(
1± ι
p

)
, où ι

est l’entier défini par la relation (3.2).

Lemme 3.8 ([1]). Soit p = A2+B2 un nombre premier impair avec A impair. Soit ι l’entier
défini par (3.2). Alors,

(
1 + ι

p

)
= (−1)

(A+B)2−1
8 et

(
1− ι
p

)
= (−1)

(A−B)2−1
8 .

Démonstration. Posons ε = ±1. D’après le théorème 3.2,(
1 + ει

p

)
≡ (1 + ει)

p−1
2 (mod p).

Par suite, (
1 + ει

p

)
≡ ((1 + ει)2)

p−1
4 (mod p).

En utilisant la relation (3.3), nous obtenons :(
1 + ει

p

)
≡ 2

p−1
4 (ει)

p−1
4 (mod p).

D’après la relation (3.3), ι est inversible modulo p, d’inverse −ι que nous notons ι−1. Donc
ει = ιε. En utilisant la congruence donnée par la proposition 3.5, nous obtenons :(

1 + ει

p

)
≡ ι

2AB+ε(p−1)
4 (mod p).

Comme par hypothèse p = A2 +B2, alors 2AB + ε(p− 1) = ε((A+ εB)2 − 1). Et puisque A
est impair et B est pair, alors (A+ εB)2 − 1 ≡ 0 (mod 8). Par suite,(

1 + ει

p

)
≡ (ι2)

ε((A+εB)2−1)
8 (mod p).

En utilisant à nouveau la relation (3.3), nous obtenons :(
1 + ει

p

)
≡ (−1ε)

(A+εB)2−1
8 ≡ (−1)

(A+εB)2−1
8 (mod p).

Comme
(

1+ει
p

)
= ±1, et p est un nombre premier impair, alors la congruence ci-dessus nous
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permet de déduire que (
1 + ει

p

)
= (−1)

(A+εB)2−1
8 .

3.2 Généralisation de certains résultats sur l’équation

(an − 1) (bm − 1) = x2

En 2000, Walsh [22] a étudié l’équation diophantienne exponentielle

(an − 1) (bm − 1) = x2, (3.8)

d’inconnues (n,m, x) ∈ N∗×N∗×N∗, pour (a, b) = (2, 3). Il a montré que dans ce cas, cette
dernière n’admet pas de solutions en entiers strictement positifs n, m et x. Onze ans plus
tard, Tang [19] a repris cette équation, et il a pu amélioré le résultat obtenu par Walsh [22],
ceci en prouvant que l’équation (3.8) n’a pas de solutions lorsque a ≡ 2 (mod 6) et b ≡ 3

(mod 12). Le théorème suivant, que nous [1] avons récemment établi, généralise le résultat
de Tang [19].

Théorème 3.9 ([1]). Si b ≡ −1 (mod 4) et b possède un facteur premier p ≡ ±3 (mod 8)

tel que a ≡ p− 1 (mod 2p), alors l’équation (3.8) n’a pas de solutions en entiers strictement
positif n, m et x.

Pour la preuve nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.10 ([1]). Si l’équation

(an − 1) (bm − 1) = x2

admet une solution en entiers strictement positifs n, m et x, avec n = 2n′ et m = 2m′, alors
il existe deux entiers strictement positifs r et s tels que an′ = xr, bm

′
= xs et pgcd (yr, ys) = 1,

où pour tout k > 0, (xk, yk) représente la k-ème solution d’une certaine équation de Pell-
Fermat.

Démonstration. Supposons que l’équation (3.8) admet une solution en entiers strictement
positifs n, m et x, avec n = 2n′ et m = 2m′. Posons d = pgcd

(
a2n

′ − 1, b2m
′ − 1

)
, il existe

alors k1 et k2 deux entiers positifs et premiers entre tels que

a2n
′ − 1 = dk1 et b2m

′ − 1 = dk2

Par conséquent,
d2k1k2 = x2.
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Comme k1 et k2 sont premiers entre eux, alors il existe deux entiers positifs y et z premiers
entre eux tels que k1 = y2 et k2 = z2. Par suite,

(an
′
)2 − dy2 = 1 et (bm

′
)2 − dz2 = 1.

Supposons qu’il existe un entier strictement positif d′ tel que d = (d′)2. Par conséquent,

(an
′
)2 − dy2 =

(
an
′ − d′y

)(
an
′
+ d′y

)
= 1

Comme les entiers a, n′, d′ et y sont positifs, alors an′+d′y = 1. Mais comme a > 1, alors ceci
est impossible. Donc d n’est pas un carré parfait. Par conséquent,

(
an
′
, y
)
et
(
bm
′
, z
)
sont

deux couples solutions de l’équation de Pell-Fermat u2 − dv2 = 1. Comme a, b > 1, alors il
existe deux entiers strictement positifs r et s tels que

(
an
′
, y
)
= (xr, yr) et

(
bm
′
, z
)
= (xs, ys).

Comme y et z sont premiers entre eux, alors yr et ys le sont également. Ce qui termine la
preuve.

Démonstration du théorème 3.9. Supposons qu’il existe une solution en entiers strictement
positifs (n,m, x) pour l’équation (3.8).

— Comme a ≡ p− 1 (mod 2p) et p est par hypothèse un nombre premier impair, alors a
est pair. Par conséquent an − 1 ≡ ±1 (mod 4). Et puisque b ≡ −1 (mod 4), alors
bm − 1 ≡ (−1)m − 1 (mod 4). Par suite,

x2 = (an − 1) (bm − 1) ≡ ± ((−1)m − 1) (mod 4)

En supposant que m est impair, nous obtenons x2 ≡ 2 (mod 4), ce qui est absurde.
Donc m est pair. Il existe alors un entier strictement positif m′ tel que m = 2m′.

— Vu que a ≡ p−1 (mod 2p), alors a ≡ −1 (mod p). Par conséquent, an−1 ≡ (−1)n−1

(mod p). Comme b ≡ 0 (mod p), alors

x2 = (an − 1) (bm − 1) ≡ − ((−1)n − 1) (mod p)

En supposant que n est impair, nous obtenons
(

2
p

)
= 1. Donc, d’après le théorème 3.3,

p ≡ ±1 (mod 8). Ce qui contredit le fait que par hypothèse p ≡ ±3 (mod 8). Nous
déduisons que n est pair. D’où l’existence d’un certain entier strictement positif n′ tel
que n = 2n′.

Comme n et m sont pairs, alors il existe en vertu du lemme 3.10 deux entiers positifs r et s
tels que

an
′
= xr, b

m′ = xs et pgcd(yr, ys) = 1. (3.9)

Comme a ≡ −1 (mod p) et b ≡ 0 (mod p), alors

xr ≡ ±1 (mod p) et xs ≡ 0 (mod p).
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Par conséquent, l’indice r est d’après le corollaire 2.31 pair. D’où l’existence d’un certain
entier positif r′ tel que r = 2r′. Compte tenu de ce dernier fait et de la relation (3.9), nous
obtenons :

an
′
= x2r′ .

Par conséquent, d’après la première assertion du corollaire 2.16, an′ = 2x2r′ − 1. Donc an′

est impair. Or a est par hypothèse pair. D’où la contradiction. Nous concluons que l’équa-
tion (3.8) n’a pas de solutions en entiers strictement positifs n, m et x lorsque a et b satisfont
les hypothèses du théorème.

3.3 Quelques nouveaux résultats concernant l’équation

(an − 1) (bn − 1) = x2

Dans cette section, nous allons étudier l’équation diophantienne (an − 1)(bn − 1) = x2

d’inconnues (n, x) ∈ N∗ × N∗, où a et b sont deux entiers distincts et strictement supérieurs
à 1. Dans toute la suite, dans certains cas, on supposera que b est divisible par un nombre
premier p ≡ ±3 (mod 8), dans d’autres cas, on supposera qu’il est divisible par un nombre
premier p = A2 +B2 ≡ 1 (mod 8).

3.3.1 Cas où a ≡ −1 (mod p)

En 2016, en utilisant les solutions de l’équation de Pell-Fermat u2 − dv2 = 1, Ishii [8] a
donné une condition nécessaire et suffisante pour l’existence de solutions pour l’équation

(an − 1) (bn − 1) = x2 (3.10)

dans le cas où a ≡ 5 (mod 6) et b ≡ 0 (mod 3). Ci-dessous son résultat.

Théorème 3.11 ([8]). Supposons que a ≡ 5 (mod 6) et b ≡ 0 (mod 3). Alors, l’équa-
tion (3.10) admet une solution en entiers strictement positifs (n, x) si et seulement si
(a, b) = (xr, xs) avec d ≡ 2 (mod 3) un entier strictement positif, satisfaisant x1 ≡ 0

(mod 3), r ≡ 2 (mod 4) et s impair. Dans ce cas la solution est (n, x) = (2, dyrys).

Inspirés par ce résultat, Noubissie et Togbé [15] ont donné une condition nécessaire et
suffisante pour l’existence de solutions pour l’équation (3.10) dans le cas où a ≡ 4 (mod 5)

et b ≡ 0 (mod 5). Voici leur théorème.

Théorème 3.12 ([15]). Supposons que a ≡ 4 (mod 5) et b ≡ 0 (mod 5). Alors, l’équa-
tion (3.10) admet une solution en entiers strictement positifs (n, x) si et seulement si
(a, b) = (xr, xs) avec d ≡ ±1 (mod 5) un entier strictement positif et non carré, satisfaisant
x1 ≡ 0 (mod 5), r ≡ 2 (mod 4) et s impair. Dans ce cas la solution est (n, x) = (2, dyrys).
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En utilisant le lien entre les solutions à coordonnées positives de l’équation de Pell-Fermat
et les polynômes de Tchebychev de première et de seconde espèce, nous [1] avons généralisé
les théorèmes 3.11 et 3.12.

Théorème 3.13 ([1]). Soit p ≡ ±3 (mod 8) un nombre premier. L’équation (3.10) a une
solution en entiers strictement positifs (n, x) avec a ≡ −1 (mod p) et b ≡ 0 (mod p) si
et seulement s’il existe des entiers strictement positifs i, j et c tels que a = T4i−2 (pc),
b = T2j−1 (pc). Dans ce cas n = 2 est l’unique solution.

Démonstration. Supposons que a ≡ −1 (mod p), b ≡ 0 (mod p) et que l’équation (3.10)
admet une solution en entiers strictement positifs (n, x). En utilisant les hypothèses faites
sur a et b, nous obtenons les congruences suivantes :

an − 1 ≡ (−1)n − 1 (mod p) et bn − 1 ≡ −1 (mod p).

Par suite,
x2 ≡ −((−1)n − 1) (mod p).

Supposons que n est impair, alors x2 ≡ 2 (mod p). Par suite,
(

2
p

)
= 1. Donc, d’après le

théorème 3.3, p ≡ ±1 (mod 8). Ce qui contredit l’hypothèse p ≡ ±3 (mod 8). Donc, ce
que nous avons supposé est faux, n est pair. D’où l’existence d’un certain entier strictement
positif n′, tel que

n = 2n′. (3.11)

Alors d’après le lemme 3.10, il existe deux entiers strictement positifs r et s tels que

an
′
= xr, b

n′ = xs et pgcd(yr, ys) = 1, (3.12)

où pour tout entier k > 0, (xk, yk) représente une solution à coordonnées positives d’une
certaine équation de Pell-Fermat u2 − dv2 = 1. Comme a ≡ −1 (mod p) et b ≡ 0 (mod p),
alors

xr ≡ ±1 (mod p) et xs ≡ 0 (mod p).

Et comme pgcd(yr, ys) = 1, alors il existe d’après le corollaire 2.31, des entiers strictement
positifs c, i′ et j tels que

x1 = pc, r = 2i′ et s = 2j − 1. (3.13)

D’après le théorème 2.20, x2i′ = T2i′(pc) et x2j−1 = T2j−1(pc). Donc en utilisant la rela-
tion (3.12), nous obtenons

an
′
= T2i′(pc) et b

n′ = T2j−1(pc). (3.14)

D’après la dernière assertion du lemme 2.32, T2i′(pc) ≡ (−1)i′ (mod p). Comme

a ≡ −1 (mod p),
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alors (−1)n′ ≡ (−1)i′ (mod p). En prouvant que n′ = 1, nous pouvons aisément déduire
l’existence d’un entier i ∈ N∗ tel que i′ = 2i− 1. Et dans ce cas la relation (3.14) entraîne

a = T4i−2(pc) et b = T2j(pc).

Pour prouver que n′ = 1, nous allons raisonner comme dans [8], [15] et [16].
Supposons que n′ > 3. Comme d’après la relation (3.13), r = 2i′, alors en utilisant la
relation (3.12) et la première assertion du corollaire 2.16, nous obtenons

an
′
= 2x2i′ − 1.

Par conséquent, (xi′ , a, n′) est solution de l’équation diophantienne 2x2 − 1 = ym, d’incon-
nues x, y et m. D’après [3, Proposition 8.1] cette équation n’admet que (1, 1,m) et (78, 23, 3)
comme solutions à coordonnées positives. A partir de cela et du fait que a > 1, nous dédui-
sons que

(xi′ , a, n
′) = (78, 23, 3).

Comme xi′ = 78, et de la relation (3.13), s est impair, alors d’après la seconde assertion du
lemme 2.19, xs ≡ 78 (mod 156). Donc il existe ` ∈ Z tel que xs = 156`+78 = 2×39×(2`+1).
Nous remarquons que ν2(xs) = 1. Or, d’après la relation (3.12) et le fait que n′ = 3, xs = b3.
Donc ν2(xs) = 3ν2(b). Nous déduisons que ce que nous avons supposé est faux, n′ < 3.
Supposons que n′ = 2, alors d’après la relation (3.11), n = 4. Selon [5, Result 2] l’équation

(a4 − 1)(b4 − 1) = x2

n’a de solutions que lorsque {a, b} = {13, 239}. Comme 13 et 239 sont des nombres premiers
et par hypothèse b ≡ 0 (mod p), alors p = 13 ou 239. Et aucun d’eux n’est congru à −1
modulo l’autre. Ce qui contredit l’hypothèse a ≡ −1 (mod p). Ainsi l’hypothèse n′ = 2 est
fausse. Par conséquent n′ = 1.
Réciproquement, supposons qu’il existe des entiers strictement positifs i, j et c tels que
a = T4i−2(pc) et b = T2j−1(pc). D’après la dernière assertion du lemme 2.32,

a ≡ −1 (mod p) et b ≡ 0 (mod p).

Montrons maintenant que n = 2 est solution de l’équation (3.10). Comme (pc, 1) est la
solution minimale de l’équation de Pell-Fermat u2 − (p2c2 − 1)v2 = 1, alors d’après le théo-
rème 2.20 pour tout entier k > 1,

Tk(pc) = xk et Uk−1(pc) = yk.
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D’où

(a2 − 1)(b2 − 1) = ((T4i−2(pc))
2 − 1)((T2j−1(pc))

2 − 1)

= ((p2c2 − 1)U4i−3(pc)U2j−2(pc))
2.

Exemple 3.14. Posons a = 18 et b = 19. On a a ≡ −1 (mod 19) et b ≡ 0 (mod 19).
Comme

(182 − 1)(192 − 1) = 17× 19× 18× 20 = 23 × 32 × 5× 17× 19,

alors d’après le théorème 3.13, l’équation (18n − 1)(19n − 1) = x2 n’a pas de solutions en
entiers strictement positifs n et x.

Exemple 3.15. Posons a = 241 et b = 5291 = 11× 13× 37. On a

a ≡ −1 (mod 11) et 11 ≡ 3 (mod 8),

et
(a2 − 1)(b2 − 1) = 240× 242× 5290× 5292 =

(
24 × 32 × 5× 7× 11× 23

)2
.

Alors d’après le théorème 3.13, (n, x) = (2, 24 × 32 × 5 × 7 × 11 × 23) est l’unique solution
de l’équation (241n − 1) (5291n − 1) = x2.

3.3.2 Cas où a ≡ tp− 1 (mod 2p2) avec t ∈ J1, 2p− 1K

En 2010, Lan et Szalay [11] ont prouvé que l’équation (3.10) n’admet pas de solutions
lorsque a ≡ 2 (mod 6) et b ≡ 0 (mod 3). En 2019, Noubissie et Togbé [15], quant à eux, ont
traité l’équation (3.10) dans le cas où a ≡ 4 (mod 10) et b ≡ 0 (mod 5), et ont prouvé que
dans ce cas, l’équation (3.10) n’admet pas de solutions en entiers strictement positifs n et x.
Le théorème suivant permet de généraliser ces deux résultats.

Théorème 3.16 ([1]). S’il existe un facteur premier p de b et un entier t ∈ J1, 2p− 1K tels
que p ≡ ±3 (mod 8) et a ≡ tp− 1 (mod 2p2), alors l’équation (3.10) n’a pas de solutions en
entiers strictement positifs n et x.

Démonstration. Supposons que l’équation (3.10) a une solution en entiers strictement posi-
tifs n et x. L’hypothèse a ≡ tp− 1 (mod 2p2) implique que a ≡ −1 (mod p). Et comme par
hypothèse b ≡ 0 (mod p), alors d’après le théorème 3.13, il existe des entiers strictement
positifs i, c tel que a = T4i−2(pc). Comme (pc, 1) est la solution minimale de l’équation de
Pell-Fermat u2−((pc)2−1)v2 = 1, alors d’après le théorème 2.20, a = x4i−2. Donc en utilisant
la première assertion du corollaire 2.16, nous obtenons a = 2x22i−1−1. En utilisant à nouveau
le théorème 2.20, nous obtenons a = 2T 2

2i−1(pc)−1. Comme d’après lemme 2.32, T2i−1(pc) ≡ 0

(mod p), alors a ≡ −1 (mod 2p2). En utilisant à nouveau l’hypothèse a ≡ tp−1 (mod 2p2),
nous obtenons tp ≡ 0 (mod 2p2). Ce qui signifie que 2p | t, ce qui contredit l’hypothèse
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t 6 2p−1. Conclusion : Avec les hypothèses posées sur a et b, l’équation (3.10) ne peut avoir
de solutions en entiers strictement positifs n et x.

Le théorème 3.16 donne, dans le cas particulier où p ∈ {3, 5} les deux assertions suivantes,
dues respectivement à Lan et Szalay [11] et à Noubissie et Togbé [15].

Corollaire 3.17. Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées

1. a ≡ 2 (mod 6) et b ≡ 0 (mod 3),

2. a ≡ 4 (mod 10) et b ≡ 0 (mod 5).

Alors l’équation (3.10) n’a pas de solutions en entiers strictement positifs n et x.

Démonstration.

1. Supposons que a ≡ 2 (mod 6) et b ≡ 0 (mod 3). Alors il existe un entier k tel que
a = 6k + 2. Soit r le reste de la division euclidienne de k par 3, on a alors :

a = 6(3`+ r) + 2, avec ` ∈ Z.

Donc a ≡ 6r + 2 (mod 18). En posant t = 2r + 1 et en tenant compte du fait que
0 6 r 6 2, on obtient

a ≡ 3t− 1 (mod 2× 32) et 1 6 t 6 5 = 2× 3− 1.

Comme b ≡ 0 (mod 3), alors d’après le théorème 3.16, l’équation (3.10) n’a pas de
solutions en entiers strictement positifs n et x.

2. Supposons maintenant que a ≡ 4 (mod 10) et b ≡ 0 (mod 5). Donc a = 10k + 4, avec
k ∈ Z. Et comme il existe (`, r) ∈ Z× J0, 4K tel que k = 5`+ r, alors a = 50`+10r+4.
En posant t = 2r + 1, on obtient

a ≡ 5t− 1 (mod 2× 52) et 1 6 t 6 2× 5− 1.

Puisque b ≡ 0 (mod 5), selon le théorème 3.16, l’équation (3.10) n’a pas de solutions
en entiers strictement positifs n et x.

3.3.3 Cas où a ≡ 0 (mod 2) et b ≡ −1 (mod 4)

En 2011, Tang [19] a prouvé que l’équation (3.10) ne possède pas de solutions lorsque a
pair et b ≡ 15 (mod 20). Noubissie, Togbé et Zhang [16] ont gardé l’hypothèse a pair et
ont montré que si b est un nombre premier congru à 3 modulo 8, alors l’équation (3.10) ne
possède pas de solutions. Quelques mois plus tard Noubissie et Togbé [15] ont amélioré leur
résultat précédent en prouvant que l’équation (3.10) ne possède pas de solution lorsque b ≡ 3

(mod 12). Le théorème suivant permet de généraliser les trois résultats précédents.
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Théorème 3.18 ([1]). Si a est pair, b ≡ −1 (mod 4) et b possède un facteur
premier p ≡ ±3 (mod 8), alors l’équation (3.10) n’a pas de solutions en entiers strictement
positifs n et x.

Démonstration. Procédons par l’absurde en supposant que l’équation (3.10) admet une so-
lution en entiers strictement positifs n et x. Comme par hypothèse a est pair et b ≡ −1
(mod 4), alors an − 1 ≡ ±1 (mod 4) et bn − 1 ≡ (−1)n − 1 (mod 4). Par suite,

x2 ≡ ± ((−1)n − 1) (mod 4).

En Supposant que n est impair, nous obtenons : x2 ≡ 2 (mod 4). Or 2 n’est pas un carré
modulo 4. Donc n est nécessairement pair, c’est-à-dire n = 2n′, où n′ est un entier strictement
positif. Puisque n est pair, alors il existe en vertu du lemme 3.10 deux entiers positifs r et s
tels que

an
′
= xr et bn

′
= xs. (3.15)

Comme a est pair, alors xr l’est aussi. Par conséquent, h (2) l’indice de divisibilité de 2 dans
la suite (xk)k>0 est fini. Dans ce cas, d’après l’assertion 1 de la proposition 2.30, pour tout
entier k > 0, x2k impair et x2k+1 pair. Donc, comme xs = bn

′ et b est impair, alors s est
pair. D’où l’existence d’un certain entier positif s′ tel que s = 2s′. Par suite, en utilisant la
relation (3.15) et la première assertion du corollaire 2.16, nous obtenons :

bn
′
= 2x2s′ − 1.

Comme b possède un facteur premier p ≡ ±3 (mod 8), alors

2x2s′ − 1 ≡ 0 (mod p).

D’où
2x2s′ ≡ 1 (mod p).

Par conséquent, (
2

p

)(
x2s′

p

)
=

(
2x2s′

p

)
= 1.

En d’autre termes
(

2
p

)
= 1. Ce qui contredit le fait que p ≡ ±3 (mod 8). Nous concluons que

ce que nous avons supposé tout au début de cette démonstration est faux, l’équation (3.10)
n’a pas de solutions en entiers strictement positifs n et x pour a et b vérifiant les hypothèses
du présent théorème.

Dans le cas où p ∈ {3, 5}, le théorème 3.18 donne les trois assertions suivantes dues
respectivement à Tang [19], Noubissie et al [16], et Noubissie et Togbé [15].

Corollaire 3.19. Supposons que ces conditions sont vérifiées

1. a ≡ 0 (mod 2) et b ≡ 15 (mod 20).
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2. a ≡ 0 (mod 2), b premier et b ≡ 3 (mod 8).

3. a ≡ 0 (mod 2) et b ≡ 3 (mod 12).

Alors l’équation (3.10) n’a pas de solutions en entiers strictement positifs n et x.

Démonstration.

1. Comme b ≡ 15 (mod 20), alors b ≡ 3 (mod 4) et b ≡ 0 (mod 5). Vu que a est pair,
alors d’après le théorème 3.18, l’équation (3.10) ne possède pas de solutions en entiers
strictement positifs n et x.

2. Puisque b ≡ 3 (mod 8), alors b ≡ 3 (mod 4). Et comme b est un nombre premier
et a est pair, alors a et b vérifient les hypothèses du théorème 3.18. Par conséquent,
l’équation (3.10) n’admet pas de solutions en entiers strictement positifs n et x.

3. Étant donné que b ≡ 3 (mod 12), alors b ≡ 3 (mod 4) et b ≡ 0 (mod 3). Comme a
est pair, alors selon le théorème 3.18, l’équation (3.10) n’a pas de solutions en entiers
strictement positifs n et x.

3.3.4 Cas où p = A2 +B2 et a2 ≡ −1 (mod p)

Il est important de noter que dans tous les résultats précédents, les hypothèses sur a et b
ont été choisies d’une façon à ce que l’on puisse exclure le cas n impair. Dans les résultats
à venir, toujours dans le but d’exclure le cas n impair, nous considérons le cas où a2 ≡ −1
(mod p). D’après (3.1), cette congruence est possible si et seulement si p ≡ 1 (mod 4). Ce
qui est, d’après le théorème des deux carrés de Fermat, équivalent à p est une somme de
deux carrés. Commençons par le théorème suivant.

Théorème 3.20 ([1]). Soit p = A2 + B2 = 1 (mod 8) un facteur premier de b

avec A+B ≡ ±3 (mod 8). Si a2 ≡ −1 (mod p), alors l’équation (3.10) n’a pas de solutions
en entiers strictement positifs n, x avec n impair.

Démonstration. Supposons que A est impair, donc A2 ≡ 1 (mod 8). Comme par hypothèse
p = A2 + B2 = 1 (mod 8), alors B2 ≡ 0 (mod 8). Par conséquent, B ≡ 0, 4 (mod 8). Par
suite, B ≡ −B (mod 8). D’où,

A+B ≡ A−B (mod 8).

Puisque par hypothèse A+ B ≡ ±3 (mod 8), alors il en est de même pour A− B. Dans ce

cas, (A±B)2 − 1

8
est impair. Soit ι l’entier défini par (3.2). En appliquant le lemme 3.8, nous

obtenons (
1 + ι

p

)
=

(
1− ι
p

)
= −1. (3.16)

De plus, comme a2 ≡ −1 (mod p), alors de (3.3), a2 ≡ ι2 (mod p). Par conséquent,

(a− ι)(a+ ι) ≡ 0 (mod p).
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Par suite,
a ≡ ±ι (mod p).

Supposons par l’absurde que l’équation (3.10) possède une solution en entiers strictement
positif n et x avec n impair. Alors en utilisant la relation (3.3), nous obtenons

an − 1 ≡ ±ι− 1 (mod p).

Vu que b ≡ 0 (mod p), alors

x2 = (an − 1)(bn − 1) ≡ ±ι+ 1 (mod p).

D’où (
1 + ι

p

)
= 1 ou

(
1− ι
p

)
= 1.

Ce qui contredit (3.16). Par conséquent, n est pair. Nous pouvons donc déduire que ce que
nous avons supposé est faux, l’équation (3.10) n’a pas de solutions avec n impair.

Remarque 3.21. Il est important de souligner que la condition A+B ≡ ±3 (mod 8), lorsque
nous supposons p ≡ 1 (mod 4), n’est pas suffisante pour exclure le cas n impair, même si
a2 ≡ −1 (mod p) et b ≡ 0 (mod p). En effet, pour p = 5 = 12 + 22, a = (1 + 5k)2 + 1 et
b = (2+5`)2+1, où k et ` sont des entiers quelconques, n = 1 est une solution de l’équation
(an − 1)(bn − 1) = x2.

Le théorème suivant découle de l’application du théorème 3.20 dans le cas où p = 17.

Théorème 3.22 ([1]). L’équation (3.10) a une solution en entiers strictement positifs (n, x)
sous les hypothèses a2 ≡ −1 (mod 17) et b ≡ 0 (mod 17) si et seulement s’il existe des
entiers positifs r, s, c et un entier impair β tels que a = Tr(c), b = Ts(c) avec c ≡ 9(3β +6β)

(mod 17), r ≡ ±β (mod 8) et s ≡ 4 (mod 8). Dans ce cas, n = 2 est l’unique solution.

Démonstration. Supposons que

a2 ≡ −1 (mod 17) et b ≡ 0 (mod 17), (3.17)

et que l’équation (3.10) possède une solution en entiers strictement positif n et x. Comme
p = 17 = 12 + 42, alors d’après le théorème 3.20, n est pair. D’où l’existence d’un entier
strictement positif n′ tel que n = 2n′. Dans ce cas, le lemme 3.10 assure l’existence de deux
entiers strictement positifs r et s tels que

an′ = xr et bn′ = xs. (3.18)

Pour tout entier k > 0, posons uk = xk, où xk représente la classe d’équivalence de xk
modulo 17. D’après la relation (2.15), pour tout entier k > 0,

uk =
αk + α−k

2
, (3.19)
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où α et α−1 sont les racines du polynôme f(X) = X2−2u1X+1 dans une clôture algébrique
de F17. Soit q l’ordre de α dans le groupe multiplicatif

(
F17

)∗. L’hypothèse b ≡ 0 (mod 17)

et (3.18) impliquent que
xs ≡ 0 (mod 17). (3.20)

Donc h(17) est fini. Dans ce cas, d’après le théorème 2.28, q = 4h(17). Comme p = 17, alors
d’après la dernière assertion de la proposition 2.30, q | 16. D’où, α16 = 1. Par conséquent
α ∈ (F17)

∗. Vu que 3 est un générateur du groupe (F17)
∗, alors il existe β ∈ J0, 15K, tel que

α = 3β. (3.21)

Montrons que β est impair et que r ≡ ±β (mod 8). Pour ce faire, commençons par montrer
que n′ est impair. Supposons par l’absurde que n′ est pair. Selon [5, Result 2], l’équation (3.10)
n’a de solutions que lorsque n = 4 avec{a, b} = {13, 239}. Or ceux-ci ne satisfont pas les
conditions (3.17). On déduit alors que n′ est impair. Par conséquent, en utilisant à nouveau
la relation (3.17), nous obtenons : a2n′ ≡ −1 (mod 17). Donc, d’après la relation (3.18),
xr

2 ≡ −1 (mod 17). D’où u2r = −1. En utilisant la relation (3.19), nous obtenons ce qui
suit :

α2r + α−2r + 2 = −4.

Par suite,
(α2r)2 + 6α2r + 1 = 0.

Par conséquent, α2r est l’une des racines du polynôme X2 + 6X + 1 = (X − 2)(X − 9)

dans F17. En d’autres termes α2r ∈ {32, 3−2}. En utilisant la relation (3.21), nous obtenons :
32rβ ∈ {32, 3−2}. Par suite, 32rβ−2 = 1 ou 32rβ+2 = 1. Comme ord(3) = 16, alors

rβ ≡ ±1 (mod 8).

Il en résulte de cette congruence que β est impair. Par suite, β2 ≡ 1 (mod 8). Donc en
multipliant la congruence ci-dessus par β, on obtient r ≡ ±β (mod 8).
Montrons maintenant que s ≡ 4 (mod 8). Puisque β est impair, d’après la relation (3.21),
α est un générateur du groupe multiplicatif (F17)

∗. Ce qui signifie que q = ord(α) = 16. Par
conséquent, en vertu du lemme 2.28, nous avons h(17) = 4. Comme d’après (3.20),

xs ≡ 0 (mod 17),

alors en utilisant l’assertion (2c) de la proposition 2.30, on trouve que s ≡ 4 (mod 8).
Montrons que n = 2. Ce qui revient à prouver que n′ = 1. Supposons que n′ > 3. Comme s est
pair, alors il existe s′, tel que s = 2s′. En utilisant la relation (3.18) et la première assertion
du corollaire 2.16, nous obtenons : bn′ = 2x2s′ − 1. Par conséquent, (xs′ , b, n′) est solution de
l’équation diophantienne 2x2 − 1 = ym, d’inconnues x, y et m. D’après [3, Proposition 8.1]
cette équation n’admet que (1, 1,m) et (78, 23, 3) comme solutions à coordonnées positives.
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A partir de cela et du fait que b > 1, nous déduisons que

(xs′ , b, n
′) = (78, 23, 3).

Ce qui contredit l’hypothèse 17 | b. Donc n′ < 3. Puisque nous avons déjà prouvé que n
est impair, nécessairement n′ = 1. Par conséquent, n = 2. Et à partir de la relation (3.18),
a = xr et b = xs. Par le théorème 2.20, nous obtenons a = Tr(x1) et b = Ts(x1). Donc il suffit

de prendre c = x1. D’après les relations (3.19) et (3.21), u1 =
3β + 3−β

2
. Comme dans F17,

3−1 = 6 et 2−1 = 9,

alors x1 ≡ 9(3β + 6β) (mod 17).
Réciproquement, supposons qu’il existe des entiers strictement positif r, s, c et un entier
impair β tels que a = Tr(c) et b = Ts(c), avec r ≡ ±β (mod 8), s ≡ 4 (mod 8) et

c =
3β + 3−β

2
(mod 17). (3.22)

Comme (c, 1) est la solution minimale de l’équation de Pell-Fermat u2− (c2−1)v2 = 1, alors
d’après le théorème 2.20, pour tout entier k > 0,

Tk(c) = xk (3.23)

et pour tout entier k > 1,
Uk−1(c) = yk.

Par conséquent,
(a2 − 1)(b2 − 1) = ((c2 − 1)Ur−1(c)Us−1(c))

2.

Ce qui signifie que (2, (c2 − 1)Ur−1(c)Us−1(c)) est un couple solution de l’équation (3.10).
Posons pour tout entier k > 0, uk = Tk(c), où Tk(c) représente la classe d’équivalence de
Tk(c) modulo 17. La relation (3.23) nous permet de déduire que pour tout entier k > 0,
uk = xk. Alors, d’après l’exemple 2.23, la suite (uk)k>0 est une suite récurrente linéaire,
vérifiant pour tout k > 0, uk+2 − 2cuk+1 + uk = 0. Posons

f(X) = X2 − 2cX + 1 ∈ F17[X].

On déduit à partir de la congruence (3.22) que 3β et 3−β sont les racines du polynôme f
dans F17. Posons α = 3β, alors d’après la relation (2.15)

uk =
αk + α−k

2
. (3.24)

Pour montrer que a2 ≡ −1 (mod 17) et 17 | b, il suffit de montrer que us = 0 et u2r = −1.
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Commençons par us. D’après la relation (3.24),

us = α−s
α2s + 1

2
.

Comme par hypothèse s ≡ 4 (mod 8), alors 2s ≡ 8 (mod 16). Par suite, α2s = α16k+8.
Comme β est impair et α = 3β, alors ord(α) = 16. Par conséquent, α2s = α8 = −1. D’où,
us = 0. Montrons maintenant que u2r = −1. D’après la relation (3.24),

u2r =
α2r + α−2r + 2

4
.

Puisque α = 3β, alors
α2r + α−2r = 32rβ + 3−2rβ.

La congruence r ≡ ±β (mod 8) avec β impair donne 2rβ ≡ ±2 (mod 16). Comme 3 est un
générateur de F∗17, alors

α2r + α−2r = 32 + 3−2 = 32 + 2.

Par conséquent, u2r =
13

4
= −1. Ce qui termine la preuve.

Nous sommes arrivés à la fin de ce chapitre, que nous clôturons avec ces deux exemples.

Exemple 3.23. Posons a = 106 et b = 102. Il n’est pas difficile de vérifier que a2 ≡ −1
(mod 17) et b ≡ 0 (mod 17). Comme (1062 − 1)(1022 − 1) = 3 × 5 × 7 × 101 × 103 × 107

n’est pas un carré, alors d’après le théorème 3.22, l’équation (106n − 1)(102n − 1) = x2 n’a
pas de solutions en entiers strictement positifs n et x.

Exemple 3.24. Posons a = 4 et b = 1921 = 17× 113. On a

a2 ≡ −1 (mod 17), b ≡ 0 (mod 17)

et
(a2 − 1)(b2 − 1) = 3× 5× 1920× 1922 =

(
24 × 3× 5× 31

)2
.

Donc d’après le théorème 3.22, (n, x) = (2, 24×3×5×31) est l’unique solution de l’équation

(4n − 1) (1921n − 1) = x2.



Conclusion et perspectives

Cette thèse a été consacrée à l’étude des équations diophantiennes exponentielles de la
forme (an − 1)(bn − 1) = x2 et (an − 1)(bm − 1) = x2, d’inconnues (n,m, x) ∈ N∗ ×N∗ ×N∗,
où a et b sont deux entiers distincts et strictement supérieurs à 1.
Dans le premier chapitre, nous nous sommes intéressés à la théorie des fractions continues.

Nous avons rappelé quelques définitions et donner des preuves détaillées de quelques résul-
tats classiques de cette théorie. Nous avons également étudié le développement en fraction
continue d’un nombre irrationnel quadratique, qui est un outil essentiel à la résolution de
l’équation de Pell-Fermat.
Dans le deuxième chapitre, après avoir démontré que l’équation de Pell-Fermat admet

une infinité de solutions, donner le lien entre ses solutions à coordonnées positives et les
polynômes de Tchebychev de première et seconde espèces. Nous avons établit de nouveaux
résultats concernant des congruences vérifiées par les solutions de l’équation de Pell-Fermat.
Dans le troisième et dernier chapitre, nous avons rappelé quelques propriétés du sym-

bole de Legendre, et nous avons présenté de nouveaux résultats concernant les équations
diophantiennes (an − 1)(bn − 1) = x2 et (an − 1)(bm − 1) = x2.
Nous terminons par quelques perspectives. D’après le théorème 3.16, si l’équation

(an − 1)(bn − 1) = x2

admet une solution (n, x) en entiers strictement positifs avec a ≡ −1 (mod p), où p ≡ ±3
(mod 8) est un facteur premier de b, alors

(n, x) = (2, dyrys),

où d = pgcd (a2 − 1, b2 − 1) et (xr, yr) et (xs, ys) sont deux couples solutions de l’équation
de pell-Fermat

u2 − dv2 = 1.

Il est intéressant de voir si sous les conditions faites sur a et b, dyrys est un carré, ou bien de
chercher ce qu’il faudrait rajouter comme hypothèses au théorème 3.16, pour que cela soit
satisfait. Il est également intéressant d’étudier par exemple l’équation (an− 1)(bm− 1) = xr,
avec r impair.
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