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N={0,1,2,...} : Pensemble des entiers naturels.

N* = {1,2,...} : 'ensemble des entiers naturels non nuls.
7Z : l'ensemble des entiers rationnels.

Q : I’ensemble des nombres rationnels.

F, : le corps fini a p élément.

. TN o AlA
Fyn : le corps fini & p" éléments.

F, : la cloture algébrique de F,,.

[} : le groupe multiplicatif de Fyn.

vp(n) @ la valuation p-adique de 'entier n. C’est la plus grande puissance de p qui

divise n.

|z] : la partie entiére d’'un nombre réel z, i.e. 'unique entier rationnel k vérifiant :
r—1<k<u.

Sia,beZ, [a,b] ={keN|a<k<b}.

{z} : la partie fractionnaire d’un nombre réel z.

<%> : le symbole de Legendre.

Ti(X) : Le k-iéme polynome de Tchebychev de premiére espéce.
Uk(X) : Le k-iéme polynéme de Tchebychev de seconde espéce.

Mj(Z) : P'ensemble des matrices carrées d’ordre deux a coefficients entiers.






Introduction

Les équations diophantiennes représentent 'un des domaines les plus intéressants de la
théorie des nombres. Ce sont des équations dont les solutions sont cherchées parmi les
nombres entiers ou rationnels. C’est souvent des équations polynomiales a coefficients en-
tiers, dont la résolution peut parfois étre simple, mais d’autres fois, peut étre extrémement
complexe. Parmi les outils utilisés pour étudier ces équations, on trouve les congruences, les

résidus quadratiques et les fractions continues.

Il existe un autre type d’équations diophantiennes, appelées équations diophantiennes ex-
ponentielles. Ce sont des équations dont au moins I'une des inconnues se trouve en exposant.
Par exemple, I’équation 2" — 3™ = 5 qui admet uniquement deux solutions (m,n) = (3,1)
et (m,n) = (5,3) dans N2, Cette derniére semble élémentaire, mais sa résolution nécessite

I'utilisation de la méthode de Baker basée sur les formes linéaires en logarithmes.

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a 1’étude des équations diophantiennes

exponentielles
(a™ —1) (" — 1) = 2 (1)

et
(@™ —1) (" —1) = 2, (2)

ou (n,m,z) € N* x N* x N* sont des inconnues, et a et b sont deux entiers distincts et stric-
tement supérieurs a 1. Depuis I’an 2000, de nombreuses études ont porté sur 1’équation (1).
Le premier a s’y intéressé est Szalay [18], il a prouvé en 2000 que cette équation n’a pas de
solutions en entiers strictement positifs n et « pour (a,b) = (2,3). Il a également prouvé
que le couple (n, ) = (1,2) représente 'unique solution de 'équation (2" —1)(5" — 1) = x2.
Dans la méme année Hajdu et Szalay |7| ont prouvé que I'équation (2" — 1)(6" — 1) = z?
n’a pas de solutions en entiers strictement positifs n et x. Ils ont aussi étudié 1’équation
(a® — 1)(" — 1) = 2% pour b = a* avec k > 1 et kn > 2. Ils ont montré que dans ce
cas les solutions sont les suivantes : (a,n,k,z) = (2,3,2,21), (3,1,5,22), (7,1,4,120). En
2002, Cohn [5] a prouvé que si n est un multiple de 4, alors I’équation (1) n’a de solutions
que lorsque n = 4 avec {a,b} = {13,239}. Il a conjecturé aussi que I’équation diophan-
tienne (a" —1) (0™ — 1) = z? n’a pas de solutions en entiers strictement positifs n et x
pour n > 4. De plus, il a montré que n = 2 si et seulement si il existe des entiers positifs r,
s et c tels que a = T,(c), b = Ti(c) et z = (¢ — D)U,_1(c)Us_1(c), on Ty et Uy sont les
k-éme polynémes de Tchebychev de premiére et seconde espéce respectivement. Ces der-

niers peuvent étre définis par Ty = Uy = 1, T} = %Ul = X, et pour tout entier k£ > 0,
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Thyo = 2XThq — Ty et Uppo = 2XUpyq — Uy

Depuis, plusieurs auteurs se sont intéressés a 'étude de ’équation (1) sous différentes
hypothéses sur a et b. Nous pouvons citer Le [12], Lan et Szalay [11|, Tang [19], Noubis-
sie et al [16] et Noubissie et Togbé [15]. En résumé, ils ont respectivement démontré que
I'équation (1) n’a pas de solution en entiers strictement positifs n et z si I'une des conditions
suivantes est vérifiée.

— a=2et b=0 (mod 3),

— a=2 (mod 6) et b=0 (mod 3),

— a=0 (mod 2) et b= 15 (mod 20),

— a =0 (mod 2), b est premier et b =3 (mod 8),

— a=0 (mod 2) et b=3 (mod 12).

En 2016, en utilisant les solutions de ’équation diophantienne u? —dv? = 1, oi1 d est un entier
strictement positif et non carré (connue sous le nom d’équation de Pell-Fermat), Ishii [8] a
donné une condition nécessaire et suffisante pour 'existence de solutions pour I’équation (1)
dans le cas ot a =5 (mod 6) et b =0 (mod 3). Inspirés par ce résultat, Noubissie et Toghé
ont donné une condition nécessaire et suffisante pour 'existence de solutions pour I'équa-
tion (1) dans le cas ot a =4 (mod 5) et b=0 (mod 5).

Revenons a I'an 2000, en cette année, Walsh [22| a traité 1’équation diophantienne exponen-
tielle (2). Il a prouvé que cette derniére n’a pas de solutions en entiers strictement positifs
n, m et x pour (a,b) = (2,3). En 2011, Tang [19] a amélioré ce résultat en prouvant que
I'équation (2) n’a pas de solutions lorsque a = 2 (mod 6) et b =3 (mod 12).

Récemment, conjointemant avec Boumahdi et Garici [1], avons amélioré les résultats sus-cités
concernant les équations diophantiennes (1) et (2). Pour cela, nous avons utilisé quelques
propriétés concernant les solutions de I’équation de Pell-Fermat, leur lien avec les polynémes
de Tchybychev de premiére et seconde espéce, ainsi que d’autres résultats provenant des tra-
vaux de Cohn [5], Van Der Waal [21] et Bennet [3]. Nous avons par exemple montré que si a
est pair, b =3 (mod 4) et b posséde un facteur premier p = +3 (mod 8), alors I’équation (1)
n’a pas de solutions en entiers strictement positifs n et x. Nous avons également examiné le
cas ou > = —1 (mod p) et p =1 (mod 8) est un facteur premier de b. Nous avons prouvé
que si 'équation (1) admet une solution alors n est pair.

Cette these est organisée en trois chapitres. Le premier chapitre est consacré a 1’étude du
développement en fraction continue d’un nombre réel. En particulier, le développement en
fraction continue d’un irrationnel quadratique v/d, ot d est un entier strictement positif et
non carré, un outil trés utile & la résolution de I’équation de Pell-Fermat u? — dv? = 1. Dans
le second chapitre, nous nous concentrons sur l’étude de certaines propriétés des solutions
de I'équation de Pell-Fermat u? — dv? = 1. Nous montrons que cette derniére admet une
infinité de solutions en entiers positifs (xy, yx) et nous donnons un lien entre (xy,yx) et les
polynomes de Tchebychev de premiére et seconde espéce. Nous cloturons ce chapitre par
présenter quelques nouveaux résultats indispensables aux preuves des résultats du dernier
chapitre, concernant I'indice de divisibilité h(p) dans la suite (x),cy, Ol p est un nombre

premier. Ce dernier correspond au plus petit h vérifiant z, = 0 (mod p). Dans le troisiéme



et dernier chapitre, nous présentons nos nouveaux résultats [1] concernant les équations
diophantiennes (1) et (2). Nous donnons par exemple une condition nécessaire et suffisante
pour l'existence de solutions pour 1'équation (1) lorsque p = £3 (mod 8), a = —1 (mod p)
et b=0 (mod p).






Chapitre 1
Fractions continues

Les fractions continues sont un concept fascinant qui trouve son utilisation dans divers

domaines, tel que la théorie des nombres. Cette notion est définie comme étant une expression

de la forme
1
Qo + 3
1
a; +
1
Qn,
notée [ag, ay, ..., a,], ou de la forme
1
ap + —————,
1
4+ ———
1
as + —
notée [ag, aj,as,...], ot ay € Z et les a, sont des entiers strictement positifs. Les fractions

continues ont des propriétés intéressantes qui les rendent particulierement utiles dans la ré-

solution d’équations diophantiennes telles que les équations de Pell-Fermat.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I’étude du développement en fraction continue
d’un nombre réel. En particulier, a celui des nombres irrationnels. On dit qu’un irrationnel x
admet un développement en fraction continue §’il existe un entier ag et une suite d’entiers
strictement positifs (a,),>1 tels que

xr = nl_i&loo[ao, e Qg

L’un des principaux résultats de ce chapitre est que tout nombre irrationnel admet un déve-
loppement en fraction continue, et ce dernier est unique. Noter que pour tout entier n > 0,
le rationnel [ao, . .., a,| est appelé réduite d’ordre n de z. Une question naturelle consiste a
savoir sous quelle condition suffisante un nombre rationnel g figure parmi les réduites de z.

La réponse a cette question a été donnée par Andrien-Marie Legendre en 1798 en prouvant
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que si

T — g’ < #, alors s est une réduite de x. Grace a ce résultat nous démontrons
dans le prochain chapitre que si d est un entier strictement positif et non carré et si u,v
vérifient u? — dv? = 1 alors 2 est une réduite de V/d. Nous cloturons ce chapitre par donner
des résultats concernant la périodicité du développement en fraction continue des nombres

irrationnels quadratiques, dts a Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange et Evariste Galois.

Pour ce chapitre, nous nous sommes inspirés des livres suivants : [2], [9], [17] et [20].

1.1 Fractions continues : Définitions et généralités

Nous débutons notre étude par définir la suite de fractions rationnelles (F,),,., par récur-

rence de la maniére suivante :
Fy (Xo) = Xo, (1.1)

et pour tout n > 0,

1
Fn+1 (X07"-7Xn+1) :Fn (XQ,...,an,Xn+ X ) . (12)
n+1

Calculons les termes F} et Fj :

— Pour n = 1, nous avons

— Pour n = 2, nous avons

_ X (XoXs +1) + X, (15)
Xo X, +1 ’ ’

Nous remarquons que

Fl(XQ,Xl) = XO —|— -



Nous pouvons facilement vérifier que :

1
FQ(X(),Xl,XQ) :X0+ 1 .
14+ —
+ X,
D’une maniére générale, nous avons
1
F, (Xo,...,X,) = Xo+ !
Xi+
1
Xpo1+ X_n

Proposition 1.1. Pour tout entier n > 0,

For1(Xo, ooy Xp1) = X '
+1(Xo +1) 0+Fn(X1>""X”+1)

Démonstration.

— En utilisant (1.3) suivie de (1.1) nous obtenons : F; (X, X;) = Xo + ﬁ Ainsi, la
0 1
relation est vérifiée pour n = 0.

— Fixons n > 0. Supposons que

Fn+1(XO7 s 7Xn+1) = XD +

F.(Xy,... ,Xnﬂ)'
et montrons que

1
Fn—l—l(Xh o 7Xn+2).

Fn+2<X0, P ,Xn+2) = XO +

En utilisant la relation (1.2), nous obtenons

1
Fn+2(X0,...,Xn+2) :Fn+1 (Xo,...,Xn,XnJrl—'— X ) .
n+2

En utilisant maintenant I’hypothése de récurrence, nous obtenons

1
Fn+2(X0, .. 7Xn+2> = XO -+ 1 .
Fn <X17' - aXnJrl + Xn+2>
En utilisant & nouveau la relation (1.2), nous obtenons
1

Frio(Xos oo Xpin) = Xo + .
+2( 0 +2) 0 Fn+1 (Xla'-~7Xn+17Xn+2)
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Conclusion : Par le principe de récurrence, on a pour tout entier n > 0,

Fut(Xo,. .+, Xa1) = X '
+1(Xo +1) 0+Fn(X1>""X”+1)

Dans ce qui suit, nous définissons deux suites de polyndémes.

— Soit (P,),-, la suite de polynoémes définie par

P() (X()) :X() et P1 (X[),Xl) :XOX1+1,

et pour tout n > 2,

P, (Xo,..., X)) = XpPo1 (X, Xno1) + Poo (Xo, - ..

— Soit (Qn),5 la suite de polynomes définie par
Qo (X()) = 1 et Ql (X(),Xl) :Xl,

et pour tout n > 2,

Qn (Xoy. o, X)) = X0Qno1 (Xoy -, Xn1) + Qu2 (Xo, - ...

Proposition 1.2. Pour toutn > 1, Q,(Xo, X1,...,X,) = Po1 (X1, ...

Démonstration. La preuve se fera par récurrence.

) Xn—Q) .

7Xn—2) .

, Xn).-

— En utilisant les relations (1.6), (1.8) et (1.9), on vérifie facilement que :

Q1 (X0, X1) = Po(X1) et Q2 (Xo, X1, Xs) = Pi(Xy, Xo).

— Fixons n > 2. Supposons que pour tout entier k, 1 < k < n,
Qr(Xo, X1,..., Xg) = Peo1( Xy, ..o, Xi),
et montrons que
Qni1(Xo, X1, .o, Xna1) = Po(Xa, -, Xg1)-

Comme n > 2, alors d’apreés la relation de récurrence (1.9),

Qn1(Xo, X1, ..o, Xog1) = X1 Qn(Xo, X1, -, X)) + Qn1(Xo, - -, Xo1).

L’hypothése de récurrence nous permet de déduire que

Qni1(Xo, X1, o, Xog1) = X1 P (X, o, X)) + Poo (X, o0, X))

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)
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Donc en utilisant la relation de récurrence (1.7), nous obtenons

QnJrl(Xo,Xl, e 7Xn+1) - Pn(Xla e 7Xn+1)-

Conclusion : Ainsi, par le principe de récurrence, pour tout entier n > 1, nous avons

Qu(Xo, X1y, Xn) = Pt (X1, X)) O

Proposition 1.3. Pour tout n > 0, les coefficients des polynomes P, et Q),,, définis précé-

demment, sont des entiers naturels.

Démonstration. Commencons par le polynome P,. Pour cela, nous allons utiliser le raison-
nement par récurrence. Pour tout n > 0, notons A(n) I’assertion suivante : les coefficients
du polyndéme P, sont des entiers naturels.

— 1l est clair que les polynomes Py et P; donnés par la relation (1.6) sont a coefficients
entiers naturels. Ainsi, A(0) et A(1) sont vérifices.

— Fixons n > 1, supposons que A (k) est vraie pour tout k, 0 < k < n, et montrons que
A(n+ 1) est vraie. En utilisant la relation de récurrence (1.7), nous obtenons ce qui
suit :

Poi1=Xu1 P+ By (1.10)

Comme nous avons supposé que P, et P, _; ont leurs coefficients dans N, alors (1.10)
entraine que les coefficients du polyndéme P, ,; sont des entiers naturels.
Conclusion : Par le principe de récurrence, A (n) est vraie pour tout entier n > 0.
Passons maintenant au polynome @,,. Il clair que le polynéme @y donné par la relation (1.8)
est a coefficients dans N. Il nous reste donc & montrer que pour tout entier n > 1, (), est a
coefficients dans N. Cela découle de la proposition 1.2 et du fait que le polynéme P, est a
coefficients dans N. O]

Proposition 1.4. Pour tout entier n > 0, Q,(Xo,...,X,) # 0.

Démonstration. Procédons par récurrence.
— La relation (1.8) montre que Qo(Xo), @1(Xo, X1) # 0.
— Fixons n > 1. Supposons que pour tout entier k, 0 < k < n, Qr(Xo, ..., Xx) # 0, et
montrons que Q,+1(Xo, - .., Xn, Xnt1) # 0. En utilisant la relation (1.9), nous obtenons

ce qui suit :
Qui1(Xos - -+, X, Xn1) = Xpp1@Qn(Xos -+, X)) + Q1 (Xo, - -+, Xpo1).

Qni1(Xo, ..., X, Xpt1) étant un polyndéme en X, .1 & coefficients dans 1’anneau
Z[Xo, ..., X,], dont les coefficients sont non nuls d’aprés I’hypothése de récurrence.
Ce qui ne permet de déduire que Q,11(Xo, ..., Xpn, Xpny1) # 0.

]

Le théoréme suivant nous donne la relation entre la fraction rationnelle F), et les polynémes
P, et Q,.
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Théoréme 1.5. Pour tout entier n > 0,

P, (Xo,...,X,)

oo X) =5 R X

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence.

— En utilisant les relations (1.1), (1.4), (1.6) et (1.8), on obtient :

Py(Xo)
Qo(Xo)

Pi(Xo, X1)
Q1(Xo, X1)

FQ(X()) = et Fl(Xo,Xl) =

— En utilisant les relations de récurrence (1.7) et (1.9) on obtient
PQ(X(), X17X2> = XQ(XoXl + 1) + XO et QQ(Xo,Xl,XQ) = X2X1 + 1

Ainsi, par la relation (1.5), Fy(Xo, X1, Xo) = 522(();00—))2);(22))

— Fixons n > 2. Supposons que pour tout entier k, 0 < k < n,

Pe(Xo, -, Xi)
Fr.(Xo,...,Xg) = 1.11
X0 X0 =0 R, %) (11D
et montrons que
Pn+1(X07" 7X1’L 17XTL7Xn+1)

Foa(Xo, o Xoor, X, X)) = Qn+1(Xo X :1 Xy Xng1)

Nous avons par la relation (1.2),

1
Foy (Xoy. oo, Xno1, Xy X)) = B, (XO, o X, Xy + ) .
Xn-H

Dongc, en utilisant ’hypothése de récurrence (1.11), et les relations de récurrences (1.7)
et (1.9), on obtient :

(Xn + ﬁ) Pot (X0 s Xn1) + Pos (Xos o, Xos)

Fn+1 (X()a"’?Xn—l’Xnan-l-l) - 1 .
(Xn + _> anl <X0> S 7Xn71) + Qn72 (XO; oo 7an2)

Xnt1

o Xn+1 (XnPn—l + Pn—2) + Pn—l
Xn+1 (XnQn—l + Qn—2> + Qn—l .

En utilisant & nouveau les relations de récurrence (1.7) et (1.9), nous obtenons ce qui

suit :

Xpi1Po (Xo, ..., X)) + Po_t (Xo, ..
Xni1Qn (Xoy .o, X)) + Qn_1 (Xo, - -
P (Xo, .-, Xnt1)

B Qn-i—l (X07 cee 7Xn+l).

7Xn 1)

Frv1 (Xo, .o, Xny1) = X_1)

Ce qui termine la preuve. O



13
Théoréme 1.6. Pour tout n € N*,
Pnanl - QnPnfl == (_1)n+1'

Démonstration. Procédons par récurrence. L’égalité est clairement vérifiée pour n = 1.
Fixons n > 1. Supposons que P,Q, 1 — Q,P,_1 = (=1)""!, alors d’aprés les relations (1.7)
et (1.9)

Pn+1Qn - Qn+1Pn - (Xn-l—lpn + Pn—l)Qn - (Xn—i-lQn + Qn—l)Pn
- - (PnQn—l - QnPn—l) .

L’hypothése de récurrence permet de déduire que P,,1Q, — Qi1 P, = (—1)”*2. O

1.2 Développement en fraction continue d’un nombre réel

Lemme 1.7. Soit (a,)nen une suite d’entiers tels que pour tout n € N*, a,, > 1. Alors pour

tout n € N
1. Qn(ag,...,a,) € N* .

2. F,(ag,...,a,) est un nombre rationnel.

Démonstration.

1. Pour n = 0, l'utilisation de la relation (1.8) nous donne Qy(ag) = 1 € N*. Supposons

maintenant que n > 1, la proposition 1.2 nous affirme que dans ce cas,

Qn(ag, ... a,) = Po_q1(a1,...,a,).

Comme pour tout 1 < i < n, a; € N*, et pour tout n > 1, les coefficients de P,_; sont

d’aprés la proposition 1.3 dans N, alors Q,(ao, - .., a,) € N. On conclut que pour tout
n >0, Qulaog,...,a,) € N.
Il nous reste donc & montrer que pour tout n > 0, Q,(ag,...,a,) # 0. Pour ce faire

nous allons raisonner par récurrence.

— En utilisant la relation (1.8), on obtient Qg(ag) = 1 € N* et Q1(ag, a;) = a;. Comme
par hypothése a; € N*, alors @Q(ag, a1) € N*.

— Fixons n > 1, supposons que pour tout entier k, 0 < k < n, Q(ao,...,ar) # 0, et
montrons que Qn11(ag, ..., a,, ayr1) # 0.

Comme n > 1, alors en utilisant la relation de récurrence (1.9), on obtient :

Qn-i—l(aOa cees Qp, an-‘rl) = an-l—lQn(a()a s aan) + Qn—l(a07 s 7an—l)-

Puisque n > 1, alors a,,; est par hypothése un entier strictement positif. En
utilisant ’hypothése de récurrence on peut déduire que @Q,+1(ao, .- ., a,) # 0.

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout entier n > 1, Q,(ao, . .., a,) € N*.



14

2. Passons a la seconde assertion. Comme pour tout n > 0, Q,(aq,...,a,) € N* alors en

utilisant le théoréme 1.5, nous obtenons ce qui suit :

Pn(ag,...,an)
Qn (ag, ..., an)

F.(ag,...,a,) =

Le polynéme P, est d’aprés la proposition 1.3 a coefficients dans N, donc comme par
hypothése pour tout 0 < i < n, a; € Z, alors P,(ao,...,a,) € Z. Par conséquent,

F,(aop,...,a,) est un nombre rationnel.

[]

Définition 1.8. Soit x un nombre réel. On dit que x admet un développement en fraction

continue fini s’il existe n € N et des entiers ag, ay . . ., ap, tels que pour tout k € [1,n], ap > 1
et v = F,(ag,...,an).
Dans ce qui suit nous allons étudier la convergence de la suite (F,(ag,...,an))ns0, OU

(ax)ren est une suite d’entiers tels que pour tout k € N*| a; > 1. D’apreés le théoréme 1.2

P, (ag,...,a,)
F.(ag,...,a,) = . 1.12
(O ) Qn(GOa"'7an) ( )
Posons pour tout n € N,
P = Palag, ..., an) et ¢, = Qulag, ..., ay). (1.13)
de sorte que l'on ait :
Fo(ao, ... a,) = 2. (1.14)
dn
D’apreés les relations (1.6), (1.7), (1.8) et (1.9),
po=ag et p=ajag+1, (1.15)
DPn = QnPn—1 + Pno pour n = 2, (1.16)
=1 e qa=a (1.17)
Gn = QpGn-1 + Qn—2 poOUr N = 2 (118>

Nous avons ainsi obtenu deux suites de nombres (pn),~q €t (¢n),>o- Nous allons mainte-
nant donner quelques résultats concernant ces derniéres. Parmi ces résultats, certains nous

aideront & montrer que la suite (F,(aq, ..., a,))n>0 €st convergente.

Lemme 1.9. Soit n un entier naturel.

— Pour tout n > 1, ppgn-1 — GuPn_1 = (—1)”“.
20, P2 — Pulnyz = (—1)" Gppa.
>0 DPony1 P2n 1

)

— Pour toutn

— Pour toutn

q2n+1 q2n q2nq2n+1
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Démonstration.

1. Soit n € N*. On a par (1.13),

Pndn—-1—4nPn—1 = Pn<a07 s 7an)Qn—1(a07 cee 7an—1)_Qn(a07 cee 7an)Pn—1(a07 s 7an—1)-

Comme n > 1, alors d’apreés le théoréme 1.6,
Pndn—1 — gnPn—1 = (_1)n+1‘ (119)

2. Passons a la seconde assertion. Soit n > 0, donc n+2 > 2. Ce qui nous permet d’utiliser

les relations (1.16) et (1.18), celles-ci nous donnent :

Pn+2qn — PnQn+2 = (an-i-?pn-i-l + pn) n — Pn (an+2Qn+l + Qn)

= Ant2 (Pn+19n — Pndnt1) -

En utilisant la relation (1.19), nous trouvons que (pni1Gn —Padns1) = (—1)" 72 = (=1)".

Par conséquent,

Pnt2dn — Pndnt2 = (_1)n Ap42.
3. Prouvons la derniére assertion. Soit n € N,

Poni1 Pon Pont142n — P2nQ2n+1

don+1 4on d2n+192n

En utilisant (1.19), on obtient :

Pon+1 P2n 1

q2n+1 G2n q2n92n+1

]
Corollaire 1.10. Pour tout entier naturel n, les entiers p, et q, sont premiers entre eut.

Démonstration. D’aprés les relations (1.15) et (1.17), po = ag et o = 1, avec ag € Z. 1l est
donc clair que py et o sont premiers entre eux. Supposons maintenant que n € N*. Soit d
un diviseur de p, et de q,. Alors d divise p,g,_1 — @npPn_1, qui, d’aprés le lemme 1.9, est égal

a +1. Par conséquent, d = £1. Ce qui signifie que p,, et ¢, sont premiers entre eux. O]

Proposition 1.11. Si ay > 1, alors la suite (p,)n=0 est une suite d’entiers strictement

positifs, et strictement croissante.

Démonstration. Commencgons par montrer que pour tout entier n > 0, p, € N*.
— D’apreés la relation (1.15), py = ag. Donc, comme par hypothése ag > 1, alors py € N*.
Selon la méme relation, p; = aga; + 1. Comme ag,a; > 1, alors aga; + 1 > 2. Par

conséquent, p; € N*.
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— Fixons n > 1. Supposons que pour tout entier k£, 0 < k < n, pr € N*, montrons

que p,+1 € N*. D’aprés la relation (1.16),

Pnt1 = Any1Pn + Dn—1-

Comme a,y; > 1, alors l'hypothése de récurrence nous permet de déduire
que pp1 € N*.
Conclusion : Par le principe de récurrence, on a pour tout entier n > 0, p,, € N*.

Pour finir, montrons que la suite (p,)n>0 est strictement croissante. Comme ag, a; > 1, alors
agar +1 2 ag+ 1 > ag.

Par conséquent, en utilisant la relation (1.15), nous obtenons p; > py. Soit n > 1, montrons

que pny1 > pp. En utilisant la relation (1.16), nous obtenons

Pn+1 — Pn = (an—i-l - 1)pn +pn—1'

Comme a,.; > 1, alors a,41 —1 > 0. Et puisque la suite (p,)n=0 est une suite d’entiers

strictement positifs, alors (a,+1—1)pp+pn_1 = pn_1 > 0. Par conséquent, p, 11 —p, > 0. O
Lemme 1.12. Pour tout entier n > 0, q, = n.

Démonstration. Nous allons raisonner par récurrence.
— Nous avons par la relation (1.17), go = 1 et ¢; = a1, avec a; > 1. Par conséquent,
g = 0et g > 1
— Fixons n > 1. Supposons que pour tout entier 0 < k£ < n, ¢ > k et montrons que

Gn+e1 = n+ 1. Comme n + 1 > 2, alors en utilisant la relation (1.18) on obtient :

Gni+1 = Gpr1Gn + Gn-1-

Nous avons d’aprés le lemme 1.7 que @,,—1(aog, . .., a,—1) € N*. Donc par (1.13), ¢,—1 >
1. Et comme a,; > 1, alors

QTL+1 2 Qn + 1

L’hypothése de récurrence nous permet de déduire que
n+1 2 n+ 1.

Conclusion : Pour tout n > 0, ¢, > n. O

Proposition 1.13. La suite (¢,),~, est une suite d’entiers naturels croissante, et strictement

croissante a partir de n = 1. De plus, 11111 Gn = +00.
n—-+00

Démonstration. Nous avons par la relation (1.17), ¢o = 1 et ¢ = a1, o a1 > 1. Par

conséquent, gy < q;.
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Soit n > 1, montrons que ¢,+1 > ¢,. Puisque n + 1 > 2, alors en utilisant la relation (1.18),

nous obtenons ¢,.11 = ap11G, + ¢n_1. Par suite,

Gn+1 — dn = Qn (an-i-l - 1) + qn-1.

Comme a,.1 > 1, q,_1 = 1 et g, > 1 alors

n+1 — qn = 1.

Pour finir, nous avons par le lemme 1.12, ¢,, > n, d’ou lilil ¢n = +00. O
n—-+0oo

Lemme 1.14. La suite (pz—") est strictement croissante et la suite (pq—Q"“
n>=0

2n

) est stric-
n=0

2n+1

tement décroissante.

Démonstration. Soit n un entier naturel.

Pni2 . ]ﬁ _ Pn+29n — PnQn+2
qn+-2 qn Andn+2

Grace a la seconde assertion du lemme 1.9, nous obtenons :

Pn+2 B & o (_1)n an+2

n+2 dn qnqn+2

Comme a,5 > 1, alors

Pnt2z _ Pn > () si n est pair

qn+2 dn
Pnt2 _ Pn () gi m est impair.
dn+2 qn

Cela signifie que la suite (’ﬂ) est strictement croissante, et la suite (M) est
q2n n>0 92n+1 n>0

strictement décroissante. O

Lemme 1.15. Les suites <M> et <M> sont adjacentes.
2n n>0 q2n+1 n>0

Démonstration. Soit n € N*, on a d’apres le lemme 1.9,

DPon+1 P2n 1

q2n+1 Gon q2n92n+1

Puisque, d’apres le lemme 1.13, lir+n qn = +00, alors
n——+0oo

lim (p—%“ — @) =0.

n—>+00 \ Qon+1 qon

P2n

n

Comme en vertu du lemme 1.14, la suite < > est strictement croissante et la suite
n=0

<2’§Lﬂ> est strictement décroissante, alors ces derniéres sont adjacentes. O]
" n=0

Maintenant nous avons les outils pour montrer que la suite (F,,(ao, ..., ay))n>0 €st conver-

gente.
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Proposition 1.16. Soit (a,),>0 une suite de nombres entiers telle que pour tout n > 1,

a, = 1. Alors la suite (F,,(ag,...,an))n=0 €St convergente.
Démonstration. En utilisant (1.13), (1.12) devient comme suit :

_Dn

F.(ag,...,ay)
Gn

Montrons donc que la suite (= est convergente. Comme les sous-suites [ B2z et
q2
"/ n>0 "/ n>0

<pq—§"i> sont en vertu du lemme 1.15 adjacentes, alors elles convergent vers une limite
" n=>0

. . D p
commune {¢. Par conséquent, la suite (—") converge également vers (. O]
n>0

qn

Cette proposition rend légitime la définition suivante :

Définition 1.17. Soit © un nombre réel. On dit que x admet un développement en fraction

continue infini s’il existe une suite d’entiers (an)n>0, avec a, > 1, pour tout n > 1, vérifiant

T = nl_g?oo F.(ag, ..., ay).

Proposition 1.18. Si un nombre réel x admet un développement en fraction continue infini

alors x est 1rrationel.

Démonstration. Procédons par I'absurde. Supposons qu'’il existe (a,b) € Z x N* tel que
r = § et que x admet un développement en fraction continue infini. Donc il existe une suite

d’entiers (a,)n>0, tel que, pour tout n > 1, a, > 1, vérifiant

x= lim F,(ag,...,a,).
n—-+oo
s a . L, .
En utilisant (1.14), nous obtenons — = lim Pn par conséquent, les sous-suites (Zﬁ)
b n—+oo dn Q2n / n>0

]ﬁ> est strictement
q2n n>0

et (M> convergent vers x. Puisque, d’aprés le lemme 1.14, <
q2n+1 n>0

P2n+1

croissante et (
q2n+1

) est strictement décroissante, alors pour tout n > 0,
n=0

DP2n < Pon+2 <

Pon+3 DPon+1
<8 —— < ——.

SallES}

Gon q2n+2 q2n+3 qon+1
Par suite,
_ P _ Ponst P

a
b g qon+1 q2n

0<
Donc, d’aprés la troisiéme assertion du lemme 1.9,

" 1
0<g_pi<

b Qon Qonqon+1 .

D’ou

0 < aqan — bpop, < .
don+1
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Puisque la suite (g,),>0 tend vers +o00, alors il existe nécessairement un entier k£ > 1, tel que
Gor1+1 > b, et donc
0 < agor — bpap < 1.

Ce qui contredit le fait que agor — bpay est un entier. n

Proposition 1.19. Soit x € R. Le réel x est un nombre rationnel si et seulement s’il admet

un développement en fraction continue fini.

Démonstration. Soit z € Q, il existe alors (rg,r;) € Z x N* tel que x = :—‘1) En appliquant
I'algorithme d’Euclide sur la paire (rg,71), on obtient deux suites d’entiers finies (ax)o<k<n

et (7x)o<k<nt2, tels que pour tout k € [1,n], ax = 1, et pour tout k € [0,n], on a :
Tk = Tk+1Qk + Tk42, (1.20)

avec 0 < rgio < rgy1, pour tout k € [0,n — 1], et r,1 = pged(rg,r1) et e = 0.

— Sin =0, alors z = ® = ag = Fy(ag). Par conséquent, = admet un développement en
T1
fraction continue fini.

— Supposons que n > 1. On se propose de montrer que pour tout k € [1,n], on a :

x = F, <a0,...,ak_1,r—k) ) (1.21)
Tk+1

— Pour k =1, on a ry = riag + ry avec ro > 0. Par conséquent,

T 1 1
I:—O:CL0+—:F1(CL0,—).

-
1 é T

Tk

, et montrons que
1

— Soit k € [1,n — 1]. On suppose que z = Fj, (ao, ey g1,

Tk
+

Tk4+1
= Firy (ao,...,ak,—> .
Tk42

Comme k € [[1,n — 1], alors k +2 < n + 1, et donc 4o # 0. D’ou, par (1.20),

Tk 1
— = A + Thol
Tk4+1 otz
Par conséquent,
1
x=Fy|ao...,a¢_1,ar+ T | -
Tk+2

Gréace a la relation de récurrence (1.2), on obtient

Tk4+1
Fra <Cl0, s Ok, —) .

T'k+2
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Dans le cas particulier k£ = n, la relation (1.21) donne

v=F, <a0, R L. ) . (1.22)

T'n4+1

D’apres (1.20), Tril =a, + :"—ﬁ Mais comme 7,1 = pged(rg, 1), alors 7,15 = 0. Par
n n

Tn
Tn+

conséquent, - = Q. Ce qui nous permet de réécrire (1.22), comme suit :

r="F,(ap,...,an 1,0p)-

On conclut que pour tout n € N*, x admet un développement en fraction continue fini.

Réciproquement, supposons que le réel x admet un développement en fraction continue

fini, c’est-a-dire qu’il existe des entiers ag,a; ..., a,, tels que pour tout k € [1,n], ap > 1
et x = F,(ag,...,a,). D'aprés le lemme 1.7, F,,(aq, ..., a,) est un nombre rationnel. Ce qui
termine la preuve. O

Proposition 1.20. Soit x un nombre rationnel. Alors x admet deuxr développements en

fraction continue finis.

Démonstration. Soit x € Q, il existe d’aprés la proposition 1.19, n € N et des entiers

ag,aj ..., a,, tels que pour tout k € [1,n], ar > 1 et
x = F,(ag,...,a,).

Il est clair que si © = Fy(ay), alors x € Z. Et dans ce cas x = Fy(ag—1, 1). On peut supposer

donc que n > 1.

(

Fn_l(ao, N 1) si Ay = 1

r = Fy(ap,...,a,) =
F.ii(ag,...,a, —1,1) sia, > 1.
\
En effet :
— Supposons que a,, = 1. Donc, x = F,(ag,...,a,-1,1). Grace a la relation (1.2), on
obtient :

r = Fn_l(ao, ey Qp + ]_)

— Supposons que a, > 1. En utilisant & nouveau la relation (1.2), on peut réécrire z

comme suit :
:L‘:Fn+1(a0,...,(an—1),1).

Nous remarquons que dans les deux cas, x admet deux développements en fraction continue
finis. ]

Nous cléturons cette section par prouver que si un nombre irrationnel admet un dévelop-

pement en fraction continue infini, alors ce dernier est unique. Pour ce faire nous aurons
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besoin du théoréme suivant.

Théoréme 1.21. Soient © un nombre irrationnel, (a,)n>0 une suite d’entiers tels que pour

tout entiern > 1, a, = 1 et x = lim F,(ag,...,a,). Soit (z,)n=0 la suite définie pour
tout n > 0 par x, = kl_ljrnoo Fi(ay, .. TZ:::) Alors pour tout entier n >0

1. z,=a, + KIH

2. Ty > 1

3. an = |z,
Démonstration.

1. Commencons par prouver que pour tout entier n, x,,; > 1. D’apreés le théoréme 1.5

Pk(an+1; cee 7an+k+1)
Qk‘(an+17 e aan+k+1)

Fk(an+1> s 7an+k+1) =

D’aprés la proposition 1.3, les deux polynémes P, et @), sont a coefficients dans N,
comme par hypothése a, 1,...,a,1,+1 sont des entiers strictement positifs, alors il

n’est pas difficile d’en déduire que pour tout entier k£ > 0,

Pk(a,n+1, c. ,an+k+1) € N* et Qk(an+1, c. ,an+k+1) € N*.

Par conséquent, pour tout k¥ € N, Fy(ani1,.-.,0n45+1) > 0. Or d’aprés la proposi-

tion 1.1, pour tout £ > 1

1
Fka 1y+eeyQpikrl) = Q 1+ .
( nr R ) n+ Fk—l(an+27 .. aan-l—k—l—l)
Comme par hypothése a, ;1 > 1 alors pour tout k > 1, F(any1,- .-, anikr1) > 1. Donc
lim Fy(ant1, .- anigr1) = 1. Autrement dit
k—4o00
Tpy1 = 1, pour tout n > 0. (1.23)

2. Montrons que pour tout n > 0, z,, = a, + . Nous avons par hypothése

Ln41

x, = lim Fy(an, ..., ank)
k—+4o00
- hm Fk+1(an, N ,&n+k+1).
k——+o0

En utilisant la proposition 1.1, nous obtenons ce qui suit :

. 1

z, = lim |(a,-+
k=00 Fk(an—l—lu e 7an+k+1>
n 1
= Qp .
lim Fi(anit, .-y nike1)
k—+o0
= an —|—

Tni1
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3. Montrons que pour tout entier n > 0, z,.1 > 1. D’apres ’assertion précédente,

1

Tn42

Tpi1l = Gpy1 +

Par conséquent, la relation (1.23) donne z,11 > a,.1. Vu que a,41 > 1, il en résulte

que x,11 > 1.

4. Prouvons la derniére assertion. Comme, d’apreés l'assertion précédente, pour tout en-

< 1. Par suite, a, < a, + < a, + 1. Donc,
Tn41 Tn41

d’aprés la premiére assertion, a, < x, < a, + 1. Ce qui signifie que a,, = |x,].

tier n > 0, x,01 > 1, alors 0 <

Corollaire 1.22. Soit x un nombre irrationnel. Si x admet un développement en fraction

continue infini, alors il est unique.

Démonstration. Supposons par I'absurde qu'’il existe deux suites d’entiers différentes (a,),>0

et (by)nso telles que pour tout entier n > 1, a,, b, > 1 et

xr= lim F,(ag,...,a,) = lim F,(by,...,by).

n—-+o0o n—-+o0o

Considérons pour tout entier n > 0, les suites (Z,)n>0 €t (Yn)nso définies pour

tout entier n > 0 par,

L= lim Fu(ay. ... anes) et yy = Hm Fi(by. ... byis).
zp = lim k(a Antk) €ty pm ke ( k)

D’apreés le théoréme 1.21, pour tout entier n > 0,

1 1
Tnt+1 = fa’ Yn+1 = ———, Qnp = anJ et b, = L?/nJ (1'24>

n n n bn
Prouvons pour tout entier n > 0, z,, = 4.

— 1l est clair que xqg = = et yo = x. Donc la relation est vérifiée pour n = 0.
— Fixons n > 0. Supposons que z,, = y,, et montrons que x, 11 = Y,+1. Comme x,, = y,,

alors a,, = b,. Ainsi, en utilisant la relation (1.24), nous obtenons ce qui suit :

1

Yn _bn

Tn1 =

En utilisant & nouveau la relation (1.24), nous obtenons 11 = Yn+1.

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout entier n > 0, x,, = y,.
Il en résulte que pour tout entier n > 0, a,, = b,,. Ce qui contredit notre hypothése. Donc, x

admet un unique développement en fraction continue. O
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1.3 Développement en fraction continue d’'un nombre ir-

rationnel

Nous verrons un peu plus loin que si x est un nombre irrationnel, alors il admet un
développement en fraction continue infini. La démonstration de ce résultat nécessite d’autres
résultats que nous donnerons dans ce qui suit.

Soit # un nombre irrationnel. Considérons les suites (a,)n>0 €t (2,)n>o définies par zo = x
et pour tout n > 0
ap, = |2, et Tpyq = ; (1.25)
Ty, — |Tn)
La suite (z,,),cy est bien définie. En effet, nous verrons dans la proposition suivante que

pour tout n € N, x,, est irrationnel, ce qui entraine que z, — [z, | # 0.

Proposition 1.23.
1. La suite (x,)n>0 est une suite d’irrationnels, tel que pour toutn > 1, x,, > 1.
2. La suite (an)n>0 est une suite d’entiers, tel que pour toutn > 1, a, > 1.

3. Pour toutn >0, x = F,1(ag, ..., Gn, Tpi1).

Démonstration.

1. Nous allons montrer par récurrence que pour tout entier n > 0, x,, ¢ Q.
— Pour n = 0, nous avons xy = x qui est un nombre irrationnel.
— Fixons n > 0. Supposons que z,, ¢ Q, et montrons que x,,; ¢ Q. Comme z,, ¢ Q
alors x,, — |z,] ¢ Q. Par conséquent x,, = pra——— ¢ Q.

Soit n > 1, montrons que x,, > 1. Puisque x,, est irrationnel, alors
0<z,— |z, <1.

D’ou
1 > 1
Tpp] = —————
1 Ty — |20 ]

Cela signifie que pour tout n > 1, x,, > 1.

2. Passons a la seconde assertion. Soit n > 1. On a d’aprés 'assertion précédente x,, > 1.

Par conséquent a,, = [z,] > 1.

3. Pour finir, montrons la derniére assertion. Pour cela nous allons procéder par récur-

rence.
1
— Onax = , donc xo = ao+ — = Fi(ag, x1).
LL‘O — CL() x1
— Fixons n > 0. Supposons que z = F,,1(ag, . .., a,, Tyy1), € montrons que

T = Fn+2(a07 ey Qpy A1, $n+2)-
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, .. . o 1 3 =
Nous avons par définition de la suite (z,)nen, Tnio = peTE—g D’ou

Tpi1 = Apy1 + - .
n+2

Par suite,

1
:L‘:Fn—‘rl (a07"'aanaan+1+ .
Tnt2

Gréce a la relation de récurrence (1.2), nous obtenons

T = Fn+2(a07 ey Qpy A1, In+2)-

Définition 1.24. Pour tout entier n > 0, F,(ao, ..., a,) s’appelle réduite d’ordre n.

La suite (a,)n>o est d’aprés la proposition 1.23, une suite d’entiers tel que pour tout

n > 1, a, > 1. Donc, d’apreés le lemme 1.7, F,,(ao,...,a,) est un nombre rationnel. Selon le
théoréme 1.5,
P (ag, ..., ay,
Fn(ag,...,an) = (CL() a4 )
Qn <a07 )an)
Posons pour tout n € N,
pn = Pulag, ..., a,) et ¢, = Qnlao, ..., ay), (1.26)
de sorte que 'on ait :
DPn
F.(ag,...,a,) = —.
an

D’aprés les relations (1.6), (1.7), (1.8) et (1.9),

po=ay et p=aiag+1, (1.27)
Pn = QpPrn_1 + Pn_o, pour toutn > 2, (1.28)
Gpo=1 et q =a, (1.29)
Gn = UnQn_1 + Gn—o pour tout n > 2. (1.30)

Lemme 1.25. Pour tout entier n > 1, nous avons :

Tnt+1Pn + Pn—1
Tp+1Gn T Gn—1

n _1n
2.x—p—: (=1

Gn Gn (anrl%L + anl) .

1. z =
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Démonstration.

1. Soit n € N*. D’aprés la derniére assertion de la proposition 1.23,

Pn+1 (CLO, Aty ..., 0p, anrl)
r=F,1(ag,...,a,, T = .
n+l( 0, y UWnyy n+l) Qn+1 (Clo, a, ..., an, anrl)

Les relations de récurrences (1.7) et (1.9), nous permettent de réécrire x comme suit :

mn—i—lpn (CL(), s aan) + Pn—l (CL[), s 7an—1)
xn—l—lQn (CLO) oo 7an) + Qn—l (a07 .. 7an—1) '

En utilisant les notations données par (1.26), nous obtenons

T = Tn1Pn + Pn—1 (1.31)

Tpi1Gn + Qn1

2. Pour finir, prouvons la seconde assertion. Soit n € N*. En utilisant la relation (1.31),

nous obtenons :

dn Qn(mn—l-l%’b + qn—1>
T (pnqn—l - pn—lQn)
qn($n+1Qn + Qn—1>

o Po_ (@n1Pa + Pa1)@n — PalTns16n + Go1)

En utilisant I'assertion (1) du lemme 1.9, nous obtenons :

P _ (="

dn dn (xn—o—IQn + Qn—l) .

Proposition 1.26.

1. Pour tout entiern =0, |x — —

n

< —=.

. p
2. La suite (—") converge vers x.
neN

an

3. Pour toutn > 0, Do g P2oit
q2n g2n+1

4. Pour tout entier n > 0, ¢, — pn €l Gui1T — pny1 sont de signes contraires.

Démonstration.

1. Commencons par montrer que la formule est vérifiée pour n = 0. En utilisant les
relations (1.27) et (1.29), nous obtenons

Do
x__

= |z —ao|,
q0

< 1. En

ou, ag = |z] (voir la relation (1.25)). Comme 0 < z — |z| < 1, alors ‘x - ?
0
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utilisant & nouveau la relation (1.29), nous obtenons :

‘ Po
‘r —_ —
qo

Supposons maintenant que n € N*. Nous avons d’aprés le lemme 1.25,

P _ (=1)"

Gn An (xn+1Qn + qn—l) .

Comme, ¢,,q,—1 > 0, et d’apres la proposition 1.23, x,,,1; > 1, alors

Tn+14qn + Gn-1 > qn-

Par conséquent

< —. (1.32)

. D’aprés la proposition 1.13, lim ¢, = +o00. Par conséquent la relation (1.32) entraine

n—-+0o
que
. Pn
lim — = z.
n—+oo Qn

. Montrons que (25—“) est majorée par z. En utilisant les relations (1.27) et (1.29),
n=0

on obtient

DPo
— —T=aqay— T,
qo

avec ag = || (voir (1.25)). Comme z ¢ Q, alors x — [z| > 0. Par conséquent,

Po

—z < 0. (1.33)
do

Soit n € N*, en utilisant la derniére assertion du lemme 1.25, on obtient

Daon -1
— —x= .
G2n Gon (T2n41G2n + G2n-1)
donc,
ban x < 0.
q2on
On déduit de cette inégalité et de I'inégalité (1.33) que pour tout n € N, ZQ—" <z
2n

P2n+1
q2n+1
a nouveau la derniére assertion du lemme 1.25, on obtient,

Pour finir, montrons que la suite ( ) est minorée par x. Soit n € N. En utilisant
n=0

n —1
x_p2+1: <0

Gnt1 Pnr1(Tont2Gont1 + Gon)

Pon+1

Par conséquent, x <
q2n+1
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4. Soit n un entier naturel,

n Gn+1

DPn Pn+1
(qn — Pn) (TGn+1 — Prt1) = Gnns (x — —> <I S lns > .

Comme ¢,q,4+1 > 0, alors le signe de (xq, — pn) (¥qn+1 — Pny1) est égal au signe de
<x — 1;—") (m — Zﬂ) Or d’aprés l'assertion précédente, selon la parité de n deux cas
n n+1
p

se présentent. Si n est pair, alors, x — == > 0 et z —
Adn qn+1

> 0. Conclusion : Pour tout entier n > 0, ¢, — p, et

Pntl 0. Alors que si n est

Pn+1

impairx—& <0etx—
dn . dn+1 .
Gni1T — Pne1 sont de signes contraires.

]

1.4 Quelques propriétés du développement en fraction

continue

En conclusion de la section précédente, notamment 'assertion (2) de la proposition 1.26,
tout nombre réel irrationnel admet un développement en fraction continue infini. La réci-
proque a ce résultat est assurée par la proposition 1.18. Ce qui nous permet de déduire

aisément le théoréme suivant.

Théoréme 1.27. Un nombre réel est irrationnel si et seulement sl admet un développement

en fraction continue infini.

Le résultat suivant, prouvé par Andrien-Marie Legendre en 1798, est d’une grande impor-

tance. Il nous sera utile pour I'étude de I’équation de Pell-Fermat (2.1).

Théoréme 1.28 (Legendre [13]). Soit © un nombre irrationnel et p et q deux entiers tels

que g > 0 et

alors § est une réduite de x.

La preuve de ce théoréme nécessite les résultats suivants. Dans la suite, on considére un

nombre réel z irrationnel. On notera (1@) la suite des réduites de x.
neN

n

Lemme 1.29. Soient n € N, p et q deux entiers relatifs tels que 1 < q < @uy1. Alors, il
existe (u,v) € Z* X 7, tel que :

D = Upp + UPni1 et q = ugp + VGny1.

De plus, si v # 0, alors u et v sont de signes contraires.

Démonstration. Soit n un entier naturel. Considérons la matrice suivante :

Pn Pn
A= . (1.34)

dn  Gn+1
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On a, detA = puGni1 — ¢upna1- En utilisant la premiére assertion du lemme 1.9, nous obte-

nons : det A = (—1)"*1. Donc la matrice A est inversible dans M(Z), d’inverse

dn —DPn
A = | T e vy (2).

—dn Pn

Soit (p,q) € Z x N*. Posons

u p (=1)" " (gns1P — Pnt19)

v q (=1)""(png — qup)

Autrement dit v = (=1)"" (10 — Pni1q) et v = (=1)" " (p,q — ¢up), qui sont clairement

des entiers. Donc,

En utilisant (1.34), nous obtenons

D = UPp + UPn+1
q = Uuq, + V(ni1- (1.35)

Montrons maintenant que u # 0. Supposons que u = 0, alors (1.35) devient comme suit :
q = vqns1- Ce qui contredit ’hypothése 1 < g < ¢,41. Par conséquent, u # 0.
Pour finir, montrons que si v # 0, alors u et v sont de signes contraires. Comme ¢ < ¢,1,

alors en utilisant (1.35), on obtient I'inégalité suivante : 1 < ugq, + v¢,+1 < ¢ny1. Par suite,
1 —vgnt1 < ugn < (1 =) ¢y (1.36)

Comme v est un entier non nul, alors deux cas sont possible.
— Cas1l:v>1.
Dans ce cas 1 — v < 0. Comme ¢,+1 > 0, alors (1 —v)g,+1 < 0. Ainsi, en utilisant
I'inégalité (1.36) on obtient que ug, < 0. Et puisque ¢, > 0, alors u < 0.
— Cas 2:v < —1.
Dans ce cas 1 — vg,51 > 0. Ainsi, en utilisant I'inégalité (1.36) on obtient que ug, > 0.
Et puisque ¢, > 0, alors u > 0.

Conclusion : dans les deux cas, u et v sont de signes contraires. O]

Proposition 1.30. Soient n € N et p et q deux entiers rationnels tels que 1 < q < qpa1-
Alors

lgz — p| = |gnx — pnl .

Démonstration. Soient p et ¢ deux entiers. Il existe d’aprés le lemme 1.29, (u,v) € Z* X Z,
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tels que

P = UpPn + UPn+1 (1.37)
q = UGn + V(n+1- (1.38)

Comme v est un entier, alors deux cas se présentent.
— Cas 1:v=0.
D’apreés, (1.37) et (1.38), on a

lqz — p| = |ul|gn® — pnl -

Puisque uw € Z* , alors |u| > 1. Par conséquent, |¢qx — p| = |gnz — pnl-
— Cas 2 : v # 0. En utilisant (1.37) et (1.38), on obtient :

lgz — p| = |(ugn + V@nt1) T — (Upn + VP41
= [t (gn® — pn) + U (@12 — Prs1)] -

Comme, d’apres le lemme 1.29, u et v sont de signes contraires, et ¢,x — pn, @17 —
Pni1 le sont également d’aprés l'assertion (4) du lemme 1.26, alors u (¢,x — p,) et

U (Gn41T — Pny1) sont de méme signe. Par conséquent,

lgz — p| = Jul|gn® — pu| + || |Gns1% — Prsa] -
Par suite,
|(]fE _p| > |u| |Qn$ _pn| .

Puisque |u| > 1, alors

|ul [gn — pa| = [@nw — pal -

Par conséquent,

lgz — p| = |gnx — pnl -

Ainsi s’achéve cette preuve. O
Nous pouvons a présent donner la preuve du théoréme 1.28.

Démonstration du théoreme 1.28. Considérons 'ensemble F = {k € N | ¢, < ¢}. Comme
q > 1 alors E # (). D’aprés la proposition 1.13, la suite (gx),, est une suite d’entiers qui

tend vers +o00. Par conséquent ’ensemble E est fini. Posons alors
n =max{k € N| ¢ < ¢}.

L’entier n vérifie donc
QTL < q < Qn+1- (139)
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Nous avons,

q qn q In
<:E—Z—9‘+ z— o
q Gn
:qw—p' n = Dn
q n
Comme ¢, q, > 1, alors
D Pn 1 1
‘——— < —lgx —pl+ —[gux — pal. (1.40)
q G| ¢ n

Comme par la relation (1.39), 1 < ¢ < gy11, alors, d’aprés la proposition 1.30

lgn® — pp| < |z —p).

Par conséquent,

1 1 11
— |gn —pul + gz —p| < | — + = | gz — p|.
Gn q G 4

n

Compte tenu de cette inégalité et de I'inégalité (1.40), nous obtenons :

n 1 1
‘g_p_ < (——l——) lgz — p|. (1.41)
q Gn dn {4
N p
Comme par hypothése ‘x — 5‘ < ek alors
| | < ! (1.42)
xr — —. :
q p 2
. 1 1 .
Et puisque nous avons par (1.39), 0 < ¢, < ¢, alors, 7 < . Par suite,
1 2
-+ —< —.
q 4n Qn

En utilisant cette inégalité et I'inégalité (1.42), I'inégalité (1.41) devient comme suit :

'2 |
q Gn q4n
Par conséquent,

Pgn — qpu| < 1.

Comme p, q, p, et ¢, sont des entiers, alors |pg, — qp,| = 0. D’ou 2—) = z—". Ainsi la preuve

est achevée. O
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1.5 Développement en fraction continue d’un irrationnel

quadratique

Nous étudions dans cette section le développement en fraction continue des nombres irra-

tionnels qui sont racines d’'un polyndéme de degré 2, et a coefficients rationnels.

Définition 1.31. Un nombre irrationnel x est dit quadratique s’il est racine d’un polyndme

de degré 2, a coefficients rationnels.

Exemple 1.32. Soit d un entier strictement positif et non carré. L’irrationnel v/d est ra-
cine du polynéme P (X) = X? —d, qui est a coefficients entiers. Par conséquent, Vd est

quadratique.

Dans la suite, nous considérons un nombre irrationnel x et les suites (an)n>0, (Zn)n>0
définies par (1.25).

Définition 1.33. Le développement en fraction continue de x est dit périodique, s’il existe

deuz entiers k > 0 et m > 1 tels que
Y=k, Gpim = an. (1.43)

Le plus petit entier m strictement positif vérifiant la relation (1.43) s’appelle la période du
développement en fraction continue de x. Dans le cas particulier k = 0, le développement en

fraction continue de x est dit purement périodique.

Notation 1.34. Le développement en fraction continue de x se note comme suit :

x=|ag,..., 0k 1,05, 5 Ghrm_1] (1.44)

otu la barre placée au dessus des termes ag,. .., Qrim_1 Signifie que ces derniers se répétent

indéfiniment.
Le lemme suivant nous sera utile lors de la démonstration de la proposition 1.36.

Lemme 1.35. Soient ¢ un entier naturel et (y,)n>o0 la suite définie par yo = x, et pour tout

entier n = 0,
1
Ynt1 = —— -
! Yn — [ Yn]
Alors pour tout entier n 2 0, y, = Tpip.

Démonstration. Prouvons que pour tout entier n > 0, ¥, = Tp1y.
— Nous avons yy = xy. Donc la relation est vérifiée pour n = 0.
— Fixons n > 0. Supposons que y,, = z,, et montrons que y,4+1 = T,414¢. Comme pour

tout entier n > 0,
1

Yn+l = ———7 7
i Yn — LynJ
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alors en utilisant 'hypothése de récurrence, nous obtenons

1

Y = -
H Tnte — anHJ

La relation (1.25) nous permet de déduire que Y11 = Tpi14e-
Conclusion : Par le principe de récurrence, on a pour tout entier n > 0, y,, = T, 1¢. [

Proposition 1.36. Si le développement en fraction continue de x est périodique de période

m > 1, a partir d’un certain rang k > 0, alors
1. le développement en fraction continue de xy est purement périodique,
2. Tm+k = LTk,

3. la suite (x,)n>0 €St périodique de période m & partir du rang k.

Démonstration.

1. Considérons les suites (b,)n>0 €t (Yn)n>0 définies par yo = x; et pour tout n > 0

1
by = |un| et ypog = ————. 1.45
[Yn] €t Yni1 T (1.45)

D’apreés le lemme 1.35 pour tout entier n > 0,

Yn = Tn+k-

Donc, en utilisant les relations (1.45) et (1.25), nous obtenons que pour tout n > 0,

bn = an+k.

Par suite, pour tout entier n > 0,

bn+m = On+mtk- ( 1 46)

Puisque n + k > k, et par hypotheése le développement en fraction continue de x est

périodique de période m > 1, a partir du rang k > 0, alors d’aprés la définition 1.33,

Untk+m = On4k-

Par conséquent, pour tout entier n > 0,
brim = by. (1.47)

Ce qui signifie que le développement en fraction continue de xj, est purement périodique.

2. Considérons les suites (¢, )n>0 €t (2,)n>0 définies par zy = z,,1 et pour tout n > 0

1

P o] (1.48)

Cn = |2n] €t 2py1 =
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D’aprés le lemme 1.35, pour tout entier n > 0, 2, = T, mak. Alors, en utilisant les
relations (1.48) et (1.25), on obtient : ¢, = @nimik- Les relation (1.46) et (1.47) nous

permettent de déduire que pour tout n > 0,
b, = ¢,,.
Comme d’aprés la seconde assertion de la proposition 1.26,

= lm F,(by,...,b,) et Tpyp = lim F,(co,...,cn),
n—-+00 n—+00

alors T, = .

3. Prouvons la derniére assertion. Commengons par montrer que
Vn 2>k, Tpim = Ty (1.49)

— D’aprés la seconde assertion, x,,,, = xx. Ainsi la relation est vérifiée pour n = k.
— Fixons n > k. Supposons que ., = x,, et montrons que T, 11y = Tpr1. Nous

avons par la relation (1.25),

1

Tpn+m — |_$n+mJ ‘

Tn+m+1 =

En utilisant 'hypothése de récurrence, nous obtenons

1

Tp+m = -
S ]
En utilisant & nouveau la relation (1.25), nous obtenons :

Tn+m+1 = Tp41-

Conclusion : Par le principe de récurrence, on a pour tout n > k, Z,.m = Tp.

Pour finir, montrons que m est le plus petit entier strictement positif vérifiant la rela-

tion (1.49).

— Cas 1 : m = 1. Il est clair que m est la période de la suite (x,,),>0-

— Cas 2 : m > 2. Supposons qu'il existe un entier £ € {1,...,m — 1} tel que pour
tout entier n > k, x,.y = z,,. Donc, en utilisant la relation (1.25), on obtient que
pour tout entier n > k, a,, = a,. Ce qui contredit le fait que m est la période de

la suite (ay)n>o0-

]

Il est clair que si le développement en fraction continue de x est purement périodique, de
période m > 1, alors x = z,,. Ce qui entraine que z > 1. Cette condition n’est pas suffisante.
En effet, le lemme 1.39, montre que le conjugué de x est nécessairement compris entre —1
et 0.
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Définition 1.37. Si a est un irrationnel quadratique et 5 son conjugué, alors o est dit

quadratique réduit si o > 1 et =1 < 3 < 0.

Exemple 1.38. Soit d est un entier strictement positif et non carré. Posons a = L\/EJ ++/d.
Alors a € Q <\/E> Il en résulte que Uirrationnel o est quadratique. Comme v/d > 1, alors
{\/EJ > 1. Par suite, a > 1.

Soit f = L\/EZJ —Vd, le conjugué de «. Puisque v/d = L\/EZJ + {\/E}, alors f = — {\/El}

Par conséquent, —1 < [ < 0. Nous remarquons que « et 3 vérifient les conditions de la

définition ci-dessus. Ce qui signifie que « est un irrationnel quadratique réduit.

Lemme 1.39. S le développement en fraction continue de x est purement périodique alors

x est réduit.

Démonstration. Comme le développement en fraction continue de = est par hypothése pu-
rement périodique, alors d’apreés la troisiéeme assertion de la proposition 1.36, z,, = x¢ = .

Puisque m € N*, alors deux cas se présentent :
apx + 1

— Cas 1 : m = 1. En utilisant la relation (1.4), nous obtenons x = . Par suite,

x
r?—apr—1 = 0. Par conséquent, = est racine du polynéme f(X) = X?—qy X —1 € Z[X].
Vu que x = 7 > 1, alors ap = [z] > 1. D’ou f(—1) = ag > 0. Comme f(0) = —1 < 0,
alors f admet une racine dans I'intervalle |—1; 0[. Ce qui signifie que z est réduit

— Cas 2 :m > 2. En utilisant le lemme 1.25 et le fait que z,, = x, nous obtenons :

_ ITPm-1 + Pm—2

B Tqm—1 + qm—2 .
Donc z est racine du polynéme g(X) = ¢, 1 X%+ (¢m-2 — Pm—1)X — Pm—2 € Z[X]. On
a d'un coté x = x,, > 1 donc, en utilisant les propositions 1.11 et 1.13, on trouve que
9(0) = —pm—2 <0 et g(=1) = (Pm-1 — Pm-2) + (Gm-1 — Gm—2) > 0. D’0olt g admet une
racine dans U'intervalle |—1; 0[. Autrement dit, x est réduit.
]

Le théoréme suivant a été démontré par Leonhard Euler.

Théoréme 1.40 ([17]). Si le développement en fraction continue de x est périodique alors x

est un nombre irrationnel quadratique.

Démonstration. Nous avons deux cas a traiter.
— Cas 1 : Le développement en fraction continue de x est purement périodique. Dans ce
cas, d’apres le lemme 1.39, x est un nombre irrationnel quadratique réduit.
— Cas 2 : Le développement en fraction continue de z est périodique de période m > 1,
a partir d'un certain rang k > 1.
— Si k =1, alors d’aprés la troisiéme assertion de la proposition 1.23, x = Fj(aq, z1).
En utilisant la relation (1.3), nous obtenons = = ag + % D’apres la premiére asser-

tion de la proposition 1.36, le développement en fraction continue de z; est purement
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périodique. Donc, d’apreés le lemme 1.39, x est un nombre irrationnel quadratique.
1 .

Comme x = ag + o alors © € Q(x;). Par conséquent, z est quadratique.
1

— Si k > 2, alors en utilisant le lemme 1.25, nous obtenons

_ TkPk—1 + Pr—2
TrQr—1 + Qr—2

Le développement en fraction continue de xj est en vertu de la premiére assertion
de la proposition 1.36 purement périodique. Donc, selon le lemme 1.39, x; est un
irrationnel quadratique. Puisque pr_1, pr—2, qx_1, €t qx_2 sont des entiers, alors x €
Q(z). Par conséquent, il est quadratique.

m

Le théoréme suivant d a Joseph-Louis Lagrange montre que la réciproque du théo-

réme 1.40 est vraie.

Théoréme 1.41 ([17]). Si x est un irrationnel quadratique, alors son développement en

fraction continue est périodique.
Pour la preuve nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.42. S’il existe deux entiers naturels r et s tels que r > s et x, = x5, alors le

développement en fraction continue de x est périodique.

Démonstration. Commencons par prouver que pour tout entier n > s, T,1,_s = T.
— Comme par hypothése x, = x4, alors la formule est vérifiée pour n = s.
— Fixons n > s. Supposons que T, s = T,, et montrons que T, 11, s = Tpy1. D’apres

la relation (1.25),
1

Tnyr—s — an—i-r—sj '

Tp+ldr—s =

En utilisant I'hypothése de récurrence, ensuite la relation (1.25), nous obtenons

Tn414r—s = Tn41-

Conclusion : Par le principe de récurrence, on a pour tout entier n = s, T, s = Tp.
En utilisant la relation (1.25), nous obtenons que pour tout entier n > s, a,4,_s = a,. Par

conséquent, le développement en fraction continue de x est périodique. O

Démonstration du théoreme 1.41. Comme x est supposé quadratique, alors il existe des en-
tiers a, b et c tels que
az® +br +c=0. (1.50)

D’aprés la premiére assertion du lemme 1.25, pour tout entier n > 1,

_ Tn+1Pn + Pn—1
Tn+14dn + Gn—1 ‘
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Par conséquent,

2
4 (9€n+1pn + Pn1> Iy ($n+1pn +pn1) -
Tn+14n + dn—1 Tn+14n + dn—1

En faisant les calculs nécessaires, nous trouvons que pour tout entier n > 1, x,, 1 est racine
du polynéme A, 1 X% + B, 1 X + C,41 o1,

An+1 = api + bpngn + quw (1'51>
Bn+1 - 2apnpn—1 + b(ann—l + ann—l) + QCQRQn—la (152>
Co1 = aph_y + bpn_1qn-1 + cq;_,. (1.53)

Selon la premiére assertion de la proposition 1.26, pour tout entier n > 0,

Comme d’aprés la proposition 1.13, la suite (g, ),>0 est une suite d’entiers strictement positifs,

alors, pour tout entier n > 0,
1
|xQn - pn| < —.

q

n

Posons € = (p, — 2¢,)¢,. Alors d’aprés ce qui préceéde, |e] <1 et

Vn >0, pn:an—I—i. (1.54)

D’ou,
2
Apy1 = (a2® +bx + )¢ + €(2az + b) +a (i) .
dn

En utilisant (1.50), nous obtenons

2

A1 = €(2az +b) +a (i> :
an

)2

Vn>1, |A,u| <|2az + b +al. (1.55)

Par suite,

€
Auin] < |elj2az + b + |a ( -

n

Comme |e| < 1 et d’aprés le lemme 1.12, ¢, > n > 1, alors

Nous remarquons a partir des relations (1.51) et (1.53) que Cj,19 = A, 41. Donc
Vn =1, |Chia] <|2az + 0| +|al. (1.56)

Comme gy = 1 et par la relation (1.54) py = xqo + -, alors en utilisant la relation (1.53)
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on obtient que Cy = (2ax + b)e + ae*. En prenant en considération le fait que |e| < 1, nous
obtenons 'inégalité suivante : |Cs| < |2ax + b| + |a|. Il résulte de cela et de la relation (1.56)
que

Vn>1, |Ch| < |2ax 40|+ |al. (1.57)

En utilisant les relations (1.51),(1.52) et (1.53) nous obtenons

BZH —4A,1Ch1 = (52 - 4GC) (ann—l - Pn—1Qn)2~

La relation donnée par la premiére assertion du lemme 1.9 nous permet de déduire que pour
tout entier n > 1,
B2, —4A,:1Ch4 = b® — 4ac.

Par conséquent, comme les relations (1.55) et (1.57) montrent que les suites (A,11)n>1
et (Chy1)n>1 sont bornées, alors il en est de méme pour la suite (B, 41)n>1. Etant donné

que pour tout entier n > 1, A, +1,B,11,Chy1 sont des entiers, alors ’ensemble
{An+17 Bn—l—la Cn+1 | n e N*}

est fini. Il en résulte que 'ensemble des polynémes, A, 1 X2+ B, 1 X + C,1, ot n € N* est
fini. Par conséquent, {z,+1 | n € N*} est également fini. D’ou l'existence de deux entiers r
et s tels que r > s et x,, = x,. D’apreés le lemme 1.42, le développement en fraction continue

de x est périodique. O

Les théorémes 1.40 et 1.41 das respectivement a Leonhard Euler et Joseph Louis de La-
grange, nous permettent de conclure qu'un nombre irrationnel est quadratique si et seulement
si son développement en fraction continue est périodique. La question qui s’impose naturel-
lement est celle de savoir a quelle condition le développement est purement périodique ? La

réponse a cette question a été donnée par Evariste Galois [6] en 1828.

Théoréme 1.43 ([17]). Si Uirrationnel x est quadratique réduit, alors son développement en

fraction continue est purement périodique.

La démonstration de ce théoréme nécessite quelques résultats que nous présenterons sous
forme de lemmes.
Lemme 1.44. Si lVirrationnel x est quadratique, alors

1. pour tout entier n > 0, x, est un irrationnel quadratique.

2. Si pour tout n > 0, y, est le conjugué de x,,, alors

= Qn + .
yn n yn+1
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Démonstration.

1. D’apres la relation (1.25), pour tout n > 0,

1
et Tpy1 =

Ty = [Tl + _
L J Tn+1 Ty — anJ

Donc, pour tout n > 0, Q(z,) = Q(x,41). Autrement dit pour tout n > 0, Q(z,) =

Q(zp). Comme zp = x et x est par hypothése quadratique, alors x,, I'est également.

2. Soit y le conjugué de x et o 'unique Q-automorphisme de corps de Q(z) vérifiant pour
tous a,b € Q, o(a + bx) = a + by. Par suite, pour tout entier n > 0, y,, = o(z,). Donc

en utilisant la relation (1.25), nous obtenons

1
Yo = O (an + ) .
anrl

Par conséquent, pour tout entier n > 0,

Ce qui termine la preuve. O

Lemme 1.45. Si lVirrationnel x est quadratique réduit, alors pour tout entier n > 0, x,, est

un nombre irrationnel quadratique réduit.

Démonstration. Comme x = xg, et est par hypothése quadratique réduit, alors xq > 1. Donc
d’aprés la proposition 1.23, pour tout entier n > 0, x,, est un nombre irrationnel supérieur a 1.
Et d’apreés la premiére assertion du lemme 1.44, pour tout entier n > 0, x,, est quadratique.
Donc pour montrer que z,, est quadratique réduit, il suffit de montrer que son conjugué, noté
Y, est dans lintervalle | — 1;0[ pour tout entier n > 0. Pour ce faire, nous allons procéder
par récurrence.
— Comme z = 1z, et est par hypothése quadratique réduit, alors —1 < gy < 0.
— Fixons n > 0. Supposons que —1 < y, < 0 et montrons que —1 < y,4+1 < 0. En
utilisant & nouveau la relation donnée par la seconde assertion du lemme 1.44, nous

obtenons
1

Yn — Qn

Yn+1 =

En utilisant '’hypothése de récurrence, nous obtenons les inégalités suivantes :
—1—a, <y, —a, < —a,.

On ap = |z| = 0. Comme zy > 1, alors ap > 1 et d’aprés la seconde assertion de la

proposition 1.23, a,, > 1, pour tout entier n > 1. Autrement dit, pour tout n > 0,
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a, = 1. Cela nous permet de déduire que pour tout entier n > 1,

Yn — G < —1.
Par conséquent,
-1 < Ynt+1 < 0.
Conclusion : Par le principe de récurrence, on a pour tout entier n > 1, —1 < y,, < 0. O

Nous pouvons a présent donner la preuve du théoréme 1.43.

Démonstration du théoreme 1.43. Supposons que x est un irrationnel quadratique réduit.
Donc, d’aprés le théoréme 1.41, le développement en fraction continue de = est périodique
a partir d’'un certain rang. Soient m la période de la suite (an)n>o et k le plus petit entier
positif vérifiant :

VYn 2>k, apim = ay.

Montrons que k& = 0. Pour cela nous allons procéder par ’absurde en supposant £ > 1. Vu

que x est quadratique, alors d’aprés la seconde assertion du lemme 1.44,

1
Yk+m ’

1
Yk—1 — Yk—14m = Q-1 + oo Ok (1.58)

Puisque le développement en fraction continue de z est supposé périodique de période m > 1,
alors d’aprés la seconde assertion de la proposition 1.36, x,,.x = xp. Par conséquent, y; le
conjugué de xy et Y,k le conjugué de xy sont égaux. Donc, I'égalité (1.58) devient comme
suit

Yk—1 — Yk—14m = k-1 — Qf—14m- (1.59)

Comme z est par hypothése un nombre irrationnel quadratique réduit, alors par le lemme 1.45,
-1 <yp_1<0,et =1 < yp_14m < 0. Donc —1 < yp_1 — Yx—14m < 1. La relation (1.59) nous
permet de déduire que —1 < ax_14m — ax—1 < 1. Puisque aj_; et ax_1.,, sont des entiers,
alors

Ag—14m — Ap—1 = 0.

Ce qui contredit la minimalité de k, c’est-a-dire k = 0. Par conséquent, le développement en

fraction continue de x est purement périodique. ]

Proposition 1.46. Le développement en fraction continue de v/d est périodique & partir du

premier rang. Autrement dit, il existe un entier m > 1 tel que

Vi = a0, ).

Démonstration. Posons yy = Vd + {\/EJ Considérons les suites (b,)n>0 €t (Yn)n>0 définies

1

=[] D’aprés la proposition 1.26,

pour tout n > 0 par b, = |y, | et ypr1 =

Vid+|Vd| = lim Fi(b,..,b)

n—-+o00
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Par suite,

Vi =—|Vd|+ tim Fu(b,....b).

n—-+o00

En utilisant la proposition 1.1, nous obtenons

Va=—|vd|+ lm (b0+ ! ,bn))'

n—-+0o0 Fn_1<b1, .

Donc,

Vd= lim (—{\/EJ‘i’bo—i- ! ,bn))'

n—+o0o Fn,1<b1, cee
En utilisant & nouveau la proposition 1.1, nous obtenons ce qui suit :

Vd= lim F, <b0— VEJ ,bl,...,bn>.

n—-+o0o

Posons ag = by — L\/ZZJ et pour tout entier n > 1, a,, = b,,. Alors

Vd= lim F, (ag,aq, ..., a,).
n—-+o0o
Nous avons obtenu ainsi le développement en fraction continue de v/d.
D’aprés Pexemple 1.38, v/d + {\/EJ est un nombre irrationnel réduit. Donc, d’aprés le théo-
réme 1.43, son développement en fraction continue est purement périodique. Soit m sa pé-
riode. Alors pour tout entier n > 0, b,,.,, = b,. D’une part, vu que pour tout entier n > 1,

an = by, alors le développement en fraction continue de v/d est périodique de période m a
partir de k = 1. D’autre part, a,, = b,, = by et comme by = L\/E + L\/C_ZH =2 L\/ZlJ, alors

ao = by — WEZJ - %bo.

Par conséquent a,, = b,, = by = 2a¢. En utilisant la notation (1.44), nous obtenons :

\/Zl = [ao,ab ce >am—172@0} .

Ce qui achéve la preuve. n

Nous cloturons ce chapitre par donner le développement en fraction continue de /17 et

celui de /6083 ainsi que quelques unes de leurs réduites.

Exemple 1.47.
— Posons o = V17, alors d’aprés la relation (1.25), ag = Lvl?J = 4. Poursuivons le

calcul en utilisant la relation (1.25). Nous avons

1 1
r, = = =V17+ 4, donc, a; = 8.
' To—ag 17—4 !

1 1
To = = x1, donc, ay = a; = 8.

Ty — aq - V17 —4
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Comme xo = x1 alors pour tout n > 1, x,y1 = x,. Autrement dit le développement
en fraction continue de /17 est périodique de période m = 1 & partir du rang k = 1.
Donc en utilisant la notation (1.44), nous obtenons v/17 = [4,8].

— Passons au calcul de quelques réduites. Comme ag = 4 et a; = 8, alors en utilisant les

relations (1.27) et (1.29), nous obtenons ce qui suit :
po=4p1 =33 @=1 etq =8,.

Par conséquent,

Po P1 33
— =4 t —=—.
) e 8

qo q1

Exemple 1.48.
— Posons xg = v/6083. D’apres la relation (1.25), ag = L\/6083J = 77. Poursuivons le

calcul en utilisant la relation (1.25). On a

11 77+/6083
ro—ay /6083 — 77 154

Ir =

Puisque 77 < /6083 < 78, donc

T4 TT T7+78 155

= Tir ST T

Par conséquent a; = 1.

1
=774+ V6083, donc, ay = 154.
1 — ap

1 1
Ty —ay /6083 — 77

Comme x3 = x1 alors pour tout n > 1, x,19 = x,. Autrement dit le développement en
fraction continue de /6083 est périodique de période m = 2 a partir du rang k = 1.
Donc en utilisant la notation (1.44), nous obtenons /6083 = [77, 1, 154}.

— Calculons quelques réduites. Comme ag = 77 et a; = 1, alors en utilisant les rela-

Ty =

T3 = =x1, donc, a3 = a; = 1.

tions (1.27) et (1.29), nous obtenons ce qui suit :

Po_q7 o PL_T8
qo0 q1 1






Chapitre 2

L’équation de Pell-Fermat

Une équation de Pell-Fermat est une équation diophantienne de la forme suivante :
u? — dv® =1, (2.1)

ol d est un entier strictement positif et non carré. Il est clair que les couples (—1,0) et (1,0)
sont des solutions de 1'équation de Pell-Fermat (2.1). Ces derniéres sont appelées solutions
triviales. Il faut noter que généralement, cette équation est appelée équation de Pell. Cette
dénomination est due a Euler, alors que historiquement, le mathématicien anglais John Pell
(1611-1685) n’a apparemment pas contribué a sa résolution.

Plusieurs mathématiciens se sont intéressés a ’étude de cette équation, tel que le mathé-
maticien indien Brahmagupta (598-670). Nous pouvons également citer les mathématiciens
anglais John Wallis (1616-1703) et William Brouncker (1620-1684), qui ont été défiés en 1657
par Pierre de Fermat a prouver que 1'équation (2.1) admet une infinité de solutions entiéres
non triviales.

En 1730, Leonhard Euler (1707-1783) a repris I’étude de cette équation et il a démontré com-
ment obtenir un ensemble infini de solutions & partir d’une solution non triviale, supposée
connue. Kt il a aussi trouver son lien avec les fractions continues. Mais, il n’a pas démontré
'existence d’au moins une solution entiére non triviale. C’est Joseph-Louis Lagrange (1736-
1813) qui a résolu ce probléme en prouvant que ’équation de Pell-Fermat admet toujours
des solutions entiéres. Pour cela, il a utilisé le développement en fraction continue de l'irra-
tionnel v/d. I a prouvé que les solutions & coordonnées positives de I'équation de Pell-Fermat

se trouvent parmi les couples (p,, ¢,), oi 5—” est une réduite de v/d et n un entier positif.

Le présent chapitre est composé de quatre parties. Dans la premiére partie, en suivant le
procédé de Lagrange basé sur le développement en fraction continue de v/d, nous prouverons
que I’équation de Pell-Fermat admet une infinité de solutions a coordonnées positives. Nous
prouverons également que parmi ces derniéres, il existe une solution (z1, y;), souvent appelée
solution minimale ou fondamentale, vérifiant la propriété suivante : Etant donné un couple

solution (z,y) & coordonnées positives de I’équation de Pell-Fermat (2.1), alors x > z; et

43
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y = y1. Ensuite, en posant pour tout entier k£ > 0,
v+ yVd = (21 + 1 Vd)F,

nous prouverons que ’ensemble des solutions a coordonnées positives de I’équation de Pell-
Fermat est composé des couples (zy,yx). Il en résulte de cela que toutes les solutions a
coordonnées positives s’obtiennent a partir de la solution minimale (xy,y;).

Dans la seconde partie, en utilisant la relation ci-dessus, nous démontrerons plusieurs rela-
tions vérifiées par les solutions a coordonnées positives de I’équation de Pell-Fermat (2.1).

Parmi celles-ci, les deux suivantes : pour tout entier k£ > 0,
Thao = 201Tpy1 — T €6 Top, = Qxi — 1.

Enfin, nous donnerons deux lemmes concernant les solutions (zy, yx), dont 'intérét se verra
dans le chapitre a venir. Dans la troisiéme partie, nous verrons qu’il y a un lien entre les solu-
tions & coordonnées positives de I’équation de Pell-Fermant et les polyndémes de Tchebychev
de premiére et seconde espéce. Dans la quatriéme partie, nous [1] donnerons de nouveaux
résultats concernant la suite (z)r=0. Ces derniers seront utilisés dans les démonstrations des

différents théorémes du dernier chapitre.

Pour la partie histoire de cette introduction nous nous sommes inspirés du livre [9] et de
'article de Bureaux-Bourgois [4]. En ce qui concerne le reste du chapitre, nous nous sommes

inspirés des livres suivants : [2], [9] et]20].

2.1 Reésolution de I’équation de Pell-Fermat

Notre but est de montrer que ’équation de Pell-Fermat admet une infinité de solutions
non triviales. Mais avant cela, traitons quelques cas particulier afin de justifier I’hypothése

d positif et non carré. Soit (z,y) une solution a coordonnées entiéres de ’équation
u? — dv? =1.

— Sid =0, alors 2% = 1. Par conséquent, I’équation u> — dv? = 1 admet une infinité de
solutions, celles-ci sont de la forme (£1,y), avec y € Z.

— Sid=—1 alors (£1,0), (0, £1) sont les seules solutions de I’équation u* + v? = 1.

— Sid < —1, alors (£1,0) sont les seules solutions de 1'équation u? — dv? = 1.

— Sid=a? avec a # 0, alors 22 — a?y? = 1 donne

(z —ay) (x + ay) = 1.
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Comme z, y et a sont des entiers, alors deux cas se présentent :

r—ay=1 r—ay=—1
ou

r+ay=1 r+ay=—1

Par conséquent (z,y) = (1,0) ou (x,y) = (—1,0).
Nous remarquons que pour ces valeurs de d, les solutions sont toutes connues, et c’est pour
cette raison que nous les excluons. En d’autres termes, dans tout ce qui suit, on supposera

que d est strictement positif et non carré.

Remarque 2.1. Si (z,y) est solution de l’équation de Pell-Fermat, alors les couples (x, —y),
(—x,y) et (—z,—y) le sont également. Donc trouver les solutions a coordonnées positives
suffit pour trouver toutes les solutions. C’est pourquoi nous allons chercher seulement les
solutions (z,y), avec x et y positifs. Puisque x et y sont supposés positifs, alors c’est la

solution (1,0) qui sera appelée dans toute la suite, solution triviale.

Revenons a notre objectif initial, qui est de prouver que I’équation de Pell-Fermat (2.1) ad-
met des solutions (z,y) non triviales. Nous commengons par donner un lemme dont l'intérét

se verra lors de la démonstration du théoréme 2.3 ainsi que dans celle du théoréme 2.4.

Lemme 2.2. Soient z,y deux entiers naturels. Si (x,y) est un couple solution de l’équation
de Pell-Fermat (2.1), alors

1. x est strictement positif,
2. x—yVd>0 etz >y,

3. x ety sont premiers entre eux.

Démonstration.

1. Comme (z,y) est solution de I'équation de Pell-Fermat (2.1), alors z? = 1 + dy*.

Puisque d > 1, nous avons z2 > 1. Comme x est supposé positif, alors z > 1.

2. Comme par hypothése, 22 — dy? = 1, alors
(s ) (- ) -1

Puisque y € N, d > 1 et d’aprés I'assertion (1), z > 0, alors z+y+v/d > 0. Ceci nous per-
met de déduire que z — yv/d > 0. Pour finir, montrons que z > .
Puisque = — yv/d > 0, alors z > yv/d. Comme y € N et vd > 1, alors yv/d > .
D’ou z > y.

3. Soit d’ un diviseur commun a z et y, donc d’ divise 22 — dy? = 1. Par conséquent, x et

1 sont premiers entre eux.
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D’aprés la proposition 1.46, v/d admet un développement en fraction continue périodique.
Dans toute la suite m désigne la période du développement en fraction continue de v/d, et
pour tout entier n > 0, Dn désigne la réduite d’ordre n de Vd.

Dans I'introduction du pggsent chapitre, nous avons mentionné que les solutions de I’équation
de Pell-Fermat se trouvent parmi les réduites de v/d. Le théoréme suivant nous éclaircit ce

point.

Théoréme 2.3 (|2|). Soient x et y deux entiers strictement positifs. Si le couple (x,y) est

solution de I’équation de Pell-Fermat (2.1), alors il existe un entier n > 0 tels que, x = p,

ety = qp.

Démonstration. Soit (x,y) une solution de I’équation de Pell-Fermat (2.1), avec = et y stric-

tement positifs. Comme v/d > 1 et y > 0, alors
yVd > y.
Puisque d’aprés la premiére assertion du lemme 2.2
T >y,

alors, = + yv/d > 2y. D’ou l'inégalité suivante :

1 1

— < —. 2.2
x+y\/c_l 2y (22)

Gardons cette inégalité de coté et revenons au fait que (z,y) soit un couple solution de
I'équation de Pell-Fermat (2.1). Cela signifie que (x + yx/ﬁ) (x — y\/3> =1. D'ou,

1
vy — —
Y aH—y\/a

Par conséquent, en utilisant I'inégalité (2.2), nous obtenons :
1
T —yvd < —.
2y
Comme, d’aprés le lemme 2.2, = — yv/d > 0, alors
1
‘x — y\/g‘ < —.
2y

Puisque y est par hypotheése strictement positif, alors

x
Le théoreme 1.28 nous affirme que la fraction = est une réduite de v/d. Autrement dit, il
Y
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existe un entier n > 0 tel que g = Z—". Rappelons que p,, et ¢, sont d’apreés le corollaire 1.10

n

premiers entre eux, et x et y le sont également en vertu du lemme 2.2. Par conséquent = = p,,

et y = g,. Ce qui termine la preuve. ]

Il est naturel de se demander si pour tout entier n > 0, le couple (p,, q,), oi % est une

réduite de v/d, est solution de 'équation de Pell-Fermat (2.1) ? La réponse a été donnée par

Joseph-Louis de Lagrange en 1768. Nous la présentons sous forme d’un théoréme.

Théoréme 2.4 (|2|). Soit n un entier naturel. Le couple (pn,qn) est solution de l’équation

de Pell-Fermat (2.1) si et seulement si n est impair et m | n+ 1.
Pour la preuve nous nous sommes inspirés du livre d’Alan Baker [2].

Démonstration. Soit n € N. Selon la proposition 1.13, ¢, € N*. Puisque ay = L\/EJ et
d > 1, alors d’aprés la proposition 1.11, p, € N*. Par conséquent, en supposant que (py, ¢,)
est une solution de I’équation de Pell-Fermat (2.1), le lemme 2.2 nous fournit l'inégalité
suivante : p, — goV/d > 0. Ce qui implique, p, > ¢,v/d. En divisant cette inégalité par ¢,,

nous obtenons 2% > /d. Alors, en vertu de la troisiéme assertion de la proposition 1.26, n

n

est impair. Prouvons que m | (n 4+ 1). Comme n > 1, alors, d’apreés le lemme 1.25

"'U'I’L n _'_ n—
\/E _ +1P Pn—1 '
Tnt1qn + Gn-1

Par suite,

VA (Zpi1Gn + Q1) = Tnp1Pn + Dot

Et donc,

Tt (pn - qn\/E) = GpaVd — pp_i.

En multipliant par p, + ¢.V/d, et en tenant compte du fait que (Pn, qn) est par hypothése

une solution de I’équation de Pell-Fermat (2.1), nous obtenons :
Tni1 = Vd (Pgn1 = GuPn1) + dGnGn—1 — Pupn-1.
En utilisant la premiére assertion du lemme 1.9, nous obtenons ce qui suit :
Tna1 = Va(=1)"" + dguGu—1 — Pupu-i.
Puisque nous avons prouvé que l'entier n est impair, alors
Tnp1 = Vd + dgngn—1 — Popni-

Comme par la relation (1.25), z,41 = api1 +
sition 1.23, vd = Fi(ag, 1) = ag + I—ll, alors

—L_ et par la derniére assertion de la propo-
Tn+2

1

Tny2

1
Ap+1 + = Qg + I_ + dQnQn—l — PnPn-1-
1
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Par conséquent,

1 1
— — = a0 — Apt1 + dGngn—1 — PnPn-1. (2.3)
Tpnt2 11
En utilisant la premiére assertion de la proposition 1.23, nous obtenons —1 < ?iz - % < 1.

Comme aq et a,y; sont d’aprés la méme proposition des entiers, et comme mentionné au
début de cette preuve, p,, Pn_1,qn, €t ¢,—1 sont également des entiers, alors en utilisant la
relation (2.3) nous obtenons rlﬁ — % = 0. Par conséquent, x,12 = 1.

Selon la proposition 1.46, le développement en fraction continue de v/d est périodique de
période m a partir de k = 1. Par conséquent, d’apreés la troisiéme assertion du lemme 1.36,
la suite (z,)n>0 est périodique de période m a partir du rang k = 1. Ainsi, puisque x, 2 = 21,
alors il existe un entier £ > 1 tel que n 4+ 2 = ¢m + 1. Par conséquent, m | n + 1.
Réciproquement, supposons que n est impair et qu’il existe un entier £ > 1 tel que n+1 = ¢m.
Nous déduisons de la seconde hypothése que n+2 = ¢m+1, et donc 10 = 44 1.- Rappelons
que la suite (z,),>0 est périodique de période m a partir de k = 1. Par conséquent z, 1o = ;.

D’aprés le lemme 1.25, v/d peut s’écrire comme suit

Vi — Tpy2Dnt1 + pn.
Tni2qni1 1+ qn

Comme z,, 19 = x1, et d’aprés la relation (1.25), z; = \/E+ao’ alors

1
B <m> Pn+1+ Pn
Vd = : .
<m> Qn+1 + qn

En réduisant au méme dénominateur, nous obtenons :

DPnt1+ Pn (\/C_i - ao)

Vil = qn+1+qn<\/3—ao>‘

D’ou,

(Qn+1 + qn <\/a - ao)) Vd = Dn+1 + Pn <\/;l - Go) .

En faisant les calculs nécessaires, nous obtenons :
(pn + apqn — Qn—i—l) \/E = dQn + @oPn — Pnt1-
Comme v/d ¢ Q, alors p, + aoGn — Gni1 = dqn + aopn, — Pny1 = 0. Par conséquent,

Pn = —Qoqn + qny1 et dQn = —QoPn + Pn+1-

Par suite,

pi = (—aoqn + gnt1)pn €t dqi = (—aopn + Pnt1)Gn-
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Par conséquent,

pi - dquL = - (pn+1Qn - Qn+1pn>

En utilisant le lemme 1.9, et le fait que n est par hypothése impair, nous obtenons,
Py —dg; = 1.

Donc le couple de coordonnées p,, et ¢, est bien une solution de ’équation de Pell-Fermat (2.1).
m

Ce théoréme nous permet de conclure que I’équation de Pell-Fermat posséde une infinité
de solutions non triviales a coordonnées positives. La proposition suivante, qui découle de ce

théoréme et du théoréme 2.3 nous présente ’ensemble de ces solutions.

Proposition 2.5 ([9]).
— Sim est pair, alors S; = {(Pmk—1, @mi—1) , k € N*} est l'ensemble des solutions a coor-
données strictement positives de l’équation de Pell-Fermat (2.1).
— Sim est impair, alors So = {(P2mk—1, @emr—1) , k € N*} est l’ensemble des solutions a

coordonnées strictement positives de l’équation de Pell-Fermat (2.1).

Démonstration. D’aprés le théoréme 2.3, toute solution & coordonnées strictement positives
de I’équation de Pell-Fermat (2.1) est de la forme (p,, g,), ou 2—: est une réduite de v/d. Le
théoréme 2.4, quant & lui, montre que les couples (p,, ¢,) qui forment un couple solution de
I’équation de Pell-Fermat sont ceux dont I'ordre n vérifie les conditions suivantes :

— n impair.

— n + 1 divisible par m.

Par conséquent, ces solutions sont de la forme (pgm—1,qkm-1), avec k > 1. Mais comme
d’apres la premiére condition, km — 1 doit étre impair, alors deux cas se présentent :

— Cas 1 : Si m est pair, alors km — 1 est impair. Par conséquent, toute solution de
I'équation de Pell-Fermat est de la forme (pgm—1, @em—1), avec k > 1.

— Cas 2 : Si m est impair alors km — 1 est impair si et seulement si £ est pair. D’ou
Iexistence d’'un entier strictement positif &', tel que, &k = 2k’. Donc, les solutions de
I'équation de Pell-Fermat sont de la forme (pox/m—1, @arm—1)-

O

Corollaire 2.6 ([9]). Soit (x,y) une solution non-triviale & coordonnées positives de l’équa-
tion de Pell-Fermat (2.1), on a :
— st m est pair, alors x = pp_1 €t Y = Q1.

— Sim est impair, alors x = poym_1 €t Y = Gom_1-

Démonstration.
— Cas 1 : Si m est pair, alors il existe d’aprés la proposition 2.5 un entier k > 1 tels que

T = Pmi—1 €t Yy = ¢mir_1. Comme k,m > 1 alors

km—1>m— 1. (2.4)
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Vu que vVd > 1, alors ap = L\/EJ > 1. Par conséquent, d’apres les propositions 1.11
et 1.13, les suites (pn),>q €t (qn),>o sont toutes les deux croissantes. Ainsi, la rela-

tion(2.4) nous permet de déduire que

Prkm—1 > Pm—1 et Qlm—1 > dm—1-

— Cas 2 : Si m est impair, alors selon la proposition 2.5, il existe un entier £ > 1, tels que
T = Pomk—1 €t Y = Gomp_1. Etant donné que k > 1 et m > 1, alors 2mk — 1 > 2m — 1.

En utilisant a4 nouveau la croissance des suites (pn),,~q €t (¢n),>(, nous obtenons
P2km—1 2 Pam—1 €t Qopm—1 2 Qom—1-

Ce qui termine la preuve. O

Définition 2.7. La solution (pm-1,Gem—1), ot £ =1 si m est pair et { =2 si m est impair,

est appelée solution minimale de [’équation de Pell-Fermat (2.1).

Posons maintenant pour tout entier k£ > 0,
T+ yVd = (Pom—1 + Qem1 V)" (2.5)

Donc, (g, yo) désigne la solution triviale de I’équation de Pell-Fermat (2.1) et (x1, y;) désigne
sa solution minimale. La relation (2.5) sera utilisée a plusieurs reprises. Pour alléger ’écriture,

nous la réécrivons comme suit :
T + yk\/a = (z1 + yl\/a)k (2.6)

Lemme 2.8.
1. Onaxy >1 ety >0.
2. La suite ((x1 4+ y1vV/d)* k=0 est strictement croissante.

3. Si (x,y) est une solution & coordonnées strictement positives de [’équation de Pell-
Fermat (2.1), alors x +yvd > x; + yVd.

4. Si(z,y) est une solution de Iéquation de Pell-Fermat (2.1) tel que x4+ yv/d > 1, alors
x,y > 0.

Démonstration.

1. Comme (x1,y;) désigne la solution minimale de '’équation de Pell-Fermat (2.1), alors,
d’apres la définition 2.7 deux cas se présentent :
— Cas 1: (21,91) = (Pm—-1,qm-1)- Ce cas se produit lorsque m est pair. D’ou m > 2.
Par suite m — 1 > 1. Comme ay = |V/d| > 1, alors d’aprés la proposition 1.11,
Pm-1 = p1 > po. Puisque selon la relation (1.27), py = ao, alors p,,—1 > 1 et
Y1 = Gm-1 > 0.
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— Cas 2 : (21,91) = (P2m—1,%2m-1)- Ce cas se produit lorsque m est impair. Donc
m > 1. Par suite 2m — 1 > 1. En arrivant & cette étape il suffit de procéder comme

dans le cas précédent pour arriver au résultat souhaité.

2. Comme vd > 1 et d’apreés la premiére assertion y; > 0, alors z; + yI\/E > x1. En
utilisant encore une fois la premiére assertion, nous obtenons z; + ylx/a > 1. Par

conséquent, pour tout entier k > 0,

(1 + y1\/a)k+1
(1 + y1Vd)*

> 1

Ce qui signifie que la suite ((z; + y1v/d)*)x=0 est strictement croissante.
3. D’apres le corollaire 2.6, y > y; et x > xq, alors x + y\/a >z + ylx/E.

4. On a par hypothése (x,y) est un couple solution de ’équation de Pell-Fermat. Donc
(x — y\/ﬁ) (m + y\/3> =1.

Autrement dit

1
r—yVd= ———.
Y x4+ yVd

Et comme par hypotheése
1< xz+yVd,

alors
O<a:—y\/3<1<x+y\/3.

Il en résulte de ces trois inégalités que 22 > 1 et 2yv/d > 0. Dot 2 > 0 et y > 0.

Considérons les ensembles suivants :
S={z+yVdeZVd | 2> —dy* =1} et S, = {z+yVd e S| z,y > 0}.

Lemme 2.9. Le plus petit élément de S, est 1 + y1V/d.

Démonstration. Comme (z1, ;) est la solution minimale de I’équation de Pell-Fermat (2.1),
alors 21 + y1v/d € S. Et puisque d’aprés la premiére assertion du lemme 2.8, z1,y; > 0,
alors 1 + y1V/d € S,. Soit maintenant = + yv/d € S.. Donc (x,y) est un couple solution
de I’équation de Pell-Fermat a coordonnées strictement positives. Donc, d’aprés la troisiéme
assertion du lemme 2.8, x + y\/a > x+ 0 V/d. Par conséquent, z; + ylx/a est le plus petit
élément de S,. [l

Proposition 2.10. Pour tout entier k > 0, (x,yr) est un couple solution de I’équation de
Pell-Fermat (2.1). De plus, (xg,y) € N* x N.

Démonstration.
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— Considérons le Q-automorphisme de corps ¢ : Q(v/d) — Q(v/d) définie par o(z +

yvd) = z — yv/d. Donc pour tout entier k > 0,
Ty — yk\/a =o(z, + yk\/a)
En utilisant la relation (2.6), nous obtenons :
o — ypVd = o((z1+ yl\/a)k)
Puisque o est un morphisme de corps, alors

2p — ypVd = (o(z1 + yl\/a))k
= (21 — yl\/a)k

En tenant compte de cela et de la relation (2.6), nous obtenons :

(z1 + yk\/a)(l'k - yk\/a) = (71 + yl\/a)k(% — yl\/a)k
= ((z1 + yVd) (21 — 1 Vd))*
= (a} —dy?)".

Comme (z1,y;) désigne la solution minimale de ’équation de Pell-Fermat (2.1), alors
(24 + yeVd) (z, — ypV/d) = 1.

Par conséquent, pour tout entier k > 0, (zx,yx) est un couple solution de I’équation
de Pell-Fermat (2.1).

Pour finir, montrons que pour tout entier k > 0, (xy,yx) € N x N*. Commengons par
k = 0. Dans ce cas la relation (2.6) nous permet de déduire que (zg,y0) = (1,0), ce
qui est évidemment dans N* x N. Supposons maintenant que £ > 1. Comme d’apreés la
troisitme assertion du lemme 2.8, la suite (21 +11v/d)*)r=0 est strictement croissante,

alors
zp + ypVd = (1 + pVd)* > a1 + g Vd.

En revenant a la démonstration de la seconde assertion du lemme 2.8, nous trouvons
que x1 + ylx/a > 1. Par conséquent, pour tout k£ > 1, x; + yk\/a > 1. Donc, comme
en vertu de I’assertion précédente, pour tout entier k > 0, (xy, yx) est une solution de
I'équation de Pell-Fermat (2.1), alors d’aprés la derniére assertion du lemme 2.8, pour
tout entier k > 1, x, yr > 0.

O]

Proposition 2.11. Soit (z,y) une solution a coordonnées positives de l'équation de Pell-

Fermat (2.1). Alors il existe un entier k > 0 tel que (z,y) = (xk, Yx)-

Démonstration.
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— Si (z,y) = (1,0), alors d’aprés la relation (2.6), (z,y) = (xq, yo).
— Supposons que (z,y) est une solution non-triviale. D’aprés la troisiéme assertion du
lemme 2.8, z + yvVd > 1z + y1v/d. Comme d’aprés le méme lemme, la suite

((x1 + 11V d)*)=0 est strictement croissante, alors il existe un entier k > 1, tel que
(21 + VA <o+ yVd < (21 + V)
En utilisant la relation (2.6), nous obtenons ce qui suit
2p +ypVd < 7+ yVd < (2 + ypVd) (21 + V).

En multipliant maintenant par zj, — yzV/d et en tenant compte de la proposition 2.10,
selon laquelle pour tout entier k& > 0, (zx,yx) est solution de l'équation de Pell-

Fermat (2.1), nous obtenons
1< (2 +yVd) (2 — yoV/d) < 21 +y1Vd. (2.7)

Posons

e+ fVd = (z+yVd)(x, — yeVd). (2.8)

Donc,

¢’ — df* = (z + yVd)(zx — yeVd)(x — yVd) (s + yeVd).

Comme par hypothése (x,y) est une solution de I’équation de Pell-Fermat, et (z, yx)
'est également en vertu de la proposition 2.10, alors e* — df? = 1. Autrement dit (e, f)
est un couple solution de I'équation de Pell-Fermat. Dot e + fv/d € S.

Supposons maintenant que e + fv/d # 1. Donc, d’apreés la relation (2.7), e+ fVd>1.
Comme (e, f) est une solution de I'équation de Pell-Fermat, alors selon la derniére
assertion du lemme 2.8, e, f > 0. Ainsi, puisque e + fv/d € S, alors e + fv/d € S,.
Par conséquent, d’aprés le lemme 2.9, e + fv/d > z1 + y1v/d. Ce qui contredit la
relation (2.7). Donc notre supposition selon laquelle e + fvd # 1 est fausse. Par
conséquent, e + fv/d = 1. En utilisant la relation (2.8), nous obtenons

1
Ty — yk\/a

D’ou x = x, et y = yi. Ce qui termine la preuve.

ZE+y\/E: :xk+yk\/a-

Il découle des propositions 2.10 et 2.11 le corollaire suivant :

Corollaire 2.12. L’ensemble des solutions a coordonnées positives de l’équation de Pell-

Fermat (2.1) est composé des couples (zx, yx) donnés par la relation

xk-l—yk\/az (x1+y1\/g)k, k € N.
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Les exemples suivant illustrent le corollaire 2.12.

Exemple 2.13. Nous allons résoudre [’équation de Pell-Fermat pour d = 11. D’aprés
l’exemple 1.47, le développement en fraction continue de /17 est de la forme /17 = [4,@},
la période m = 1 et (p1,q1) = (33,8). Alors selon la définition 2.7, (p1,q1) est la solution

mintmale de [’équation de Pell-Fermat
u? — 170% = 1.

Pour trouver toutes les autres solutions a coordonnées positives, nous appliquons le corol-

laire 2.12 selon lequel pour tout entier k > 0,

k
Ty +yp V17T = <5U1+ylvl7> ;

ot (z1,y1) = (p1,q1) = (33,8). Par exemple, pour trouver la solution (xs,ys), nous rempla-

cons k par 2, ce qui nous donne :
Ty + 12V 17 = (33 + 8V17)* = 2177 + 528V/17.

Par conséquent, (xq,y2) = (2177, 528).

Exemple 2.14. Nous allons résoudre ici I’équation u*> —6083v* = 1. D’apres 'exemple 1.48,
le développement en fraction continue de /6083 est

V6083 = [77,1,154] .

Donc il est périodique de période m = 2. Alors selon la définition 2.7, (p1,q1) = (78,1) est

la solution minimale de [’équation de Pell-Fermat
u® — 6083v° = 1.

Pour trouver toutes les solutions a coordonnées positives, il suffit d’appliquer le corollaire 2.12

selon lequel pour tout entier k > 0,

k
25 + yV/6083 = (ml n y1\/6083> ,
ot (x1,y1) = (p1,q1) = (78, 1).

2.2 Récurrences dans la suite des solutions de ’équation
de Pell-Fermat

Dans cette section, nous nous intéressons aux suites (x)g=o0 €t (Yx)g=0, O pour tout

entier k > 0, (xy, yx) représente d’apreés le corollaire 2.12 une solution a coordonnées positives



95

de I’équation de Pell-Fermat (2.1). Nous verrons par exemple que ces derniéres vérifient, pour

tout entier k£ > 0, les relations suivantes :

2
Thto = 201 Thq1 — Thy,  Ykyo = 201Yk+1 — Y €6 Top = 273, — 1,

ou (x1,y;) représente la solution minimale de ’équation de Pell-Fermat (2.1). Ces relations
constituent 1'un des résultats principaux de cette section, et joueront un réle important dans

le dernier chapitre lors de I’étude de I’équation diophantienne
(a™ —1)(b™ — 1) = 22

Nous donnerons aussi l'expression du terme général pour chacune de ces suites. Nous com-

mencons cette section par la proposition suivante.

Proposition 2.15. Soient r et s deux entiers positifs. Nous avons :
1. xpys = 2025 + dy,ys.

2. Yr+s = TrlYs + TsYr-

Démonstration. D’aprés le corollaire 2.12, pour tout entier k > 0, x et y, s’obtiennent &

partir de la formule (2.6) :

T+ ypVd = <x1 +y1\/3>k.

Donc,

Tyqs + yr+s\/E = <$1 + 3/1\/8> T+S
= <x1 + yl\/gy (xl + ylx/ﬁ>8.

En utilisant & nouveau la relation (2.6), nous obtenons :

Tris + YoV d = (2 + V) (2, + 9,Vd)

Par suite,
Tris + Y sVd = (2,24 + dypys) + (T, + T4yr) V.

Par conséquent,

Tpts = Trls + dyrys et Yris = TrYs + TsYr-

Ce qui termine la preuve. O
Le corollaire suivant découle directement de la proposition précédente.

Corollaire 2.16. Pour tout entier k > 0,
1. x9 = 2xi — 1.

2. Yo = 2%,V
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3. Tpr = Ty + dyryr.
4o Ykl = TrYr + 1Yk
5. Tpyo = 201 Tpq1 — Ty,

0. Yryo = 201Yr+1 — Y-

Démonstration.
— Soit k un entier naturel et montrons que xq; = 227 — 1. D’aprés la premiére assertion
de la proposition 2.15,

o, =}, + dyj.

Comme (xy, yx) est solution de I'équation de Pell-Fermat (2.1), alors dy; = z; — 1. Par
conséquent,

ol — 2%% — 1.

— La deuxiéme et la quatriéme formule s’obtiennent en remplacant une fois r et s par k, et
une fois (r, s) par (k, 1) dans I’égalité donnée par 'assertion (2) de la proposition 2.15.
Quant a la troisiéme formule, elle s’obtient en remplagant (r, s) par (k, 1) dans I’égalité
donnée par l'assertion (1) de la proposition 2.15.

— Passons a la preuve de la cinquiéme assertion. D’aprés la premiére assertion de la
proposition 2.15,

Tpyo = TpTo + dyYiYo.

Comme, d’apreés la premiére et la seconde assertion du présent corollaire,
_ 2 _
o =227 — 1 et yo = 2219y, (2.9)

alors,
Tpo = o (227 — 1) + dyx 22131 -

Par suite,

Tryo = 221 (2p21 + dyryn) — Tk

En utilisant la troisiéme assertion de ce corollaire, nous obtenons
T2 = 201X41 — Tk

— Enfin, montrons que pour tout entier £ > 0, yr1o = 221yxr1 — Y. D’apres la deuxiéme

assertion de la proposition 2.15,
Yk+2 = TrY2 + T2Yk-
En utilisant maintenant la relation (2.9), nous obtenons

Yero = Tp(22171) + (222 — 1)y
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Par suite,

Ykt = 201 (TpY1 + T1Yk) — Ui

Comme d’aprés I'assertion (4) de ce corollaire, y,41 = xxy; + 1Y, alors

Y2 = 201 Yk+1 — Y-

]

La proposition suivante est trés importante, car elle a été essentielle pour prouver un

nouveau résultat [1], que nous verrons dans le chapitre suivant, a savoir le corollaire 2.31 .

Proposition 2.17. Soient i € N*, et k et m deux entiers naturels. Nous avons :

1. iy = Z (;nj)x;n_% (a:f — 1).

Z m m—2j—1 ( 2 J
3. Sii|k, alors y; | yx.

Jo LX% (;;) (a2 1),

=0
=2, .
9. Yv =W ( : )xlf2]1 (27 —1)".
= 27+1
Démonstration.

— Commencons par prouver les deux premiéres assertions. Rappelons que pour tout en-

tier k > 0, xy et yy s'obtiennent & partir de la relation (2.6) :

k
a:k+yk\/c_i: <£B1+y1\/a> .
Donc, ‘

Par suite,

Lim + YV d = <(:v1 + ylx/E)i)m

En utilisant & nouveau la relation (2.6), nous obtenons :

En appliquant le formule du bindéme de Newton au membre droit de cette égalité, nous

obtenons :

Tim + YimVd = ]Zo (?) ! (yi\@)j .
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En séparant les termes pairs et impairs du membre droit de 'égalité ci-dessus, nous

obtenons :

im + Yim V' = £< ) P () L?S (27‘71 1)xr_2j_l ()"

Comme (z;,y;) est solution de I’équation de Pell-Fermat (2.1), alors dy? = x? — 1. Par

conséquent,

|22 |
= | 3 () =) |+ 30 (5,0 ) -1 | Va
§=0

D’ou,

et
=
A e

— Passons a la preuve de la troisiéme assertion. Supposons que i | k. Alors il existe un

entier naturel m tel que k = im. D’aprés la seconde assertion du présent corollaire,

MF

m—=2j—1 (2 J
¥ ()

Comme z; est un entier naturel, alors y; | y.

7=0

— Les deux derniéres égalités s’obtiennent a partir des deux premiéres.
m

En plus de la proposition précédente, nous ferons également appel a ce résultat lors de la

démonstration du corollaire 2.31.
Lemme 2.18. Pour tout k > 0, les suites (xy),5o €t (Yr)yso SOnt strictement croissantes.
Démonstration. D’aprés la premiére assertion du lemme 2.8,

1 >1=x9et y; >0 =1,

ot (xo,yo) est la solution triviale de I’équation de Pell-Fermat. Montrons maintenant que
pour tout entier k > 1, xp1 > xp et ypy1 > yp. Comme x1 > 1 et xp, yx, d et y; sont des

entiers strictement positifs, alors

Ty +dyryn > Tk et TRy + 1Yk > Yk



59

En utilisant les assertions (3) et (4) du corollaire 2.16, nous obtenons 1 > xx €t Yri1 > Yg.

Par conséquent, les suites (zx)g=0 et (yx)r=0 sont strictement croissantes. O

Nous cloturons cette section par le résultat suivant, dont l'intérét se verra lors de la
démonstration du théoréme 3.13 du dernier chapitre.
Lemme 2.19.

1. 87l existe un entier £ > 1 tel que x, = 78 alors pour tout entier k
Tor = (—1)"  (mod 156) et a1 =78 (mod 156).
Démonstration. Comme (78, y,) est solution de I’équation de Pell-Fermat (2.1), alors
dy? =78% —1=06083 =7 x 11 x 79.

Par conséquent d = 6083. D’aprés 'exemple 2.14 (x1, ;) = (78,1) est la solution minimale
de I’équation de Pell-Fermat 22 — 6083y* = 1. Commencons par montrer par récurrence que
pour tout entier k > 0, zox = (—1)" (mod 156).

— Comme zy = 1, alors la formule est vérifice pour k = 0.

— Fixons k > 0. Supposons que xa, = (—1)* (mod 156), et montrons que
Togrs1) = (—1)" (mod 156).

Comme x; = 78, donc en utilisant la cinquiéme assertion du corollaire 2.16, nous

obtenons

Tokt1) = 156T2p 41 — Xop.

Donc,

To(kt1) = —T2,  (mod 156).

L’hypothése de récurrence nous permet de déduire que
Toger1) = (1) (mod 156).

Pour finir, montrons que pour tout entier k > 0, xor41 = 78 (mod 156).
— Comme z; = 78, alors la formule est vérifiée pour k = 0.

— Fixons k > 0. Supposons que xg,1 = 78 (mod 156), et montrons que
Tohr1)41 = 78 (mod 156).

Comme x; = 78, alors en utilisant & nouveau la cinquiéme assertion du corollaire 2.16,
nous obtenons :

Top43 = 156To 40 — Topyy.
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Donc

Tok+3 = —T2k+1 (mod 156)

L’hypothése de récurrence nous permet de déduire que
Toprs = —78 (mod 156) =78 (mod 156).

Conclusion : Ainsi, par le principe de récurrence, pour tout entier k£ > 0, nous avons Ty, =
(—1)* (mod 156) et xop,1 = 78 (mod 156).
m

2.3 Equation de Pell-Fermat et polynémes de Tcheby-

chev

Dans cette section, nous donnons le lien entre les solutions a coordonnées positives de
I’équation de Pell-Fermat et les polynomes de Tchebychev de premiére et de seconde espéce,

notés respectivement 7Ty et Uy, ot k € N. Ces derniers peuvent étre définis par
To(X) =1, T1(X) = X, Up(X) =1, U1(X) = 2X, (2.10)
et pour tout entier k£ > 0,
Tiro(X) =2XT1(X) = Tp(X) et Upyo(X) = 2X U1 (X) — Up(X). (2.11)

Par exemple,
To(X) =2X? —1et Uy(X) =4X? — 1.

Théoréme 2.20 ([10]).
1. Pour tout k € N, x, = Ti(z1).

2. Pour tout entier k > 1, yp = y1U_1(x1).

Démonstration. Commengons par prouver que pour tout entier k > 0, xp = Ti(z1).
— En utilisant la relation (2.10), on obtient : xy = 1 = Ty(xy) et z1 = T1(xy).
— Fixons k > 1. Supposons que pour tout entier n, 1 < n < k, x, = T,,(z1), et montrons

que Tpy1 = Tpy1(z1). D’apreés la cinquiéme assertion du corollaire 2.16,
Tpy1 = 2000 — Tp_q.
En utilisant 'hypothése de récurrence, nous obtenons
Tp1 = 201 T(21) — Th—q (21).

En utilisant la relation (2.11), on obtient xp1 = Tjy1(21)-



61

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout entier k > 1, x, = T(x1).
Pour finir, prouvons que pour tout entier k > 1, y = y1Uy_1(x1).
— En utilisant la relation (2.10), nous pouvons facilement vérifier que y; = y;Up(x1).
En utilisant la formule donnée par la seconde assertion du corollaire 2.16 et la rela-
tion (2.10) on obtient : yo = y,U;(x1). Ainsi, la relation est vérifiée pour k =1 et 2.
— Fixons k > 2. Supposons que pour tout entier n, 1 < n < k, y, = 11Un_1(z1) et

montrons que Y41 = y1Uk(x1). D’aprés la derniére assertion du corollaire 2.16,

Y1 = 2019k — Yr—1-

En utilisant ’hypothése de récurrence, nous obtenons :

Yk+1 = 21’1y1Uk—1($1) - lek—z(Il).
=0 (2$1Uk—1($1) - Uk—2(£1)) .

En utilisant la relation (2.11), nous trouvons que yx11 = y1Ux(21).

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout entier k > 1, y, = y1Ug_1(x1). O]

2.4 Divisibilité et congruences

Soit p un nombre premier. Le plus petit entier h tel que p | zj, est dit indice de divisibilité
de p dans (xy)k>0, et il est noté h(p). S’il n’existe aucun entier k > 0 tel que zy, soit divisible
par p, alors h(p) = +oo. En 2010, Lan et Szalay [11] se sont intéressés a ’étude de l'indice
de divisibilité dans le cas ou p € {2,3,5}. Ils ont prouvé qu'il est soit égal +o0o soit égal
a 1. Ils ont remarqué que cela n’est pas valable pour le reste des nombres premiers. Par
exemple, pour I'équation de Pell-Fermat z? — 3y? = 1, (z1,y1) = (2,1) et (x2,52) = (7,4).
Donc h(7) = 2. Dans [1], nous avons ameélioré le résultat de Lan et Szalay [11], en donnant
la valeur de h(p), pour tout nombre premier impair p. Cela constitue I'un des principaux
résultats de cette section. La démonstration repose sur l'expression du terme général de la
suite (Tg)k=0, 01l T représente la classe d’équivalence de z; modulo p. Nous allons présenter
des résultats concernant cette derniére qui seront utiles dans le chapitre suivant, lequel est
consacré a l'étude de 1'équation diophantienne (a™ — 1)(b™ — 1) = 22.

Nous débutons cette section par donner la définition d’une suite récurrente linéaire.

Définition 2.21. Soit (uy)ren une suite a valeur dans un corps commutatif K vérifiant pour
tout k € N

Uk+h = Qp—1Uk+h—1 T Ap—2Uk+h—2 + == + QoU.

ouh € N* eta; € K. Alors la suite (uy)ren est dite récurrente linéaire et le polynome P(X) =
XFth gy ( XEF=_qy o X*Hh=2 ... —ay € K|[z] est appelé polyndme caractéristique associé

a la suite (ug)ken-

Exemple 2.22. Les suites (x)g=0 €t (Yr)k=0, 00 pour tout k > 0, (xx,yx) représente un
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couple solution de 1’équation de Pell-Fermat (2.1) sont d’aprés la cinquiéme et la siziéme

assertion du corollaire 2.16 des suites récurrentes linéaires.

Exemple 2.23. Soit p un nombre premier. Considérons la suite (Tg)g>0, 0 pour tout entier
k > 0, T représente la classe d’équivalence de xj, modulo p. Comme, d’aprés la cinguiéme

assertion de la proposition 2.16,
Tpyo = 201Tp41 — T,

alors
Thio = 201 Tpy1 — Tk

Par conséquent, la suite (Tg)r=o est une suite récurrente linéaire.

Proposition 2.24. Soient p un nombre premier et (uy),-, une suite a valeur dans I, tels
que ug = 1, et pour tout entier k > 0, ugyo = 2uqup1 — ug. Alors, pour tout entier k > 0,
k —k
at + o .
———— sip#2
Ur = 2
1+ k+kuy sip=2

ot a est une racine du polynome P(X) = X% — 2u; X + 1 dans une cloture algébrique T,
de IF,,.

Démonstration. Considérons la série génératrice associée a la suite (uy)ren, qui est, rappel-

k>0

lons le la série formelle

— On se propose de prouver que

k_l—ulX
Z“kX - TPX)

k=0

P(X)Y X = (X? = 2u, X + 1)) X

k>0 k>0
= Z up X2 — Z Qupu X + Z up X"
k>0 k>0 k>0
= Z wp X 2 — 2uqug X — Z 2 X 4 g + ug X + Z up X"
k>0 k>1 k>2
= —QUIUOX + ug + ulX + Z(U}H_z — 2U1Uk+1 + uk)Xk+2.

k=0

Puisque par hypotheése ug = 1 et pour tout k > 0, upio = 2ujugyy — uy, alors

P(X)Y uXF=1-wuX.

k>0
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Par conséquent,
1—wu X
> u Xt = P—l. (2.12)

— Montrons maintenant que pour tout entier k£ > 0,
k —k

o+« .

——— sip#2

14+ k4 kuy sip=2.

U =

Soit a une racine de P dans une cloture algébrique T, de F,. Comme
P(X)=X?—-2u; X +1,

alors a~! est 'autre racine de P, a+a~! = 2u; et P(X) = (X —a)(X —a™'). Ce qui

nous permet de réécrire (2.12) comme suit :

E ].—U1X
kgoukx =X o)X —al) (2.13)

Occupons nous du membre droit de ’égalité ci-dessus. Nous avons trois cas a traiter :

— cas 1.1 : p# 2 et a # a~!. Dans ce cas,

l—uia l—uja™
1— ’U,lX _ a—a- 1

X-—o(X—al) X-a X—al

—1
.- . o+ _
En utilisant le fait que u; = S, a—a l—ag—-Ytetal—a=al--1L,
« «
nous obtenons :
—a —a’!
Z k 2 2
X—a X-ot
k>0
Par suite,
a a_!
2
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— Cas 1.2 : p#2et a=a"'. Dans ce cas (2.13) se réécrit comme suit :

1— X
Yt = (2.14)
(X —a)*

k>0

Rappelons que (X — a)? = P(X) et P(X) = X? — 2u; X + 1. Donc a = u; et

a? = 1. Par conséquent, en utilisant (2.14) nous obtenons :

1—aX 1
Xk = = kXF,
Zuk (1 —aX)? T 1-aX Za

k>0 k>0

Par conséquent, pour tout entier k£ > 0,

= of — ab +ak
PR T
— Cas 2 : p = 2. Dans ce cas, P(X) = (X — 1)?, clest-a-dire « = a™! = 1. Par

conséquent, (2.13) devient comme suit :

> u Xt = — 11))( (1—wX) (ﬁ)

k>0
= (1 —wuX) (ZX’“) (1—u X) Zk;X’“ 1

k>0 k>1

=D EXFT D kuy XF

k>1 k>1

=3 (k+DXF+ Y kuy X

k>0 k>1

En remarquant que

Dk XF =" ku X*,

k>1 k>0

on obtient

> ueXF = (k+ 1+ kuy)X*.

k>0 k>0

En d’autres termes, pour tout £ € N, up, = k + 1 + kuy.

Soit p un nombre premier. Pour tout entier k£ > 0, posons u, = Ty, Ol T} représente
la classe d’équivalence de zp modulo p. D’aprés 'exemple 2.23, pour tout entier £ > 0,

U o = 2Uuqup1 — ug. Comme ug = Ty = 1, alors d’apreés la proposition 2.24, ’expression du
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terme générale de la suite (uy)g=o est donné par

af +a*
U = ;  Sir# (2.15)
l+k+kusip=2

ol « désigne I'une des racines du polynéme P(X) = X? — 2u; X + 1 dans une cloture algé-
brique E de IF,,. Dans toute la suite ¢ désigne ’ordre de o dans le groupe multiplicatif (E)*

Lemme 2.25 ([1]). Soit p un nombre premier impair. S’il existe un entier s > 1 tel que

us = 0, alors q est divisible par 4.

Démonstration. Commengons par prouver que ord(a®) = 4. Comme u; = 0 et p est un

nombre premier impair, alors d’aprés la relation (2.15),

o’ +a?
s pum pu— O
! 2
En multipliant par 2a°, nous obtenons (a*)® 41 = 0. Par suite (*)? = —1. D’oi, (a®)* = 1.
Il en résulte que ord (a®) | 4. Mais comme (a®)? = —1, qui est différent de 1 puisque p est

supposé impair. Alors ord (a®) = 4.
Vu que o est un élément d’ordre 4 du sous-groupe de IE‘_p* engendré par «, alors 4 | ord(a) =

g. Ainsi la preuve est achevée. n

Définition 2.26. Soit p un nombre premier. Le plus petit entier naturel h tel que p | xy, est

......

alors h (p) = 4o0.
Rappelons le résultat donné par Lan et Szaly [11] en 2010.
Lemme 2.27 ([11]). Sip € {2,3,5}, alors h(p) =1 ou bien h (p) = +o0.

Comme mentionné dans l'introduction de ce chapitre, nous avons élargi ce résultat en

traitant le cas de tous les nombres premiers impairs. Ci-dessous ’énoncé de notre résultat.

Théoréme 2.28 ([1]). Si p est un nombre premier impair, alors h (p) = +00 ou 4h (p) =
q = ord(«).

Démonstration. Posons h (p) = h, supposons que h est fini et montrons que 4h = g. D’aprés
le lemme 2.25, ¢ est divisible par 4. Montrons que h = %. Cela revient a prouver que :
1. ug = 0.
4
2. L’entier § est le plus petit indice produisant un terme nul.

Commengons par le premier point. En utilisant la relation (2.15), nous obtenons :

—q
o 4

NS

«

IS

+

2

-9
4

o (ozg +1)
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Rappelons que ¢ = ord (a), et donc o? = (a%)Q = 1. Comme % < g, alors a8 = —1. Par
conséquent, ug = 0.

Passons au second point. Supposons qu’il existe un entier m > 1 tel que u,, = 0. Donc,
d’apres la relation (2.15), @™ 4+ a~™ = 0. D’ou o™ = —1. Par conséquent a*™ = 1. Ce qui

signifie que ¢ | 4m. D’ott m > {. Ce qui termine la preuve. O
Lemme 2.29. Soit p un nombre premier impair. Supposons que h = h(p) < +oo. Nous
avons :

1. o =1 si et seulement si k =0 (mod 4h).

2. of = —1 si et seulement si k = 2h (mod 4h).

Démonstration.

1. Supposons que o = 1. Alors, ¢ | k. Comme par hypothése p est un nombre premier
impair et h < 400, alors d’aprés le théoréme 2.28, ¢ = 4h. Par conséquent 4h | k. Ce
qui signifie que kK =0 (mod 4h).

Réciproquement, supposons que k = 0 (mod 4h), alors il existe ¢ € Z tel que k = 4h(.
Par suite, o* = (a*")*. Comme d’aprés le théoréme 2.28, ¢ = 4h, alors of = 1.

2. Supposons que o = —1. Selon le théoréme 2.28, ¢ = 4h, donc o®" = —1. Cela nous

permet de déduire que, o = o2". Par suite o*=2* = 1. Donc 4h | k — 2h. Ce qui signifie
que k = 2h (mod 4h).

Réciproquement, supposons que k = 2h (mod 4h), alors k = 4hl+ 2h, avec ¢ € 7. Par

hyea2h — 1,

suite, of = (a*)fa

]

La proposition suivante est d'une grande importance.

Proposition 2.30 ([1]). Soit p un nombre premier. Supposons que h = h (p) < +oo.
1. Sip=2, alors h =1 et pour tout entier k > 0,

Top =1 (mod 2) et xoy =0 (mod 2).

2. Si p est impair alors
(a) z, =1 (mod p) si et seulement si k =0 (mod 4h).
(b) x = —1 (mod p) si et seulement si k = 2h (mod 4h).
(¢c) zr, =0 (mod p) si et seulement si k = h (mod 2h).
(d) 4h |p—1 ou dh |p+1.

Démonstration.

1. Supposons que p = 2. D’aprés la relation (2.15),

1 ik est pair
U =
uy  si k est impair
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Vu que par hypothése h(2) est fini, alors u; = 0. Comme pour tout entier k£ > 0,
uy = Ty, alors h(2) =1 et

— x =1 (mod 2) si et seulement si k =0 (mod 2)

— 2, =0 (mod 2) si et seulement si k=1 (mod 2)

Par conséquent, pour tout entier k£ > 0
Top =1 (mod2) et x91 =0 (mod 2).

. Supposons que p est un nombre premier impair.
Vu que pour tout k > 0, u, = Ty, alors z;, = £1 (mod p) si et seulement si vy = +1.

k —k
uk:jﬂ{:)%:il:)a%—klzjﬁak

e (") F20r+1=0
<:>(ak$1)2:0

— of = +1

Par conséquent
7 = 1 (mod p) si et seulement si of = +1.

La premiére et la seconde assertion du lemme 2.29 nous permettent de déduire que
(a) xx =1 (mod p) si et seulement si k =0 (mod 4h).
(b) 2 = —1 (mod p) si et seulement si k = 2h (mod 4h).

Nous pouvons donc conclure que si k =0 (mod 2h), alors 2, = (—1)2¢ (mod p).

(c) Pour tout entier k > 0, 2, = 0 (mod p) si et seulement si u;, = 0.

k —k
uk:()«:»%zo

— o +1=0

— o =1

Comme p est un nombre premier impair et A < +o00, alors d’apres le théoréme 2.28,
ord (o) = 4h. Par conséquent, a®" = —1. Nous avons alors, u;, = 0 si et seulement

2k = o2, Cela étant équivalent & ord () | 2k — 2h, nous obtenons alors I’équi-

sl av
valence suivante : ux = 0 si et seulement si 4h | 2k — 2h. Comme uy, est la classe
d’équivalence de z. Alors z; = 0 (mod p) si et seulement si 4h | 2k — 2h. Ce qui
est clairement équivalent a k = h (mod 2h).

Conclusion : zy =0 (mod p) si et seulement si k = h (mod 2h).

(d) Pour finir, prouvons la derniére assertion. Considérons le morphisme de corps
Frob : F, — F, définie par Frob(r) = zP. Comme Frob est un morphisme de
corps, alors

Frob(a® — 2uja+ 1) = (a?)P + (—2uy)P(a)? + 1.
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Comme —2u; € F, et a est racine du polynome P(X) = X? — 2u; X + 1 € F,[X],
alors
0 = Frob(a® — 2uja + 1) = (a?)* — 2uya? + 1.

Par conséquent, o? est racine du polynéme P. Vu que le coefficient constant du
polynoéme P est égal a 1, alors ses racines sont o et o~ !. Il en résulte alors que
aP = aou a? = a~ L. Par suite, a?~! = 1 ou a?™ = 1. Par conséquent, ord(«) | p—1
ou ord(a) | p+1. Comme p est un nombre premier impair et h < 400, alors d’aprés

le théoréme 2.28, ord(«) = 4h. Ce qui termine la preuve.

O
Cette proposition permet de déduire facilement le lemme 2.27 dt a Lan et Szalay [11].

Démonstration du lemme 2.27. Soit p € {2,3,5}. Supposons que h(p) < +oc.
— Supposons que p = 2. D’aprés I'assertion 1 de la proposition 2.30, h(2) = 1.
— Supposons que p = 3. On a alors ;7 = 0,1 ou —1 (mod p). Donc d’aprés la proposi-
tion 2.30, A(3) | 1. Par conséquent, h(3) = 1.
— Sip =5, alors d’aprés la derniére assertion de la proposition 2.30, 4h(5) | 4 ou 4h(5) | 6.
Comme 4 1 6, alors 4h(5) | 4. Par conséquent, h(5) = 1.
]

Le corollaire suivant découle de la proposition 2.30. Nous 'appliquerons dans le prochain

chapitre.

Corollaire 2.31 (|1]). Soit p un nombre premier. S’il existe deux entiers positifs r et s, tels
que x, = £1 (mod p), x5 = 0 (mod p) et pged (v, ys) = 1, alors pour tout entier k > 0,
Zope1 = 0 (mod p) et 2o, = (=1)F (mod p).

Démonstration. Supposons qu’il existe deux entiers strictement positifs r et s tels que
r, ==+1 (modp)etzs=0 (mod p).

La seconde hypothése nous garantit que h = h (p) < 400, donc d’apreés la proposition 2.30,

0 (mod 2h)
h  (mod 2h)

r
S

Par suite, h | r et h | s. Par conséquent, d’aprés la troisiéme assertion de la proposition 2.17,
yn | yr et yn | ys. Comme par hypothése y, et y, sont premiers entre eux, alors y, = 1.
Rappelons que la suite (yi),-, est une suite & coefficient dans N, dont le premier terme
Yo est nul, et qui, selon le lemme 2.18 est strictement croissante. Donc g, = 1 entraine
nécessairement que h = 1. Pour compléter la preuve, il suffit d’appliquer la proposition 2.30
pour obtenir

Top1 =0 (mod p) et 29, = (—1)"  (mod p).
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]

Nous arrivons a la fin de cette section, concluant avec le lemme suivant concernant la suite
(Tk(¢))k=0, OU ¢ est un entier strictement supérieur & 1. Ce dernier découle de la proposi-

tion 2.30. Il sera utilisé & plusieurs reprises dans le prochain chapitre.
Lemme 2.32 ([1]). Soient p un nombre premier impair, ¢ > 1 un entier et h = h(p) lindice
de divisibilité de p dans (Ti(c))k=0. Supposons que h < +o0o. Nous avons :

1. Ti(c) =1 (mod p) si et seulement si k=0 (mod 4h).

2. Tr(c) = —1 (mod p) si et seulement si k = 2h (mod 4h).

3. Tr(c) =0 (mod p) si et seulement si k = h (mod 2h).

4. Sip|calors h=1 et pour tout entier k > 0,
Torsi(c) =0 (mod p) et Top(c) = (—1)F  (mod p)

Démonstration.

— Il est clair que (¢, 1) est la solution minimale de I’équation de Pell-Fermat
u? — (= 1)v* = 1.

Donc d’aprés le théoréme 2.20, pour tout entier & > 0, Ti(c) = x. Alors en utilisant
la proposition 2.30 nous obtenons les trois premiéres assertions.

— Supposons que p | ¢, comme (¢, 1) est la solution minimale de I’équation de Pell-Fermat
u? — (® —1)® =1,

alors h = 1. Par conséquent, en utilisant les trois premiéres assertions, nous obtenons
Torr1(c) =0 (mod p) et To(c) = (—1)* (mod p).
O






Chapitre 3

Sur I’équation diophantienne

exponentielle (a” — 1) (0" — 1) = 2

Szalay [18] est le premier & s’intéresser a I’étude de I’équation diophantienne
(a™ —1) (" — 1) = 2?

d’inconnues (n,x) € N* x N* ot a et b sont deux entiers distincts et strictement supérieurs
a 1. Cela en montrant que cette derniére n’admet pas de solutions lorsque (a,b) = (2, 3). Par
la suite, plusieurs auteurs ont obtenu de nouveaux résultats concernant cette équation, tels
que Hajdu [7], Cohn [5], Le [11], Ishii [8], Noubissie, Toghé et Zhang [16]. Walsh [22], quant

a lui, a été le premier & étudier I’équation diophantienne
(a” = 1) (b —1) = 2,

d’inconnues n, m et x. Il a prouvé que cette équation n’a pas de solution en entiers strictement
positifs n, m et x pour (a,b) = (2, 3). Ensuite, Tang [19] a amélioré¢ ce résultat en considérant
le cas a =2 (mod 6) et b =3 (mod 12).

Récemment, nous [1] avons généralisé quelques résultats des auteurs cités précédemment.
Nous avons également étudié I'équation (a™ — 1)(b™ — 1) = 22 dans le cas on a® = —1
(mod p), ot p=1 (mod 8) est un facteur premier de b. Ce chapitre, consacré a ’étude des

équations diophantiennes exponentielles
(@ —1)(" —1)=2%et (a" — 1)(b™ — 1) = 22,

est composé de deux parties. Dans la premiére partie, nous rappellerons quelques pro-
priétés du symbole de Legendre. Nous la cloturons par un lemme concernant le symbole
de Legendre (%L), ot p= A%+ B?=1 (mod 4) un nombre premier impair avec A impair,
et ¢ est 'unique entier dans {0, 1,...,p — 1} satisfaisant : = BA™! (mod p). Dans la seconde

partie, nous présenterons nos résultats.

71
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3.1 Quelques propriétés du symbole de Legendre

Soient a,b € Z. On dit que a est un résidu quadratique modulo b s’il existe k € Z tel que
'on ait
a=k* (modb).

Dans ce cas, on dit aussi que a est un carré modulo b.

Définition 3.1. Soient p un nombre premier et a un entier. Le symbole de Legendre noté (g)

est l’entier défint comme suit :

(

0 sip diwvise a,

a
(—) =93 —1 sta nest pas un résidu quadratique modulo p,

1 sip ne divise pas a et a est un résidu quadratique modulo p.
\

Le symbole de Legendre ne dépend que de la classe de a modulo p, autrement dit

u=b (modp):(%>:(£)'

11 vérifie le résultat suivant.

Théoréme 3.2 (Critére d’Euler). Si p est un nombre premier impair, alors pour tout en-

o't = (g) (mod p).

Démonstration. Sia =0 (mod p) alors a7 =0 (mod p). Par suite a'r = <5> (mod p).

tier a :

Supposons que a n’est pas divisible par p et posons £ la classe de a modulo p. Alors 8 € (F,)”
qui, rappelons le, est un groupe cyclique d’ordre p— 1. Soit 7 un générateur de (F,)" . Il existe
alors k € N tel que 3 = n*. Posons a = 3 2" alors o = 1. Autrement dit « est racine dans F,
du polynome X? — 1, qui admet uniquement deux racines distinctes dans le corps F,, qui
sont 1 et —1.
— Si a =1, alors 57)7_1 = 1. Par conséquent (77’“)1%1 = 1. Comme 7 est d’ordre p — 1.
Alors %(p — 1) est un multiple de p — 1. Ce qui entraine que % est un entier. Ce qui
signifie que k& = 2k’ est un entier pair. Par conséquent = (nkl)2 . Donc <%> =1

— Si a = —1, alors ﬂp%l = —1. Supposons par l'absurde que (%) = 1, alors § est un

carré dans (F,)". Autrement dit il existe v € (F,)" tel que 8 = 2. Par conséquent
B% = 4P~ Or (F,)" est un groupe d’ordre p — 1. Donc BPTA = 4?7t = 1. Ce qui

contredit I’hypothése BPTA = —1. Conclusion (;) =—1.
]

En conséquence du critére d’Euler et du fait que pour tout nombre premier impair

(=1D)F=(-1)" (mod p) = (-1)" = (-1)",
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nous obtenons les propriétés suivantes :

1. pour tout nombre premier impair p et pour tous a,b € Z,

() =G)G)

2. Pour tout nombre premier p impair

(%) = (-1)"=. (3.1)

Démonstration. Soit ¢ une racine primitive 8° de I'unité dans F,. Alors (8 = 1 et * # 1.
Donc ¢* est racine dans F, du polynéme X2 — 1. D’out ¢* = —1. Par suite (72 = —(2. Par

conséquent, en posant ¢ = ¢ + (71, on obtient :
=+ +2=2

On en déduit que 2 est résidu quadratique modulo p si et seulement si ¢ € [F,,. Or

Calculons alors ¢”. Sachant que (8 =1, (* = —1 et ¢ = (P + (P alors

(

¢ sip=1 (mod 8)
o (=—-C"' sip=3 (mod8)
(O=-¢ sip=5 (mod8)
("=¢C"' sip=7 (mod8)
Par conséquent,
C+¢t sip=1 (mod 8) ¢ sip=1 (mod )
(¢t —(¢ sip=3 (mod8) —¢ sip=3 (mod 8)
F =+ (7= -
—(—C¢C"'! sip=5 (mod8) —¢ sip=5 (mod 8)
C'+¢ sip=7 (mod 8) ¢ sip=7 (mod38)

On en déduit que 2 est résidu quadratique modulo p si et seulement si p = £1 (mod 8). O
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Rappelons la loi de réciprocité quadratique.

Théoréme 3.4 (La loi de réciprocité quadratique). Pour tous nombres premiers impairs p

()= ()

Soit p = 1 (mod 4) un nombre premier. D’aprés le théoréme des deux carrés de Fermat,

et g distincts, on a :

il existe deux entiers positifs A et B avec A impair tels que p = A? + B2. 1l est clair que
. . 1
A € [[1,p—1]. Par conséquent, A admet un inverse modulo p, que nous notons abuswementz.

Soit ¢ I'unique entier dans [0, p — 1] satisfaisant

L= g (mod p). (3.2)
Donc,
P22 = o)
ce qui donne
*=—1 (mod p). (3.3)

La proposition suivante est dii & Dirichlet.

Proposition 3.5. Soit p= A>+ B? =1 (mod 4) un nombre premier impair avec A impair,
et soit v l'entier défini par la relation (3.2). Alors,
p—1 AB

27 =12 (mod p).

Pour la démonstration nous nous sommes inspirés du livre [14] et nous aurons besoin des

deux lemmes suivants.

Lemme 3.6. Soit p= A*+ B? =1 (mod 4) un nombre premier impair avec A impair, alors

OR

. . l N . . .
Démonstration. Supposons que A = [[._, p;, ot les p; sont des nombres premiers impairs

(5)-11(3): &2l

De la relation p = A% + B? on en déduit que pour tout i € [1, /]

non nécessairement distincts. On a

p=DB* (mod p;).

Autrement dit (f) = 1. Par suite, grace a la loi de réciprocité quadratique, donnée par le

7
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théoréme 3.4
Di p=1Pi-1 (D p—1Pi—1
- =(—1) 2 2 i = (=1) 2 2

Or p=1 (mod 4). En d’autre termes, Z* est pair. Donc (%) = 1. Compte tenu de ceci, la

relation (3.4) donne <%) =1 O

Lemme 3.7. Soit p= A%+ B? =1 (mod 4) un nombre premier impair avec A impair, alors

A+ B (A+B)2-1
(59)- e

p

Démonstration. Posons A+ B = [[\", ¢;, ou les ¢; sont des nombres premiers impairs qui
ne sont pas forcément distincts. Puisque p = 1 (mod 4), alors grace a la loi de réciprocité

quadratique, donnée par le théoréme 3.4, on a pour tout ¢

(5)-cr ()= ()

(57)-10()-11(7) e

Des égalités (A + B)® = p+ 2AB et A = (A+ B) — B on déduit que pour tout i € [1,m]

Par conséquent,

p=2B% (mod ¢).
Par suite, pour tout i € [1,m]
(2)-C) -G (@)
qi 4; 4i @)
Comme pour tout ¢ € [1,m], ¢; 1 B, alors
)-G)
i @)
Le théoreme 3.3 nous permet de déduire que

()-cr

En tenant compte de cette égalité, la relation (3.5) donne :

(A;B> :ﬁ<—1>qi AL (36)

=1
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Pour tous entiers impairs A, p, on a

Donc

Par suite

Autrement dit

On en déduit que

Par conséquent, en utilisant la relation (3.6) nous obtenons :

A+ B (A+B)2-1
(£22) o

p

Démonstration de la proposition 3.5 . Puisque p = 1 (mod 4) alors p%l est un entier. Par

suite

(A+B)"T = ((A+ B)»)"" = (A2 + B2+ 2AB)"7 .

Comme par hypothése p = A% + B2, alors d’aprés le théoréme 3.2 (critére d’Euler),

(A+B

5 ) = QII)T_I(AB)Z%1 (mod p).

Comme ¢ = £ (mod p), alors B = 1A (mod p). Par suite,

<A+B) = 2%(141)1)T_1Lp4;1 (mod p).

p

D’aprés le lemme 3.6, (%) =1, alors A =1 (mod p). Par conséquent,

<A+B)52%U%1(mnpy (3.7)

p
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En utilisant le lemme 3.7 et le fait que p = A? + B?, nous obtenons :

(A+B> _ (_1)#'

p

2= —1 (mod p), on déduit que

14 lg p—1 B
( —; )EL4L142 (mod p)

De la congruence ¢

En combinant cette relation avec la relation (3.7), on obtient 2" = % (mod p). O

. . 1+
Nous allons maintenant établir un lemme concernant le symbole de Legendre (TL>, ol ¢

est 'entier défini par la relation (3.2).

Lemme 3.8 ([1]). Soit p = A%+ B? un nombre premier impair avec A impair. Soit v l'entier
o 1+ (A+B)?—1 1—1 (A=B)®—1
défini par (3.2). Alors, < " ) =(—1)" 5 et ( 5 ) =(-1)"=s .

Démonstration. Posons € = 1. D’aprés le théoréme 3.2,

() =™ moap),

Par suite,

(1;) = (L) T (modp)

En utilisant la relation (3.3), nous obtenons :

1 p—1 p—1
( —;EL) =27 (&) * (mod p).

D’aprés la relation (3.3), ¢ est inversible modulo p, d’inverse —¢ que nous notons +~. Donc

er = 1. En utilisant la congruence donnée par la proposition 3.5, nous obtenons :

(1 + GL) = L2AB+§@_U (mod p).
p

Comme par hypothése p = A? + B2, alors 2AB + ¢(p — 1) = €((A + ¢B)? — 1). Et puisque A

est impair et B est pair, alors (A 4+ €B)> —1 =0 (mod 8). Par suite,
(1 + a) _ (L2>e(<A+eé9)2—1> (mod p).
p

En utilisant & nouveau la relation (3.3), nous obtenons :
(1 + EL)
p

Comme <%) = =1, et p est un nombre premier impair, alors la congruence ci-dessus nous

(A+eB)2-1 (A+eB)2-1
€ 8 8

(—1 = (-1) (mod p).
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permet de déduire que

(1 +€L) _ (_1)%'
p

O
3.2 (Généralisation de certains résultats sur I’équation
(a" = 1) (" —1) = 2°
En 2000, Walsh [22]| a étudié I’équation diophantienne exponentielle
(a® —1)(b™ - 1) = 22, (3.8)

d’inconnues (n,m,x) € N* x N* x N*, pour (a,b) = (2,3). Il a montré que dans ce cas, cette
derniére n’admet pas de solutions en entiers strictement positifs n, m et x. Onze ans plus
tard, Tang [19] a repris cette équation, et il a pu amélioré le résultat obtenu par Walsh [22],
ceci en prouvant que I’équation (3.8) n’a pas de solutions lorsque @ = 2 (mod 6) et b = 3
(mod 12). Le théoréme suivant, que nous [1] avons récemment établi, généralise le résultat
de Tang [19].

Théoréme 3.9 ([1]). Sib= —1 (mod 4) et b posséde un facteur premier p = £3 (mod 8)
tel que a = p—1 (mod 2p), alors l’équation (3.8) n’a pas de solutions en entiers strictement

positif n, m et x.
Pour la preuve nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme 3.10 ([1]). Si I’équation
(a™ —1) (" — 1) = 2*

admet une solution en entiers strictement positifs n, m et x, avec n = 2n’ et m = 2m’, alors
il existe deux entiers strictement positifs r et s tels que o = x,, b™ = x, et pged (Yr,ys) = 1,
ot pour tout k > 0, (zx,yx) représente la k-éme solution d’une certaine équation de Pell-

Fermat.

Démonstration. Supposons que I’équation (3.8) admet une solution en entiers strictement
positifs n, m et z, avec n = 2n’ et m = 2m/. Posons d = pged (aQ”' —1,0*™ — 1), il existe

alors ki et ko deux entiers positifs et premiers entre tels que
2n/ o 2m/’ _
a —]_—dl{?l et b —1—dk'2

Par conséquent,
ko’le = :Z'Q.
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Comme k; et ky sont premiers entre eux, alors il existe deux entiers positifs y et z premiers

entre eux tels que k; = y? et ky = 22. Par suite,

/

(@2 —dy? =1 et (™) —d®=1.

Supposons qu'il existe un entier strictement positif d’ tel que d = (d’ )2. Par conséquent,
(a™)? — dy? = (a”l — d'y) (a”/ + d’y) =1

Comme les entiers a, n’, d et y sont positifs, alors ¢ +d'y = 1. Mais comme a > 1, alors ceci
est impossible. Donc d n’est pas un carré parfait. Par conséquent, (a”/,y) et (bm/, z) sont
deux couples solutions de I’équation de Pell-Fermat u? — dv? = 1. Comme a,b > 1, alors il
existe deux entiers strictement positifs r et s tels que (a”/, y) = (z,,y) et (bm', z) = (zs, Ys).
Comme y et z sont premiers entre eux, alors v, et y, le sont également. Ce qui termine la

preuve. ]

Démonstration du théoreme 3.9. Supposons qu’il existe une solution en entiers strictement
positifs (n, m, z) pour I’équation (3.8).
— Comme a = p—1 (mod 2p) et p est par hypothése un nombre premier impair, alors a
est pair. Par conséquent a” — 1 = +1 (mod 4). Et puisque b = —1 (mod 4), alors
b —1=(—1)" —1 (mod 4). Par suite,

2= (a"—1) (" - 1)

+((-1)™—=1) (mod 4)
En supposant que m est impair, nous obtenons z? = 2 (mod 4), ce qui est absurde.
Donc m est pair. Il existe alors un entier strictement positif m’ tel que m = 2m/.

— Vuquea=p—1 (mod 2p), alors a = —1 (mod p). Par conséquent, a" —1 = (—1)"—1
(mod p). Comme b= 0 (mod p), alors

2= (a"—1)(" -1)

—((=1)"=1) (mod p)

En supposant que n est impair, nous obtenons (%) = 1. Donc, d’aprés le théoréme 3.3,

p = £1 (mod 8). Ce qui contredit le fait que par hypothése p = £3 (mod 8). Nous
déduisons que n est pair. D’ou 'existence d’un certain entier strictement positif n’ tel
que n = 2n’.

Comme n et m sont pairs, alors il existe en vertu du lemme 3.10 deux entiers positifs r et s

tels que

n/

" =z, V" =2, et pged(yr, ys) = 1. (3.9)

Comme a = —1 (mod p) et b =0 (mod p), alors

z, ==+1 (modp)etz; =0 (mod p).
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Par conséquent, l'indice r est d’aprés le corollaire 2.31 pair. D’oit 'existence d'un certain
entier positif 7’ tel que r = 2. Compte tenu de ce dernier fait et de la relation (3.9), nous
obtenons :

a’ = T
Par conséquent, d’aprés la premiére assertion du corollaire 2.16, ™ = 222 — 1. Donc a”
est impair. Or a est par hypothése pair. D’ou la contradiction. Nous concluons que 1’équa-
tion (3.8) n’a pas de solutions en entiers strictement positifs n, m et x lorsque a et b satisfont

les hypothéses du théoréme. n

3.3 Quelques nouveaux résultats concernant I’équation
(a® —1)(b" — 1) = 22

Dans cette section, nous allons étudier ’équation diophantienne (a” — 1)(b" — 1) = x?
d’inconnues (n,x) € N* x N* ou a et b sont deux entiers distincts et strictement supérieurs
a 1. Dans toute la suite, dans certains cas, on supposera que b est divisible par un nombre
premier p = +3 (mod 8), dans d’autres cas, on supposera qu’il est divisible par un nombre
premier p = A2+ B> =1 (mod 8).

3.3.1 Cas ot a=-1 (mod p)

En 2016, en utilisant les solutions de 1’équation de Pell-Fermat u? — dv® = 1, Ishii [§] a

donné une condition nécessaire et suffisante pour 'existence de solutions pour ’équation
(a" = 1)(b" — 1) = 2? (3.10)
dans le cas ot a =5 (mod 6) et b =0 (mod 3). Ci-dessous son résultat.

Théoréme 3.11 ([8]). Supposons que a = 5 (mod 6) et b = 0 (mod 3). Alors, l’équa-
tion (3.10) admet une solution en entiers strictement positifs (n,z) si et seulement si
(a,b) = (z,,x5) avec d = 2 (mod 3) un entier strictement positif, satisfaisant r; = 0

(mod 3), r =2 (mod 4) et s impair. Dans ce cas la solution est (n,z) = (2, dy,ys).

Inspirés par ce résultat, Noubissie et Togbé [15] ont donné une condition nécessaire et
suffisante pour l'existence de solutions pour I’équation (3.10) dans le cas ot @ =4 (mod 5)

et b=0 (mod 5). Voici leur théoréme.

Théoréme 3.12 ([15]). Supposons que a = 4 (mod 5) et b = 0 (mod 5). Alors, ’équa-
tion (3.10) admet une solution en entiers strictement positifs (n,z) si et seulement si
(a,b) = (z,,xs) avec d = £1 (mod b) un entier strictement positif et non carré, satisfaisant

1 =0 (mod 5), r =2 (mod 4) et s impair. Dans ce cas la solution est (n,x) = (2, dy,ys).
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En utilisant le lien entre les solutions & coordonnées positives de 1’équation de Pell-Fermat
et les polynomes de Tchebychev de premiére et de seconde espéce, nous [1] avons généralisé
les théorémes 3.11 et 3.12.

Théoréme 3.13 ([1]). Soit p = £3 (mod 8) un nombre premier. L’équation (3.10) a une
solution en entiers strictement positifs (n,z) avec a = —1 (mod p) et b = 0 (mod p) si
et seulement s’il existe des entiers strictement positifs i, j et ¢ tels que a = Ty_o (pc),

b="Ts;_1 (pc). Dans ce cas n =2 est l'unique solution.

Démonstration. Supposons que a = —1 (mod p), b = 0 (mod p) et que I’équation (3.10)
admet une solution en entiers strictement positifs (n, ). En utilisant les hypothéses faites

sur a et b, nous obtenons les congruences suivantes :
a"—1=(-1)"—-1 (modp) et bv"—1=-1 (modp).

Par suite,
> = —((-1)"—1) (mod p).

(mod p). Par suite, <%> = 1. Donc, d’apreés le

théoréme 3.3, p = £1 (mod 8). Ce qui contredit 'hypothése p = £3 (mod 8). Donc, ce

que nous avons supposé est faux, n est pair. D’ot I'existence d’un certain entier strictement

. . 2 S
Supposons que n est impair, alors z* =

positif n’, tel que
n=2n'. (3.11)

Alors d’aprés le lemme 3.10, il existe deux entiers strictement positifs r et s tels que

n/

" =, bV =z, et pged(yr, ys) = 1, (3.12)
ol pour tout entier k > 0, (xy,yx) représente une solution a coordonnées positives d’une
certaine équation de Pell-Fermat u? — dv? = 1. Comme a = —1 (mod p) et b =0 (mod p),
alors

z,=+1 (modp) et z,=0 (mod p).

Et comme pged(y,, ys) = 1, alors il existe d’aprés le corollaire 2.31, des entiers strictement

positifs ¢, i’ et j tels que

Ty =pc, r =20 et s =25 — 1. (3.13)
D’aprés le théoréme 2.20, zoy = Thy(pc) et x9j_1 = Th;_1(pc). Donc en utilisant la rela-
tion (3.12), nous obtenons

a” = Toy(pc) et B = Ty;_1(pc). (3.14)

D’aprés la derniére assertion du lemme 2.32, Thy(pc) = (—1)" (mod p). Comme

a=-1 (mod p),
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alors (—1)” = (—1)" (mod p). En prouvant que n’ = 1, nous pouvons aisément déduire

I'existence d’un entier i € N* tel que i = 2i — 1. Et dans ce cas la relation (3.14) entraine
a = Ty_2(pc) et b= Ty;(pc).

Pour prouver que n’ = 1, nous allons raisonner comme dans [8], [15] et [16].
Supposons que n’ > 3. Comme d’aprés la relation (3.13), » = 2¢’, alors en utilisant la

relation (3.12) et la premiére assertion du corollaire 2.16, nous obtenons

Par conséquent, (xy,a,n’) est solution de 1’équation diophantienne 222 — 1 = y™, d’incon-
nues x,y et m. D’aprés [3, Proposition 8.1] cette équation n’admet que (1,1, m) et (78,23, 3)
comme solutions & coordonnées positives. A partir de cela et du fait que a > 1, nous dédui-
sons que

(zyr,a,n") = (78,23, 3).

Comme z; = 78, et de la relation (3.13), s est impair, alors d’aprés la seconde assertion du
lemme 2.19, x; = 78 (mod 156). Donc il existe ¢ € Z tel que x4 = 1560478 = 2x39x (2(+1).
Nous remarquons que v(zs) = 1. Or, d’aprés la relation (3.12) et le fait que n’ = 3, z, = b>.
Donc vy(xs) = 312(b). Nous déduisons que ce que nous avons supposé est faux, n’ < 3.

Supposons que n' = 2, alors d’apreés la relation (3.11), n = 4. Selon [5, Result 2| I'équation
(a* —1)(b* — 1) = 22

n’a de solutions que lorsque {a, b} = {13,239}. Comme 13 et 239 sont des nombres premiers
et par hypothése b = 0 (mod p), alors p = 13 ou 239. Et aucun d’eux n’est congru a —1
modulo l'autre. Ce qui contredit I'hypothése a = —1 (mod p). Ainsi I'hypothése n' = 2 est
fausse. Par conséquent n’ = 1.

Réciproquement, supposons qu’il existe des entiers strictement positifs ¢, j et ¢ tels que

a=Ty;_2(pc) et b= "Th;_1(pc). D’apreés la derniére assertion du lemme 2.32,
a=-1 (modp)etb=0 (mod p).

Montrons maintenant que n = 2 est solution de l'équation (3.10). Comme (pc,1) est la
solution minimale de I’équation de Pell-Fermat u® — (p?c? — 1)v* = 1, alors d’aprés le théo-

réme 2.20 pour tout entier k > 1,

Ty(pc) = xy et Up_1(pc) = yy.
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D’ou

(@® = 1)(b* = 1) = ((Tui—2(pc))® = D)((Toj-1(pe))* = 1)
= ((p°¢® = 1) Usi—s(pc)Us;_o(pe))?.

O

Exemple 3.14. Posons a = 18 et b = 19. On a a = —1 (mod 19) et b = 0 (mod 19).
Comme
(182 —1)(19> = 1) = 17 x 19 x 18 x 20 = 2% x 3% x 5 x 17 x 19,

alors d’apres le théoreme 3.13, l'équation (18" — 1)(19" — 1) = 22 n’a pas de solutions en

entiers strictement positifs n et x.

Exemple 3.15. Posons a =241 et b=5291 =11 x 13 x 37. On a
a=-1 (mod 11) et 11=3 (mod8),

et
(a® = 1)(b* — 1) = 240 x 242 x 5290 x 5292 = (2* x 3> x 5x 7 x 11 ><23)2.

Alors d’apres le théoreme 3.13, (n,x) = (2,2 x 32 x 5 x 7 x 11 x 23) est l'unique solution
de léquation (241" — 1) (5291™ — 1) = 2%

3.3.2 Casoua=tp—1 (mod 2p?) avec t € [1,2p — 1]

En 2010, Lan et Szalay [11| ont prouvé que l’équation (3.10) n’admet pas de solutions
lorsque a = 2 (mod 6) et b =0 (mod 3). En 2019, Noubissie et Togbé [15], quant & eux, ont
traité I’équation (3.10) dans le cas ot a =4 (mod 10) et b = 0 (mod 5), et ont prouvé que
dans ce cas, I’équation (3.10) n’admet pas de solutions en entiers strictement positifs n et .

Le théoreme suivant permet de généraliser ces deux résultats.

Théoréme 3.16 ([1]). S’il existe un facteur premier p de b et un entier t € [[1,2p — 1] tels
que p = +3 (mod 8) et a = tp—1 (mod 2p?), alors I’équation (3.10) n’a pas de solutions en

entiers strictement positifs n et x.

Démonstration. Supposons que ’équation (3.10) a une solution en entiers strictement posi-
tifs n et 2. L’hypothése a = tp — 1 (mod 2p?) implique que a = —1 (mod p). Et comme par
hypothése b = 0 (mod p), alors d’apres le théoréme 3.13, il existe des entiers strictement
positifs 7, ¢ tel que a = Ty;_o(pc). Comme (pec, 1) est la solution minimale de ’équation de
Pell-Fermat u®—((pc)? —1)v? = 1, alors d’apres le théoréme 2.20, a = x4;_5. Donc en utilisant
la premiére assertion du corollaire 2.16, nous obtenons a = 2z3;, ; —1. En utilisant a nouveau
le théoréme 2.20, nous obtenons a = 273 _,(pc)—1. Comme d’aprés lemme 2.32, T;_1(pc) = 0
(mod p), alors @ = —1 (mod 2p?). En utilisant & nouveau 'hypothése a = tp—1 (mod 2p?),
nous obtenons tp = 0 (mod 2p?). Ce qui signifie que 2p | ¢, ce qui contredit I’hypothese
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t < 2p—1. Conclusion : Avec les hypothéses posées sur a et b, I’équation (3.10) ne peut avoir

de solutions en entiers strictement positifs n et x. O

Le théoréme 3.16 donne, dans le cas particulier ou p € {3,5} les deux assertions suivantes,

dues respectivement a Lan et Szalay [11] et & Noubissie et Togbé [15].

Corollaire 3.17. Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées
1. a=2 (mod 6) et b =0 (mod 3),
2. a =4 (mod 10) et b=0 (mod 5).

Alors I'équation (3.10) n’a pas de solutions en entiers strictement positifs n et x.

Démonstration.

1. Supposons que a = 2 (mod 6) et b = 0 (mod 3). Alors il existe un entier k tel que

a = 6k + 2. Soit r le reste de la division euclidienne de k& par 3, on a alors :
a=6(30+r)+2, avec { € Z.

Donc a = 6r + 2 (mod 18). En posant t = 2r 4+ 1 et en tenant compte du fait que
0 < r < 2, on obtient

a=3t—1 (mod2x3%) et 1<t<5=2x3—1.

Comme b = 0 (mod 3), alors d’aprés le théoréme 3.16, I’équation (3.10) n’a pas de

solutions en entiers strictement positifs n et x.

2. Supposons maintenant que ¢ =4 (mod 10) et b =0 (mod 5). Donc a = 10k + 4, avec
k € Z. Et comme il existe (¢,r) € Z x [0,4] tel que k = 5+ r, alors a = 50¢ + 107 + 4.
En posant ¢t = 2r + 1, on obtient

a=5t—1 (mod2x5%) et 1<t<2x5~1.

Puisque b = 0 (mod 5), selon le théoréme 3.16, I’équation (3.10) n’a pas de solutions

en entiers strictement positifs n et x.

O

3.3.3 Casoua=0 (mod?2)etb=—-1 (mod 4)

En 2011, Tang [19] a prouvé que I'équation (3.10) ne posséde pas de solutions lorsque a
pair et b = 15 (mod 20). Noubissie, Toghé¢ et Zhang [16] ont gardé I’hypothése a pair et
ont montré que si b est un nombre premier congru a 3 modulo 8, alors ’équation (3.10) ne
posséde pas de solutions. Quelques mois plus tard Noubissie et Togbé [15] ont amélioré leur
résultat précédent en prouvant que I’équation (3.10) ne posséde pas de solution lorsque b = 3

(mod 12). Le théoréme suivant permet de généraliser les trois résultats précédents.
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Théoréme 3.18 ([1]). Si a est pair, b = —1 (mod4) et b posséde un facteur
premier p = +3 (mod 8), alors l’équation (3.10) n’a pas de solutions en entiers strictement

positifs n et x.

Démonstration. Procédons par 1’absurde en supposant que 1’équation (3.10) admet une so-
lution en entiers strictement positifs n et x. Comme par hypothése a est pair et b = —1
(mod 4), alors a” — 1 = =+1 (mod 4) et b* — 1 = (—1)" — 1 (mod 4). Par suite,

P*=+(-1"-1) (mod 4).
En Supposant que n est impair, nous obtenons : 2 = 2 (mod 4). Or 2 n’est pas un carré
modulo 4. Donc n est nécessairement pair, ¢’est-a-dire n = 2n/, ot n’ est un entier strictement
positif. Puisque n est pair, alors il existe en vertu du lemme 3.10 deux entiers positifs et s
tels que
a" =z, et BV =, (3.15)

Comme a est pair, alors z, 'est aussi. Par conséquent, h (2) 'indice de divisibilité de 2 dans
la suite (mk)k>0 est fini. Dans ce cas, d’aprés I'assertion 1 de la proposition 2.30, pour tout
entier k > 0, xo, impair et xo,,; pair. Donc, comme z, = b" et b est impair, alors s est
pair. D’ou l'existence d’un certain entier positif s’ tel que s = 2s’. Par suite, en utilisant la

relation (3.15) et la premiére assertion du corollaire 2.16, nous obtenons :
b= 2z — 1.
Comme b posséde un facteur premier p = +3 (mod 8), alors

222, —1=0 (mod p).

D’ou
272, =1 (mod p).

BE)-(5)

En d’autre termes (%) = 1. Ce qui contredit le fait que p = +3 (mod 8). Nous concluons que

Par conséquent,

ce que nous avons supposé tout au début de cette démonstration est faux, I’équation (3.10)
n’a pas de solutions en entiers strictement positifs n et x pour a et b vérifiant les hypothéses

du présent théoréme. ]

Dans le cas ou p € {3,5}, le théoréme 3.18 donne les trois assertions suivantes dues

respectivement & Tang [19], Noubissie et al [16], et Noubissie et Togbé [15].

Corollaire 3.19. Supposons que ces conditions sont vérifiées

1. a=0 (mod 2) et b= 15 (mod 20).
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2. a =0 (mod 2), b premier et b= 3 (mod 8).
3. a=0 (mod 2) et b=3 (mod 12).

Alors Uéquation (3.10) n’a pas de solutions en entiers strictement positifs n et x.

Démonstration.

1. Comme b = 15 (mod 20), alors b = 3 (mod 4) et b = 0 (mod 5). Vu que a est pair,
alors d’aprés le théoréeme 3.18, I’équation (3.10) ne posséde pas de solutions en entiers

strictement positifs n et z.

2. Puisque b = 3 (mod 8), alors b = 3 (mod 4). Et comme b est un nombre premier
et a est pair, alors a et b vérifient les hypothéses du théoréme 3.18. Par conséquent,

I’équation (3.10) n’admet pas de solutions en entiers strictement positifs n et .

3. Etant donné que b = 3 (mod 12), alors b = 3 (mod 4) et b = 0 (mod 3). Comme a
est pair, alors selon le théoréme 3.18, I’équation (3.10) n’a pas de solutions en entiers

strictement positifs n et z.

]

3.3.4 Casoup=A%+ B%*et a>=—1 (mod p)

Il est important de noter que dans tous les résultats précédents, les hypothéses sur a et b
ont été choisies d’une fagon a ce que l'on puisse exclure le cas n impair. Dans les résultats
a venir, toujours dans le but d’exclure le cas n impair, nous considérons le cas ot a? = —1
(mod p). D’aprés (3.1), cette congruence est possible si et seulement si p = 1 (mod 4). Ce
qui est, d’aprés le théoréeme des deux carrés de Fermat, équivalent a p est une somme de

deux carrés. Commengons par le théoréme suivant.

Théoréme 3.20 ([1]). Soit p = A? + B*> = 1 (mod 8) un facteur premier de b
avec A+ B = £3 (mod 8). Sia®> = —1 (mod p), alors I’équation (3.10) n’a pas de solutions

en entiers strictement positifs n,x avec n impair.

Démonstration. Supposons que A est impair, donc A*> =1 (mod 8). Comme par hypothése
p= A%+ B? =1 (mod 8), alors B> = 0 (mod 8). Par conséquent, B = 0,4 (mod 8). Par
suite, B = —B (mod 8). D’ou,

A+B=A—-B (mod3).

Puisque par hypothése A + B = +3 (mod 8), alors il en est de méme pour A — B. Dans ce

cas, % est impair. Soit ¢ 'entier défini par (3.2). En appliquant le lemme 3.8, nous
obtenons
(1+‘)=<1_L ~ 1 (3.16)
p p
De plus, comme a? = —1 (mod p), alors de (3.3), a*> = (? (mod p). Par conséquent,

(a—1t)(a+1) =0 (mod p).
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Par suite,

a=+r (mod p).

Supposons par l'absurde que I’équation (3.10) posséde une solution en entiers strictement

positif n et x avec n impair. Alors en utilisant la relation (3.3), nous obtenons
a®—1=4+1—1 (mod p).
Vu que b =0 (mod p), alors

=@ - 1" —1)=+1+1 (mod p).

()= ()=

Ce qui contredit (3.16). Par conséquent, n est pair. Nous pouvons donc déduire que ce que

nous avons supposé est faux, I’équation (3.10) n’a pas de solutions avec n impair. O

Remarque 3.21. [l est important de souligner que la condition A+B = £+3 (mod 8), lorsque
nous supposons p = 1 (mod 4), n’est pas suffisante pour exclure le cas n impair, méme si
a> = —1 (mod p) et b =0 (mod p). En effet, pour p=5=12+2% a = (1 +5k)*> +1 et
b= (2+50)%+1, ou k et £ sont des entiers quelconques, n = 1 est une solution de I’équation
(a” —1)(b" — 1) = 2%

Le théoréme suivant découle de 'application du théoreme 3.20 dans le cas ou p = 17.

Théoréme 3.22 ([1]). L’équation (3.10) a une solution en entiers strictement positifs (n, x)
sous les hypotheses a*> = —1 (mod 17) et b = 0 (mod 17) si et seulement s’il existe des
entiers positifs r, s, ¢ et un entier impair 3 tels que a = T,(c), b = Ti(c) avec ¢ = 9(3° + 6°)

(mod 17), r = £ (mod 8) et s =4 (mod 8). Dans ce cas, n = 2 est l'unique solution.

Démonstration. Supposons que

a®>=-1 (mod 17) et b=0 (mod 17), (3.17)

et que I’équation (3.10) posséde une solution en entiers strictement positif n et . Comme
p = 17 = 12 + 42, alors d’aprés le théoréme 3.20, n est pair. D’ou l'existence d’un entier
strictement positif n’ tel que n = 2n’. Dans ce cas, le lemme 3.10 assure 'existence de deux

entiers strictement positifs r et s tels que
a’ =z, et OV = z,. (3.18)

Pour tout entier k£ > 0, posons up = Ty, ou Ty représente la classe d’équivalence de x

modulo 17. D’aprés la relation (2.15), pour tout entier k£ > 0,

aF + a7k

L (3.19)

Up =
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ou a et a~! sont les racines du polynéme f(X) = X2 —2u; X +1 dans une cloture algébrique
de Fi7. Soit ¢ I'ordre de o dans le groupe multiplicatif (F—N)* L’hypothése b = 0 (mod 17)
et (3.18) impliquent que

s =0 (mod 17). (3.20)

Donc h(17) est fini. Dans ce cas, d’aprés le théoréme 2.28, ¢ = 4h(17). Comme p = 17, alors

1

d’aprés la derniére assertion de la proposition 2.30, ¢ | 16. D’ou, «!® = 1. Par conséquent

a € (Fi7)*. Vu que 3 est un générateur du groupe (F17)*, alors il existe 8 € [0, 15], tel que
o =3° (3.21)

Montrons que /3 est impair et que r = £ (mod 8). Pour ce faire, commengons par montrer
que n’ est impair. Supposons par 'absurde que n’ est pair. Selon [5, Result 2], I’équation (3.10)
n’a de solutions que lorsque n = 4 avec{a,b} = {13,239}. Or ceux-ci ne satisfont pas les

conditions (3.17). On déduit alors que n’ est impair. Par conséquent, en utilisant & nouveau

la relation (3.17), nous obtenons : a®® = —1 (mod 17). Donc, d’aprés la relation (3.18),
7,2 = —1 (mod 17). D’ot u? = —1. En utilisant la relation (3.19), nous obtenons ce qui
suit :

a2 =4
Par suite,

(@®)? +6a” +1=0.

Par conséquent, o®" est I'une des racines du polynéme X2 + 6X + 1 = (X — 2)(X — 9)
dans Fy7. En d’autres termes o*" € {3%,372}. En utilisant la relation (3.21), nous obtenons :
328 € {32,372}, Par suite, 3292 = 1 ou 3?2 = 1. Comme ord(3) = 16, alors

rf=+1 (mod 8).

Il en résulte de cette congruence que (3 est impair. Par suite, 32 = 1 (mod 8). Donc en
multipliant la congruence ci-dessus par 3, on obtient » = +/ (mod 8).

Montrons maintenant que s = 4 (mod 8). Puisque [ est impair, d’aprés la relation (3.21),
a est un générateur du groupe multiplicatif (Fi7)*. Ce qui signifie que ¢ = ord(«) = 16. Par

conséquent, en vertu du lemme 2.28, nous avons h(17) = 4. Comme d’aprés (3.20),
zs =0 (mod 17),

alors en utilisant 1'assertion (2c¢) de la proposition 2.30, on trouve que s = 4 (mod 8).

Montrons que n = 2. Ce qui revient a prouver que n’ = 1. Supposons que n’ > 3. Comme s est
pair, alors il existe s, tel que s = 2¢'. En utilisant la relation (3.18) et la premiére assertion
du corollaire 2.16, nous obtenons : b = 2% — 1. Par conséquent, (zy,b,n’) est solution de
I’équation diophantienne 222 — 1 = y™, d’inconnues z,y et m. D’aprés [3, Proposition 8.1]

cette équation n’admet que (1,1, m) et (78,23,3) comme solutions a coordonnées positives.
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A partir de cela et du fait que b > 1, nous déduisons que
(zg,b,n") = (78,23, 3).

Ce qui contredit 'hypothése 17 | b. Donc n’ < 3. Puisque nous avons déja prouvé que n
est impair, nécessairement n’ = 1. Par conséquent, n = 2. Et a partir de la relation (3.18),

a = x, et b = x5. Par le théoréme 2.20, nous obtenons a = T,.(z1) et b = Ty(x1). Donc il suffit

B -8
de prendre ¢ = x1. D’aprés les relations (3.19) et (3.21), uy = E —;3 . Comme dans F7,

371=6 et 271=09,

alors 71 = 9(3% + 6°) (mod 17).
Réciproquement, supposons qu’il existe des entiers strictement positif r, s, ¢ et un entier
impair f tels que a = T,(c) et b = Ts(c), avec r = £ (mod 8), s =4 (mod 8) et

304377

5 (mod 17). (3.22)

Comme (c, 1) est la solution minimale de I'équation de Pell-Fermat u? — (¢ —1)v? = 1, alors

d’aprés le théoréme 2.20, pour tout entier k£ > 0,

et pour tout entier k > 1,
kal(C) = Yk-

Par conséquent,
(a® = D" = 1) = ((¢* = DUr—1(c)Us-1(c))*.

Ce qui signifie que (2, (¢ — 1)U,_1(c)Us_1(c)) est un couple solution de I'équation (3.10).

Posons pour tout entier k& > 0, uy = Ti(c), ou Ti(c) représente la classe d’équivalence de
Tr(c) modulo 17. La relation (3.23) nous permet de déduire que pour tout entier k > 0,
up = Tp. Alors, d’aprés l'exemple 2.23, la suite (uy)g>o0 est une suite récurrente linéaire,

vérifiant pour tout k > 0, upo — 2cugq + up = 0. Posons
f(X)=X?—2cX +1cFp[X].

On déduit a partir de la congruence (3.22) que 3° et 377 sont les racines du polynome f
dans [F17. Posons o = 37, alors d’aprés la relation (2.15)

ak + a~k

> (3.24)

U =

Pour montrer que a®> = —1 (mod 17) et 17 | b, il suffit de montrer que u, = 0 et u? = —1.
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Commengons par ug. D’aprés la relation (3.24),

o 41
Us = :
2
Comme par hypothése s = 4 (mod 8), alors 2s = 8 (mod 16). Par suite, a®® = %8
Comme 3 est impair et o = 3°, alors ord(a) = 16. Par conséquent, a® = o8 = —1. Do,
us = 0. Montrons maintenant que u? = —1. D’apres la relation (3.24),

) a2r+a72r+2
u, = .

" 4

Puisque a = 3, alors
a2r + a—2r — 327"5 + 3—27"5'

La congruence r = £/ (mod 8) avec § impair donne 2rf3 = £2 (mod 16). Comme 3 est un

générateur de 3., alors
2r —2r _ 02 -2 _ 92
ol +a T =3"+37"=3"+2.
13 . .
Par conséquent, u? = - =L Ce qui termine la preuve. O

Nous sommes arrivés a la fin de ce chapitre, que nous cléturons avec ces deux exemples.

Exemple 3.23. Posons a = 106 et b = 102. Il n’est pas difficile de vérifier que a®> = —1
(mod 17) et b = 0 (mod 17). Comme (106* — 1)(1022 — 1) = 3 x 5 x 7 x 101 x 103 x 107
n’est pas un carré, alors d’apres le théoreme 3.22, ’équation (106™ — 1)(102" — 1) = 2% n'a

pas de solutions en entiers strictement positifs n et x.

Exemple 3.24. Posons a =4 et b=1921 =17 x 113. On a
a>=-1 (mod 17), b=0 (mod 17)

et
(a> = 1)(B* —1) = 3 x 5 x 1920 x 1922 = (2* x 3 x 5 x 31)*.

Donc d’apres le théoréme 3.22, (n,z) = (2,2* x 3 x5 x 31) est l'unique solution de I’équation

(4" — 1) (1921 — 1) = 2%,



Conclusion et perspectives

Cette thése a été consacrée a l'étude des équations diophantiennes exponentielles de la
forme (a" — 1)(b" — 1) = 2% et (a" — 1)(b™ — 1) = 2%, d’inconnues (n,m, r) € N* x N* x N*,
ol a et b sont deux entiers distincts et strictement supérieurs a 1.

Dans le premier chapitre, nous nous sommes intéressés a la théorie des fractions continues.
Nous avons rappelé quelques définitions et donner des preuves détaillées de quelques résul-
tats classiques de cette théorie. Nous avons également étudié le développement en fraction
continue d’un nombre irrationnel quadratique, qui est un outil essentiel & la résolution de
I’équation de Pell-Fermat.

Dans le deuxiéme chapitre, aprés avoir démontré que ’équation de Pell-Fermat admet
une infinité de solutions, donner le lien entre ses solutions a coordonnées positives et les
polyndémes de Tchebychev de premiére et seconde espéces. Nous avons établit de nouveaux
résultats concernant des congruences vérifiées par les solutions de 1’équation de Pell-Fermat.

Dans le troisiéme et dernier chapitre, nous avons rappelé quelques propriétés du sym-
bole de Legendre, et nous avons présenté de nouveaux résultats concernant les équations
diophantiennes (a" — 1)(0" — 1) = 2% et (a" — 1)(b™ — 1) = 22

Nous terminons par quelques perspectives. D’apres le théoréme 3.16, si I'équation
(a® = 1) —1) =22

admet une solution (n,z) en entiers strictement positifs avec a = —1 (mod p), o p = £3

(mod 8) est un facteur premier de b, alors

(n,z) = (2, dy,ys),

ot d = pged (a? — 1,02 — 1) et (z,,y,) et (zs,ys) sont deux couples solutions de 'équation
de pell-Fermat

u? — dv® = 1.

Il est intéressant de voir si sous les conditions faites sur a et b, dy,y, est un carré, ou bien de
chercher ce qu’il faudrait rajouter comme hypothéses au théoréme 3.16, pour que cela soit
satisfait. Il est également intéressant d’étudier par exemple 'équation (a™ —1)(b™ — 1) = 2",

avec r impair.
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