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Contribution a la Résolution de Quelques
Problémes Quantiques Pseudo-Hermitiens et
Fermioniques Dépendants du Temps.

Résumé

Cette theése entre dans la cadre de I'extension de la notion d’états cohérents & dif-
férents domaines de la physique régis par un formalisme Hamiltonien autre que celui de
loscillateur harmonique. Dans cette optique, nous nous sommes d’abord intéressés dans
la premieére partie de cette thése, aux différentes méthodes et techniques utilisées pour la
construction des états cohérents bosoniques et fermioniques usuels dans le cadre de la mé-
canique quantique Hermitienne. Nous avons généralisé les premiers résultats sur la cohérence
des Hamiltoniens et les opérateurs invariants du cas bosonique au cas fermionique. Nous
avons montré que le systéme quantique qui préserve la cohérence correspond & l'oscillateur
fermionique libre non-stationnaire (c’est-a-dire non-forcé). Nous avons ensuite construit, a
I’aide de la méthode des invariants, les états cohérents pour 'oscillateur fermionique forcé
non-stationnaire. Nous avons introduit deux opérateurs invariants non-Hermitiens qui sont
aussi des opérateurs d’annihilation et de création. Dans la deuxiéme partie de cette these,
consacrée a ’extension de la notion d’états cohérents dans le cadre de la nouvelle mécanique
quantique non-Hermitienne, nous avons introduit les deux théories quantiques qui forment
la base fondamentale de la mécanique quantique non-Hermitienne; en ’occurrence la théorie
quantique PT-symétrique introduite par Bender et al (1998) et la théorie quantique pseudo-
Hermitienne introduite par Mostafazadeh (2002). Cette nouvelle mécanique quantique nous
a permis de définir les opérateurs d’annihilation et de création associés a notre systéme.
Une fois que tous les ingrédients appropriés aux états cohérents ont été introduits, nous
avons construit les états cohérents pseudo-fermioniques pour les systémes & deux-niveaux

décrits par des Hamiltoniens pseudo-Hermitiens. Nous avons montré que ces états cohérents

v



pseudo-fermioniques forment un ensemble bi-normé et bi-surcomplet. Enfin, nous avons
montré que tous nos résultats ainsi que toutes les formules relatives a ces derniers, sont
en accord avec les résultats précédents pour les états cohérents fermioniques dans la limite
Hermitienne [75, 76, 80].

Mots-clés:

PT-symétrie, pseudo-Hermiticité, états cohérents fermioniques, théorie des invariants.
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Introduction

La théorie quantique, qui a presque cent années d’existence, est devenue un composant
et un outil indispensable dans la physique d’aujourd’hui. L’un des postulats les plus élémen-
taires de la mécanique quantique, stipule que si un Hamiltonien H est Hermitien (H = H™),
alors ses valeurs propres sont réelles. Ou (T) représente les opérations combinées de la trans-
position de matrice et de complexe conjugué. L’Hermiticité de H implique que 'opérateur
d’évolution e7 Ht est unitaire.

En 1998, Bender et Boettcher [1] ont présenté une autre alternative ou la condition de
I’Hermiticité de ’'Hamiltonien pour avoir un spectre réel n’est pas exigée, elle est remplacée
par la symétrie de réflexion d’espace-temps (P7T-symétrie) sans violer aucun des axiomes
physiques de la mécanique quantique. Ils ont montré que le spectre de I’Hamiltonien non-
Hermitien a une dimension: H = p? + 2%(ix)", (v € [0, +0o0[), est réel positif et discret. La
réalité de ce spectre est une conséquence de la PT-symétrie de I’Hamiltonien H.

Par définition [1]-[7], un Hamiltonien non-Hermitien H est dit PT-symétrique s'il satisfait
la relation H = HPT = (PT)H(PT), ou P et T sont respectivement les opérateurs de parité

et d’inversion du temps, définis comme suit:

PxP = —x, PpP = —p,

Txl' = x, Tpl =—p, Ti1T = —11.

Ou i := /=1 et z,p, 1 sont respectivement les opérateurs position, impulsion et identité
qui agissent dans ’espace de Hilbert. On peut aussi exprimer la définition H = H®7 sous
la forme [H, PT| = 0.

Les exemples d’Hamiltoniens non-Hermitiens PT-symétriques: H = p? + iz3 et H =
p? — x, souvent cités dans la littérature, sont des cas particuliers de I’ Hamiltoniens H =
p? + 2%(ix)” donné ci-dessus.

La conjecture de Bessis-Zinn Justin sur la réalité du spectre de 'Hamiltonien PT-
symétrique H = p* — (iz)?" pour M > 1, & été aussi prouvée rigoureusement par Dorey
[11, 12] et Shin [13].

Par conséquent, une grande partie de la littérature sur les Hamiltoniens non-Hermitiens,

consiste en I’étude de leurs propriétés PT-symétriques [1]-[14].



Introduction

Quelques années apres les travaux de Bender, Mostafazadeh a introduit la notion de
pseudo-Hermiticité [15]-[24] dans le but d’établir une relation mathématique avec la notion
de PT-symétrie. Il a exploré la structure de base qui est responsable de la réalité du
spectre des Hamiltoniens non-Hermitiens. Il a établi que tous les Hamiltoniens qui sont
PT-symétriques sont pseudo-Hermitiens. Il a montré aussi qu’'un opérateur diagonalisable
quelconque a spectre réel, est pseudo-Hermitien si et seulement si ses valeurs propres sont
réelles ou sont groupées en paires de complexes conjugués (avec la méme multiplicité). En
outre, ce résultat a été généralisé a tous les Hamiltoniens standards qui sont PT-symétriques
et qui possédent R comme espace de configuration, ainsi qu’a une autre classe d’Hamiltoniens
non-diagonalisables, qui admettent une diagonalisation en blocs, avec des blocs diagonaux
a dimension finie. En fait, plusieurs développements postérieurs dans ce domaine, ont été
prédis dans le papier de Scholtz et al [25].

Par définition [15], un Hamiltonien H est dit pseudo-Hermitien s’il satisfait la relation
H* = nHn™!, ot n est un opérateur linéaire, Hermitien et inversible. On peut aussi exprimer
cette définition sous la forme H# = H, ou H* = n~1H"n est le pseudo adjoint de H [15].

Un domaine trés intéressant ot la pseudo-Hermiticité est largement appliquée, est ’étude
des systémes & deux-niveaux décrits par des Hamiltoniens non-Hermitiens(") [20, 32]. Ces
systémes sont couramment utilisés en physique de la matiére condensée, physique atomique
et P'optique quantique [33]-[40]. Dans ce cadre, Ben-Aryeh en 2004 [32] a étudié un prob-
leme d’optique quantique en exploitant les méthodes introduites dans la littérature pour le
traitement des Hamiltoniens pseudo-Hermitiens [15]-[24]. Il a traité le systéme de l'atome
a deux-niveaux en interaction avec un champ électromagnétique classique et avec les effets
de damping. Il a montré qu’il existe une fréquence analogue a la fréquence de Rabi dite
"pseudo-fréquence de Rabi" due aux oscillations entre les deux niveaux. Celle-ci dépend
des effets de damping et de I'interaction résonante entre le champ électromagnétique et le

dipole atomique. Ainsi, il a introduit dans son analyse de nouveaux effets intéressants en

('Les Hamiltoniens non-Hermitiens sont utilisés traditionnellement pour décrire les processus dissipatifs,

comme le phénoméne du déclin radioactif.
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Introduction

optique quantique, qui représente un véritable domaine de prédilection pour le formalisme
d’états cohérents [59]-[69].

En mécanique quantique, les états cohérents sont des états spécifiques dont les valeurs
moyennes des observables dans ces états, ont des propriétés aussi proches que possible des
grandeurs physiques du modeéle classique correspondant. C’est pour cette raison que les
états cohérents jouent un role privilégié dans 1’étude des correpondances entre mécanique
quantique et classique.

Le concept d’états cohérents remonte a 1926, lorsque Schrodinger [58] a défini des états
cohérents qui reproduisent les grandeurs classiques pour 'oscillateur harmonique. Cepen-
dant, de 1926 jusqu’a 1963, les activités dans ce domaine sont demeurées inactives. Ainsi,
la premiére application moderne et spécifique du terme "cohérent" a été faite par Glauber
[59, 60, 61] dans un contexte d’optique quantique. Ces états sont en effet des superpositions
d’états du champ électromagnétique quantifié. Ce qui a permis de relancer ce domaine
fructueux et important.

Au cours de 'année méme (c’est-a-dire 1963), Klauder [47, 48] avait développé une
théorie générale de représentations continues et suggérait la possibilité de construire des
états cohérents par 'utilisation des représentations irréductibles des groupes de Lie. Dix
ans apres les travaux de Glauber et Klauder, Perelomov et Gilmore [49, 50, 51] ont construit
les états cohérents des groupes de Lie avec différentes propriétés analogues a celles des états
cohérents de l'oscillateur harmonique. Le théme fondamental de ce développement, était de
relier étroitement les états cohérents avec le groupe dynamique du systéme physique étudié.
A la lumiére de cet apport, les états cohérents de Glauber sont eux-mémes en rapport
avec une structure algébrique qui est le groupe de Weyl-Heisenberg [49, 50, 64]. Comme
conséquence, la notion d’états cohérents ne doit pas étre limitée a ’oscillateur harmonique,
mais elle peut étre généralisée a tous les types de problemes physiques qui possédent une
formulation dans le langage de la mécanique quantique en termes du groupe dynamique.
Ce qui a donné lieu & 'apparition d’une vaste littérature qui concerne la généralisation de

la notion d’états cohérents a divers domaines de la physique [45, 46, 53, 55, 62, 63, 64].
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Dans ce méme élan de généralisation, des états cohérents d’une nature qualitative-
ment différente, ont été également construits: Il s’agit des états cohérents fermioniques
[75, 76, 77, 79, 80]. Cette formulation résulte de l’existence de deux types de particules
fondamentales en physique: Les bosons et les fermions. Ces deux types de particules ont
des relations de commutation différentes pour leurs opérateurs de base. Ainsi, les bosons
satisfont les relations de commutation standards, tandis que les fermions obéissent aux rela-
tions d’anticommutation. Ces différences sont explicitement représentées par des différentes
structures de groupe et des espaces de Hilbert. Une autre différence réside dans le choix
des variables de paramétrisation pour les états cohérents fermioniques, qui ne sont pas des
variables complexes ordinaires, mais des variables anticommutantes satisfaisant ’algébre de
Grassmann [82, 94].

Dans un travail précédent [73], nous avons construit les états cohérents fermioniques
associés au systéme du spin a deux-niveaux en interaction avec un champ magnétique vari-
able.

Durant ces dernieres années, le concept d’états cohérents a été également introduit aux
systémes quantiques décrits par des Hamiltoniens non-Hermitiens [71, 72]. Dans un but de
généralisation, nous étudions dans cette thése les états cohérents des systémes quantiques
suivants:

1) Les oscillateurs fermioniques forcés non-stationnaires.
2) Les systémes & deux-niveaux décrits par des Hamiltoniens pseudo-Hermitiens.

Cette these est organisée comme suit:

Dans la premiére partie sont regroupés quatre chapitres: consacrée aux états cohérents
dans le cadre de la mécanique quantique Hermitienne. Nous commencerons d’abord, par rap-
peler les définitions et les propriétés élémentaires relatives aux états cohérents bosoniques de
Glauber. Nous passerons en revue également les concepts de base des états cohérents fermi-
oniques paramétrisés par les variables de Grassmann. Ensuite, nous donnerons un apercu
sur ’évolution de la notion d’états cohérents et nous présenterons les différentes méthodes

de généralisation de cette notion. Nous terminerons cette partie par la construction des
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états cohérents pour l'oscillateur fermionique forcé non-stationnaire et nous montrerons que
le systéme quantique qui préserve la cohérence, correspond a l’oscillateur fermionique libre
non-stationnaire.

La deuxieme partie de cette thése, regroupant cing chapitres, est consacrée a ’extension
de la notion d’états cohérents dans le cadre de la nouvelle mécanique quantique non-
Hermitienne. Dans cette optique, nous introduisons d’abord les deux théories quantiques
qui forment la base de la mécanique quantique non-Hermitienne, en 'occurrence la théorie
quantique PT-symétrique introduite par Bender et al (1998) et la théorie quantique pseudo-
Hermitienne introduite par Mostafazadeh (2002). Nous présenterons ensuite, un modeéle
typique qui trouve ses applications en physique atomique et en optique quantique [32], et qui
permet de démontrer et d’illustrer les implications des résultats généraux sur la PT-symétrie
et la pseudo-Hermiticité d’une maniére assez détaillée. Nous introduisons ensuite les opéra-
teurs de création et d’annihilation qui réalisent une généralisation pseudo-Hermitienne de
'algebre des fermions [24]. Une fois que tous les ingrédients appropriés aux états cohérents
auront été introduits, nous construisons les états cohérents pseudo-fermioniques pour les
systémes & deux-niveaux, décrits par des Hamiltoniens pseudo-Hermitiens. Ces états co-
hérents sont paramétrisés a ’aide des variables de Grassmann [82]. Nous montrerons que
ces états cohérents obéissent aux mémes critéres de base que les états cohérents fermioniques;
a savoir, ils sont définis comme états propres des opérateurs d’annihilation, ils peuvent aussi
étre définis par I'action de l'opérateur de déplacement sur le vide, (i) ils sont bi-normés et
(ii) ils possédent la continuité de l'indice de base, (iii) ils vérifient la résolution de I'identité
et (iv) ils vérifient la stabilité temporelle, c’est-a-dire que I’évolué d’un état cohérent reste
toujours un état cohérent et le systéme reste toujours bi-normé et bi-surcomplet au cours
du temps. Ainsi, ils forment une base bi-normée et bi-surcompléte.

Dans la conclusion, nous résumons l’essentiel de notre travail tout en comparant nos

résultats & ceux obtenus dans le cadre de la mécanique quantique Hermitienne.
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Partie 1

Etats cohérents en Mécanique

Quantique Hermitienne
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La premiere partie de cette thése s’articule autour des quatre chapitres suivants:

Le premier chapitre a pour but de présenter les différentes méthodes et techniques qui
sont utilisées pour la construction des états cohérents usuels. Nous rappellerons d’abord
les trois définitions équivalentes des états cohérents usuels (de Doscillateur harmonique
bosonique) introduites par Glauber [61]; & savoir, (a) les états cohérents sont définis comme
états propres de l'opérateur d’annihilation, (b) les états cohérents peuvent étre obtenus a
partir de I’action de 'opérateur de déplacement sur le vide de l'oscillateur harmonique. (c)
Ces états cohérents minimisent la relation d’incertitude d’Heisenberg: AgAp > 3

Au deuxiéme chapitre, nous donnerons un apergu sur ’évolution de la notion d’états
cohérents et nous présenterons les différentes méthodes de généralisation de cette notion.

Le troisiéme chapitre sera consacré au passage en revue, des concepts de base des états
cohérents fermioniques. Ces derniers seront définis [62, 79, 81] d’une fagon analogue a
celle des états cohérents bosoniques usuels, mais il seront paramétrisés par les variables
de Grassmann [82, 94| qui représentent 1’analogue classique des opérateurs quantiques de
Fermi.

Le quatriéme chapitre traitera de la construction des états cohérents de 1’oscillateur
fermionique forcé non-stationnaire a l’aide de la théorie des invariants. Enfin, nous mon-
trerons aussi que le systéme quantique qui préserve la stabilité temporelle correspond &

l'oscillateur fermionique libre non-stationnaire.
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CHAPITRE 1
Etats cohérents usuels
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1.1. Introduction

1.1 Introduction

Les états cohérents, qui jouent un role important dans différents domaines de la physique,
sont 1'un des concepts les plus importants dans la physique d’aujourd’hui [63, 64]. Ils sont
généralement connus comme états quantiques qui conviennent assez naturellement pour
envisager la correspondance quantique-classique.

On se propose de présenter dans ce chapitre les définitions et les propriétés de base des
états cohérents usuels (de l'oscillateur harmonique bosonique). Ensuite, nous étudierons

I’évolution de ces états cohérents au cours du temps.

1.2 L’oscillateur harmonique bosonique

L’oscillateur harmonique bosonique unidimensionnel de masse m et de pulsation w est décrit
par ’'Hamiltonien,
1

1
H=—70+ —mw?3* 1.2.1
5D 5 me T (1.2.1)

ol ¢ et p sont respectivement les opérateurs position et impulsion qui vérifient:

3.5) = ik (1.2.2)

Les opérateurs d’annihilation et de création associés a H sont donnés par:

_ mwq + i?’ +_ mwq — z?’ (12.3)
(2hmw)? (2hmw)z
vérifiant la relation de commutation:
[a,a*] =1. (1.2.4)

D’ou ¢ et p s’écrivent en fonction de a et a™ comme suit:

N|=

7= (%) (a® + a), p= (hmTw) : i(at —a). (1.2.5)

Ainsi, H peut se mettre sous la forme:

H = hofata+ 5) = k(N + 3), (1.2.6)

17



1.3. Définitions et propriétés élémentaires

ou N est 'opérateur nombre de particules:
N =a'a, (1.2.7)
vérifiant les relations de commutations,
[N,a] = —a, [N,a*] =a". (1.2.8)

Compte tenu de (1.2.6), il est équivalent de diagonaliser N ou H.
L’espace de Hilbert est engendré par la base compléte orthonormée des états propres

normalisés [n) de H (appelé espace de Fock). Les états |n), (n = 1,2,...) sont donnés par:

In) = %(cﬁ)” 0), nio Y (n| =1, {(m|n) = 6. (1.2.9)
On a
Hin) = By ln). By = ho(n+ %). (1.2.10)

L’état fondamental ou "I’état du vide" est défini par:
al0) =0, (0]0)=1. (1.2.11)
L’action de a et a™ sur les états |n) est donnée par,
aln) =vnln—=1), a*n)=vVn+1ljn+1). (1.2.12)
Les vecteurs |n) sont aussi des états propres de N:

N|n) =ataln) =n|n). (1.2.13)

1.3 Deéfinitions et propriétés élémentaires

Les états cohérents usuels (de Poscillateur harmonique) ont été introduits par Glauber [61]
en 1963. Ces états |«) peuvent étre défini de trois maniéres équivalentes [61, 62, 63, 64, 69]:
e Définition (a): Les états cohérents |«v) sont définis comme états propres de l'opérateur

d’annihilation a:

ala) =ala), aeC. (1.3.1)
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1.3. Définitions et propriétés élémentaires

Ces états cohérents |«) sont donnés explicitement par [59, 60, 61],

n
7|a\2 &) o

P2

e Définition (b): Les états cohérents peuvent aussi étre obtenus par l’action de l'opérateur

In). (1.3.2)

la) = e

de déplacement unitaire D(«) sur ’état du vide |0):
@) = D() [0),, (1.3.3)

ou 'opérateur de déplacement unitaire D(«) est défini par:

D(a) = eloa™—a%a), (1.3.4)
et satisfait les propriétés suivantes:
D Ya)aD(a) = a+a, (1.3.5)
D Ya)atD(a) = a+a¥, (1.3.6)
D(a)D(B) = "= D(8)D(a), (13.7)
D(a+ B) = e 2@ =0 D(a) D(B). (1.3.8)

On retrouve a partir de cette définition (b) l'expression (1.3.2) de |«) comme suit:

@) = D(a)[0) (1.3.9)

elea’=a"a) ) (1.3.10)

= et ematag) (1.3.11)

= e |0) (1.3.12)
a2 & a” n

= RS ) (1.3.13)

= Y ) (1.3.14)

n=0vn!

Ici on a utilisé la formule de Baker-Campbell-Hausdorff (Voir appendice 2):

GATB _ ~3AB| A B (1.3.15)
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1.3. Définitions et propriétés élémentaires

Cette derniére formule est valable si A et B commutent avec [A, B, ¢’est-a-dire [A, [A, B]] =
[B, [A, B]] = 0. Puisque [aa™, —a*a] = a*« qui est un nombre, donc il commute avec aa™
et —a*a, d'o D(«) s’écrit sous la forme:

|2 + *

D(a) =e 2 e e > (1.3.16)

Et

*2
e v0) = (1-a*a+ a2' a’

+..)]0) (1.3.17)

= 10). | (1.3.18)

e Définition (c): On peut aussi définir les états cohérents comme des états qui réduisent
BUAPU "
au minimum la relation d’incertitude d’Heisenberg AqgAp > 2 ou les opérateurs position

¢ et impulsion p sont donnés par 1’équation (1.2.5) et les variances Ag et Ap sont données

par:
~ h
NG = VB @ =\ e (1.3.19)
8 = VR =y (1.3.20)

Dans ces états les valeurs moyennes des opérateurs ¢, p, ¢> et p° sont donnes par:

@ = <a|cﬂa>=\/;—ZRea, (1.3.21)

(D) {(a|pl @) = V2hmw Im a, (1.3.22)

@) = <a\zz‘2|a>=2i{4(Rea>2+1], (1.3.23)

(")

(a|p?| o) 4 (Tm @)? + 1]. (1.3.24)

Ou Rea et Im «v sont les parties réelles et imaginaires de a.
D’ou
h

AGAP =

1.3.25
27 ( )

qui est la valeur minimale de la relation d’incertitude d’Heisenberg. On note que ces trois

définitions sont équivalentes seulement pour 'oscillateur harmonique.
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1.3. Définitions et propriétés élémentaires

Les états cohérents |a) possédent deux propriétés clés, a savoir:

i) La résolution de l’identité: C’est-a-dire ils vérifient la relation:
1 2
— [ |a) (a]|d®a =1, (1.3.26)
7r

ou

d’a = d(Re a)d(Im o). (1.3.27)

On dit aussi que les états |a) forment une base surcompléte.
Pour montrer cette identité (1.3.26), il suffit de la prendre entre le bras (n| et le ket |m) ,

il vient:

2™

~ [tnla) (o lm) dPa= [l

On pose a = pe' (c’est le passage en coordonnées polaires dans le plan complexe de ),

d(Re a)d(Im cv). (1.3.28)
n!m!
d’ou,

d*a = pdpds, (1.3.29)

il en résulte,

2 d9 p ntm

1 9 o
%f<n|a><oz|m>doz:f0 pdpf,"— m

N 1 2 . o) _
oll nous avons utilisé le changement de variables p? = u et fo du.u"e

2

e = Gpm, (1.3.30)

z(n—m)@

U =nl

ii) La stabilité temporelle: C’est-a-dire I’évolué au cours du temps d’un état cohérent

reste toujours état cohérent. La section suivante est consacrée a ’étude de cette propriété.
En outre, ces états cohérents |«) posseédent d’autres propriétés remarquables & savoir:

e Les états cohérents ne sont pas orthogonaux car le produit scalaire des deux états

cohérents est donné par:

wp) = 3O '563(—%)6(—%) (1.3.31)
n=0 T
pla*5-Hlal?~113%). (1.3.32)

Ce produit scalaire n’est jamais nul.
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1.4. Evolution d’états cohérents au cours du temps

e Les états cohérents |«) sont normalisés:
(a]a) =1, (1.3.33)
et le module du produit scalaire («|f3),
(alB)| = em3lo=AT, (1.3.34)

est une mesure de la "distance" entre les deux états cohérents.
e Les valeurs moyennes (q), (p), (H) dans ces états |«) restent constamment égales aux

grandeurs classiques correspondantes, a savoir:

@ = (alfla) = \/ 2= Rea, (1339
(p) = (a|p| @) = V2hmw Im «, (1.3.36)

(H) = (a|H| o) = hw (|a|2 + %) . (1.3.37)

e De facon générale la valeur moyenne (A) = (a|A| @) dans ces états |«) de n’importe

quel opérateur A reproduit la grandeur classique correspondante.

1.4 Evolution d’états cohérents au cours du temps

Une fois défini les états cohérents de 'oscillateur harmonique, on s’intéresse maintenant
a leur évolution au cours du temps. Si I’évolué d’un état cohérent initial reste toujours état
cohérent au cours du temps, on dit que 1’évolution temporelle est stable [92, 93].

On remarque facilement que les états cohérents |«) sont stables [59, 60, 61], pour le voir,
il suffit d’appliquer sur 1’état |a) initial opérateur d’évolution de l'oscillateur harmonique
e H = hw(ata + 1):

—1

s t) = e a). (1.4.1)

L’évolué |a;t) s’écrit donc:

a2 2 ane[—iwt(n—l-%)}
P} -

ast) = e n 1.4.2

az1) > ) (142)
. 2 0o n ,—iwnt

e L o g 1.4.3

£ 143

= e 2%Ya(t)), (1.4.4)
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1.4. Evolution d’états cohérents au cours du temps

ou aft) =ae ™,

Donc pour passer de 1'état |a) & son évolué |a;t), il suffit de changer v en ae ™", et de
multiplier le ket obtenu par e~ 3wt (qui est un facteur de phase globale sans conséquences
physiques) [70]. Par conséquence, I’évolué |a;t) reste toujours état propre de l'opérateur

d’annihilation a au cours du temps, avec une valeur propre «(t) = ae ™

ala;t) = aft)|a;t). (1.4.5)

Une autre conséquence de la stabilité temporelle des états |«), réside en Iénergie moyenne

prise dans les états |a;t) est indépendante du temps:

(1) = (ast ] ast) = o (Jaf* + 5 ) = (al] ). (1.46)
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2 Généralisation de la

notion d’états cohérents
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Apres l'introduction des états cohérents de I'oscillateur harmonique, leur généralisation aux
différents domaines de la physique régis par un formalisme Hamiltonien autre que celui de
loscillateur harmonique, a focalisé un intérét considérable [62, 63, 64]. Les états cohérents
construits a partir des définitions (a), (b) et (¢) énumérées précédemment ont donné lieu
a de différents types d’états cohérents:

Généralisation de la définition (a): Barut et Girardello [44] ont construit & partir
de la définition (a) les états cohérents pour 'algebre de Lie su(1,1) en exploitant sa série de
représentation discréte. Gazeau et Klauder [45, 57] ont aussi repris la définition (a) pour la
construction des états cohérents pour des Hamiltoniens qui possédent un spectre discret ou
continu. Les états cohérents construits selon I’approche utilisée par ces derniers sont appelés
dans la littérature les états cohérents de Gazeau-Klauder (GK coherent states). Des états
cohérents de ce type ont été construits par Antoine et al [46] pour une particule soumise &
un potentiel de puits infini et & celui du potentiel de Poschl-Teller.

Généralisation de la définition (b): Dans le cadre de la définition (b) basée sur
'action d’un opérateur de déplacement sur ’état du vide, Perelomov [49] et Gilmore [50, 51]
ont montré indépendamment au début des années soixante-dix que les états cohérents sont
intimement liés au groupe dynamique régissant les symétries du systéme physique étudié.
L’idée derriere cette définition a été proposée par Klauder [47, 48] une décennie plus tot.
Ce résultat important a permis l’extension de la notion d’états cohérents pour une variété
importante ’algebres de Lie [62, 63, 64, 69]. Dans la littérature, les états cohérents construits
a partir de la définition (b) sont appelés les états cohérents de Klauder-Perelomov (KP
coherent states).

Généralisation de la définition (c¢): Dans la définition (c) qui définit les états co-
hérents comme étant des états qui réduisent au minimum la relation d’incertitude d’Heisenberg.
Trifonov [54] a établi la forme la plus générale des Hamiltoniens qui minimisent la relation
d’incertitude d’Heisenberg. Les états cohérents construits a partir de la définition (c) sont

appelés les états intelligents (Intelligent states). Des états cohérents de ce type ont été
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2.2. Etats cohérents de ’algébre su(1,1)

construits par Trifonov [56] pour les algebres su(2) et su(1,1), et Elkinani et al [52, 55] pour
un systéme quantique arbitraire en utilisant la minimisation de la relation d’incertitude de
Robertson-Schrodinger(!).

On se propose de présenter dans ce chapitre les généralisations des états cohérents basées

sur les algebres de Lie su(1,1) et su(2) [64, 65, 66, 67].

2.2 Etats cohérents de ’algébre su(1,1)

2.2.1 Etats cohérents de Barut-Girardello

L’algebre de Lie su(1,1) engendrée par les trois générateurs {K,, K, K3}, (K,)" = K_)

qui satisfont les relations de commutation suivantes:
(K3, K |=K,, [K;,K |]=-K_ , |[K, K]=-=-2Kj. (2.2.1)

L’espace de Fock sur le quel {K,, K_, K3} agissent est Hy = {|n, k), (n=0,1,2...)} et

dont les actions sont données par:

K, |nk) = /(n+1)(2k+n)|n+1,k), (2.2.2)
K_Ink) = n2k+n—-1)|n—1k), (2.2.3)
Ks|n,k) = (k+n)n,k). (2.2.4)

Ou |0, k) est I’état du vide normalisé défini par:
K_|0,k) =0, (0,k|0,k)= 1. (2.2.5)

L’opérateur Casimir pour toute représentation unitaire irréductible indexée par un parametre

k dit indice de Bargman est défini par:

C=K:-K:-K)=k(k—-1), k=:,1

DO | o

2., (2.2.6)

y

DO | —

(ULa relation d’incertitude d’Heisenberg n’est qu’un cas particulier d’une relation plus générale dite

relation d’incertitude de Robertson-Schrodinger.
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2.2. Etats cohérents de ’algébre su(1,1)

Ou
Ky = K, +iK, (2.2.7)
A partir de 'équation (2.2.2) les états |n, k) sont donnés par:

() 1
|n,k>_\/mm]0,k>.

Ou (2k), = 2k (2k 4+ 1) (2k 4+ 2) ... (2k +n — 1) désigne le symbole de Pochhammer). Ces

(2.2.8)

états |n, k) satisfont les relations d’orthogonalité et de fermeture:
(m,kn, kY =0pmn, . In,k)(n k| =1. (2.2.9)
n=0
Barut et Girardello [44] ont étendu la définition (a) des états cohérents de 'oscillateur
harmonique au cas de I’algebre de Lie su(1, 1) engendrée par les trois générateurs { K, K_, K3}
de la fagon suivante:

Les états cohérents de Barut-Girardello [44] notés |z) sont définis comme états propres

de l'opérateur d’annihilation K _:
K_|z) = z|z), z € C. (2.2.10)

La forme explicite de |z) est donnée par [44, 52, 66]:

1 0 n
Elh <

N VIk-1212]) 12 n'F(Qk‘ + 71)

|2) |k, n), (2.2.11)

ou I,(z) est la fonction de Bessel modifiée du premier espéce:

(B (3)"
1(z) = <2> 712::0 \/n!F(V+n+ 1)7 (22.12)

et I'(2) la fonction Gamma:
[(p) = [;°tP Ve at. (2.2.13)
Les états cohérents de Barut-Girardello sont normalisés mais ne sont pas orthogonaux:

(1] n) = —2t Vi) (2.2.14)

VIz2k-12lz1) Iak-1(2]22])

()En mathématiques, le symbole de Pochhammer (z),, est utilisé en théorie des fonctions spéciales pour

représenter la factorielle croissante (), =z (z+ 1) (z+2)...(z+n—1).
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2.2. Etats cohérents de ’algébre su(1,1)

mais vérifient la résolution de l'identité:

/d,u(z, 2*) 2y (2| = 1, (2.2.15)
ou
dp(z,2) = 2Fy,_1 (2|2]) Ipp—1 (2 ]2]) d2*dz, pour k > 0, (2.2.16)

et F, (z) est la fonction de Bessel modifiée du second espéce:

F,(z) = (i (g)yfloodye’zy(yQ —1)""2, pour v > —3. (2.2.17)

T
v—3)!

Ainsi, les états cohérents de Barut-Girardello forment une base surcompléte.

2.2.2 Etats cohérents de Klauder-Perelomov

Les états cohérents de Klauder-Perelomov [47, 48, 49] sont basés sur I'extension de la déf-
inition (b) qui s’obtiennent par Paction d’un opérateur de déplacement sur un état de
référence.

Dans le cas de 1'algebre de Lie su(1,1) ces états cohérents sont donnés par:
|w) = @K+ K11 0) we C. (2.2.18)

Ou |k, 0) est I'état de référence et D(w) = e@E+=<"K-) est I'opérateur de déplacement qui

peut s’écrire aussi sous les formes suivantes:
D(w) = enK+€log(l—|n\2)Kse—n*K—’ (2.2.19)
D(w) = e K- = los(—In)Ks gnky. (2.2.20)

ou 7 est un parametre complexe donné par:

w tanh(|w])
@l

n=nw)= , (2.2.21)

et vérifiant la condition (|n| < 1) qui constitue une propriété importante pour ces états

cohérents. La forme explicite de |w) est donnée par [49, 52, 65]:

) = (1= e k0 (2229
= (S e o = ). (2:2.93)

28



2.3. Etats cohérents de I’algébre su(2) ou atomiques

De méme les états cohérents de Klauder-Perelomov sont normalisés mais ne sont pas or-

thogonaux car le produit scalaire n’est jamais nul:

(mng) = (1 - |771‘2)k(1 - |772|2>k(1 - 779{772)7%- (2.2.24)

La résolution de l'identité est vérifiée comme suit:

Jdu(n,n*) ln) (n| = 1, (2.2.25)
ou
dp(n, ") = s dn”dn, pour k> 3. (2.2.26)

On se propose de rappeler dans la section suivante les états cohérents obtenus par ’action

d’une algebre de Lie su(2) [64, 65, 66, 67].

2.3 Etats cohérents de I’algébre su(2) ou atomiques

On consideére la représentation de spin J de l'algebre de Lie su(2) engendrée par les trois

générateurs {J,, J_, J5}, ((J+)* = J_) qui satisfont les relations de commutation suivantes:
(s, Jy] = Jy,  [Js, I =—J_, [Jg, J_] =2J5. (2.3.1)

L’espace de Fock sur le quel agissent {.J;, J_, J3} est H; = {|J,m),0 <m < 2J} et leurs

actions sont données par:

Jo|Im) = /(m+1)2J —m)|J,m+1), (2.3.2)
J_|Jm) = mQ2J—m+1)|J,m—1), (2.3.3)
J3|J,m)y = (=J4+m)|J,m). (2.3.4)

Ou |J,0) est I’état du vide normalisé (J_|J,0) = 0, (J,0]J,0) = 1). Les états |J, m) sont

donnés par:
()™ 1

2J |
ml(P){) vm

\J,m) = 17,0), (2.3.5)
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2.3. Etats cohérents de I’algébre su(2) ou atomiques

ol (P)g;f)) =2J(2J-1)(2J —=2)...(2J —m +1). Ces états |J,m) satisfont les relations
d’orthogonalité et de fermeture:
(Jym|J,n) =0mn, . |J,m){J,m|=1. (2.3.6)
m=0
Les états cohérents de 1’algebre su(2) ou atomiques [65, 66, 67] peuvent étre générés a partir

zdp—z*J_

de 'action de I'opérateur de déplacement D(z) = el ) sur Iétat du vide:

|, 2) = e*+=="7) | ] 0), zeC. (2.3.7)
Ou l'opérateur de déplacement peut étre décomposé sous la forme suivante:
D(z) = A+ glog(LH ) Jz g =27 (2.3.8)
ou
D(z) = -1~ RN s A (239)

A est un parametre complexe donné par:

A=A(z) = ”?L'HT("ZD (2.3.10)

qui constitue une propriété importante pour ces états cohérents. La forme explicite de |J, z)

est donné par [65, 66, 67]:

.2} = (1+|§|2)J6M+ |J,0) (2.3.11)
1 2 @&
= Ay’ Z:O nﬁn) A Tym) = | A) (2.3.12)

La résolution de 'identité est vérifice comme suit [67]:

ey tan((E])(d2) e sn@ ()
I T A e = TS A

d2)\ 2J
= e LB A = Wom) (om] =1 23,13
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Les états cohérents fermioniques sont définis [62, 79, 81] d’une fagon analogue a celle
des états cohérents usuels (bosoniques): Ils sont définis comme états propres des opéra-
teurs d’annihilations, ils peuvent étre définis également comme action d’'un opérateur de
déplacement sur le vide du systéme considéré. La différence par rapport aux états cohérents
bosoniques, est que les variables de paramétrisation pour les états cohérents fermioniques
ne sont pas des variables complexes ordinaires, mais sont des variables anticommutantes qui
satisfont 1'algebre de Grassmann [82, 94].

Nous commencerons ce chapitre par un rappel des principales propriétés des variables
de Grassmann, nous passerons ensuite en revue les définitions et les résultats appropriés

concernant les états cohérents fermioniques [75, 76, 77, 79, 80].

3.2 L’algébre de Grassmann

L’introduction des nombres anticommutants en physique, lié a la description des fermi-
ons, remonte & 1955 [94]. Ensuite, 'utilisation des variables de Grassmann est devenue
plus systématique aprés I’extension par Berezin en 1966, de la méthode de la fonctionnelle
génératrice a la seconde quantification des fermions [82]. Ces variables qui sont tradition-
nellement utilisées dans la formulation des intégrales de chemins pour les fermions [81],
sont devenues aprés un outil trés approprié a la description des systémes de fermions [83].
Ceci est du en fait a leurs propriétés spécifiques; ils sont I’analogue classique des opéra-

i,b;r]+ = (5@' et

teurs quantiques de Fermi, qui satisfont les relations d’anticommutation [b
ils sont nilpotentes: (b;)* = (b;)* = 0, cette derniére relation est la formulation algébrique
du principe de I'exclusion de Pauli pour les fermions.

En effet, "I’espace de phase classique" de N fermions peut étre identifié avec 1’algébre
de Grassmann CByy [84] généré par I'ensemble {&7,...,&En, &y, ..., {n} de 2N variables de

Grassmann complexes et indépendantes qui satisfont les relations d’anticommutation:

{fi:fj} = fz§] + 5;51 =0, (3.2.1)

32



3.2. L’algébre de Grassmann

{¢,.6=0 {&, &r=0. (3.2.2)

Par analogie avec les opérateurs quantiques de Fermi, ces variables sont nilpotentes:

£€=0, €2=0. (3.2.3)

7

On désigne par 1) un élément quelconque de 'ensemble {&7, ..., &y, &y, ..., ) des 2N éléments
qui générent cette algébre de Grassmann, alors 1) satisfait les propriétés suivantes:

e 1) commute avec les nombres complexes.

e ¢) anticommute avec les opérateurs de Fermi b; et b; .

e Le conjugué hermitique renverse ’ordre de toutes les quantités fermioniques:
(b o+ b))t = + b (3.2.4)
e [’intégration est donnée par:

[dpl =0, [dp*1=0, [dp =1, [dp™p* =1. (3.2.5)

Pour une paire de variables ¢ et ¢, on a:

[d* = [d*dip. (3.2.6)

On note que les éléments différentiels di et diy)™ anticommutent entre eux mais ils commutent

avec les nombres complexes,
dipdip™ = —dp*dap. (3.2.7)

De facon générale, I'intégration d’une fonction de variables de Grassmann f(1),1") est équiv-

alente a la différentiation a droite [53]:

Jdvf,y7) =
Jdv f(, ") =

= *

Oy f(W,¥7), (3.2.8)

- *

Oy (¥, 0"), (3.2.9)
— —

ol 04 et 0, désignes les dérivés a droite par rapport & ¢ et ¢* respectivement. En

particulier on a:

Dl =0, Oyp=1, Dyel=0, dptv*=1. (3.2.10)



3.3. Les concepts de base des états cohérents fermioniques

A titre illustratif, on applique ces régles d’intégration et de différentiation sur ’exemple:

f(,¢") = A+ By + CyY* + Dyyp™, (3.2.11)

ou A, B, C' et D sont des nombres complexes quelconques.

D y(A+ B+ Oy + DY) = B+ Dy, (3.2.12)
9y (A+ B+ CY* + Dp*) = C — Dy (3.2.13)
[d(A+ B+ Cy* + Dipyp*) = B + D (3.2.14)
[dy*(A+ By + Cy* + Dyyp*) = C — Dy (3.2.15)
[dy*dip(A+ By + Cy* + Dyyp*) = D (3.2.16)

Ces variables de Grassmann vont nous permettre alors de définir les états cohérents fermi-

oniques d’une maniére équivalente a leurs analogues bosoniques [75, 76, 77, 79, 80].

3.3 Les concepts de base des états cohérents fermion-
iques

On considére les systémes quantiques avec un nombre fini N de degrés de liberté fermioniques
qui sont caractérisés par les opérateurs 'annihilation et de création b; et b, (i = 1,2,..., N),

qui obéissent aux relations canoniques d’anticommutation:

[0i, 0], = bibf +b/b; =1, (3.3.1)
i, bi] . = 0, [b7,bf], =0. (3.3.2)

177

L’espace de Hilbert correspondant est le N-produit tensoriel: H = H1 @ Ho ® ... ® Hy de

I’espace de Hilbert a deux dimensions pour un degré de liberté:
Hi ={10),, 1)} (3.3.3)
L’action des opérateurs d’annihilation et de création b; et b sur H; est donnée par:

b;10); =0, bi|1), = 10), . (3.3.4)
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3.3. Les concepts de base des états cohérents fermioniques

b 10), = 1), b |1); = 0. (3.3.5)

bi l'existe pour le ramener a Détat [1),.

17 7

L’opérateur b; annihile I’état fondamental |0)

L’espace de Hilbert H est engendré par les états propres de b; b;:
bl bilning..ny) = ngning..ny), n; = 0,1, (3.3.6)

ou

|7’Ll’I’L2...7’LN> = |’I’L1>1 X |TLQ>2 ®..R |TLN>N, (337)

avec |n); un vecteur dans l’espace de Hilbert H;.

Avant de définir les états cohérents fermioniques qui correspondent au cas de N degrés
de liberté, Définissons d’abord les états cohérents fermioniques dans le cas d’un degré de
liberté (N = 1, donc les indices ne seront pas mentionnés), ces derniers sont donnés par

[75, 76, 77, 79, 80]:

&) = D(£)10) (3.3.8)
= 286079 ) (3.3.9)
= ¢ 2¢(0) - £]1)). (3.3.10)

Ou lopérateur de déplacement unitaire D(€) est donné par,

D(¢) = eltreen) (3.3.11)

L btE— b (bh— %)g*g. (3.3.12)

D(&) est unitaire puisque:

D*(€) = €000, (3.3.13)
ce qui entraine
D(§)D™(§) = DT(§)D(§) = 1. (3.3.14)
DT (€) s’écrit aussi sous la forme,
DY(E) = 1+ &b —bre+ (bTh— %)g*g, (3.3.15)
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3.3. Les concepts de base des états cohérents fermioniques

et satisfait les relations suivantes,

DT (EbD(E) = b+£1, (3.3.16)

DOV DE) = bt +E1. (3.3.17)
L’action des variables de Grassmann ¢ sur les états |0) et |1) est donnée par:
§l0) =108, &) = —[1)¢. (3.3.18)

En utilisant Pexpression (3.3.16), on montre que les états cohérents |€) sont aussi des états

propres de 'opérateur d’annihilation b,

blg) = bD(£)]0) (3.3.19)
= D)D" (1D(€) |0) (3.3.20)
= D()(b+¢)[0) = D(£)E|0) (3.3.21)
= &D(&)|0) (3.3.22)
= £[¢). (3.3.23)
L’adjoint hermitique de |€) est,
(€l = (0] D7 (&) (3.3.24)
= ¢ 28E (| €D (3.3.25)
— e 2 ((0] + £°(1)). (3.3.26)
(€| est état propre a gauche de b,
(€1oT = £(¢] = (€I€". (3.3.27)
Ces états |£) sont normalisés,
(€16 = 1. (3.3.28)
Le produit scalaire de deux états cohérents est donné par,
(&16,) = o~ 36161 o 56562 616 (3.3.29)
— o(m3EE-E)E-)8). (3.3.30)
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3.3. Les concepts de base des états cohérents fermioniques

Ces états cohérents forment une base surcompléte dans I'espace de Hilbert, c’est-a-dire qu’ils

fournissent une résolution de l'identité 1 par l'intermédiaire de

/dé“*d§|§><§| = /dﬁ*di (10) {0 = £ [1) (O] 4 €7 10) (1] — £7€1)
= /di*df (10) (0] + [1) (0] € + €7 |0) (1] + &™) = 1. (3.3.31)

Toutes les propriétés ci-dessus peuvent étre aisément généralisées au cas de N >1 de degrés
de liberté. Dans ce cas, ces états cohérents fermioniques [80] sont le produit tensoriel des

états cohérents |£;) du fermion 7, & savoir:

[¥) = 161) @1&2) @ ... ® [€n), (3.3.32)

ou
1 *
&) = (1 - 5@ &) (10); — & [1),) - (3.3.33)
Les états cohérents fermioniques |¢)) forment une base surcompléte, la résolution de I'identité

est donnée par:
/du(w,w*) ) (Y] =1, (3.3.34)
ol
* N *
du(, ") = gdﬁidéfi- (3.3.35)
Par exemple dans le cas de deux degrés de liberté (N = 2), ces états cohérents fermioniques

s’écrivent [80]:

) = 1&) @ &) (3.3.36)
= 2V (J00) + |10) &, +[01) &, — [11) £,6,) - (3.3.37)
Son adjoint hermitique est,
(W] = (&l ® (&l (3.3.38)
= e72%" ((00] + &5 (10] + £5(01] — £1€5(11]) - (3.3.39)
O
VY = &6 + 658 (3.3.40)
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3.3. Les concepts de base des états cohérents fermioniques

Apreés avoir présenté les concepts de base des états cohérents fermioniques, nous allons
construire dans le chapitre prochain les états cohérents pour 'oscillateur fermionique forcé
non-stationnaire. En outre, nous développerons dans la deuxiéme partie de cette theése

un schéma analogue pour la construction des états cohérents associés a un Hamiltonien

pseudo-Hermitien a deux-niveaux.
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CHAPITRE
4 Invariants et états

cohérents de ’oscillateur

fermionique forcé
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4.1. Introduction a la théorie des invariants

4.1 Introduction a la théorie des invariants

L’objectif de ce chapitre est de construire les états cohérents de 'oscillateur fermionique
forcé non-stationnaire a l'aide de la méthode des invariants et d’établir la forme la plus
générale des Hamiltoniens qui préservent la cohérencel)des états cohérents fermioniques.
Nous commencons d’abord par une revue des résultats principaux établis pour 'oscillateur
bosonique forcé. Nous étudierons ensuite la stabilité temporelle des états cohérents fermi-
oniques et nous montrerons en utilisant ’analogue fermionique de la méthode des invariants
utilisée par Trifonov et al dans le cas bosonique [102, 103, 104], que la forme la plus générale
de 'Hamiltonien qui préserve la cohérence des états cohérents fermioniques est de la forme
de Voscillateur fermionique libre non-stationnaire. Nous traiterons ensuite le systéme le
plus général de l'oscillateur fermionique forcé non-stationnaire, en construisant les états
cohérents pour ce dernier a ’aide de la méthode des invariants [96, 102, 103].

La théorie des invariants de Lewis et Riesenfeld [96] est une méthode tres efficace
pour la résolution des systémes quantiques dépendants du temps. Cette méthode révele
une relation simple entre les états propres de l'invariant et la solution de I’équation de
Schrodinger dépendante du temps.

Dans le but d’illustrer cette théorie d’une manieére simple, on considére un systéme
physique décrit par un Hamiltonien H(t) dépendant explicitement du temps. Lewis et
Riesenfeld [96] ont montré qu’il est possible de construire un opérateur invariant qui dépend

explicitement du temps I(¢) et qui vérifie:

dl  0I 1
§_§+ﬁiu’m_0’ (4.1.1)

I(t)=1%(¢). (4.1.2)

I(t) s’exprime en fonction de l'opérateur d’évolution U(t) de I’équation de Schrodinger
(ih2U(t) = H(t)U(t)) par:

I(t) =U@)I(0)U*(1). (4.1.3)

(1) Cest-a-dire des Hamiltoniens pour lesquels un état cohérent initial reste toujours état cohérent au

cours du temps.
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4.2. Revue de la stabilité temporelle de 'oscillateur bosonique forcé

L’équation aux valeurs propres de I(t) est donnée par:

1) Ay t) = An|Anst), (4.1.4)
N,
2 % (4.1.5)

ou les valeurs propres ), sont indépendantes du temps et les |\, t) est un choix de vecteurs
propres de référence de I(t). I(t) posséde une propriété remarquable que tout état propre

de I(0) évolue en un état propre de I(t):
[0n(8)) = U() [\, 0) = e A, ) (4.1.6)

Il en résulte a partir de I’équation de Schrodinger pour [, (t)):

.0
B0, (0)) = H(E) (1), (4.1.7
que ¢, (t) satisfait la relation:
dg,(t) _ 1 . 9
e (Anst] H [ An,t) + 1 (A, ] 5 |An,t), (4.1.8)

dont le second membre de cette derniére équation, contient une partie dynamique et une

partie géométrique.

4.2 Revue de la stabilité temporelle de 1’oscillateur
bosonique forcé

L’évolution temporelle des états cohérents a focalisé une grande attention depuis I'introduction
par Glauber des états cohérents de 'oscillateur harmonique [59, 60, 61]. L’intérét particulier
est de déterminer la forme la plus générale de I’Hamiltonien pour le quel un état cohérent
initial reste toujours état cohérent au cours du temps(!). 11 a été établi que cet Hamiltonien

a la forme de loscillateur bosonique forcé non-stationnaire [97, 98, 99, 100, 101]:

He = w(t)aTa+ f(t)a™ + f*(t)a + B(t), (4.2.1)

(UDans la littérature, ces Hamiltoniens dits aussi qu’ils préservent la cohérence.
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4.2. Revue de la stabilité temporelle de 'oscillateur bosonique forcé

ot w(t) et B(t) sont des fonctions réelles arbitraires et f(¢) est une fonction complexe arbi-

traire dépendantes du temps. Ici, "cohérence" signifie que I’état cohérent évolué |z;t),
d
e |2;t) = Hes |25 1) (4.2.2)

reste toujours état propre de 'opérateur d’annihilation a qui définit cet état cohérent a

I'instant initial ) (a|z) = z|z)), avec une valeur propre dépendante du temps z(t),
a|z;t) = z(t) |z t) . (4.2.3)

De cette derniére équation, on déduit que, & un facteur de phase prés, que I’état cohérent
évolué |z;t) s’écrit:

|2:t) = €W [2(t)),  |2(t)) = e* 2O O 0). (4.2.4)
La valeur propre dépendante du temps z(t) obéit a I’équation du mouvement [97, 98, 99,

100, 101]:
iz =w(t)z+ f(t), (4.2.5)

dont la solution prend la forme explicite (z = z(0)):

0

. t U ’ t i t, ’ , . t ’ ’
2(t) = seifori J. ¢iJo wdT £ (1"t eifouit’ (4.2.6)
Dans le cas particulier ol w est constante, nous avons:
2(t) :e-wﬂ<z—@g5wﬁf@5ﬁj. (4.2.7)

La forme générale de 'Hamiltonien (4.2.1) qui préserve la cohérence établi initialement
par Glauber-Mehta-Sudarshan, a été retrouvé plus tard par une autre méthode basée sur
la théorie des invariants [102, 103]. En effet, il a été établi [104] qu’'un Hamiltonien H
quelconque préserve la cohérence si et seulement si il admet un opérateur invariant non-

Hermitien A(t) vérifiant, [A(t), AT ()] = 1, et est de la forme:

A(t) = Ut)aU*(t) = B(t)a + (1), (4.2.8)

(1) Cest-a-dire a reste toujours indépendant du temps au cours de I’évolution.
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4.3. La stabilité temporelle de I'oscillateur fermionique forcé

ot U(t) est 'opérateur unitaire d’évolution et A(t) 'opérateur annihilation.
En effet [104], Poscillateur forcé (4.2.1) admet un opérateur invariant-annihilation A(t)

donné par:
A(t) = B)a+~(1), (4.2.9)

ou

I

. t / ’ , ) t ,
B(t) = o oy =i [l p(t)eto “m gy (4.2.10)
Les états cohérents évolués |z;t) sont états propres de cet opérateur invariant-annihilation
A(t) avec des valeurs propres z indépendantes du temps,

A(t) |z;t) = 2z |z t) . (4.2.11)

|z;t) peut étre aussi définit par Paction de 'opérateur de déplacement sur le vide |0;t) =
U(t)10),

|2t) = AT W=7 A0 |0 1) | (4.2.12)
On note que l'opérateur dit invariant-annihilation A(t) donné par I’équation (4.2.9) est
différent de 'opérateur invariant I(t) quadratique en a et a* qui a été construit et étudié

par Lewis et Riesenfeld [96]. la relation entre ces deux invariants est donnée par [102]:

I(t)=AT(HA®) + 1 (4.2.13)

4.3 La stabilité temporelle de ’oscillateur fermionique
forcé

La stabilité temporelle des états cohérents fermioniques est définie [95] de fagon analogue &
la stabilité temporelle des états cohérents bosoniques, a savoir; I’évolution d’un état cohérent
initial |€) est stable, si son évolué |£;t) = U(t)|¢) (ou U(t) est lopérateur d’évolution du

systéme) reste toujours état propre de 'opérateur d’annihilation b au cours du temps,

bl&;t) = E(t)1€;t) (4.3.1)

(1) Ces valeurs propres z sont indépendantes du temps car A(t) est un invariant.
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4.3. La stabilité temporelle de I'oscillateur fermionique forcé

Les états cohérents évolués |€;t) sont états propres de I'opérateur invariant-annihilation
B(t) = U(t)bU* (t). Cela signifie que les opérateurs B(t) et b doivent commuter (nous sup-
posons que &(t) et £ commutent). La forme générale de 'opérateur B(t) est une combinaison
linéaire de b, b* et bTb. Une telle combinaison commute avec b sous certaines restrictions.
Tenant compte du fait que les invariants B(t) et B*(t) doivent obéir a 1’algebre des fermions
donnée par les équations (3.3.1) et (3.3.2), nous déduisons que [b, B(t)] = 0 si et seulement
si B(t) est proportionnel a b: B(t) = [(¢)b. Ainsi, 'Hamiltonien qui vérifie la cohérence

devrait admettre un invariant de la forme:
B(t) = B(t)b, (4.3.2)

ou ((t) est une fonction complexe arbitraire dépendante du temps. Pour obtenir main-
tenant I’'Hamiltonien Hycg qui préserve la cohérence dans le cas fermionique, on applique la

définition de l'invariant B(t),

9 .
5, B() —ilB(), H] = 0, (4.3.3)

a l'opérateur (4.3.2). La forme générale 'un Hamiltonien H qui pourra éventuellement

préserver la cohérence dans le cas fermionique est une combinaison linéaire de b, b™ et b b:
H=w®)b o+ f()bT + )b+ g(t), (4.3.4)

ol w(t) et g(t) sont des fonctions réelles dépendantes du temps. La substitution de cette

derniére expression de H dans 'équation (4.3.3) pour B(t) produit les deux conditions:

f=ifw, 0=75Ff. (4.3.5)
ot
Ces conditions simples sont faciles a résoudre, f(t) = 0, 5(t) = e’wa(T)dT, conduisant &
I’Hamiltonien:
chs = w(t)b*b + g(t), (436)

qui préserve la cohérence dans le cas fermionique. Donc I'évolué |€;t) d’'un état cohérent
initial |£) qui est régi par 'Hamiltonien Hcg reste toujours état propre de b avec la valeur
propre

€)= A (1)e = e o (43.7)
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Les résultats (4.3.6) et (4.3.7) sont similaires dans la forme mais non identiques a ceux du cas
bosonique (4.2.1) et (4.2.6) respectivement. L’Hamiltonien (4.3.6) qui préserve la cohérence
dans le cas fermionique est de la forme de l'oscillateur fermionique libre non-stationnaire
(c’est-a-dire non forcé), tandis que ’'Hamiltonien (4.2.1) qui préserve la cohérence dans le cas
bosonique est de la forme de 'oscillateur bosonique forcé non-stationnaire. La section suiv-

ante est consacrée a 1’étude en détail de 1'oscillateur fermionique forcé non-stationnaire.

4.4 Construction des ’invariants

Nous considérons la forme la plus générale de I'oscillateur fermionique forcé non-stationnaire,
décrit par ’'Hamiltonien (4.3.4). Les trois opérateurs b, b et N = b™b satisfont les relations

de commutation qui vérifient une algébre fermée:
[b,N]=b, [b",N]=-b", [bb"] =1-2N. (4.4.1)
On introduit les opérateurs dits du spin J; (j = 1,2,3) donnés par,
Jp = %(b*%—b), Jy = %(bJr—b), J3:b+b—%. (4.4.2)
Les opérateurs J; vérifient l'algebre su(2):
[Tk, J1] = t€im I (4.4.3)

Il est commode d’utiliser les opérateurs .J. = J; £ iJ5 qui satisfont les relations de commu-

tation suivantes:

Ty, T =205, [Ja, Ju] = £, (4.4.4)
ou Jy = b*, J_ = b. D’ou 'Hamiltonien (4.3.4) s’écrit en fonction des ces opérateurs sous
la forme:

H=w(t)Js+ f(t) s + f ()] + g(t) + 42 (4.4.5)

On se propose de construire les opérateurs invariants B(t) et B*(¢) non-Hermitiens associés

a notre systéme (4.3.4), (4.4.5) sous la forme de combinaison linéaire des générateurs du
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4.4. Construction des I'invariants

groupe su(2) ci-dessus, a savoir:

B(t) = v-(t)J- +vi(t)Js +vs(t)Js, (4.4.6)
BY(t) = vi(t)J- + v (t)Jy + vi(t)Js, (4.4.7)
ou v4(t), vs(t) sont des fonctions complexes dépendantes du temps.

En substituant (4.4.6), (4.4.5) dans (4.3.3), on trouve le systéme différentiel suivant pour

les parameétres de B(t):

vy = 2i(vefr—v_f), (4.4.8)
vy = i(vsf —riw), (4.4.9)
v o= i(v-w—uv3f"). (4.4.10)

Les solutions de ce systéme différentiel linéaire du premier ordre (4.4.8)-(4.4.10) sont déter-
minées par les conditions initiales: v4(0) = vo4, v3(0) = vo3. Si nous voulons que les
invariants B(t) et BT (t) soient des opérateurs qui satisfont ’algébre des fermions, c’est-a-

dire obéissent aux conditions:
B*(t)=0, [B(t),B*(t)], =1, (4.4.11)
nous avons qu’a prendre v 1 et v 3 telles que:
Vs = —4voivo—, |vo-|+|vos]=1. (4.4.12)

En effet, nous trouvons pour B(t) et [B(t), B*(t)],:

B(t) =viv_ + 13 = N (ve,v3),
(4.4.13)

[B(t), BY ()], = V- + v * + 3lvsl* = Aa(v, v3).

Les quantités A\;(v4,v3), Ao(v4, v3) s’avérent étre deux "constantes du mouvement" pour le

systéme (4.4.8)-(4.4.10), car leurs dérivés premiéres par rapport au temps s’annulent:

|
>~
e

Il

= % (I/+V_ + %V%) =0,
(4.4.14)

|
>
no
1l

i (=P + v+ 3lwsl) = 0.
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4.4. Construction des I'invariants

Par conséquent, nous pouvons fixer les valeurs de ces deux constantes tel que A\; = 0 et

Ay = 1, et tel que la condition (4.4.11) soit satisfaite:

vive+ 45 =0, o P+ P+ s =1 (4.4.15)
Si on prend
v_(0)=1, v (0)=0=ur3(0), (4.4.16)
on a
B(0) = b. (4.4.17)

Dans le cas particulier de 'oscillateur fermionique libre, f(¢) = 0, les solutions du systéme

d’équations (4.4.8)-(4.4.10) sont obtenues facilement sous la forme:

ot
ve(t) = Voﬁieizf “’(T)dT, V3 = V3, (4.4.18)

ol vy, Vo3 sont des constantes. Pour ces solutions, on remarque que les expressions

M (V+,v3), Ao(v+,v3) sont des constantes comme a été prévu:
)\1 = VO,,V()’Jr + V(2)73/4, )\2 = |I/07,‘2 + ’VO,+|2 + |V0’3’2/2. (4419)

A partir des équations (4.4.13), (4.4.15), nous constatons que I'invariant B(t) prend main-

tenant la forme By, (t),

Byo(t) = y07_e_w(t)b + V0,+ei“”(t)b+ + QW (b*b — %) , (4.4.20)
ou
o(t) = ftW(T)dT et |vo_|+|vo+] =1, (4.4.21)

et les phases de v 4+ sont arbitraires.

Considérons maintenant avec plus de détail, I’oscillateur fermionique forcé non-stationnaire,
c’est-a-dire f(t) # 0. Pour ce systéme, nous pouvons exprimer les trois paramétres v (t),
v3(t) en fonction de I'un d’eux, qui doit obéir & une équation différentielle du second ordre.

Exprimons v3(t) et v_(t) en fonction de v, (t) et de ses dérivés. Nous obtenons:

vz = — (U4 +iviw), (4.4.22)
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4.4. Construction des I'invariants

Vo =5k {m + (iw - §> vy + (sz* +id — z?f) 4 . (4.4.23)

En Prenant la dérivé premiére par rapport au temps des deux cotés de 1’équation (4.4.23)

et en utilisant ’équation (4.4.10) et (4.4.22), nous trouvons ’équation du troisiéme ordre

pour v (1)
i = shin - (25t st g -l - ) -
(G+ss-Gh-H -+ -wlvif)r,.  (@an

En outre, si nous trouvons une intégrale premiére de 1’équation (4.4.24), alors nous pouvons
exprimer v_ en fonction de v, et i, , en éliminant la dérivé seconde dans I’équation (4.4.23).
On peut vérifier que ’expression de A en fonction de v, I, et ¥, est une intégrale premiére

de I’équation (4.4.24) (c’est a dire: d\/dt = 0),
A= 4 [2y+p+ — 2 w4 <]f|2 + i zg—]{ﬂ . (4.4.25)

Nous considérons cette derniére équation comme étant une équation différentielle du second
ordre pour v, qui dépend de la constante arbitraire A et en supposant que v, # 0, nous

obtenons une expression plus compacte pour v_ en fonction de v, et .,

v = 16)\u+ - ﬁ (wry — W+)2, (4.4.26)
c’est-a-dire
vo = (N4 - v3)/dvy. (4.4.27)

L’intégrale premiere A de I’équation (4.4.24) est proportionnelle & la constante du mouve-
ment A\; du systeme (4.4.8)-(4.4.10): A\; = /16 .

Ainsi, les opérateurs B(t), BT (t) des équations (4.4.6) et (4.4.7) sont des invariants pour
le systéme de l'oscillateur fermionique forcé (4.3.4), (4.4.5) si v (t) est une solution non nulle
de I’équation différentielle du second ordre (4.4.25) avec une constante A quelconque, et v
et v_ sont données par les équations (4.4.22) et (4.4.26) respectivement. Ils obéissent a la

condition de l'algebre des fermions (4.4.11) si Ay = 0 = X et Ay = 1. Au lieu de fixer Ay = 1,

48



4.4. Construction des I'invariants

nous pouvons redéfinir B(t) — B(t)/v/ A2, c’est-a-dire prendre I'invariant d’une forme qui

est valable pour toute constante du mouvement non-négative Ao = |v_|? + v, |> + |v3]?/2,
B(t) = \/% % (viw—ivy) (bTb—3) +vibt — ﬁ (wvy—iivy) b] ) (4.4.28)

ou v, est la solution de I'équation (4.4.25) avec A = 0.

Dans ce cas, les équations (4.4.24), (4.4.26) et (4.4.22) se simplifient si nous posons:
vi(t) = 1(t). (4.4.29)

Il en résulte que

(4.4.30)
ou €(t) vérifie 'équation auxiliaire:
e— L+ Qe =0, (4.4.31)

Q) = |f(O)]? + 2 (t) + i — tw (4.4.32)

.

Cette équation (4.4.31) admet Ay donné par 1'équation (4.4.13) comme intégrale premiére:
o |6|4 2 w .12 1 w .14

)\2—T<1+W‘§€_26| —I—W‘ge—zd). (4.4.33)

Dans I’équation (4.4.31), le terme proportionnel & ¢ peut étre éliminé par la substitution de

€ =€ exp < [tf(r)dr/f( )) (4.4.34)
ce qui conduit & une équation auxiliaire plus simple:

e+ Q) =0, (4.4.35)
Fy a2
/ f?

e Il est intéressant de noter que les opérateurs invariants dans le cas de ’oscillateur bosonique

Q1) = [FOIF + 1?(t) + o — fwd + &

) = 3(=). (4.4.36)

forcé, ont été obtenus [102, 103] en termes des solutions de la méme équation auxiliaire

(4.4.35).
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4.5 Etats cohérents de l’'oscillateur fermionique forcé

Nous définissons [95] les états cohérents pour notre systéme décrit par I’'Hamiltonien (4.3.4),
(4.4.5), comme états propres de 'opérateur invariant-annihilation B(¢) donné par 1’équation
(4.4.28):

B(1)[&;t) = £l&: 1) (4.5.1)
Puisque B(t) est un invariant pour notre systéme (4.3.4), (4.4.5), donc les valeurs propres £
sont indépendantes du temps. Les expressions de |;t) en fonction de &, B(t), BT (t) et du
vide |0;t) de B(t), sont analogues a celles que nous avons donné par les équations (3.3.10),
(3.3.23) pour les états cohérents fermioniques "canoniques" |€) en termes de &, b, b™ et du

vide |0) de b. En particulier, on a
1.
1) = e 2574 (|0;8) — £BT(1)[051)) . (4.5.2)

Il reste donc & construire le nouveau état du vide |0;¢) de B(t) selon la définition de ses

équations:
B(t)|0;t) = 0, (4.5.3)
d
z%|0,t) = HI0;t). (4.5.4)
On pose
0:2) = ao(£)[0) + a(B)[1). (4.5.5)

En substituant cette derniére expression (4.5.5) dans les équations (4.5.3) et (4.5.4), on

trouve:

alt) = aolt)y iéi) (4.5.6)

t

alt) = Vimlexs |4 (0.0 + fRom) +utonir) | @s)

ol p, est la phase de v (t).
L’état |;t) représente 1’évolution exacte de I’état cohérent initial |€) avec des conditions

initiales qui sont données par I’équation (4.4.16): |£;0) = [£). Comme nous I’avons montré
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dans la section (4.3), Pévolué [¢;t) d’un état cohérent initial pourrait étre état propre de b
si Poscillateur fermionique n’est pas "forcé", c’est-a-dire si f(t) = 0.

Notons que la dépendance du temps des états cohérents |€; t) est obtenue par I'intermédiaire
des solutions du systéme d’équations classiques (4.4.8)-(4.4.10). Ces derniéres sont les mémes
équations classiques dans le cas des états cohérents bosoniques [102, 103].

Notre méthode de construction des invariants differe 1égérement de la méthode de Lewis-
Riesenfeld [96] (développée pour l'oscillateur bosonique). Lewis et Riesenfeld ont con-
struit un invariant Hermitien factorisé comme le produit de deux opérateurs de création
et d’annihilation. Pour se connecter a leur approche, nous supposons que nous avons con-
struit un invariant Hermitien N (t) et nous avons trouvé les opérateurs B(t) et BT (t) qui le
factorisent: N(t) = Bt (t)B(t). 1l est clair que B(t) est différent de notre invariant B(t) a

un facteur de phase preés:

B(t) = e B(t). (4.5.8)

Nous pouvons alors construire d’une facon standard les états propres de N (t):

—_— —_— ——

NO0:H) =0 et NO)LE) =18, (4.5.9)

et de B(t)

B(t)l&;t) = €l&:t), (4.5.10)
66 = (1-3¢°¢) [108) — ¢f1:1)] (45.11)

Mais les états |£;t) n’obéissent pas a I’équation de Schrodinger, car en général les B () ne

sont pas des invariants. Afin d’obtenir des états |n;t) et |£;t), on devrait multiplier les états

propres |n;t) ci-dessus, n = 0,1, par des facteurs de phase:

In;t) = ei¢"(t)m, n=0,1, (4.5.12)
€58) = (1= 367€) [%0]0;1) — g1 O18)] | (4.5.13)

qui satisfont aux équations:
Lo, = (n;tliZ — Hln;t), n=0,1. (4.5.14)
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Evidemment 1'état (4.5.13) est état propre de B(t) avec une valeur propre dépendante du

temps:
§(t) = Eexplip(t)), @(t) = ¢1(t) — do(2). (4.5.15)

La phase (t) = ¢,(t) — ¢,(t) qui contient deux contributions, une géométrique ¢ et une

dynamique P = o — % [73],

i ) § ——
G — 1t —=1|1:¢#) — (0: /| —10: ¢ ! 4.5.1
0 / (< 7 ) <o,t|at,\o,t>)dt (4.5.16)
t —_—— —_— —_—— —_—
_ ¢(t)+/ <<1;t’|H]1;t’>—(0;t’|H|O;t’))dt’. (4.5.17)
0

e Dans ce chapitre, nous avons généralisé les premiers résultats sur la cohérence des Hamil-
toniens et les opérateurs invariants du cas bosonique au cas fermionique. Nous avons mis
en relief, contrairement & la cohérence des Hamiltoniens dans le cas bosonique, la forme la
plus générale des Hamiltoniens qui préservent la cohérence dans le cas fermionique.

On se propose dans la seconde partie de cette thése, de traiter le formalisme des états

cohérents dans le cadre d’une nouvelle mécanique quantique non-Hermitienne.
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Partie 11

Etats cohérents en mécanique

quantique non-Hermitienne
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La deuxiéme partie de cette thése est consacrée a la construction des états cohérents
dits pseudo-fermioniques pour les systémes a deux-niveaux décrits par des Hamiltoniens
pseudo-Hermitiens. Ces systémes sont en fait, les atomes &4 deux-niveaux en interaction avec
un champ électromagnétique classique, utilisés couramment dans le domaine de 'optique
quantique [32, 37, 38|.

Dans le cinquiéme chapitre nous ferrons une présentation historique de la mécanique
quantique non-Hermitienne depuis 1959. Cette présentation montre comment des théories
non-Hermitiennes ont été employées avant son développement a partir de 1998. Dans le but
de déterminer les critéres auxquels la mécanique quantique non-Hermitienne doit répondre,
nous rappellerons les concepts de base de la mécanique quantique conventionnelle, définie
par un Hamiltonien Hermitien.

Le sixiéme chapitre fournit un examen détaillé de la théorie quantique PT-symétrique
développée par Bender et al [1]-[7] depuis 1998. Nous donnerons les définitions et les pro-
priétés élémentaires de la PT-symétrie. Nous discuterons ensuite les deux cas des PT-
symétries brisées et non-brisées. Nous définirons aussi I'opérateur de conjugaison C| intro-
duit par Bender [3] dans le but de définir un C'PT-produit scalaire ayant une norme positive.
Ceci comme alternative au PT-produit scalaire qui ne posséde pas toujours une norme pos-
itive. Nous ferons également une comparaison entre la théorie quantique Hermitienne et
PT-symétrique.

Au septiéme chapitre, nous présenterons la théorie quantique pseudo-Hermitienne dévelop-
pée par Mostafazadeh [15]-[24] depuis 2002. Nous donnerons d’abord une présentation his-
torique de la pseudo-Hermiticité. Ensuite, nous donnerons les définitions et les propriétés
de la pseudo-Hermiticité. Le chapitre se termine par I’examen d’une classe d’Hamiltoniens
pseudo-Hermitiens qui possédent une base biorthonormée compléte.

Au huitiéme chapitre, nous allons étudier en détails les systémes a deux-niveaux décrits
par des Hamiltoniens pseudo-Hermitiens. Les propriétés PT-symétriques et de pseudo-

Hermiticité de ces systémes seront aussi présentées puis discutées.
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Le neuviéme chapitre, portera sur la construction des états cohérents pseudo-fermioniques
pour les systémes & deux-niveaux décrits par des Hamiltoniens pseudo-Hermitiens, ou les
parameétres de base sont les variables de Grassmann [82]. Nous allons tout d’abord intro-
duire les opérateurs pseudo-fermioniques d’annihilation et de création b et b* = n~'bTn
associés a notre Hamiltonien H. Ot 7 est 'opérateur linéaire, Hermitien et inversible qui
assure la pseudo-Hermiticité de ’'Hamiltonien H# = n~'H*7. En termes des opérateurs b
et b, H est factorisé sous la forme de l'oscillateur pseudo-fermionique: H = € (b#b — %) .
Nous allons ensuite refaire la méme procédure pour H'; c’est-a-dire, nous allons intro-
duire également des opérateurs pseudo-fermioniques d’annihilation b = nbn~1 et de création
b# = nbtn~! associés & H. En termes des opérateurs b et b#/, H* est factorisé sous la
forme: HT = Q (5#’ b— %) . Une fois que nous aurons introduit tous les ingrédients relat-
ifs aux états cohérents, nous construirons les états cohérents pseudo-fermioniques et nous
étudierons leur évolution temporelle.

Nous terminerons cette partie, par une conclusion dans laquelle nous discuterons nos

résultats.
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CHAPITRE
5 Emergence des théories

quantiques

non-Hermitiennes
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5.1. Les repéres historiques d’une mécanique quantique non-Hermitienne

5.1 Lesrepeéres historiques d’'une mécanique quantique
non-Hermitienne

L’utilisation des Hamiltoniens non-Hermitiens en physique remonte & une période lointaine.

En 1959, Wu [85] a utilisé un Hamiltonien non-Hermitien pour la description des "sphéres
de Bose". Il a montré que I’énergie de I’état fondamental de ce systéme est réelle et il a
conjecturé que tous les niveaux d’énergie sont réels. Ce résultat était en contradiction avec
le résultat antérieur, qui stipulait que I’énergie de 1’état fondamental pour ce méme sys-
téme était divergente. Wu avait constaté que I'utilisation d’un Hamiltonien non-Hermitien
résolvait ce probleme de divergence. Néanmoins, I’auteur n’avait pas fourni de justification
pour introduire d’autres Hamiltoniens non-Hermitiens & spectres réels.

En 1967, Wong [87] a présenté quelques résultats sur les propriétés spectrales d’une classe
d’Hamiltoniens non-Hermitiens dits "physiquement raisonnables", en se basant sur la théorie
des perturbations. Il a remarqué que les Hamiltoniens des systémes fermés sont Hermitiens,
mais quand une interaction extérieure surgit, I’'Hamiltonien perd son Herméticité. Par
conséquent, sa classe d’Hamiltoniens non-Hermitiens physiquement raisonnables s’écrit sous

une forme perturbative [86, 87

H = Hy + gHy, (5.1.1)

ou Hy est un Hamiltonien Hermitien, H; est un Hamiltonien non-Hermitien & spectre discret,
et g est un parametre réel. Il a appelé cette classe d’Hamiltoniens dissipatifs, mais il n’a
pas donné une définition compléte & ce dernier terme. L’auteur a établi plusieurs propriétés
relatives & ces Hamiltoniens. Cependant, la réalité du spectre n’a pas été mentionné dans
son document. En outre, les valeurs propres complexes semblent étre admis, mais il n’a pas
fourni une explication dont la facon avec laquelle ces valeurs propres complexes pourraient
éventuellement étre physiquement raisonnables.

Bender et Wu en 1969 [88] ont proposé une alternative a la méthode basée sur la théorie

des perturbations, dans le but de calculer I’énergie de 1’état fondamental. Ils ont traité le
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5.1. Les repéres historiques d’une mécanique quantique non-Hermitienne

modele de l'oscillateur anharmonique, décrit par I’'Hamiltonien:

H = 1p* + 12% + Aot (5.1.2)

ol \ est un parametre complexe. Aucune allusion n’a été faite de fagon explicite aux Hamil-
toniens Hermitiens ou non-Hermitiens et leur approche bute sur le probleme de divergence.
Ce probléeme a été résolu plus tard en utilisant la théorie des perturbations normalisées.

En 1975, Haydock et Kelly [89] ont utilisé des Hamiltoniens non-Hermitiens pour déter-
miner la densité d’états pour un pseudo-potentiel chimique. Ils ont montré que ce dernier a
donné lieu a des interactions de nature non-Hermitienne entre les électrons orbitaux. Ils ont
aussi illustré leurs résultats en déterminant la structure électronique de ’arsenic cristallin.
Cela a été l'un des premiers documents o dire explicitement que |’Hermiticité était une
condition suffisante mais pas nécessaire pour avoir un spectre réel [86, 89].

En 1980, Stedman et Bulter [90] ont publié un article sur la symétrie d’inversion du
temps dans le cadre des applications de la théorie des groupes. En particulier, ils ont mis
I’accent sur 'effet des régles de sélection de 'inversion du temps dans les groupes de rotation
s0(3). Ce fut la premiére référence [86] qui reliait le terme "opérateur d’inversion du temps"
et I'opération de conjugaison complexe, comme il est utilisé actuellement dans les PT et
C PT-symétries.

En 1981, Faisal et Moloney [35] ont établi une formulation quantique du processus du
déclin par leur conversion de ’équation de Shrodinger pour des Hamiltoniens Hermitiens
au cas non-Hermitien. Ils ont établi que, les états qui subissent le processus du déclin
ne peuvent pas avoir une forte énergie, et que la largeur d’un tel niveau d’énergie peut
étre représentée par une composante qui est complexe. En outre, ces énergies complexes
correspondent aux valeurs propres de ’'Hamiltonien non-Hermitien associé au processus du
déclin.

En 1997 Hatano et Nelson [91] ont justifié I'utilisation d’un spectre complexe pour in-
terpréter 'existence d’une partie imaginaire dans I’énergie d’un semi-conducteur sur le quel

est appliqué un champ magnétique externe.
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Tous ces travaux repérent et utilisent les propriétés remarquables des Hamiltoniens non-
Hermitiens. Néanmoins, ces Hamiltoniens ne correspondaient a aucune théorie quantique
qui posséde une base fondamentale ou analytique. Des théories non-Hermitiennes a spectres
réels qui ont des bases analytiques ont paru dans la littérature o partir de 1998.

En effet, Bender et al (1998) et Mostafazadeh (2002) ont introduit des idées originales
a la mécanique quantique mon-Hermitienne. Ils ont présenté deux alternatives a la théorie
quantique conventionnelle!); a savoir la PT-symétrie introduite par Bender et al [1]-[7],
velles théories quantiques forment une base fondamentale de la mécanique quantique non-
Hermitienne.

Dans le but de faire la comparaison avec les théories quantiques PT-symétrique et
pseudo-Hermitienne, nous récapitulerons dans la section suivante la théorie de la mécanique
quantique conventionnelle définie par un Hamiltonien Hermitien. Nous répéterons ces procé-
dures dans les deux chapitres suivants pour des Hamiltoniens PT-symétriques et pseudo-

Hermitiens.

5.2 Revue de la théorie quantique Hermitienne

Nous passerons en revue dans cette section, les concepts de base de la mécanique quantique
conventionnelle, définie par un Hamiltonien Hermitien.

e L’espace des états de la mécanique quantique Hermitienne est un espace de Hilbert(?
‘H, de dimension finie ou infinie. Dans cet espace, les vecteurs d’états dans la configuration

de Dirac sont représentés par les kets |1)), et sur les quels les opérateurs agissent. Cet espace

(1) Cest-a-dire définie par un Hamiltonien Hermitien.

(2)1’espace de Hilbert, par définition, est un espace vectoriel qui, pour les besoins de la mécanique

quantique, est défini sur le corps des nombres complexes.
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H est muni du produit scalaire standard défini positif!)(?):

©1) = [dalo@) v(z). (5:21)

e Par définition, 'opérateur adjoint At d’un opérateur A est défini par(®:

(AT ) = (¢|Av) = ¥ |¢), |¢) € H. (5.2.2)

On note que |AY) est une notation pour désigner le ket |Ay) = A ). Le bras associé au
ket A|) est (Ay] = (|AT. Rappelons aussi que le conjugué hermitique d’une expression
quelconque s’obtient en:

(i) Renversant 'ordre des termes, (ii) transformant: Les opérateurs en leurs adjoints, les
kets en bras et réciproquement, les nombres en leurs complexes conjugués.

Un opérateur A est dit Hermitien (ou self-adjoint) si AT = A. Si A|¢) = |x), d’ont pour

tout vecteur |¢),

(DA™ ) = (WlA)" = (¥ [x)" = {x[¥), (5.2.3)

ceci entraine que la valeur moyenne d’une observable A Hermitienne est réelle:
(a) = (WlA)), A=AT = (a) = (a)". (5.2.4)

e Les fonctions propres d’un Hamiltonien Hermitien sont donc orthogonales. L’orthogonalité
signifie que le produit scalaire de deux fonctions propres des différentes valeurs propres est
nul:

(Y [n) =0, (m #n) (5.2.5)

(On définira d’autres types de produits scalaires par la suite.

(2)Ce produit scalaire posséde les propriétés suivantes:
(@lv)" = (¥e)

(DIAt1 + Aathg) = Ai(@ |1hy) + A2 (o |1hg)

(A1d1 + A2, [10) = A1(dy [¥) + A3 (s [¥)

@) =¥ =0 & [v) =0

()La conjugaison Hermitienne est une opération réciproque : (A+)+ = A.
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e La norme de n’importe quel vecteur est positive, car ’'Hamiltonien H est Hermitien. Ceci
signifie que nous pouvons normaliser les fonctions propres de H de sorte que la norme de

chaque fonction propre soit I'unité:

(W, |,) = 1. (5.2.6)

e Pour la relation de fermeture, le théoréme de la théorie d’opérateurs linéaires sur des
espaces de Hilbert, stipule que les fonctions propres d’un Hamiltonien Hermitien sont com-
pletes. Ceci signifie que n’importe quel vecteur (de norme finie) dans ’espace de Hilbert
peut étre exprimé comme combinaison linéaire des fonctions propres de H. L’expression
formelle de la relation de fermeture dans ’espace des coordonnées est la reconstruction de

'opérateur d'unité (la fonction delta de Dirac!)) comme somme des fonctions propres:

é[wn(:ﬁ)]*t/}n(y) =0(z —y). (5.2.7)

Il est & noter d’abord que la fonction delta de Dirac est utilisée dans le cas d’une représen-
tation sur une base continue. Dans le cas d’une représentation sur une base discréte, le
symbole de Kronecker 9,,,, est utilisé.

e Evolution temporelle et unitarité: Supposons donné un Hamiltonien H, opérateur
Hermitien de l'espace de Hilbert H, il génére une dynamique dans H. Un vecteur [1(0))

évolue selon la trajectoire |1 (t)) € H, déterminée par 1’équation de Schrodinger:

L0
i [0(8)) = H [() (5.2.8)

Soit par intégration:

—iHt

(W) = e [¥(0)) = Ut [4(0)) - (5.2.9)

L’opérateur d’évolution U; = e~ étant unitaire®. Notons que si A est Hermitien, et si «

est un nombre réel, alors e’ est unitaire. Dans une transformation unitaire, un opérateur

(1 La fonction delta de Dirac, noté 6(z — o) est définie de sorte que, pour une fonction f(x) infiniment
—+oo +oo
différentiable: [ daf(x)d(x — z0) = f(xo). En particulier, [ dad(z — zo) = 1.
— 0o

— 0o
(2)Un opérateur S est unitaire s’il est I'inverse de son adjoint UUt = UtU =T
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unitaire S permet d’établir une correspondance entre vecteurs et opérateurs de ’espace de

Hilbert 'H, a savoir:

) — \w> =Sy, (] — @] = (@St A— A" =SAS, (5.2.10)

c’est ce qu’on appelle la transformation unitaire associé a S.
Comme conséquence de (5.2.9), le produit scalaire est automatiquement conservé au

cours du temps:
(&) (1)) = (¥(0) |4(0)) . (5.2.11)

D’ou la norme |¢)| = \/W du vecteur d’états d’un systeme reste constante au cours du
temps. C’est une condition nécessaire de cohérence de la théorie qui découle de I’Hermiticité
de ’Hamiltonien H.

Apres avoir présenté les concepts de base de la mécanique quantique conventionnelle,

nous présentons au chapitre prochain la théorie quantique PT-symétrique.
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Ingrédients et formalisme

63



6.1. Introduction

6.1 Introduction

La mise en évidence des valeurs propres réelles et positives de nombreux Hamiltoniens non-
Hermitiens souléve une question évidente: Est-ce qu’un Hamiltonien non-Hermitien définit
une théorie de la mécanique quantique physiquement acceptable. Rappelons qu’une théorie
quantique physiquement acceptable doit:

(i) Avoir un spectre d’énergie entierement réel et borné inférieurement.

(ii) Avoir un espace de Hilbert des vecteurs d’états qui est muni d’un produit scalaire
ayant une norme positive.

(iii) Avoir une évolution temporelle unitaire.

Nous présentons dans ce chapitre la nouvelle théorie quantique PT-symétrique introduite
par Bender et al [1]-[7]. Nous ferons a la fin de ce chapitre une comparaison avec la théorie

quantique Hermitienne.

6.2 Nouvelle théorie quantique PT-symétrique

6.2.1 Définitions et propriétés

Par définition [1], un Hamiltonien non-Hermitien H est dit PT-symétrique s'il satisfait la

relation,
H=H", (6.2.1)
Ou
HPT = (PT)H(PT). (6.2.2)
Ainsi, 'opérateur PT commute avec H,
[H,PT] =0, (6.2.3)

ot le symbole P est un opérateur linéaire appelé 'opérateur de parité (ou d’espace-réflexion)

et dont son action sur les opérateurs position et impulsion x et p est:

PxP =—x et PpP = —p. (6.2.4)
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T est l'opérateur d’inversion du temps, 'effet de T sur I'opérateur x est invariant, mais

leffet de T sur l'opérateur p est de changer son signe:
TxT =x et TpT = —p. (6.2.5)
En plus T' change le signe du nombre complexe imaginaire pure ¢:
T = —i. (6.2.6)

L’équation (6.2.6) démontre que T' n’est pas un opérateur linéaire; T est dit anti-linéaire.
En outre, Puisque P et T sont des opérateurs de réflexion, leurs carrés est égal a I’'opérateur
identité:

PP=T%=1. (6.2.7)

Finalement, les opérateurs P et T' commutent:
[P, T] =0. (6.2.8)

Si tous les états propres [i,,) de 'Hamiltonien PT-symétrique H sont états propres de

lopérateur PT, on dit que la PT-symétrie de H est non-brisée "unbroken PT-symmetry".
[H,PT| =0, PT|i,) =+ i,). (6:2.9)

S’il existe des états propres de I’Hamiltonien PT-symétrique H qui ne sont pas des états
propres de 'opérateur PT, la PT-symétrie de H est dite spontanément brisée "broken PT -
symmetry".

[H,PT] =0, PTIy,)#+p,). (6.2.10)

6.2.2 Le PT-produit scalaire

La différence majeure entre les théories quantiques non-Hermitienne et Hermitienne, ré-
side dans le choix de la définition du produit scalaire. Pour examiner I'orthogonalité des
fonctions propres d’un Hamiltonien PT-symétrique H, on doit préciser le produit scalaire

utilisé. (Deux vecteurs peuvent étre orthogonaux par rapport a un produit scalaire et non
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orthogonaux par rapport a un autre produit scalaire). Par analogie avec le produit scalaire
pour les Hamiltoniens Hermitiens (H = H'), Bender [3] a introduit dans un premier temps
un produit scalaire dit " PT-produit scalaire" associé aux Hamiltoniens PT-symétriques,
défini par,

@10)pr = [ dalPTo)0(2), (6:211)
ou

PTé(z) = [p(—z)]". (6.2.12)

Ce PT-produit scalaire pour les fonctions propres |¢,,) de H est défini par,

(D [6n) pr = /dﬂi[Pchm(x)kbn(I) = /dfv[%(—x)]*qbn(ﬂf) = (=1)"0mn- (6.2.13)

Donc les normes de ces fonctions propres sont donnés par,

/ 0x[PTé,(2))o (x) = / dlg, (—)] bu(z) = (~1)" (6.2.14)

La relation de fermeture s’écrit donc,

ZO(—l)”qbn(I)qbn(y) =0z —y). (6.2.15)
Cependant, la définition (6.2.11) pour un produit scalaire est insuffisante pour formuler une
théorie quantique valable, car la norme (—1)" d’un état n’est pas nécessairement positive.

Ceci a incité Bender a construire un nouveau produit scalaire avec une norme positive; c’est

le C'PT-produit scalaire.

6.3 L’opérateur de conjugaison C' et le C'PT-produit
scalaire

6.3.1 Définition et propriétés de C

En effet, Bender [3] a introduit un nouvel opérateur linéaire C' qui est 'opérateur de conju-
gaison, dans le but de construire un produit scalaire avec une norme positive. C' commute

simultanément avec H et PT' et représente une symétrie de H.
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L’opérateur linéaire C' est représenté dans l'espace des coordonnées par la somme des

fonctions propres de I’Hamiltonien,
Clr.y) = 3 6,(x)00 (). (6:3.1)
On vérifie que le carré de C est égal a 'identité:
/dyC’(m,y)C’(y, z) =0(x — 2). (6.3.2)

Ainsi, les valeurs propres de C sont £1. En outre, C' commute avec H. Par conséquent,

puisque C' est linéaire, I'action de C' sur les fonctions propres ¢, de H est donnée par,

Co,(x) = / dyC(z,y) ¢, (y) (6.3.3)
= 5 6ul0) [ dyo, ()0, 0) = (-1, (z). (6:3.4)
On a
P?=C%=1, (6.3.5)
P #C, (6.3.6)

car P est réel, tandis que C' est complexe. L’opérateur parité dans ’espace des coordonnées

est explicitement réel,

P(z,y) = d(z +y), (6.3.7)

alors que l'opérateur C' est complexe car c’est une somme de produits des fonctions com-
plexes. C' ne commute pas avec les opérateurs P ou T séparément, mais commute avec
lopérateur PT. Pour construire 'opérateur C', nous suivons ses trois propriétés algébriques
de base, a savoir:

e) C' commute avec 'opérateur PT,
[C, PT] = 0. (6.3.8)
o) Le carré de C est égale a 'opérateur identité,

Cc? =1. (6.3.9)
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o) C' commute avec H,

[C, H] =0. (6.3.10)

6.3.2 le C' PT-produit scalaire

Le C'PT-produit scalaire est défini ainsi comme suit,

(@10)cpr = [dalCPTO@)u(z). (6.3.11)
CPTé(x) = / dyCz, )6 (—). (6.3.12)

Ce C PT-produit scalaire est défini-positif, et les fonctions propres de H sont orthonormées,

(Onl6a)crr = [ dslCPTo(0)10,(5) = b (6.3.13)

Donc ce C'PT-produit scalaire satisfait toutes les conditions pour que la théorie quantique

définie par H soit unitaire [6]. La relation de fermeture s’écrit,

> 0u(@)CPTo,(1)] = 8l ~ ). (6:3.14)

6.4 Comparaison de la mécanique quantique Hermiti-
enne et PT-symétrique

Dans la formulation de la théorie quantique conventionnelle définie par un Hamiltonien
Hermitien, I'espace de Hilbert des états est muni du produit scalaire usuel (5.2.1), qui est
défini par rapport au conjugué hermitique de Dirac (I'opération du transposé et du complexe
conjugué). L’Hamiltonien est alors choisi et les vecteurs propres et les valeurs propres de
I’Hamiltonien sont déterminés. En revanche, le produit scalaire pour une théorie quantique
définie par un Hamiltonien non-Hermitien PT-symétrique H, dépend de I’Hamiltonien lui-
méme. On doit trouver les états propres de H avant de connaitre I’espace de Hilbert et le

produit scalaires associé a la théorie, car 'opérateur C' est défini et construit en fonction des
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états propres de H. L’espace de Hilbert, qui se compose de toutes les combinaisons linéaires
complexes des états propres de H, et le C PT-produit scalaire sont déterminés par ces états
propres.

Bender [6] a montré que, comme dans le cas d’'un Hamiltonien Hermitien ordinaire,
I’évolution temporelle dans la théorie déterminée par un Hamiltonien PT-symétrique H, est
exprimée aussi par 'opérateur e Ht, S 1o(x) est un vecteur initial donné qui appartient
a l'espace de Hilbert engendré par les états propres de H, alors son évolué a l'instant t

quelconque est ¥, (x) donné par,

—1i

di(w) = e Mypg(2) (6.4.1)

La norme de 9, (z) prise avec le C'PT-produit scalaire ne change pas au cours du temps, car

H commute avec 'opérateur C'PT.
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7 La théorie quantique

pseudo-Hermitienne
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7.1 Introduction

Le concept de pseudo-Hermiticité a été présenté dans les années 40 par Dirac et Pauli
[26, 27, 28] et plus tard discuté par Lee et Sudarshan [29, 30], qui essayaient de résoudre
les problémes qui surgissent dans la quantification en électrodynamique et d’autres théories
quantiques de champ, dans lesquelles les états de normes négatives apparaissent comme
conséquence de la renormalisation. Une autre notion liée & la pseudo-Hermiticité est la
quasi-Hermiticité, cette derniére a été discutée en détail en 1992 par Scholtz et al [25], qui
ont montré comment construire une transformation similaire des opérateurs Hermitiens vers
les opérateurs quasi-Hermitiens correspondants et ils ont également considéré les transfor-

mations correspondantes des produits scalaires sur ’espace de Hilbert de dimension infini.

7.2 La pseudo-Hermiticité

Par définition [15], un opérateur linéaire H: H — H qui agit sur ’espace de Hilbert H
est dit pseudo-Hermitien, s’il existe un opérateur linéaire, Hermitien et inversible : H — H

tel que:
HY =nHn™ . (7.2.1)
Pour un Hamiltonien pseudo-Hermitien H donné, 'opérateur n qui satisfait (7.2.1) n’est pas

unique [20, 21]. Si on fait un choix particulier de 7, on dit que H est 1-pseudo-Hermitien.

On peut exprimer la condition (7.2.1) sous la forme:
H* = H, (7.2.2)
ou
H* =n~'H™y, (7.2.3)

est le pseudo adjoint de H [15].
La condition (7.2.1) se réduit a ’Hermiticité ordinaire quand l'opérateur 7 est égal a
Iidentité 1. Donc la pseudo-Hermiticité est une généralisation de I’'Hermiticité. Cette

condition (7.2.1) se réduit a la PT-symétrie quand n = P, o P est Popérateur parité.
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La conjugaison pseudo-Hermitienne (#) posséde les mémes propriétés que la conjugaison
Hermitienne (7), a savoir:
a) 1% =1,
b) (A*)* = A,
c) (AB)* = B¥ A#,
d) (aA+ BB)* = a* A% + *B¥.
Ou A et B sont des opérateurs linéaires, 1 est 'opérateur identité, o et § € C, a* et 5*
sont les complexes conjugués de a et 3 respectivement.
De facon générale, le conjugué pseudo-Hermitien d’une expression quelconque s’obtient
en:
) Renversant l'ordre des termes.
) Transformant: Les opérateurs en leurs pseudo-adjoints, les kets en bras et récipro-

quement, les nombres en leurs complexes conjugués.

7.3 Hamiltoniens pseudo-Hermitiens ayant une base
biorthonormée compléte

Soit H un Hamiltonien linéaire diagonalisable ayant un spectre discret réel et nondégénéré.
On dit que H admet une base biorthonormée complete {|1,,), |¢,,)} [35, 87], si et seulement

si H satisfait les relations suivantes:

Hl,) = Enlg,), (7.3.1)
H"¢,) = Enl¢,), (7.3.2)
(D |¥m) = Onm, (7.3.3)

(7.3.4)

Yo lba) (ul = D 1) (0] = 1.
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Ou E,, sont les valeurs propres de H. Dans cette base {|¢,,), |¢,)}, H et HT s’écrivent sous

la forme,

H = Y E.|t,) (4, (7.3.5)
HY = > E.|é,) (¥, (7.3.6)

En plus, comme principal résultat de [15], I'opérateur défini-positift!n 4 qui satisfait la

relation de pseudo-Hermiticité H* =n, H 7];1 est donné explicitement par,

Ny =Y 16,) (6l (7.3.7)

Son inverse 77;1 est donné par,

it =) (W, (W, (7.3.8)

Il existe un produit scalaire [16, 17] défini-positif dans I'espace de Hilbert H qui rend H
Hermitien®), c’est-a-dire, < 1, H¢ = =< H1), ¢ =, défini par [21, 22],

<, ¢ == (Y n,0). (7.3.9)

Ou ¢, ¢ € H, et (-|-) est le produit scalaire usuel dans H, et n, est I'opérateur donné
si-dessus. On note que le C'PT-produit scalaire définit dans la section (6.3), qui est in-
troduit par Bender [3, 4, 6], est un cas particulier du produit scalaire (7.3.9) introduit par

Mostafazadeh [21, 22]

(Un opérateur est défini-positif il est Hermitien et posséde un spectre réel strictement positif.

(2)Comme a été défini dans la section (5.2), I'opérateur adjoint At d’un opérateur linéaire A, est défini
dans le cadre du produit scalaire usuel (-|-) a travers la condition (AT ¢[1) = (¢ |A). On dit que A est

Hermitien si AT = A.
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8 Systémes a deux-niveaux
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8.1. Présentation du modéle

8.1 Présentation du modéle

Les systémes & deux-niveaux décrits par des Hamiltoniens Hermitiens et non-Hermitiens
représentent des modeles simples et non triviaux en mécanique quantique, et ont été inten-
sivement étudiés pour leurs divers applications dans les modélisations des interactions des
particules du spin % et la description des états résonnants, en RMN (la résonance magné-
tique nucléaire) et les qubits en informatique quantique. Une grande partie de la littérature
sur les Hamiltoniens non-Hermitiens est consacrée a ’étude des systémes & deux-niveaux
[20, 32, 37, 40, 41, 42].

Dans le présent travail, on considére un atome a deux-niveaux en interaction avec un

champ électromagnétique [32, 37, 38]. Le vecteur d’état est représenté par:
[¥) = CL(B)]+) + Cy(t)|-), (8.1.1)

ou |+) et |—) sont respectivement les vecteurs de base des niveaux supérieur et inférieur.

C! et C} sont respectivement les amplitudes de présence dans les états |[+) et |—). Ces

amplitudes sont dépendantes du temps dues aux interactions:

¢) L’interaction résonnante entre le champ électromagnétique et le moment dipolaire
atomique entre les deux niveaux.

o) Les effets de damping des niveaux supérieur et inférieur sont décrits phénoménologique-
ment par les constantes du déclin v, et 7, respectivement (v, et 7, sont réelles).

L’équation de Schrodinger dans la configuration d’interaction et dans 1’approximation
des ondes tournantes RWA(Mest donnée par [32, 38] :

Cr(t —1 * Cr(t
ofan) _1f-m o« ORY 512

o\ aw ) 2\ o - )\ Cw

(URWA: Signifie en anglais "the rotating wave approzimation”. Cette approximation est dite aussi
I’approximation séculaire, c’est a dire quand la fréquence du champ électromagnétique w est au voisinage

+i(w=wo)t gont beaucoup plus lentement variables en temps que les

de la résonance (w =~ wy), les termes en e
termes en e* (@ two)t qui oscillent trés rapidement et sont en moyenne nuls dans le temps. Donc on néglige

ces derniers termes [39].
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Ou w représente le terme d’interaction radiation-atome entre les deux niveaux (w* est le
complexe conjugué de w).

On introduit une transformation dépendante du temps U(t) dans 'espace des états, tel

que:
[y — U@, (8.1.3)
el 0
Ult) = , (8.1.4)
O GFt
D= Gt (8.1.5)

Les amplitudes dans la nouvelle représentation sont données par

Cu(t) = exp(TH)CL(L), (8.1.6)
Cy(t) = exp(THCLL). (8.1.7)

Le systéme est alors décrit par le nouvel Hamiltonien non-Hermitien,

1 -0 w*
H=- , (8.1.8)
2 w 0
ou
1
0= 507 = ). (8.1.9)
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8.2 Diagonalisation du Hamiltonien

Les valeurs propres Ej o et le systéme biorthonormé complet {[v;,),[¢; )} associé a

I'Hamiltonien H (8.1.8) qui satisfait par définition [35, 87] les relations:

Hlprs) = Eiplts), (
H" |¢15) = Era|érs), (
(@1 1hy) = (dy]0y) =1, (
(91 |¥2) = (D2 [¥1) =0, (8.2.4
60) oyl + 1dg) (sl = 1. (
[91) (D1] + o) (o] = 1, (

sont donnés explicitement par:

Q Q
B =—= By =—. 2.
1 9 ) 2 9 (8 7)
—w*/Q+id w*/Q—1d
1 |l 1 ]
_ 7 - 8.2.8
Q—1id V410
—w* /=6 w*VQ+id
1 %] 1 |w]
_ 7 = — 8.2.9
VQ+io Q—1id

O Q= /|wf> =02

Ayant diagonalisé ’'Hamiltonien H (8.1.8), on se propose d’étudier ses propriétés PT-

symétriques.
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8.3 Les propriétés PT-symétriques des systémes a deux-
niveaux

Nous étudions maintenant les propriétés PT-symétriques de 'Hamiltonien H (8.1.8).
L’opérateur parité P des systémes a deux-niveaux peut étre définit suivant la méthode de

Bender et al [3] par:

0 1
P = : (8.3.1)
10
de sorte que
P’=1, P=P" (8.3.2)

Ensuite Mostafazadeh [21] et Ahmed [31] ont introduit 'opérateur de parité généralisé pour

les systémes a deux-niveaux, qui est défini par:

P = dy){¢a| — |#1)(¢1], (8.3.3)
et est égal a
0 i
P = : (8.3.4)
= 0

||

Différentes définitions ont été introduites pour I'opérateur d’inversion du temps 7" [21, 31].
Dans notre cas, on adopte aussi comme la cas de la parité la représentation introduite par

Bender et al [3], & savoir:

T = Ko, (8.3.5)

ou Ky est 'opérateur du complexe conjugué. On a:
K}=1, (PT)*=1. (8.3.6)
On trouve que PT commute avec H, c’est-a-dire:

PKyHK,'P' = H. (8.3.7)

78



8.4. La pseudo-Hermiticité des systémes a deux-niveaux

L’opérateur de conjugaison C', pour les systémes a deux-niveaux, est défini par [21],

C = [thy)(da| = [¥1) (1], (8.3.8)
qui est donné par:
1 —i0 w*
¢ =5 (8.3.9)
Q .
w i
~ 2y (8.3.10)
- Q * «J.

Nous en déduisons de cette derniére équation que C' s’écrit en fonction de 'Hamiltonien
H, d’ott C? =1 et commute avec 'Hamiltonien H. Cette propriété d’invariance élimine les

produits scalaires négatifs [3, 32].

8.4 La pseudo-Hermiticité des systémes a deux-niveaux

L’Hamiltonien H donné par I’équation (8.1.8) est diagonalisable, son déterminant est réel,
det H = (6% — |w|?)/4 et sa trace est nulle. Donc, H est pseudo-Hermitien, car il vérifie le
théoreme 3 de la référence [19], qui stipule que toute matrice 2 x 2 ayant une trace nulle,
est pseudo-Hermitienne si et seulement si son déterminant est réel.

En effet, ’'Hamiltonien H satisfait la relation de pseudo-Hermiticité H+ = nHn~! définie

par Mostafazadeh [15], ou 7 est donné par:

1w
n= ™ ] (8.4.1)
_ibw
jwl?

Il est a noter ici qu’il existe trois cas pour les valeurs propres de H, a savoir:

Cas 1: Les valeurs propres sont réelles (c’est-a-dire |w|*> §2): Cette condition est
trés intéressante en optique quantique, elle correspond au cas ou 'interaction du dipole est
large par rapport aux effets de damping. Dans ce cas la fréquence de Rabi ordinaire |w]|/2
est remplacée par la "pseudo fréquence de Rabi” Q/2 [32].

Cas 2: Les valeurs propres sont imaginaires pures (c’est-a-dire |w|>< §?): H reste

toujours pseudo-Hermitien sous cette condition, car son déterminant est toujours réel.
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Cas 3: Les valeurs propres sont nulles (c’est-a-dire |w|*= §%): Ce cas correspond

au cas dégénéré ou les amplitudes C’(t), C;(t) sont données par [32]:

C'(t) = (1—6t)exp(-Tt), (8.4.2)

Cy(t) = (iwt/2)exp(—T't). (8.4.3)

En raison de l'existence du facteur exponentiel exp(—I't) dans les amplitudes, aucune di-
vergence ne se produit dans notre systéme [43].

Ayant étudié toutes les propriétés relatives a ’'Hamiltonien non-Hermitien H (8.1.8). On
se propose dans le prochain chapitre de construire les états cohérents pseudo-fermioniques

qui lui sont associés.

80



CHAPITRE
S ) Les états cohérents

pseudo-fermioniques et

évolution temporelle
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9.1 Introduction

Ce chapitre sera consacré a I’extension de la notion d’états cohérents fermioniques aux
systémes & deux-niveaux décrits par des Hamiltoniens pseudo-Hermitiens. On introduira
d’abord les opérateurs pseudo-fermioniques d’annihilation et de création b et b, qui nous
permettrons de factoriser H sous une forme semblable a celle de 'oscillateur harmonique:
H = Q(b*b— %) On construira ensuite des états cohérents pseudo-fermioniques paramétrisés
a l'aide des variables de Grassmann. On montrera que ces états cohérents vérifient toutes
les propriétés clés des états cohérents usuels. On terminera ce chapitre par une conclusion

dans laquelle on discutera nos résultats.

9.2 Opérateurs de création et d’annihilation

Dans tout ce qui suit, nous considérons le cas des valeurs propres réelles ( c’est-a-dire
lw|? > 6%). On peut vérifier que dans ce régime 'opérateur 7 donné par I’équation (8.4.1)
est défini-positif, car ce dernier est relié a opérateur défini-positif™y + par la relation:

Q

n=—n,, (9.2.1)
W™

compte tenu de 'équation (7.3.7), n, s’écrit aussi sous la forme:

Ny = |61) (D] + |d2) (@2l (9.2.2)

Maintenant, on introduit 'opérateur d’annihilation b associé a I’'Hamiltonien H (8.1.8),

—w* (Q+id
po L[ —lel = (9.2.3)
2Q w(f|2—‘i5) ] ’
son adjoint b s’écrit (2 est réel),
w*(Q+1i6)
L[ —Iwl
bt = N , 9.2.4
2Q —w(Q—id) || ( )

||

(1 On rappelle quun opérateur est défini-positif s'il est Hermitien et posséde un spectre réel strictement

positif.
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et son opérateur pseudo-adjoint b* défini par:

v =ntby, (9.2.5)
s’écrit
1 . |W| w*(Q—16)
b= — ol . 2.
20 —w(Q+4d) || (926)

||

On se propose maintenant d’examiner les propriétés de b* et b. D’abord, b et b réalisent

une généralisation pseudo-Hermitienne de 1’algébre des fermions, a savoir;

V¥ o= bv*? =0, (9.2.7)

[0,07], = bb¥ +07b=1. (9.2.8)

b” et b peuvent donc s’appeler des opérateurs de création et d’annihilation des fermions

pseudo-Hermitiens [24]. Leurs actions sur les états [1);) est:

b‘¢1> =0, b W2> = |¢1>7 (9-2-9)

b |1hy) =0, b#|¢1> = [thy)- (9.2.10)
L’opérateur b annihile 1’état inférieur [¢,), et b# 1'excite en un état [1),).
L’opérateur pseudo-fermionique quadratique N = b#b obéit aux relations habituelles

d’anticommutation:

[N,0], =b, [N, bF], =0 (9.2.11)

En termes d’opérateurs b et b#, PHamiltonien H (8.1.8) est factoris¢ ( & une constante

additive prés) sous une forme semblable a celle de l'oscillateur harmonique bosonique libre,

H=Q (b#b — %) : (9.2.12)

En prenant le conjugué hermitique des deux cotés de cette derniére équation (9.2.12), nous
obtenons:

HY =Q(btnby™" — %) (9.2.13)

= Qa0 by~ — %)7777‘1 (9:2.14)

" (9.2.15)
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Il en résulte que b et b sont respectivement des opérateurs pseudo-fermioniques d’annihilation
et de création pour les systémes & deux-niveaux pseudo-Hermitiens (aux valeurs propres
réelles). Ceci est confirmé dans la limite Hermitienne 0 = 0 de ’Hamiltonien H, on obtient
alors = 1 et b = bT. Donc la généralisation pseudo-Hermitienne de I’algébre des fermions
est réduite a ’algebre habituelle des fermions. Le systéme quantique ayant un Hamiltonien
de la forme (9.2.12) devrait désigné sous le nom de oscillateur pseudo-fermionique.

Apres avoir défini les opérateurs pseudo-fermioniques d’annihilation et de création as-
sociés a 'Hamiltonien H (8.1.8), on se propose de construire les états cohérents pseudo-

fermioniques qui lui sont associés.

9.3 Construction des états cohérents pseudo-fermioniques

Nous suivrons la méme méthode utilisée dans les références [75, 76, 77, 78, 79] pour les
états cohérents fermioniques des systémes Hermitiens, pour construire les états cohérents
pseudo-fermioniques des systémes pseudo-Hermitiens.

Les états cohérents pseudo-fermioniques, et comme dans le cas des états cohérents fermion-
iques, seront paramétrisés par les variables de Grassmann complexes &.

On définit 'opérateur de déplacement D(£) comme suit:

D(¢) = el7e¢0) (9.3.1)
=14+ -+ (b#b — %) E*€. (9.3.2)
Son pseudo-adjoint D# est donné par:
DH(€) = e(€0-0%¢) (9.3.3)
=14+ -7+ <b#b — %) E*E. (9.3.4)

Ces deux opérateurs satisfont les relations suivantes,

DF(EbD(E) = b+€1, (9.3.5)

DOV D) = b+, (9.3.6)
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Les variables de Grassmann & anticommutes avec b et b7,
&b = —bE, &b = —b&", (9.3.7)

v = —brE, b = —ber (9.3.8)

L’action des & sur l'opérateur d’annihilation b et sur le systéme biorthonormé complet

{1¥12),|¢12) } associé & H est donnée comme suit:

5W1> = W1>fa SW2>:_|¢2>5> (9-3-9)
§‘¢1> = |¢1>§a f|¢2>:_|¢2>57 (9~3~10)

La conjugaison pseudo-Hermitienne renverse ’ordre de toutes les quantités fermioniques, les

opérateurs et les variables de Grassmann:
(V7€ + €)= &b + bPE. (9.3.11)

En utilisant les formules explicites de D et D#, et les relations d’anticommutation entre les

opérateurs b, b* et les variables de Grassmann, on établit que les D(£) sont pseudo-unitaires:
D¥(§)D(€) = D(§)D*(€) = 1. (9.3.12)

Nous définissons maintenant les états cohérents pseudo-fermioniques |) comme états pro-

pres de l'opérateur d’annihilation b,

b1§) =£|€)- (9.3.13)

La valeur propre £ de b est une variable de Grassmann complexe.

L’adjoint hermitique de I’état cohérent est (£ et il est état propre a gauche de b,

(€loT = (£|€" = € (¢l (9.3.14)
Afin dutiliser la relation
2 (€07 = (€€, (9.3.15)
on définit
2(&l = (16)7 = {&ln. (9.3.16)
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De méme que les états cohérents usuels [59, 60, 61] et les états cohérents fermioniques [75,
76, 77, 78, 79], nos états cohérents |£) peuvent étre construits a partir de I’état fondamental

|1),) par Paction de I'opérateur pseudo-unitaire D(§) sur [i),):

) = D(&) |vy) (9.3.17)
= (V) 1y (9.3.18)
= €Ty (9.3.19)
= () — €lu)). (9.3.20)
[’adjoint hermitique de cet état cohérent est:
(€] = e 35 (| + € (¢al), (9.3.21)
Les états cohérents |£) sont aussi des états propres de 'opérateur d’annihilation b,
blg) = bD(E)[¢y) (9.3.22)
= D(E)D*(EbD(E) [ihy) (9.3.23)
= D(E)(b+8)[v1) = DE)E [vhy) (9.3.24)
= &D(&) [¢y) (9.3.25)
= <[¢). (9.3.26)
Le produit scalaire
(€1€) = (1]v1) + ((Walthy) — (¥1|11))E7E — 2iIm(§(Yy|1hy)) # 1, (9.3.27)

n’est pas normalisé.
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9.4 Propriétés élémentaires

On peut simplement vérifier en utilisant les équations (9.3.9), (9.3.10) et (3.2.5) que

I'intégrale de |&)(&|dE™dE n’a pas comme résultat 'opérateur identité 1, c’est-a-dire:

/dé“*d£|£><£| = /d£*d§ ([901) (1] = € lbg) (W] + & [1h1) (Vo] = E°E(|W01) (W1] + [102) (¥2]))
= (|¢1> <7/’1| + |7/’2> <¢2|) 7& 1, (9~4-1)

donc la base n’est pas surcompléte!). Pour éviter ce probléme on utilise le systéme biorthonormé
[35, 37, 87] d’un Hamiltonien non-Hermitien, c’est-a-dire, le systéme biorthonormé complet
{|¥12), |¢1 ) associé & H qui vérifie les relations (8.2.1)-(8.2.6).

Avec cette idée a I'esprit, nous présentons une autre famille continue des états propres

|€) de Popérateur b qui annihile Pétat fondamental |¢,) de H,

ble) =€), (9.4.2)
5’¢1> = 0, 6’¢2>:‘¢1>- (9-4-3)

L’opérateur b est donné explicitement par,

T
b= — Y . (9.4.4)
w(Q2+1
202 (Iojrl ) ]
b est relié & b par la relation,
b=nbn~t. (9.4.5)

On prend le conjugué hermitique de cette derniére relation, b s’écrit alors sous la forme:
bt = byt (9.4.6)

On a b* est n'-pseudo-Hermitien a b, ou n' = n~!. Dénotant cette conjugaison pseudo-

Hermitienne par #/, on obtient la paire d’opérateurs pseudo-fermioniques b et b#' qui réalisent

(UOn dit que des états cohérents forment une base surcompléte, s'ils vérifient la résolution de I'identité:

J g dg|§) (€l = 1.
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aussi une généralisation pseudo-Hermitienne de I'algébre des fermions;

bo? + b7 = 1, (9.4.7)
»¥ o= ("2 =0. (9.4.8)
b#' est donné explicitement par:
w*(Q+1i6)
: 1 —|w]
= , o . (9.4.9)
2Q) —w(Q—id) ||

||

En termes d’opérateurs b et b# , H" est factorisé sous la forme,
+ 1HIT 1
H"=Q ([ b7b— 7)) (9.4.10)

En raison de I’algeébre pseudo-fermionique (9.4.7)-(9.4.8), 'opérateur de déplacement corre-

spondant est:

D(g) = 07D, (9.4.11)

et vérifie:
D¥(€)D(€) = DED*(¢) =1, (9.4.12)
D*(E)bD(E) = b+£1. (9.4.13)

On construit les états cohérents |€) selon le méme schéma donné précédemment pour les |€)

(voir les équations (9.3.17)-(9.3.20)),

&) = D(&)|6,) (9.4.14)
— BFEED) (9.4.15)
= e 28| (9.4.16)
= e 3¢ (|6y) — £|on)). (9.4.17)
L’adjoint hermitique de ]/5 est,
(€] = e 3 (] + £°(0y)) - (9.4.18)
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En utilisant les expressions (9.4.12) et (9.4.13), on montre que les états cohérents @ sont

aussi des états propres de 'opérateur d’annihilation 5,

ble) = BD()o) (9.4.19)
= D(E)D?(E)bD(E)]6,) (9.4.20)
= DO(b+I¢) = D(E)E[¢y) (9.4.21)
= £D(9)|¢y) (9.4.22)
= £é). (9.4.23)
Le produit scalaire entre @é prend la forme:
(€€) = (@1161) + ((8alds) — (64]61))E°€ — 2iIm(&(dy]n)) # 1. (9.4.24)
Tandis que
(€le) = (dlwn) + (Daltha) — (d1]11))€"E — 2Tm(E(y])s)) (9.4.25)
= (¢4]v1) =1, (9.4.26)
et

(€E) = (Waldr) + ((aldn) — (¥1]61))E7E — 20Im(E (e |6)) (9.4.27)
= (i]oy) = 1. (9.4.28)

Ces deux derniéres équations ont été obtenues en utilisant le systéme biorthonormé complet

{1¥12),|¢12) } qui vérifie les relations:

(0111) = (glthg) = (9.4.29)
(91 1hg) = (B2]¥1) = 0. (9.4.30)
01) (U] + [ds) (o] = 1, (9.4.31)
V1) (D] + [¥2) (B = L. (9.4.32)

On dit que les [€) et |§) sont bi-normalisés.
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De fagon générale,

—~ —_—

(§11&2) = (&l&) (9.4.33)

- 6t 2662 -88), (9431

La résolution de l’'identité est maintenant vérifiée comme suit:

/ dede 16V = / A€ E( iby) (] — € [iba) (] + €7 ) (] — E7€1)
-1 (9.4.35)

et

/df*df ey el /dﬁ*df ([01) (V1] = €192) (1] + £ 1) (o] — £7€1)
= 1. (9.4.36)

Les équations (9.4.35) et (9.4.36) peuvent étre facilement vérifiées en utilisant les expressions
de [£) et @ en fonction de [¢),,) et |¢,,) (n = 1,2) données respectivement par les équations
(9.3.20) et (9.4.17)) et les régles de la permutation (9.3.9), (9.3.10) et de I'intégration (3.2.5).
On aboutit donc aux résultats suivants:

e) En raison des équations (9.4.26), (9.4.28), (9.4.35) et (9.4.36), le systéme continu
{1€), |/5} forme une base bi-normée et bi-surcompléte.

e) De méme, les deux ensembles d’opérateurs pseudo-unitaires D(£), D(£) peuvent
s’appeler bi-unitaires,

D(§)D*(€) = 1 = D*(&)D(&). (9.4.37)

On note aussi que D(§) est n-pseudo-unitaire, alors que 5(5) est 1/-pseudo-unitaire avec
n=nt

Ayant construit les états cohérents pseudo-fermioniques pour notre systéme décrit par
I"'Hamiltonien H (8.1.8), on se propose dans la section suivante d’étudier leur évolution

temporelle.
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9.5 L’évolution temporelle d’états cohérents pseudo-
fermioniques

On s’intéresse maintenant & ’étude de I’évolution temporelle de ces états cohérents pseudo-
fermioniques. On dit que des états cohérents vérifient la stabilité temporelle, si I’évolué
de tout état coherent initial reste toujours état cohérent au cours du temps [92, 93]. Dans le
cas des états cohérents usuels ) décrits dans les sections (1.3) et (1.4), 'évolué |«;t) d'un
état cohérent |a) est stable en utilisant 'opérateur d’évolution de l'oscillateur harmonique
et H = hw(ata + 1):

s t) = e ). (9.5.1)

Les résultats suivants ont été établis dans la section (1.4):

o) Pour passer de 'état |a) & son évolué |a;t), il suffit de changer o en ae ™t et de
multiplier le ket obtenu par e *!/2 (qui est un facteur de phase globale sans conséquences
physiques) [70]:

la) — |a;t) = e 2 |a(t)), avec a(t) = ae ™ (9.5.2)

) L’évolué |a;t) reste toujours état propre de 'opérateur d’annihilation a au cours du

temps, avec une valeur propre «(t) = ae ™

ala;t) = aft)|a;t). (9.5.3)

Dans le cas des états cohérents pseudo-fermioniques {|¢), [£)}, 'ensemble des parameétres
sont les variables complexes de Grassmann &, I’évolution temporelle est dite stable si les

états évolués |€;t) et |£;¢) restent toujours états cohérents au cours du temps et restent

états propres des opérateurs d’annihilation b et b respectivement,

bgst)y = &(1)I€), (9.5.4)

&ty = 1)), (9.5.5)

—_—

Ceci implique que les états cohérents évolués |€;t) et |£;t) doivent former un systéme bi-

normé et bi-surcomplet. Considérons d’abord 1’évolution d’un état cohérent initial |€). Son
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évolué ;) est donné par:

&1 = exp(—iHDI), (A= 1). (9.5.6)

[£)-

avec |£;0)

On utilise I'expression (9.3.20) de [£) et le fait que les |1, ,) sont des états propres de H

(avec les valeurs propres Ej ), on obtient:

) = e (1= 3606 o) - Pl (95.7)
= ' Kl - %&*5) [11) = e“&“%mﬁ . (9.5.8)

Compte tenu de
E,=-Q/2=-FE, B,=Q/2=E. (9.5.9)

On récrit alors la derniére équation sous la forme:

G = o[ (1= 50s0) o) - €0l (9.5.10)
= ey, (9.5.11)

o £(t) = e 2P

Ce qui manifeste la stabilité temporelle de ’évolution de I’état cohérent |£). On note que le
facteur global dépendant du temps e’Z! est un facteur de phase globale; puisque les E; sont
réelles, donc sans conséquences physiques. Cette évolution temporelle peut étre résumée de
la facon suivante:

o) Pour passer de I'état |£) a son évolué |¢;t), il suffit de changer € en £(t) = Ee 25 et

de multiplier le ket obtenu par et

€) — [&t) = ePE)), (9.5.12)

avec £(t) = e PEL

o) L’évolué |&;t) reste toujours état propre de 'opérateur d’annihilation b au cours du

temps, avec une valeur propre &(t) = e~ 2t

bl&;t) = E()IE;t) (9.5.13)
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D’une fagon semblable on établit que I’évolué |£;¢) d’un état initial |£), est stable:

€5t) = 7 g) (9.5.14)

=B (1 5 o) - e Pl (9.5.15)

= e [(1- 36 fon) - BB el (9.5.10)

= | (1 J0e ) o) — €01 (9.5.17

= ¢ PUE(t)), avec &(t) = e 2P, (9.5.18)

|€;¢) reste aussi état propre de b au cours du temps, avec une valeur propre £(t) = e~i2Ft:
blé;t) = E(DIE: ). (9.5.19)

9.6 Reésultats et discussion

Les résultats (9.5.11) et (9.5.18) indiquent que Iensemble des états cohérents pseudo-

fermioniques évolués {|{; 1), |£;t)} est bi-normé et bi-surcomplet. Car on a:

—_— —_~—

GHED = (EWIED) = 1. (9.6.1)
EHlet = Emiem) =1, (9.6.2)
et
[acmasoisod - 1 (9.63)
g masoiene = 1 (9.6.4)

Voir (appendice 1) pour les détails des calculs des expressions (9.6.1), (9.6.2), (9.6.3) et
(9.6.4). On remarque ici que les états cohérents évolués |£; t) et |g¥> sont différents des états

—_—~—

cohérents |£(1)) et |£(t)) respectivement, seulement & des facteurs de phase prés (e'*!)

sans
conséquences physiques, car E est réel. Enfin, on note qu'un autre systéme complémentaire
des états cohérents, qui forment aussi un ensemble bi-normé et bi-surcomplet peut étre

construit d'une facon symétrique en utilisant les opérateurs b* et 6\5‘;, qui annihilent "les

états des niveaux supérieurs" [1),) et |¢y) de H et H respectivement.
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Conclusion générale

e Dans la premiére partie de cette thése, nous avons généralisé les premiers résultats
sur la cohérence des Hamiltoniens et les opérateurs invariants, du cas bosonique au cas
fermionique.

e Nous avons montré que le systéme quantique qui préserve la cohérence, correspond a
oscillateur fermionique libre non-stationnaire (c’est-a-dire non-forcé).

e Nous avons aussi construit, a ’aide de la méthode des invariants, les états cohérents
pour l'oscillateur fermionique forcé non-stationnaire et nous avons introduit deux opéra-
teurs invariants non-Hermitiens qui sont aussi des opérateurs d’annihilation et de création.

e Dans la seconde partie de cette thése, nous avons tout d’abord étudié en détails les
systémes & deux-niveaux décrits par des Hamiltoniens non-Hermitiens, ensuite nous avons
mis en relief leurs propriétés PT-symétriques et de pseudo-Hermiticité.

e Nous avons ensuite introduit les opérateurs pseudo-fermioniques d’annihilation et de
création b et b = n~1bTn associés & notre Hamiltonien H. Ot ) est 'opérateur linéaire, Her-
mitien et invertible qui assure la pseudo-Hermiticité de notre Hamiltonien H = n~'H 1. En
termes d’opérateurs b et b*, H est factorisé sous la forme de 'oscillateur pseudo-fermionique:
H=Q(*b—3).

e Nous avons alors repris la méme procédure pour H*. C’est-a-dire que nous avons
introduit des opérateurs pseudo-fermioniques d’annihilation b = nbn~! et de création b# =
nbtn~' associés & Ht. En termes d’opérateurs b et b#/, HT est factorisé sous la forme:
H* =0 (- 1),

e Une fois que tous les ingrédients appropriés aux états cohérents ont été introduits,
nous avons construit les états cohérents dits pseudo-fermioniques pour les systémes a deux-
niveaux décrits par des Hamiltoniens pseudo-Hermitiens.

e Les états cohérents pseudo-fermioniques construits ont comme indice de base les vari-
ables de Grassmann. Ils sont définis d’une fagon analogue a celle des états cohérents fermi-
oniques; c’est-a-dire comme états propres de I'opérateur d’annihilation. Nous avons montré
que ces états cohérents peuvent étre définis également comme action d’un opérateur de

déplacement sur le vide.
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e A la différence des états cohérents fermioniques, I’ensemble des états cohérents pseudo-
fermioniques {|¢), @} est bi-normé et bi-surcomplet. En ce sens, le systéme des états
cohérents pseudo-fermioniques, peut étre considéré comme un analogue du systéme bi-
orthonormé des états propres de I’'Hamiltonien pseudo-Hermitien H [87, 35].

e Nous avons montré que ces états cohérents pseudo-fermioniques vérifient les mémes
propriétés de base que celles des états cohérents fermioniques, & savoir:

a) Ils sont bi-normalisés,

b) Ils possédent la continuité de l'indice de base,

c) Ils vérifient la résolution de l’identité,

d) Ils satisfont la stabilité temporelle; c’est-a-dire les états cohérents évolués [¢;t) et
|€Z} restent toujours des états propres respectivement des opérateurs pseudo-fermioniques
d’annihilation b et b, et le systéme reste toujours bi-normé et bi-surcomplet au cours du
temps.

e Dans la limite Hermitienne n = 1, il en résulte: H = H', b* = b+, b = b. Donc les
états cohérents |£) coincident avec les états cohérents @ (1¢) = @), qui représentent le
recouvrement du systéme bi-normé vers le systeme normé et du systéme bi-surcomplet
vers le systéme surcomplet.

e En outre, tous nos résultats ainsi que toutes les formules relatives & ces derniers, sont
en accord avec les résultats précédents pour les états cohérents fermioniques dans la limite
Hermitienne, a savoir:

1) Ils sont en accord avec les résultats de Cahill, Lee et Klauder [75, 76, 80].

2) IIs sont en accord avec nos résultats précédents, d’'une part dans le cas Hermitien,
relatifs a I’évolution nonadiabatique des états cohérents fermioniques du spin 1/2 dans un
champ magnétique variable [73], et d’autre part, dans le cas des évolutions adiabatiques,
examiné par Maamache et al [78].

e En fin, on tient a souligner que 'approche développée dans cette thése, représente

une généralisation pseudo-Hermitienne du formalisme d’états cohérents fermioniques & un
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degré de liberté. La généralisation de ce formalisme & un systéme fermionique & N degrés

de liberté (N > 2) pourrait faire 'objet d’investigations futures.
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Appendice 1: Les états cohérents pseudo-fermioniques évolués forment un

systéme bi-normé et bi-surcomplet.

On se propose d’établir les équations (9.6.1), (9.6.2), (9.6.3) et (9.6.4) relatives a

I’ensemble des états cohérents pseudo-fermioniques évolués {|¢; 1), |€;t)}, qui forment aussi

un systéme bi-normé et bi-surcomplet.

Compte tenu des expressions de |£;t) et |£;¢) données respectivement par les équations

(9.5.11) et (9.5.18). On a:

—_— —_~—

(& tlgt)y = (€(@0)IE))
= (V1len) + ((Valda) — (P1]é1))E" (#)E(E) — 20 Im(&(E) (11 |dg)),
= <¢1|¢1> = 1.

Car {[¢; ), |¢ o) forment un systéme biorthonormé complet qui vérifie les relations:

(01101) = (d2lve) =1,
(111hg) = (dath1) =0,
|01) (1l + o) (o] = 1,
1) (D1 + [1h2) (@] = 1.

De méme
GHen = (€@,
= (Gulr) + ((Daltha) — (S[w1))E" (B)E(E) — 20Tm(E(8){by b)),
= <¢1W1>:1-

La résolution de l'identité est réalisée de la facon suivante:

/ dE (D) dEW)E 1Y E T = / 4" (e ()@ EQD)|

= /d§*(t)d€(t)( [01) (D1] = &) [thg) (1] + &7 (1) [4h1) (o] — €7 ()5 (1)1)
= 1.
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Et

/dé*(t)dﬁ(t)lg;vtﬂﬁ;tl = /df*(t)dé(t)lm@(t)l

= /df*(t)dé(t)(Wl) (1] = &) [@) (Wr] + €7 (1) [d1) (o] = € ()E(E)1)
= 1.

Ici, on a utilisé les mémes régles de permutation (9.3.9), (9.3.10) et de I'intégration (3.2.5)

pour les variables de Grassmann £(t) dépendant du temps. A savoir,

EDP) = [PEt), E(B)[12) = —lhy) £(2).
EB)dr) = 1o0€(t), ()| da) = —[d2) £(D).

Et
/ de(t)1 =0, / 4" (1)1 = 0, / de(B)E(t) = 1, / 2E (HE () = 1.

Appendice 2: La formule de Baker-Campbell-Hausdorff.

La formule de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) est trés utile dans le domaine des
états cohérents, elle permet le réarrangement des produits des exponentiels des opérateurs
linéaires.

Soient deux opérateurs linéaires A et B d’une algébre de Lie. La formule de (BCH)
AeB)

donne lexpression de log(e en tant que série entiere dans ’algébre de Lie engendrée

par Aet B :

GAGB _ (A+BH3IABI 35 (A ABl 15 (B.A,B] - 5 [B.[A[AB]]+..)

Dans le cas particulier o A et B commutent avec [A, B, c’est-a-dire:
[4,[A, B = [B, [4, B]] = 0.

On a alors

1
eApB — A+B3AB]

Cette derniére est une formule clé dans le domaine des états cohérents.
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