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INTRODUCTION:

Beaucoup de problémes scientifiques conduisent a I’évaluation d’intégrales
ainsi qu’a la résolution de problemes d’optimisation globale avec ou sans
contrainte. En général, les calculs analytiques exacts relatifs a ces problé-
mes ne sont pas réalisables directement. On fait alors appel a des métho-
des d’approximation. Parmi les plus couramment utilisées, on retrouve
les méthodes classiques d’analyse numérique. Beaucoup d’entre elles, tant
pour les problemes d’optimisation que pour le calcul d’intégrales, sont
efficaces en dimension une. Ces techniques s’averent rapidement sans in-
terét des que la dimension augmente. Or le nombre de variables pour cer-
tains problemes est trés grand, il peut méme s’averer si important que les
progrés du calcul informatique ne seront jamais suffisants pour rendre ces
techniques intéréssantes.

L optimisation globale et locale est un domaine trés développé dans la lit-
térature. Beaucoup d’ouvrages traitent d’aspects classiques concernant
I’optimisation ( méthode du gradient, méthodes des variations locales,...).
Ce probléme a également été étudié par Y. Cherruault dans [17], dans le
laboratoire qu’il dirige (Medimat) et au sein duquel a été développeée la
méthode des transformations réductrices ou Alienor qui permet de
construire des courbes qui ” remplissent ” I’espace ( au sens d’une a-den-
sité qui sera définie ultérieurement ). Signalons que seule la continuité
de la fonction est imposée et qu’il n’est nul besoin d’avoir une régularité
plus grande.

Cette méthode a également été utilisée avec succés en association avec la
méthode décompositionnelle d’Adomian, dont les bases théoriques ont été
élaborées au sein du Medimat [1], [19], pour résoudre les problémes de
contr6le optimal [22]. L’utilisation de la méthode décompositionnelle
d’Adomian [2] permet de remplacer la fonctionnelle a minimiser qui dépend
implicitement des contrdles par une fonctionnelle dépendante des contro-
les et autonome par rapport aux contraintes reliant variables d’état et de
contréles. On peut alors appliquer directement, sans avoir a utiliser divers
artifices, la méthode d’optimisation a cette derniere fonctionnelle.

Les avantages des méthodes basées sur les courbes qui remplissent I’espace
[17] sont nombreuses:

- I’erreur de la méthode peut étre évaluée car nous contrélons le coeffi-
cient d’a-densité

- ces méthodes étant déterministes, il est possible de donner une estima-
tion précise du temps de calcul d’un minimum global

-on peut transformer les problemes d’intégration et d’optimisation en plu-
sieurs dimensions en problémes en une variable.

Par ailleurs, certains auteurs [29] ont développé des méthodes de simu-
lation statistique, méthodes dites de Monte Carlo. Ces techniques sont
tres intéressantes puisque leur vitesse de convergence est indépendante
de la dimension du probléme mathématique étudié.Par contre, elles four-
nissent non pas la solution numérique du probléme, mais un intervalle de
confiance la contenant avec une probabilité donnee.

Ce document est formé de trois parties principales. La premiere est consa-
crée au calcul d’intégrales en plusieurs dimensions, la seconde partie traite
des problémes de I’optimisation globale avec ou sans contraintes toujours



en plusieurs dimensions, alors que dans la troisieme partie, nous prouvons
I’existence d’une solution faible de I’équation d’Euler dans des domaines
plans convexes non réguliers.

La premiére partie se compose de trois chapitres. Dans le premier chapitre,
nous traitons de I’aspect théorique de I’approximation d’intégrales multi-
ples par des intégrales simples. Le probleme est d’abord étudié en dimen-
sion deux par I’utilisation des courbes a-denses plus précisement par la
spirale d’archiméde. Les résultats établis sont ensuite généralisés a une
dimension quelconque. L’étude de I’erreur de cette méthode est également
étudiée dans ce méme chapitre. On y montre qu’elle ne dépend pas de la
dimension du probléme.

L’idée,qui nous a été suggérée par les professeurs Y.Cherruault et G.Mora
et qui consiste a approcher une intégrale multiple par la longueur d’une
courbe qui densifie le volume délimité par le graphe de la fonction inté-
grand,trouve sa justification théorique dans le deuxiéme chapitre.Signalons
que ces calculs aboutissent au calcul, non pas de I’intégrale de la fonction
f donnée, mais a I’intégrale de f avec un poids induit par la courbe a-dense
utilisée. L’intégrale de f est ensuite obtenue par I’introduction d’un fac-
teur qui compense I’effet de la fonction poids.

Les méthodes développées au chapitre un et deux aboutissent a I’approxi-
mation d’intégrales multiples par des intégrales simples de fonctions de
nature oscillatoire, périodiques mais discontinues au chapitre un et conti-
nues mais non périodiques au chapitre deux. Cette remarque nous a inci-
ter a développer au chapitre trois, des courbes qui densifient I’espace et
qui permettent de donner une approximation d’intégrales multiples par
des intégrales simples de fonctions périodiques réguliéres ( la régularite
pouvant étre aussi grande que souhaitée, mais sans exceder la régularité
de la fonction a intégrer ).

Les intégrales simples de fonctions oscillatoires obtenues peuvent alors
étre évaluées. Nous avons adapté dans ce sens deux techniques:

-la méthode du trapéze generalisée qui donne d’excéllents résultats lorsque
la fonction intégrand est une fonction périodique,

- la méthode de Filon qui permet d’évaluer les coefficients de Fourier de
fonctions données.

Dans la seconde partie, nous étudions les problémes de I’optimisation glo-
bale en plusieurs dimensions.Ces problemes sont d’abord transformés par
I’utilisation des courbes a-denses, en problémes d’optimisation globale en
une dimension. Dans [65], A.Ziadi a couplé avec succés, la méthode des
transformations réductrices avec quelques methodes classiques d’optimi-
sation globale ( méthode d’Evtuschenko, Brent, branch and Bound). Pour
notre part, nous avons, dans une premiére étape, associé la méthode
Alienor avec la transformation de Legendre-Fenchel qui permet le calcul
d’une enveloppe convexe discréte de la fonction & minimiser. Dans la
seconde étape, le probléme de I’optimisation globale en une dimension
est traité par I’utilisation des méthodes Monte Carlo.

Des essais numériques, basés sur ces techniques sont réalisés.

Dans la troisieme partie, nous nous intéressons a I’écoulement d’un fluide
parfait incompréssible dans un domaine plan convexe (de classe C%1).
Plus précisément, on se propose de montrer que pour tout couple (uo, f)
de données pris dans des espaces convenables et que I’on précisera



ultérieurement, le probléme précédent admet au moins une solution faible
(u, p). Pour ce faire, on approchera I’ouvert Q par une suite croissante
d’ouverts polygonaux (Qn)nen inscrits dans Q ( Cf [50] ), et on utilisera
des inégalités a priori uniformes (par rapport a n), les techniques dévelop-
pées dans [4], [5] et [38], ainsi que la fonction courant comme dans [60].



CHAPITRE 1

Courbes ¢-denses, Transformation de
Legendre-Fenchel et Méthode de
Monte Carlo



Courbes a — denses:

Transformation réductrice Alienor:

Soit deux variables x et y. Si I’on passe en coordonnées polaires (r,6),
ona:

X =rcosé, y =rsing, 6 > 0. 1.11
Si nous relions r et 6 par I’équation de la spirale d’Archiméde
r=a0,0=>0 1.1.2
ou a est un parameétre positif fixé, nous obtenons:
X = afcosh, y = afdsind 1.1.3

Ainsi x ety sont exprimés a I’aide d’une unique variable 6, 6 > 0.
Cette transformation peut étre généralisée & n variables [17]. Il suffit de
relier les variables deux a deux. Pour le cas de trois variables x, y, z re-
lions x ety al’aide de 6; :

X = af;cosf1, y = af;sinf;
Puis on relie les deux variables qui restent z et 6; a I’aide de 6 :
01 = afcosh,z = adsinf

Il est alors clair que X, y, et z s’expriment a I’aide de la seule variable 6.
En effet on a:

X = a26cosfcos(ad cosh)
y = a20cosfsin(ad cosH)

z =afsinf 6 > 0.
On voit que d’une fagon générale on obtient :
Xi = hi(0),0 >0,i=1,...n 114

avec des fonctions h; qui font intervenir des fonctions cosinus et sinus.

Définition1.1.1.1:
On dit qu’un sous-ensemble S de R" est a-dense dans R" ou « ) O, si:
pour tout point M de R", il existe au moins un point M'de S tel que:

d(M,M") < a

ou d désigne la distance euclidienne de R".

Proposition 1.1.1.1:
La spirale d’Archiméde r = ad , 6 > 0, est ra —dense dans R2.



Preuve:
Deux points M, et M sur deux spires consécutives d’angles polaires res-

pectifs 6 et (6 + 2x) sont séparés d’une distance:
d(M; , M) =| a0 —a(0 +2n) |= 2an

Soit maintenant un point M de R?; la droite passant par O et M rencontre
la spirale en deux points M, et M, de part et d’autre de M.

Dans le pire des cas M est au milieu de M, et M5 , c’est-a-dire que:
d(M,S) < % — ar.

On peut démontrer le résultat de densification suivant qui généralise la
proposition précédente.

Proposition 1.1.1.2:
Soit M un point de R", on peut I’approcher par un point M’ de la spirale
généralisée définie par :

Xi =hi(0)6>0,i=1,...,n.

Preuve:
On trouvera une démonstration de ce résultat dans [17].

Une variante de la méthode Alienor:

On peut, au lieu de reduire deux a deux les variables, exprimer toutes les
variables en fonction de 0 en une seule étape [17].

C’est possible si I’on choisit bien les fonctions h; de la transformation

Xi = hi(0),06>0,i=1,...,n.

Dans [11] O.Bendiad et Y.Cherruault ont proposé la transformation réduc-

trice
Xi = e®hit),i=1,...,n
ou ¢ est une fonction bornée et différentiable et ou
H(t) = (ha(D),...,ha())

est une fonction vectorielle périodique.

On peut montrer que (1.1.6) conduit a un sous-ensemble a-dense dans
R" et que le coefficient d’a-densité peut également étre précisé.

On peut développer aussi une méthode un peu différente:

considérons la transformation:

Xi = afsin(aid)

o1 =1,i =12,...n

qui va réaliser une a-densité de R".

1.15

1.1.6

1.1.7



La transformation Alienor modifiée:

n
Cette transformation décrite dans [3] densifie B=IT [aj, bi], plus vite que
i=1
la transformation Alienor.
On construit la courbe de la maniére suivante:

X1 = ao2(0)coso2(0)

X2 = ao2(0)sinc2(0) 1.1.8
X3 = h3(0)
ou
hs : [0,03] - R

est une fonction croissante , 63 étant la valeur maximale de 6 pour couvrir
B avec une précision p .

Soit 0, € [0,03] tel que M(0) ¢ B.

On définit o, par:

o2 :[0,03] - [0,60;]
et qui vérifie :
62((2p + 1)92) =0,

62(2[.')92) =0
On démontre dans [3] que:

62(0) = (~1)PO[0 - 02(0) + T ((1)P=O1 + 1)6;]
ou:

B2(0) = INT(H-)

et:
0, = [(by —a1)? + (bp — a)2]2/2¢

Il en résulte que o2(0) est 20, - périodique.

Proposition 1.1.2.1:
Soita = ar , la courbe paramétrée > . définie par
/
h1(0) —
x1 = h1(0) - INT(#)(M ~ay)
1—a

2 = ha(0) - INT(TAD 826, _ )

A

X3 = as + Qi(bs —as)
3

ou:



h1(0) = ac2(0)cos(c2(0)) + Cy

hz(@) = 8.0'2(9)Sin(62(9)) +C»

est a2 dans B.
Ce résultat peut aisement étre généralise.

Proposition 1.1.2.2:
Soit @ = ma un nombre strictement positif, on pose :

Ci = (ai+hi)/2,i=1,2
Soit :
0, = [(@1 —b1)? + (a2 — bz)?]/2a
On considére aussi:

(b —a))

0; = i

91‘_1,3 Sj <n
et:

Bi(0) = INT(0/6;)

0i(0) = (“L)PO[O - (Bi(0) + 5 (-DHO2+1))6p,2 <j<n

Alors la courbe  _ paramétrée par:

e

Xi = hi(6)  (bj - omni@—ﬁ>

m=m+7%«m—wJ=,mm

h2(0) = acs(0)cos(o2(0)) +Ca

e { hi(6) = ac3(0)cos(c2(6)) + Ci
\\§

est a,/n — 1 dense dans B.

On peut également citer la transformation proposée par O.Bendiab dans
[11].

Soit Q un ouvert connexe de R", X = (Xg,...Xn) € R",

et:

S = {x € R",x; = p(t)hi(t),t > 0} 1.1.9

ou ¢ est une fonction numérique d’une variable réelle, dérivable, bornée
et telle que:

Mes(Kerp) = 0



les fonctions h; étant bornées et T-périodiques.
Q étant borné il existe un réel tuax tel que :

S= {x € R,X; = p(®hi(t),t € [0, ta]}

soit inclus dans Q.

@ est choisie de telle sorte que S reste contenu dans Q.
Soit :

br =Sup | o) |

[Othax]

et:

brh = H®) || Vt € [0, tmax]

Propositionl1.1.2.3:
1)- Sin = 2m soit:

cost i i T
—21 i i est impair
i/m P
MO =< Sint G e o
=L si i est pair
i/m P

alors é est /2 btb,, dense dans Q.
2)- Sin = 2m+1 soit :

cost s . -
(i—1)J/om si (i—1) est impair,i #1

sint
cost

2

alors § est V2 btb,, dense dans Q.

si (i—1) est pair

Une transformation dlie a Y.Cherruault [17], posséde certaines ressem-
blances avec la précédente:
Dans B = [-1,1]" on considere la transformation réductrice suivante:

Xj = afcos(aif), i=1,...,na; =1 1.1.10

Si I’on représente les fonctions x;, on s’apercoit que x; oscille entre les
deux droites d’équation (af) et (—af). Plus a; est grand et plus les
oscillations de (cos(aif)) sont nombreuses dans un intervalle de méme
longueur.

Pour que cette transformation densifie B, il sera necessaire de choisir les
ai en conséquence et intuitivement qu’il va falloir pour cela que les «;
soient croissants, de fagon a ce que les fonctions x; oscillent de plus en
plus rapidement quand i augmente.

Citons pour terminer, une derniére transformation proposée par G.Mora



[46]:
Soit:

hi(t) = t

®) - hi(t) = 3 (1 -cos(m?xt)), i = 2,...,n

t e [0,1] 1.1.11

Proposition 1.1.2.4:
(S) densifie J = [0, 1]" avec un coefficient d’a-densité égal a

a= %\/n -1.
Une variante de cette transformation est par exemple :

hi(t) = %(1—cos(m‘nt)),i = 1,....n, te[0,1] 1.1.12

Analyse convexe:

Introduction:

La transformation de Legendre-Fenchel est un outil de I’analyse convexe
[55] qui permet notamment le calcul de solutions d’équations d’Hamilton-
Jacobi [26]. L’analogie entre cette transformation et la transformée de
Fourier suggeére la construction d’une transformation de Legendre-Fenchel
discréte rapide en suivant I’exemple de la Fast-Fourier Transform (F.F.T).
La transformation de Legendre dans R" a, comme la transformation de
Fourier la propriété de se factoriser naturellement en transformations de
Legendre unidimensionnelles.Le travail réalisé dans cette thése consiste a
coupler, d’une part la méthode d’Alienor pour réduire le probléme de I’op-
timisation globale dans R" & un probléme unidimensionnel et, d’autre
part la transformation de Legendre-Fenchel discréte dans R .On ne consi-
dere ici que la transformation unidimensionnelle et plus précisement la
variante décrite dans le paragraphe suivant [42], [43].

Définitions:
Nous utiliserons les définitions et notations suivantes qu’on peut retrou-
ver dans [36] et [55]. Soit I I’intervalle [a, b] et u une fonction définie semi-
continue inferieurement sur [a, b].

Définition 1.2.2.1:
On appelle transformée de Legendre-Fenchel de u la fonction u* définie
par:

u*(s) =Max {xs—-u(x)},s e R 1.2.1

xel



Remarque:
u* est également appelée la conjuguée de u.

Définition 1.2.2.2:
On appelle fonction Argument correspondant a u* la fonction notée h et
définie par:

h(s) =Argmax {xs—u(x)},s e R 1.2.2

xel

Définition 1.2.2.3:
La transformée de Legendre-Fenchel de u* notée u** est appelée la bicon-
juguée de u.

Remarque:

u** est I’enveloppe convexe de u.

Il est bien evidemment impossible de calculer u* et u** en tout point s
de R. On se restreindra par conséquent a un intervalle [a*,b*] pour u*
et [a**,b**] pour u™*, intervalles que I’on discrétisera dans la suite.
Soit N un entier naturel non nul (N = 2P,p € N)

et Iy la subdivision de I donnée par :

Iy = {ibNa,i - 1,...,N}

SoitM=2%9qgeN
et:

= O - 1 )
une subdivision de [a*,b*].

Définition 1.2.2.4:
On appelle transformée de Legendre-Fenchel discréte de u a N points, le
vecteur:

{(ux(s)),s € Im}
ou:

ux(s) =Max {xs—u(x)}, Vs € Ju 123

XE|N

Remarque:

On disposera, comme pour la transformation rapide de Fourier, d’une
transformation de Legendre-Fenchel rapide si I’on est capable de calculer
a partir de deux transformées a N points, une transformée a 2N points,

au prix d’au plus O(N) opérations arithmétiques, [14] . Le colt d’une
transformation a N points sera alors de I’ordre de O(NLog(N)).

Déscription:



On utilisera les notations suivantes:

Ufap (8) =Max {xs —u(x)},s € [a*,b*]

xe[a,b]

ug(s,7) =Max {xs—-u(x—1)}

Xelyn

H{ (s, 7) =Argmax {xs—u(X—1)} = {X € In,U§(S,7) = XS—u(X—1)}

Xeln

h{(X) est un éléement de HY (x)

Uim(X) =Max {xs — ug(s)}

selm

v (X) =Argmax {xs —u*(s)}

selm

Kk (X) est un élement de Hij(X).

Remarque:

Soient p et g deux entiers naturels.On considere N= 2P et M= 2¢
1-si 7 est égal a 0 on remarque que

uE‘(S,O) = uﬁ(s),Vs € R.

Le but donc de la transformée de Legendre-Fenchel discrete est de calculer
uﬁ(s, 0) et HE‘(S, 0) pour tout s dans I

2- Notons que les entiers N et M que I’on utilisera sont de la forme :
N=2"i=1...,pet M=2,j=1,...0.

Donnons maintenant la description de la méthode permettant de passer
de la transformée de Legendre a N points a la transformée de legendre a
2N points. Si I’on écrit:

|2N=|NU<|N \%

alors:
Usn(S,7) = Max< Max {xs—u(x—1)}, Max {Xs—u(x—-1)}
Xelyn Xxeln— 2N
Avec le changement de variable x' = x + 22 ZN , On obtient:

Usn(s,7) = Max{uﬁ(s,r),uﬁ(s,r+ )—s 2N

et

1.2.4

1.25

1.2.6

1.2.7

1.2.8

1.2.9



§ H{(s,7) si usn(s,7) = uy(s,7)
(s = Hi (s, 7 + 22) —s&2 sinon 1.2.10
NA=s 2N 2N

Afin d’estimer le colt de ces opérations notons que:

Lemme 1.2.3.1:
HN (G, 7) @ Im = P(Im)

s - H{(s,7)
est croissante, c’est-a-dire que si s < s’ alors:
Vx € H{(s,7),Vy € H{(s',7),x <.

Preuve:
Pour tout réels sets’ ona:

ux(s,7) = hj(s,7)s —uchi(s,z) — r) > hj(s',r)s —u(hi(s',7) - 7)

ux(s’,7) = hj(s',o)s' —u(hi(s',7) — ) > hi(s,7)s’ —u(hi(s,7) — 1)
Par addition des deux inégalités, on obtient:
(hj(s,7) —hyx(s',)(s—s') > 0.

De ce résultat découlent les formules optimales suivantes pour tout s dans

R:
UK](S, T) = |\/|IaX {XS _ U(X _ T)} 1211
Xeln
Hﬁ(S—%,T)SXSHK‘(S_F%’T)
et:

HX(s,7) = ArgMax {Xs—u(x—-1)} 1.2.12
Xely
HY (- 52 0)<x<H (s+ 52 1)

Un certain nombre de résultats de convergence ont été etablis dans [26]
et [41].

Proposition 1.2.3.1:
UE converge simplement vers ug, ; quand p tend vers (+o0), si u est semi

continue inférieurement et minorée par une fonction affine.

(On rappelle que N= 2P)
On peut également citer le résultat suivant:

Proposition 1.2.3.2:
Si uest semi continue superieurement sur [a,b], soits € R. Il existe



alors:
xe [a,b]
tel que:
SX —U(X) = UFp(S)

Si u est de classe C2 dans un voisinage de x alors il existe un réel K positif
tel que:

0 < Uy (®) -~ (e < K-

N

ou K ne dépend que de a,b et u.

Remarque:

Comme u* est définie sur R, il reste a préciser la qualité de I’approximation
de U™ par Up -

Pour simplifier le résultat restreignons nous a [a,b] = [—a, a] pour a réel
positif.

Propositionl1.2.3.3:
Si u est semi continue inférieurement et si elle est minorée par une fonction
affine alors:

Ulaa CONverge simplement vers u* sur RR.

Evolution du paramétre z:

Le parametre 7 est introduit pour pouvoir mettre en place un algorithme
permettant le calcul de la transformée de Legendre-Fenchel discréte con-
vexe uﬁf\h(s), s e Jy, .Connaissant uy(s,z) et uy(s,z + %) a I’étape
N = 2!, nous pouvons calculer ujy(s,7) en utilisant la formule (1.2.9)
Ceci peut étre representé par I’arbre suivant décrit dans [41]:

T
b — T 1.2.13
T+ N
Si nous introduisons les notations suivantes:
fl =1 .
—fil, =7 1.2.14
i _ b-a
kil =T+ 5y

arbre on n’utilise que les nombres a, b et N= 2°.
Pour N= 8 (p = 3) par exemple on obtient comme dans [42]:



=
fi° = b2
fi°=2a
= ba
fo=ba
fhd = ba
fp=ba

-2
#2_0¢
-1
=0
72 _ b-a
2 N/2
ff=0
P2 _ b-a
f3 " = <
p-1 _ b-a
f, " = =

—2 _ _
fz _ba+ba

N N/2

Pour [a,b] = [0, 1], voyons ce que nous obtenons pour les trois premieres

valeurs de N:
N=2 f9

0
N=4 f9

0
N=8 f? f2

0 %

3

1

4
0
f3

1
4

2

3
8

2

1
2

2

1
2

—h

0
2

1
2

0
fa
3
4
0 0
fQ £
5 3
8 4

1
1
f3
7
1

Maintenant, pour N= 8 calculons tout les élements de I’arbre:

N=1 f
0
N=2 fl
0
N=4 f
0
N=8 f3
0

—h
oo

|~

—h
W ©

[~

—h
R ©

o[

ENT

—h
e

ENI

—n

0
7

3
8

—h

1
4

3
8

3 2 3 f3

1

5 3

2

8 4

1
1
1
1

Méthode de Monte-Carlo:

Nombres aléatoires:

Définition 1.3.1.1:;



Une grandeur ou une variable est dite aléatoire si sa valeur dépend d’un
évenement aléatoire.

La variable aléatoire X est définie par la loi de répartition

PXX) = ¢(X)

ou x est un nombre réel quelconque et ¢ une fonction connue ( fonction
de répartition ). Les valeurs de la variable aléatoire s’appellent nombres
aléatoires, [30].

Définition 1.3.1.2:
Si une variable aléatoire est munie d’une loi de répartition donnée, on dit
que les nombres aléatoires correspondants sont répartis d’apres cette loi.

Soient X1, Xn,... lesvaleurs d’une méme variable aléatoire X fournies
par des épreuves indépendantes a conditions répétées. Alors la suite de

nombres aléatoires {x,} est dite aléatoire, a loi de répartition correpon-

dante. Nous nous interessons dans ce qui suit aux suites aléatoires a ré-

partition uniforme sur I’intervalle [0, 1], [27].

Définition 1.3.1.3:
La suite {x} est a répartition uniforme sur I’intervalle [0, 1], si on a pour
tout sous-intervalle [a, b] de [0, 1] la relation suivante:
Lim @D _p_, 13.1
N—>+o0
ou Vvn(a,b) représente le nombre d’élements de la suite {x,} appartenant
a[a,b].

Ceci veut dire que la fréquence relative limite de la suite {x,} pour tout
sous intervalle [a,b] de [0, 1] est égale a la longueur de cette intervalle avec
la probabilité 1.

Une suite aléatoire {x,} répartie uniformément sur le segment [0, 1],
permet de construire une suite aléatoire {y,} a la loi de répartition ¢.

Soit:

y
mw=j¢mm 132

—00

la fonction de répartition correspondant a ¢ ou ¢ est la densité de pro-
babilité. Pour simplifier supposons que x = ¢(Yy) soit continue et stricte-
ment monotone. Alors en définissant y, par la relation:

Xn=@(n)n=>1 1.3.3

on obtient pour tout X, la suite aléatoire {y,} munie de la loi de répar-
tition donnée ¢.
Par construction la suite {y,} verifie avec la probabilité 1 la relation



- b
. Vp (a,b)
Lim ——~% = t)dt
n_LTO n j@( )
a

ol vy (a,b) est le nombre d’éléments de la sous-suite (y1,Ya2,...,Yn) dans
[a,b].

Exemple: ,

it =L ¢2
Soit ¢(y) Vi e
On obtient de cette facon la suite aléatoire canonique <{y,} obeissant a la
loi normale ( gaussienne ) et associée a la variable aléatoire Y d’espérance
mathématique MY = O et de variance DY = 1.

Méthode d’obtention des nombres aléatoires:

Pour obtenir des nombres aléatoires, on peut utiliser les résultats de
processus physiques aléatoires ( jet de dés, roulette de casino: d’ou le
nom de la méthode). Pour résoudre des problemes numériques par la mé-
thode de Monté-Carlo, il faut avoir a sa disposition une grande quantité
de nombres aléatoires.On se contente souvent en pratique, par I’utilisation
de ce que I’on appelle les nombres pseudo-aléatoires. Ces nombres sont
calculés a partir d’algorithmes assez complexes. Indiquons certains procé-
dés bien simples pour obtenir des nombres pseudo-aléatoires, uniformé-
ment répartis dans [0, 1], [27]:

Supposons que ces nombres sont des fractions décimales propres d’un
nombre fixe, s par exemple décimales significatives c’est-a-dire pouvant
étre mises sous la forme:

ou «a; sont des chiffres prenant des valeurs dans <0,1,...,9}.

Pour former le tableau des nombres aléatoires de la forme ci-dessus,uni-
formément répartis dans [0, 1], il suffit d’indiquer le mode d’obtention des
chiffres a; en respectant les conditions suivantes:

a) a; est un échantillon aléatoire des nombres 0,1, 2,...,9,

toutes les valeurs indiquées étant equiprobables et indépendantes.

b) le choix des nombres a1, a2, ..., ai n’influe nullement sur le choix de
Qi+l

Pour obtenir un nombre aléatoire a s rangs, cet échantillon est repris s
fois.

Calcul d’intégrales par la méthode Monte-Carlo:

Soit X1, X?,...,XN | N vecteurs aléatoires indépendants et uniformé-
ment distribués dans 14 = [0, 1]9.
Un estimateur de



| — j f(X)dX

(0,1

est :

N
fy = 2, o)
i=1
fy est I’estimateur de Monte-Carlo standard.
On suppose que la variance o? de f(X) pour X vecteur aléatoire
uniformément distribué dans [0, 1]9 est finie:
On rappelle dans [27] que:

o2(f) = j f2(X)dX — j f(X)dX
| |

2

La variance de I’estimateur f,, alors égale & GW'

Le théoréme de la limite centrale permet de donner une idée de la distri-
bution de cet estimateur pour N grand mais fini.On sait que :

/N fn —I

o

a appproximativement pour distribution une loi normale centrée réduite
qui permet d’obtenir un intervalle de confiance pour I :

N N

e[ﬁgf(xi) Q,ﬁZf Xy + Cuo J_

i=1

au risque a, ouC, = ¢1(1 - % ) et¢ lafonction de répartition de la
loi normale centrée réduite.

La convergence d’une telle méthode est donc en O(1//N), indépendam-

ment de la dimension d du probléme.

pour comparer I’efficacité de deux méthodes différentes de Monte-Carlo,
on regarde a la fois les variances des deux estimateurs et les temps de cal-

cul correspondants. Soient f%,Net f 2 deux estimateurs différents
de Monte-Carlo, c?(f §,) et 62(f {) leurs variances respectives et tiet t,

les temps de calcul necessaires pour les obtenir, I"efficacité de I’estimateur

fX (k=1,2) estdéfinie par:

1
~k
Gz(fN )tk
~k
L ’estimateur le plus efficace sera celui qui donnera le produit o2(f, )t«

le plus petit, c’est-a-dire celui qui donnera le plus rapidement une préci-
sion désirée. On remarquera que pour rendre plus efficace un estimateur,

1.3.4

1.3.5

1.3.6

1.3.7

1.3.8

1.3.9



il suffit de reduire sa variance sans pour autant augmenter significative-
ment le temps de calcul.

Plusieurs techniques reduisant la variance sont presentées dans [58].Citons
parmi elles, la méthode de la variance controlée, la méthode des variables
stratifiées ou antithétiques, la méthode de I’echantillonnage stratifié, ou

la méthode de I’echantillonnage préférentiel.



CHAPITRE 2

Approximation d’'intégrales multiples par
des intégrales simples.



Approximation d’integrales doubles sur le disque
unité de R?
Considérons le disque unité de R?

D = {(x,y) € R*/x2+y2 < 1}
et la spirale d’ Archimede définie pour a) 0, par:
I = {(x(8),y(0)) € R*x(0) = abcosh, y(0) = afsinf}

Nous choisissons pour des raisons de convenance azﬁ, ou n est un entier

naturel positif.
soit:

Omax = + = 207 2.1.1

La courbe T pour 6 € [0,0max] est ra-dense dans D, [17].
Notons le point (afd cosf,afd sin6) pour 0 € [0,0max] par

M(0) = (afcos6,adsind) 2.1.2

Considérons maintenant la subdivision (6x)g_, de I’intervalle [0, 2] don-
née par:

0= KL k=0,..,n-1 2.13
La demi-droite d’angle polaire 8y rencontre I" en n points
M(Ok + 2pr),p = 0,...,n—1. 214

Dans le but d’obtenir une approximation de
J [ fouyndy

ou f est une fonction continue sur D, utilisons la partition de D obtenue
de cette maniére. Soit D1 le sous-ensemble de D situé entre la derniére
spire de I" et 6D la frontiére de D.

Lemme 2.1.1:
Lim mes(D;) =0 2.15

a-0

Preuve:
On a de maniére évidente que:

mes(D1) < 27 (X — 1)2 + (y — 1)2

ou:



) = Men -1
)

B 2a(n— L)z B 1-2an
- 0 N 0

mes(D1) < 4r2a

d’ou:

et par conséquent:

Lim mes(D1) = 0.
a-0
Afin d’estimer ”D f(x, y)dxdy, designons par px I’un des éléements de la

subdivision précédemment construite et dont les sommets sont M(6y),
M(0k+1)1 M(6k+n) Et M(9k+n+1), k = O! ey n2 - 1'

Lemme 2.1.2:

mes(p) = (%)(%ﬂ)s'(nz 4 2nk + n) 2.1.6

Preuve:

Soient A; le sous ensemble de D délimité par les demi-droites
d’angle polaire 6 et Oy.1et I’arc de courbe de I d’éxtremités M(0yx) et
M(Ox:1), A, le sous-ensemble de D délimité par les mémes demi-droites
et I’arc de courbe de " d’éxtrémités M(Ox.n) et M(Okini1).

On aalors:
RIC)
mes(A1) = I kl(jr rdr)dé
Oy 0
9k+1 2
_ a‘ pn2
= <£-0%do
I, %
2
= & (45)°@KE + 3k + 1)
ou: r(0) = ab

Nous pouvons de la méme maniére montrer que:
mes(A;) = %2(2%)3(3« )2 +3(k+n) +1)

Il s’en suit que :



Lemme 2.1.3:
Posons:

alors:

Preuve:
Comme:

alors:

mes(pkx) = mes(Az) — mes(A1)

= %Z(ZT”)%n2 +2nk + n).

9k+% = Oy + % 2.1.7

n2+2nk+n = (x4 0,1) 218

On obtient finalement que :

Théoréme 2.1.1:

2
n2+2nk+n= n2+nk+1) = L (z+ Ouis)

Si f est une fonction définie continue sur D alors:

Preuve:
Etape 1:

j j f(x, y)dxdy =Lim I%f(x((?),y(e))ZnaZGdG 2.1.9
D as0 *0

| = _”D f(x,y)dxdy = _L[ f(x,y)dxdy + ” f(x,y)dxdy

D/D;

=Lim ” f(x,y)dxdy

N—>+o0
D/D1

n2-1

=Lim | mes(pf(M(0y.4))
k=1

N—>+00



n2-1

“Lim" f(M(Oy1)) 3-(2E)%(r +0y.1)

N—>+-00

k=1
n2-1
—leZ f(M(9k+;))(9k+1 -0 (2ra?)(rr + 0k+1) voir (2.1.6) et (2.1.8) 2.1.10
N—>+00
k=1

1

(2.1.10) est une approximation de I " f(M(0))2ra2(x + 6)do
0

Comme on a:

| Lim j f(M(0))2ra2(x)do |<Lim [S.2(ra)%(+)] =
a-0 a-0
ou :
S =Sup| f(x,y) |
D
alors (2.1.10) est une approximation de:

jo_ f(M(0))27a20d0 2.1.11

Etape 2:
Montrons maintenant que :

1
Lim j"‘f(M(@))znaZQde: H f(x, y)dxdy
a-0 0 D

Posons d’abord:

Iy = j %f(M(G))ZnaZHdH
0

2rn
_ j 2.1.12
0
2(i+)m i
_ 27m2 Z j f(—zgn (cos 6, sin0))0do
On considére aussi:
2+
Iy = 27rn2 Zj " f(1-+L (coso,sin6))0do 2.1.13

f étant uniformément continue sur D, pour tout ¢ )0 il existe un réel 6
positif tel que:

VMiM; € D,d(M1Mp) <dona | f(M1) —f(Mp) |< ¢



on obtient alors que:

| In— Jn |<

n-1
1 0 : i+l :
oon? Z IZM | f(—27m (cos®,sing)) f(—znn (cos,sin@)) | 6do

P _ 0 . _i+1 :
SI0|ent. M; = 5 (cos@,sin®) et M, 5 (cos0,sinf)
alors:

d(M1M,) =| 2 - —i2+7r} 1< L v e [2ir,2( + r].

Si % < 0 nous obtenons que:
- < Z ( 2(|+1)7l' [2i7r]2>
T 2 n2

n-1

2(2i + 1)

i=0

< —£_72n2 = gg.

nn?
Nous venons ainsi d’établir que:
Lim I, =Lim Jj, 2.1.14
N—>+o0 N—>+o0

Ecrivons maintenant J,, sous la forme suivante:

Jn = Lh +Kpn 2.1.15
ou :
n-1 2r -
L= 5= > IO f(%(coss,sins))sds 2.1.16
-0
n-1
Kn =) J.:T f(”Tl(coss,sins))#ds 2.1.17

i=0

(ce résultat peut étre démontré en utilisant le changement de variable
0 = s+ 2in)
Nous obtenons alors I’inégaliteé suivante:

n-1
| Lo IS 525 @m? 3 1= 22
i=0

Il en découle que:



Lim J, =Lim K, 2.1.18

N—>+00 N—>+c0

Posons maintenant :

n-1
gn(s) =) f(%(coss,sins))#, s e [0,2r] 2.1.19
i=0
Il est clair que:
n-1
[ 0n(®) <5 Di<svneN
i=0
et que:

Lim gn(s) = j;f(r(coss,sins))rdr

N—>+o0

= 9(s), Vs € [0,2r] 2.1.20

Nous pouvons affirmer, par application du théoreme de Fubini [13] que g
est intégrable sur [0,27]. Le théoreme de la convergence dominée de
Lebesgue [12] nous permet alors de conclure que:

Lim Izn gn(s)ds = jzn g(s)ds

N—>+o0

2r o1
= I [I f(r(cos@,sin0))rdr]do
0 0

= _[ '[ f(x,y,)dxdy.
D

n-1
2” . .
—Lim f(1+tL (coss,sins))—-ds
n—>+oozoz J‘0 ( n ( )) n2

i=

N—>+00
Le théoreme 1 est ainsi démontré par utilisation de (2.1.18), (2.1.14) et
(2.1.12).
Exemples:
1-Soit:

fi(x,y) = 1,V(x,y) € D



”fl(x,y)dxdy =7

D
et:
Lim jo_ fu(M(0))2ra2000 ~Lim [%a?%ﬂf -
2-Soit:
f2(x,y) = x,V(x,y) € D
” fo(x,y)dxdy = 0
D
et:
Lim j O_ £,(M(0))27a20d0 = Lim j O_ 2718202 cos 0d0
Lim [2na3(i sin l)} _Lim [27a’ j% 260sin6dg] = 0
a0 a? a a-0 0
car:
| J‘%ZHSinGdG <L
0 a2
3-Soit :
fs(x,y) = x?y?,V(x,y) € D
”fz(x,y)dxdy =27
D
Nnous avons:

Lim ng(M(e))znaZQde —  Lim j * 2772505 sin20 cos20d0
0 0

a-0 a-0

1
; rabr 1 1 .4 a9 g _
I;Lrg\( 4 [6a6 257 sin + . 3 sin40do]) 24

qui donne le méme résultat.

Approximation d’integrales doubles sur le carré
P,=[0,1] x [0, 27]

Dans ce paragraphe nous utiliserons la fonction Argument notée arg qui
est définie par: arg : [0,+oo[~ [0, 27



2arctan(tan(2=Z)) + 7,510 ¢ 277
0 - argd = 2

0 , sif e 2nZ
ou 2n7 = {2nk,Vk € Z}

Théoréme 2.2.1:
Si f est une fonction définie continue sur P, alors:

” f(x,y)dxdy =Lim (27a j f(a0,arg6)do

a-0

Preuve:
Remarquons d’abord que la courbe {(af,arg6),0 < [0, %]} est 2ra-dense
dans Py.
Etape 1:

J[ oy = [ 1% gy
P2

f(x(u,v),y(u,v))
” Y dudv

ol Nous avons posé U = Xcosy et v = xsiny.
Nous obtenons alors en utilisant la formule (2.1.9) que:

: +_f(ad,arg6)
_ 2 ,argov)
I _Iimo 2ra Jo[ 20 16d6

=Lim Znaj f(a0,arg6)do

a-0

carx = Ju?+v2 = af ety = argd
Etape 2:
Posons:

1
I, = Znaj " f(ad,argh)dd ol a = 27+n
0

2(i+)x
= % J _ f(a0,arg6)do

2(i+1)m

Z [, f(@0.0~2im)do

Si nous introduisons la suite (J,)n>1 définie par:

2.2.1

2.2.2

2.2.3



2i+D)r -
T iAEL - 2im)de 224

2ir

n-1
_ 1
-+ 2]
i=0
alors nous pourrions montrer comme au paragraphe (2.1) que:

Lim I, = Lim J, 2.2.5

N—>+o0 N—>+00

Etudions maintenant la suite (Jn)nso.

n-1

2(i+1)x . i
=4 jzm f(+L 6 — 2ir)do
i=0
n-1 o
-1 jo f(+L 5)ds 226

ou nous avons posé s = 0 — 2ix.
Considérons ensuite la suite (gn)n>1 définie par:

n-1
vn,n > 1,ga(s) = % Z f(%,s),Vs,s e [0,2x].
i=0

Nous avons alors:

| 9n(S) I1= § Sn=s
ou:
S =sup| f(x,y) |
P2

et d’aprés [13]:

. 1
Lim gn(s) = fof(x,s)ds

N—>+00

= g(s), Vs,s € [0,2r]

g étant evidemment intégrable sur [0, 2x].
Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue [31] entraine que:

2 2 o1
rl;lmo Jn —nLJﬂ I gn(s)ds = IO g(s)ds = IO Jof(x,s)ds

Il suffit enfin d’utiliser (2.2.5) pour démontrer le résultat.
Exemples:
1-Soit:

gl (X!y) = l!v (X!y) € PZ!



”gl (x,y)dxdy = 2

P2

D’autre part:

Lim 27a j “ g1 (a,arg0)do = 2za(L) = 2x
0

a-0

qui donne le résultat exact.
2-Soit

02 (X’y) = Xy,v (Xay) € PZ

I, = ”gz (x,y)dxdy = 72

P2

Dans ce cas nous avons:

Lim 27zaJ.F g2 (ad,arg6)de
0

a-0

Lim 4 nzl (25" a0(0 - 2im)do

=LIMm = a — I

oo 1 ( 2in ( 7)d0)
i=0

ou: a= =——
n-1

_Lim &2 4
I, —L|mFZ(2|+§)

N—>+00
i=0

= Lim’ri—z(n(n -1+ %n) = r?

3-Pour ce dernier exemple considérons :

gs (Y) = Xsin($), ¥ (xy) € P,

ls = [[ g5 (x.y)dxdy = 2
P2

et:

Lim 27zaJ.F g3 (ad,arg6)de
0

a-0

n-1

=Lim —L— >"( 8ix + 4n)
i=0

N—>+00 27Tn



: dnr ( -1)
-L
nj?o [ 27n? 27rn2 ( )] =

et la double intégrale est calculée exactement.

Approximation d’une intégrale multiple par une
intégrale simple:
Remarque:

Soit f une fonction définie et continue sur [0, 1]? nous obtenons en posant
t =2y

Iij;f (x,y)dxdy = % I;Ijﬁf (x, %)dxdt

1
~Lim  a[ @ f(a0, a;?f )do
0

a-0
Comme:

argd ¢
2r 27 21

si 0 € [2kr,2(k+ D)x[
et ou [.] désigne la partie entiére.
Soient x1 et X» les deux fonctions définies sur R* par:

X1(0) = af 23.1

_ 0 0
X2(0) = 4= — [5] 2.3.2

nous obtenons alors :

1,1 ) %
j j f (x,y)dxdy =Lim a j f(x1(0), x2(0))d0
0J0 a0 0

m -+ _ t
I;LO -[ ft, a oy 2ra Dt
oul’ona posé: t = af.

On aalors pour a = L,n e N*:
2rn

j j f (x,y)dxdy =Lim j f(t, nt— [nt])dt. 233

N—>+c0

Nous pouvons maintenant établir le résultat général suivant:

Théoréme 2.3.1:
Soit f une fonction continuement définie sur [0, 1]%t x la courbe



définie par:

x 1 [0,1] - RY
t - x()
ou:
) =t te[01],1<k<d-1
Xke1 (1) = nX(t) — [Nxk(1)]
alors:
j f(X1,X2,...,Xq)dX10X2. .. dXq
[0,17¢
1
—Lim jof(xl(t),XZ(t),...,xd(t))dt
Preuve:

Nous démontrons ce résultat par récurrence:
Pour d=2 ce résultat a été établi en (2.3.3).
Supposons que le méme résultat soit vrai pour I’entier (d-1):

I[O 1]d—1 f(Xl’ X2y .. ’Xd—l)de_dXZ. . -dXd—l

—Lim j:f(xl(t),xz(t),...,xd_l(t))dt

N—>+c0

démontrons le pour I’entier d.
Soit:

lg = j‘ f(X1,X2,...,Xq)dX10dX>2. .. dXq
[0,17¢

1
:_[ |: j f(xl,xz,...,xd)dx2...dxd:|dx1
0 [0,1]9-1

par [13] et qui donne si I’on utilise (2.3.6):

Iy = jl[um I;f(xl,XQ(t),...,xd(t))dt:|dx1

0L no+

Afin de terminer la preuve du théoréme, nous avons besoin du résultat

suivant:

Lemme 2.3.1:

2.3.4

2.3.5

2.3.6

2.3.7



Il|: Lim J.: f(x1,X2(1),... ,Xd(t))dt:|dxl

0L no+0

:Ljn1j: [I:f(xl,xz(o,.n,xd(U)dt}dxl

N—>+00

Preuve:
Posons:
1
gn(x1) = | 0 Xa(®), ... Xo(®)dE xa € [0,1]
alors
vn e N* | gn(X1) |£S VX1 €[0,1]
ou:
S =sup| f(X1,X2,...,Xq) |
[0,11¢
et

Lim gn(X1) = I o f(X1,X2,...,Xq)dX2...dXq

N—+00 [0,
si I’on utilise (2.3.6).
Introduisons maintenant la fonction g définie sur [0, 1] par:

g(x1) = I . f(X1,X2,...,Xd)dXz...dXq

[0,1]
Il est bien connu [13] que g est intégrable sur [0,1]. Le théoréme de
Lebesgue [12] nous permet alors de conclure que:

) 1 1
Lim JO gn(X1)dx; = IO g(x1)dxs

c’est-a-dire que:

1 1
Lim [ [ [t xa)dt o
N—>+o0 0 0

- jmlw'KX1,X2,“.,Xd)dxldXQH.dXd

Rappelons que:

{ X2() =t } te[0,1,2<k<d-1.
Xke1 (1) = nX(t) — [NXk(t)]

Si nous posons:

2.3.8

2.3.9

2.3.10

2.3.11



h(x1,t) = f(X1,X2(t),...,Xq(t)) t € [0,1] 2.3.12

alors:

1 p1 1
j j h(x., )dx:dt =Lim j h(x1, t(x1))dxx
0Y0 0

m--+o0

par la relation (2.3.3),
et ou:

t(X1) = mxq — [mxq ]

Il vient alors que:
I f(X1,X2,...,Xq)dX10X2. .. dXq
[0,1]

1
_ Lim[ Lim jof(xl,xZ<t(xl>),...,xd(t(x1>)>dx1}

m—-+oo

Pour n = m on obtient:
j f(X1,X2,...,Xq)dX10X2. .. dXq
[0,1]¢

~Lim | :f(xl,xz(uxl)),...,xd<t(x1)>)dx1

Si I’on utilise:

Xl(t) = X1
X2(t(X1)) = nxX1 — [NXq] ,2<k<d-1

Xir1(t(X1)) = nxx — [NXk]

on aura alors:
I f(X1,X2,...,Xq)dX10X2. .. dXq
[0,1]

1
—Lim jof(t,XZ(t),...,xd(t))dt.

N—>+00
qui achéve la démonstration du théoreme.

Erreur de la méthode:

Théoréme 2.4.1:
Si f est lipschitzienne sur [0,1]% de constante de Lipschitz L,alors:

L

_ < =

[ T=T = 55 2.4.1
ou:

| = j f(X1,X2,...,Xq)dX10X2. .. dXq
[0,1]



et
1
I = [ ftxo(), ... xa(®)dt
0
(t,x2(1),...,Xq(t)) étant la courbe introduite en (2.3.4).

Preuve:
1
I = [ f(txo(), ... xa(®)dt
0
- j;f(t, nt— [nt],n2t — n[nt] — [n2t — n[nt]],...)dt

Pour 6 = nt on obtient que:
n
I = %Iof(%,e—[e],ne—n[e]—[n9—n[0]],...)d0

I1:0
1 onlo oo i |j]_ 1
-+ 2 Ii Q2 f(L,6—i1,n(0 - i1) — iz,...)do
i1=0 i=0 = N
n-1 n-1 n-1 i+ I2 H_ 1 +ou. id;]ld_—z 1
- % Z J i lg-1 f(%'e_il,n(e—il)—iz,...)dg
. . . h+/ + 05
i1=0 =0 ig4-1=0 n nd 2
Posons:
_ I id-1
a=1I11+ n + nd—2
et:
_ 1
b=a+ 372
p-1
yp(0) = nP20 —Z nP-1j; 2<p<d
j=1

- _“ Y I (n’yZ(a)l---'ydfl( )’y ( ))

nous obtenons alors:

2.4.2

2.4.3

2.4.4

2.4.5

2.4.6

2.4.7



n-1 n-1

n-1 b
[ h=-d <3>3 ja

i1=0 =0 iq1=0

| (7 Y200)..Ya1(0).Y60) ~f(F y2(@).....Yar(@),ya(0)) | dO

n-1n n-1
5%22 D | b-a| LdMi,M)

i1=0 i,=0 Id10

ou M; et M5 sont les deux arguments de f apparaissant dans la formule
précedente, d(M1, M) étant la distance qui les sépare.

Mais comme:
__1
b-a= 42
et:
2 4 2(d-1)
o) < ()" () o (H)
1\ 2d-D)
1-(x
_1-(#)
B n?—-1
alors:
[ la=dn |£ —=—= =&
n n n2 — l n
pour n assez grand.
Donnons maintenant une majoration de | 1 —J, |
| I —Jn |=

n-1 n-1 n-1

% ZZ Z j f(& 7 Y2(@), ..., Ye-1(2),Ya(6))do

i1=0 =0 ig_1=0

f(xl,xz,...,xd)dxldxz...dxd |

Pour

d-1
s = ya(0) = n%20 - nd1j;

j=1

(voir (2.4.6))
on obtient:

2.4.8



| 1=3Jn |<

|_\

n-1 n-1

n}1 2 :E: f f(&.y2(@),...,ya1(a),8)ds

i1=0 =0 1ig_1=0

n-1 n-1 n-1 i1+1 ig1+1

D3 3Y LIS P,

i1=0 =0 ig_1=0

I f(X1,X2,...,Xd-1,5)dX1...dXg-1dS |

n-1 n-1 n-1

_j L3> > (@ ye@,.. . yea(@),9)

i1=0 i,=0 Id10

11+1 id_1+1
_Ii_ln Iid,ln f(X1, X2, .+, Xd1,S)dX1...dXg1 | dS
n
- n_l -
, n-Ln-l h+1 |d—ln+1
. N .
55335 3 I
i1=0 =0 n s n
lg—1=

| f(&,y2(@),...,Ye1(a),s) — f(X1, Xz, ..., Xa-1,8)dX1...dXg1 | ds

On peut montrer en utilisant (2.4.6) que:

3 e[h et

et que :
k-1

ye(@) = n“2a -y (n“H)i; 2<k<d-1

j=1
= [(N*D)iy + ()i +... (N¥Dig1] = [(ND)iz + (%) +... k1]
I|<+1+ +Idl 2<k<d-1

_ de

Il s’ensuit alors que:

ik+1]25k5d—1 2.4.9

et que:

|yk@-x I< &, v xe | 462

Nous obtenons par conséquent que:



n-1 n-1 n-1

[ 1=3n |< j:{zz... 3

i1=0 i2=0 ig1=0

[i,™ o [ig LY@ =X 1 dx...dxea}ds
0y n
ou :
Y@@) = (&.,y2(a),...,Ya1(@)), X = (X1, X2, ..., Xg1)
et

d-1
1Z 1 =17l
=1

zj,j = 1,...,d — 1 étant les composantes de Z.
Alors:

n-1 n-1 n-1

RENEES IS

i1=0 =0 ig1=0

i1+l id_1+1 d-1 . .
N . N I Id-1

j‘|_1 J.|d71 | W+T | dX]_...dXd_j_
n n k=1

w1 lk+1
_ n
< () e " Fox
k=1 N
nd*l d_l _ d—l
SL(nd—Z)( n2 )_L n
Nous avons finalement:
L(d-1
| I=1a <] =30 | + | ln=dn |< %+¥:LTd

Remarques:

1-Ce méme résultat peut étre établi pour une fonction continue sur [0, 1]¢,
la constante de Lipschitz L de f étant remplacée par le coefficient d’uni-
forme continuité §(¢) de f sur [0,1]°.

2-L’estimation suivante de I’erreur e, des formules quadratiques d’intégra-
tion sur I’espace de Sobolev W1([0,1]9) a été démontrée [53]

1

en[BW([0,1])] ~n%

ol BW3([0,1]%) désigne la boule unité de W([0, 1]%).Pour une dimen-
sion d élevée, il sera nécessaire de choisir un nombre n de points de discré-



tisation trés grand. Pour que e, soit inferieur a 1072 il faudrait si d = 100
que n > 103, Par notre méthode et dans les mémes conditions on utilise-
rait un coefficient d’a-densité a = 2nz ou n vérifierait:

qui entraine que:

Tests numériques
C.D. désigne la méthode des courbes a —denses ( n étant égal a (1/a)
ou a désigne le coefficient d” a —densité ), M. C. désigne la méthode de
Monte Carlo qui utilise m9 points ( d étant la dimension) etk tests, et
C.D.& M.C. désigne la combinaison des deux méthodes n, m et k dési-
gnant les mémes parametres. e est I’erreur de la méthode, tps est le
temps de calcul en seconde.
Dans la table I on retrouve les résultats relatifs a la fonction f; définie
sur [0,1]? par:
fi(x,y) = Exp(-—x* —y?).
Dans la table Il on retrouve les résultats relatifs a la fonction f, définie
sur [0,1]° par:
f2(x,y,2) = Exp(—x% —y? — z?).

Dans la table 111 on retrouve les résultats relatifs a la fonction f3 définie
sur [0,1]%° par:

10

f1(X1,X2,X3, X4, X5, X, X7, X8, X, X10) = EXp(D_, Xi).
i=1

Table I:

C.D. M. C. C.D.& M.C.
n e tps (M, k) e tps (n,m, k) e tps
100 0.000909 4 (50,100) 0.000058 3 (100,100,100) 0.000179 1
200 0.000328 5 (100,100) 0.000019 15 (1000,500,500) 0.000011 9

Table 11:

C.D M.C. C.D.& M.C.
n e tps  (m,k) e tps (n,m,k) e tps
100 0.076918 6 (10,100) 0.031935 10 (100,100,100) 0.000304 1
200 0.024973 7 (30,100) 0.002958 140 (1000,500,500) 0.000036 15

Table 111I:



C.D. M.C. C.D.& M.C.
n e tps  (m,k) e tps (n,m, k) e tps
100 52.5704 11 (3,100) 34.3258 210 (100,100,100) 0.130182 90
200 40.2548 13 (4,10) 23.2295 310 (200,200,200) 0.013125 375

On constate dans les exemples (1) et (2) que la combinaison des deux
méthodes est la plus performante des trois, alors que les résultats des
deux premieres méthodes sont comparables en petite dimension (2 ou 3).
Dans le troisieme exemple ou la dimension est (10), la combinaison des
deux méthodes reste de loin la plus performante, tandis que la méthode
(C.D.) donne de meilleurs résultats que la méthode (M.C.).



CHAPITRE 3

Approximation d’'intégrales multiples par
des longueurs de courbes:



Introduction:

Dans le premier chapitre I’utilisation des courbes a-denses a permis d’éta-
blir une approximation d’intégrales multiples par des intégrales simples
et ceci en densifiant le domaine [0,1]9, o d est la dimension d’espace.
Dans ce deuxiéme chapitre nous nous proposons de mettre en pratique
une idée naturelle [20], [36] afin de mettre en évidence une nouvelle appro-
ximation d’intégrales multiples par des intégrales simples. Cette nouvelle
idée consiste a densifier non pas le domaine de définition [0,1]¢ de f, mais
le domaine

Hf = {(x,y),x € [0,1]9,0 <y < f(x)}

pour une fonction numérique définie sur [0,1]9, d € N*. Nous établis-
sons ensuite une approximation d’intégrales multiples sur [0,1]9, par des
longueurs de courbes a-denses, longueurs de courbes qui s’expriment
evidemment par des intégrales simples. Contrairement aux résultats éta-
blis dans le chapitre 1, cette nouvelle méthode aboutit a I’intégrale de

f avec un poids p.En dimension 2 par exemple, nous obtenons le résultat
suivant:

1
Lim Z- " | sinnzrt) | f(t, 2 (1 - cos(nzt))dt
2 Jo 2

N0
=L I; I: _fxy) dxdy

W-y°

L’intégrale de f sur [0,1]9 peut-étre alors obtenue en introduisant
une fonction auxiliaire g = f.p, ou p est la fonction poids de la formule
précédente.

Approximation d’une intégrale simple par la

longueur d’une courbe a-dense:

Soit f une fonction continuement dérivable sur [0, 1].
On note par Hf [24] , I’ensemble défini par:

Hf = {(xy) e R*,0 < x <1,0 <y < f(x)} 3.2.1

pour une fonction f positive et par I'n , n étant un entier naturel positif,
la courbe définie par:

X(t) = t

1 , te[0,1] 3.2.2
y(t) = 2—(1 — cos(nzxt))f(t)

'y est L -dense dans Hf [45]. La longueur de T, est notée par:
I(Th) 3.2.3
Lemme 3.2.1:



1
Lim L1, ) =Lim lj f(t) | sin(nzt) | dt 3.2.4
0

N—+00 N—>+o00 2

Preuve:

%'(Fn)—;r__[;f(t) | sin(nzt) | dt

- = J.l{‘/1+ [n’;—(sin nrt)f(t) + ;—(1—cos n;rt)fl(t)}2 ——-f(® | sin nxt |}dt

0

= J.l{‘/l— + [’;—sin nrt. f(t) + %(1 — €OS nnt)f/(t)J2 - ‘/Z—Zfz(t)sinznnt} dt

o Y n?

Soit:

2
D(t) = ‘/nl—z + [Z—sin nat f(t) + —— (1 - cos nzt) f/(t)} + /’;—zfz(t) sin?nrt
alors:

%Kfn)—g—jif(t) | sin(nzt) | dt

1 {5+ 2sin nrt(1 - cos nat ) (ORI + ——(1 - cosnat)*(F(1)?} i

- | 325
i D(t)
Majorons les différents termes de I’expression précédente:
. = e
[ dt|sj”2dt=1— 3.2.6
o D(t) o L n
n
| J-l Z”—n sin nrt(1 — cosnxt) f(H)f/(t)
’ D()
1 z”—n | sin nzt || (1-cosnzxt) | f(t) | fI(t) |
< | dt
0 T .
| sin nzt | f(t)
< M 327

ou:



Mo =sup f(t) , M1 =sup| f/(t) | 3.2.8
[0,1] [0,1]

et:

1 !
|J-1 m(l—cosnnt)z(f ()2 it
’ D(t)

417(1 — cosnrt)2(f'(t))2

1
< |
0 1

n

M

2
1

< 3.2.9

n

Nous deduisons a partir de (3.2.5), (3.2.6), (3.2.7) et (3.2.9) le résultat
du lemme (3.2.1)
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme suivant:

Théoreme 3.2.1:
Si f est lipschitzienne de constante de Lipschitz L ) 0 alors:

. (! . 1
Lim Z—Jof(t) | sinnzt | dt = IO f(t)dt

N—>+o0

Preuve:
Soit:

In

r (! .
- 2—j0f(t).| sinnzt | dt

Si nous posons nzt = s, nous obtenons alors:

1 nr S .
|, = — f(— sins | ds
n = on (M ) | |
n-1
1 (k+1)m S .
= — f(— sins | ds
2n kio J.kn (nn )| |

Introduisons la suite (Kn)n>1 définie par:

1 k .
Ky = — 3. f(— d
n n '[kn (n ) | sins | ds



1 -, k
- = f(—
n Z (n )
k=0
car:
(k+1)m .
Ik | sin(s) | ds =2 Vk e N

Nous obtenons alors:
| In - Kn |
-1

1 < eDr s k
< — sins || f(—)—-f(—) | ds
Zankn [sins [ (=) ~f(—) |

k=0

Mais comme [13]:

n-1

. .1 k 1

Lim K, =Lim — f(—) = f(t)dt

N—>+00 n n-+co N kZ ( n ) J.O ()
=0

et:

Lim I, =Lim K,

N—>+00 N—>-+o0
la démonstration du théoreme 3.1.1 est entierement achevée.

Remarques:
1- La suite | %sin(nnt) | =1 est faiblement convergente dans L*([0,1])

vers la fonction constante 1. Il suffit afin d’établir ce résultat d’utiliser
comme dans [59] la densité de C*([0,1]) dans L([0, 1]).
2-Le théoréme 3.2.1 est vérifié par toute fonction appartenant a L([0, 1]).

Approximation d’'une intégrale double par la
longueur d’une courbe a-dense:

Soit f une fonction continuement différentiable sur [0, 1]2. Posons:

Hf = {(x,y,2) e R®/(x,y) € [0,1]%,0 < z < f(x,y)} 3.3.1



Pour n entier naturel positif, considérons la courbe A, , définie par :

X(t) = t
y(t) = +(1-cosnxt) t e [0,1]
z(t) = (1 —cosn?zt)f(t,y(t))

La courbe A, est @ —dense dans Hf [18], [24].
Lemme 3.3.1:

) 1
L —I(A
Lim —-1(An)

_ T [ty 2 inn2
= Z—J.Of(t,z—(l—cosnnt)) | sinnxt | dt

ou I(A,) est la longueur de la courbe A, .

Preuve:
ENTIN )-”—jlf(t L (1-cosnzt)) | sinn?zt | dt
n2 n 2 Jg V"2
1 22 s 2
ZJ»l n—4+m5|n nrt
0 D(1)
2
1 - 202 p g LLAPY o
. (1 —cosn<rt) [ax (t, > (1 —cosnrt) + > smn;rt)ay (.,.)J
D(t)
Lsinnznt(l—cosnznt)f(t)[i( ) + 2 sinnat 2 ( )J
on? ox 2 oy 0 gt
D(1)
ou :

— sl 7 in2
D(t) = {n4 + - sin nxt
H{Z-sinnZat () + o + (1 - cosn?mt)=-(.) + == sin nntgf—y(. )12}
2 1
{Z=(sinn2xt)*f2(.)} 2

Mais comme on a:

3.3.2

3.3.3

3.34



I oMot < "lif 3.35
° D@ n
1 2% sin? nrt
J 4n? dt
0 D(t)
2 sin?nxt
< Il o g 3.3.6
0 Z_ | sinnxt | 2n
2n
2
211 2.+\2| o LU o
J-l " (1 - cosn<rt) [ax ()+ - slnmrtay (-)} dt
° D(t)
R 2,.+y2| ofF LU o 2
S J-1 (1 -cosn’nt) |:6x () +5-sinnzt = (-)J it
0 i
n
2
n3 2n
ou
of of
Mx =sup [ —(x,y) | , My =sup | E(X,Y) |
[0112 [0.112
et:

dt |

| -[1 T (sinn2zt)(1 - cos nznt)f(t, —(1-cos nnt))[;lx(-) + - (sinnzt) £- ()]
0

D(t)

T H of T . f
<Il | sinniat | Zf(t,;—(l—cosnnt)) |20+ Zinnaty L) | .
e = | sinn?zt | f(t,;—(l—cosnnt))

1 2 nrc
< jo n—z(Mx+2—My>dt



Alors :

. 1 1 . 1
Lim F'(An) = g—jo | sinn?zt | f(t,z—(l—cosnnt))dt.

N—>+o0

en vertu de (3.3.5), (3.3.6), (3.3.7) et (3.3.8).
Nous pouvons maitenant établir le théoreme suivant :

Théoreme 3.3.1:
Si f est lipschitzienne de constante de Lipschitz L ) O sur [0, 1]? alors:

1
Lim lJ‘ | sinn?zxt | f(t,;—(l—cosnnt))dt
0

N—>+o0

AL

y-y2

Preuve:
Soit:

T (L . 1
J == sinn?xt | f(t, = (1 — cosnszt))dt
o= -], | sinnzat | £t (1~ cosna)

Pour s = nt nous obtenons:

T n

] =L
n 2n Jo

| sinnzs | f(i—,i—(l—cosm))ds
k+1 . s 1
=— > jk | sinnzs | f(=-, >-(1 - cosxs))ds

n-1
1 . +
J. = Zn_n > IO | sinnzu | f(%,;—(l—(—l)kCOSﬂU))dU
k=0

oul’onapose s—k=u.
Introduisons maintenant la suite (Kp)n>1, défine par :

n-1
1 -
K, = ;_n Z IO | sinnzu | f(E—,;—(l—(—l)kCOSﬂU))dU

Comme :

3.3.8

3.3.9



n-1
V4 1 .
| 3, - K, | S—ZI |S|nnnu|idu
2n k=0 0 "

_ L
n
et que:
NECITE
, | sin(hzu) | du = =
alors :
LimJ, = LimK,. 3.3.10
N—-+co N—-+c0

Nous pouvons écrire K, sous la forme:

1 .
K, = % , Z f(E—,i—(l—cos;ru)) + Z f(:—,;—(1+0037ru)) | sinnzu | du

K pair k impair

1 2 H
_ Z_Ion_ > f(E—,;—(l—COSﬂU)) +> f(:—,;—(1+c05nu)) | sinnzu | du 3.3.11

k pair k impair
Comme:
.2 k1
rI]:|+r11o — > f(=-, (1 - coszu))
k pair
1 1
= I f(X,Z—(l—COSnu))dX
0
et:

.2 kK 1

Lim — f(—,=(1+cosru

no+o N Z (n 2 ( )
k impair

1
= I f(x, ;—(1 — cosru))dx
0
on peut en déduire si I’on utilise (3.3.11), [6] et [10] que:

1
Lim K, = 22
N—>+00 T 4 0

U;{f(X, ;—(1 +coszu)) + f(x, ;—(1 —COsS nu))}dedu

Si nous posons: y = %(1 + coszu) dans la premiere intégrale et,
y = %(1 —coszu) dans la seconde on obtient que:



i N O B R (49, 1ofxy)
HﬂKn4ﬂIOn[IOWdX+I W }dy

_ 1_jlj fxy) —2F dxdy

Jy-v*

Le théoréme 3.3.1 est ainsi entiérement démontré.

Remarques: o
1- Pour calculer I J. f(x,y) dxdy nous pouvons introduire la fonction
0vo0
g définie par:
gixy) = Jy -y f(x,y) vV (xy) € [0,1]°

Nous avons en premier lieu que:

Lim —J. g(t, —(l—cosnnt)) | sinn?zt | dt

N—>+o0

— i_ Iljl 9xy) dxdy

1 ¢lpl
= — f(x,y)dxd
— [, ], foxydey
et en second lieu que:

j: J; f(x,y)dxdy

=Lim ”—f f(t, (1—cosnnt)) | sinnzt || sinn?zt | dt

N—>+00 4

2- Le résultat du theoreme 3.3.1 reste vrai pour une fonction continue-
ment définie sur [0, 1]2.

3- Nous pouvons démontrer le theoréme 3.3.1 d’une autre fagon:

le résultat est vérifié par la fonction f(x,y) = x'yl, pour tout couple
(i,j) € N2,

Nous avons (voir (3.3.9)):

1
J, = LI | sinn2zt | f(t, = (1 — cosnxt))dt
2 Jo 2

3.3.12



Alors d’aprés (3.3.10), on a:

Lim J, :1—_1
N->-+00 2 1+1

— —Z(iil) J.i[ sin 2 (”2—”) +cos 2 (”2—“)} du

Pourt = UT” il vient que:

j.l[;—(l — cos;ru}j + [;—(1 + C0S nu)}jdu

0

Lim J, = t 1 JT(siantJrcoszit)dt
0

No>-+00 2r i+1

Or on peut aisément montrer que:

J.7 sindtdt = _[7 cos4t dt
0 0
De I’égalité cos(5- —t) = sint, vt e R
il découle que :
Lim J, = 2— IT(sinZJt)dt
N->-+o0 m(i+1) 7o
Posons maintenant:

T

I = j7(sin21't)dt Vi1
0
alors:

1 B
Ij = IO[SIn(ZJ_Z)t] [1 %OSZt]dt

qui donne si I’on intégre par parties:

U
2

l; = [%(t— %)sin@j‘z)t}f —JO (t— %)(J — 1) cots.sin3-3t dt

=L -(G-1 J7 t.cost.sin?3tdt + (j — 1) J.7 cos?t. sin?=3dt
4 0 0

.22 T
_m_oprtsin _ t.e

sind—2t
2(-1)

+(G-1) joz_ dt + | 07(sin21-2t— sinZt)dt

et par conséquent:



I = % liz + (— Dlj2 — (G — Dljs

qui implique que:

= S5 b

Si on utilise que:

et un raisonnement par récurrence, on obtient que:
_ @) m
[2@1)]° 2
et par suite que :

Lim J, - —(@D! !
Mot [2](1'!)]2 (i+1)

D’autre part on a:

XyJ 1 1 yj
_II W TRl o

Pour y = +(1—coszu) on obtient:

i_j; \/# dy = j;[%(l—cosm)}jdu

1 2
_ 2j(mu ———
= Iosm I( Z ydu = —1;

T

dy

rfy-y?

On en déduit que:

car du =

_I f Xyl _ (2))!

o Jy-y? @+ p[2G)T

Ce résultat ayant été démontré pour toutes les fonctions x'y,

v (i,j) € N?, il est alors vérifié par tout polyndme p(x,y). Par densité de
I’ensemble des polyndmes [66] dans I’ensemble des fonctions continues
sur [0,1]2 pour la norme

| fll=sup| f(x,y) I,

0,112



on achéve cette deuxiéme démonstration du théoreme 3.3.1.

Approximation d’'une intégrale double par

densification de [0,1]?:
La courbe IT,, définie par :

X(t)y = t

1 , 1 e[0,1] 34.1
y() = 7(003 nr t)

est % -dense dans [0,1]? ( voir [45]).
La densification de [0, 1]? par IT,, nous permettra de démontrer le résultat
suivant:

Théoreme 3.4.1:
Si f est lipschitzienne sur [0, 1], de constante de Lipschitz L )0, alors:

1p1
IO Iof(x,y)dxdy
. 1 3.4.2
= Lim —IO | sinnxt | f(t,z—(l—cosnnt))dt

N—>+00

Preuve:

I = J.; I:f(x,y) dxdy

n-1
=Z I (Il f(x,y)dy)dx
k=0 0
Pour nx—k = s, on obtient :
n-1
| = r11_ > j;j;f(%,y) dsdy.
k=0

Soit la suite (K, ) _ définie par :

1 n-1 1.1
K, = - > IO Jof(ﬁ—,y) dsdy.
k=0

k+1
n
k

n

Il est évident que :
1 n-1 1 1 y
K== 20| ] 1 dsdy.
k=0

Comme:



n-1
1 el stk k
1=Ky 1= D0 [ [ 1y ~fy) | dsay

k0
L ijlleS—dsd
o k=0 eten '

n-1
L L
< — 1 < =
~ n? Z " n
k=0
Nous en déduisons alors que :
Lim K, =1
N—>+00
Cependant, nous avons pour y = %(1 —cos(t+Kk)r), ke N
jlf(k— )dy = lflf(L 1 (1 = (~1)kcosxt)) sinztdt
0 n ’y y 2 0 n ! 2
et:
Vs < (! k 1
K, = — f(—, =—(1 — (-1)kcosxt)) sinztdt
v =5 2 [ G5 (= (D) cosat) sinz
k=0
Désignons par L, I’expression:

n-1
T o vk 1 K .
L= > jof(n—,z—(l— (~1)cost)) sinrtdt
k=0

Comme établi en (3.3.10) nous pouvons aisement montrer que:

Lim K, =LimL, =1

N—>+00 N—>+00
Par conséquent, si on pose s = % on obtient:
el k+1
n .
L, = 72r— > I v G, ;—(1 — cosnzs)) sin(ns — k). ds

k=0 N

o1 k+1

= 72[— > _[ ‘ f(s,;—(1—cosnns))(—l)"sinnns.ds

ko N



== J.Ln f(s,;—(l—cosnns)) | sinnzs |.ds

c’est-a-dire que:

1 1p1
Lim ”—j f(t,l—(l—cosnnt)) | sinnzt | dt:j I f(x,y)dxdy
0 2 0J0

N—>+o0

Remarques:

1-Lutilisation de I’uniforme continuité de f sur [0,1]?, au lieu de la con-
dition de Lipschitz utilisée dans les théorémes 3.2.1, 3.3.1 et 3.4.1 permet
d’établir les mémes résultats pour des fonctions continues seulement.
2-Les théorémes 3.3.1 et 3.4.1 peuvent étre démontrés pour des fonctions
continuement définies sur [0,1]9. Dans R?® par exemple les formules sui-
vantes peuvent étre établies:

I: J; I: f(x,y, z)dxdydz

3
1
=Lim (%) j f(t,l(l—cosnnt),l(l—cosnznt)) | sinnzt || sinn?zt | sinndxt | dt. 3.
0

n -+

z \° ¢t
=Lim (—) j f(t,l(l—cosnnt),l(l—cosnznt)) | sinnzt || sinn?zt | dt 3.44
0

N—+00 2

Conclusion:

Dans ce paragraphe nous avons développé un nouveau procedé d’approxi-
mation d’intégrales multiples par des intégrales simples basé sur la densifi-
cation de I’ensemble noté Hf. Cette méthode qui utilise la longueur des
courbes a-denses utilisées pour densifier Hf n’aboutit pas directement a
I’intégrale de f sur [0, 1]9 mais a une intégrale avec poids. L’introduction
d’une fonction auxiliaire permet ensuite I’obtention de formules d’approxi-
mation de I’intégrale de f sur [0, 1]%. La comparaison des formules (3.3.12)
et (3.4.2) et des formules (3.4.3) et (3.4.4) montre qu’il est plus intéressant
de densifier le domaine d’intégration [0, 1]¢ que I’ensemble Hf pour des
raisons de convergence: dans (3.4.2) et (3.4.4) il apparait un terme de
nature oscillatoire en moins que dans (3.3.12) et (3.4.3).



CHAPITRE 4

Méthodes numériques de calcul
d’'intégrales oscillatoires



Introduction:

L utilisation des courbes a-denses nous a permis d’établir dans le premier
et deuxiéme chapitres des formules d’approximation d’intégrales multiples
par des intégrales simples. Dans le premier chapitre les fonctions d’une
seule variable apparaissant dans les formules d’approximation sont pério-
diques mais discontinues alors que celles qui apparaissent dans les formu-
les d’approximation du deuxiéme chapitre sont continues mais non pério-
diques.

Ceci d’une part, d’autre part la nature oscillatoire des fonctions d’une
seule variable qui apparaissent dans les formules d’approximation précé-
demment établies nous aincité a nous intéresser au calcul effectif de
leurs intégrales. A cet effet nous adaptons deux méthodes numériques.

Approximation d’intégrale multiples par des
intégrales de fonctions péeriodiques .

Résultats préliminaires:
Considérons la fonction numérique y définie par:

yt) = —;<l+v<t>> 4211
ou :
_ 5 3 _
v(t) = 3cos (7rt)+1OC(;S (mt) — 15cos(xt) teR 4212
Lemme 4.2.1.1:
Lyt | € C*[0,2],R) 4213
Preuve:

On peut aisément voir que:

y'(t) = %sinf’n, t € [0,2]

y'(1) =0

y'(t) = 7%2 coszt.sin*xt, t € [0,2]

y'(1) =0

y"'(t) = —%’5 sin®zt + 75cos?xt.sin °xt, t € [0,2]

y"(1) =0



975x* 9007 *

y® () = - cos msintzat +

cos 3xt.sin 2zt t € [0,2]

y“@(1) =0
et finalement:
5 5 5
y® (1) = 9757 sin®zt — ﬂsin 3nt.cos 2t + 2257 sinnt.cos 4t
16 2 2
y>(1) = 0
Ces différents résultats permettent de voir que le lemme 4.2.1.1
est verifié.
Lemme 4.2.1.2:
Si k e N* alors:
yit+k) = 1—2(1 +(DMv() Vvt e R 4214
Preuve:

Vit € R Vk € N,ona:

y(t+k) = iz(l+v(t+ k)

1 —3c0s ®(n(t+k)) +10cos3(z(t+k)) —15cos(x(t+Kk))
= 7 (s 8
_ i(l i 3c0s ®(nt). (-1) % + 10cos 3(nt). (-1) 3 — 15cos(xt). (-1)¥
2 8

- @+ D)

Approximation d’une intégrale double par une intégrale simple:
Soit f une fonction numérique définie sur [0,1] 2.

Théoreme 4.2.2.1:
Si f est lipschitzienne sur [0,1] ? de constante de Lipschitz L, L)0 alors:

R R /
Lim == [ @) YO 110 | de

K—+o00 k



161
= 4] [ 10 y)ddy. 4221
00

ou la fonction yy est définie par:

yk(t) = y(kt), vt € R 4222
Preuve:
Notons par:
1 ! ! !
b= [ 0Oy YO 11y, | d 4223
et par s = kt

Nous obtenons alors:

157 [ “oy(S s in5_7S /
= fly(—), a— sin~ —— ky'(s ds
= 25 [IOEOYAED) | sin® S 1] k) |

car.

y () = [ykt]" = k.y'(kt). ky'(s)

= i:: sz(y(—i),y(s)) | sin® 2> |1 y'(s) | ds
157 & S . 5 TS ,
- e 20) J, f0C.y6E) 1 sin®22 11y | ds

Pour u = s — i, hous avons:

2 k1 _ :
I = ( 1156”> 1 Zj:f(y(%),y(un)) sins 28X sinsau i) | du
i=0

Introduisons maintenant la suite (J ) ., définie par :

2 k-1

157 1 1 i 1 - . e Tl .

J. = — fly(L), =— (@ + (1) 'v(u sin®>~— | sinzudu  4.2.2.4

k (16>k§_0‘,fo<y<k>2( (VW) | sin®=% |
1=

Nous pouvons énoncer et demontrer alors le lemme suivant:

Lemme 4.2.2.1:

vk>1, ] 1,-J, |<

< 4.2.2.5
k

ou C est indépendante de k

Preuve:



| Te=J |

2 k-1
157 1 1 U-+i 1 i
s( " ) ~ 2 YD), = 0+ CDvw)

i=0

sin s (i +1) sin®zu — f(y(lk), iz(l + (=1) 'v(u)) sin 5% sin °zuldu |

5 m(i+u)

15 i1 i _

) Z J, 1D, S ) vw) sin >
sin5nu—f(y(u—”l:i),i2(1+(—l) y(u)) sin5ikisin57ru | du

s(fozyz L Z o | (D), =@+ (D) vw) sin®-

.
sin®zu | du

sin®zu f(y( )—(1+( 1) 'v(u)) sin®—— %

k

1 .
(15”)2 _[ M|sm5w—sm5m |du+_[ L|y(“+') y(')|du]
i=0
ou:
C =sup | f(x,y) | 4.2.2.6
[01]2
Comme:
|.sin%t.—sin%t, |< 5 | ty—ty |, Vi, VI, e R
et:

| y(t) —y(t2) |<| ti—t2 [sup| y'(t) |

R

157
16

| t1—to |

alors :



BPERPEENC Ok Z m.=Z

(15”)2 M5z + L Lo
16

157 y2 1 1 .;Ei
S(—16) m n[M. 5+L16]

qui termine la démonstration du lemme 4.2.2.1.
Il nous reste a montrer que :

Lim Jx = 4j I f(x,y)dxdy.

k—+o0

car comme on vient de le voir:

Lim J, = Lim Iy,

k—+o00 ko0

Rappelons que:

k-1
1 rov(dy L 1) in5 7L 1 Gins
5 §i_0: jof(y( )L+ (D) | sin®L | sin*rudy

e ok j <2k > fy(L )—(1+v<u>)

i pair

2_1k > f(y(lk),iz(l—v(u)) |sin5iki | sin®zu}du

i impair

L application du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue [12]

comme dans [7], nous permet alors de conclure que:

k—+o0

15n
16k ]

]

7'L'
| sin®>—

Lim J, = 2( 15”) j j fy(t), —(1+v(u)) | sinSzt | dt

j ; f(y(t),iz(l—v(u)) | sinSzt | dtsinSzudu

Soientx = y(t) etz = iz(l +Vv(u)), alors:

4.2.2.7



j ; j ; f(x,z)dxdz

15”) j f fy(t), —(1+v(u)) | sin®zt | sinSzudtdu
Pour x =y(t) et z = iz(l —v(u)), nous avons:

15”) I I f(y(t), —(1 v(u)) | sin®zt | sin®zudtdu

160 161
—j j f(x, z)dxdz :I I f(x,z)dxdz
0“1 0“0
(4.2.2.8) et (4.2.2.9) terminent cette démonstration:

Lim J, —4J J f(x,z)dxdz = Lim I,.

K—>+o0 k—>+c0

Remarque :

On peut démontrer comme dans [8] et dans le paragraphe 2.4 que:
A
| I -1 k |S _k

ou A est une constante indépendante de k.
Dans le but d’utiliser une méthode numérique d’intégration de fonctions
périodiques, nous avons besoin d’établir maintenant le résultat suivant :

Lemme 4.2.2.2:
Si k est pair alors:

J j“y(t)'yk(t)) Y 1]y, | dt

-] i“y(t),yk(t)) Y [y, | dt

preuve:
Soits = 2 —t, alors:

[0y, @) 1Y 11yl | d

- [ y@-95,@-9) 1Y@-9 |1 Y29 | ds

On peut aisément voir que :

4.2.2.8

4229

4.2.2.10

42211



y(2-5s) =y(s) Vse R

parce que la fonction (cosxzt) est paire et périodique de période 2, que
y/(t) est impaire périodique de période 2, et que:

| YI(2=5) |= y/(s), Vs € [0,1]
Il nous reste a calculer y (2 —5s) ety,(2-5) :

y(@2-5) =y kk2-5)) =y (2k-sk)

y(=sk) =y (sk) =y, (s)
et:

| Yk@=9) [=k | Y(k@2=-9) [=k | y'(ks) |

=k | =y'(ks) |=k | y'(ks) |=] yi(s) I.

Nous obtenons par conséquent que:

J2 160y, @) 1Y 11yl | d

1
= [ IOy YO 1]y | d
qui achéve la démonstration du lemme 4.2.2.2.

Corollaire 4.2.2.1:
Si f est lipschitzienne sur [0,1]? de constante de Lipschitz L et si k est
pair alors:

161 i 1 2 , /
[ ]tz =Lim — [ fy®.y,0) 1 YO [1y,0 | d

Preuve:
La preuve de ce corollaire est une conséquence immédiate du théoréme
4.2.2.1. et du lemme 4.2.2.2.

Remarque :
Il est évident que la fonction g définie par:

g(t) = %(f(y(t),yk(t)) LY'® 1Y, |

est 2-périodique et appartient a C 3([0, 2], R) (voir lemme 4.2.1.1), pourvu
que f soit dans C 3([0, 1] 2, R).

Rappelons le théoréme suivant relatif a I’approximation d’intégrales de
fonctions périodiques [28], théoréme qui va nous permettre d’obtenir
une approximation du second membre de (4.2.2.12).

4.2.2.12

4.2.2.13



Théoreme 4.2.2.2:

Soit g une fonction périodique de période (b — a), (b)a) et de classe C **1(R)
vérifiant | g@D(t) | <B Vte R,

alors:

(b—a)22 ((2k+1)

2 2k 7 2+l 2k+L 42214

b
[ odt-Tu@ | <B

ou :
m-1

Tn(@) = Nl—-0@) + Y g(a+ih) + —g()]
i—0

et:

~+00

(k) = Z _1|< la fonction zeta de Riemann.
i-0 J

Nous étudions afin de conclure, I’erreur de cette méthode basée sur les
courbes a-denses périodiques. Pour ce faire, démontrons le lemme
suivant.

Lemme 4.2.2.3:
La fonction g définie par (4.2.2.13) verifie:

| g"(t) |[<Cik Ve R 4.2.2.15

ou Cy dépendde || f || a4y gy » Mais ne deépend pas de k.

Preuve:
Rappelons en premier lieu que:

90 = = TIOY ) | YO 11,0 | Ve R
alors :

/ __l if / ! if ! !
g () = k{[ ™ Gy (0 +yi (D). Y O Ty® [1y,® |

+fO YO 11 1Y, @ | +HC) Ty ® | y.® [T
qui implique que :

| o/(t) | <Cak



ou C, dépend uniquementde | f | C1(0.1]2R).

La démonstration du lemme 4.2.2.3 peut étre alors achevée en dérivant
g’ deux fois encore et en utilisant des arguments similaires a ceux dévelop-
pés ci-dessus.

Théoreme 4.2.2.3:
4C, ¢(3)

72.3 k3

2
E@) =1 [ g®dt-T (@) I<
C, étant la constante apparaissant dans (4.2.2.15) et ou:

o(t) = ﬁf(y(t»yk(t)) YO YO |

k-1

T (0) = h[—;g@ + 57 giny + —;g(zn
i—0

) 2
et.hzv

Preuve:
Le théoreme 4.2.2.2 et le lemme 4.2.2.3 entrainent que:

2*M £(3)
MO rnime
ou:
M=Sup | g"(t) |
[0,2]

Il en découle alors que:

22k3¢(3
E(g) < C, -~ 2B)
73m

Pour m = k2 on obtient que:

2
E@ < C, 2

Remarque:
1) On peut utiliser une autre fonctiony telle que:
|y |e C#([0,2])

et qui vérifie les mémes propriétés que celles de la fonction en (4.2.1.1)



et (4.2.1.2). Ceci nous permettra de choisir dans le théoreme 4.2.2.3
m = 2k, et d’obtenir que:

224(3)
E(@) = Clm

si bien évidemment f € C %**1([0,1]2,R), et d’avoir pourp =5 par
exemple que:

E(g) = 0(10%)

2) Ces résultats peuvent étre démontrés en dimension plus élevée
(d > 3). Dans R ® par exemple on pourra utiliser la courbe a—dense
suivante:

y(®)
y(© = y () , t e [0,1].
Y2 ()

Méthode de Filon

Nous commencons ce paragraphe par le rappel du principe de la méthode
de Filon. Pour une fonction g définie sur [a,b] on subdivise [a,b] en 2N
b-a

sous-intervalles d’égale longueur h =

Sur chaque sous-intervalle [X2i, X2i+2], On approche g par un pélynome de
degré deux par interpolation aux trois points de la subdivision dans
[X2i, X2i+2]. Ceci nous permettra alors de mettre en évidence une appro-

b

ximation de I’intégrale j g(t) sinktdt. Plus précisément on a le théoreme
a

suivant:

Théoréme 4.3.1 :

Soient:

N-1
Son = —;g(a).sin ka +Z g(a + 2ih).sink(a + 2ih) + —;g(b).sin kb

i=1

N-1
Sav1= D 0@+ Qi+Dh).sink@+ (2i+1)h)

i=0

et:



0 = kh

a=ad) = (62+ 0sinfcosh — 2sin20)/6 3
B = B(O) = 2(0(1 + cos 20) — 2sinfdcosh)/0 2
y = y(0) = 4(sinf — 0cosH)/0 3

alors:

b
J g(t)sinktdt ~ h{-a[g(b) coskb — g(a)coska] + S,y + 7 Son1}

Si on désigne par E I’erreur de la méthode de Filon, et si 6(1 alors:
| E |< (b-a)MH(0)h?3
ou :
sinf sinf

HO) = | = +—=—Sind
30 0 0

M=sup | fO() |
[a.b)

La démonstration de ces résultats peut étre trouvee dans [28] et [35].
Notre contribution est de donner une estimation de:

1
(D= = [ ft =@ cosket)) | sinket | dt
270 2

pour des entiers k élevés comme établi en (4.2.1).
Posons :

g(t) = f(t, —;(1 — coskrt))

mt=35S

nous obtenons alors :
1 ¢~ S )
I (f) = —zjog(?) | sinks | ds
k-1 (+Dm
1 ; k S .
= = ) (D] J,_ﬂ g(—) | sinks | ds
2 i_o k T

(i+Drx
Appliguons la méthode de Filon a Iiﬂ k g(—s) | sinks | ds ou
T T

431

43.2

4.3.3

434

4.3.5



iz (i+1)rx

I’intervalle [—, K ] est subdivisé en 2j sous-intervalles d’égale
longueur
h=-"_ 4.3.6
2Kj

On obtient alors que:

Théoreme 4.3.2:
I k(f) ~
i+1 1 A
aff(——=— 1= D)+ f(— —(1 (-1) ]
= ij+p 1 ii+p.. . p
o +B 2. f(.—k,—z(l—cos(n ” )) sin
3 R j j
_; " pfl 2fj+2p+1 1 2ij+2p+1 e 431
i Ij + + + +
H +y Zf(— (1 cos(r— SR 2y
p=0 2Jk ij
sin (2p+_1)7r
. 2 )
ou:
_ . m
2Kj
a =a(d) = (0%+ 0sindcosh — 2sin 20)/0 3
B = B(0) = 2(6(1 + cos 20) — 2sinfcos6)/0 * 4.3.8
y = y(0) = 4(sind — 0cos0)/0 2
Preuve:

L application du théoréeme 4.3.1 a I’intégrale suivante:

(i+)7m

1= [ g(=>) | sinks | ds 43.9
T

k

N T .
ol h = —— entraine que :
2Kj



[ % 9> | sinks | ds 43.10
i T
T«
|:—a[g( L ycos(i+ 1ym - g(- )cosm] +BS i +7Sy 1} = A
ou:
( Sh = %g(lk)sinin A
j-1 _ .. _
J+ le o+ %)sin(%) + So(ELysinGi+ i | 1511
2p+1
Shi 4 —Z g(-- ' —)sm(l + (p%)
~ J
Comme:
sin(@) _ (1) ‘sin(%)
et:
sin(i + ~ 221y _ (g isin({22E D7
2j 2
nous obtenons alors que:
Z o(+ o o () Fsin(-EE p ) 4.3.12
et:
2p+r
S i1 —Z 0+ o 2 & sin(==7) 4313

Il en découle alors par sommation sur i :

k-1 (i+D)x
1 i S .
() = = Z (-1) j ik 9(—) | sinks | ds

k




h[-alg "]
k-1 i
z_; (1)1 +B(-1)! Zg<—+—>sm( ) .
i=0
-1
DY o+ 2 >sm(M>]
Q p=0 . p,

d’ou:

k=1
() = —; 3 hl-
i—0

)+g<—> +ﬁZg(—+—>sm( i )

S
N 2'“1 )sin( (Zp;jl)”)]
-0

c’est-a-dire que:

S

Ik(f) =
( i 1 )
al + f(—k,7 (1-(-1) D]
k-1 +p Z f(——— IJ+p 1(1 cos(rm K p)))sm jﬂ
1
2 .e
i=0 y Z f2u+2p+1 2IJ+2p+1 1 (1—Cos( %)))
Sin(Zp—W
\ 2] )

Nous nous proposons maintenant d’étudier I’erreur de cette méthode ins-
pirée de la méthode de Filon.

Proposition 4.3.1:
Soit f une fonction appartenanta C3([0,1]2,R) et

k-1
1
TR,
i=0

4.3.14



i+ll i 1

_— _ (1) i+l = (1)
a [f( (1 -1 )+f(k’ 2(1 Y]

+ﬁZ (”JrIO 1(1 cos(rx Jp)))sm

jk
< >
vy Z f2u+2p+1 2Ij+2p+1 1 (1—cos( 2|J+2j2kp+1)))
sin (2p+-1)7r
2
" J

ou k est pair, alors :

ACH(0)
L(h -1y | <=2 4.3.15
| 1k(f) kj | 8jh3
ou H(0) est la fonction:
H(®) =| sinf 4 €os6 _ sinf | 4.3.16

362 63 04

qui apparait dans (4.3.3) et C une constante qui ne dépend pas de k et |

mais de || f [l cs2p)

Preuve:
On obtient si I’on utilise le théoréme 4.3.2 que:

|¢—AE|S—§Cﬁwm3

ou:
h=—— Ci= sw g9 |
2Kj . (|i0+1)n )
k'’ k ]
et:
s 1
g(s) = f(—, —(1 —cosks))
T 2
Comme:

Ci < Ck? Vi=0,...,k-1

ou C dépend uniquement de || f || C2(01] comme en (4.2.2.15).

On obtient alors que:

Z,R)

LAY | < ZCK3H@O)(—Z)h3
| Tk — A | ” 0)( 2jk)



Cr?

< H(o
8kj 2 (©)
qui donne par sommation sur i que:
1 k-1 3 c 4
k-l | < —= L-Ad | < —Z_H(@®
| 1) = 1ig | Z_Zu I TR
i=0
Remarques:
1) On peut aisement voir que Lim H(0) = 0.

0-+0
2) Le méme résultat peut étre démontré en dimension d. Pour calculer

1
T\ 4 1. 1. 2 1._ d-1
() jf(t,—2 (1~ coskat), (1~ cosk2at)..., (1~ cosk L))

0

| sinkzt |...| sinkdzt | dt

on subdivise [0,1] en k%! (d étant la dimension d’espace) intervalles
d’égale longueur; chacun d’eux étant divisé ensuite en 2j sous-intervalles.
On remarque qu’il sera judicieux de prendre k égal a 2N pour que les
racines de| sink'zt |soient également racines de| sinkizt |pourj > i.

Conclusion:

Nous avons développé dans ce chapitre deux procédés permettant le cal-
cul effectif d’intégrales de fonctions oscillatoires obtenues par I’ utilisation
de courbes a-denses a partir d’intégrales multiples.

La méthode basée sur les courbes a-denses périodiques reste perfectible
comme signalé précédemment. On peut en effet choisir des courbes
a-denses périodiques dont la régularité est plus élévée que celle utilisées
dans ce chapitre. Cette régularité permet d’établir la convergence de la
méthode pourvu que f soit également réguliere. 1l est possible aussi d’uti-
liser des fonctions splines au lieu des arcs de parabole de la méthode de
de Filon [32], [45]. On peut également faire une interpolation pdlynomiale
de degré élevé (superieur a deux), comme établi dans [33] et [44].

CHAPITRE 5



Optimisation globale



Introduction:

Les problemes de I’optimisation globale en plusieurs dimensions ont été
étudiés par Y. Cherruault et ses collegues (voir [17], [18], [49] et [63]).
L utilisation des courbes a-denses leur a permis de transformer ces pro-
blémes en problemes d’optimisation globale en une dimension. Dans [63],
A.Ziadi, G.Mora et Y.Cherruault ont couplé la méthode des transforma-
tions réductrices avec quelques méthodes comme la méthode d’Evtus-
chenko, de Brent ou Branch and Bound.La difficulté essentielle rencontrée
dans [17], [18], [48], [63], réside dans le choix du pas A8 de discrétisation.
Dans le cas ou Af est constant la distance entre les deux points M(6)
et M(6 + AA@) augmente avec 6. Pour que cette distance reste constante
(égale au coefficient d’a-densité), il sera necessaire de choisir un pas A6

de discrétisation variable de la forme A9 = %.

Pour notre part, nous nous proposons dans ce chapitre de coupler la mé-
thode Alienor avec la transformation de Legendre-Fenchel pour calculer
une enveloppe convexe discréte de la fonction a minimiser. Nous utilisons
pour cela un algorithme rapide propose par Y.Brenier dans [14] et déve-
loppé par Y.Lucet dans [42] et [43]. Dans une seconde étape nous cou-
plerons la méthode Alienor avec le méthode de Monte Carlo.

Optimisation globale sans contrainte:
Considerons le probléeme d’optimisation globale suivant:

GlobMin f(x) 5.1.1
xe[0,1]¢

ou f est une fonction définie continue sur [0, 1]°.

(d est un entier positif )

Nous introduisons pour cela la courbe I" d’équation x(t), t € [0, 1] définie
par:

Xi(t) =t

mﬂ)=-%(1—comﬂ40,i=2“.xtte[Ql] 5.1.2

Il a été démontré dans [46] que T est -~ dn_ 1 -dense dans [0, 1]¢.

On note par g la fonction définie sur [0, 1] par:

g(t) = f(x(1)),t € [0,1] 5.1.3
Le probleme d’optimisation globale devient:
GlobMin g(t) 5.1.4
te[0,1]

Nous pouvons alors établir le résultat suivant:

Theorem 5.2.1:
Tous les minimums de f peuvent étre approchés par des minimums de

g.



On peut trouver une démonstration de ce résultat dans [21] et [23].

Remarque:

La réciproque de ce résultat est fausse : certains minimiseurs de g ne sont
pas des minimiseurs de f.

Comme signalé dans I’introduction, nous allons déterminer les minimums
de la fonction g en utilisant la méthode de Legendre-Fenchel. Plus préci-
sement nous allons calculer les valeurs de I’enveloppe convexe de g relati
vement a une suite de points dans [0, 1].

Exemple 5.2.1:
Soit:

5
00 =) (xi = 37
i1

qui réalise son minimun global 0 au point
X = (0.5,0.5,0.5,0.5,0.5)

5.2.1-a: Nous utilisons pour cet exemple la courbe :

t
Fs() = { L@ -sinnat), i=2,...,5 e l0d]

Nous avons évalué les valeurs de la conjuguée discrete sur [-1,1] pour

p =6, q=8 etlesvaleurs de I’enveloppe convexe discréte sur [0, 1] pour
p1 = g1 = 9. Nous avons obtenu pour n = 10, les résultats suivants en
trois secondes:

9(0.5,0.5,0.5,0.5,0.5) = 0,

avec les notations précédentes:
g™ est labi-conjuguée ou I’enveloppe convexe discréte de g, ou g est
donnée par:

g(t) = f(x(t),t € [0,1]

5.2.1-b: Pour le méme exemple utilisons une autre courbe a-dense dans
[0,1]°.

t
(1) = _ ,te 0,1
() { +(1 —cosnzt), i=2,...,5 o4

Pour les mémes parameétres nous obtenons:
le minimiseur X de g** est:

(0.45448,0.59946,0.586237,0.419057,0.472402)

et:



g (x) = 0.195134.

Ces résultats ont été obtenus aprés trois secondes.

Si on désigne maintenant par (1/n) le coefficient d’a —densité, par p le
nombre de points aléatoires dans [0,1] et par k le nombre de tests réali-
sés par la méthode de Monte Carlo combinée a la méthode Alienor, on a
alors les résultats suivants:

(n,p,k) Erreur  temps
(10,100,100) 0.024331 4
(50,300,300) 0.012722 24

Exemple 5.2.2:
Soit:
5
D -1y

fo(x) = exp[fi(x)] =e in
qui réalise son minimun global 1 au point:
x = (0.5,0.5,0.5,0.5,0.5)

5.2.2-a: Pour les mémes parameétres utilisés dans I’exemple (V-1-1-a)
nous obtenons:

x= (0.5,0.5,0.5,0.5,0.5)
et:
g (x) =1.

au bout de trois secondes également.

5.2.2-b: Si nous utilisons maintenant les parametres de I’exemple
(V-1-1-b), nous obtenons alors les résultats suivants:



pr=01=9n=10 p1 =01 =10,n=20

X1 0.544547 0.523809
X2 0.585239 0.462630
X3 0.429063 0.462728
X4 0.573365 0.460770
X5 0.549009 0.5

g7 (X) 1.02231 1.0049
temps de calcul 3s 4s

La combinaison des méthodes de Monte Carlo et Alienor a donné les
résultats suivants:

(n,p,k) Erreur  temps
(10,100,100) 0.024272 4
(50,300,300) 0.003547 25

Exemple 5.2.3:
Soit:

fa00 = 40— )2+ 302 — )2 +2(Xs = 5)7 + 204 = 3)% + (X6 = 5)?

— (1= )[40 — 3) = 206G — 3) + 20t — 3) + 2(Xs — 5]

— 202 = 5)(a = 5) + 206 = )(Xa = 5) + 20X = 3)(Xs — )
f3 réalise son minimum O au point :
x = (0.5,0.5,0.5,0.5,0.5).

5.2.3-a: les parameétres de I’exemple (V-1-1-a) permettent d’obtenir en
trois secondes les résultats suivants:

= (0.5,0.5,0.5,0.5,0.5)
et:
g>((x =0.

5.2.3-b: L’utilisation de la courbe I'; permet d’obtenir les resultats du
tableau ci-dessus:



pr=01=9n=10 p1 =01 =10,n=20

X1 0.544731 0.470871
X2 0.582336 0.528210
X3 0.458320 0.531695
X4 0.535770 0.499132
X5 0.535690 0.508652
g7 (X) 0.26969 0.178070
temps de calcul 3s 4s

La combinaison des méthodes de Monte carlo et Alienor a donné les
résultats suivants:

(n,p,k) Erreur  temps
(10,100,100) 0.008261 10
(50,300,300) 0.005595 76

Exemple 5.2.4:
Soit:

10
fa(x) =3 (i = 5)?
i=1

qui réalise son minimum 0 au point:

X = (0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5)

5.2.4-a: Si I’on densifie [0, 1]%° par la courbe T's définie par:

t
= { L(1-sinnzt), i=2,..., 10 telod

nous obtenons pourp =7,9g=9, p1 =q1 =10 etn =10
%= (0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5)
et:
g (x) =0

aprés un temps de calcul de 45 secondes.

5.2.4-b:Si I’on densifie [0, 1] par la courbe I'; définie par:



+ (1 —cosn™zt), i=2,...,10

nm{ t te[0,1]

nous obtenons:

p=7,q=9 p=280q=10

pr=0:=10,n=10 p1=01=11,n=20
X1 0.644545 0.578578
X2 0.414725 0.488530
X3 0.428703 0.570640
X4 0.569759 0.563050
X5 0.585106 0.536930
X6 0.430400 0.454808
X7 0.58669 0.518536
Xg 0.414519 0.462728
Xg 0.426635 0.460768
X10 0.549009 0.499967
g*(X) 0.210632 0.132354
temps de calcul 45s 59s

La combinaison des méthodes de Monte Carlo et Alienor a donné les
résultats suivants:

(n,p,k) Erreur temps

(10,100,100) 0.238219 13
(50,300,300) 0.162022 45

Optimisation globale avec contraintes:

On considere dans ce paragraphe les problémes de I’optimisation globale
avec contraintes de la forme:

GlobMinf(x) 521

xeK

ou K est un sous-ensemble fermé de [-1,1]¢ défini par:
K={xeR4/h(x) <0} 5.2.2

On suppose que h est une fonction continue. On utilise dans ce cas la
courbe I, a-dense dans [-1,1]¢ et définie par:



' = {(X1(t),x2(t),...xa(t)}

ou:

{ a® =t te[-1,1]. 5.2.3
Xi(t) = cosn1(t),i = 2,...,d,

Rappelons que n est un entier qui tend vers I’infini. K est I’interieur de
K. Pour des raisons de simplicité, mais sans perte de genéralité on peut

supposer que 0 appartient a K.
Nous avons alors a étudier deux cas:
1° cas:

f(0) =GlobMin f(x)

xeK

Le probléme de I’optimisation globale avec contraintes est résolu exacte-
ment.
2°Me cas:

f(0) ) GlobMin f(x).

xeK

Introduisons dans ce cas la fonction p définie par:

o(t) %(1_ M) _ 1 if x(t) eK N 524

| h(x(t) | 0 if x(t) K Nr

et la fonction g définie par:

g(t) = f(p(0).x(1),t € [-1,1] 5.2.5

Nous avons bien évidemment que:

f(x(t)), if x(t) eK
£0), if x(t) ¢ K

9(t) =

Nous obtenons alors de cette maniere que:

GlobMin.f(x(t)) =GlobMin.g(t) 5.2.6
te[-1,1] te[-1,1]
x(t)eK
car : si x(t) ¢ K alors g(x(t)) = f(0) #GlobMin.f(x).
xeK

Le probléme de I’optimisation globale avec contraintes se transforme en
un probleme d’optimisation globale sans contraintes d’une fonction dépen-
dante d’une seule variable et que nous traitons comme dans le paragraphe
précédent.

Remarquons que I’on a calculé dans les essais numériques qui suivent g*
sur [-3,3] pour N = 2P, M = 29 et g** sur[-1,1] pour N3 = 2P et



M; = 2%

Exemple 5.3.1:
Soient:

5
f500 = (= 392+ %
i=2

5
K={xeRMhx)=O_Ix|) -1<0}

i=1
Nous avons alors que:

GlobMin fs(x) = (0.5,0,0,0,0) = 0

xeK

Deux tests numériques que nous présentons ci aprés ont été réalisés:

p=60q=8 p=7q=9
P1=01=9n=20 p;1 =0 =10,n=230
X1 0.52869 0.51612
X2 0.22981 —0.05064
X3 0.07454 —0.05073
X4 0.07845 —0.04808
X5 0.22107¢ —-0.12728
g (x) 0.0653512 0.023912
temps de calcul 10s 36s

La combinaison des méthodes de Monte Carlo et Alienor a donné les
résultats suivants:

(n,p,k) Erreur  temps
(10,100,100) 0.081575 6
(50,300,300) 0.015812 47

Exemple 5.3.2:
On consideére dans cet exemple la fonction fg définie sur [-1,1]° par:

fo(X) = X3 + x5 + x5 + exp[ (X4 — %)2 + (X5 — %)2]

5
K ={xeR%n(x) =Q_ x})-1<0}

i=1



Nous avons alors que: GlobMin fg(x) = f(0,0,0,0.5,0.5) = 1.

xeK
p=60q=23 p=79=9
Pr=01=9n=10 pi1=0g1=10,n=20
X1 0.03542 0.02363
X2 0.08421 0.04552
X3 0.14214 —0.12138
X4 0.54298 0.52404
X5 0.57301 0.55078
g (x) 1.09173 1.03062
temps de calcul 9s 59s

La combinaison des méthodes de Monte Carlo et Alienor a donné les
résultats suivants:

(n,p,k) Erreur  temps
(10,100,100) 0.124423 6
(50,300,300) 0.016294 47

Remarque:
Pour un probléme d’optimisation avec plusieurs contraintes de la forme:
GlobMinf(x)
xeK
ou:

K={XxeRYh(x <0,i=1,...k;
nous pouvons utiliser la fonction:

p(t) =TT pi(t)
i=1,k
ou:

oy Lo hix(®) .
pi(t) = 2(1 Thix(0) |),I—].,...,k

Conclusion:

Notons en premier lieu que nous avons obtenu des résultats exacts dans

les exemples (5.2.1- a), (5.2.2- a) et (5.2.3- a) car la courbe a-dense
utilisée dans ces trois exemples passe par le point ou f réalise son mini-
mum global. Ces différents exemples montrent aussi en deuxieme lieu que
les erreurs sur le minimiseur et sur le minimum global aussi bien pour les
problémes d’optimisation globale sans contraintes qu’avec contraintes sont
d’autant plus petites que les parametres n et p tendent vers I’infini.



Par ailleurs, ces calculs montrent que la combinaison des méthodes Alienor
et Monte Carlo est plus performante que la combinaison des méthodes
Alienor et la transformation de Legendre Fenchel. Ceci s’explique par le
fait que le calcul d’une enveloppe convexe discréte passe par le calcul
de la conjuguée discréete, calcul qu’il serait necessaire d’occulter pour
rendre plus efficace la méthode.

Signalons également que nous pouvons traiter tout probléme d’optimisa-
tion globale sur un sous ensemble borné Q quelconque de R® défini par
une équation du type

h(x) <0

ou h est une fonction continue sur RY, en utilisant la méme technique
développée dans le deuxiéme paragraphe de ce chapitre.



CHAPITRE 6

ECOULEMENT D'UN FLUIDE PARFAIT
INCOMPRESSIBLE DANS DES
DOMAINES CONVEXES NON
REGULIERS DU PLAN



Introduction et notations

Introduction

Le probléme auquel on s’interesse, dans ce chapitre, est le modéle mathé-
matique de I’écoulement d’un fluide parfait incompressible dans un tube
Qr de section Q, ou Q est un ouvert convexe du plan.

Les équations qui régissent ce phénomene de la mécanique des fluides sont
données par:

( L+ (u.V)u=f-vp dans Qt
Vu=0 dans Qr

) un=0 sur >t
L u(0) = up dans Q

ou:

1) u et p sont les inconnues du probléme, u = (u1,uy) est la vitesse d’un
point de  a un instant t et p désigne la presssion.

2) f et ug sont les données du probleme.

3) Si on désigne par I la frontiere de Q, alors: Qr =10, T[xQ ,

2 =10, T[xI" et n = (n1,7m2) est la normale extérieure aT.

Posé en 1755, par le mathématicien Suisse L. Euler (1707 - 1783), le
probléme qui porte son nom, n’a vu de résultats serieux qu’a partir de
1932 avec la publication des travaux de J. Leray. En 1963, V.I. Yudovich
s’est intéressé a ce probléme et a prouvé des résultats d’existence et d’uni-
cité pour des données régulieres et un ouvert régulier (Cf [60]). En 1967,
T. Kato a etudié et donneé des résultats concernant la solution classique
de ces équations (Cf [37]). En 1973, C. Bardos a complété ces résultats
en considérant des données moins régulieres ( Cf [4] ). Enfin en 1981,
A. Benabidallah et S. Khelifa (Cf [5] et [38] ) ont complété les travaux
de C. Bardos en étudiant les équations d’Euler dans des ouverts polygo-
naux avec des conditions comparables a celles prises en [4].

Plus précisément, on se propose de montrer [39] que pour tout couple
de données (uo, f) pris dans des espaces convenables et que I’on préci-
sera ultérieurement, le probleme précédent admet au moins une solution
faible (u, p). Pour ce faire, on approchera I’ouvert € par une suite
croissante d’ouverts polygonaux (Qn)nen Inscrits dans ©Q ( Cf [50] ),
et on utilisera des inégalités a priori uniformes ( par rapport a n), les
techniques développées dans [4], [5] et [38], ainsi que la fonction courant
comme dans [60].

Notations:



Soit O un ouvert de classe C°*, dont la frontiére est 90 et ; la normale
unitaire extérieure. Pour un élément u e (H*(0))2, s > 0 on note:

div(u) = V.u = ouy , Oup

(%(1 85(2
_ _ OUp _ our
rot(uy =VAU= o, O%

On définit aussi les espaces:

H(O) = {u e (L2(0))2:V.u=0 dansO;u.n =0 surod}
V(O) = {u e (H(0))2;V.u=0dansO ;u.n =0 suro0}
V'(O) le dual topologique de V(O)

Y(O) = L2((0,1); (HX(O))?).

On désigne par:

V]

2
ouj OV;j
a(u,v) = j (Vu.Vv)dx = ZZJ 8x: axj.
i=1 j=1 o}
forme bilinéaire sur V(O) x V(C)

b(u,v,w) = I((u V)v).wdx = ZZ W,dx

i=1 j=1 o)
forme trilinéaire sur V(O) x V(O) x.V(O).

Remarque 6.1.1:

On remarque que pour un élément u de (L2(0))2 dont la divergence (V.u)
est dans L2(O), on peut définir la trace normale u.n7 comme un élément
du dual de Hz (60); ainsi la définition de H(O) est licite (Cf [57]).

Préliminaires

Dans ce paragraphe, on s’attachera a évaluer une constante de majo-
ration pour le Laplacien avec condition de dirichlet dans un polygone plan
convexe d’une part, et a établir une estimation a priori pour la solution
variationnelle de I’équation d’Euler perturbée d’autre part. Construisons
dans un premier temps la suite de polygones (Q2n)nen dont il a été question
ci-dessus.

Proposition 6.2.1:

Soit ©Q un ouvert convexe borné du plan. Alors il existe k systemes
d’axes tels que la frontiere I" de © soit représentée comme graphe de k
fonctions lipschitziennes @; ;1 <j < k.

Conséquence 6.2.1:
On se propose maintenant de construire une suite croissante, au sens
de Iinclusion, de polygones plans convexes bornés notés ( Qn )new iNScrits



dans Q. Soit I, un morceau de I', graphe d’une fonction @, de la propo-
sition 6.2.1

[ ={X,®.(x),a<x<b}
Pour n € N fixé, on subdivise I’intervalle [a,b] en 2" sous intervalles;

{a,a+h,....,a+kh,....,b}, ouh :%

on définit alors la courbes _  linéaire par morceau obtenue en joignant
les points de T". dont les abscisses sont les points de la subdivision. En
répetant la méme opeération pour chaque carte, on obtient un ouvert Q,
inscrit dans Q. Par construction Q, est convexe et Q, c Qu.1 etona
le résultat:

Proposition 6.2.2:
Si on désigne par W} la fonction définie sur [a,b] et dont le graphe
est >+ ,alorsona:
(i) W7 est lipschitzienne de méme constante que @, et la suite (W}) nen
converge uniformément sur [a, b] vers @..
(ii) W} est presque partout dérivable, a dérivée bornée indépendemment
de n.
(i) ((¥%))nen converge simplement presque partout vers (d.,).

Proposition 6.2.3:

Les ouverts Q, vérifiant une condition de Lipschitz uniforme en n, il
existe alors une suite d’opérateurs de prolongement notée (P,)nen telle
que:

Py H3(Qn) - H(QY) , s€{0,1,2}

Pr(Wi, =U , V UeH(Qp)
et:
| Pn llLrsc@nyms@) < Co

ou Cy est une constante indépendante de n.

Remarque 6.2.2:

Les différents résultats qu’on vient de rappeler sont issus des travaux
réalisés dans [16], [50] et [51]. A présent introduisons les outils dont on
se servira pour montrer I’existence d’une solution faible.

Proposition 6.2.4:
Soit ® un polygone plan convexe borné. On désigne par g un élément
de L*(®); Alors I’unique solution h du probléme :



-Ah =g dans ©
h=0 sur 0@
qui appartienta L*(®) est telle que 2—2 e L*(00). De plus on a:

IS lecor <1 g llie) -exp(@M +d)
ou M =| h|L=pe) et d= diam(®).

Preuve:

Compte tenu du fait que la laplacien est invariant par translation et
par rotation, on peut se ramener au cas de figure ci-dessous, ce qui hous
permettra d’avoir I’estimation suscitée pour le coté T';:

On procede a un changement de fonction en posant:
p(X1,X2) = =1 + exp(2h(x1,X2))
ainsi:
Ap = 2(Ah).exp(2h) + 4(|| Vh |13 .exp(2h);
d’ou:
Ap > 2(Ah)exp(2h)
Ap = -2 | g llL=@ exp(2h)
EnposantM =|| h || =@ il vient que:
Ap = -2 g |l exp(2M)
On définit la fonction :
W(X1,X2) = p(X1,X2) + mexp(—X2);
avecm = agexp(d) , ao =2 || g ||~ exp(2M) et d = diam(®).
On remarque alors que :
(i)
AW = Ap + mexp(—X2)
AW > —ag + agexp(d — Xz)

Comme (X1.X2) € © alors:
X2 <d et exp(d—x2) >1
ainsi:

(if)

Aw > 0

Max w(Xx1,X2) = 0 +Max mexp(—Xx2) = m
00 00
Vu que (X1,X2) € O, alors :

X2 >0 et exp(—xz) <1.
et par conséquent, la fonction w(xy,Xz) vérifie:



Aw > 0 dans ®

Max w =Max w =m

00 I
Cette fonction w(x1,Xx2) est alors une sous solution (Cf [56]); elle atteint
son maximum sur le bord de ®. Par suite :

W(X1,X2) <m , V (X1,X2) € O.

Comme p(X1,X2) et exp(—xz) sont dans W?$(®), s > 2 et en vertu du
fait que W2$(®) s'injecte continuement dans C1#(®) ( Cf [52]), on peut
affirmer que w C“‘(@)et en tout pointde I'; , on a:
w(X,X2) —w(x,0)

X,0) =lim <0
( ) = Jm X;
donc:
oW _
oo <0 sur T
or
ow _ op _ _
oo %, m sur T

qui entraine que:
op. <
m sur T

aXZ
Par constructlon de la fonction h on:
h(x1,X2) = —LOg(l+p(X1,X2)) ainsi, on obtient:
oh _ 1 0p _
oxe _ 27x, W T
vu que p = 0 sur I'j; enfin: X
oh 1 _
%o < 2m sur T
ou encore:
oh < |dg |||_°°(@)) exp(2M+d) sur Tj.
6X2

En considérant a présent une autre fonction test a savoir :
W(X1,X2) = 1 —exp(-2h(x1,X2)) —mexp(—Xz)
on montre aisément par un raisonnement analogue au précédent que:
oh . _1

o 2 >m sur T
Ou encore:
g—xhz >— || 9 |lL=e) exp(2M +d) sur T.
On conclut alors que:
MaXI I<Il'g llL=e) exp(2M+d).

En reprenant ce raisonnement pour chacun des cotés I'; de 0@ (qui
sont en nombre fini ) on aura:

|| ||L°°(6®) <II'g ll=@ exp(2M +d).



Remarque 6.2.2:
En ce qui concerne la contante M on peut donner I’estimation suivante
(Cf [56]:
M < 4(1+d?)(2mes®) ¥ || g I~ -

Proposition 6.2.5:
Soit ® un ouvert polygonal plan borné. On désigne par g un élement
de L*(®). Alors I’'unique solution h du probléme :

-Ah =g dans ©
h=0 sur 00

qui appartient a L*(®) est telle que aaTh e L*(00),ke {1,2}. De
k

plus on a:
[ g_)EL =@y <l 9 llL=e) exp(2ZM +d) ,V ke {1,2}

ouM =| h ||L=@ et d=diam(®)

Preuve:

On a:
aa—)g( za'{%ﬂxég—? sur 00

ou 7 est le vecteur tangent unitaire tel que (n,7) soit direct. De plus:
(@52 + (@52 =1, vk e {1,2}

et compte tenu du fait que h est nulle sur 60, il vient que :

oh =0 sur 0O
ot

et par conséquent:

oh oh
| Se =Ll g1 sur 60, vke {12}

On peut conclure en se référant a la proposition 6.2.4 que:
| £ o) < g e exp@M+d) vk e {1,2)

Proposition 6.2.6:
Soit ® un polygone plan convexe. On désigne par g un élément de
L*(®). Alors I’'unique solution h du probleme :

—-Ah =g dans ®
h=0 sur 00
appartient a W1=(®). De plus on a:
| X ooy <K I g ey (Mes®)Y %) +]| g =) exp(2M +d)
ouM =|| h ||L=) ,d = diam(®) et K indépendant de ® , de h et de g.

Preuve:
(1) Le fait que h appartienne a W*(®) découle de :



(1) h est I’unique solution de:
—-Ah =g dans O
h=0 sur 00

(if) © étant un polygone plan convexe, alors h appartient & I’espace
W25(®), 2 < s < so. De facon plus précise, si I’on se réféere a [51], on a:

_ _ 2 T
1+2, —|I:f(2 a) ag = Wi

ou les wy sont les angles du polygone @.

(2) 1l nous reste a prouver I’inégalité citée ci-dessus. Pour cela on dérive
I’équation par rapport a xi , k € {1,2}:

a9
(axk)_ X dans ©
oh o
% € L*(00)
On écrit ensuite:
oh _
6Xk h1 + hz
ou hi et h, sont solutions de:
~Ath) = 2 dans © “A(h)= 0 dans ©
o hy = - sur 00
hy =0 sur 00 27 Xk

On aalors ( Cf [56]):
()
Iy sy <K I g llL=e) (mes @)+

ou K ne dépend ni de ©, ni de h, ni de g ni de h;.
(i) mais aussi:

| h2 [[L=e) <|| ||L°°(®) <l g lL=e) exp(2M +d)

car h, est en méme temps une sous solution et une sur solution.
Enfin:

| 88_)2( lie@ < |l h1 =@ +I h2 ||L=(e)
<K | g =@ (MeS®)™ 7 +|| g ||L=@) expM+d)Vk e {1,2}

Remarque 6.2.3:
On rappelle a présent un résultat qu’on utilisera plus loin et dont la



démonstration est faite dans [41].

Proposition 6.2.7:
Soient O un ouvertde RY, et (an)newy Une suite de LP(O), p €]1,+oo[
telle que :
- (an)neny CONVerge presque partout vers a,
- || @an [lL=@) estbornée indépendemment de n.
Alors la suite (an)nen converge faiblement vers a dans LP(O).

Remarque 6.2.4:

Nous rappelons que la solution faible de I’équation d’Euler dans un
polygone plan convexe © a été obtenue comme valeur d’adhérence de la
suite de fonctions (u,).-o et dont chaque élément est solution de I’équation
d’Euler perturbée (Cf [5]), a savoir:

Trouver u, € L*((0,T);V(®)) telque : (u,); € L*((0,T);V'(®))

< (UW)t, Z >y +va(uy,z) +buy,uy,2) =<f,z>., Vz e V(O)
uy(0) = uo dans ©

Up € V(®) et feY(O).

Proposition 6.2.8:
La solution u, du probléme précédent vérifie:

IV AuylIE. < 2exp@T)(| Uo llvey +Il T li§e) 6.2.1

Sideplus (VAUp) €L*(@®) et (VATF) € L*((0,T);L*(®)) on
a alors I’estimation:

2
'V A Uy [[EeomL=oy
<SCill VA U [IEe +lI VAT lsoni=e) o2

C, estindépendante de T, v, up , f, u,, et ©.

Preuve:
Pour la premiére estimation se référer a [5], pour la seconde a [4].

Remarque 6.2.5:

Il est clair que ces deux estimations a priori restent valables pour la
limite d’une sous suite quelconque de (u,),-o et en particulier pour la
solution de I’équation d’Euler dans un polygone plan convexe.



Existence d'une solution faible
Soient up et f deux élements respectifs de V(Q) et Y(Q) tels que

(V AUp) €L*(Q) et (v A f) e L®(Qr). Pour un entier n fixé,
on notera par f, la restriction de la fonction f a Q, et par v, I’unique
solution de :

—A(yn) =V A Up dans Q

Yn = 0 sur aQn

own _aq/n)
8X2’ OX1 '

on pose alors : Ugn = (

Remarque 6.3.1:
(1) Hestclairque v A ugn, de par sa définition, est la restriction
a Qn de v A Ug etparconséquent ¥ A Ugn € L*(Qp).
(2) En se référant a [34], on peut affirmer que :
I von 1@y <l ¥n llfeq,) < @+C2) | Ayn [{xq,)
I Uon 9@y < @+C2) |l o I§q

ou la constante C, est égale a (diam Q)2(1 + ((diam Q)?).
A présent, on introduit la fonction vitesse up, solution faible de I’équation

d’Euler dans Q, pour les données uog, et f,. Plus exactement
(Cf[5]) un estsolution du probleme (Ep):

Trouver u, € L%((0,T);V(Qy)) tel que : (un); € L2((0,T);V'(Qn))

(En) : < (Un)t, Z >, *+Db(Un,Un2) =<fnz>2, VZeV(Qn)
un(0) = Uon dans Q,

On considere la fonction courant (Cf [60]) associée a uy , notée ¢y, solution
de:

¢ —A(pn) =V A Uy dans Qg
' ¢on =0 sur  0Q

il vient alors que:

On peut énoncer les lemmes suivants:



Lemme 6.3.1:
La solution du probléme (E,) est telle que:
(i) un estun élémentde L*((0,T);V(Qn)).
(i) (V¥ A up) est unélementde L*((0,T);L"(Qn))
(iii) (un)i estun élément de L2((0,T);H(Qn)).

Preuve:
(i) L’appartenance de u, a L*((0,T);V(Q,)) est démontrée dans [5];

(ii) Ce résultat est immédiat. En effet I’inégalité (6.2.2) reste valable
pour u, puisqu’elle est obtenue comme limite d’une sous suite de
(Uny)vso (CF[5]), en vertu de la remarque 6.2.4:

| V A Un [lLeemitz@y < Ci(ll ¥ A Uon lo +ll ¥ Afa [l

fn et (V A Ugn) étant respectivement les restrictions de f et de

(VAug) a Qp:
Comme:
|V Afalle < ¥ A [lLe@n
et:
| Vv A Uon [l < V A Uo [lL)
alors:

| ¥ A Un [lieomiteny < Ci(ll V Af llL=@n +ll ¥V A Uo L) )
(iii) Rappelons que uy Vérifie:

< (Un)t,Z >, +bUnUn,2) =< o,z >2, VZ € V(Qn)

Vv

Vu la proposition 6.2.6, la définition de u, et le fait que (v A un)
appartienta L*((0,T); L*(Qn)) on peut écrire en utilisant la fonction
courant:

1
I Un lL=(om:=@yy < {K(mes Qn)*7 +exp(2M +d)} | ¥V A Un [[L2@mL=@ny)
ainsi:
<Unuz>p,, U fallo +lUnfle Tunllv) I zllo,Vz e V(Qn).

Comme V(Qn) < H(Qn) < V(Q,) avecdensité (Cf [5]), eten
vertu du théoreme de Hahn-Banach on déduit le résultat énoncé et I’esti-
mation:

I 2 2 2 2
I Un)e IEeommamy = 201 o I2omiz@ms +lUn 1 I Un llEzompvan) )

Lemme 6.3.2:
La fonction courant ¢y, associée a un, solution du probléeme (£,) est



telle que ( @n )i existe et appartient a L2((0, T); H(Qn)).

Preuve:
Opn  Opn
OX> ’ OX1

(Un)! = (@(6%) B @(6% )) _(9en)t  A(gn)t
"t o\ oxy ) ot \ oxg Xy A
Il est entendu que cette dérivation est faite au sens de D'(Q+,). De plus

d’aprés le lemme 6.3.1, (un); € L2((0,T);H(Qn)), qui nous permet
d’écrire que:

@n estsolution du probleme (€, ) et up = (

(i)

), alors:

(Un)t.m = %(QDn )t sur 6Q.

et par suite:

(n )t = cste sur 0Qn

(i) Hestclairque —A(@n )t =V A (Un)t
égalité ayant lieu dans H=(Q,)
Par conséquent ( ¢, )¢ est solution du probléme :

—A(@n )t =V A (Un)y
(@n )t = cste sur 0Q,

Il vient alors que ( @n )t € L2((0,T);HY(Qn)), mais puisque
on € L2((0,T);H2(Qn)) on peut conclure que ¢, € W(Qn),

W(Qn) = {W e L?((0,T);H2(Qn)) tel que % € L2((O,T);H1(Qn))}

On montre aisément par un procédé de regularisation que D (Q1n)
est dense dans W(Qn). D’ou:

£ (nlea,) = ()i sur 0

cette derniére égalité ayant lieu dans L2((0,T); H? (oQn)).
Comme ¢@n/sq, =0, % (¢nloc,) = 0, et (@n )t est I’'unique solution
de:

—A(@n )t =V A (Un)t

v A (Up)t € L2((0,T);H(Qn)) implique que :



(@n)t € L2((0,T); H5(Qn)).

Notations:
On notera par 6, etpar v, les fonctions suivantes:

0On _ 00n

On = Pn(pn) €t vy = (8X2 .

ou P, est I’opérateur de prolongement de la proposition 6.2.3.

Proposition 6.3.1:
La suite (On)neny ( resp. (Vn)new ) ainsi définie est bornée indé-
pendemment de n dans L*((0,T);H2(Q)) ( resp. dans L*((0,T); (HX(2)?))) .

Preuve:
Par construction de 0, et de vy, on a l’estimation:

I Vo Bz I 00 lfey =< Co Il @, Iz,
qui donne si I’on se référe a [34] :
I Vo 125z <1 00 122 < Co(l+Co) || Ap , 122,
ou encore:
I Vo (e <l On 122 < CoL+C2) | ¥ A Un llizan

ou C; et C, sont les mémes constantes utilisées précédemment. En
vertu de I’inégalité (6.2.1), des remarques 6.2.4 et 6.3.1 et du fait que:

I fo llven <l fllve
il vient que :
[l vn ||a1(g)2 <|| On ||2H2(Q) < CS(” Uon II§an +II fo II5qn >;

et si I’on pose
Cs =2exp(2T)Co(1 +Cy) et C4 = C3(1 +C;) on aura:

I Vo 1aqy <l 0n 7y < Ca(ll Uo I3y +I f 130 )-

Remarque 6.3.2:

La suite (On)nen (resp. (Vn)nen ) étant bornée dans L=((0, T); H?(Q))
(resp. dans L=((0,T);(H(©)?)) ), on peut en extraire une sous suite
(Cf [15] notée par commodité (On)neny ( resp. (Vn)nen ) cOnvergeant
vers un élément 0 ( resp. v)dans L*((0,T); H?(Q)) faible *
(resp. dans L=((0,T);(H'(©)?)) faible *). De plus on a le résultat



suivant:

Proposition 6.3.2:
La limite 0 appartienta L*((0,T); H2(Q2) N H§(QY)).

Preuve:
La preuve de cette proposition se fait en trois étapes.

Etape 1:

Montrons que pour tout ne N fixé, (0,); existe et appartient a
L2((0,T); HY(QY)). On rappelle que On(t,.) = Pnon(t,.), et pour presque
toutty € (0,T) ona:

On)itto,.) =Lim Lotk =P00) gang paq)
t-tg

Pa(pn)itte,.) =lim £20oltf = Poeallo) - gans (g

Pn(ﬁon){(to,.) :tl_igl Qn(t, . )t __teon(to, )

dans H(Q)
ainsi pour presque tout to € (0,T), (0n); existe et :
(On)t = Pn(@n)t € L2((0,T); HY(Q)).

Etape 2 :

Montrons que la sous suite (6n),,y converge vers 6 dans L2((0,T); H*#(Q))
fort pour tout £ €]0,1[. En effet, au vu de I’étape 1, et des propriétés de
I’opérateur de prolongement P, il est clair que :

2 2
I On)e Iz omymray = Co-ll (@n)y IiLzommian

' '
|| (Qn)t “EZ((O,T);H]-(Q)) < CO-(1+C2)- ” (uﬂ)t ||%L2(QT,n))2

en se référant a la proposition 6.2.6, et les démonstrations de la proposi-
tion 6.3.1 et du lemme 6.3.1, on peut affirmer que :

I @) Wergre < 2 (1T By +C2Calll o Iy #1 3y )
ainsi :
I ©); 12z omumey < Co
avec :

Ce = 2-C0-(1+C2)(|| f ||f|_z(QT))2 +C§-C4<|| Uo Iy +II flI%a ))

de plus comme la sous suite (6n) . converge vers 6 dans L2((0, T); H2(Q2))



faible, alors la sous suite ( (0n), )nen coONverge vers (6;) dans
L2((0,T); HY(QY)) faible; I’utilisation d’un théoréme de compacité (Cf
[40]) nous permet de conclure que la sous suite (0n) .y CONverge vers 0
dans L2((0,T); H?¢(Q2)) fort pour tout ¢ €]0, 1[.
Etape 3 :

Montrons a présent que pour toutt € (0,T)ona:

0 =0surT.

Soitalors x. € " etsoit x, € 0Q,, tels que :
d(x*,aQn> = d(x«,xn).
Ainsi :

x. =lim x, = 0(x,) =lim 0(x,);

nN—o0 N—o0

il suffit alors pour conclure de prouver que : lim 8(x,) = 0. Ona:

N—o0

0 <[ 0(xn) —On(xn) |<sup| O(x) —On(x) |
xeQ
mais par construction (xn) = @n(xn) puisque x, € 0Q,, .
Or ¢ est I’unique solution du probléme &, donc ¢n(x,) = 0, par suite :

0 <| O(xn) |<sup| O(X) —On(X) |

xeQ

Au vu de Iétape 2, et en se référant a [52], on peut dire que pour presque
tout t e (0,T) lasous suite (6n),.,; converge vers 6 dans C°(Q). Par

conséquent :
lim 6(xn) = 0 = O6(x,) = 0.

N—o0

Comme x.. est un point quelconque de I", on peut confirmer que :
0 =0surT.
Enfin de ces trois étapes, il vient que : 0 € L=((0, T); H2(Q) N H§(Q)).

Conséquence 6.3.1:
La limite v de la sous suite (Vi) est un élément de L*((0,T), V(€)).
En effet, on rappelle que :
»(0n) oy CONVerge vers O dans L*((0, T); H?(Q2)) faible*
> (Vn) oy CONVerge vers v dans L= ((0, T); (H(€2))?) faible*
» 6 € L=((0,T); H2(Q) N H§(Y)

> et vy = (gg; ,-22: .

par suite :

_ (00 _ 00 -0
V—(axz, aXl)zV.v 0;



de plus

v.n = 20 _ g sur Xt vuque @ € H}(Q) p.pdans (0,T);

ot
d’ou le résultat escompte.

Conséquence 6.3.2:

La sous suite ((vn);) _, converge vers (v); dans L2((0,T); (L3(2))?)
faible. En effet, au cours de la démonstration de la proposition 6.3.2
(étape 2), on a prouvé que la sous suite ((0n),) _, converge vers (6),

dans L2((0,T); H1(Q)) faible; il est alors clair que la sous suite ((vn){)

neN
converge vers (v), dans L2((0, T); (L2(€2))?) faible.

Remarque 6.3.3:

Maintenant on est en mesure de prouver que I’équation d’Euler possede
au moins une solution faible dans Q. Mais d’abord, nous prouverons
quelques lemmes de convergence dont nous aurons besoin.

Pour un élément quelconque z € V(Q), on définit v, comme étant
I’unique solution de :

—~Avp =V AZ dans Qp
vn=0 sur 0Q),,
, - Gvn _Gvn
et I’on pose zp = ( e oxy ).
Lemme 6.3.3:
Ona:

< (Un)t, Zn >yiy CONverge vers < (V)i , Z >y dans L1(0,T) faible.

Preuve.
On rappelle que ( lemme 6.3.1, conséquence 6.3.2 ) :

(Un)t € L?((0,T);H(n)) , (v)t et (V)i € L2((0,T); (L*(€))?);

ainsi, la dualité V' x V se transforme en produit scalaire dans L?.
On écrit alors :

< (Un)t, Zn >00, =< Wt, Z>00 = Dn(t) =< (Mt = (Vn)t, Z >00
ou
Dn(t) =< (Un)t, Zn >00, —< (Va)t, Z >00
et au vu de la conséquence 6.3.2,
< (V)i = (V)i, Z >0 tendversO dans L(0,T) fort;

donc pour prouver ce lemme, il suffit de montrer que D(t) tend vers O
dans L1(0,T) faible :



-1- On montre d’abord que:

Dn(t) tend vers O presque partout sur (0, T).
En effet :
Dn(t) =< (Un){ vln— Z >00, < (V){’ Z >0,0\Qn

on a utilisé le fait que (un)t et (vn), coincident sur Qy : (0n)t = Pn(@n),
i) En ce qui concerne < (Un)t ,Zn — Z >00, ,ON a I’estimation :

|< (uﬂ){’ In -1 >O,Qn |S|| (uﬂ){ ||O,Qn H Z— Iy ”o,nn :

D’une part, se référant a I’étape 2 de la démonstration de la proposition
6.3.2, on peut affirmer que | (un)t ||, €st bornée indépendamment de
n.

D’autre part, vu que si on note y, = Pnvy, alors :

” An ||2H2(Q) < CO” Un ||2H2(Qn) = C0(1+C2) ” z ”\2/(9)

et de la suite (xn) _ ON peut extraire une sous suite, notée par commodite
(xn) _,» qui converge vers y unique solution de :

{A;{V/\Z dans Q otz = (X

Ox .
= ))
x =0 sur 6Q ox2 ' 0OX1

il vient alors que Pnv, converge vers y dans H?(Q) faible, et donc dans
H(Q) fort (Cf[52]), en n’onbliant pas que Prvn = vy Sur Qn, on peut
conclure que || z— zn ||, tend vers 0. Par suite :

< (Un)t, Zn —Z >,,, tend versO.

(if) En ce qui concerne < (Vn), , Z >00N0,
on a I’estimation

1< (Vn)t » Z>00na,  ISI ()i lloe 11 Z llogna,
comme :
I v 13a <l Ot 1y < Co Il (@n)t 131q,) < Co(l+C2) I (Unt lI3a,
ainsi :
< Wn)y + Z>0ana, < Co Il Z lloana, < Co (MeS(QN\Q) . || Z || sy
vu que z € V(Q).Par suite :
|< (V) , Z >qq, tendversO.

En conclusion, on peut affirmer que Dn(t) tend vers 0 presque partout
sur (0, T) quand n tend vers +o.
-2- De plus, en vertu de la proposition 6.2.7 et du fait que les sous suites



((Vn)Pnen » ((Un)Dnen €t (Zn)nen SONt respectivement bornées dans
L2((0,T); (L2(€2))2, L2((0,T); (L2(Q2n))? et  (L2(Q2n))? alors:

Dy (t) tend vers 0 dans L2(0, T) faible
et donc

< (Un); » Zn >gq, tendvers < (v), , Z >, dansL(0,T) faible

Lemme 6.3.4: Ona:

b(un, un,z,) converge vers b(u,v,z) dans L*(0, T) faible.

Preuve :

Dans I’étape 2 de la démonstration de la proposition 6.3.2, on a
prouvé que la sous suite (On)nen converge vers @ dans L2((0,T); (HZ4(Q))
fort pour tout & € ]0, 1[; ainsi la sous suite (Vn)ney CONverge vers v dans
L2((0,T); (H¥%(©2))?) fort pour tout £ € ]0,1[; comme de plus la sous
suite (Vn)ney  converge versv dans L2( (0,T); (HYX(Q))?) faible ( Cf
remarque 6.3.2) alors pour z € V(Q), i€ {1.2},je {1.2} il vient
que :

Vni.Zj tend versvi.zj dans L?(Qr) fort

OVn,j % 2 .
e tend vers o, dans L=(Q~) faible

ainsi :
b(vn,Vn,z) tend vers b(v,v,z) dans L(0.T) faible.

Pour prouver ce lemme, il suffit de montrer que Bn(t) tend vers 0 dans
L1(0.T) faible sachant que :

Bn(t) = b(vn,Vn,z) — b(un,Un,zn).

-1- On commence d’abord par montrer que :
Bn(t) tend vers 0 presque partout sur (0, T).
En effet :

OUnj OV,
Bn(t) ZJ. (Un,i. —axnid (2§ = Znj)) o dX + J. (Vn,i. —8)21 .Zj) o dX
Qn ON\Qn

on a utilisé le fait que u, et v, coincident sur Q, (6, = Pn(@n)).
(i) En ce qui concerne In1(t) = I (Uni. %.(zj —Znj)) xodX
|

- - Qn
on a I’estimation :

[ Tna@® [ <l un lle -1l Un llvian) -1l Z=Zn llon

D’une part, en se référant a la démonstration du lemme 6.3.1, ainsi qu’a
[5], on peut affirmer que :



I'Un o < Cuet || Un llvian < Calll Uo llviy +II f [I§ -
D’autre part, on a montreé ci-haut (démonstration du lemme 6.3.3) que:
| (z—12n) lloq, tend vers O quand n tend vers + o

ce qui implique que I,1(t) tend vers 0 presque partout sur (0,T).

(ii) Ence concerne In2(t) = j (vn,i.%.zj)(t,x)dx :

OXi
- - Q\Qn
on a I’estimation

| Tn2(®) [l Vo sz -1l Vo v -1l Z sz
Si on désigne par Cg la constante d’injection de (H1(Q) < (L*(Q)? alors:
| In2(t) [<Csg || Vn ||\2/(Q) Az enan.
et si I’on se référe a la démonstration de la proposition 6.3.1, il vient :
| Vn ”%Hl(Q)Z =< ||3n||$|2(g = C4(||U0||\2/(Q) + ||f||\2((9))
ainsi en remarquant que :
1 .
1ZIl (Leanyz < (MesS(Q\Qn)) «. [|Z]] (=2

on peut conclure que In2(t) tend vers 0 presque partout sur (0,T).

En conclusion, on peut affirmer que By(t) tend vers O presque partout
sur (0,T) quand n tend vers +oo.

-2- De plus, au vu des estimations faites sur 1,1 (t) et I,2(t), il est tout

a fait clair que la sous suite (Bn(t))nen €St bornée indépendamment de n
dans L?(0,T). En vertu de la proposition 6.2.7 :

Bn(t) tend vers 0 dans L2(0, T) faible

et donc
b(un,Un,z,) tend vers b(v,v,z) dans L1(0, T) faible
Lemme 6.3.5:
Ona:
< fn,zn >q, converge vers < f,z > dans L*(0,T) faible
Preuve :

Onpose Fn(t) =< fn,zn >0, —<fZ>0q
-1- On commence d’abord par montrer que :

Fn(t) tend vers 0 presque partout sur (0, T).
En effet :



Fn(t) =< fn,Zn A >0,Qn —< f,Z >0,Q\Qn
du fait que f, et f coincident sur Q,. Ainsi :

| Fa@® 1= il -l Zn=Z 1, +I Z lloo\an
par référence a la démonstration du lemme 6.3.3 (partie -1-(i) ) :

|l zn—2 | tend vers 0,

0,Qn
de plus, comme z € V(QQ) :
1

Iz loona, < Mes(QN\Q))*. |l Z || 4@y?

par suite, on peut affirmer que F,(t) tend vers 0 presque partout sur
(0, T) quand n tend vers +oo.

-2- Par ailleurs, les estimations faites sur F,(t) impliquent que :
I Fa(® llizory ST Fll,, -(Co+ Cao).

La sous suite (Fn(t))nen €tant bornée indépendamment de n dans L2(0, T);
en vertu de la proposition 6.2.7 on conclut que :

Fn(t) tend vers 0 dansL?(0, T) faible

et donc
<fnzn—17 >qq, tendvers <f,z >y, dansL!(0,T) faible
Lemme 6.3.6:
ona:
< Un,Zn >pq, CONVErge vers < v,z >oq dans L1(0,T) faible
Preuve :

La démonstration de ce lemme, se fait exactement de la méme maniére
que celle du lemme 6.3.3.

Lemme 6.3.7:
Ona:

< Uon,Zn >gq, CONVErge Vers < Up,z >gq dans R

Preuve :
Onpose: Ap =< Uo,Z >gq —< Uon,Zn >gq, -

-1- On commence d’abord par écrire que :

An =<Up—Uon,Z >pq, *+<U0,Z>go\q, +<UonZ—1Zn>qq,
(i) En ce qui concerne < Ug — Ugn ,Z >gq, Ona:



|< Uo—Uon,Z>00, ISl Zllog .|l Uo—Uon lloon

on montre aisément que || Up — Uon |loq, tend vers 0, exactement comme
on I’afait pour || z—2z, ||oq, dansla démonstration du lemme 6.3.3.
Par suite < Up — Uon ,Z >00, tend vers 0.

(i) Ence quiconcerne < Up,Z >y g, Ona:

|<Uo,Z>p0ne, [=IUo lloa Il Z lloova,
<Il Uo lloa -1l Z [l - (MES(Q\QR))*
par conséquent
< Uo,Z >g0nq, tend vers 0.

(iii) Ence quiconcerne < Uon,Z—1Zn >qq, ONa:

|<Uon,Z—Zn >o0q, [=I Uon llog, -l Z=2n llogn
d’aprés la remarque 6.3.1 il vient que:
1
<Uon,Z—Zn >gq, 1S(Q+C2)% || Uo lvie) | Z=2n [logn

Comme il a été démontré au lemme 6.3.3 que || z—zn |0, tendversO,
on conclut que:

< Uon,Z—1Zn >oqn, tendvers 0.

De (i), (ii) et (iii) on peut affirmer que A, tend vers 0 dans RR.

Théoréme 6.3.1:
Soitug € V(Q) et f € Y(Q) tels que (VAug) € L*(Q) et
(VAf) € L*(Qr) alors le probleme:
Trouver v e L2((0,T);V(QQ)) tel que : (v); € L2((0,T);V(Q))
<MW, 2>, +b(v,v,z) =<fz>., VZeV(Q)

v(0) = uo dans Q

admet au moins une solution dans L*((0,T); V(2)), obtenue comme
valeur d’adhérence de la suite (vn)nen définie dans notations 6.3.1.

Preuve:

Elle se fait en deux étapes:
Etape 1: Montrons que la limite de la sous suite (vVy)neny de la remarque
6.3.2., qu’on a désignée par v, vérifie I’équation:

< (V){,Z >V’,>< + b(V, Vv, Z) =< f,Z >|_2(Q) y Vze V(Q)

A

Soit donc z un élement quelconque de V(€2), on définit alors z, comme



dans laremarque 6.3.3. Onrevienta u, solution faible de I’équation
d’Euler dans le polygone plan convexe Qn:

< (Un){,Zn >\ +b(un,un,zn) = < fh,zn >2

xV

En vertu des lemmes 6.3.3, 6.3.4 et 6.3.5 on peut conclure :

i- < (Un)t,Zn >, tendvers< (v);,z >, . dansL'(0,T) faible,
ii- b(un,un,zn) tend vers b(v,v,z) dansL(0,T) faible,

li- < fn,zn >12q,) tend vers < f,z >z, dansL}(0,T) faible.
d’ou le résultat.

Etape 2: 1l nous reste a prouver que v(0) existe, et que v(0) = uo.

1) Comme v € L?((0,T);(L%(€2))?) etque (v); € L2((0,T); (L?(2))?)
en vertu de la premiere étape de la démonstration de la proposition
6.3.2, alors v e H((0,T); (L?(€©2))?) qui prouve que v(0) existe.

2) Revenons une fois encore a I’équation vérifiée par uy:

< (Un)uW >0 +bUn,Us, W) = < o, W >00, , YW e V(Q)

V
Puisque (un)t € L2((0,T);(L?(Q2n))?) alors:

< (Un)HW >00, +bUn,Un,W) = < o, W >00, , YW € V(Qp)

Comme de plus les injections:
V(Qn) = H(Qn) = V'(Qn)

sont continues, avec densité (Cf [5]), on peut affirmer (Cf [57]), au vu
des propriétés de u, que:

< (U)W >0, = %(< Un,W >00, )
ainsi:
(< U W >00, )+ B(Un, Un, W) =< o, W >00, , YW € V(Qn)
En particulier si w = z,, on aura:
%(< Un,Zn >00, ) + b(Un,Un,Zn) =< fn,Zn >00,

Soit a présent ¥ une fonction de C*((0,T);R) telle que ¥(T) = 0, on
aura:



T T

.
j%k Un,Zn >00, )P (Ddt + jb(un,un,zn)‘l’(t)dt = j(< fn,Zn >00, )P (H)dt
0 0 0

En vertu du fait que ¥ et < un,zn >00, appartiennenta H((0,T)),
I’application de la formule de Green ( Cf [52]), donne:

T T
—j(< Un,Zn >00, )P/ (Ddt + Ib(un,un,zn)T(t)dt
0 0

;
- j (< fu,Zn >00, )P Ot —F(0) < Un(0),Zn >pq
0

Au vu des lemmes 6.3.4, 6.3.5, 6.3.6 et 6.3.7 il vient que :

T T
- _[(< V,Z >00 )V (Ddt + Ib(v,v,z)‘I’(t)dt =
0 0

]
j (< ,2 >00 )PO)dt— P(0) < Uo,Z >00
0

¥ et < v,z >0q 6étantdans H((0,T)), I’application de la formule de
Green entraine:

T T
j%(< V,Z >00 )P(Ddt + Ib(v, v,2)'¥(H)dt
0 0

)
= [(< £,z >00 )P(Ddt+¥(0) < V(0) — Uo,Z >00
0

Comme v est solution de :
< 4Lz >00 +b(V,v,2) =<,z >00 , V2 € V(Q)

on peut, comme précédemment montrer que v Vvérifie:



d V,Z >00 +b(v,v,2) =<f,z>00 VZeVQ)

dt

d’ou:

T T
éh<mzmQYHmﬂ+IbmwnT®M=Ikﬁl>m)T®m
0 0

o —— -

Par conséquent:
Y(0) < v(0) —ug,z>00 =0 VzeVQ
Dans le cas particulier ou W(0) = 1, on aura:
<V(0)—-ug,z>0 =0 VzeVQ)
Sachant que V(Q) est dense dans H(€2), on peut conclure que :

v(0) —Up = 0

Conclusion:

Comme on peut le voir, il nous a été possible de prouver I’existence
d’une solution faible pour I’équation d’Euler dans un convexe plan avec
des données a régularité minimale. Concernant I’unicité de la solution,
les techniques connues permettant d’établir I’unicité nécessitent une régu-
larité de la solution dont on ne dispose pas dans notre cas: il y a un seuil
de régularité de la solution qu’on ne peut pas dépasser méme pour des
données tres régulieres ( Cf proposition 6.2.6). Cela est d0 au fait que
le domaine est lipschitzien. La question de I’unicité reste donc ouverte.



Conclusion et perspectives:

La dépendance de I’erreur de I’approximation des intégrales multiples
par les méthodes classiques de I’analyse numérique a poussé certains
auteurs a parler de * malédiction des méthodes quadratiques’. Les résul-
tats originaux basés sur les courbes a-denses présentés dans cette thése
permettent de calculer des intégrales mutiples par des intégrales simples;
I’erreur qui en découle étant indépendante de la dimension de I’espace.
La souplesse liée a cette méthode a permis d’approcher des intégrales
multiples par des intégrales simples de fonctions périodiques et d’adapter
ensuite les méthodes du trapéze généralisée et de Filon a ce type d’inté-
grales.

Les problémes de I’optimisation globale en plusieurs dimensions ont
pu étre également traités. En les transformant en problemes d’opti-
misation globale de fonctions d’une seule variable, il nous a été possible
d’utiliser la transformation de Legendre Fenchel et les méthodes de Monte
Carlo pour les traiter. La combinaison des méthodes des courbes a-denses
et de Monte Carlo a donné de meilleurs résultats que la méthode de Monte
Carlo aussi bien pour le calcul d’intégrales multiples que pour les prob-
lemes d’optimisation globale.

Il ressort de tout ce qui a été décrit dans cette thése que I’application
des courbes a-denses au calcul d’intégrales multiples et aux problemes de
I’optimisation globale, est un moyen efficace. Signalons cependant une
difficulte majeure liée a cette technique: les fonctions d’une seule variable
obtenue par réduction de la dimension sont de type oscillatoire. Il sera
judicieux, pour le plein essor de cette méthode, d’adapter les techniques
existantes ou d’en developper de nouvelles pour le calcul aussi bien
d’intégrales simples de fonctions oscillatoires que de I’optimum de telles
fonctions.

Comme on a pu le voir, il nousa été possible de prouver I’existence
d’une solution faible pour I’équation d’Euler dans un convexe plan avec
des données a régularité minimale. Concernant I’unicité de la solution,
les techniques connues permettant d’établir I’unicité nécessitent une régu-
larité de la solution dont on ne dispose pas dans notre cas: il y a un seuil
de régularité de la solution qu’on ne peut pas dépasser méme pour des
données trés régulieres. Cela est di au fait que le domaine est lipschitzien.
La question de I’unicité reste donc ouverte.
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