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PREMIERE PARTIE.
PROPAGATION DES SINGULARITES GEVREY POUR DES
OPERATEURS ACARACTERISTIQUES INVOLUTIVES MULTIPLES.



Défiez-vous des ensorcellements et des
attraits diaboliques de la géometrie.

Fénelon.

Il est connu aujourd’hui que la classe de Gevrey G*,1 < s < oo, joue un réle important
dans la théorie des EDP comme une classe intermediaire entre le C'*° et 'analytique.
En effet certaines propriétés (régularité,singularités hypoellipticité..) d’opérateurs dif-
ferentiels ( pseudo-differentiels) dans le cadre analytique ne sont plus vérifiées dans le
cadre C'*°. 1l est alors naturel d’étudier le comportement d’un opérateur differentiel
(pseudo-defferentiel) dans la classe G*d’autant plus qu’il a été prouvé que dans certaines
situations, les singularités ne peuvent étre que Gevrey. Nous montrons dans cette partie
un résultat de propagation Gevrey en utilisant les outils de ’analyse microlocale et la

théorie des opérateurs pseudo-differentiels analytiques.



1.Introduction :

L’objet de ce travail est d’étendre a la régularité Gevrey un résultat
de J.M.Bony et P.Schapira [3] généralisé¢ plus tard par J.M.Bony [2] sur la régularité
analytique.Nous rappelons ce résultat. Soient P un opérateur différentiel a coefficients
analytiques définis sur un ouvert X C R"d’ordre v, p, son symbole principal et V' sa
variété caractéristique :

V =A{(z,§) € X xR"\{0} / p, (2, &) = 0} .
On fait sur P les hypotheses suivantes :
(1) V est une sous-variété involutive , réelle analytique de codimension d et la restrisc-
tion de la 1—forme canonique Zn:fidaci a V est non nulle. Cette condition signifie que
si ug(z, ), ..., ug(x, &) sont des flgrllctions réelles analytiques sur V' ,homgeénes de dégré 1
et dont les différentielles sont linéairement indépendantes sur V on :{u;,u;} = 0sur V et
duy, ..., dug , anfidxi sont linéairement indépendantes sur V. V' est alors feuilletée par les
d—variétés inéczelgrales des champs Hamiltoniens Huj , 1 < j <d. Ce sont ces d—feuilles
qu’on appelle feuilles bicaractéristiques .
(2) p, s’annule exactement a l'ordre m > 1 sur V.
Cela veut dire que pour tout point (x,¢) de V' et tout vecteur (Z, E) transverse a V' | il
existe un réel a non nul tel que:
pu(T + T, 4 2€) = a.e™ + o(e™) (voir [1] , [3] ).
Théoréme 1.1 :( J.M.Bony-P.Schapira [3] ).
On suppose que P verifie (1) et (2) . Soit u € D'(X). Alors :

W F,(u)\W F,(Pu) est réunion des feuilles bicaractéristiques.
Ici WF,(u) désigne le front d’onde analytique.
Plus tard J.M.Bony [2] a généralisé le théoréme 1.1 pour un opérateur non-micro-
-caractéristique suivant une direction dont le symbole principal s’annule a 'ordre m > 1.
Dans le cadre Gevrey , nous prouvons le résultat suivant : Soit p € V et I', la feuille

bicaractéristique de V' passant par p. On suppose que X contient 0.
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(3) On suppose en outre que p, s’annule exactement & ordre m > 1 sur V prés de
chaque point de I', c’est & dire que pour chaque point (o, %) de I', il existe un voisinage
U de (9, £°) et une constante positive C' verifiant :
e ldv(@, " < Ipu(@, 9] < C{dv(2,}" . (v,6) €U

dy (z, &) désigne la distance Euclidienne du point (x,£) a V.
On suppose enfin que P verifie la condition suivante , dite condition de Levy d’ordre
So, So € [1,m] :
(4) P= 3 AU, U*=U..UJ

|| <m
ou A, est un opérateur pseudodifférentiel analytique d’ordre inférieuer ou égal a :

m — |af

v—m-+(sg—1). .
0

et U; , 1 < j <d, un opérateur pseudodifferentiel analytique dont le symbole principal
est u;(x,&). Remarquons que si so = 1, on retrouve ce que l'on appelle la condition de
Levy usuelle ( [2] et [16] ) et que la condition (4) telle qu’elle est écrite est énoncée , est
écrite de facon invariante. Nous verrons plus loin que (4) est en faite une condition sur

les termes d’ordre inferieur de P. Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 1.2 : Soit s € ] 1, 20 [ .On suppose que P verifie (1) , (3) et (4) .
Siu e D'(X) est telle que ', N WEF&(P*u) =0 , alors :
ou bien T', C WFg(u) ou bien I', N WEF&(u) = 0.

Ici WF}, désigne le front d’onde Gevrey d’ordre s .( voir L.Hormander [7],0.Liess
[10],[14] et paragraphe 2 de ce méme travail ).

Exemples :
1/ Soit P(z,t, %) un opérateur differentiel sur R” x RY qui pour chaque t fixé est
elliptique en =x.
Le front d’onde de u, de Pu = 0, se propage le long des feuilles définies par :
=0, t =cste , 7 = cste.

2/ Soient (P;);=1,., des opérateurs differentiels de méme ordre et de partie principale

réelle.



Soit P : P = iPizm + @ , Q d’ordre inferieur.
On suppose quze: 1les dP; et la 1-forme canonique sont linéairement indépendants et que
les crochets {P;, P;} sont nuls sur V = {(z,€)/pi(x,&) = 0, Vi}.

Il y a propagation des singularités Gevrey le long des r—feuilles de Pu = 0.

Remarque 1.3 :

a/ Dans le cadre analytique , c¢’est a dire s = 1, bien entendu il n’y a pas de condition sur
les termes d’ordre inferieur de 'opérateur P , cas traité dans une plus grande généralité
par N.Hanges-J.Sjostrand [5] dont nous suivant la méthode lorsque s > 1.
b/ Sans la condition (4) on a seulement :

Théoréme 1.4 : Soit s € |1, | .
Soient P,V , I', verifiant (1) et (3) et u € D'(X) telle que :

L', NWEF&(P*u) = 0 alors :
ou bien I', C WEg(u) ou bien I'y N W Fg(u) = 0.

Ce dernier résultat a été prouvé dans un précédent travail ( A.Kessab [7] ) dans le cas
particulier :

V= {@:,5) e T"X\{0} /¢ = 0} oué=(,¢),¢ eRrd
¢/ Si P verifie (3) , P* verifie aussi la méme condition et 'on peut remplacer P* par

P.,dans le théoréeme 1.4.

d/ Sim = 1, on pose "= = oo. En particulier on sait déja que la partie de
W FE(u)\W F}(Pu) ou %Lx” = 0 est invariante sous le flot Hamiltonien de p, ( voir

L.Hormander [7] ).
Dans la partie 2 nous énoncons les notations et rappelons certaines définitions et
notions utilisées.Nous rappelons dans la partie 3 quelques notions de geometrie symplec-

tique. Dans la partie 4, on se rameéne a :

v ={(@&erx\{0}/¢ =0}

a l'aide d’opérateurs integraux de Fourier analytiques. Dans la partie 5, on montre que



la condition de Levy permet de reprendre la méthode de [8] avec quelques modifications
que ’on précisera, .

2.Notations, définitions et rappels :

Définitions 2.1 :

a) Symboles : Soient r € R et 2 C C" un ouvert.
On note A" l'espace des fonctions u(z, A) définies sur {2 x R, et verifiant :
(i) u(z, \) est holomorphe en z , pour tout A > 0.

(77) Pour tout compact K C 2 , il existe une constante ¢ > 0 telle que :

lu(z,\)] < e N A>1,2 € K.

On dira que u(z,\) est un symbole analytique d’ordre fini r.
b) Symboles analytiques classiques et réalisation de symboles analytiques classiques :
Soit (ag(.))ken une suite de fonctions holomorphes sur € et telle que :

V compact K de 2,3C > 0 satisfaisant :

lag(2)] < C*EY 2 e K ke N.

Un symbole analytique classique formel dans {2 d’ordre 0 est alors la donnée de la serie

formelle :

Zak(z) AR

k>0
Soit maintenant €2 relativement compact de €2.Une fonction a(z, \) définie sur 0y xR est
une réalisation de S ay(2).A7" dans Q; si a(z, \) est holomorphe en 2 et %l existe ¢ > 0

k>0
telle que :

—_

a(z,\) — Z ap(2) AT < e A>1,2€ Q.
0<k<A/eC ¢

Ici C est une constante telle que : |ay(z)] < C*EF sur Q;. Une réalisation est donc :



a(z,\) = Z ar(2). A7

0<k<\/eC
Définitions 2.2 : Phase Gaussienne et résolution de l’identité .

Soit (w,£%) € T*R™. Notons o = (a, ag) € C?.

Soit o(z,y, @) une fonction analytique définie dans un voisinage complexe V' du point
réel (g, g, g, &) et verifiant :

(i)gpz()etg—‘;:—g—“;:aglorsquea::y:ax.

(1) 11 existe une constante C' > 0 telle que pour (z,y, a) réel on ait :

]mQO(:B,y,Oz) Z C. <|ZL‘ - ax|2 + |y - am|2) :

Une telle fonction sera appelée phase Gaussienne et s’écrit :

o(z,y,a) = (x —y)ag + h(z,y, a)

ou h(z,y,a) = (|;E —a,|* + ly — Oéx|2) avec , pour (x,y, ) réel :

Imh(z,y,a) > C. (|z — ag|* + |y — ozm|2) :

Soient maintenant W CC R?" un voisinage ouvert de (g, £°) et ¢ une phase Gaussi-

enne comme ci-dessus. Soit aussi ¢ un symbole analytique classique sur V' x R, avec
W ccwV=A{(x¢~)/(x,z,z,§) € V}.

On considére une troncature x : x(z,y, @) € Cg°(R*") égalea 1 présde {z =y = a,/a € W} .
On définit alors 'operateur pseudo-differentiel formel A par :

Au(x, ) = AT // eV q(z y o, Nuly, N)dyda

et sa “réalisation” A" définie par :

AV o D/(R™) — Cg°(R™)



AV u(e,N) = \¥ / / V) (. o N)x (@, a)uly)dyda
acEW

On note 04 = e~ A(e*)¢) le symbole complet de 'operateur A. Si o4 = 1 on dira

que :

Tax(z,y) = )\%ei’\@(:‘”’y’o‘).a(m, Y, a, \)

est une “résolution” de l'identité et ’on écrira :

Tu(z, \) = // Tax(z,y).u(y)dyda

pour dire que A est formellement I'identité et ’on a 1’écriture évidente de IV I'operateur
réalisation correspondant & I. Notons aussi le résultat technique suivant : (voir [Sj]-15)
Si P est un opérateur differentiel & coefficients analytiques, il existe un symbole analy-
tique classique a (z,y, a, \) (réalisation) a valeurs dans les (2n-1) formes en « tel que:

%067A(x7 y) = el)\w(mﬂu’a) 'a($7 y? a? )\)'X(x7 y’ a) ,Uerifie :

[P, 1V] = / Tax + Ry
acdW

ou 'on suppose W au moins régulier par morceaux et ou R, > est un operateur régu-
larisant dont le noyau est & décroissance exponentielle dans C§°(R?") uniformément en
A

Siu € D'(R™) , on écrira alors :

(5) [P IV u(z, A) = [ Tax+ O(e®) = R u(z, A) + Oe ™)
acdW

ot O(e™) est une fonction & décroissance exponentielle en A dans Cg°(R™).

Définition 2.3 : Classe de Gevrey :

Soit 2 ouvert de R™. On note G*(2) 'espace de Gevrey de classe s > 1 défini comme
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suit :

f € C>(Q)/Pour tout compact K de Q) il existe
G*(Q) = une constante C = C(K) positive verifiant :
Sup|D* ()] < ORI (al)
weK
Exemples de fonctions Gevrey :
1
1/Vs>2: u(z)=4 et=5 L aw=0

s
s—1°
2/ Soient § < p <1, py > 1.

+oo
u(x) = [e M) 1 we GYr.

u € G” avec p =

Po
Définition 2.4: ( Définition du front d’'onde Gevrey ).

a/ Soient X et Y deux ouverts de R”".
On note H" (X x X xY') l'espace des fonctions a(x,y, £, \) définies sur X x X x Y xR ,C*>
en (y,&) et telles que :

Pour tout compact K de X x X x Y il existe une constante C' > 0 verifiant :

Va € N": [D2a(e, y, &, \)] < CPHLalX | (2,,6) € K, A > 1.

Les éléments de H" sont des vrais symboles analytiques d’ordre r en la variable x.

b/ Soit Y un ouvert , Y C R™\{0}.

Soient u € £'(X) , (20,£°) € X x Y etac H.

On dira que (z¢,&°) ¢ WFSu s'il existe un voisinage U de z¢ , un voisinage V' de & et

une constante positive ¢ telle que :

Thu(y,§) = /GM{(y_x)&MiA(x_y)2}.a(x,y,§, Nu(z)dr = O (e‘ﬂ%>

uniformément pour (y,£§) e U XV, A > 1.
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Proposition-Définition 2.5 :

Soit Wy un petit voisinage de (zg, 50) et X un ouvert de R™ contenant x,.

Soit I'""* une résolution de l'identité et u € D'(X) :

I™ou(x, \) = // @) o(z, 2, o, N)x(z, 2, a)u(z)dzdo.

aEWy
Ici a(z, z,a, \) est un symbole analytique dans toutes les variables (réalisation).
Les deux assertions suivantes sont équvalentes :
(i) (20,&%) ¢ WEu.

(41) 11 existe un voisinage V; de (2, &%) et une constante € > 0 tels que :

/eiAh(I’y’E’)\).]WOU<y, /\)dy _ Q <e—e>\§>

uniformément pour (z,§) € V; avec :

1
S

hz,y,&,N) = (x — y)é +i—=—(z —y)*.

Definition 2.6:( Déformation ). Soient X, Y deux espaces vectoriels topologiques.
a/ On appelle “déformation” (de X dans Y ) une application 1 continue de I x X dans
Y oul=10,1].
b/ Soient f et g deux applications continues de X dans Y. On dit que g est le “produit
d’un processus de déformation” appliqué a f s’il existe une déformationn: [ x X — Y
telle que:

Vee X : n0,z) = f(z) et n(l,x) = g(z).

(On dit que f est homotope a g).
Définition 2.7 :( Contour d’integration ). Soient W un ouvert de R* et I' : W — C”

une application.
On dit que I' est un contour d’integration si I' est injective, de differentielle injective

(plongement) et C* au voisinage de W.
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Définition 2.8 : (Phase stationnaire ou méthode du “col”)

Soient U C C™ un voisinage ouvert de 0, ¢ une fonction holomorphe sur U avec
z = 0 comme unique point critique. On suppose : ¢(0) = 0, dety”(0) # 0 (z = 0 point
critique non dégénéré ).
Soit V' CC U un voisinage ouvert de 0 et supposons que :
sur Vg = VNR": Rep(x) >0 et sur OVg : Rep(x) > 0.
Avec ces données , on a le résultat suivant :

Pour toute fonction holomorphe u,bornée sur U, il existe deux constantes C', € > 0 telles

que:
/eAW(x)u(x)dx = Z (2%)”/2(16!)\%%)*1.[%&]k(%)((]) + R(N).
Ve 0<k<A/C
. I ~ P dz
o |[R\)| < — e Suplu(z)] , A>1, A= —s, J=Fdet—
€ zeU j:laZj dz

z; étant des coordonnées obtenues par application du lemme de Morse & ¢.

Définition 2.9 :(Pseudo-convexité )

a / Fonction sous-harmonique : Une fonction f définie sur un ouvert €2 de C" a valeurs
dans [—o00, +00[ est dite sous-harmonique si :

(i) f est semi continue superieurement ( f~!([—oo,7[) ouvert , ¥Vr € R).

(i)VK CcC 2,Vh € C(K) , harmonique dans Kona:

h> fsur 0K = h> f sur K.

b / Une fonction f définie sur un ouvert 2 de C" a valeurs dans [—oo, +00o[ est dite
plurisousharmonique (psh) sur €2 si :

(1) f est semi continue superieurement.

(i))Vz € C",Yw € C" : 7 — f(z + Tw) est sous-harmonique dans son ouvert de
définition.
¢ / Un ouvert 2 de C™ est dit pseudo-convexe si :

f pshsur Q telle que : Vre R: Q, = {2 € Q/f(z) <r} CC .

3/Notions de geometrie symplectique :( [4])

3.1/ Variétés symplectiques :
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1/ Une variété M est dite symplectique si elle est munie d’une 2-forme fermée o ( do = 0)
qui confére a chaque espace tangent 7, M une structure d’espace vectoriel symplectique .
2/ Exemple fondamental : Soit maintenant X une variété C* (ou méme analytique réelle
ou complexe ).On munit alors M = T*X = ng {p} x T; X , d'une structure (canonique
) de variété symplectique de la fagon suivante :
Soit w: T*X — X la projection canonique sur la base X.
(z,8) — (. &) =«
Pour (z,£) € T*X , considérons D, ¢7 I'application lineaire tangente de 7 :
Doy : Tiag)(T7X) — T X
On définit sur 7% X la 1-forme canonique ( dite forme de Liouville ) « par :
Aae) = £ 0 D : V0 € Tiag)(T7X), 0w g)(v) = {[Digm(v)]

qui est une 1—forme ( une section) sur 7*X.
La 2-forme differentielle o = —da est une forme symplectique sur M =T*X :

V(x,§) € T*X :0(;¢) est une forme bilineaire alternée non dégénérée et fermée sur
Ty (T X).
Si x = (1,...,7,) est un systéme de coordonnées locales sur X et si £, ...,&, sont les
coordonnées duales,alors (z,£) = (21, ..., Tp, &y, -, &,) est un systéme de coordonnées
associé sur T*X et (dzy,...,dx,,d&,, ...,dE,) la base de T*(T*X) associée & ce systéme
alors :

o =Y Cdri et 0 = Yodui A dE,.

3/ Une sous-variété Y de ZT:*EX est dite in\l/;llutive (respectivement isotrope, Lagrangienne)
si en chaque point y € Y, T,)Y est un sous-espace vectoriel involutive (respect.isotrope ,
Lagrangien) de T*X.
Exemple : Soient ¢ : R” — R une fonction C* et A, = {(z,dp(z)), z € X} C T*X.
A, est une sous-variété de 7% X de dimension n = dimX et ¢ est appelée fonction généra-
trice de A,.On a @ T4y p(z0)) Ny = {(h, ®p(x0).h)/h € R"} et si (p,q) € Tiug oo Ne :

qr = Z@?iw(aﬁo) -Di-
i=1

On verifie que o {(p,q), P, ¢)} = >_(pid} — Piq;) = 0 et donc A, est isotrope. Comme
i=1
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dimA, = n elle est aussi involutive , c’est & dire une sous-variété Lagrangienne.

3.2/ Transformation symplectique et fonction génératrice :

1/ Rappelons d’abord le lemme de Darboux.

Lemme de Darboux:

Soit (M; o) une variété symplectique. Pour tout mqy € M il existe un voisinage ouvert U de my

dans M et un diffeomorphisme ¢ de U dans un ouvert V' de R"x R" tels que :
gb*(idfi Ndz;) = o on U.

2/ Soient M et N deux Variété;:slymplectiques de méme dimension et Kk : M — N

une application C*°.On dit que k est une transformation canonique ( ou symplectique )

sl: Koy = oy

Une telle application est nécessairement un diffeomorphisme local.

3/ Soioent ¢, ..., Gn, P1, ---, Pn. des coordonnées locales symplectiques sur M -c’est a

dire : o) = idpj A dgj-on montre que :
() k: M 1—> T*R"™ est une transformation canonique ssi : p; = ¢ jOK, §j=Tj0RK
forment un systéme de coordonnés symplectiques locales.
(17) kK : M — N est canonique ssi Graphe(k) = C, C N x M est une variété
lagrangienne pour la forme symplectique oy — oy;.

4/ Fonction génératrice:

Soient N et M deux ouverts de T*R™et notons : k(y,n) = (z,§).

Le point 3/(ii) montre que C}, est lagrangien pour idf ;N dry — idnj A dy;.

Si: Cy — T*R™, (x,&,y,m) — (y,m) est un difféomoi"phismze locallalors ( localement)
C,. est de la forme :

£ = g—i(gg7 n),y= a—i(w, n) ou ¢ est une fonction C>°.
oAt

) 0 0
De facon équivalente : k : (a—i(x,n),n) — (x, a—i(m,n)) ' uon (x,m) #0.

La fonction ¢ est appelée fonction génératrice.
3.3/ Champs hamiltoniens : Notons encore H l'isomorphisme :

H:TT*X) — T(T*X)

associé & 0 = —da déja introduit . Soit U un ouvert de M =T*X. Si f est une fonction
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C>°(U,R) , on appelle champ hamiltonien de f -noté H-le champ de vecteurs image de
df par H : Hy = H(df) que 'on définit aussi par :
(¥) i(Hs)o = df ou i est 'opérateur de contraction ( ou produit interieur de o
avec Hy) .
Cette définition donne pour (x) : Vv € T(,¢)M (section de T*X) :
[i(Hy)olv = O'(Hﬁ, v)
Il s’en suit qu’en coordonnées locales : Hy = ;ﬁ% — g_i% déf %% — %%
Remarquons que ce paragraphe est valable sur toute variété symplectique et non seule-

ment sur M = T"X.
3.4/ Crochet de Lie , crochet de Poisson :

Crochet de poisson : Soient f et g € C°(M,R). On définit le crochet suivant , appelé

crochet de Poisson ,par :
{f7 g} = _G(Hf’ H!])

Remarquons que :

1/{f.9} = =19, f =} Hs(9) = —H,y(f) = dg(Hy) = —df (H,).

2/Hyygy = [Hy, Hy].
Remarquons aussi que o(Hy, Hf) = 0 entraine que f est constante le long des courbes
du champ hamiltonien H; puisque o(Hy, Hf) = H¢(f). Mais on peut voir aussi que :

A 0 7)) = (df )07 (&) = ()0 (Hs (1(8)) = 0.

3.5/ Théoréme de Frobenius et feuilles bicaracteristiques :

1/Définitions :

a/ Soit M une sous-variété de RY de dimension n. On appelle “distribution” ( C*)(ou
systéme tangent dans M) de dimension p , la donnée en tout point x de M , d’'un
sous-espace D, de T, M verifiant I’'une des deux conditions équivalentes :

(1) Au voisinage de chaque point = , D, est engendrée par p—champs de vecteurs
C>, X1,..., X, (p <n) lineairements indépendants.

(77) Au voisinage de chaque point = , D, est définie par (n — p) formes differentielles

de degré 1 , lineairement indépendantes , c’est a dire :
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D,= n {Kera;} , a; étant une 1-forme sur M.
1<j<n—p

La distribution D est alors : D = ngDI.

b/ Un champ de vecteur X sur M est dit tangent & D si Vo € M : X(z) € D,.

¢/ De méme une sous-variété V' de M est dite tangente & D si Ve € V : T,V C D,.
d/ Une sous-variété V de M est dite variété integrale de D si Ve € V : T,V = D,.

2/ Distribution integrable :

On dit que la distribution D est integrable si par chaque point de M passe une variété
integrale de D. Dans ce cas , chaque point de M est alors contenu dans une unique
variété integrale maximale (feuille ) , les variétés maximales constituant une partition de
M appelée “feuilletage” de M. Si V' est une variété integrale de D , alors toute courbe
tangente a D qui rencontre V' est entierement contenue dans V.

3/ Théoréme de Frobenius :

Soit. D une distribution C'*°. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(1) D est integrable .

(17) Pour tout champs de vecteurs X et Y tangents a D alors : [X,Y] € D.
Application :
1/Soit V' une sous-variété d’une variété symplectique M de dimension 2n ,définie locale-
ment par :

fi=---=f,=0avec f; € C*(M) et df; linéairement indépendantes sur V.Alors :

V involutive < {f;, fj} =0 sur V.

2/ Si V est involutive alors les T},,V +, m € M , forme un systéme tangent integrable
dans V.
Remarquons enfin que :

(1) Si de plus dimM = 2p , alors V' est Lagrangienne.

(i7) Dans la situation du point 7.2/ , les feuilles bicaracteristiques (sous-variétés in-
tegrales associées aux distributions p — 7,V *) ', sont obtenues en integrant successive-
ment les champs hamiltoniens Hy, passant par p.

4.0pérateurs integraux de Fourier et réduction de V a A = {5” = O} .
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4.1.0pérateurs integraux de Fourier analytiques :

Dans cette partie on suit pas & pas [5].
Soit # une transformation canonique analytique d'un voisinage du point (yo,7°) € T*X\ {0}
dans T*R™\ {0} et soit s (yo,n°) = (z0,£%). Aprés un changement de variable en y , on

peut supposer que k est engendrée par une fonction S = S(z,n) telle que :.

Graphe(k) = {(S;](:L',n),n,a:, Si(z,m)}.

On va associer & k des opérateurs integraux de Fourier adaptés a nos calculs. Au voisinage

du point (zg, 7o, 40, n°) on considére une phase Gaussienne de la forme :

P(x,y,a) = S(x,a¢) — y.ae + % {(S;(x, ag) — ) + (57/7(37, ag) — y)2}

ot a = (g, ) et S) la dérivée par rapport & la seconde variable.

On considére alors des opérateurs de la forme :

(6) Fu(x,\) = X2 [[ e@ve) o(z,y, a, \).u(y)dyda

ounu € D'(X) et a(z,y,a, \) une réalisatioan de symboles analytiques classiques, ellip-
tique, définie au voisinage de (o, zo, yo,n°) ( voir [15] ).

Soit W un petit voisinage de ( yo,1°) et x € C5°,égale a 1 prés de :

{(x,y,a)/ Y=y = 57'7(907045)} .

On considére alors la réalisation de 'opérateur F :

FV . D'(R") — Cg°(R™)

(7) FWu(x, \) = N2 [[eM@w) q(z,y, a, N).x(2, y, a).u(y)dyda.
W
On verifie que ¢ est non dégénérée au sens de Hormander ( voir [4] ), que la variété

critique est :

Ci/} = {(m,y,a)/ Y= 0g = S:](x,ag)}
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et que la valeur critique de ¢ est donnée par :

w(xvyva) = S(Qi,ag) - y.Oég.

On retrouve ainsi la phase que 1’on associe classiquement a la transformation x.Remarquons

aussi que prés du point (xg, zo, yo,n°) on a :

ATP = {(S;;(xaﬁ)ﬂ%% S;(’x)n)} = G’l“CLth(KJ).

Posons maintenant : 1*(x,y, ) = —(x,y, a) et considérons :
(8) Gu(w, \) = N2 [[ M @) bz y o, N).u(y)dydo.
En composant formellement et en appliquant le théoréme de la phase stationnaire

complexe & la phase :

H: (Z,ﬁ) — w(I,Z,ﬁ) +¢*(Za,%0é)

on montre formellement que 'on a :
9) (F o Gyu(w,\) = N2 [[ eiwlzve) oz y, a,\).u(y)dyda.

ou ¢(x,y,a, \) est un symbole analytique défini prés de (g, 2o, yo,7°) et :
1
pw(x,y, o) = S(x,y) — Sz, ae) + 5(5,’7(33, ) — )’

En remplacant dans (9) a par x(«) , on retrouve une phase comme dans la résolution de

l'identité de [15]. En effet :

k(S (Y, ag), ag) = (y, S, (y, o))

En outre si F est elliptique -c’est a dire a(x,y, o, \) elliptique-on sait d’aprés [17] qu'il
existe un symbole analytique b(x,y, @, A)-donc un opérateur G-tel que :

F o G = 9§ (composition formelle).
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On a :
LG (eMEwa) q(x,y, a, \)) = M@V o(x y. a, N).
L’opérateur C' correspondant & c(x,y, o, \) verifie :
oc = 1 ( symbole complet ).
Donc : C' = N2 [ eiMwl#v0) c(z,y, a, \)da est une résolution de 'identité.
Nous considérons aussi dans la partie 3 , une résolution de l'identité avec une phase
¢(z,y, ) réelle analytique verifiant:
(1) =0 et %:_%:aﬁ lorsque z =y = a,
(10) (i7) Il existe ¢ > 0 telle que pour (x,y, @) réel on ait:

Imo(z,y, @) > |z — oo + |y — ou|?)
et nous noterons I une telle résolution de l'identité .

Remarquons que si P est un opérateur differentiel d’ordre v , on en fait un opérateur
pseudodifferentiel d’ordre v en conjuguant formellement \™" P par F et G :
(11) P=\"FPG
avec :
Pu(z, \) = \*"/? // eM@Y) £y, N).u(y)dydo
ou f(x,y,a, \) est une réalisation de symboles analytiques classiques.

D’autre part on sait que les symboles principaux de P et de \™VP sont liés par la relation

pok =p (voir [5] ).
4.2.Réduction de V a A = {(a:,f) e TR {0} : ¢ = o}

L’hypothése (1) nous assure 'existence d’une transformation canonique analytique £ d’un
voisinage du point (yo,7°) € T* X\ {0} dans un voisinage du point (zg, £°)T*R™\ {0} qui
envoie V = p,(0) sur :

A={@oeTrRN\{0} : € =0}, ¢ = ()¢ e R (voir [ et [3] )
Soit le point (0,&,,0) € A , &, € R*4 {0}.
Les feuilles I transformées des feuilles I', par x sont de la forme :

I = {(ib‘,f) eA/ (2,€) = constante} :

20



Soit T' celle qui passe par le point (0, 52), 0) :
r={@ger/a=0,¢=g}.

L’opérateur transformé de P s’écrit :

m—|a|

ol A, est un opérateur pseudodifferentielle d’ordre inferieur ou égal A v—m+(so—1) -
Soit y(q) le symbole principal de A, avee k(o) = v —m + (so — 1)m;)‘°‘|.

Quitte & composer avec un opérateur elliptique d’ordre (m — v) , on suppose pour
simplifier v = m et donc :
_ _ 1\ym=le A " J _ m—lof
k(a) = (so —1)== et Aa.D, est dordre <m P

Pour cette condition voir [8] , [12] et [14] . On a le lemme suivant :

Lemme 4.3 :

Si py,—; désigne le terme d’ordre (m—j) du symbole de 'opérateur P , alors p,,_; s’annule
a Pordre (m — jso) , prés des points de I | p,, s’annulant exactement.
Preuve :

D’abord p,, s’annule exactement & ’ordre m prés de I' puisque :

ﬁm = Z ak(oc)f”a'

laj=m

Ensuite si a(ﬁa.D;’Q) désigne le symbole complet de ga.D;a, la formule de composition

donne :
0(AaDl) =Y Ay 1€ = o(Aa).€".
1>0
En outre :
_ _ [m/so]
o(P)= ) o(A)E" =D D> ) anw-rE".
|a|<m J=0 Ja|=m—jsg >0

On obtient le terme p,,_, , d’ordre m — k , pour :
k(o) =1+ |al=m—kcestadirel =k—j,j<k<[m/s.

Nous avons alors :

k
Pm—k = Z Z Qjopi-&" = ak(sofl)-flﬂ + Pk

J=0 |al=m—jso
ou |y| =m — ksg et p,,_;, s’annule a 'ordre m — ksg puisque :
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la| =m — jsog >m —ksg, k> j,dou le lemme 4.3.

4.4. Transformation du front d’onde WEF{, par les opérateurs integraux de Fourier

analytiques :

Rapelons la définition du front d’onde Gevrey de O.Liess ( [10] , [11] ) et aussi [12] et
[14] .
Soit X un ouvert de R™ et (x9,£") € X x R™\ {0} .
Soit en outre I' un ouvert conique contenant £°. On note alors par S™(X x X x T ,
'espace des fonctions a(z,y,§) de C*(X x X x I') verifiant :

Pour tout compact K C X x X et pour tout cone I'' CC I', il existe une constante

C positive telle que :

D;‘D?a(:c,y,ﬁ) <l a1 + gy Pl e e T | (v,9) € K.

On dira que a € S™(X x X x I') est elliptique si :
Pour tout compact K C X x X et pour tout cone I CC I, il existe une constante
C telle que :
Cla(z,y, &) = 1L+ €)™ €T, (a,y) € K.

Définition 4.4.1 :( voir [8] et [10] ).

Soit a € S™(X x X x I) elliptique défini prés du point (29, 79, £°) et u € D'(X) défiinie
prés de zy. On a alors :
(z0,£%) € WF2u si et seulement s’il existe un cone ouvert IV CC I' contenant ¢°

un voisinage ouvert U de xy et deux constantes C et Cy verifiant :

Tu(y, )] < Creap(—Cs |€]V*) , ye U, £ €T

o Tuly.€) = [ e300 0,y O (w)u(e)d
avec y € C§°, x = 1 prés de z.

Cette définition reste aussi valable si : ( voir [8] et [10] )

Tu(y, ) = / o= oz, , €)x(x)u(e)de.
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Soit maintenant ¢(x,y, &) une fonction réelle analytique définie sur un voisinage de

(20, 7o, £°) et telle qu(e :

Pz, 2,§) =0
(12) %:—g—iz—é’six:y

Pour tout (z,y,§) réel,3C > 0 :

Img(z,y.€) > Cle —y|*
Soit b(x,y, &, A) un symbole analytique d’ordre fini, elliptique, définie au voisinage de

(20, To, £) et u une distribution définie sur un ouvert X C R™ contenant zy. On a alors :

Proposition-Définition 4.4.2 :

Soit (9,£%) € X x R™\ {0} .(w0,£") ¢ WF&u si et seulement s'il existe un voisinage U

de xo , un voisinage V' de €° et une constante £ > 0 tels que :
(13 T = [ M0 by, Nx(oula)ds
=0 (ea:p(—s/\l/s)> , (1,) e UxV , A>1.

Preuve :
Comme dans [15] , on montre que cette définition est indépendante du choix (b, ¢) . Pour
cela on suit de prés la preuve de J.Sjostrand ( [15] ) en remplacant A par A\/*. On peut
donc utiliser dans notre définition la phase classique :

Olw,9.6) = (4~ 2) + 5@ — y)*.
Mais avec une telle phase nous avons montré dans [8] que (zg, %) ¢ W F5u entraine (13).
Supposons maintenant (13) verifiée et quitte a multiplier u par une fonction troncature
nous supposerons u & support compact . Nous devons montrer qu’il existe un voisinage

ouvert U de z, , un cone ouvert I' contenant £° et une constante positive C' tels que:
l¢]

Tu(y,€) = / e W= 0 G 2, y, E)u(w)da
=0 (e‘c‘ﬂl/s) L (y,6) eUxT,aeS™(X x X xT).

On sait que :

7]

ou bz —zn)= (1 + (z_z)) (voir G.Lebeau [8] )

Par suite :
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(14) Tu(y,§) = ///exp —@(m—y) —l—z(x—z)n—@(a:—zf)x
xb(x — z,n) X a(x,y, &)u(z)dzdndz.
Soit ¢ = ¥(n) € CP(R™) valant 1 prés de V. On tronque dans (14) suivant w(‘—;ﬁ) et
(1-— w(w)) Posons :
Tu(y, &) =1+11.

Sur le support de (1 — 1/J<|Z—‘)) il existe un cone I' d’axe £° et une constante C' > 0 tels
que :
€= nl = Clel+ D), €€,
Si ¢ rprésente toute la phase dans (14) on verifie que : |d,¢| > C'(|¢| + |n|).
En déformant convenablement le contour réel comme dans [1], page 17, on obtient alors:
1T = Ofe=skI"),
Soit maintenant y(r) € C$°(R") valant 1 prés de U et a support prés de ce méme
voisinage.
L’expression [ s’écrit , en tronquant suivant x(z) et (1— x(z)): [ =1"+ 11"
On a:

@) (). [ eap (i(e = 2n =z = 2)2) x B — 2 mu(z)dz = Oe=)
ceci-par définition du front d’onde Gevrey-d’aprés (13) : il suffit our cela de poser ' =
n/ |n| et |n] = A pour retrouver notre définition (13).

D’autre part , une integration par parties en x dans I’ donne : I' = () (|£|_k> ke N*.
Il existe donc une constante p positive telle que :
1'= O (eap(—plgl"").
Dans le support de (1— x(z)) ona: |z —y| > Cy > 0 et donc :
I1=0 <exp(—C’0 |£|1/S) , d’oul la proposition 4.4.2.

Considérons maintenant un opérateur integral de Fourier F' comme au (6) et sa

réalisation 'V comme au (8) , W étant un petit voisinage du point (yo,7n°) :
FWa(x, \) = N2 [[e@ue) oz, y, o, \).x(x,y, a).u(y)dyda.

W
Soit b(z,y,a, \) une réalisation de symboles analytiques elliptiques ( voir [15] ) défini
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dans un voisinage de (g, 9, £°) . On a alors la proposition suivante :

Proposition 4.4.3 :

Soit u € D'(X) et cy dans un voisinage fixé de (yo,71°) . Alors :
ap ¢ WFZu si et seulement 8’1l existe une constante positive ¢ > 0 et un voisinage U

de k(ap) verifiant :
(15) ) = [ 900,000, €3). 05 u) (. Ay
=0 (exp(—é)\l/s)) , A > 1
uniformément en (z,&) € U.
Preuve : On a : utilisant les résultats de [5] et [13] :
(16) FEW (e98) b(z, £, M) (y) = M@ (., y, €, N)
avec : b un symbole analytique elliptique et 5 la valeur critique de la phase apparaissant

dans (16) et qui verifie d’aprés [5] lemme 2.2 :
Im¢(z, y(z,§),€) =0

% 5(a,y(@,),€) = —n(z,£)

Img(x,y,€) > Cly — y(=,€)| pour (x,y,) réel.
ou (y(x,&),n(x, &) = k(x,£).Lintegrale (15) s’écrit donc comme dans [11] ( phase

stationnaire ),modulo une erreur a décroissance exponentielle :

I(z,6) = / N9 T,y €, M) xuly)dy

(x,&) € U voisinage de k(o).
D’aprés la proposition 4.4.2, I(z, £) est & décroissance exponentielle en AY* ce qui prouve
la proposition 4.4.3.
Aprés ces réductions , le théoréme 1.2 découle du théoréme suivant :

Théoréme 4.4.4 :

On suppose que P verifie sur A les propriétés (1), (3) et (4).
50
t D'(R™).
p— [ et u € D'(R™)
Si 'NWEFE(P*u) = @ alors :
ou bien I' C WFE(u) ou bien I' " W FE(u) = @.

Soient : s € ] 1,
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11 suffit maintenant comme dans [8] de prouver :

Théoréme 4.4.5 :

"

; " ~ , . P> . "
Posons x = (x',2" ), ' = (Z,x,) , ¥, désignant la n*™¢ variable et ' € R

On suppose toujours que P verifie sur A les propriétés (1), (3) et (4),s€ } 1, SOSE . [ .
Siu € D'(R") est telle que :
(i) (0,£0,0) ¢ W F&(Pu)
(i) WF(uw) N {(x,) e WoNT, 2, <2} =0
Alors : (0,&,,0) & WEFg(u).
Ici Wy est un voisinage de (0, 510, 0) sur lequel P est transversalement elliptique .

5.Inversion d’opérateurs agissant sur des symboles analytiques:

On établit maintenant un résultat d’inversion d’opérateurs dans le domaine complexe sur
lequel repose la preuve du théoréme 4.4.5.
Soient Q CC Q cC C" deux ouverts pseudo-convexese C". On suppose que :

Q+ B(0,2) cc Q, B(0,2) ={zeC"/ |z| <2}.
Soit @@ = Q(x,0,\) un symbole analytique classique d’ordre 0 , défini sur un voisinage
de Q x {6 €C"/ |0 <2uy} , py est une constante positive fixée .On note aussi par Q)
une réalisation de Q).

Si u(y, A) est un symbole d’ordre fini sur Q et = € Q , on pose :

Q(x, Dy Nu = (%) : // M@0 O (2,0, \).u(y, \)dydo.

0 =ipo(z —y)
[z —yl <1
Soit g(x,#) la partie principal de @ et soit g une fonction holomorphe sur 2 avec
dgi, # 0. Notons
Y ={(zHeC?/xeQ, £=0}.
On suppose dans toute la suite qu’il existe un entier m > 1 tel que :

q(z, &) s’annule a 'ordre m sur Z et :
(17) gm
@—mq(x,udg(a:)) | u=0# 0,Vz € Q.

On suppose sur les q; = ¢;(7,&,\) = A7 ¢;(2,€),1 < j < m—termes d’ordre inferieur
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de Q—la condition suivante dépendant du parameétre sq , so € [1,m][ :
¢; s'annule a 'ordre (m — jsp) sur Z c’est a dire :
(18) 3C >0 g2, < CUE™™ L w=1q
au voisinage des points de Z
On a le lemme suivant :

Lemme 5.1 :

(i) Si @ vérifie (17) alors il est non-microcaractéristique le long de > suivant la
direction dg,

c’est a dire qu’il existe un nombre w positif vérifiant :
(19) q((z, ¢+ pdg(x)) #0, €9, [(|Swp, 0<p<w

(i) Si g; vérifie (18) alors il existe C' > 0 telle que :
(20)  g; (2, ¢ + pdg(2)))] < Cutm==0D, 2 €Q, || <wp, 0<p<w.

L’énoncé de la proposition suivante précise le résultat évoqué au début de 5.
S0

Proposition 5.1 : Soit, s € } 1, Tl
So —

On suppose que opérateur @) vérifie (17) et (18).

On pose dans toute la suite :

K = efiS\ngiS\g

Considérons ; CC Q un troisiéme ouvert pseudo-convexe de C".
Alors : il existe deux constantes positives C' et ¢ telle que :
si v(x, \) est un symbole analytique d’ordre fini sur €2, on peut alors trouver un symbole

analytique u = u(x, A, 5\) d’ordre fini sur Q vérifiant :

IN

|Ku — v C’(U).@’CX, sur {4

A > 1 AE< A <en

Ici C(v) désigne une constante qui dépend de v mais non de A.
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Preuve :

L’idée consiste & composer 'opérateur K avec I'opérateur 1" suivant :

Tu (x,)\, 5\> = (%)n // M@)o (x,@,i,A) u(y, \)dydo

0 =i —7)
lz—yl <1

oun, T’ (x, 0, ), )\) =1/q (x, 0+ Kdg(x)) . A= XX, et une constante positive fixée.

Le calcul de [8] donne modulo une erreur a décroissance exponentielle :

KTu (58,)\,5\) = (%)”// M@= R (:U,n, )\,5\> u(z, A, S\)dzdn

Fl(x)

ou I'; est le contour défini par :

n=imAT —2)
|z — 2] <1

et la quantité R est :

R <x, n, A, 5\> =Q <ac, n+ idg(x)) T (a:, n, A, 5\) + Ry (1’,77, 5\>

-1

avec Ry (:c,n, 5\) =0\ ).
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Ecrivons :

Q (x,n +§dg(m), )\> = Z Ay (x,n —I—idg(x)) , Co>0, Qo=¢q
0<v<A/eCo
Q (m,n + My(z), )\) = q <x, N+ S\dg(x)) + Z A (x,n + :\dg(x)>
1<v<A/eCy
= q <x, n+ idg(:c)) + 27 g+ Z A g, <x, n+ idg(:c))
v>2
Posons : G=aq + > A".q, , G est une fonction bornée sur :

v>2
0 x {C eC/I¢l < Mli}

R s’écrit alors :

R (:c,n, A, 5\) —1+X1G (:1:, n+ idg(x)) T (x,n, A, 5\> + 0(5\_ ).

les hypotheses (17) et (18) et le lemme 5.1 donnent :

’)\_1.47 (:E,n +§dg(a:)> T (9:,77,)\, X)‘ < Constante . X(mis()). Nt

<Constante . As0—1=7)
Par hypotheése (50—1—?) < 0, et par suite, il existe une constante fi,, 0 < fiy; < ?—1—1—50
telle que :
A lg (x, n+ idg(x)) T (x, A\, 5\> + Ry =X\H0.A (;E, A, 5\>
ol A est holomorphe bornée sur €y x {7] eC*/ Inl < ulj}
Soit maintenant :
Au(z, A\, \) = (2)" [f eMe==n.A <x,n, A, 5\> u(z, \)dzdn

ou A est l'opérateur pseudodifférenljc(;gi) avec symbole A (z,m, A, \) et I'g(x) le contour

suivant :

n=1iu AT — %)
|z — 2] <1
En développant le premier terme dans 1’égalité donnant R, par la phase stationnaire

(21) Lo(x) =

complexe, il vient que : (voir [5] et [15]).
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(22) KTu=u+ X" Au + O(u)(l).e*CO;\ sur §
ol, Oy)(1) est une fonction uniformément bornée en A pour chaque symbole analytique
u.
Si maintenant Q2 CC Q, Q CC O, est un autre ouvert pseudo-convexe de C" qu’on
suppose vérifiant :

B(0,1)+Q ccQ, Q4+ B(0,1) cC Q.
On a le lemme suivant :
Lemme 5.2 : (voir [5] et [8])
Il existe une constante positive C telle que pour tout symbole analytique d’ordre fini
v(x, \) défini sur Q, il existe un symbole analytique d’ordre fini @(x, A\, \) défini sur Q,

et vérifiant :

(I+XxMA)a=v+ O(U)(l)e*a;\, sur €.
ot O((1) est une fonction uniformément bornée en A pour chaque v.
Preuve : ( voir [5] et [8] ).
Pour démontrer complétement la proposition 5.1, il suffit d’appliquer (22) et le lemme
précédent en posant : u = T'u et alors :

Ku=wv —|—O(U)(1).e_é';\ sur €.
ot, O(y)(1) est uniformément bornée en A pour chaque v, d’ott laproposition 5.1.
Fin de la preuve du théoréme 4.4.5 :
Dans le théoréme 4.4.5, notons encore P par P. Soit la fonction f définie par :
fa o) =@ —y)an' + 5@ —y)>
Notons aussi :
L=Ly.,) = e~ M@ ') p (ei/\f(~7y’m'))

L est un opérateur pseudodifférentiel dont le symbole principal est : [ = p (z, V,, f + ', ("),
p étant le symbole principal de P. Posons :

Pz, A) = .y, 0, 0", 0) = f(a', ', n') + (", 0", \)
0" = (0,6,) et (2", 0" X) = AY)71 2" 9" §" dans un petit voisinage complexe de 0.
Soit enfin : W ={(z,{) e Wy / [("| <&, >0}
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ol ¢ est une constante positive suffisamment petite et W, - exactement le méme que
celui du théoréme 2.2 - un voisinage du point (0, (y,0) sur lequel P est transversalement
elliptique.

Avec toutes ces notations, grace au rappel (5) et nos hypothéses sur P, nous avons la
proposition technique suivante ou ’hypothése (ii) du théoréme 4.4.5 est essentielle.

Proposition 5.2 : ([5] , [8] et [15].)

Il existe un voisinage A de (0, (y), une constante C' > 0 et Ny € N tels que pour :
0 réel, 0,cC, |6,]#0

(23) ]
B <10, 160<E, Im 6,20

On ait :
(eMCN W), =0, (M), (v.7) € A
Ici ¢ est comme plus haut et I est une résolution de I'dentité et O)g,| (1) une fonction
qui pour tout £ > 0 est uniformément bornée en A pour | ,| > &. Cela signifie que pour
chaque & > 0 il existe une constante C: > 0 telle que :
(0N W) L[ <G A>T, | 6,] > 2

Preuve de la proposition :

C’est une application de la proposition 5.1. :

Par le développement de Taylor de p(z, () & 'ordre m aux points de V , on a l'existence
de deux constantes positives £ et C telles que :

pour (z,¢) € C" vérifiant : |(z,() — (20,¢")| < et )E‘ <eol¢,| ou (20,¢%) eV

on ait :

| =

p(z, Q)1 = = I¢"[". (voir [5] et [8] )

Q

Ceci montre que 'opérateur L = e~ (@y'n") p (ei’\f (. ’y/’”/)) est non microcaractéristique,
son symbole étant :

l:p(fl’, Va, f+C,7<”) :

Ceci nous permet d’appliquer la proposition 5.1 a opérateur conjugué K = e "% [ ¢V
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o, (a”, 0", \) = AL 7 9",
Il existe donc une constante Cy > 0, indépendante de 6,,, un voisinage A de (0, (y),
un voisinage pseudo-convexe V' de C" fixé et un symbole analytique en z : a(z,\) =
a(z,y',n',0", \) défini sur V tels que pour §” vérifiant (23) on ait :
(24)  Kal(.,y/,n,0".\) =1+ O0p,(1). (efcw”’len\) surV, (¥, ) € A, A> 1.
(On prend ”s” légérement plus grand que le ”s” de la proposition 5.1 et A = [6,,] . \Y/*)
En outre si W est assez petit, 'hypothese du théoréeme 4.4.5 entraine que :
WNWEL(Pu) =0 .

Rappelons que 1'on a posé :
(25) O(x,\) = f(', ;1) + (2", 0", ))

= (@' — ) + L@ — )2+ AV
ot : L= e N PN v ) ot K — =M Lot — o—id0(@\) p (ezm( . )) ‘
Pour 0, 2/ et y' réels on a :

Im® = 1(z' —y/)* + AL 0 T mé,,.
En tenant compte de (24) et (25) on obtient :
(AN W) = (320N Ka(., ), TV u) + <O|0n‘(1)'6—COA1/'§|9n‘+i)\<I>( : ,A)71Wu>
et grace a la troncature de I'expression de la résolution ' | il vient que :

(ei/\‘1>( A, ]Wu) _ (P (emb( e )\)) 7IWU)L2 n O|97L\<>\NO)~

12
Ofl, NO e N.

L2

L’hypothése sur P*u entraine que :
WP =0 (e—WS) 5> 0.

Par suite si Im#6,, est suffisemment petit :

(eR2C- A W) = (e Na(, \), [P*, IV u) + Ojp, | (A™).
Mais comme dans (5), (15) et la partie 2. :

[P, I"Ju=R"u+0(e™), r>0

ot, RWu= [ fan(u), et Tarlz,z)=AE""V2Ae(@20) p(1 2 o, N).se(, 2, Q)

ow

T €tant le noyau de 'opérateur m, y, ¢ étant une phase Gaussienne, > une troncature

comme en ( [15],[17] ) et b une réalisation de symboles analytiques a valeurs dans les
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(2n — 1) formes en a. ( [15],[17] ).

Il reste donc a estimer :

)

(ei)\@( : ,)\)a('7)\)’R8Wu) _ / (emb( “Na(, ), Ta Au)

ow

Mais :
(€0 Na(,N), Fau) = [ [2C@20 q(z, X).b(z, 2, a, \).5(z, 2, a).u(z)dzdz.
avec G(z,z,a) = ®(z,\) — oz, 2, @)

1
et Im G = Imp(z, z,a) + A9z, Tm, + 5(55, —y')?

> O (Jo — a,[* + |2 — a[?) + AV g, Im 6, + %(:c’ — )2
On observe alors 3 cas :
Cas 1:
On suppose o dans un voisinage compact d’'un point a® de W qui ne rencontre pas la
feuille I" :
P={(z.Q) R /o' =¢"=0, ¢'=("#0}
Dans ce cas on remplace le contour réel en = par le contour complexe suivant : ( Par la

formule de stokes )

@
Oz
SurI',ona: ImG>C. >0 et alors:

(€720 Mg, \), Fapu) = O (efcs,\l/s> '

.z +iesx(x, 2, Q) = ( ou i a les mémes propriétés que s précédent .

Cas 2:

70
x

On suppose a dans un petit voisinage compact d’un point a® = (a9, o), «

de OW NT tel que :

= (43,03,),

a2 < (a2

Tn T

I'hypothese (ii) du théoréme 4.4.5 entraine alors que :
Tau = 0 <€_C/\1/S)

et I'on a pour Im 6,, suffisamment petit :
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(e"’\@( -Naf., )\),ﬁav)\u) = Op,,| ()\NO) :
Cas 3 :
On suppose o dans un petit voisinage compact d'un point o’ € OW NT, tel que :
o > (d2)2.
On remarque alors qu’il existe une constante €y > 0 telle que :
g, > et 0<Imé6, <1.
et par suite : Im G > 0; d’ou la proposition 5.2.

Remarque 5.1 :

(i) La preuve de la proposition 5.1 montre aussi que cette méme proposition reste valable
si 0 € R est assez petit et si 'on remplace ® par : d=0— \V9"150,.
(ii) Pour 0 réel dans un voisinage de 0, le principe du maximum appliqué dans le domaine
{0, € C, Im#, >0, |0, <1/C} montre que l'on a :
(eué( ), [Wu) —0 ()\No) '
L2
uniformément en 6§ dans un voisinage réel de 0 et Im#,, > 0.

6.Fin de la preuve du théoréme 4.4.5 :

Posons :

h(w,y,m,0", ) = SAVITO0" — )2 £ AYITH@ — )07 + (@ =y + (@ — y)?
égalité qui s’écrit :

h(w,y,m, 0", \) = IND75(0 — )2 — A7 5.9

FINVOTY G, — )2 = Ay, — 8).0, + B(x, \).
=S+ T+ &z, ).

ou S désigne le premier terme de la somme précédente , T désigne le second terme et P
comme dans la remarque 5.1.

On a le lemme suivant :
Lemme 5.3 : Soit r € RT\{0}.

Posons Q, = [~r,r]" " = 0 x [~r,r] C R*1- x R.

(i) 11 existe une constante positive v vérifiant :

f (eiAh( . ,y,n,@”,)\)J Iwu)m a0 = O <€_7A1/s>

Qpr
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uniformément pour (y,7n’) dans un voisinage de (0,(y) et [n”] < &, € étant suffisamment
petit.
(ii) Il existe une constante 7y, positive telle que :
<ei/\.i~1( . ,y,n,)\)7 u) -0 <6770)‘1/S> '
L2
uniformément pour les mémes valeurs de (y,n) vérifiant (i). Ici :
B(x,y, n, )\) _ (:L" . y/)n/ + %(l" o y/)2 + )\(1/3)71' {(:L’” . y//)n// + %'(m// . y//)2}
Preuve : On a :
I (ei)\h( Lm0 IWU)L2 = [ T [ (emi( L), IWU> dbdo,,.
Qr |6"”< r Or
soit p une constante positive assez petite et > € C§°(R) telle que :
#(0) =1, 0 < 3¢ < 1 et support de s contenu dans un petit voisinage de 0.
Considérons alors, pour 0 <t < 1 la famille de contours :
Lue:0,€[—rr — 0, =0, + ipt.2(0,).

En tenant compte des remarques 3.1 et aprés déformation du contour en #,, on obtient :

f (ew‘h( ) 7%7779//7)‘)’ [Wu) de/l S Cte.)\N f e—)\l/sjm{%(b\n—’ﬂn)Q—(yn—(S)én}'den.
Qr Ty
u étant suffisamment petit, 6 — y,, > 0/2; un calcul simple montre alors que ’on a alors

().
Le point (ii) : d’apres la remarque 2.10 de [14], pour (y,7n’,n"”) dans un voisinage assez
petit de (0, (p,0), la phase stationnaire complexe appliquée a :
J= [ eM@un’ N g
Qr
donne :
J = C A2 edh@yn) L R, ().
o, Ryn(A) =0 <6*5’\1/S> , &> 0, et h est exactement comme dans le lemme (ii).
Le point (i) entraine l'existence d’une constante 7, > 0 telle que :
<emﬁ( Cwn ), IWU> e O (e—cte.xl/5>
ou encore : (eWNL( SYMA) u) L= O <e‘cte"\1/s)
uniformément pour (y,7’) dans un voisinage du point (0,¢g) et : || < e.

Pour prouver complétement notre théoréme , il reste & montrer que I’on a encore :

(ei)\iz( . ,y,n)\)’ [Wu) =0 (e_cte.)\l/s>

L2
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uniformément pour (y,7') dans un voisinage du point (0,¢}) et : € < || < eA'7V/.
Pour cela nous utiliserons encore une fois la proposition 5.1.
On suppose u a support compact. Rappelons que :
W y,n,A) = (@' =y + (2" = o) + ATH{@" =y + 5" — ")’
et que :
L = Ly = e~ M@0 p (M)
dont le symbole principal est : [ = p(z, V. f + (', ¢").
lei: f(a',y',n) = (@ =y + 50 —y')2
Posons : g(z”,y", 7"\, \) = (&' —y")if" + %)\1/8.5\_1(33” —y")? ou :
W=/ ] et X=X
On a bien : A< X<
Soit 3 > 0 assez petit ; il existe a > 0 tel que :
2" | S @ = ldpg— 7] < 6.
et donc L est non-microcaractéristique dans la direction d,~g.
La proposition 5.1 appliquée a l'opérateur conjugué K :
K — e—iM [, ¢iNg

entraine alors 'existence d’une constante § > 0, d’'un voisinage pseudo-convexe U de C"
contenant 0 et d’un symbole analytique dans la variable z, a(x,y,n, A), d’ordre fini, défini
sur U, (y,n) appartenant & un voisinage de (1, %) et tel que :
(26) Ka(.,y,m\)=1+0(). (e—M”S) .
Soit : a(z,y,n,A) = a(z,y,m,A) |grgpn -
L’hypothése (i) du théoreme 4.4.5 et la définition du front d’onde Gevrey entraine
Pexistence d’une constante positive C' telle que :

Jo = <€¢AE( v Na( sy, ) | P*U>L2 —0 (e*C'Al/S)
uniformément pour (y,7’) dans un voisinage de (o, (y) et :

e < "] < e ATV

Mais (26) nous donne :

(27) Jo= (P (e”ﬁ( sy Na( s ym, A) | u)) = (ei)"}( $ymA) | u) ,+0 (e’cm"\l/s> :
L L
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(27) a lieu uniformément en (y,7') dans un voisinage de (z¢, ) et : e < || < e A7V

La définition du front d’onde Gevrey et (27) nous assure que :

(z0,¢%) = (0,¢},0) & WFSu.

Ceci acheve la preuve du théoréme 4.4.5.
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Remarques et perspectives :

1/ Il semble que notre résultat reste valable dans le cas des operateurs a coefficients
Gevrey .

2/ Le probléeme de I'hypoellipticité Gevrey reste inconnu en général. Toutefois |,
depuis peu, nous avons des éléments de réponse concernant les opérateurs d’ordr 2 gréce
a M.Christ comme nous allons le préciser dans les points suivants.

3/ Soit L = somme de carreés de champs de vecteurs verifiant ’hypothése du ” crochet”
a Pordre r (ou bien la condition de Hormander ) dont nous rappelons la définition :

Soient X; , 1 < j <p, pchamps définis sur un ouvert 2. On dit que les X; verifient
la condition de Hormander a l'ordre r si les champs X ainsi que leurs crochets d’ordre
inférieur ou égal a r engendrent, en chaque point x, I’espace tangent T,) . Autrement
dit :

X1, Xoy oo, Xp {[ X0, X511 <y j < p} {[XG, [XG, X)), 1 <4, 4,k < p}, ...engendrent T, .
Alors : ( [ M.Derridj - C.Zuily 1973] )

(x) L est hypoelliptique Gevrey s si s > r.

11 a fallut attendre les années 90 pour voir M.Christ ( 7 Examples pertaining to Gevrey
Hypoellipticity” .Math.Research Letters 4 (1997) 725-733. ) casser” la barriére r” et se
lancer dans la recherche ( qui est toujours en cours ) de I'indice Gevrey critique s verifiant
(x) c’est & dire du nombre :

Inf{s > 1tel que: L soit G* hypoelliptique.}.

C’est ainsi qu’il exhibe ’exemple suivant dans R? :

Soient ¢ > p > 1.(z,t) € R x R%.0n considére :

Ly = 02 4 220D 92 4 g2a-D g2

(La condition de Hormander est satisfaite a 'ordre r = ¢ en 0.)

Il montre que : L est hypoelliptique Gevrey d’ordre s <= s > ¢q/p.

On peut aussi citer les exemples suivants :

Dans R? : Ly = 02 + 227D 92 4 22=a=D 4292 p > 2 7 > 1.

Ly est hypoelliptique Gevrey d’ordre s si 1/s <1 — q/pr.
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Dans R® : p > 4.

Ly =02 + (0, + 2 1.0,)2 + 02, + (O, + 12.0,)%.

Ces exemples montrent que I'hypoellipticité G*(aussi bien que la propagation ) n’est
pas controlée uniquement par la variété caracteristique et que beaucoup reste a faire dans
cette direction.

Notons , dans le méme esprit , 'exemple suivant suivant da & L.Rodino [ 12] :

Li= 0, + Ay + |z)* A,
qui a conjecturé déja en 1983 que Ly est G°-hypoelliptique si s > 2 ( du méme type

que L) et que pour 1 < s < 2, il y a propagation des singularités.
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DEUXIEME PARTIE

GEVREY REGULARITY FOR SOME P.D.E GOVERNINGTHE MOTION OF
AMICROPOLAR FLUID INTHE THREE DIMENSIONAL CASE.
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Pour un caprice singulier
J’avais banni de ces spectacles
Le végétal irrégqulier.

C. Baudelaire.

Fluids are important and hard to understand. There are many fascinating problems
and conjectures about the behavior of solutions of the Euler and Navier-Stokes equations.
Since we dont even know whether these solutions exist, our understanding is at a very
primitive level. Standard methods from PDE appear inadequate to settle the problem.
Instead, we probably need some deep, new ideas.

Charles L. Fefferman, May 1, 2000.

Princeton University, Department of Mathematics, Princeton, NJ 08544-1000
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Introduction :
In this work, we establish a result of Gevrey regularity for (weak) solutions for the
following equations describing the movement of an incompressible micropolar fluid in the

three dimensional periodical case:

%—(M+Q)Av+(v.V)v+Vp—204r0tw:f1
%_l;_(y_kﬁ)Aw—(g—}-y—ﬁ) V.divw + dawp — 2arot v = fo (1)

div(v) = 0.
with the conditions :

v(z, 0) = g1 (z)
w (z, 0) = g2 (z) (2)
r €R3

1, €, a, B and vy are physical parameters such that : p, «, fandyare positive, 3¢ + 2y >

0; fi1 and f;represent respectively the massic force and the massic moment by unity of
volume. The equations (1) are a generalisation of Navier -Stokes equations (see [2] ) .We
look for v (., t), w(., t) and p (., t) supposed to be Q-periodical for all ¢ in R, , where
Q is a cube(0, l)3, [ > 0. This last condition will be replaced by boundary conditions
in the case of a regular open; the periodicity does not give rise to problems related to

the bounday and let the term Vp vanish. Our present work is inspired from the article

of Chen ([1]).
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0.1 Notations and Definitions :

Let u be a (vector valued ) periodic function on R", of periode L :
u(z + le;) = u(z), e; are the canonical basis in R".
For k € Z", k #0 , we define :  wy; = (L)™/2.e*7¢; and for o, B € C" we define :

<Oé7ﬁ> - O"B = Z Oé]ﬁ]

1<j<n

We denote by wg(x) the vector : w(x) = (wg1(z), wra2(), ..., W n(x)).
Then v will have an expansion :

U~ > upawy , u, € CM

kezn

where uj, € C", wy, = [uw_gdz,Q = (0,L)". (n = 3 in our situation )
Q

If we want u to be real we must impose : u;, = u_, , k € Z".

a) If H™(Q)denotes the Sobolev space of order m, we denote by H™ the space
(H™)® We respectively denote by (., .) and (.(., .)) the scalar products in L2 (Q)
and (L2 (Q))’and by ||, ||.|| the corresponding norms.We denote by:

3

L*(Q) = (L*(Q))
b) Taking | = 27 (for simplification) and using the Fourier series, we show that:

g . 1
L2(Q) = {u /u= > u;e"", u; € CPou_j =1; and ), 45 |u; | = @ ||ul]* < oo}

for this, see [4]. We set in the following :

H={ueL?(Q): ju;=0,VjeZ" andu=0}.
H is then a closed subspace of L2 (Q).

Remark 1 Juj =0 < div(u) = 0 and uy = 0 comes from the fact that we can

always suppose / up = 0,when we deal with Navier-Stokes equations, see [4].
Q
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Definition 1 Let A be the operator defined on D (A) into H by:

D(A) = {ue H/ SIjI* < oo}

and

Au) = Z 7% u;e®, Yu € D (A).

Definition 2 a) A is nothing else than the non bounded operator —A on H.
b) D (A) is a Hilbert space equipped with the norm:

lull peay = I1Aul|

and A : D (A) — H is an isomorphism.(see for exemple [4].)

Definition 3 Let a > 0. We define the operator A* : D (A*) — H defined by :

1
(2m)°

DAY = Que = 3 |1 Juyl* =
JEZ3

A% () = 31 e, € D (A)

||A°‘u||2 < 00

Remark 2 (V7). ;s is an orthonormal basis of ? (Q) and {|j|2}jeZ3* are the eigenval-
ues corresponding to the operator A.
Owing to the introduction of Fourier series as in [4], we have the characterization of the

Sobolev space

H™ (Q) : H™ (Q) = {U [u= Z upe’™™, = u_y, Z ([ us* < OO}

keZ3 keZ3
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Thanks to this characterization, it is clear that ||A%ul| is equivalent to ||ul|ysa gy » which

quantity will be later denoted by ||ull, -

2
Notice that ||u||,, is equivalent to the norm: { Z (1+ |k|2m) : |uk|2} :

kez™

The Leray’s projector :

Let us recall that if Q2 is an open , bounded ( enough smooth ) , we define classically the

spaces :

Vo = {u € (H}(Q))"/Div(u) = 0} and Hy it’s closure in (L?(£2))".

Let P :(L*(Q))" — H,
be the orthogonal projector : we refer to it as the Leray projector.
Let L be the operator L = —PA (Stokes operator ) :

L : Dy — Hy, Dy =Von (H?())"

We have the resultats :

1/ L is selfadjoint.

2/If u € (HL(Q))™ then Pu € (HY(Q))™.
We know that there is an unique solution u € (H?(2) N Hy(2))" for the problem :

TAUEVP=T G f e (@)
Div(v) =0

In this situation : Vp € (H*(Q2))" and Vp € Vy : (Vp, ) = 0.

Using the density (of V5 in Hy ), we conclude that Vp is in the orthogonal of Hj.
Then : —PAu = f.

So the essential role of P is to eliminate the pressure p.But it is necessary to notice that
P and —A do not commutate in general . However, in the abscence of boundaries (
Q =R"or Q =T" the n—dimensional torus which is our case ) , P and —A commutate.
We will not point out it in the next , in our case, D(A) playing the role of D; and H
that of H,.
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0.2 The Gevrey class D(e"Aa) ;

Let o and o be positive. We define :

o 1 S| e @
D) = Jue i/ by 3 g < el <
jezs
where ||.|| has the same signification as in 2 and 74"y = 3 e7ll™ g eii”

jez3

Note that if u € D (e74"), then |u;| < c.e™l ** is exponentially decreasing.

we denote in the following:

e"A%uH = [ul,,, and (e"A%u, e”A2v> = (U, V), o

with these notations let’s recall the result established in [1] for the equation:

( Ou

E—VAu—i—(u-v)u—i-Vp = f
(3)
div (u) = 0, (z,t)eR*xR
{ u(z, 0) = w(z), z€R?

where u (., t)and p (., t)are Q—periodic for all t in R,.
(3) may be reduced to:
du +vAu+ Bu = f

i ()
u (0) =

where Bis a bilinear form defined by : B (u, v) = P (u-</v), for all u, v in D (A), P
being the orthogonal projection on H and Bu = B(u,u) . (see [4]).
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Remark 3 Thanks to the fact that divu = 0, the term (u.V)u writes as:
3
(u.V)u = Z div (u;.u) = V. (u@u) . As u@u belongs to L' whenever u is in L? (Q),

i=1
(u.V)u has a sense in D' (R3).

We can now recall the theorems obtained by C. Foias-Guillope and R. Temam :

Theorem 4 [3]: Suppose ug € H, f € L*(Ry, D(A™Y/2)) for m € N*. Then
there exists at least a (weak) solution u of the problem (4) and an open 2 in R, whose

complementary is of measure zero such that :

u:Q)— D (Am/Q) 1s continuous. Further :

(m+1)/2 2
/ |4 “(t)‘mdthl(HT)
(14 1Aam/2a 0)F) ™

where "weak solution’ is in the “Leray” sense and we recall this definition :

Definition 5 : (see [1], [3] and [7] ) .

Set V = D (AY?) and V" the dual of V. Let f € L*(0,T;V’) and ug € H.
A weak solution of (4) is a function u verifying :

u € L*(0,T;V) such that : fl_?: € L'(0,T;V’) and :

d
d—iz—i—I/Au—i-Bu = f in V'

u(0) = wug
Theorem 6 ([3], [5]) : Suppose ug € D (AY?) and f € L™ <R+, D [e‘SA%D for é >0

and o € 10, 1[. Then there exists T dependingonv,@Q,0,| fl|;., and on ug such that the

problem (4) has an unique solution on [0, Ti] , verifying:

0, T}| — H

a 1 .
t s 47 Azu(t)  continuous
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: Suppose that ug € H, f € L™ (R+, D [GMTOD for given § > 0, ag € ]0, 1[. Then
there exists a (weak) solution u of (4), an open set €2 in |0, +oo[ whose complementary

is of measure zero, such that :

a) Vo >0, 0 <a<ap:t— u(t)is continuous from 2 into D (e"A%.A%> .
In (5/3)
In (2)

[t

b) if ag > a, = , we have :

o 2
e’ Au(t)

dt < K (1+7T)

1+ [eoA  Asu(t)

)
L T R

We write the problem (1) under the following form :

We set G: (gl, 92)7 U= (va)7 F= (f17 f2) and

x_ {—(p+a)Av+ (v.V)v —2arotw},

{—-(v+B8)Aw — (e +~v— F) V.divw + doaw — 2arot w}

div* (U) = div* (v, w) = div(v)
V'p = (Vp, 0)

We take in the following v + 3 = pu+a=v.,e+v— 0 = land a = 1l.we finally set
A* = 53 The problem (1) becomes then :

a—U—I/A*U—V*p:F sur R® x R,.

ot
div* (U) =0 (5)
U(0) =G sur RS
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Theorem 7

We also suppose that :

o [

Q Q
which is no restriction, see for this [4]. Multiplying in (5) by U' = (v', w') in an ap-

propriate space, and integrating by parts over a period,we show that: (see by exemple[4]) :

d

priCE U') + {/VUV@’+/VwVw’} +{(SU, U), U} =(F, U

here (U, U') = /U.U’ and {S (U, U), U'} :/(U.Vv) .v’—2/r0tw.v’—/v.divw.w’+

4/w.w’—2/rotw.w’

Unfortunately here S (U, V) is not a bilinear form as in [1]. The problem consists
next to give an estimation of this quantity in an appropriate Gevrey class. In (6) the

term / (v. 7 v).v" comes from the trilinear form :

b(u, v, w) = /(u.Vv)w

and we can then , for the later estimations consider the bilinear form B already intro-

duced :

(B(u,v),w) =b(u, v, w)

o1



because then / (v.Vv)v' = (B (v, v), V') and we use the estimations as in [1].

Set B*(U) = B* (U, U) where : (B*(U),U’) = /(U.VU) v"and

(B*(U, Y),U") :/ (v.Vy,) v whereY = (y1,y2) € RE.
The problem (5) becomes then:

Z—nguAUJrB*(U)JrSO(U) =F
U(0) =G (6)
A =—(Av, Aw)

where S° (U) = S (U, U), with :
(S°(U), U) = 4/w.w’ - 2/ [rot w.w' 4 rot w.v'] — /V.div (w) .w' (7)

0.3 Estimation of the term S° (U) in the Gevrey spaces:

If ||.]] is the norm on L2 (Q) = (L2(Q))’, we denote by || .| the norm on (L*(Q))’and
let H as already introduced.

Definition 8 : If A is the operator given in (7), we define the domain of A by :
D(A) = {(v,w) € HxL*(Q) /D IEI" (lowl + lwnl?) = | AU < oo}

and

AU) = [k vk, we) €™, VU = (u, w) € D (A).

keZ3
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the term wqg being supposed to be zero as in the remark 1.

Remark 4 : D (A) is a Hilbert space equipped with the norm :

1Tl pay = AU

Definition 9 : The operator A%, o > 0 :
We define A* : D (A*) — H x L?(Q) by:

D(A%) = qU = (v,w) € H xL*(Q) / Z 1% (o + ey )

1
(27)°

| AU |? < oo}
Remark 5 : (for the notations see the previous pages and remark 3.)

The characterization of H™ (Q) also gives:

a) [[A"U] = ||U]|gzm Q) xmzm(q)

b) U= (14 k™) (Jvel* + Jwrl?) -

kez3
Definition 10 : The Gevrey space D (¢°4") :

Let o, o be positive, we define :

D () ={Ue Hx12(@Q) / DM (jul” + ui)
— ()" e U < o0

where ||.| has the same meaning as in the previous pages. Indeed :

AU = [k* (vg, wy) €™, (9)
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Set :
Ul, o=l U |

and (U, V), ,the scalar product in the space D (e"A%> .

(U, V)0 = (2P0, 42V

o,

Let U, V, W be in D (e"A%A) , a €10, 1[. Now the matter is to estimate, for AU in
D (e"““%> that is for U € D <e"A% .A) , the quantity: (S°(U), AU), , where S° is as
in (8). Remind first that if B is the aforementionned bilinear form , we have the follow-

ing result in our case whose proof follows step by step that of [1].

Proposition 11 : Let U, V, W € D (e"A%A> , a €0, 1[, then :

1
2

(B* (U, V), AW)M) < ‘A%U Qv auE, LA
‘el AVZ AV s A,

with: €, =2%—1, e, € ]0,1[. In the second term of the sum, we exchange U into V .
Remark now that :

a/ the term / ww' writes as :

/ww’ = Z wk.w{./ei(’f“)“dz’ = (2%)3Zwk.wik, (periodicity) .
Q

1, kezZ?
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If w= Z wie W' = Zw{e’“, k, | €Z3

kez3 lez3

b/ the term /V. div (w) .w'is computed as :

First divw = ZZ (k, wy)e*® k€7, then :
[V div(w).w' = [k, w) . (w), k) e+
k, 1

and then :

/Vdiv (w).w' = (27r)3z (k, wy) . (k,w", )
c/ the term /rot w.aw'

By correctly writing rot w where :

w = Z (wliv wl%? wi) et wy = (wli> wl%? wg)

keZ3

we get : /rot waw' =i(27)3 > (k, Up), k € Z3

kez3
where Uy, is a vector whose components behave as the scalar product wy.wj, More
precisely :

— (12 a3 3
Up = (wi.w?, — wiw

2 3 ,,,/1 1,/
ko wk.wik - U)k.w

2 1 12 2.1
gy Wi W — Wy w#c)

For the term / rot w.v'we have a similar writing. The remarks (a), (b), and (c) allow now
to use the proposition 1 to show exactly the same theorem of W. Chen already stated,

with the non linear terms behaving as scalar products for the problem (7).

Remind that :

(S°(U), AD), , = (e"A% 5o (U), eoA? AU)
— (So (U), €2aA%AU>

AU writes :
AU =i (v, wy) e

JEZ3
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and then

245 AU = 37 i (v, wy) e = (0, )

JEZ3

The previous remark gives for the points a and c :

/w w' = (2n)? Z 2 |k wpw’ ),

keZ3

and finally following the remark concerning (c) :

/rot waw' = Z (R, w' ).

kez3
where Ry, = (kow? — kzw?, kzw} — kyw}, kjw? — kyw}) ,with wy, =
(ky1, ko, k) €Z3. consequently:

/rot waw' = (21)° Z e20M |k Ry,.w'y

kez?
Of course wy, = w_y. Finally :

/rot w' = (21)° Z 2 M |k .Sy.vp.

keZ3

(10)

(11)

(wi, wi, w}) and k =

Note that : ||[R.x|| < C|k|.|wy| and ||Sk|| verify a similar inequality. We have then :

4y ekl k|

Lo (S°(U), AU),, = kez?

2
W W

(2m)3 , _ Ze2a|k|°‘ (k, wk> _ <k,w,k >

kez3

—2) " Ry ||

keZ3

23 el |y

kezZ3

Set J, =4 Z 2 F % 1k wgw_j— Ze%““'a (k, wi) . (k,w_y)

keZ3 keZ3
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the first term in the previous sum and J; the second term .We then have the following

proposition :

Proposition 12 : Let U = (v,w) € D <e”'4%.A> ,a € ]0,1[. The following estimations
hold :

a) || < co. AU
b) Il < AU + 2 AU, .

Proof. et: &= Z 7] Jw;] colil® gijz
jezs
We have:
N1 < e ) 1EP ol 27 = g,

keZ3

with the help of the following integral p,, expresses as:

1
Ha = (27_[_)3/Q§§daj

which gives : Ho < €. |§|i2(Q)

Or |§|L2(Q) = (2m)%. Z |I§|2 |wk|262"‘k|& = ’A”QU’?W that is to say (a) .
keZ3

(b) taking in consideration (13) and the remark which follows it, we have: H

[Tl < e )[R il - o] €2

kez3
Set : €= Z 7] [w;] €7!" €7 the same as in (a) .
jezs
and n= Z 7% [v;] e7VI" etz
jez?
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We have then : | o] < . fo.ndm. < ¢. |§|L2(Q) : |77|L2(Q) :
9 2
But €l720) < co- ‘AIQU‘M

by the same way and by correctly computing [n];2, we get :
’U‘p(@) < cs. ’AULW
Consequently: || < cq. AU, , . |A"2U |(m which obviously gives (b).

we now have the following result :

Lemma 13 : (see [1])

a) [laul < AR AR

€a,0,0

b) ||AU] < AU AU, .

Ea.0,Q

The proof is similar to the one given in [1].

Lemma 14 : (see [1]) .Let U = (v,w) € D <e"A%A> ,a €0,1].

We have the following estimation :

L 1/6
(B2 (U, U), AU), | < 61}A”2U}j/3.HA5U‘ ATV AU

o g,k

Proof. Reporting (a) and (b) from lemma 1 into the inequality of the proposition 1,

we get:
1-E 1 145 ca _&a
(B(U, U), AD),,| < alat®u], " |4t0| "7 Ao Ao,
log(5/3
For ¢, = % that is for a = a, = % ,we get the inequality stated in the lemma
0og

2.

We can now state our theorem of regularity. W
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Theorem 15 : Suppose that U (0) = G € H x L*(Q) and for given 6 > 0, ag € o, 1],
that :

Fel> (R+, D (e‘s““%)) . Then there exists a (weak) solution of problem (7) and an

open set € in |0, +00| whose complementary is of measure zero such that :

a) Vo >0, 0 < a < a, the function :

Q — D(e(’A%.A%>

t — U(t)

be continuous.

In (5/3)
In2

b) if ag > v, = , we have :

¥

AT AU (1)]

“ i < K (14 7)
1+

Qx 1 2
e"““T.AﬁU(t)‘ )
Where K = K (v, Q, IFI, 10O, with [Fl| = [1Fll s, ppeons))
Proof. AU € D (e"A%)or equivalently U € D (e"A%A), we have :

(dd_(t]a AU) + v (AU, AU)U,a - (F, AU)U,Q — (BU, AU)U,@ _ (SO (U, AU))U#X

which yields

| =

(A%U, A%U) +vAU2, = (F, AU),,, — (BU, AU), , - (S° (U, AD)), .,

DN | —
IS

t
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which gives

(5° (U, AU)),,

‘A2 v |AUL, < |Fl,, AU, + |(BU, AU), | +

2dt

2 a
The propositions 1 and 2 give for ¢,, = 3 ag >y, FebD (e‘m?) , 0>0:

AU,

2
<
sw ] eviave, < 1P,
+O AzU‘ \AU\i{i AT | A
o A3 U( +LLAUP, 4 c,. |ASU
We first have :
8
Flya. MUl o, < S 2, + 2 JAUR,,

v
then by Young’s inequality : ab < ea?+C.b%, 1 < p < 0o, € > 0. By taking ¢ = oo P=
1

3/2 and g = 3, we have:

L 14/3
AaU) JAUE || A2g) ) A fie

o,0%

(L2 1
U .HAEU‘ AU

It follows :
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il

+ v "AU|§',CM*

0,0

< ({it + [lael. b} (1 o

O'Oé*>

) el

and then :

2
%\AEU o+ VAU,

2 2
0,00

Let now €2 be the open of regularity D (e”““af A”Q) given in the theorem 3,

<CAIFR,. + [laeu] v +1). (2)

Q= U aj, b;[,and Ja;, b;[ interval of maximal regularity :

]A%U(t)

— 400 as t—b;. A

0,0

If A () denotes the first member of the inequality (14), we get by integration on (a;, b;) :

b b
\AU\M* 1
AV N (R T
It follows :
o AUR,, g
1l2
7dt <Oy | [|Fl oo (bj—aj) + (bj—a;) + ||"41l2U| ||'AU|
(1 + ‘AQ a;

It follows that for all positive T :
T T
/ M. g <, (||F||Loo T+ T+/ (|42 . [|.AU) " di >

(H’AZU‘M*)
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Now by using Holder’s inequality with p = 2 and q = 4 in the second integral we get :

T

AUZ
/ ’ sdt < T.C||F||l e +T
o (

1 2
1+’A§U )
h T ) 114
+/(1+HA”2U\2>3/4. [AT] dt
/ (1+ o)
T lAUE,
/ dt < TC|F|+T
0 (1—}—‘.,42 )
* . 3/4 (1 114
+ /(1+HA”QU\2) dt / IATOF 4
: : +H«4”2U\)

Now, by using the theorem 3.(W.Chen) , we get the looked for estimation :

T

AU ..
/ sdt < L, (14 T)
o (14141201, )

where L, = L, (v, Q, ||F|/;~, U(0)).

For the continuity, the proof is inspired from [5] and [3], and by using the properties of
). Remark first that :

forallo >0:
D (60A%All2) cD (A1l2) ]

Then thanks to theorem 2 we have the existence of a solution of problem (4) and the
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existence of an open {2 in R, whose complementary has zero measure such that :

U:Q—D (Am) , continuous.

for all ty € Q, ||.A”2U (to)‘ < 00. The theorem [2] shows that there exists Ty > 0, a

regular solution

[to, To] — H xL*(Q)

0
t e‘”AT.A%U(t), continuous.

As for all 0 > 0, 0g > 0 and 0 < o < ag, we have :

D (e‘”oA%.A%) — D (e"A% .A%> :

1

eaA%.A%U(tO)‘ < oo and thus for all ¢ in Q, U(t) € D (GJA%-A5> :

In particular,

Consider now the following sets :

o

o0 — {t € (0, +00) /U (t) € D (60A7‘A%>}
= (0, +00)\O.

Of course €2 writes as :
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Q = {te (0, +00)/ U (t) continuous in a neighborhood of ¢}
= {t € (0, 4+00) / there existse >0: U €C |(t —¢, t+¢); D (e”A%,A%)} }

Remark that 2 is open. Then X is of measure zero because of the initial condition of
problem (4) since Uy € H x H . Now if ty € O\ 2, the theorem 3.2 page 22 of [7] shows
that tpis the end of an interval of regularity D (e"A%.A%> that is to say that tqis an
element of a connected component of O and thus O \ © is countable. It follows that (0,

+00)\O is of measure zero. This ends the proof of the theorem .
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