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Ö.º�Æ�¶8¹l¸+Å�Ø�º�²�³¬µ>¯P¸¼µ>¯P±�³l¶$%KÆ�±�Ô�¶{º%Êr±�Æ�¶8Ô�µ>³l¹l³¬¶P´+¹l¸+»Í±�·�Û�¹l¸+·�´�Ê�¸�¹l±�²�²�´�º�Ô Å�Ø�º�²�³¬µ>¯P¸!·�¸�Ô�ú ¸�Æ
³lÆ�Å�¹lÔ�º�Æ�µ¼¹çæ ¸�ò5¸�µ+·�Ô�Å�Ø�º�»Í²W»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸ ¶PÔ�¯+¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�ÆW·�¸�¶!²�¹Bº�¶P»¼º�¶Í¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�¶¼·�º�Æ�¶+¹l¸
Å%º�·�¯P¸Í·�¸Í¹Bº Ú<6@Ö ³l·�´%º�¹l¸�«�Î�¸�¶#´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶
Ú<6@Ö Ó�Ô�³�¸�Æ ·�´�Å�±�Ô�¹l¸�Ærµ ¶P±�Ærµ
º�Ô�¶P¶P³�¯P´�¶P±�¹lÔ�¸�¶
º%Ê�¸�Å
¹l¸ÍÌg±�¯P»¼º�¹¬³l¶P»{¸Í¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸{¸�µ
¹çæ ´�µ>Ô�·�¸¼·�¸+¹çæ ¸�ò5¸�µ
·�ÔîÅ�Ø�º�»Í²î»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸Í¶PÔ�¯
¹l¸�¶ ²�¯P±�Ä�¹l¶ ·�¸
¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ º8´�µ>´7Ì�º�³¬µ>¸.¸�ÆYÌg±�Æ�Å�µ>³l±�ÆY·�¸¾¹Bº Ê�º�¯P³Bº�á�¹l¸.¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸�«
Ö.º�Æ�¶!¹l¸�¶+·�¸�Ô�ú�Å%º�¶$%hÆ�±�Ô�¶Yº%Êr±�Æ�¶+¯P´�¶P±�¹lÔ�Æ�Ô�»Í´�¯P³lÓ�Ô�¸�»Í¸�Æ�µ+¹l¸�¶+´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶!¸�Æ�Ô�µ>³l¹l³¬¶>º�Æ�µ¼¹Bº

»Í´�µ>Ø�±�·�¸¾·�¸#ÉcÔ�Æ�â�¸�é�O7Ô�µPµ�º�«
Î�¸¼»¼º�Æ�Ô�¶PÅ�¯P³¬µ
¶P¸¼µ>¸�¯P»Í³lÆ�¸Í²�º�¯ Ô�Æ�¸+Å�±�Æ�Å�¹lÔ�¶P³l±�Æî±QPîÆ�±�Ô�¶8º%Êr±�Æ�¶
²�¯P´�¶P¸�Æ�µ>´!Ô�Æî¯P´�¶PÔ�»Í´+·�¸�¶

¯P´�¶PÔ�¹¬µ�º�µ>¶c±�á�µ>¸�Æ�Ô�¶o¸�µoÓ�Ô�¸�¹lÓ�Ô�¸�¶o² ¸�¯P¶P²�¸�Å�µ>³¬Ê�¸�¶%«

ó�ôMõ�ö�R
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d Æ¼²�¹Bº�¶P»¼º7¸�¶MµhÅ�±�»Í²�±�¶P´o·[æ ³l±�Æ�¶�¸�µh·[æ ´�¹l¸�Å�µ>¯P±�Æ�¶�²�±�¯Mµ�º�Ærµh¯P¸�¶P²�¸�Å�µ�³aÊr¸�»Í¸�Ærµ0·�¸�¶hÅ�Ø�º�¯Pâ�¸�¶�²�±�¶P³aé
µ>³¬Êr¸�¶�¸�µhÆ�´�ârº�µ>³¬Ê�¸�¶e)g¹Bº7Æ�¸�Ô�µ>¯>º�¹l³¬µ>´Fâ�¹l±�á�º�¹l¸0·�¸o¹Bº7Å�Ø�º�¯Pâ�¸o·�±�³¬µ
'�µ>¯P¸o¶>º�µ>³l¶MÌ�º�³¬µ>¸C+�«�Î�¸�¶�´�¹l¸�Å�µ>¯P±�Æ�¶�±�Ærµ
Ô�Æ�¸¾»¼º�¶P¶P¸7Æ�¸�µPµ>¸�»Í¸�Æ�µc²�¹lÔ�¶0Ì�º�³lá�¹l¸@Ó�Ô�¸¾Å�¸�¹l¹l¸.·�¸�¶c³l±�Æ�¶�)g¹l¸7¯>º�²�² ±�¯Mµc·�¸7¹Bº
»¼º�¶P¶P¸7·�Ô�²�¯P±�µ>±�Æ!¶PÔ�¯
Å�¸�¹l¹l¸7·�¸7¹çæ ´�¹l¸�Å�µ>¯P±�ÆY¸�¶Mµc·�¸¾¹çæ ±�¯P·�¯P¸.·�¸

1836
+�Ñ�³l¹l¶0²�±�¶P¶PÛ�·�¸�Ærµ@»Í±�³lÆ�¶0·[æ ³lÆ�¸�¯Mµ>³l¸.¸�µo¶P±�Ærµc·�±�Æ�Å¾²�¹lÔ�¶

¯P´%º�Å�µ>³¬Ìg¶ Ó�Ô�¸+¹l¸�¶ ³l±�Æ�¶�« d Æ ²�¹Bº�¶P»¼ºY²�¸�Ô�µ@'�µ>¯P¸+Å%º�¯>º�Å�µ>´�¯P³l¶P´¼²�º�¯ ¶>º�µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸¼´�¹l¸�Å�µ>¯P±�Æ�³lÓ�Ô�¸&%
Æ�±�µ>´�¸

Te
%�¸�µo¶>º8·�¸�Æ�¶P³¬µ>´¾Æ�±�µ>´�¸

ne
«
Te
¸�µ

ne
² ¸�Ô�Êr¸�ÆrµoÊ�º�¯P³l¸�¯F¯P¸�¶P²�¸�Å�µ>³¬Ê�¸�»Í¸�Ærµ@·�¸

10−4  106eV
¸�µ{·�¸

1
 

1030cm−3 ¶>¸�¹l±�Æ ¹Bº Æ�º�µ>Ô�¯P¸")�º�¶Mµ>¯P±�²�ØrÙ�¶P³lÓ�Ô�¸!±�Ô ·�¸!¹Bº�á ±�¯>º�µ>±�³l¯M¸C+¾¸�µ{¹l¸�¶
·�³¬ò5´�¯P¸�Ærµ>¸�¶
º�²�²�¹l³lÅ%º�µ>³l±�Æ�¶0·�Ô�²�¹Bº�¶P»¼º�«

d Æ�¸�²�¯>±�²�¯>³¬´�µ>´�³l»Í²�±�¯Mµ�º�Ærµ>¸°·�Ô#²�¹Bº�¶P»¼ºF¸�¶MµK¹BºFâ�¯>º�Æ�·�¸�¶Mµ�º�á�³l¹l³¬µ>´à·�¸�¹BºFÆ�¸�Ô�µ>¯>º�¹l³¬µ>´°·�¸�¹BºFÅ�Ø�º�¯Pâ�¸
º�Ô!Æ�³¬Ê�¸%º�Ô!»¼º�Å�¯P±�¶PÅ�±�²�³lÓ�Ô�¸�«�í�³5Ô�Æ�¸@µ>¯>º�Æ�Å�Ø�¸7·�Ô!»Í³l¹¬³¬¸�Ô+¸�¶MµF´�Å%º�¯Mµ>´�¸7·�¸.¶>º
²�±�¶P³¬µ>³l±�Æ¼·[æ ´�Ó�Ô�³l¹l³lá�¯P¸&%
¹l¸F·�´�Êr¸�¹l±�²�²�¸�»Í¸�Ærµh·�¸�¶�Å�Ø�º�»Í²�¶�·�¸cÅ�Ø�º�¯Pâ�¸c³lÆ�·�Ô�³¬µ°Ô�Æ�¸c¯P´�²�±�Æ�¶P¸cÅ�±�¹l¹l¸�Å�µ>³¬Ê�¸F² ±�Ô�¯�¯P¸�¶Mµ�º�Ô�¯P¸�¯�Å�¸�µPµ>¸
Æ�¸�Ô�µ>¯>º�¹l³¬µ>´�«�Âh¸�¶�»Í±�Ô�Ê�¸�»Í¸�Ærµ>¶�Å�±�¹l¹l¸�Å�µ>³¬Ìg¶à¶P±�Ærµ�Å%º�¯>º�Å�µ>´�¯P³l¶P´�¶�²�º�¯�Ô�Æ�¸FÌg¯P´�Ó�Ô�¸�Æ�Å�¸@·[æ ±�¶PÅ�³l¹l¹lº�µ>³¬±�Æ8·�´�é
Æ�±�»Í»Í´�¸Tf �>">�ú�ü�ý5 üAþ��¬��ø��Í� «�Âh¸�µPµ>¸F·�¸�¯PÆ�³lÛ�¯P¸F·�´�² ¸�Æ�·Í·�¸�¶°²�º�¯>º�»ÍÛ�µ>¯P¸�¶K·�¸F²�¹Bº�¶P»¼ºo¸�µ�·�¸0¹çæ ¸�¶P²�Û�Å�¸
Å�±�Æ�¶P³l·�´�¯P´�¸

ωi =

√

4πnie2
i

mi

ó�ôMõ�ö*g
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±QP
ni
¸�µ

mi
¶P±�Ærµ ¯P¸�¶P²�¸�Å�µ>³¬Ê�¸�»Í¸�Ærµ
¹Bº!·�¸�Æ�¶P³¬µ>´Í¸�µ ¹Bº!»¼º�¶P¶P¸Í·�¸Í¹�æ ¸�¶P²�Û�Å�¸

i
«
e
¸�¶Mµ ¹Bº!Å�Ø�º�¯Pâ�¸{·�¸

¹çæ ´�¹l¸�Å�µ>¯P±�Æ�%
Ö.º�Æ�¶+Ô�Æ�²�¹Bº�¶P»¼ºB%°¹çæ ´�µ>Ô�·�¸ ·�¸�¶+²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸�¶!Å�±�¹l¹l³¬¶P³l±�Æ�Æ�¸�¹l¶{Ì�º�³¬µ¼â�´�Æ�´�¯>º�¹l¸�»Í¸�Ærµ+³lÆrµ>¸�¯MÊr¸�Æ�³l¯

Å�¸�¯Mµ�º�³lÆ�¸�¶c¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯P¶FÌg±�Æ�·�º�»Í¸�Ærµ�º�¹l¸�¶�Ñ
• Î2º7·�³l¶Mµ�º�Æ�Å�¸cµnÙ�²�³lÓ�Ô�¸o¶P´�²�º�¯>º�Ærµh·�¸�Ô�úÍ²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶àÊr±�³l¶P³lÆ�¸�¶�·�º�Æ�¶�¹l¸c²�¹Bº�¶P»¼º.¸�¶Mµh·�±�Æ�Æ�´�¸o²�º�¯

¹Bº8¯P¸�¹Bº�µ>³l±�Æ7Ñ
d ∼ n−1/3

±QP
n
¸�¶Mµo¹Bº
·�¸�Æ�¶P³¬µ>´¾·�Ô�²�¹Bº�¶P»¼º�«

• Î2º7¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯à·[æ ´�Å�¯>º�ÆÍ·�¸cÖ@¸�árÙr¸àÑ�Î�¸�¶°²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸0Å�Ø�º�¯Pâ�´�¸�¶�¶P¸c»Í¸�Ô�Ê�¸�Ærµ�·�¸0Ì�º&M�±�ÆÍº�¹l´%º�µ>±�³l¯M¸�«
Ú º�¹lâ�¯P´.Å�¸�¹BºB%�¸�¹l¹l¸�¶0Æ�¸.¶P¸¾² ¸�¯P»Í¸�µPµ>¸�Æ�µF²�º�¶F·�¸7¶P¸7·�´�²�¹Bº�Å�¸�¯0µ>¯P±�²!¹l±�³lÆ¼¹l¸�¶0Ô�Æ�¶c·�¸�¶oº�Ô�µ>¯P¸�¶F·�Ô+Ì�º�³¬µ
·�¸�¶�Ìg±�¯PÅ�¸�¶ Âh±�Ô�¹l±�»8á�³¬¸�Æ�Æ�¸�¶�«Fån¹¾¸�Æ�¯P´�¶PÔ�¹¬µ>¸ÿÔ�Æ�¸ÿ·�³l¶Mµ�º�Æ�Å�¸ »¼ºxú�³l»¼º�¹¬¸

λD
%oº�²�²�¸�¹l´�¸ÿ¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯

·[æ ´�Å�¯>º�Æ�·�¸ Ö@¸�á�Ù�¸&%Fº�Ô(·�¸�¹w ·�¸ ¹Bº�Ó�Ô�¸�¹l¹l¸Y¹l¸�²�±�µ>¸�Ærµ>³l¸�¹o·�¸ Âh±�Ô�¹l±�»
á(Æ[æ º�â�³¬µ¼²�¹lÔ�¶$%�±�ÔW¸�Æ�Å�±�¯P¸
º�Ô ·�¸�¹w ·�¸Y¹Bº�Ó�Ô�¸�¹l¹l¸¼³l¹hÆ�¸!²�¸�Ô�µ8Ù º%Ê�±�³l¯
·�¸!·�´�¶P´�Ó�Ô�³l¹l³lá�¯P¸!¸�Ærµ>¯P¸Y¹l¸�¶8Å�Ø�º�¯Pâ�¸�¶8²�±�¶P³¬µ>³¬Ê�¸�¶8¸�µ{¹l¸�¶
Å�Ø�º�¯Pâ�¸�¶àÆ�´�ârº�µ>³¬Ê�¸�¶$%�±�Ô8¸�Æ�Å�±�¯P¸F¹lº@²�¹lÔ�¶à² ¸�µ>³¬µ>¸0·�³l¶Mµ�º�Æ�Å�¸Fº�Ô
·�¸�¹w @·�¸0¹Bº�Ó�Ô�¸�¹l¹l¸�¹l¸hÅ�Ø�º�»Í²
´�¹l¸�Å�µ>¯P³lÓ�Ô�¸
²�¯P±�·�Ô�³¬µ{²�º�¯{Ô�Æ�¸�Å�Ø�º�¯Pâ�¸�¸�¶Mµ¼´�Å�¯>º�Ærµ>´�«hÂh¸�µPµ>¸�·�³l¶Mµ�º�Æ�Å�¸�² ¸�Ô�µx'�µ>¯P¸�·�´�·�Ô�³¬µ>¸Y·�¸�¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æê·�¸
K±�³l¶P¶P±�Æ+º�Ô�µ>±�Ô�¯�·[æ Ô�Æ�¸@Å�Ø�º�¯Pâ�¸@¸�Æ¼²�¯P¸�Æ�º�Æ�µhÔ�Æ�¸@·�³l¶Mµ>¯P³lá�Ô�µ>³l±�Æ{·�¸1yh±�¹¬µ>Ï�»¼º�Æ�Æ�éMÚ ºxúAzh¸�¹l¹�²�±�Ô�¯�¹l¸�¶
´�¹l¸�Å�µ>¯P±�Æ�¶.¸�µ7¹l¸�¶.³l±�Æ�¶@Ó�Ô�³K¸�Æ�µ>±�Ô�¯P¸�Ærµ7¹Bº¼²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸¾µ>¸�¶Mµ%«��±�Ô�¯.Ô�Æ ²�¹Bº�¶P»¼ºÍ·�¸
·�¸�Æ�¶P³¬µ>´

n0
¸�µ7·�¸

µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸
Te
%�Å�¸�µPµ>¸#·�³l¶Mµ�º�Æ�Å�¸7Ê�º�Ô�µ

λD =

√

kBTe

4πn0e2

)<ª�«¬ª0+

±QP
kB
¸�¶Mµo¹Bº
Å�±�Æ�¶Mµ�º�Æ�µ>¸¾·�¸Dyh±�¹¬µ>Ï�»¼º�Æ�Æ{! ð0#ç«

Kº�¯hÅ�±�Æ�¶P´�Ó�Ô�¸�Æ�µ/%�¶P³
L
¸�¶Mµ0Ô�Æ�¸.â�¯>º�Æ�·�¸�Ô�¯hÅ%º�¯>º�Å�µ>´�¯P³l¶Mµ>³lÓ�Ô�¸@·�¸.¹Bº#·�³l»Í¸�Æ�¶>³¬±�Æ¼·�Ô+²�¹Bº�¶P»¼ºB%�¸�¹l¹l¸

·�¸�Ê�¯>º{Ê�´�¯P³¬Ä�¸�¯c¹Bº
Å�±�Æ�·�³¬µ>³l±�Æ!¶PÔ�³¬Ê�º�Ærµ>¸

λD � L
)<ª�«ÁÀQ+

Î�¸{Æ�±�»
á�¯P¸{·�¸8²�º�¯Mµ�³¬Å�Ô�¹l¸�¶7Å�Ø�º�¯Pâ�´�¸�¶
ND

Ó�Ô�¸{Å�±�»Í²�±�¯Mµ>¸8Ô�Æ�¸{¶P²�Ø�Û�¯P¸Í·�¸ÍÖ@¸�árÙ�¸¼¸�¶Mµ º�¹l±�¯P¶@µ>¯PÛ�¶
â�¯>º�Æ�·

ó�ôMõ�ö}|



�Grts2o(o(k�~���sBm8k�i0�7p�q�o*j�rts2o(uvs2o

ND = n0
4

3
πλ3

D � 1
)<ª�« È:+

¸�µo·�±�Æ�Å¾¹l¸7Å%º�¯>º�Å�µ>Û�¯P¸¾Å�±�¹l¹l¸�Å�µ>³¬Ì�·�Ô�Å�±�»Í²�±�¯Mµ>¸�»Í¸�Ærµc·�¸�¶o²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶F·�ÔY²�¹Bº�¶P»¼º8¸�¶Mµo³l»Í² ±�¯Mµ�º�Æ�µ%«
• Î2º{¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯oÅ�¯P³¬µ>³lÓ�Ô�¸¾·[æ ³lÆrµ>¸�¯>º�Å�µ>³l±�Æ�á�³lÆ�º�³l¯P¸&%�¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯c·�¸
Î2º�Æ�·�º�Ô�% ·�´�Ä�Æ�³l¸#²�º�¯o¹Bº{¯P¸�¹Bºxé

µ>³l±�Æ¾Ñ
r0 =

e2

4πε0kBTe

Â@æ ¸�¶Mµ@¹Bº
·�³l¶Mµ�º�Æ�Å�¸� 8¹Bº�Ó�Ô�¸�¹l¹l¸.³l¹�Ì�º�Ô�µcÓ�Ô�¸¾·�¸�Ô�ú�´�¹l¸�Å�µ>¯P±�Æ�¶F¶�æ º�²�²�¯P±�Å�Ø�¸�Æ�µo²�±�Ô�¯FÓ�Ô�¸¾¹l¸�Ô�¯F´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸
²�±�µ>¸�Ærµ>³l¸�¹l¹l¸°·[æ ³lÆ�µ>¸�¯>º�Å�µ>³l±�Æ¾á�³lÆ�º�³l¯P¸°¶P±�³¬µ�·�Ô »5'�»Í¸�±�¯P·�¯P¸�·�¸�â�¯>º�Æ�·�¸�Ô�¯�Ó�Ô�¸h¹l¸�Ô�¯2´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸�Å�³lÆ�´�µ>³lÓ�Ô�¸
·[æ º�â�³¬µ�º�µ>³l±�Æ{µ>Ø�¸�¯P»Í³lÓ�Ô�¸�«�Î2º ¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯h·�¸.Î2º�Æ�·�º�Ô+³lÆ�µ>¸�¯MÊ�³l¸�Ærµ0·�º�Æ�¶.ª�æ º�Æ�º�¹¬Ù�¶P¸.·�¸�¶0²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸�¶
·�¸¾Å�±�¹l¹l³l¶P³¬±�Æ�¶0¸�µo·�º�Æ�¶cÅ�¸�¹l¹l¸7·�¸�¶cÅ�±�¯P¯P´�¹Bº�µ>³l±�Æ�¶F·�¸¾² ±�¶P³¬µ>³l±�Æ!·�º�Æ�¶cÔ�Æ�²�¹Bº�¶P»¼º�«

• Î�¸F¹l³lá�¯P¸0²�º�¯PÅ�±�Ô�¯P¶�»Í±�Ù�¸�Æ¾Ñ�Å�æ ¸�¶Mµ�¹Bº7·�³l¶Mµ�º�Æ�Å�¸F»Í±�Ùr¸�Æ�Æ�¸FÓ�Ô�¸o²�º�¯PÅ�±�Ô�¯Mµ�Ô�Æ�¸c²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸0¸�Ærµ>¯P¸
·�¸�Ô�ú�Å�±�¹l¹l³¬¶P³l±�Æ�¶$%�¸�¹l¹l¸.¸�¶Mµ@·�±�Æ�Æ�´¾²�º�¯[Ñ

λlpm =
vt

ν
±QP

vt
¸�¶Mµo¹Bº
Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸7µ>Ø�¸�¯P»Í³lÓ�Ô�¸¾¸�µ

ν
¸�¶Mµ@¹Bº Ìg¯P´�Ó�Ô�¸�Æ�Å�¸#·�¸#Å�±�¹l¹l³l¶P³¬±�Æ!·�¸�¶c²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶�«

aDb�� Î�ÔÒ â�â Õ-� ó Ò á Õîpìðï ßåâCë ÔÒ â Ö×Ò â

Î2º â�¯>º�Æ�·�¸7·�³¬Ê�¸�¯P¶P³¬µ>´.·�¸�¶F²�¹Bº�¶P»¼º�¶�Ì�º�³¬µh¸�ÆY¶P±�¯Mµ>¸.Ó�Ô�¸7¹l¸�Ô�¯0Å�¹Bº�¶>¶P³¬Ä�Å�º�µ>³l±�Æ+¸�¶Mµc¹l±�³lÆ¼·[æ '�µ>¯P¸.µ>¯P³aé
Ê�³Bº�¹l¸�«�Ý°Æ¼Ì�º�³¬µ/%�³l¹�¸�ú�³l¶Mµ>¸@²�¹lÔ�¶P³l¸�Ô�¯P¶�Å�¯P³¬µ>Û�¯P¸�¶�·�¸oÅ�¹Bº�¶P¶P³¬Ä�Å%º�µ>³l±�Æ�%rÓ�Ô�¸@Å�¸o¶P±�³¬µ�¹l¸cµnÙ�²�¸o·[æ º�²�²�¹l³lÅ%º�µ>³l±�Æ
²�±�Ô�¯°¹l¸�Ó�Ô�¸�¹�¹l¸F²�¹Bº�¶P»¼º@¸�¶Mµ�·�¸�¶Mµ>³lÆ�´&%�±�Ô{¹l¸�¶°»Í±�Ù�¸�Æ�¶°²�º�¯°¹l¸�¶PÓ�Ô�¸�¹l¶°³l¹�º7´�µ>´cÅ�¯>´�´&%r±�Ô{¹l¸�¶°²�¯P±�²�¯P³l´�µ>´�¶
±�Æ�·�Ô�¹Bº�µ>±�³l¯P¸�¶�Ó�Ô�³�¹l¸oÅ%º�¯>º�Å�µ>´�¯P³l¶P¸�Ærµ/%�±�Ô¼á�³l¸�Æ¼¸�Æ�Å�±�¯>¸@Å�¸�¯Mµ�º�³lÆ�¶�·�¸o¶P¸�¶0²�º�¯>º�»ÍÛ�µ>¯P¸�¶�²�ØrÙ�¶P³lÓ�Ô�¸�¶�«�Î2º
Å�¹Bº�¶P¶P³¬Ä�Å%º�µ>³l±�Æ!·�¸�¶o²�¹Bº�¶P»¼º�¶0Æ[æ ¸�¶Mµ@·�±�Æ�Å¾²�º�¶cÔ�Æ�³lÓ�Ô�¸�«
Î�¸�¶.·�¸�Ô�ú ²�º�¯>º�»ÍÛ�µ>¯P¸�¶.¹l¸�¶@²�¹lÔ�¶@³l»Í²�±�¯Mµ�º�Ærµ>¶o²�±�Ô�¯@¹BºÍÅ%º�¯>º�Å�µ>´�¯P³l¶>º�µ>³l±�Æ ·�¸�¶7²�¹Bº�¶P»¼º�¶o¶P±�Ærµ7¹Bº

µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸¾´�¹l¸�Å�µ>¯P±�Æ�³lÓ�Ô�¸
Te
¸�µo¹Bº
·�¸�Æ�¶P³¬µ>´¾´�¹l¸�Å�µ>¯P±�Æ�³lÓ�Ô�¸

ne
! Ç2#ç«

Î�¸@·�³Bº�â�¯>º�»Í»{¸o·�¸�Æ�¶P³¬µ>´�é µ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯>¸@¯P¸�²�±�¯Mµ>´@¶PÔ�¯0¹Bº¾Ä�â�Ô�¯P¸;)<ª�«¬ª0+}! ë2#[¯P´�¶PÔ�»Í¸@¹l¸�¶h·�³¬ò5´�¯P¸�Æ�µ>¶
Å%º�¶7²�±�¶P¶P³lá�¹l¸�¶7¸�µ¾»Í±�Ærµ>¯P¸
¹Bº¼²�±�¶P³¬µ>³l±�Æ ·�¸�¶7²�¹Bº�¶P»¼º�¶.Æ�º�µ>Ô�¯P¸�¹l¶.¸�µ#º�¯Mµ>³¬Ä�Å�³l¸�¹l¶@Ó�Ô�¸8¹çæ ±�Æ ¯P¸�Æ�Å�±�Ærµ>¯P¸
·�º�Æ�¶{¹l¸�¶
·�³¬Ê�¸�¯P¶{·�±�»¼º�³lÆ�¸�¶ ·�¸Y¹Bº ²�ØrÙ�¶P³lÓ�Ô�¸�«�Î�¸+²�¹Bº�Æ ¸�¶MµÍ¶P´�²�º�¯P´!¸�Æê¯P´�â�³l±�Æ�¶
²�º�¯
·�¸�¶{¹l³lâ�Æ�¸�¶�«
Ö@³¬ò5´�¯P¸�Æ�µ>¸�¶�Ì�º�»Í³l¹¬¹l¸�¶�·�¸.²�¹Bº�¶P»¼º�¶hº�Ô+Å�±�»Í²�±�¯Mµ>¸�»Í¸�Ærµh³l·�¸�Ærµ>³lÓ�Ô�¸@¶P¸.·�´�ârº�â�¸�Ærµ%«�Âh¸.¶P±�Ærµ0¹l¸�¶h²�¹Bº�¶<é
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»¼º�¶�¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�¶$%�¹l¸�¶�²�¹Bº�¶P»¼º�¶�Ó�Ô�º�Ærµ>³lÓ�Ô�¸�¶K·�´�â�´�Æ�´�¯P´�¶$%�¹l¸�¶K²�¹Bº�¶P»¼º�¶2Å�³lÆ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�¶�²�º�¯MÌ�º�³¬µ>¶*)g²�¹Bº�¶P»¼º
Å�¹Bº�¶P¶P³lÓ�Ô�¸¾Æ�±�Æ�·�¸�Æ�¶P¸C+-% ¹l¸�¶F²�¹Bº�¶P»¼º�¶FÅ�±�¯P¯P´�¹l´�¶F¸�µoÆ�±�Æ�Å�±�¯P¯P´�¹l´�¶�«

� µ>³¬µ>¯P¸ ·[æ ¸�ú�¸�»Í²�¹l¸&%5² ±�Ô�¯1'�µ>¯P¸
·�º�Æ�¶.¹l¸ ·�±�»¼º�³lÆ�¸#¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬¶Mµ>¸&%�¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸¾µ>Ø�¸�¯P»Í³lÓ�Ô�¸ ·�¸�Ê�¯>º�³¬µ
·�´�²�º�¶P¶P¸�¯8¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸{·�¸+»Íº�¶P¶>¸Í¸�µ-��±�Ôî¹Bº!Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸+·�¸�¶
²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶#·�¸�Ê�¯>º�³¬µ4'�µ>¯P¸¼·�¸¼¹çæ ±�¯P·�¯P¸Í·�¸¼¹Bº
Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸Í·�¸8¹Bº!¹lÔ�»Í³¬Û�¯P¸�« d Æ�¸Íº�Ô�µ>¯P¸
Ìg¯P±�Æ�µ>³lÛ�¯P¸
¶�æ ³l»Í²�±�¶P¸8¸�Ærµ>¯P¸{¹l¸�¶7Å%º�¶¾Å�¹Bº�¶P¶P³lÓ�Ô�¸8¸�µ#Ó�Ô�º�Ærµ>³lÓ�Ô�¸àÑ
¶P³7¹Bºî·�³l¶Mµ�º�Æ�Å�¸ »Í±�Ù�¸�Æ�Æ�¸ ¸�Ærµ>¯P¸ ¹l¸�¶!²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶+¯P¸�¶Mµ>¸ ¶PÔ�²�´�¯P³l¸�Ô�¯P¸" î¹Bºî¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯+·�³¬µ>¸ ·�¸ Ö@¸
yh¯P±�â�¹l³l¸

λDB
·�¸¾Æ�º�µ>Ô�¯P¸¾Ó�Ô�º�Ærµ>³lÓ�Ô�¸&% ¹l¸7²�¹Bº�¶P»¼º8¸�¶Mµo·�¸#Æ�º�µ>Ô�¯P¸¾Å�¹Bº�¶P¶P³lÓ�Ô�¸�« Ý°Æ�·�¸�¶P¶P±�Ô�¶@·�¸

λDB
%

¹Bº7·�³l¶Mµ>¯P³lá�Ô�µ>³l±�Æ8·�¸�¶�²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶°·�¸�Ê�³l¸�ÆrµhÓ�Ô�º�Ærµ>³lÓ�Ô�¸�«�Î2º¾¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯�·�¸oÖ@¸eyh¯P±�â�¹l³l¸&%�º�²�²�¸�¹l´�¸oº�Ô�¶P¶P³
¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯0µ>Ø�¸�¯P»Í³lÓ�Ô�¸&%�¶P¸¾·�´�Ä�Æ�³¬µc²�º�¯D!aª�Ë0#rÑ

λDB =







h/
√

mkBT ,
Å%º�¶cÆ�±�Æ�¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬¶Mµ>¸

hc/kBT
Å%º�¶cÔ�¹¬µ>¯>ºxén¯P¸�¹Bº�µ>³aÊ�³¬¶Mµ>¸

±QP
h
¸�¶Mµ@¹Bº
Å�±�Æ�¶Mµ�º�Ærµ>¸#·�¸#°¹Bº�Æ�ÅK�+¸�µ

c
¸�¶Mµo¹Bº
Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸¾·�¸¾¹Bº8¹lÔ�»Í³¬Û�¯P¸.·�º�Æ�¶c¹l¸.Ê�³l·�¸

�ê'*0�� ª�«¬ª4�{� ���C���P���8�[ü{�@ü+ ��¬��ø ø�� �h >� û�� ù¼ý �@ü øcþ��¬��ø��Í��ø[ü�û+þ�ù�ø��*û�� ù¼ý �@ü¼�ú�ü��¬�ú�ü øeþ��¬��ø��Í��øKûç�2�
þ����ú�ü ø
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aDb�� {æß ÔÒ á Õ�ä[Õ á ñ ãAßåâ©á�ãAß Õ�ì á�ß

Î2º+µ>Ø�´�±�¯P³l¸{·�¸{¹Bº!¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬µ>´
¯P¸�¶Mµ>¯P¸�³lÆrµ>¸¼º!´�µ>´Í³lÆrµ>¯P±�·�Ô�³¬µ>¸8² ±�Ô�¯¾¶PÔ�¯P»Í±�Æ�µ>¸�¯7¹Bº!Å�¯P³l¶P¸{Ó�Ô�³�º�Ô
·�´�á�Ô�µ0·�Ô¼Ê�³lÆ�â�µ>³lÛ�»Í¸F¶P³lÛ�Å�¹l¸@º#¶P´�Ê�³�¸�Æ�µ>¯P¸@¹Bº¾»Í´�Å%º�Æ�³lÓ�Ô�¸@Å�¹Bº�¶P¶P³lÓ�Ô�¸o¸�µh¹Bº7µ>Ø�´�±�¯P³l¸o·�¸@¹çæ ´�¹¬¸�Å�µ>¯P±�»¼ºxé
â�Æ�´�µ>³l¶P»Í¸7·�¸ Ú ºxúAz0¸�¹l¹ç«�Ý°Æ�¸�ò5¸�µ/%�Ô�Æ�¸7µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æ+·�¸4�¾º�¹l³l¹¬´�¸àÑ

x′ = x − vt
¸�µ

t′ = t

¸�µo¹Bº
µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³¬±�ÆYº�¶P¶P±�Å�³l´�¸#·�¸�¶cÅ�Ø�º�»Í²�¶c´�¹l¸�Å�µ>¯P³lÓ�Ô�¸¾¸�µo»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸ Ã ¸�µ � %�º�Ê�¸�Å

�
′ =

� ¸�µ Ã
′ =

Ã
+
¨
×
�

/c

Æ�¸Í¹Bº�³l¶P¶P¸{²�º�¶#³lÆrÊ�º�¯P³Bº�Ærµ¾¹l¸�¶¾´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶#·�¸+Ú ºxúAzh¸�¹l¹ç«�ån¹�ºY·[æ º�á�±�¯P· ´�µ>´Í¸�ÆrÊ�³l¶>º�â�´ÍÓ�Ô�¸ÍÅ�¸�¹l¹l¸�¶<énÅ�³
Æ[æ ´�µ�º�³l¸�Æ�µ.Ê�º�¹Bº�á�¹¬¸�¶.Ó�Ô�¸{·�º�Æ�¶7Ô�Æ ¯P´�Ìg´�¯P¸�Æ�µ>³l¸�¹K²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l³l¸�¯$%�Å�¸�¹lÔ�³K±QP �(� "�ût����� %5¹Bº¼¶PÔ�á�¶Mµ�º�Æ�Å�¸{·�º�Æ�¶
¹Bº�Ó�Ô�¸�¹l¹l¸Í±�Æî³l»¼º�â�³¬Æ�º�³aµ#Ó�Ô�¸+¶P¸¼²�¯P±�²�º�â�¸�Æ�µ
¹l¸�¶ ±�Æ�·�¸�¶
´�¹l¸�Å�µ>¯P±�»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�¶$%�´�µ�º�³¬µ
º�Ôî¯P¸�²�±�¶�«Kån¹
º ·�±�Æ�Å!Ì�º�¹l¹lÔ º�·�»Í¸�µPµ>¯P¸!Ó�Ô�¸�¹l¸�¶{´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶{·�¸ Ú ºxúAzh¸�¹l¹F¶%æ º�²�²�¹l³lÓ�Ô�¸�Æ�µ{·�º�Æ�¶{µ>±�Ô�µ{¯P´�Ìg´�¯P¸�Æ�µ>³l¸�¹
·[æ ³lÆ�¸�¯Mµ>³l¸&% Å�æ ¸�¶MµMé� xén·�³l¯P¸¾·�¸�¶@¯P´�Ìg´�¯P¸�Æ�µ>³l¸�¹l¶cµ>¸�¹l¶oÓ�Ô�¸&%�¶P³2Ô�Æ Å�±�¯P²�¶oÙY¸�¶Mµ7º�á�º�Æ�·�±�Æ�Æ�´ ¶>º�Æ�¶@¶PÔ�á�³l¯o·�¸
Ìg±�¯PÅ�¸&%�³l¹5Ù!¶PÔ�³¬Ê�¸¾Ô�Æ�»Í±�Ô�Ê�¸�»Í¸�Æ�µc·�¸7Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸#Ô�Æ�³¬Ìg±�¯P»Í¸�«
ån¹�ÌgÔ�µFá�³l¸�Ærµ���µF´�µ�º�á�¹l³5Ó�Ô�¸7·�¸�¶0µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æ�¶h·�³¬ò5´�¯P¸�Æ�µ>¸�¶F·�¸.Å�¸�¹l¹l¸�¶0·�¸D�¾º�¹l³¬¹¬´�¸&%�¹l¸�¶hµ>¯>º�Æ�¶<é

Ìg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æ�¶K·�¸cÎ�±�¯P¸�Ærµ>Ï&%�¹Bº�³l¶P¶P¸�Ærµ°³lÆrÊ�º�¯P³Bº�Ærµ>¸�¶à¹l¸�¶à´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶°·�¸oÚ ºxúAzh¸�¹l¹?%�µ>±�Ô�µ°¸�Æ{¶P¸c¯P´�·�Ô�³l¶>º�Ærµ/%
·�º�Æ�¶@¹Bº8¹l³l»{³¬µP¸7±QP ¹çæ Ô�Æ�·�¸�¶@¯P¸�²�Û�¯P¸�¶@¶P¸#·�´�²�¹Bº�Å�¸4 {Ô�Æ�¸#Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸¾Ì�º�³lá�¹l¸7²�º�¯o¯>º�²�²�±�¯Mµe {¹çæ º�Ô�µ>¯P¸&%� 
¹Bº
µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æ!·�¸4�¾º�¹l³¬¹l´�¸�«
Î2º#¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬µ>´F¯P¸�¶Mµ>¯P¸�³lÆ�µ>¸@Æ�¸@²�¯P¸�Æ�·+²�º�¶h¸�Æ+Å�±�»Í²�µ>¸o¹l¸�¶h¸�ò5¸�µ>¶h·[æ ³lÆ�¸�¯Mµ>³l¸o¹l³l´�¶� #¹çæ º�Å�Å�´�¹l´�¯>º�µ>³l±�Æ[«

Ý°Æ ¸�ò5¸�µ/%2¹Bº+µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æ ·�¸¼Î�±�¯P¸�Ærµ>ÏÍ·�´�Å�¯P³¬µ#Ô�Æ�³lÓ�Ô�¸�»Í¸�Ærµ ¹l¸{²�º�¶P¶>º�â�¸Í·[æ Ô�Æ ¯P´�Ìg´�¯P¸�Ærµ>³l¸�¹�¸�Æ
»Í±�Ô�Êr¸�»Í¸�Ærµc¯P¸�Å�µ>³l¹l³lâ�Æ�¸.¸�µoÔ�Æ�³¬Ìg±�¯P»Í¸.²�º�¯F¯>º�²�²�±�¯Mµ. 8Ô�Æ º�Ô�µ>¯P¸�«

�
�8�}��� ���¡ �¢T£B¤n¥�¤�£B¦¨§��¡©:£A§��¡¤�ª>£B�«�N£¬£A§�¢
ªe©AK®J§�¯°¢T£B¤�®
ªe©²±e�´³@®J§��¡ª�£Bµ
Ö.º�Æ�¶ µ>±�Ô�µ>¸+¹Bº�²�ØrÙ�¶P³lÓ�Ô�¸!Å�¹Bº�¶P¶P³lÓ�Ô�¸&%K¹çæ ¸�¶P²�º�Å�¸+¸�µ8¹l¸Íµ>¸�»{²�¶
Å�±�Æ�¶Mµ>³¬µ>Ô�¸�Ærµ8¹çæ º�¯PÛ�Æ�¸¼±QP ¶P¸+·�´�é

¯P±�Ô�¹l¸�Æ�µ#¹l¸�¶¾·�³¬Ê�¸�¯P¶#²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸�¶ ·�¸Í¹Bº!Æ�º�µ>Ô�¯>¸�«KÂh¸�Ô�ú�énÅ�³�Æ�¸Í»Í±�·�³¬Ä�¸�Ærµ º�Ô�Å�Ô�Æ�¸�»Í¸�Ærµ Å�¸ÍÅ%º�·�¯P¸
¶P²�º�µ>³l±�é µ>¸�»Í²�±�¯P¸�¹�Ó�Ô�³5¸�¶Mµ0Ä�ú�´.Ô�Æ�¸oÌg±�³l¶�²�±�Ô�¯�µ>±�Ô�µ>¸�¶$%�·�¸.»¼º�Æ�³lÛ�¯P¸oº�á�¶P±�¹lÔ�¸�«Byh³l¸�Æ+²�¹lÔ�¶$%�¹l¸cµ>¸�»Í²�¶
¸�µo¹çæ ¸�¶P²�º�Å�¸¾¶P±�Æ�µc·�¸¾Æ�º�µ>Ô�¯>¸�¶cµ>±�µ�º�¹l¸�»Í¸�ÆrµF·�³¬ò5´�¯P¸�Ærµ>¸�¶o¸�µcÆ[æ ±�Æ�µoº�Ô�Å�Ô�Æ ¹l³¬¸�ÆY¸�Ærµ>¯P¸¾¸�Ô�ú5«
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Ý°Æ »Í´�Å%º�Æ�³lÓ�Ô�¸!Å�¹lº�¶P¶>³¬Ó�Ô�¸&%°¹l¸�¶8¹l±�³l¶ ·�¸!¹Bº ²�ØrÙ�¶P³lÓ�Ô�¸Y¶P±�Ærµ{³lÆ�Ê�º�¯P³Bº�Æ�µ>¸�¶ ¶P±�Ô�¶{Ô�Æ â�¯P±�Ô�²�¸!·�¸
µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æ�¶7·�¸{Å�±�±�¯P·�±�Æ�Æ�´�¸�¶ øsþ�� û������ ü ø º�²�² ¸�¹l´�¸�¶¾µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æ�¶7·�¸x�¾º�¹l³l¹¬´�¸�«�Ö.º�Æ�¶#Ô�Æ
¯P´�Ìg´�¯P¸�Æ�µ>³l¸�¹�ârº�¹l³¬¹l´�¸�Æ

R
%�Ô�Æ ²�±�³lÆrµ@¸�¶Mµ7Å%º�¯>º�Å�µ�´�¯>³¬¶>´ ²�º�¯@¹l¸�¶@Å�±�±�¯P·�±�Æ�Æ�´�¸�¶7·[æ ¸�¶P²�º�Å�¸

(x,y,z)
¸�µ.¹Bº

µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æ�·�¸;�¾º�¹l³¬¹¬´�¸¾Ì�º�³¬µ@Å�±�¯P¯P¸�¶P² ±�Æ�·�¯P¸8Ô�Æ ²�±�³lÆrµ
(x,y,z)

·[æ Ô�Æ ¯P´�Ìg´�¯P¸�Ærµ>³l¸�¹
R
º�Ô ²�±�³lÆrµ

(x′,y′,z′)
·�Ô�¯P´�Ìg´�¯P¸�Ærµ>³l¸�¹

R′
¸�ÆYµ>¯>º�Æ�¶P¹Bº�µ>³l±�Æ!Ô�Æ�³¬Ìg±�¯P»Í¸.²�º�¯F¯>º�²�²�±�¯Mµ. 

R
«

Òo±�Ô�¶ Æ�±�Ô�¶
²�¹Bº&M�±�Æ�¶ ·�º�Æ�¶ ¹Bº�¶P³¬µ>Ô�º�µ>³l±�Æÿ²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l³lÛ�¯P¸{±QPî¹l¸�¶ ¯P´�Ìg´�¯P¸�Æ�µ>³l¸�¹l¶
R
¸�µ

R′
±�Ærµ
·�¸�¶

ºxú�¸�¶¾²�º�¯>º�¹¬¹lÛ�¹l¸�¶@¸�µ7±QP ¹l¸
¯P´�Ìg´�¯P¸�Ærµ>³l¸�¹
R′
¶P¸
·�´�²�¹Bº�Å�¸; +¹BºÍÊ�³¬µ>¸�¶P¶P¸

v
¹¬¸
¹l±�Æ�â+·�¸
¹çæ ºxú�¸

OX
·�º�Æ�¶

¹l¸.¯P´�Ìg´�¯P¸�Ærµ>³l¸�¹
R
%�¹çæ ±�¯P³lâ�³¬Æ�¸@·�¸�¶0µ>¸�»Í²�¶0·�º�Æ�¶F¹l¸�¶0·�¸�Ô�ú!¯P´�Ìg´�¯P¸�Æ�µ>³l¸�¹l¶

R
¸�µ

R′
¸�¶MµFÄ�ú�´�¸� 
¹çæ ³lÆ�¶Mµ�º�Ærµ

±QP�¹l¸�¶F±�¯P³lâ�³lÆ�¸�¶0·�¸�¶@ºxú�¸�¶
O
¸�µ

O′
Å�±�³lÆ�Å�³l·�¸�Ærµ%«

O

O

Y

ZZ

X

X

Y

R R

�ê'*0�� ª�«ÁÀ4��· üsþ���" ø�ü�ýRûn� û�� ù¼ý �@ü8�@ü�ú&¸+�>" f "���ü�ý�û�� ü�� øÄü�ý �[ù¼ú�� ü��[ü�ý�û0�@üpû��P� ý<ø��¬� û�� ù¼ý/ú(ý�� f ù����[üÄü�û
þ����P���R�����UüD¹¼�(� �/¸(ü OX
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x = x′ + vt

y = y′

z = z′

t = t′

Â@æ ¸�¶Mµ@¹Bº
µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³¬±�Æ��¾º�¹l³¬¹¬´�¸�Æ�Æ�¸�«
Î2º¼µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æ ·�¸ÍÎ�±�¯P¸�Ærµ>Ï8²�¸�¯P»Í¸�µ7·[æ ¸�ú�²�¯P³l»Í¸�¯7¹l¸�¶.Å�±�±�¯P·�±�Æ�Æ�´�¸�¶¾¶P²�º�µ>³l±�é µ>¸�»Í² ±�¯P¸�¹l¹¬¸�¶

·[æ Ô�ÆÍ´�ÊrÛ�Æ�¸�»Í¸�Ærµh·�º�Æ�¶�Ô�Æ{¯P´�Ìg´�¯P¸�Æ�µ>³l¸�¹� 7²�º�¯Mµ�³¬¯°·�¸c¹l¸�Ô�¯P¶àÊ�º�¹¬¸�Ô�¯P¶�·�º�Æ�¶�Ô�Æ¼º�Ô�µ>¯P¸�« d ÆÍ´�Ê�´�Æ�¸�»Í¸�Ærµ
¸�¶Mµ@Å%º�¯>º�Å�µ>´�¯P³l¶P´7²�º�¯c¹l¸7Ó�Ô�º�·�¯PÔ�²�¹l¸�µ

(x,y,z,t)
·�¸¾¶P¸�¶oÅ�±�±�¯P·�±�Æ�Æ�´�¸�¶c·�º�Æ�¶oÔ�ÆY¯P´�Ìg´�¯P¸�Æ�µ>³l¸�¹ç«

Î�¸�¶Fµ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æ�¶0·�¸ Î�±�¯P¸�Ærµ>Ï¾Å�±�¯P¯P¸�¶P²�±�Æ�·�º�Ærµ>¸�¶$%�²�±�Ô�¯c¹l¸7²�º�¶P¶>º�â�¸#·�¸�¶oÅ�±�±�¯P·�±�Æ�Æ�´�¸�¶@·�¸
R
 8Å�¸�¹l¹l¸�¶F·�¸

R′
%�¶P±�Æ�µo·�±�Æ�Æ�´�¸�¶o²�º�¯�!aª�ª$#�Ñ

x′ =
x − vt

√

1 − v2/c2

y′ = y

z′ = z

t′ =
t − vx/c2

√

1 − v2/c2

Î°æ ¸�Æ�¶P¸�»8á�¹l¸7·�¸�¶oÓ�Ô�º�µ>¯P¸¾´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶cÅ�³aén·�¸�¶P¶PÔ�¶cÅ�±�Æ�¶Mµ>³¬µ>Ô�¸¾¹Bº
á�º�¶P¸#·�¸¾¹Bº
¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬µ>´.¯P¸�¶Mµ>¯P¸�³lÆrµ>¸�«
Ý°ÆÍ¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³aµ>´0¯P¸�¶Mµ>¯P¸�³lÆrµ>¸&%rÔ�Æ�¸oÓ�Ô�º�Ærµ>³¬µ>´F¸�¶Mµ�³lÆ�Ê�º�¯P³Bº�Ærµ�¸0¶P³�¸�¹l¹l¸0¸�¶Mµ�Å%º�¯>º�Å�µ>´�¯P³l¶P´�¸c²�º�¯�¹lº7»5'�»Í¸

Ê�º�¹l¸�Ô�¯h·�º�Æ�¶�µ>±�Ô�¶h¹l¸�¶h¯P´�Ìg´�¯P¸�Æ�µ>³l¸�¹l¶�·[æ ³lÆ�¸�¯Mµ>³l¸&%�¸�Æ!»Í±�Ô�Ê�¸�»Í¸�Ærµ>¶0¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ìg¶�¹l¸�¶hÔ�Æ�¶0²�º�¯�¯>º�²�²�±�¯MµFº�Ô�ú
º�Ô�µ>¯P¸�¶�«5Kº�¯P»Í³[µ>±�Ô�¶c¹l¸�¶o³lÆrÊ�º�¯P³Bº�Ærµ>¶F¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�¶$%�¹l¸¾»Í±�·�Ô�¹l¸¾·�¸#¹Bº
Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸ ·�¸¾¹Bº{¹lÔ�»Í³¬Û�¯P¸x)g·�º�Æ�¶
¹l¸{Ê�³l·�¸C+>3M±�Ô�¸ÍÔ�Æî¯(��¹l¸8Å�¸�Æ�µ>¯>º�¹�·�º�Æ�¶ ¹Bº+µ>Ø�´�±�¯P³l¸�«Kí�ºY»Í¸�¶PÔ�¯P¸¼·�º�Æ�¶#Æ[æ ³l»Í²�±�¯Mµ>¸{Ó�Ô�¸�¹�¯P´�Ìg´�¯P¸�Æ�µ>³l¸�¹
·[æ ³lÆ�¸�¯Mµ>³l¸¾·�±�Æ�Æ�¸�¯>º{µ>±�Ô23M±�Ô�¯P¶c¹l¸¾»5'�»Í¸¾¯P´�¶PÔ�¹¬µ�º�µ4!aªxÀC#ç« d Æ�¶P¸�Å�±�Æ�· ³lÆrÊ�º�¯P³Bº�Ærµc¸�¶Mµ@¹Bº8·�³l¶Mµ�º�Æ�Å�¸&%�º�Ô
¶P¸�Æ�¶o·�¸ Ú�³lÆ���±Czc¶(��³?%�¸�Ærµ>¯P¸¾·�¸�Ô�ú�´�Ê�´�Æ�¸�»Í¸�Æ�µ>¶$% Å�æ ¸�¶MµMé� xén·�³l¯P¸

dS2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 )<ª�« Õº+

ó�ôMõ�ö0÷K	
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Î2º8Ê�º�¹l¸�Ô�¯c·�´�Ä�Æ�³l¸¾²�º�¯

dS

c
= dt′ = dτ = dt

√

1 − v2

c2

)<ª�«ÁìQ+
¸�¶Mµ.º�²�² ¸�¹l´¾³lÆrµ>¸�¯MÊ�º�¹l¹l¸@·�¸¾µ>¸�»{²�¶c²�¯P±�²�¯P¸�« Ö.º�Æ�¶oÅ�¸�µPµ>¸¾¸�ú�²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ�%

v
¸�¶Mµo¹Bº
Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸¾³lÆ�¶Mµ�º�Æ�µ�º�Æ�´�¸

d~r/dt
·[æ Ô�Æ »Í±�á�³l¹¬¸8Ó�Ô�³�²�º�¯PÅ�±�Ô�¯Mµ ¹çæ ³lÆrµ>¸�¯MÊ�º�¹¬¹l¸
·[æ ¸�¶P²�º�Å�¸

d~r
·�Ô�¯>º�Æ�µ#¹çæ ³lÆ�µ>¸�¯MÊ�º�¹l¹¬¸8·�Ôÿµ>¸�»Í²�¶

dt
«

Î�¸.µ>¸�»Í²�¶FÓ�Ô�³�¶�æ ¸�¶Mµo´�Å�±�Ô�¹l´7¸�Ærµ>¯P¸¾·�¸�Ô�úY³lÆ�¶Mµ�º�Ærµ>¶F¶PÔ�Å�Å�¸�¶P¶P³¬Ìg¶c·�¸¾¹Bº#Ê�³l¸7·�¸7¹Bº
²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸.º�²�²�º�¯>º2Ilµ
²�¹lÔ�¶h¹l±�Æ�â ·�º�Æ�¶h¹l¸@¹lº�á�±�¯>º�µ>±�³¬¯P¸oÓ�Ô�¸@·�º�Æ�¶0¶P±�Æ+¯P´�Ìg´�¯P¸�Ærµ>³l¸�¹5²�¯P±�²�¯P¸�«�)<ª�«ÁìQ+°·�±�Æ�Æ�¸.·�¸oÌ�º&M�±�Æ+¶P³l»Í²�¹l¸
¹Bº
Ìg±�¯P»
Ô�¹l¸7º�Ærµ>´�¯P³l¸�Ô�¯P¸¾·�±�Æ�Æ�º�Ærµo¹Bº
·�³l¹Bº�µ�º�µ>³¬±�Æ+·�ÔYµ>¸�»Í²�¶
Î2º µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æî·�¸YÎ�±�¯P¸�Ærµ>ÏY¶P¸!¯P´�·�Ô�³¬µ5 ¹Bº µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æ²�¾º�¹l³l¹¬´�¸�Æ�Æ�¸+¶P³F±�Æ ²�¯P¸�Æ�·

¹Bº Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸
c
·�¸Y¹Bº ¹lÔ�»Í³¬Û�¯P¸!´�ârº�¹l¸» ¹çæ ³lÆ�Ä�Æ�³ç«°Âh¸�² ¸�Æ�·�º�Æ�µ/%�¹Bº µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æ¼�¾º�¹l³l¹¬´�¸�Æ�Æ�¸!¸�¶Mµ

²�º�¯MÌ�º�³¬µ>¸�»Í¸�Æ�µcº�·�´�Ó�Ô�º�µ>¸¾·�º�Æ�¶c¹Bº
Ê�³l¸7·�¸7µ>±�Ô�¶c¹l¸�¶G3M±�Ô�¯P¶$H�±QP
v � c

«

�
�8�}�?½ ¾.®J§�¯°¢
 �¤�©B¯°�¿£B�¡ªe©A®J§�¤��¡ JÀ1Á´®T£B¢T£B¤�®
ªe©²Â*Ãe¢
±.§�¤�±e¤�¯°�¡ªe©A¤�®
ªeªe�¡ � ��¡©
Òo±�Ô�¶.º�¹l¹l±�Æ�¶c³lÆ�µ>¯P±�·�Ô�³l¯P¸¾·�º�Æ�¶@Å�¸ ²�º�¯>º�â�¯>º�²�Ø�¸ ·�¸�¶@Æ�±�µ�º�µ>³l±�Æ�¶Fµ>¸�Æ�¶P±�¯P³l¸�¹l¹l¸�¶oá�³l¸�Æ º�·�º�²�µ>´�¸�¶1 

¹çæ ¸�¶P²�º�Å�¸�é µ>¸�»Í²�¶e {Ó�Ô�º�µ>¯P¸#·�³l»Í¸�Æ�¶P³l±�Æ�¶c·�¸#¹Bº8¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬µ>´�«�Òo±�Ô�¶o³lÆrµ>¯P±�·�Ô�³l¯P±�Æ�¶F¸�Æ ²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l³¬¸�¯F·�¸�¶
Å�±�Æ�Ê�¸�Ærµ>³l±�Æ�¶Íµ>¯PÛ�¶Í²�Ô�³l¶P¶>º�Ærµ>¸�¶$%�Ó�Ô�³c²�¸�¯P»Í¸�µPµ>¸�Ærµ¼·[æ ´�Å�¯P³l¯P¸�·�¸�»¼º�Æ�³lÛ�¯P¸YÅ�±�»Í²�º�Å�µ>¸�¸�µÍÄ º�á�¹l¸Y¹l¸�¶
¸�ú�²�¯P¸�¶P¶>³l±�Æ�¶o²�º�¯MÌg±�³l¶0Å�±�»Í²�¹l¸�ú�¸�¶oº�Ô�ú�Ó�Ô�¸�¹l¹l¸�¶cÅ�±�Æ�·�Ô�³l¶P¸�Ærµo¹l¸�¶cÅ%º�¹lÅ�Ô�¹l¶F¯P¸�¹lº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�¶�«

d Æ ´�Ê�´�Æ�¸�»Í¸�Ærµ ¸�¶Mµ#Å�±�»Í²�¹lÛ�µ>¸�»Í¸�Æ�µ7·�´�Ä�Æ�³°·�º�Æ�¶7Ô�Æ ¯P´�Ìg´�¯P¸�Æ�µ>³l¸�¹à²�º�¯7¹Bº+·�±�Æ�Æ�´�¸8·�¸�¶¾Ó�Ô�º�µ>¯P¸
Æ�±�»8á�¯P¸�¶

(ct,x,y,z)
«�Òo±�Ô�¶Fº�¶P¶P±�Å�³l±�Æ�¶� 
Å�¸�µF´�Êr´�Æ�¸�»Í¸�Ærµc¹l¸.Ó�Ô�º�·�¯P³¬Ê�¸�Å�µ>¸�Ô�¯}Äã·�º�Æ�¶FÔ�Æ!¸�¶P²�º�Å�¸D 

4
·�³l»Í¸�Æ�¶P³l±�Æ�¶$%�»8Ô�Æ�³[·[æ Ô�Æ�¸¾á�º�¶P¸ ¸

µ
%�¹çæ ³lÆ�·�³lÅ�¸

µ
Ê�º�¯P³l¸7·�¸

0
 

3
«

Ä
= Σµx

µ ¸
µ = xµ ¸

µ

¸�Æ�²�±�¶>º�Ærµ

x0 = ct x1 = x x2 = y x3 = z

Òo±�Ô�¶oº�²�²�¸�¹l¹l¸�¯P±�Æ�¶
xµ ¹¬¸�¶cÅ�±�»Í²�±�¶>º�Ærµ>¸�¶  ù¼ý�û��P����������� ý�ûsü ø ·�ÔYÓ�Ô�º�·�¯P³¬Êr¸�Å�µ>¸�Ô�¯c´�Êr´�Æ�¸�»Í¸�Ærµ%«

Î�¸h²�¯P±�·�Ô�³¬µK¶PÅ%º�¹Bº�³l¯P¸�·�¸h·�¸�Ô�ú
Ó�Ô�º�·�¯P³¬Ê�¸�Å�µ>¸�Ô�¯P¶JÄ
= xµ ¸

µ
¸�µ �

= yν ¸
ν
²�¸�Ô�µ°¶�æ ´�Å�¯P³l¯P¸hÅ�±�»Í»Í¸

ó�ôMõ�ö0÷-=
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Ä · � = xµyν ¸
µ ·
¸

ν

K±�Ô�¯FÓ�Ô�¸7Å�¸¾²�¯P±�·�Ô�³¬µF¶PÅ%º�¹Bº�³l¯P¸7º�³¬µ0Ô�Æ�¸¾¸�ú�²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ�Å�±�»Í²�ºxµ�³¬á�¹l¸.º�Ê�¸�Å7Å�¸�¹l¹l¸.·�¸¾¹çæ ³lÆrµ>¸�¯MÊ�º�¹l¹¬¸;)<ª�« Õº+
³l¹5Ì�º�Ô�µcÓ�Ô�¸

Ä · Ä = c2t2 − x2 − y2 − z2 )<ª�« ¿:+
Ý°Æ�²�±�¶>º�Ærµ

gµν =
¸

µ ·
¸

ν
¹l¸7²�¯P±�·�Ô�³¬µc¶PÅ%º�¹Bº�³l¯P¸.¶�æ ´�Å�¯P³l¯>º

Ä · � = gµνx
µyν

Òo±�Ô�¶oº�Ô�¯P±�Æ�¶cÔ�Æ�²�¯P±�·�Ô�³¬µc¶PÅ%º�¹Bº�³l¯P¸.Å�±�ÆrÊ�¸�Æ�º�á�¹l¸#¶P³�¹l¸.µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯o·�¸¾Æ�±�»
á�¯P¸�¶
gµν

¶�æ ´�Å�¯P³¬µ

gµν =

















1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

















)<ª�«ÁðQ+

±QP
µ
¸�¶Mµ�¹çæ ³lÆ�·�³lÅ�¸h¹l³lâ�Æ�¸�¸�µ

ν
¹çæ ³lÆ�·�³lÅ�¸hÅ�±�¹l±�Æ�Æ�¸&%�Å�¸hµ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯�¸�¶Mµ�¹l¸�µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯�»Í´�µ>¯P³lÓ�Ô�¸�Ìg±�Æ�·�º�»Í¸�Æ�µ�º�¹

·�¸¾¹Bº8¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³aµ>´.¯P¸�¶Mµ>¯P¸�³lÆ�µ>¸#º�²�² ¸�¹l´#º�Ô�¶P¶P³�»Í´�µ>¯P³lÓ�Ô�¸7·�¸ Ú�³lÆ���±Czc¶(��³ç«
Ý°Æ
¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³aµ>´�¯P¸�¶Mµ>¯P¸�³lÆrµ>¸&%�Å�¸�µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯à¸�¶Mµà³lÆ�·�´�²�¸�Æ�·�º�Ærµà·�Ô
¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸0·�¸hÅ�±�±�¯P·�±�Æ�Æ�´�¸�¶àÅ�Ø�±�³l¶P³l¸�¶

·�º�Æ�¶°¹çæ ¸�¶P²�º�Å�¸� @Ó�Ô�º�µ>¯P¸F·�³l»Í¸�Æ�¶P³l±�Æ�¶$%�»¼º�³l¶�·�º�Æ�¶à¹l¸hÅ%º�¶°·�¸0¹Bºo¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬µ>´�â�´�Æ�´�¯>º�¹l¸&%�¹Bºoâ�¯>º%Ê�³¬µ�º�µ>³l±�Æ
Å�±�Æ�·�Ô�³¬µ� 7Ô�Æ{µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯�»Í´�µ�¯P³lÓ�Ô�¸

gµν
·�¸c¹çæ ¸�¶P²�º�Å�¸e 

4
·�³l»Í¸�Æ�¶P³l±�Æ�¶°Ó�Ô�³�·�´�²�¸�Æ�·¼·�¸�¶�Å�±�±�¯P·�±�Æ�Æ�´�¸�¶

Å%º�¯�¹Bº.»¼º�¶P¶P¸cÅ�¯P´�¸oÔ�Æ�¸cÅ�±�Ô�¯Pá�Ô�¯P¸c·�¸cÅ�¸�µh¸�¶P²�º�Å�¸�«�Î2º7»Í´�µ>¯P³lÓ�Ô�¸FÆ[æ ¸�¶Mµh²�¹¬Ô�¶hÚ�³lÆ���±0zc¶(��³l¸�Æ�Æ�¸o»¼º�³l¶
Éc³l¸�»¼º�Æ�Æ�³l¸�Æ�Æ�¸7¸�µc¹çæ Ô�µ>³l¹l³¬¶>º�µ>³¬±�Æ!·�¸�¶cÅ�±�±�¯P·�±�Æ�Æ�´�¸�¶oÅ�Ô�¯MÊ�³l¹l³lâ�Æ�¸�¶0·�¸�Ê�³l¸�Ærµ@³lÆ�·�³¬¶>² ¸�Æ�¶>º�á�¹l¸�«
Ý°Æ+²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l³¬¸�¯$%r·�º�Æ�¶0Ô�Æ�¸oµ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�ÆÍ·�¸.Î�±�¯P¸�Ærµ>Ï&%�Ó�Ô�³�Å�±�Æ�¶P³l¶Mµ>¸1 #²�º�¶P¶P¸�¯0·[æ Ô�Æ¼µ>¯P³lÛ�·�¯P¸

¯P¸�Å�µ�º�Æ�â�Ô�¹Bº�³l¯P¸
Oxyz

º%Êr¸�Å7Ô�Æ!µ>¸�»Í²�¶
t
 8Ô�Æ!µ>¯P³lÛ�·�¯P¸.¯P¸�Å�µ�º�Æ�â�Ô�¹Bº�³l¯P¸

O′x′y′z′
²�º�¯>º�¹l¹lÛ�¹l¸1 

O′xyz
¸�µ0º�Æ�³l»Í´&%�²�º�¯�¯>º�²�²�±�¯Mµ� ¾Å�¸�¹¬Ô�³aénÅ�³?%�·[æ Ô�ÆÍ»Í±�Ô�Êr¸�»Í¸�Æ�µ�¯P¸�Å�µ>³l¹l³¬â�Æ�¸F¸�µ�Ô�Æ�³¬Ìg±�¯P»Í¸F·�¸FÊ�³¬µ>¸�¶P¶P¸

v
¶P¸�¹l±�Æ

¹Bº ·�³l¯P¸�Å�µ>³l±�Æ Å�±�»Í»8Ô�Æ�¸
Ox
%
O′x

¸�µ{Å%º�¯>º�Å�µ>´�¯P³l¶P´Y²�º�¯8Ô�Æ µ>¸�»Í²�¶
t′
%à±�Æêº º�Ê�¸�ÅY¹l¸�¶8Æ�±�µ�º�µ>³l±�Æ�¶

²�¯P´�Å�´�·�¸�»Í»Í¸�Æ�µo³lÆrµ>¯P±�·�Ô�³¬µ>¸�¶0¸�µo¸�Æ�²�±�¶>º�Ærµ
γ = 1/

√

1 − v2/c2

ó�ôMõ�ö0÷�L
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A0 = γ(A′0 + v
c
A′1) A1 = γ(A′1 + v

c
A′0) A2 = A′2 A3 = A′3

Î�¸�¶
Aµ ¶P±�Ærµ°¹l¸�¶àÅ�±�±�¯P·�±�Æ�Æ�´�¸�¶�Å�±�Æ�µ>¯>º%Ê�º�¯P³Bº�Ærµ>¸�¶à·�Ô{Ó�Ô�º�·�¯P³¬Ê�¸�Å�µ>¸�Ô�¯$%�³l¹�¸�¶Mµ°Ì�º�Å�³l¹l¸h·[æ ³lÆrµ>¯P±�·�Ô�³l¯P¸

¶P¸�¶oÅ�±�±�¯P·�±�Æ�Æ�´�¸�¶oÅ�±�Ê�º�¯P³Bº�Ærµ>¸�¶} {¹çæ º�³l·�¸.·�¸
gµν
«

Aµ = gµνA
ν

Î�¸.µ�¸�»Í²�¶c²�¯P±�²�¯P¸¾²�¸�¯P»Í¸�µc·�¸¾·�´�Ä�Æ�³l¯cÔ�Æ�Ó�Ô�º�·�¯P³¬Ê�¸�Å�µ>¸�Ô�¯cÊ�³¬µ>¸�¶P¶P¸¾²�º�¯

·
=

d
Ä

dτ
Ý°Å�¯P³¬Êr±�Æ�¶@Å�¸�µPµ>¸
Ó�Ô�º�Ærµ>³¬µ>´ ¸�Æ Ìg±�Æ�Å�µ>³l±�Æ ·�¸ ¹Bº{Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸
¶P²�º�µ>³Bº�¹l¸¾±�¯P·�³lÆ�º�³l¯P¸ ¨ ·�º�Æ�¶@Ô�Æ ¯P´�Ìg´�¯P¸�Æ�µ>³l¸�¹
R
«�í�³�¹l¸.µ>¸�»Í²�¶F²�¯>±�²�¯>¸.Ê�º�¯P³l¸7·�¸

dτ
%�¹l¸.µ>¸�»Í²�¶F·�º�Æ�¶

R
Ê�º�¯P³l¸7·�¸

dt = γdτ

uµ = (γc,γ
¨
)

Î�¸!²�¯P±�·�Ô�³¬µ8·�¸
uµ ²�º�¯
¹Bº »¼º�¶P¶P¸Yº�Ô ¯P¸�² ±�¶ m

·�¸!¹Bº ²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸ÍÌg±�Ô�¯PÆ�³¬µ8¹l¸¼Ó�Ô�º�·�¯P³¬Êr¸�Å�µ>¸�Ô�¯
"�ý&ü��?��� ü��<�R�cþ3ú�� ø�� ù¼ý pµ ·�¸¾¹Bº8²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸

pµ = muµ = (mcγ,m
¨
γ)

)<ª�« Ç:+
Ó�Ô�¸#Æ�±�Ô�¶c²�±�Ô�Ê�±�Æ�¶o´�Å�¯P³l¯P¸

pµ = (e/c,
¨
)

)<ª�« ë:+
·�´�Ä�Æ�³l¶P¶>º�Æ�µ.º�³lÆ�¶P³�Ô�ÆYµ>¯P³¬Êr¸�Å�µ�¸�Ô�¯o·[æ ³l»Í²�Ô�¹l¶P³l±�Æ ¨ ¸�µoÔ�Æ�¸#´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸

ε
¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�«�Î�¸#²�¯P±�·�Ô�³¬µo¶PÅ%ºxé

¹Bº�³l¯P¸.·�¸¾Å�¸¾Ó�Ô�º�·�¯P³¬Êr¸�Å�µ>¸�Ô�¯oº�Ê�¸�Å¾¹lÔ�³[»5'�»Í¸7¶�æ ´�Å�¯P³¬µo·[æ º�²�¯PÛ�¶4)<ª�« ¿:+

gµνp
µpν = pµpµ =

e2

c2
−
¨ 2 = m2c2

� ²�¯PÛ�¶@º%Ê�±�³l¯F²�¯P´�¶P¸�Æ�µ>´#¹Bº8»Í´�µ>¯P³lÓ�Ô�¸¾Ó�Ô�³�·�´�Ä�Æ�³¬µo¹Bº8Å�±�Ô�¯Pá�Ô�¯P¸#·�¸¾¹çæ ¸�¶P²�º�Å�¸�é µ>¸�»Í²�¶$% Æ�±�Ô�¶c²�º�¶<é
¶P±�Æ�¶; ¹Bº ²�¯P´�¶P¸�Æ�µ�º�µ>³l±�Æ ·�¸+¹Bº ·�¸�¶PÅ�¯P³l²�µ>³l±�Æ ·�¸!¹Bº »¼º�µ>³lÛ�¯>¸ÍÓ�Ô�³0¸�»Í²�¹l³¬µ Å�¸�µ{¸�¶P²�º�Å�¸�é µ>¸�»Í²�¶�«°Î2º

ó�ôMõ�ö0÷�R
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·�¸�¶PÅ�¯P³l²�µ>³l±�Æ Å�¸
Ì�º�³¬µ.²�º�¯.¹çæ ³lÆrµ>¸�¯P»Í´�·�³lº�³¬¯P¸ ·�¸ µ>¯P±�³l¶.â�¯>º�Æ�·�¸�Ô�¯P¶�H[¹l¸ µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯7·�¸�Æ�¶P³¬µ>´8·�¸8Å�±�Ô�¯>º�Ærµ/%
¹l¸.µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯o´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸�én³l»Í²�Ô�¹¬¶>³¬±�Æ!¸�µc¹l¸.µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯o´�¹l¸�Å�µ>¯P±�»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�«

Å?·��½�»¼¬R¨3¸(« °�¸(·�»Ä½�¸(Å$µ�¬*°�ª�½�¸�«�º3·�»��Å3°n± ¸�¶MµhÔ�ÆÍµ�¸�Æ�¶>¸�Ô�¯0·[æ ±�¯P·�¯P¸oÔ�Æ�%�¯P´�Ô�Æ�³l¶P¶>º�Ærµ0¹Bº¾·�¸�Æ�¶>³aµ�´
·�¸¾Å�Ø�º�¯Pâ�¸

ρq
¸�µo¹l¸7Å�±�Ô�¯>º�Ærµ

J
Å�¯P´�´�¶o²�º�¯c¹Bº
Å�Ø�º�¯Pâ�¸

q

Jµ = ρq
dxµ

dt

Jµ = (cρq,J)

¹ê¸(Å$µ¸(·�»íª(Å�¸@»�Æ3¬®¸QÆ ¬�§G¨A·$¯�µ�¬*º3Å[±ÈÇ Æ8²�¸�Ô�µ°»Í±�Æ�µ>¯P¸�¯KÓ�Ô�¸F¹l¸hµ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯°´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸�én³l»Í²�Ô�¹l¶P³¬±�Æ�%x·�º�Æ�¶
¹l¸7¯P´�Ìg´�¯P¸�Æ�µ>³l¸�¹�²�¯P±�²�¯P¸¾º�Ô�¯P¸�² ±�¶$% ¸�¶Mµo·�³Bº�â�±�Æ�º�¹5¸�µo²�¸�Ô�µo¶�æ ´�Å�¯P³l¯P¸¾¶P±�Ô�¶c¹Bº
Ìg±�¯P»Í¸

T µν =

















e 0 0 0

0 P 0 0

0 0 P 0

0 0 0 P

















Å%º�¯
¬�É ¹Bº{²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ

P
¸�¶Mµ7³l¶P±�µ>¯P±�² ¸#¸�µ.Æ�±�¯P»¼º�¹l¸� Í¹çæ ´�¹l´�»Í¸�Æ�µo·�¸ ¶PÔ�¯MÌ�º�Å�¸ Ó�Ô�³�¹lÔ�³2¸�¶Mµ.¶P±�Ô�»Í³l¶4)g¹l±�³�·�¸

àº�¶PÅ%º�¹w+
¬�¬�É

e = nε + (mnc2)
·�±�³¬µ�'�µ>¯P¸!Ô�Æ�¸!Ê�¸�¯P¶P³l±�Æ ¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸+·�¸!¹Bº ·�¸�Æ�¶P³¬µ>´!²�¯P±�²�¯P¸!·�¸Y¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸

µ>±�µ�º�¹l¸!·�¸YÜ�Ô�³l·�¸Ê)g³lÆ�Å�¹lÔ�º�Æ�µ{¹l¸!»Í±�Ô�Ê�¸�»Í¸�Æ�µÍ·�¸�¶Í²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶{¸�µÍ¹Bº ·�¸�Æ�¶P³¬µ>´�·[æ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸�·�¸
»¼º�¶P¶P¸C+

Ç ¯$% ¸�Æ â�´�Æ�´�¯>º�¹?%�·�º�Æ�¶oÔ�Æ º�Ô�µ>¯P¸#¯P´�Ìg´�¯P¸�Ærµ>³l¸�¹?%�¹Bº8Ó�Ô�º�·�¯P³aé Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸#¶�æ ´�Å�¯P³¬µ
uµ = (γc,γ

¨
)
«�Î2º{¶P¸�Ô�¹l¸

Ì�º&M�±�Æ�·�¸¾¯P¸�²�¯P±�·�Ô�³¬¯>¸7¹çæ ¸�ú�²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ�Å�³aén·�¸�¶P¶PÔ�¶oº�Ê�¸�Å¾Ô�Æ�¸#´�Å�¯P³¬µ>Ô�¯P¸.µ>¸�Æ�¶P±�¯P³l¸�¹l¹l¸.¸�¶Mµ.º�¹l±�¯>¶

T µν = (e + P )
uµuν

c2
− Pgµν )<ª�«¬ª�Ë:+

Âh¸�Å�³2¸�¶Mµo·�±�Æ�Å¾¹çæ ´�Å�¯P³¬µ>Ô�¯P¸7·�¸.µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯o´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸�én³l»Í²�Ô�¹¬¶P³l±�Æ+·[æ Ô�ÆYÜ�Ô�³l·�¸¾²�º�¯MÌ�º�³¬µF¸�ÆY¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬µ>´.¯P¸�¶<é
µ>¯P¸�³lÆ�µ>¸;!aª�È2#ç«

ó�ôMõ�ö0÷$g
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T 00 ¸�¶Mµ@¹l¸.Ü�Ô�úY·�Ô�»Í±�»Í¸�Ærµ 0
·�º�Æ�¶c¹l¸.µ>¸�»Í²�¶$%�Å�æ ¸�¶Mµ@¶P³l»Í²�¹l¸�»Í¸�ÆrµF¹Bº
·�¸�Æ�¶P³¬µ>´#·[æ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸�«

T 0i ¸�¶Mµo¹l¸.Ü�Ô�ú�·[æ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸� 8µ>¯>º%Ê�¸�¯P¶o¹Bº
¶PÔ�¯MÌ�º�Å�¸ xi «
T i0 ¸�¶Mµo¹l¸.Ü�Ô�ú�·�¸¾»Í±�»Í¸�ÆrµF·�º�Æ�¶c¹Bº8·�³l¯P¸�Å�µ>³l±�Æ i

«
T ij )g¯P¸�¶P² ¸�Å�µ>³¬Êr¸�»Í¸�Ærµ T ji +0¸�¶Mµ@¹l¸7Ü�Ô�ú�·�¸¾»Í±�»Í¸�Ærµ i

)g¯P¸�¶P² ¸�Å�µ>³¬Êr¸�»Í¸�Ærµ
j
+� 8µ>¯>º%Ê�¸�¯P¶o¹Bº8¶PÔ�¯MÌ�º�Å�¸

j
)g¯P¸�¶P²�¸�Å�µ>³¬Ê�¸�»Í¸�Ærµ

i
+-% º%Ê�¸�Å

i
¸�µ

j
Ê�º�¯P³l¸�Ærµo·�¸

1
 

3
«

¹ê¸(Å$µ¸(·�»�ª(¯®¸(« °�»�º�§GRÆ3Å�ªX°�¬�¶©·�¸!± Ý°Æ ´�¹l¸�Å�µ>¯P±�»¼º�â�Æ�´�µ>³l¶P»Í¸v%[¹l¸
Å�Ø�º�»Í² ´�¹l¸�Å�µ>¯P³lÓ�Ô�¸
E
¸�µ¾¹çæ ³lÆ�é

·�Ô�Å�µ>³l±�Æ!»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸
B
¶P±�ÆrµF¹l³l´�¶0º�Ô!² ±�µ>¸�Æ�µ>³l¸�¹�¶PÅ%º�¹Bº�³l¯P¸

V
¸�µcº�Ô!² ±�µ>¸�Ærµ�³¬¸�¹�Ê�¸�Å�µ>¸�Ô�¯

A
¸�Æ+µ>±�Ô�µ

²�±�³lÆrµc·�¸¾¹çæ ¸�¶P²�º�Å�¸¾²�º�¯c¹l¸�¶F¯P¸�¹Bº�µ>³l±�Æ�¶

E = −∇V − ∂A

∂t
, B = ∇∧ A

Ý°Æ ¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬µ>´
V/c

¸�µ.¹l¸�¶cµ>¯P±�³l¶cÅ�±�»Í² ±�¶>º�Æ�µ>¸�¶o·�¸
A
¶P±�Ærµ@¹l¸�¶oÅ�±�±�¯P·�±�Æ�Æ�´�¸�¶@Å�±�Ærµ>¯>º�Ê�º�¯P³Bº�Æ�µ>¸�¶c·�Ô

Ó�Ô�º�·�¯P³¬Êr¸�Å�µ>¸�Ô�¯c²�±�µ>¸�Ærµ>³l¸�¹
Aµ = (V/c,Ax,Ay,Az)

«
Î�¸�¶¾Å�±�»Í² ±�¶>º�Æ�µ>¸�¶¾·�¸�¶¾Å�Ø�º�»Í²�¶

E
¸�µ

B
¸�Æ�µ>¯P¸�Ærµ#·�º�Æ�¶¾Ô�Æÿ»5'�»Í¸ µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯ º�Ærµ>³l¶MÙ�»Í´�µ>¯P³lÓ�Ô�¸

·�¸¾¯>º�Æ�âÍ·�¸�Ô�ú{%�·�º�Æ�¶c¹çæ ¸�¶P²�º�Å�¸D 8Ó�Ô�º�µ>¯P¸¾·�³l»Í¸�Æ�¶P³l±�Æ�¶¡H�Å�¸¾µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯o¸�¶Pµo·�´�Ä�Æ�³�²�º�¯D!aª%Õ2#

Fµν =
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν
= ∂µAν − ∂νAµ

Ý°Æ�¸�ò5¸�µo·[æ º�²�¯PÛ�¶oÅ�¸�µPµ>¸¾·�¸�¯PÆ�³lÛ�¯P¸¾¯P¸�¹Bº�µ>³l±�Æ

F01 =
∂(−Ax)

c∂t
− ∂(V/c)

∂x
=

1

c

(

− ∂Ax

∂t
− ∂V

∂x

)

=
Ex

c
Ö@¸#»5'�»Í¸7±�Æ º

F12 =
∂(−Ay)

∂x
− ∂(−Ax)

∂y
= −Bz

¸�µ.±�Æ�²�¸�Ô�µ@Ê�´�¯P³¬Ä�¸¾Ì�º�Å�³l¹l¸�»Í¸�ÆrµoÓ�Ô�¸
F02 = Ey/c

%
F03 = Ez/c

%
F31 = −By

¸�µ
F23 = −Bx

« Ý°Æ
·�´�Ä�Æ�³¬µ>³¬Êr¸&%�¹l¸.µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯o´�¹l¸�Å�µ>¯P±�»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸7Å�±�Ê�º�¯P³Bº�Æ�µF¶%æ ´�Å�¯P³¬µ
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Fµν =

















0 Ex/c Ey/c Ez/c

−Ex/c 0 −Bz By

−Ey/c Bz 0 −Bx

−Ez/c −By Bx 0

















)<ª�«¬ª�ª0+

aDbnÑ Ò ßåâ�óôã Õ ë�á Õ�îKì Ö×Ò áFÓ ñåÖ×Ò á Õ$Ô ç�ß ï ß ÔÒ ïvÕ�ì÷ÒíÖ Õ$Ô ç�ß ï ßåâLë ÔÒ â õ
Ö×Ò âiãAß ÔÒ á Õ�ä[Õ â©á�ßåâ

�
��Ö.��� ×Ø®�±eÙ¡ ��ÛÚ1Ãe¤�±e�¨�N£�¯°®�±eÙ¡ ��´ÜN¤�ªe¦N£B¤�Â*Ãe�
Î2º Å�±�Æ�Æ�º�³l¶P¶>º�Æ�Å�¸�¸�ú�º�Å�µ>¸�·�¸�¶{Ìg±�¯PÅ�¸�¶Í¸�Æ(Å�Ø�º�Ó�Ô�¸�²�±�³lÆrµÍ·�´�²�¸�Æ�·W·�¸Yµ>±�Ô�µ>¸�¶Í¹l¸�¶{²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶

·�Ô »Í³l¹¬³¬¸�Ô ²�¸�¯P»Í¸�µPµ>¯>º�³¬µ¾¸�Æÿ²�¯P³lÆ�Å�³l²�¸8¹l¸{Å%º�¹lÅ�Ô�¹°²�¯P´�Å�³l¶¾·�¸Í¹Bº+µ>¯>º03M¸�Å�µ>±�³l¯P¸{·�¸{Å�Ø�º�Ó�Ô�¸Í²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸&%
»¼º�³l¶¾Å�¸�Å�³h¸�¶Mµ
³l»Í²�±�¶P¶P³lá�¹¬¸{¸�Æî²�¯>º�µ>³lÓ�Ô�¸x �Å%º�Ô�¶P¸+·�Ôÿµ>¯PÛ�¶ â�¯>º�Æ�· Æ�±�»8á�¯P¸Í·�¸¼²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶¾»Í³l¶P¸�¶
¸�Æ�3M¸�Ô�%�µnÙ�²�³lÓ�Ô�¸�»Í¸�Æ�µ
º�Ô ¹lº�á�±�¯>º�µ>±�³¬¯P¸{·�¸

1020  1030 ²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹¬¸�¶#²�º�¯ m3 ! À0#ç« Ç Æ ¶P¸ÍÅ�±�Æ�µ>¸�Ærµ>¸
º�¹l±�¯P¶c·[æ Ô�Æ�¸#·�¸�¶PÅ�¯P³l²�µ>³l±�Æ�¶Mµ�º�µ>³l¶Mµ>³lÓ�Ô�¸¾¸�Æ ¸�ò5¸�Å�µ>Ô�º�Ærµ@·�¸�¶o»Í±xÙ�¸�Æ�Æ�¸�¶o¸�µ@±�Æ�±�á�µ>³l¸�Ærµo·�¸�¶@·�±�Æ�Æ�´�¸�¶
·[æ ±�¯P·�¯P¸¾»¼º�Å�¯P±�¶PÅ�±�²�³lÓ�Ô�¸¾Å�±�»Í»Í¸.¹Bº
µ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯P¸&%�¹Bº
²�¯>¸�¶>¶P³l±�Æ�%�¸�µ>ÅÍ«¬«¬«
Ö@¸�Ô�ú¼»Í±�·�Û�¹l¸�¶�¶P±�ÆrµhÔ�µ>³l¹l³l¶P´�¶°²�±�Ô�¯�·�´�Å�¯P³l¯P¸o¹Bº7·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸o·�¸�¶�²�¹Bº�¶P»¼º�¶$H�¹l¸c»Í±�·�Û�¹l¸0Ü�Ô�³l·�¸o¸�µ

¹l¸c»Í±�·�Û�¹l¸FÅ�³lÆ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�«�Ö.º�Æ�¶�¹l¸F²�¯>¸�»Í³l¸�¯�»Í±�·�Û�¹l¸&%r¹l¸�¶�·�³¬ò5´�¯P¸�Ærµ>¸�¶�Å�±�»Í² ±�¶>º�Æ�µ>¸�¶�·�Ô¼²�¹Bº�¶P»¼ºB%�´�¹l¸�Å�é
µ>¯P±�Æ�¶$%5³l±�Æ�¶@¸�µ7²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶@Æ�¸�Ô�µ>¯P¸�¶$%[¶P±�Ærµ7·�´�Å�¯P³¬µ>¸�¶.²�º�¯@·�¸�¶7â�¯>º�Æ�·�¸�Ô�¯P¶@Ü�Ô�³l·�¸�¶.»¼º�Å�¯P±�¶PÅ�±�²�³¬Ó�Ô�¸�¶
Å�±�»Í»Í¸c¹Bº7·�¸�Æ�¶P³¬µ>´&%�¹Bº.Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸@»Í±�Ù�¸�Æ�Æ�¸&%�¹Bº7µ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯P¸&%�¹Bº7²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ «¬«¬«�Ö.º�Æ�¶�Å�¸cµ<Ù�² ¸@·�¸o·�¸�¶<é
Å�¯P³l²�µ>³l±�Æ�%�±�Æ ¶PÔ�³¬µo¹l¸7»Í±�Ô�Êr¸�»Í¸�Ærµo·�¸#²�¸�µ>³¬µo´�¹l´�»{¸�Æ�µo·�¸¾Ê�±�¹lÔ�»Í¸7·�¸#²�¹Bº�¶P»¼º8¶>º�Æ�¶cµ>¸�Æ�³l¯cÅ�±�»Í²�µ>¸
·�¸�¶c²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸�¶o»Í³lÅ�¯P±�¶PÅ�±�²�³lÓ�Ô�¸�¶FÓ�Ô�³[¶�æ Ù!·�´�¯P±�Ô�¹l¸�Æ�µ%« Âh¸�¶câ�¯>º�Æ�·�¸�Ô�¯P¶c¶P±�Ærµo·�¸�¶c»Í±�Ù�¸�Æ�Æ�¸�¶cÅ%º�¹aé
Å�Ô�¹l´�¸�¶D +²�º�¯Mµ>³l¯.·[æ Ô�Æ�¸8Ìg±�Æ�Å�µ>³l±�Æ ·�¸{·�³l¶Mµ>¯P³lá�Ô�µ>³l±�Æ ·�¸�¶7Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸�¶#»Í³¬Å�¯P±�¶PÅ�±�²�³lÓ�Ô�¸�¶7·�¸�¶¾²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶
f(~r,~p,t)

±QP
~r
¸�µ

~p
¶P±�Ærµ°¯P¸�¶P²�¸�Å�µ>³¬Ê�¸�»Í¸�Æ�µ�¹Bº@² ±�¶P³¬µ>³l±�Æ
¸�µ°¹çæ ³l»{²�Ô�¹l¶P³¬±�Æ ·�¸FÅ�Ø�º�Ó�Ô�¸F²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�«�Âh¸�µPµ>¸

Ìg±�Æ�Å�µ>³l±�ÆY·�¸¾·�³l¶Mµ>¯P³lá�Ô�µ>³l±�Æ!¶�æ ±�á�µ>³l¸�Æ�µc·�º�Æ�¶c¹l¸7Å%º�·�¯P¸¾·�¸¾¹Bº
µ>Ø�´�±�¯P³l¸7Å�³lÆ�´�µ>³lÓ�Ô�¸7·�¸�¶oârº�Ï�«
Î�¸�»Í±�·�Û�¹l¸�Å�³lÆ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�·�±�Æ�Æ�¸ Ô�Æ�¸ ·�¸�¶PÅ�¯P³l²�µ>³l±�Æ(»Í³lÅ�¯P±�¶PÅ�±�²�³lÓ�Ô�¸�²�¹lÔ�¶{Ä�Æ�¸ ·�ÔW²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸

²�Ø�Ù�¶P³lÓ�Ô�¸#¸�µ@¹çæ ±�áA3M¸�Å�µ>³¬ÌK·�Ô »Í±�·�Û�¹¬¸¾¸�¶Mµ@·�¸¾µ>¯P±�Ô�Ê�¸�¯o¹l¸�¶FÌg±�Æ�Å�µ>³l±�Æ�¶c·�¸#·�³l¶Mµ>¯P³lá�Ô�µ>³l±�Æ!·�±�Æ�Æ�´�¸�¶@²�º�¯
¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�ÆW·�¸7yh±�¹¬µ>Ï�»¼º�Æ�Æ(¸�ÆWµ>¸�Æ�º�Ærµ!Å�±�»{²�µ�¸ ·�¸�Ì�º&M�±�Æ�º�Ô�µ>±�énÅ�±�Æ�¶P³l¶Mµ�º�Æ�µ>¸ ·�¸�¶+³lÆrµ>¸�¯>º�Å�µ>³l±�Æ�¶
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Å�±�¹l¹l³l¶P±�Æ�Æ�¸�¹l¹¬¸�¶�º�³lÆ�¶P³�Ó�Ô�¸@·�¸�¶h»Í³lÅ�¯P±�é Å�Ø�º�»{²�¶
E
¸�µ

B
)g¸�µ�Æ�±�Æ¼²�¹lÔ�¶�·�¸�¶�Å�Ø�º�»Í²�¶�»Í±�Ùr¸�Æ�Æ�´�¶�·�º�Æ�¶

¹çæ ¸�¶P²�º�Å�¸C+�«
�±�Ô�¯hº�²�²�¹l³¬Ó�Ô�¸�¯�¹l¸c»Í±�·�Û�¹l¸FÜ�Ô�³l·�¸c±�ÔÍØ�Ù�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸&%�³l¹�¸�¶MµhÆ�´�Å�¸�¶P¶>º�³l¯P¸oÓ�Ô�¸@¹l¸0Ü�Ô�³l·�¸o¶P±�³¬µ

¸�Æê´�Ó�Ô�³l¹l³lá�¯P¸¼µ>Ø�¸�¯P»Í±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸!¹l±�Å%º�¹ç« � Ô�µ>¯P¸�»Í¸�Æ�µ{·�³¬µ/%àÓ�Ô�¸Y¹l¸!¹l³lá�¯P¸+²�º�¯PÅ�±�Ô�¯P¶{»Í±�Ùr¸�Æ
λlpm¸�Æ�µ>¯P¸¾·�¸�Ô�ú�Å�±�¹l¹l³¬¶P³l±�Æ�¶0¶>±�³¬µc²�¸�µ>³¬µc·�¸�Ê�º�Æ�µo¹l¸�¶c¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯P¶FÅ%º�¯>º�Å�µ>´�¯P³l¶Mµ>³lÓ�Ô�¸�¶c·�¸¾¹çæ ´�Å�±�Ô�¹l¸�»Í¸�Ærµ%«

Î�¸Í»Í±�·�Û�¹l¸ÍØrÙ�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸¼² ¸�¯P»Í¸�µ
·�¸¼·�´�Å�¯P³l¯P¸Í·�¸¼»¼º�Æ�³lÛ�¯P¸Í¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�¸�»Í¸�Ærµ#Å�±�»Í²�¹lÛ�µ>¸Í¹Bº
Ó�Ô�º�¶P³aé µ>±�µ�º�¹l³aµ>´¼·�¸�¶8²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸�¶8²�ØrÙ�¶>³¬Ó�Ô�¸�¶Íº�Ùrº�Ærµ8¹l³l¸�Ôî·�º�Æ�¶8¹l¸¼²�¹Bº�¶P»¼º�µ>±�Ô�µ8¸�Æ ³¬»Í²�¹l³¬Ó�Ô�º�Ærµ
·�¸�¶oÅ%º�¹lÅ�Ô�¹l¶cá ¸%º�Ô�Å�±�Ô�² ²�¹lÔ�¶c¶P³l»Í²�¹l¸�¶FÓ�Ô�¸#Å�¸�Ô�ú ·�¸¾¹Bº
µ>Ø�´�±�¯P³l¸¾Å�³lÆ�´�µ>³lÓ�Ô�¸&%�²�¹lÔ�¶c¹l±�Ô�¯P·�¶. 8»¼º�Æ�³l¸�¯
¸�µoÅ�±�»Í²�¹l¸�ú�¸�¶. 8³lÆ�µ>¸�¯P²�¯P´�µ>¸�¯�!aªxì0#ç«
Ö.º�Æ�¶#¹l¸{»Í±�·�Û�¹l¸8Ü�Ô�³l·�¸&%�¹BºY·�¸�Æ�¶P³¬µ>´&%2¹Bº+Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸¼»Í±�Ùr¸�Æ�Æ�¸Í¸�µ ¹Bº+µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸ÍÓ�Ô�³�¶P±�Ærµ ¹l¸�¶

²�¯P¸�»Í³l¸�¯P¶F»Í±�»Í¸�Æ�µ>¶0·�¸#¹Bº Ìg±�Æ�Å�µ>³l±�Æ!·�¸#·�³l¶Mµ>¯P³lá�Ô�µ>³¬±�Æ�%�¶P±�Ærµo·�±�Æ�Æ�´�¸�¶o²�º�¯
• Î2º8·�¸�Æ�¶P³¬µ>´¾·�¸¾²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶[Ñ

n(~r,t) =

∫

f(~r,~p,t)d~p
)<ª�«¬ªxÀQ+

• Î2º
Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸#»Í±�Ù�¸�Æ�Æ�¸¾·�ÔYÜ�Ô�³l·�¸°Ñ

~v =
1

n(~r,t)

∫

~p

mγ
f(~r,~p,t)d~p

)<ª�«¬ª�È:+

• Î2ºÿµ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸àÑh·�º�Æ�¶+Ô�Æ�¯P¸�²�Û�¯P¸ ±QP�¹l¸ ¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸ ¸�¶Mµ�º�ÔW¯P¸�²�±�¶$%h¸�¹l¹l¸ ¸�¶Mµ!·�´�Ä�Æ�³l¸ ²�º�¯¼¹Bº
¯P¸�¹Bº�µ>³l±�Æ7Ñ

∫

(γ − 1)mc2f(~r,~p,t)d~p = nmc2[G(mc2/kBT ) − 1] − kBT (~r,t)
)<ª�«¬ª%Õº+

ε
¸�¶Mµo¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸.Å�³lÆ�´�µ>³lÓ�Ô�¸¾·�±�Æ�Æ�´�¸¾²�º�¯

ε2 = p2c2

¸�µ
G(mc2/kBT ) = K3(kBT/mc2)/K2(kBT/mc2)

±QP
K2

¸�µ
K3

¶P±�Ærµ¾¯P¸�¶P² ¸�Å�µ>³¬Êr¸�»Í¯PÆrµ¾¹l¸�¶@Ìg±�Æ�Å�µ>³l±�Æ�¶.·�¸�yh¸�¶P¶P¸�¹°»Í±�·�³¬Ä�´�¸�¶.·[æ ±�¯P·�¯P¸
·�¸�Ô�ú ¸�µ7µ>¯P±�³l¶
·�¸¾·�¸�Ô�ú�³lÛ�»Í¸¾¸�¶P²�Û�Å�¸#·�±�Æ�Æ�´�¸�¶o²�º�¯c¹çæ ¸�ú�²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ�¶PÔ�³¬Ê�º�Æ�µ>¸

ó�ôMõ�ö0÷-�
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Kn(ζ) = (
ζ

2
)n Γ(1/2)

Γ(n + 1/2)

∫

∞

0

(y2 − 1)n−1/2 exp(−ζy)dy

±QP
Γ(x)

¸�¶Mµ¾¹Bº{Ìg±�Æ�Å�µ>³l±�Æ{�¾º�»Í»¼º�«�Ö.º�Æ�¶7¹¬¸
Å%º�¶.±QP ¹l¸ ²�¹Bº�¶P»¼º¼¸�¶Mµ� +¹çæ ´�Ó�Ô�³l¹l³¬á�¯P¸#µ>Ø�¸�¯P»Í±�·�Ù�Æ�ºxé
»Í³lÓ�Ô�¸&%�³l¹�¸�¶Mµo·�´�Å�¯P³¬µF²�º�¯F¹Bº Ìg±�Æ�Å�µ>³l±�Æ+·�¸¾·�³l¶Mµ>¯P³lá�Ô�µ>³l±�Æ+·�¸ Ú ºxúAzh¸�¹l¹aé�yh±�¹¬µ>Ï�»Íº�Æ�Æ�é�Ý

¨
Ô�µPµ>Æ�¸�¯F¯P¸�¹Bº�µ>³aé

Ê�³l¶Mµ>¸5!aª�¿2#ç«

Þ ¬�µ°�»¼¬t�A·�°�¬*º3ÅZ¾¿�Þ�ßK¸(¯�¯�¬®¸(Å$Å�¸�»�¸(¯®<°�¬R¨�¬®µ�°�¸c± à Ô�º�Æ�· ¹l¸¾²�¹Bº�¶P»¼º8·�¸�Ê�³l¸�Ærµ@·�¸#²�¹lÔ�¶o¸�Æ ²�¹lÔ�¶
Å�Ø�º�Ô�·�%°¸�µ

kBT
º�²�²�¯P±�Å�Ø�¸Y±�Ô ·�´�²�º�¶P¶P¸

mc2 %à¹Bº ·�³l¶Mµ>¯P³lá�Ô�µ>³l±�Æî·�¸�¶8Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸�¶Í·�¸YÅ�¸Y²�¹Bº�¶P»¼º ¯P¸�é
¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸Í¸�¶Mµ¼Ú ºxúAzh¸�¹l¹l³l¸�Æ�Æ�¸+¸�µ8·�±�Æ�Æ�´�¸!²�º�¯
¹Bº�·�³l¶Mµ�¯P³lá�Ô�µ>³l±�Æ ·�¸�Ú ºxúAzh¸�¹l¹aé�Ý

¨
Ô�µPµ>Æ�¸�¯8¯P¸�¹Bºxµ�³aÊ�³l¶Mµ>¸

!aªxð0#çÑ

fMBJ(p) =
n0

4π(mc)3θK2(1/θ)
exp

(

− 1

θ

√

1 +
p2

(mc)2

)

º�Ê�¸�Å
θ = kBT/mc2 «

�
��Ö.�?½ á»Â*Ãe¢T£B¤�®
ªe©¼â�ã�±.§�®�±.ã�ªe¢>¯°¤�Â*Ãe�¡©
Î�¸�¶@´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶oÜ�Ô�³l·�¸�¶.Æ�¸�µPµ>¸�»Í¸�Ærµ.²�¹lÔ�¶@¶P³l»Í²�¹l¸�¶oÓ�Ô�¸
¹l¸�¶@´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶@Å�³lÆ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�¶@¶P±�Ærµ7²�º�¯Mµ>³aé

Å�Ô�¹l³lÛ�¯P¸�»Í¸�Æ�µF³l»Í²�±�¯Mµ�º�Ærµ>¸�¶F¸�Æ�²�ØrÙ�¶P³lÓ�Ô�¸�«�Ý°Æ�¸�ò5¸�µ/%�¸�¹l¹l¸�¶F² ¸�¯P»Í¸�µPµ>¸�Æ�µo·�¸¾·�´�Å�¯P³l¯P¸7Ô�ÆYµ>¯PÛ�¶câ�¯>º�Æ�·
Æ�±�»8á�¯P¸¼·�¸+²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸�¶
²�Ø�Ù�¶P³lÓ�Ô�¸�¶{º%Êr¸�Å!Ô�Æ â�¯>º�Æ�·îÆ�±�»
á�¯P¸¼·�¸+²�¯P´�Å�³l¶P³l±�Æî¶>º�Æ�¶
¯P¸�Å�±�Ô�¯P³l¯
º�Ô
µ>¯>º�³¬µ>¸�»Í¸�Æ�µhÅ�³lÆ�´�µ>³lÓ�Ô�¸.á�¸%º�Ô�Å�±�Ô�²!²�¹lÔ�¶0¹l±�Ô�¯P·� Ô�µ>³l¹l³l¶P¸�¯�«�Âh¸�µPµ>¸7¶P³l»Í²�¹l³aÄ�Å%º�µ>³l±�Æ¼²�¯P±xÊ�³l¸�ÆrµFÆ�±�µ�º�»8é
»Í¸�Æ�µ.·�Ô Æ�±�»
á�¯P¸
·�¸
·�¸�â�¯P´�¶.·�¸
¹l³lá�¸�¯Mµ>´ Ó�Ô�³K·�¸
Õ�%

(~r,t)
%5² ±�Ô�¯.¹l¸�¶.´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶.»¼º�Å�¯P±�¶PÅ�±�²�³lÓ�Ô�¸�¶

¸�µo·�¸ ðA%
(~r,~p,t)

%�² ±�Ô�¯c¹l¸�¶F´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶cÅ�³lÆ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�¶�«
Î�¸�¶�´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶�Ü�Ô�³l·�¸�¶$%�¹l¸�¶�²�¹lÔ�¶�Ô�µ>³l¹l³l¶P´�¸�¶$%rÓ�Ô�³�·�´�Å�¯P³¬Ê�¸�Ærµ0¹çæ ´�Ê�±�¹lÔ�µ>³l±�Æ{¶P²�º�µ>³l±�é µ>¸�»Í² ±�¯P¸�¹l¹¬¸F·�¸�¶

â�¯>º�Æ�·�¸�Ô�¯P¶oØrÙ�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸�¶o¶P±�Ærµo¹l¸�¶F´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶c·�¸¾Å�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�º�µ>³l±�ÆY·�¸¾Æ�±�»8á�¯P¸7·�¸¾²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶$%
·�¸F¹çæ ³l»{²�Ô�¹l¶P³¬±�Æ ¸�µ°·�¸F¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸�«�Âh¸�¶àµ>¯P±�³l¶K´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶°¶�æ ±�á�µ>³l¸�Æ�Æ�¸�Æ�µ°·�¸F¹Bº@¹l±�³�·�¸FÅ�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�ºxµ�³¬±�Æ{·�Ô
Ü�Ô�ú+·�¸.»¼º�µ>³lÛ�¯P¸o¸�µF¹Bº#¹l±�³ ·�¸.Å�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�º�µ>³l±�Æ!·�¸@µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯0´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸�én³l»Í²�Ô�¹¬¶>³¬±�Æ�%rÆ�±�Ô�¶Fº�¹l¹l±�Æ�¶�·�´�Å�¯P³l¯P¸
Å�¸�¶o´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶c·�º�Æ�¶c¹l¸�¶F¶P¸�Å�µ>³l±�Æä)çÀ�«ÁÀQ+h¸�µ@)�È�«ÁÀQ+h·�Ô�Å�Ø�º�²�³¬µ>¯P¸7·�¸�Ô�ú5«
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Ö.º�Æ�¶{Å�¸YÅ�Ø�º�²�³¬µ>¯P¸&%à¹çæ º�²�²�¯P±�Å�Ø�¸!Ø�Ù�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸�Ó�Ô�³F¸�¶MµÍá�³l¸�Æêº�·�º�²�µ>´�¸�² ±�Ô�¯{»Í±�·�´�¹l³l¶P¸�¯
¹l¸�¶8²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸�¶{·�¸Yâ�¯>º�Æ�·�¸�¶8´�Å�Ø�¸�¹l¹l¸�¶{º�Ô�¶P¶P³Fá�³l¸�Æ ·[æ Ô�Æ ²�±�³lÆrµ8·�¸!Ê�Ô�¸+µ�¸�»Í²�±�¯P¸�¹0Ó�Ô�¸Y¶P²�º�µ>³Bº�¹
ºÿ´�µ>´ Å�Ø�±�³l¶P³l¸Y²�±�Ô�¯Í¹çæ ´�µ>Ô�·�¸�·�¸�¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ(·[æ Ô�Æ(²�¹Bº�¶P»¼º ¯P¸�¹Bºxµ�³aÊ�³l¶Mµ>¸YÅ�±�»Í²�¹lÛ�µ>¸�»Í¸�ÆrµÍ³l±�Æ�³l¶P´&%
Æ�±�Æ�én»¼º�â�Æ�´�µ>³l¶P´7¸�µo·�º�Æ�¶o¹l¸.Ê�³l·�¸�«

�;b$a uÞá$ç ï ß÷ö Õ ö Ô�Õî4ø ã Ò ë�Ó Õ/Ô ç�ß ï ç ë�ã î ö Ô�ùåÖ ß

Î�¸�¶0²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸�¶c·[æ ´�3M¸�Å�µ>³l±�Æ!Å�±�Ærµ>³lÆ�Ô�¸.·�¸7¹Bº#»¼º�µ>³lÛ�¯P¸1 
²�º�¯Mµ>³l¯�·�¸�¶F´�µ>±�³l¹l¸�¶h¶P±�Æ�µF·�¸�¶F²�Ø�´�Æ�±�é
»ÍÛ�Æ�¸�¶#¹Bº�¯Pâ�¸�»Í¸�Ærµ¾¯P´�²�º�Æ�·�Ô�¶ ·�º�Æ�¶#¹çæ d Æ�³¬Ê�¸�¯P¶$%�Ó�Ô�¸ÍÅ�¸Í¶P±�³¬µ#¶P±�Ô�¶#¹Bº+Ìg±�¯P»Í¸8·�¸{Ê�¸�Æ�µ ¶P±�¹Bº�³l¯P¸&%[·�¸
Êr¸�Ærµ>¶c¶Mµ>¸�¹l¹Bº�³l¯P¸�¶$%�·�¸�3M¸�µ>¶F¶Mµ>¸�¹l¹Bº�³l¯P¸�¶h²�¯P±xÊ�¸�Æ�º�Ærµc·�¸�¶c¶P±�Ô�¯PÅ�¸�¶cârº�¹Bº�Å�µ>³lÓ�Ô�¸�¶9!aª�ÇA%[ª�ë0#�±�ÔY·�¸�3M¸�µ>¶F¸�ú�é
µ>¯>º�ârº�¹Bº�Å�µ>³lÓ�Ô�¸�¶à²�¯P±�Ê�¸�Æ�º�Æ�µ�·�¸�¶°Æ�±xÙrº�Ô�ú{º�Å�µ>³¬Ìg¶à·�¸�¶�ârº�¹Bºxú�³¬¸�¶})�Ò � �D+�! À�ËA%�À�ª�#�¸�µ�¹l¸�¶à¸�ú�²�¹l±�¶P³l±�Æ�¶°·�¸
Æ�±xÙrº�Ô�úÍârº�»Í»¼º�¶.)?�¾É.y�+*! À�À0#ç«�Âh¸�¶�²�¹Bº�¶P»¼º�¶�¸�Æ¼¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ¼¶P±�Æ�µ�·�¸oâ�³lârº�Ærµ>¸�¶PÓ�Ô�¸�¶�´�Å�±�Ô�¹l¸�»Í¸�Æ�µ>¶
²�±�Ô�Ê�º�ÆrµG'�µ>¯P¸�·�´�Å�¯P³¬µ>¶$%�º�Ô »Í±�³lÆ�¶2²�º�¯Mµ>³l¸�¹l¹¬¸�»Í¸�Ærµ/%%¸�Æ ¯P´�¶P±�¹¬Ê�º�ÆrµK¹l¸�¶2´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶�ØrÙ�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸�¶�«
Ö@Ô�¯>º�ÆrµcÅ�¸�¶c·�¸�¯PÆ�³lÛ�¯P¸�¶oº�Æ�Æ�´�¸�¶$%�á�¸�º�Ô�Å�±�Ô�²�·[æ º�¹lâ�±�¯P³¬µ>Ø�»{¸�¶0Æ�Ô�»Í´�¯P³lÓ�Ô�¸�¶F±�Æ�µF´�µ>´¾·�´�Ê�¸�¹l±�²�² ´�¶�«

�7¯>º�Å�¸@ ¼¹BºÍ²�Ô�³l¶P¶>º�Æ�Å�¸
â�¯>º�Æ�·�³l¶P¶>º�Ærµ>¸ ·�¸�¶.»Í±xÙ�¸�Æ�¶.·�¸ Å%º�¹lÅ�Ô�¹?% ·[æ ´�Æ�±�¯P»Í¸�¶.²�¯P±�â�¯PÛ�¶@±�Ærµ.´�µ>´ Ì�º�³¬µ>¶
²�±�Ô�¯�¹Bº7¯P´�¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ{·�¸�¶�´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶�ØrÙ�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸�¶�Ó�Ô�¸oÅ�¸o¶P±�³¬µ�·�º�Æ�¶�¹Bº7¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬µ>´0¯P¸�¶Mµ>¯P¸�³lÆ�µ>¸
±�Ô â�´�Æ�´�¯>º�¹l¸5! À�È0#ç«�Î�¸�¶oÅ�±�·�¸�¶o·�¸#¶P³l»8Ô�¹Bºxµ>³¬±�ÆYÆ�Ô�»Í´�¯P³lÓ�Ô�¸¾´�¹Bº�á�±�¯P´�¶c²�¸�Ô�Ê�¸�Æ�µ.´�µ>Ô�·�³l¸�¯c·[æ Ô�Æ�¸#»¼ºxé
Æ�³lÛ�¯P¸¾·�´�µ�º�³l¹l¹¬´�¸.¹l¸�¶c¯P´�â�³l±�Æ�¶F·[æ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ�¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸.·�º�Æ�¶c¹l¸7Å�±�Ærµ>¸�ú�µ>¸#·�¸¾¹çæ º�¶Mµ>¯P±�²�Ø�Ù�¶P³lÓ�Ô�¸�«
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Ö@Ô ²�±�³lÆrµ7·�¸
Ê�Ô�¸{º�Æ�º�¹¬Ù�µ>³lÓ�Ô�¸&%5Ô�Æ�¸{º�µPµ>¸�Æ�µ>³l±�Æ ²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l³lÛ�¯P¸ ¸�¶Mµ#·�±�Æ�Æ�´�¸Íº�Ô�ú »Í±�·�Û�¹l¸�¶ ø�ü�� f �
ø��R�8�R�¬���R� ü ø Ó�Ô�³?%r²�º�¯�¹l¸�Ô�¯�º�²�²�¯P±�Å�Ø�¸o² ¸�¯P»Í¸�µPµ>¸�Æ�µ�·�¸c·�´�ârº�â�¸�¯�·�¸�¶�³l·�´�¸�¶�¶P³l»Í²�¹l¸�¶°¶PÔ�¯�¹l¸F²�¯P±�á�¹lÛ�»Í¸
·�¸o¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ[«rÎ°æ º%Ê�º�Ærµ�º�â�¸c»¼º03M¸�Ô�¯°·�¸oÅ�¸�µ>µ>¸oº�²�²�¯P±�Å�Ø�¸c¸�¶Mµh¹l¸0Ì�º�³¬µ°Ó�Ô�¸o¶P±�ÆÍÔ�µ>³l¹l³¬¶>º�µ>³l±�Æ8²�¸�¯P»Í¸�µ
·�¸7¯P´�¶P±�Ô�·�¯P¸7¹l¸.¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸7·[æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶F¸�Æ!¸�Æ�µ>³l¸�¯$%�¶>º�Æ�¶FÆ�´�â�¹¬³lâ�¸�¯0º�Ô�Å�Ô�Æ!µ>¸�¯P»Í¸.·�º�Æ�¶0¹l¸�¶0·�³¬Êr¸�¯P¶P¸�¶
´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶�«
Ý°Æ ª�ë�ÕrËB%�Ô�Æ�¸{¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ ¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸ ·�Ô ²�¯P±�á�¹lÛ�»{¸
·�¸
Ìg±�¯Mµ>¸8¸�ú�²�¹l±�¶>³¬±�Æ º!´�µ>´8·�´�Å�±�Ô�Ê�¸�¯Mµ>¸

·�º�Æ�¶F¹l¸�Ó�Ô�¸�¹5Ô�Æ�¸.Ó�Ô�º�Ærµ>³¬µ>´.Å�±�Æ�¶P³l·�´�¯>º�á�¹l¸@·[æ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸.¸�¶MµF¯P¸�¹wú�Å�Ø�´�¸.·�º�Æ�¶0Ô�Æ+µ>¸�»Í²�¶0Å�±�Ô�¯MµF¸�µF·�º�Æ�¶
Ô�Æ�²�¸�µ>³¬µFÊ�±�¹lÔ�»Í¸�«�Âh¸�µPµ>¸#¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ+¸�¶MµoÅ�±�Æ�Æ�Ô�¸¾¶P±�Ô�¶c¹l¸7Æ�±�»þ·�¸¾¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸.·�¸ í�¸�·�±�ÊrénèKº%Ù�¹l±�¯
! À�Õ&#
! À�ìC#ç«�Ý°¹l¹l¸.·�´�Å�¯P³¬µFÔ�Æ�¸¾±�Æ�·�¸7·�¸7Å�Ø�±�Å7¶P¸¾²�¯P±�²�º�â�¸%º�ÆrµF·�º�Æ�¶cÔ�ÆY»Í³l¹¬³¬¸�Ô+¸�Æ�Ê�³l¯P±�Æ�Æ�º�Ærµc·�¸7·�¸�Æ�é
¶P³¬µ>´{Ô�Æ�³¬Ìg±�¯P»Í¸�«¡yh¹Bº�Æ�·�Ìg±�¯P· ¸�µ
Ú�Å/O7¸�¸7! À�¿0#?%2²�¹lÔ�¶7µ�º�¯P·�%�±�Ærµ#´�µ�º�á�¹l³àÔ�Æ�¸Í¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ ¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸
·�´�Å�¯P³¬Ê�º�Ærµ8¹BºYÊ�¸�¯P¶P³l±�Æî¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸Í¸�ú�µ>¯('�»Í¸+·�Ôî²�¯P±�á�¹lÛ�»Í¸Í·�¸¼Ìg±�¯Mµ>¸¼¸�ú�²�¹l±�¶P³l±�Æ[«�Ö.º�Æ�¶
Å�¸�µPµ>¸+¶P±�é
¹lÔ�µ>³l±�Æ�%2¹l¸{Ì�º�Å�µ>¸�Ô�¯ ·�¸!Î�±�¯P¸�Ærµ>Ï+·�ÔîÅ�Ø�±�Å¼¸�µ8·�¸ÍÜ�Ô�³l·�¸¼¸�¶Mµ8á ¸%º�Ô�Å�±�Ô�² ²�¹lÔ�¶ â�¯>º�Æ�·îÓ�Ô�¸+¹çæ Ô�Æ�³¬µ>´�«
Éc´�Å�¸�»Í»Í¸�Æ�µ/%Jû5Ø�·�º�Æ�±xÊî¸�µ5yh±�¯P¶PØÛ! À�ð0#0±�Æ�µ8·�±�Æ�Æ�´Y·�¸�¶{¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ�¶
º�Æ�º�¹¬Ù�µ>³lÓ�Ô�¸�¶8·�¸�¶{´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶
Ø�Ù�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸�¶.¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�¶oÓ�Ô�³�·�´�Å�¯P³¬Ê�¸�Æ�µ.Ô�Æ�¸ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ ¶P²�Ø�´�¯P³lÓ�Ô�¸ ¸�µ.Å�Ù�¹l³lÆ�·�¯P³lÓ�Ô�¸#·[æ Ô�Æ
Ü�Ô�³l·�¸{³l·�´%º�¹ç«5ån¹°·�´�·�Ô�³l¶P¸�Ærµ ·�¸�¶¾¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ�¶7¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸�¶.·�´�Å�¯P³¬Ê�º�Æ�µ#¹l¸8Å�±�»Í² ±�¯Mµ>¸�»Í¸�Ærµ#º�¶MÙ�»Í²�é
µ>±�µ>³lÓ�Ô�¸¾·�¸�¶cá�±�Ô�¹l¸�¶F·�¸7Ìg¸�Ô�Ô�µ>³l¹l³l¶>º�ÆrµFÔ�Æ�¸¾´�Ó�Ô�º�µ>³l±�ÆY·[æ ´�µ�º�µo¹l³lÆ�´%º�³¬¯P¸.Ô�¹¬µ>¯>ºxén¯P¸�¹Bº�µ>³aÊ�³¬¶Mµ>¸�«

Ö.º�Æ�¶oÅ�¸#Å�Ø�º�²�³¬µ>¯P¸&%�Æ�±�Ô�¶@º�¹l¹l±�Æ�¶F¯P´�¶P±�Ô�·�¯P¸#¹l¸�¶o´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶.6@Ö�¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�¶F¸�Æ º�²�²�¹l³lÓ�Ô�º�Ærµo¹l¸
Ìg±�¯P»¼º�¹l³¬¶P»Í¸¼¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸¼¸�µ{¸�Æ Ìg¸�¯P»¼º�Ærµ8¹l¸+¶MÙ�¶Mµ�Û�»Í¸�·[æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶{²�º�¯8Ô�Æ�¸!´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ ·[æ ´�µ�º�µ
Æ�±�Æ�²�±�¹¬Ù�µ>¯P±�²�³lÓ�Ô�¸7·�´�Å�¯P³¬Ê�º�Æ�µoº�Ô�¶P¶P³2á�³l¸�ÆY¹l¸�¶Fµ>¸�»{²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸�¶c¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�¶FÓ�Ô�¸¾Å�¹Bº�¶P¶P³lÓ�Ô�¸�¶�«

�;b�� u Ô ç Ò á Õ�îpì âóÓ Õ�ï ã î?ïvÕ�ì÷ÒíÖ Õ$Ô ç�ßåâCãAß ÔÒ á Õ�ä[Õ â©á�ßåâ

Î�¸�¶#²�¹Bº�¶P»¼º�¶#¶P±�Ærµ ·�¸�¶ »Í³l¹l³¬¸�Ô�ú Å�±�Æ�¶Mµ>³¬µ>Ô�´�¶ ·�¸Í·�³¬ò5´�¯P¸�Ærµ>¸�¶ ¸�¶P²�Û�Å�¸�¶
Å�Ø�º�¯Pâ�´�¸�¶ ¸�µ ´�Ê�¸�Æ�µ>Ô�¸�¹aé
¹l¸�»Í¸�Æ�µ+Æ�¸�Ô�µ>¯P¸�¶Y·�º�Æ�¶Y¹l¸ Å%º�¶Y·[æ Ô�Æ�¸ ³l±�Æ�³l¶>º�µ>³l±�ÆW²�º�¯Mµ>³l¸�¹l¹¬¸�«0Ö.º�Æ�¶!¹l¸ Å%º�·�¯P¸ ·�¸ Å�¸ »¼º�Æ�Ô�¶PÅ�¯P³¬µ/%
Æ�±�Ô�¶+º�¹l¹l±�Æ�¶{²�¯P³lÆ�Å�³l²�º�¹l¸�»{¸�Æ�µ{Å�±�Æ�¶P³l·�´�¯P¸�¯¼·�¸�¶+²�¹Bº�¶P»¼º�¶{Å�±�»Í²�¹lÛ�µ>¸�»Í¸�Ærµ¼³l±�Æ�³l¶P´�¶{Ìg±�¯P»Í´�¶Í¶P¸�Ô�¹l¸�é
»Í¸�Æ�µc·[æ ´�¹l¸�Å�µ>¯P±�Æ�¶c¸�µo·�¸¾²�¯P±�µ>±�Æ�¶c·�¸¾·�¸�Æ�¶P³¬µ>´

ne
¸�µ

np
%�¯P¸�¶P² ¸�Å�µ>³¬Êr¸�»Í¸�Ærµ%«

Âh±�Æ�¶P³l·�´�¯>º�Ærµ2Ó�Ô�¸�¹Bºh¶P´�²�º�¯>º�µ>³l±�Æ7·�¸°¹Bº0Å�Ø�º�¯Pâ�¸°·�º�Æ�¶2¹¬¸°»Í³l¹¬³¬¸�Ô.¸�¶Mµ�Æ�Ô�¹l¹l¸&%�Å�æ ¸�¶MµMé� xén·�³l¯P¸àÓ�Ô�¸:)
ne =

np = n
+�¸�µ0µ>¸�Æ�º�Æ�µ0Å�±�»Í²�µ>¸.·�Ô+¯>º�²�²�±�¯Mµ0·�Ô!»¼º�¶P¶P¸

me/mp � 1
%
me

¸�µ
mp

¶P±�ÆrµF¹l¸�¶h»¼º�¶P¶P¸�¶F·�¸
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¹çæ ´�¹l¸�Å�µ>¯P±�ÆY¸�µo·�Ô�²�¯P±�µ>±�Æ�%�¯P¸�¶P²�¸�Å�µ>³¬Ê�¸�»Í¸�Ærµ/% ¹l¸7²�¹Bº�¶P»¼º
´�Ê�±�¹lÔ�¸#º%Êr¸�Å¾Ô�Æ�¸¾¶P¸�Ô�¹l¸7Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸

v = (meve + mpvp)/(me + mp) ≈ (meve/mp + vp) ≈ vp

¸�µo³l¹[¸�¶Mµo·�´�Å�¯P³¬µoº�Ê�¸�Å¾Ô�Æ�¸#¶P¸�Ô�¹l¸¾´�Ó�Ô�º�µ>³l±�ÆY·�¸¾Å�±�Ærµ>³lÆ�Ô�³¬µ>´°Ñ�Å�æ ¸�¶Mµ@¹l¸7»Í±�·�Û�¹l¸.Ô�Æ�é Ü�Ô�³l·�¸�«
Î2º{·�¸�Æ�¶P³¬µ>´¾·�¸¾»¼º�¶P¶P¸7µ>±�µ�º�¹l¸

ρm
·�º�Æ�¶cÅ�¸#Å%º�¶c¸�¶Mµ

ρm = mene + mpnp ≈ mn
%E)

m ≈ mp
+�«

Î�¸°²�¹Bº�¶P»¼º0¸�¶Mµ�Å�±�Æ�¶P³l·�´�¯P´�¸�Æ#´�Ó�Ô�³l¹l³lá�¯P¸Kµ>Ø�¸�¯P»Í±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸°¹l±�Å%º�¹�Ñ�¹l¸�¶�²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶�Å�±�Æ�¶Mµ>³¬µ>Ô�º�Ærµ
¹l¸7²�¹Bº�¶P»¼º
±�Æ�µc¹Bº
»5'�»Í¸.µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸�«
Î2ºY·�¸�¶PÅ�¯P³l²�µ>³l±�Æ ØrÙ�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸Í²�Ô�¯P¸&%�¸�Æ ²�¯P¸�»Í³lÛ�¯P¸¼º�²�²�¯P±%ú�³l»¼º�µ>³¬±�Æ�%[¸�¶Mµ8º�·�º�²�µ>´�¸Í²�±�Ô�¯

¹çæ ´�µ>Ô�·�¸&%2²�º�¯¾¸�ú�¸�»Í²�¹l¸&%2·�¸{¹BºY»Í±�¯P²�Ø�±�¹l±�â�³¬¸8¸�µ ¹Bº!·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸{·�¸�¶�3M¸�µ>¶#¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�¶� Y·�¸�¶ ·�³l¶<é
µ�º�Æ�Å�¸�¶@¶PÔBüÍ¶>º�»Í»Í¸�Ærµo¹l±�³lÆY·�Ô�Å�¸�Ærµ>¯>¸#·�¸�¶o±�áA3M¸�µ>¶oÅ�±�»Í²�º�Å�µ>¶cÅ�±�»Í»Í¸¾¹l¸�¶c´�µ>±�³l¹l¸�¶} {Æ�¸�Ô�µ>¯P±�Æ�¶o±�Ô
¹l¸�¶Fµ>¯P±�Ô�¶cÆ�±�³l¯P¶�! À�ÇB%�À�ë0#2±QPY·�¸�¶oÅ�Ø�º�»Í²�¶c»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�¶FÆ�±�Æ�Æ�´�â�¹l³lâ�¸%º�á�¹¬¸�¶F¶P±�Ærµo²�¯P´�¶P¸�Ærµ>¶�«
Î�¸�¶#¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ�¶ ¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�¶#º�Ô�ú�Ó�Ô�¸�¹l¹l¸�¶ Æ�±�Ô�¶#Æ�±�Ô�¶ ³lÆrµ>´�¯P¸�¶P¶P±�Æ�¶
Æ�¸Í¶P±�Ærµ
²�º�¶#¶P±�Ô�»Í³l¶P¸�¶4 

·�¸+Ìg±�¯Mµ>¶ Å�Ø�º�»Í²�¶
â�¯>º%Ê�³¬µ�º�µ>³l±�Æ�Æ�¸�¹l¶$%2²�±�Ô�¯
²�±�Ô�Ê�±�³l¯ ¹l¸�¶
Æ�´�â�¹l³lâ�¸�¯�«�Ö.º�Æ�¶8Å�¸+Å%º�¶$%à¹¬¸+»Í±�Ô�Ê�¸�»Í¸�Ærµ
·�Ô ²�¹Bº�¶P»¼º¼¸�¶Mµ¾·�´�Å�¯P³¬µ7²�º�¯.¹l¸�¶.´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶7ØrÙ�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³¬Ó�Ô�¸�¶¾¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬¶Mµ�¸�¶.±�á�µ>¸�Æ�Ô�¸�¶¾²�º�¯.¹Bº¼¹l±�³
·�¸¼Å�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�º�µ>³l±�Æ ·�Ô µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯
´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸�én³l»Í²�Ô�¹¬¶P³l±�Æ ¸�µ
¹BºY¹l±�³°·�¸¼Å�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�º�µ>³l±�Æ ·�¸¼¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ ·�¸
Å�±�Æ�µ>³lÆ�Ô�³¬µ>´;! À�ìº%�À�¿0#?%�·�º�Æ�¶c¹l¸7Å%º�·�¯P¸¾·�¸¾¹Bº8¯P¸�¹lº�µ>³¬Ê�³¬µ>´.¯P¸�¶Mµ>¯P¸�³lÆrµ>¸�«
Î2º#Å�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�º�µ>³l±�Æ+·�Ô¼Æ�±�»8á�¯P¸o·�¸o²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶$%�¹l±�¯P¶PÓ�Ô�¸@¹l¸�¶�²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸�¶h·�¸@Å�¯P´%º�µ>³l±�Æ¼¸�µh·[æ º�Æ�é

Æ�³lØ�³l¹Bº�µ>³¬±�Æ+¶P±�Æ�µcÆ�Ô�¹l¶$%�¸�¶Mµo·�±�Æ�Æ�´�¸#²�º�¯F¹Bº8Å�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�º�µ>³l±�Æ�·�ÔYÜ�Ô�úY·�¸¾²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶�Ñ

∂µ(nuµ) = 0
)çÀ�«¬ª0+

±QP
∂µ
¯P¸�²�¯P´�¶P¸�Ærµ>¸{¹BºÍ·�´�¯P³¬Êr´�¸
Å�±�Ê�º�¯P³Bº�Ærµ>¸&%

uµ = (cγ,γ~v)
¸�¶Mµ7¹l¸
Õxé Êr¸�Å�µ>¸�Ô�¯@Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸8Æ�±�¯P»¼º�¹l³¬¶P´@ 

uµuµ = c2 % c ¸�¶Mµ@¹Bº Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸#·�¸¾¹Bº
¹lÔ�»Í³lÛ�¯P¸.¸�µ γ = 1/
√

1 − v2/c2
¸�¶Mµ@¹l¸.Ì�º�Å�µ>¸�Ô�¯F·�¸#Î�±�¯P¸�Æ�µ>Ï�«

�±�Ô�¯@´�µ�º�á�¹l³¬¯c¹l¸�¶o´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶@·[æ Ý°Ô�¹l¸�¯o¸�µ.·�¸ ¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸&% ±�Æ Ô�µ>³l¹l³¬¶P¸¾¹Bº{¹l±�³2·�¸ Å�±�Æ�¶>¸�¯PÊ�º�µ>³l±�Æ ·�Ô
µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯o´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸�én³l»Í²�Ô�¹l¶P³¬±�Æ

T µν ! È�Ë2#�Ñ

∂µT
µ
ν = 0

)çÀ�«ÁÀQ+
¸�µo¹l¸�¶c³lÆ�·�³lÅ�¸�¶

µ
¸�µ

ν
Ê�º�¯P³l¸�Æ�µc·�¸

0
 

3
«

ó�ôMõ�ö>	$=



�nu@jGi0h/m�s2���$q9p�q1r-é l�Í�Î:sBm8k�i0�7pTé l0m�sBm

Ý°Æ�Å�±�Æ�¶P³l·�´�¯>º�Æ�µ!Ô�Æ�Ü�Ô�³¬·�¸ ²�º�¯MÌ�º�³¬µ¼±QP�¹l¸�¶+¸�ò5¸�µ>¶YÆ�±�Æ º�·�³Bº�á�º�µ>³¬Ó�Ô�¸�¶$%h·�¸ Ê�³l¶PÅ�±�¶P³¬µ>´ ¸�µY·�¸
µ>¯>º�Æ�¶MÌg¸�¯Mµo·�¸¾Å�Ø�º�¹l¸�Ô�¯c¶P±�ÆrµoÆ�´�â�¹l³lâ�¸%º�á�¹l¸�¶$%�¹l¸.µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯o´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸�én³l»Í²�Ô�¹¬¶P³l±�Æ!¸�¶Mµo·�±�Æ�Æ�´#²�º�¯[Ñ

T µν =
(e + P )

c2
uµ uν − gµνP

)çÀ�« È:+
±QP

gµν = diag(1,−1,−1,−1)
¸�¶Mµà¹l¸�µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯à»Í´�µ>¯P³lÓ�Ô�¸&%

ω = (e+P )
¸�¶Mµà¹Bºc·�¸�Æ�¶P³¬µ>´h·[æ ¸�Ærµ>Ø�º�¹l²�³l¸

Ó�Ô�³K¸�¶Mµ.¹BºÍ¶P±�»{»Í¸#·�¸ ¹BºÍ·�¸�Æ�¶P³¬µ>´ ·[æ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸
e
·�Ô ²�¹Bº�¶P»¼ºÍ¸�µ@·�¸
¹Bº{²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ

P
%�Å�¸�µPµ>¸
·�¸�¯>Æ�³¬Û�¯P¸

¸�¶Mµ@¶PÔ�²�² ±�¶P´�¸ ³l¶P±�µ>¯P±�² ¸�«
Ö@¸�¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ¾·�¸�Å�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�º�µ>³l±�Æ ·�Ô¾µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯�´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸�én³l»Í²�Ô�¹¬¶P³l±�Æ5)çÀ�«ÁÀQ+5Æ�±�Ô�¶�²�±�Ô�Ê�±�Æ�¶�·�´�·�Ô�³l¯P¸

¹l¸�¶.´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶@·�¸
Å�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�º�µ>³l±�Æ ·�¸ ¹çæ ³l»Í²�Ô�¹¬¶P³l±�Æ�¸�µ7·�¸
¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸àÑ5Î2º¼²�¯P±23M¸�Å�µ>³l±�Æ ·�¸
¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ
)çÀ�«ÁÀQ+F¶PÔ�¯o¹çæ ºxú�¸¾¶P²�º�µ>³Bº�¹�·�±�Æ�Æ�¸ ¹çæ ´�Ó�Ô�ºxµ�³¬±�Æ�·�¸#¹çæ ³l»Í²�Ô�¹¬¶P³l±�Æ�% ">�ú�� û�� ù¼ýÿ�E� ýêú��Uü�� % ¸�µ@¹Bº8²�¯P±&3M¸�Å�µ>³l±�Æ
¶PÔ�¯c¹çæ ºxú�¸¾·�ÔYµ>¸�»Í²�¶F·�±�Æ�Æ�¸#¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�ÆY·�¸¾Å�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�º�µ>³l±�ÆY·�¸¾¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸�«
Î°æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�·[æ Ý°Ô�¹l¸�¯F±�á�µ>¸�Æ�Ô�¸¾¸�¶Mµo·�¸¾¹Bº
Ìg±�¯P»Í¸àÑ

uνu
µ∂µP +

(e + P )

c2
uµ∂µuν − ∂νP = 0

)çÀ�« Õº+
¸�µo¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�ÆY·�¸¾¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸.¸�¶Mµ@·�±�Æ�Æ�´�¸¾²�º�¯[Ñ

uµ∂µe + (e + P )∂µu
µ = 0

)çÀ�«ÁìQ+
Î�¸�¶c´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶4)çÀ�«¬ª0+K%F)çÀ�« Õº+h¸�µ@)çÀ�«ÁìQ+�Ìg±�¯P»Í¸�ÆrµcÔ�Æ�¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸#·�¸7µ>¯P±�³l¶F´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶. 8Ó�Ô�º�µ>¯P¸¾³lÆ�é

Å�±�Æ�Æ�Ô�¸�¶$%�²�±�Ô�¯à¹l¸h¯P´�¶P±�Ô�·�¯P¸&%�³l¹�·�±�³¬µT'�µ>¯P¸hÌg¸�¯P»Í´Fº%Ê�¸�ÅFÔ�Æ�¸0´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ8¶PÔ�²�²�¹l´�»Í¸�Ærµ�º�³l¯P¸h¯P¸�²�¯P´�¶P¸�Æ�µ>´�¸
²�º�¯c¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ!·[æ ´�µ�º�µ%«

�;b�� y Ö ë î ã$á Òíì óêß ï ß ÔXèsñ}Ô ç Ò á Õ�îpìðïGèsñ á Ò á

Ö.º�Æ�¶+¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�ÆW·[æ Ý°Ô�¹l¸�¯þ)çÀ�« Õº+-%�Ô�ÆWµ>¸�¯P»Í¸ ·[æ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸ Ì�º�³¬µ¼¶P±�Æ º�²�²�º�¯P³¬µ>³l±�Æ�%�¹l¸�µ>¸�¯P»Í¸ ·�¸
²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ[«�Âh¸cµ>¸�¯P»Í¸o¸�¶Mµh¹l³l´. ¾¹Bº7µ>Ø�¸�¯P»Í±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸o·�ÔÍÜ�Ô�³l·�¸�«�Ö@±�Æ�Åo¹Bº7Ìg¸�¯P»Í¸�µ>Ô�¯P¸o·�Ô¼¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸
¸�¶Mµ8Å�±�Æ�·�³¬µ>³l±�Æ�Æ�´�¸Í²�º�¯ ¹Bº�·�´�µ>¸�¯P»Í³lÆ�º�µ>³l±�Æÿ·[æ Ô�Æ�¸+¯P¸�¹Bº�µ>³l±�Æ

P (e,n)
¸�Ærµ>¯>¸¼¹Bº�²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ�%�¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸

³lÆ�µ>¸�¯PÆ�¸5)g±�Ô�¹çæ ¸�Ærµ>¯P±�²�³l¸C+�·�ÔYÜ�Ô�³l·�¸¾¸�µc¹Bº8·�¸�Æ�¶P³¬µ>´�«�Âh¸�µPµ>¸¾¯P¸�¹Bº�µ>³l±�Æ!¸�¶Mµ@º�²�²�¸�¹l´�¸ ">�ú�� û�� ù¼ý �E� "�û � û «
Âh¸�µPµ>¸ ¯P¸�¹lº�µ>³l±�ÆWÆ�¸ ² ¸�Ô�µ�'�µ>¯P¸ ¸�ú�²�¹l³lÅ�³¬µ>´�¸ Ó�Ô�¸ ¶�æ ³l¹.¸�ú�³l¶Mµ>¸ Ô�Æ�¸ ·�¸�¶PÅ�¯P³l²�µ>³l±�Æ�Å�±�»Í²�¹lÛ�µ>¸ ·�¸�¶

´�Å�Ø�º�Æ�â�¸�¶8·[æ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸!¸�Ærµ>¯P¸!¹l¸¼Ü�Ô�³l·�¸+¸�µ{¹l¸¼»Í³l¹l³¬¸�Ôî¸�ÆrÊ�³l¯P±�Æ�Æ�º�Ærµ%«àån¹�Ì�º�Ô�µ{º�Ô�¶P¶P³cº%Ê�±�³l¯
Ô�Æ�¸!·�¸�¶<é

ó�ôMõ�ö>	(L
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Å�¯P³l²�µ>³l±�Æ ²�¯P´�Å�³l¶P¸Y·�¸�¶{²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸�¶{»Í³lÅ�¯P±�¶PÅ�±�²�³lÓ�Ô�¸�¶�«�Âh¸�¶Í·�¸�¯PÆ�³l¸�¯P¶8²�¸�Ô�Ê�¸�Æ�µx'�µ�¯P¸!´�µ�º�á�¹l³l¶
²�º�¯
¹Bº µ>Ø�´�±�¯P³l¸+Å�³lÆ�´�µ>³lÓ�Ô�¸!¸�Æ µ>¸�Æ�º�Ærµ{Å�±�»Í²�µ>¸!·�¸�¶8·�³¬ò5´�¯P¸�Æ�µ>¶8²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸�¶{¯>º�·�³Bº�µ>³aÌg¶$%2Ê�³l¶PÓ�Ô�¸�Ô�úê¸�µ
·�³l¶P¶P³l²�º�µ>³¬Ìg¶hÓ�Ô�³5²�¸�Ô�Ê�¸�Ærµc¶P¸7²�¯P±�·�Ô�³l¯P¸@·�º�Æ�¶0¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ[«�Ú º�¹lØ�¸�Ô�¯P¸�Ô�¶P¸�»Í¸�ÆrµC%�¹l¸�¶0²�¯P±�Å�¸�¶P¶PÔ�¶c»Í³aé
Å�¯P±�¶PÅ�±�²�³lÓ�Ô�¸�¶7±�²�´�¯>º�Ærµ7¶PÔ�¯.¹l¸ ²�¹Bº�¶P»¼ºÍ·�º�Æ�¶.¹l¸�¶@´�Å�±�Ô�¹l¸�»Í¸�Ærµ>¶7º�¶Mµ>¯P±�²�ØrÙ�¶P³lÓ�Ô�¸�¶¾¶P±�Ærµ7¸�Æ â�´�Æ�´�¯>º�¹
µ>¯PÛ�¶7»¼º�¹2Å�±�Æ�Æ�Ô�¶�«�Î2º¼·�´�µ>¸�¯P»Í³lÆ�º�µ>³l±�Æ ²�¯P´�Å�³l¶P¸
·�¸
Å�¸�¶7²�¯P±�Å�¸�¶P¶PÔ�¶7¯P¸�¶Mµ>¸8Å�±�»Í²�¹l¸�ú�¸ Ê�±�³l¯P¸ ³l»Í²�±�¶<é
¶P³lá�¹l¸�«
°¹lÔ�¶P³l¸�Ô�¯P¶Fº�Ô�µ>¸�Ô�¯P¶0±�ÆrµF¶PÔ�²�²�±�¶P´7Ô�Æ�¸7´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ+·[æ ´�µ�º�µF²�±�¹¬Ù�µ>¯P±�²�³lÓ�Ô�¸&%�¯P¸�¹l³Bº�Æ�µh¹Bº#²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ

P {¹Bº8·�¸�Æ�¶P³¬µ>´#¸�Æ Ô�µ>³l¹l³¬¶>º�Æ�µFÔ�Æ�³lÆ�·�³lÅ�¸¾² ±�¹¬Ù�µ>¯P±�²�³lÓ�Ô�¸¾Å�±�Æ�¶Mµ�º�Ærµ@! È�ª&% ÈrÀ0#ç« Ö.º�Æ�¶oÅ�¸#Å%º�¶c¹Bº8¯P¸�¹Bº�µ>³l±�Æ
¸�Æ�µ>¯P¸{¹Bº!²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æÿ¸�µ#¹Bº!·�¸�Æ�¶>³aµ�´{¸�µ#¹Bº+¯P¸�¹Bº�µ>³l±�Æ ¸�Æ�µ>¯P¸{¹çæ ¸�Ærµ>Ø�º�¹l²�³l¸
¸�µ#¹Bº!·�¸�Æ�¶P³¬µ>´{¶P±�Æ�µ#·�±�Æ�Æ�´�¸�¶
²�º�¯

P = KnΓ )çÀ�« ¿:+
¸�µ

w =
Γ

Γ − 1
nΓ−1 )çÀ�«ÁðQ+

±QP
K
¸�¶MµàÔ�Æ�¸�Å�±�Æ�¶Mµ�º�Æ�µ>¸�Ó�Ô�³�·�´�²�¸�Æ�·
·�¸�¶KÅ�±�Æ�·�³¬µ>³l±�Æ�¶2³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸�¶2·�Ô#Ü�Ô�³l·�¸&%

Γ
¸�¶MµK¹çæ ³lÆ�·�³lÅ�¸�² ±�¹¬Ù�µ>¯P±�é

²�³lÓ�Ô�¸oÓ�Ô�³ Ê�º�¯P³l¸c¸�Æ¼â�´�Æ�´�¯>º�¹�¸�Ærµ>¯P¸#ª@¸�µ0È�«�Î°æ º%Ê�º�Ærµ�º�â�¸o·�¸oÅ�¸�µPµ>¸@´�Ó�Ô�º�µ>³l±�ÆÍ¸�¶Mµ0á�³l¸�ÆÍ´�Ê�³l·�¸�»Í»Í¸�Ærµ
¶>ºo¶P³l»Í²�¹l³¬Å�³aµ>´&%%»¼º�³l¶�Å�æ ¸�¶Mµàº�Ô�¶P¶P³�¶P±�Æ ²�¹lÔ�¶2â�¯>º�Æ�·#·�´�Ì�º�Ô�µ%«xÝ°Æ ¸�ò5¸�µ/%�µ>±�Ô�µ>¸�¹çæ ³lÆ�Ìg±�¯P»Íº�µ>³¬±�Æ7·�´�Å�¯P³¬Ê�º�Æ�µ
¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸¾·�Ô�¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸ ¶P¸¾µ>¯P±�Ô�Ê�¸#»¼º�¶PÓ�Ô�´�¸#¸�µo³l»Í²�±�¶P´�¸¾²�º�¯c¹l¸7Å�Ø�±�³aú�·�¸¾¹çæ ³lÆ�·�³lÅ�¸7²�±�¹aÙ�µ�¯P±�²�³¬Ó�Ô�¸�«
àº�¯FÅ�±�Æ�¶P´�Ó�Ô�¸�Æ�µ/% ¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�ÆY·[æ ´�µ�º�µo¹lº8²�¹lÔ�¶FÔ�µ>³l¹l³l¶P´�¸.¸�¶Mµ@·�±�Æ�Æ�´�¸¾²�±�Ô�¯FÔ�Æ�ârº�Ï¾³l·�´%º�¹[²�º�¯

P = (Γ − 1)(e − ε0)
)çÀ�« Ç:+

±QP
ε0 = mnc2 ¸�¶Mµo¹Bº
·�¸�Æ�¶P³¬µ>´¾·[æ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸¾·�¸¾»¼º�¶P¶P¸#º�ÔY¯P¸�²�±�¶�«
Ö.º�Æ�¶Y¹l¸�¶Yº�²�²�¹l³lÅ%º�µ>³¬±�Æ�¶+·�¸�¶�´�Å�±�Ô�¹¬¸�»Í¸�Æ�µ>¶!¸�Æ º�¶Mµ>¯P±�²�ØrÙ�¶P³lÓ�Ô�¸&%FÓ�Ô�º�Æ�·

Γ = 1
¹l¸ Ü�Ô�³l·�¸ º

Ô�Æ Å�±�»Í²�±�¯Mµ>¸�»Í¸�Ærµ8³l¶P±�µ>Ø�¸�¯P»Í¸+¸�µ{¹çæ º�Ô�â�»Í¸�Æ�µ�º�µ>³¬±�Æî·�¸!¹Bº�Ê�º�¹l¸�Ô�¯8·�¸
Γ
¶P¸Y»¼º�Æ�³¬Ìg¸�¶Mµ>¸+²�º�¯
Ô�Æ�¸

·�³l»Í³lÆ�Ô�µ>³l±�Æ�·�¸ Å�Ø�º�Ô�ò[º�â�¸ ·�º�Æ�¶Y¹l¸ Ü�Ô�³l·�¸v3MÔ�¶PÓ�Ô[æ  Å�¸ Ó�Ô�¸ÿ¹l¸ Ü�Ô�³l·�¸ ·�¸�Ê�³l¸�Æ�Æ�¸ÿº�·�³Bº�á�º�µ>³lÓ�Ô�¸�«
Ö.º�Æ�¶.Å�¸
·�¸�¯PÆ�³l¸�¯oÅ%º�¶$%5²�±�Ô�¯@Ô�Æ ²�¹Bº�¶P»¼ºÍ»Í±�Æ�±rº�µ>±�»{³lÓ�Ô�¸2%

Γ = 5/3
Ó�Ô�º�Æ�· ¹Bº{µ>¸�»{²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸ ¸�¶Mµ

Å�¹Bº�¶P¶P³lÓ�Ô�¸�)gÅ�æ ¸�¶Mµ� ¼·�³l¯P¸
T < mc2/kB

+-%�Ó�Ô�³�¯P¸�²�¯P´�¶P¸�Æ�µ>¸
¹l¸ ¯>º�²�² ±�¯Mµ.·�¸ Å�Ø�º�¹l¸�Ô�¯P¶@¶P²�´�Å�³¬Ä�Ó�Ô�¸�¶$%[³l¹
¸�¶Mµc´�ârº�¹

Γ = 4/3
Ó�Ô�º�Æ�·!¹Bº#µ>¸�»Í²�´�¯�ºxµ�Ô�¯P¸@¸�¶MµF¯>¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�)gÅ�æ ¸�¶Mµ} ·�³l¯P¸

T ≥ mc2/kB
+�« � Ô!·�¸�¹w 

ó�ôMõ�ö>	/R
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·�¸{Å�¸�¶¾·�¸�Ô�ú Ê�º�¹l¸�Ô�¯P¶7·�º�Æ�¶¾¹l¸�¶7·�¸�Ô�úÿÅ%º�¶$%[¹l¸8²�¹Bº�¶P»¼º¼Å�±�»Í»Í¸�Æ�Å�¸; !¶PÔ�á�³l¯7Ô�Æ�¸8²�¸�¯Mµ>¸{·[æ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸
)g¯P¸�Ìg¯P±�³l·�³l¶P¶P¸�»Í¸�Æ�µ-+�«
Âh¸�² ¸�Æ�·�º�Æ�µ/%�¹l¸�¶à»Í±�·�Û�¹l¸�¶àº�Æ�º�¹¬Ù�µ>³lÓ�Ô�¸�¶K¸�µàÆ�Ô�»Í´�¯P³lÓ�Ô�¸�¶àÅ�±�Æ�Ä�¯P»Í¸�Ærµ°Ó�Ô�¸0¹l¸�¶Kâ�¯>º�Æ�·�¶Kâ�¯>º�·�³l¸�Ærµ>¶

·�¸hµ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸�¶$%�Ó�Ô�³�¶P±�Æ�µà¯P¸�Æ�Å�±�Ærµ>¯P´�¶°·�º�Æ�¶K¹l¸�¶K²�¹Bº�¶P»¼º�¶Kº�¶Mµ>¯P±�²�Ø�Ù�¶P³lÓ�Ô�¸�¶$%�Æ�¸0²�¸�Ô�Ê�¸�Ærµ�²�º�¶G'�µ>¯>¸
·�´�Å�¯P³¬µ>¶F·[æ Ô�Æ�¸.»¼º�Æ�³lÛ�¯P¸.º�·�´�Ó�Ô�º�µ>¸7²�º�¯0Ô�Æ�¸7´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ+·[æ ´�µ�º�µF²�±�¹¬Ù�µ>¯P±�²�³lÓ�Ô�¸7º%Ê�¸�Å7Ô�Æ!¯>º�²�²�±�¯MµF·�¸
Å�Ø�º�¹l¸�Ô�¯P¶c¶P² ´�Å�³¬Ä�Ó�Ô�¸�¶@Å�±�Æ�¶Mµ�º�Æ�µ%«�Âh¸�µPµ>¸#·�¸�¯PÆ�³lÛ�¯P¸¾³l»Í² ±�¶P¸7Ô�Æ�Å�±�»Í²�±�¯Mµ>¸�»Í¸�Ærµc²�º�¯Mµ>±�Ô�µoÅ�¹Bº�¶P¶P³lÓ�Ô�¸
±�Ô#²�º�¯Mµ>±�Ô�µ2¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸&%%º�¹l±�¯P¶�Ó�Ô[æ ¸�Æ ¯P´%º�¹l³¬µ>´&%�Ô�Æ#²�¹Bº�¶P»¼º0²�¸�Ô�µG c¹çæ ±�¯P³lâ�³¬Æ�¸�º%Ê�±�³l¯�Ô�Æ�¸°µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸
¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸.Ó�Ô�³2·�³l»Í³¬Æ�Ô�¸.¸�Æ�Å�±�Ô�¯P¶c·[æ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ�3MÔ�¶PÓ�Ô[æ  Í·�¸�Ê�¸�Æ�³l¯cÅ�¹Bº�¶P¶P³lÓ�Ô�¸�«

� Ä�Æ ·�¸ ¯P¸�»Í´�·�³l¸�¯. ÍÅ�¸#²�¯P±�á�¹lÛ�»Í¸&%�í�Ù�Æ�â�¸v!aª�¿2#KºÍ´�µ>´#¹l¸#²�¯P¸�»Í³l¸�¯. {²�¯P±�²�±�¶P¸�¯@Ô�Æ�¸#´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ
·[æ ´�µ�º�µ/%K²�¹lÔ�¶ Å�±�¯P¯P¸�Å�µ>¸&%à²�±�Ô�¯ Ô�Æ ârº�Ï¼²�º�¯MÌ�º�³¬µ ·�º�Æ�¶
¹l¸¼¯P´�â�³l»Í¸Í·�¸�¶ µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸�¶
¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�¶$%
¸�¹l¹l¸¾º{¹l¸¾»Í´�¯P³¬µ>¸7·[æ ³lÆ�Å�¹lÔ�¯P¸¾º�Ô�¶P¶P³�á�³¬¸�Æ�¹l¸�¶o¸�ò5¸�µ>¶@·�¸�¶cµ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯P¸�¶oÅ�¹Bº�¶P¶P³lÓ�Ô�¸�¶oÓ�Ô�¸#¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�¶
²�±�Ô�¯cÔ�ÆYÜ�Ô�³l·�¸� 8Ô�Æ�¸#¶P¸�Ô�¹l¸7Å�±�»Í²�±�¶>º�Ærµ>¸�« Ý°¹l¹l¸7¶�æ ´�Å�¯>³aµo·�¸¾¹Bº
Ì�º&M�±�Æ�¶PÔ�³¬Ê�º�Ærµ>¸

w = e + P = mnc2K3(mc2/kBT )

K2(mc2/kBT )
= mnc2G(mc2/kBT )

±QP
K2

¸�µ
K3

¶P±�Ærµ.¯P¸�¶P² ¸�Å�µ>³¬Êr¸�»{¸�Æ�µ.·�¸�¶oÌg±�Æ�Å�µ>³l±�Æ�¶c·�¸@yh¸�¶P¶P¸�¹�»Í±�·�³¬Ä�´�¸�¶o·�¸#¶P¸�Å�±�Æ�· ¸�µ@·�¸#µ>¯P±�³aé
¶P³lÛ�»Í¸7±�¯P·�¯P¸�«
�±�Ô�¯c·�¸¾á�º�¶P¶P¸�¶cµ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯>¸�¶

G(mc2/kBT ) −→ 1 + 5kBT/2mc2

�±�Ô�¯c·�¸¾Ø�º�Ô�µ>¸�¶Fµ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸�¶
G(mc2/kBT ) −→ 1 + 4kBT/mc2

Ö.º�Æ�¶{Å�¸�µPµ>¸Y´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ ·[æ ´�µ�º�µ/%à¹Bº µ>Ø�¸�¯P»Í±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸+·�Ô ²�¹Bº�¶P»¼º ¸�¶MµÍ¸�ú�²�¯P³l»Í´�¸!¸�Æ µ>¸�¯P»Í¸!·�¸
Ìg±�Æ�Å�µ>³l±�Æ�¶Í·�¸7yh¸�¶P¶P¸�¹o»Í±�·�³¬Ä�´�¸�¶$%�¸�µ¼·�±�Æ�Å ²�º�¶Í·[æ ¸�ú�²�¯P¸�¶P¶>³l±�Æ�º�Æ�º�¹¬Ù�µ>³lÓ�Ô�¸YÆ�¸ ²�¸�Ô�µx'�µ>¯P¸ ´�Å�¯P³¬µ>¸
²�±�Ô�¯7¹l¸8Å%º�¹lÅ�Ô�¹à·�¸�¶¾Ó�Ô�º�Ærµ>³¬µ>´�¶7¹l±�Å%º�¹l¸�¶9 !²�º�¯Mµ>³l¯.·�¸�¶¾Ó�Ô�º�Ærµ>³¬µ>´8Å�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�´�¸%¶�«�Î°æ Ô�µ>³l¹l³l¶>º�µ>³¬±�Æ ·[æ Ô�Æ�¸
µ>¸�¹l¹l¸7´�Ó�Ô�º�µ>³l±�ÆY·[æ ´�µ�º�µo·�¸�»¼º�Æ�·�¸7Ô�Æ�â�¯>º�Æ�·Yµ>¸�»Í²�¶F·�¸¾Å%º�¹lÅ�Ô�¹�»¼º�Å�Ø�³lÆ�¸�«

�±�Ô�¯#¶PÔ�¯P»Í±�Æ�µ>¸�¯#Å�¸¼²�¯P±�á�¹lÛ�»Í¸&%Eyh¹lÔ�»Í¸�Ærµ>Ø�º�¹�¸�µ8Ú º�µ>Ø�¸�zc¶�! È�È2#?%2·�º�Æ�¶ ¹l¸{á�Ô�µ
·[æ ´�µ>Ô�·�³l¸�¯#¹Bº
µ>Ø�¸�¯P»Í±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸7·[æ Ô�ÆYÜ�Ô�³l·�¸7·�º�Æ�¶cÔ�Æ�¸#º�Å�Å�¯P´�µ>³l±�Æ�º�·�³Bº�á�º�µ>³¬Ó�Ô�¸¾º�Ô�µ>±�Ô�¯F·[æ Ô�Æ!µ�¯P±�ÔYÆ�±�³¬¯/%�±�Ærµ
²�¯P±�²�±�¶P´!² ±�Ô�¯
¹Bº ²�¯P¸�»Í³lÛ�¯P¸ÍÌg±�³l¶ Ô�Æ º03MÔ�¶Mµ>¸�»Í¸�Æ�µ8Æ�Ô�»Í´�¯P³lÓ�Ô�¸{)RÄ�µ-+¾²�±�Ô�¯
¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ ·[æ ´�µ�º�µ{·�¸
í�Ù�Æ�â�¸#¶P±�Ô�¶cÔ�Æ�¸7Ìg±�¯P»Í¸7¶P³l»Í²�¹l³aÄ�´�¸7¸�µoº�²�²�¯P±�ú�³l»¼º�µ>³aÊ�¸&%�·�±�Æ�Æ�´¾²�º�¯[Ñ

P =
1

3
ε0(

e

ε0

− ε0

e
)

)çÀ�« ë:+

ó�ôMõ�ö>	Cg
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Ö.º�Æ�¶YÆ�±�µ>¯P¸ µ>¯>º%Ê�º�³l¹?%hÆ�±�Ô�¶�º%Ê�±�Æ�¶�±�²�µ>´ ²�±�Ô�¯Y¹çæ Ô�µ>³l¹¬³¬¶>º�µ>³¬±�Æ�·[æ Ô�Æ º23MÔ�¶Mµ>¸�»Í¸�Ærµ�Æ�Ô�»Í´�¯P³lÓ�Ô�¸
»Í¸�³l¹l¹¬¸�Ô�¯FÓ�Ô�¸ Å�¸�¹lÔ�³2·�¸#¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æä)çÀ�« ë:+K% Å�æ ¸�¶MµMé� xén·�³l¯P¸&%�Ó�Ô�³2¶>¸#¯>º�²�²�¯P±�Å�Ø�¸#¹l¸¾²�¹lÔ�¶o·�¸#¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ
·[æ ´�µ�º�µo·�±�Æ�Æ�´�¸#²�º�¯oí�Ù�Æ�â�¸&H ³l¹5¸�¶Mµ@·�±�Æ�Æ�´¾²�º�¯cÉFÙ�ÔÊ! È�Õ&#�¶P±�Ô�¶o¹Bº Ìg±�¯P»Í¸7¶PÔ�³¬Ê�º�Ærµ>¸

P

e − ε0

=
3P + 2ε0

9P + 3ε0

)çÀ�«¬ª�Ë:+

Î°æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ ·[æ ´�µ�ºxµ#µ>Ø�¸�¯P»Í³lÓ�Ô�¸{Æ[æ ¸�¶Mµ
²�º�¶#º�ò5¸�Å�µ>´�¸¼²�º�¯¾¹Bº!¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬µ>´&%[¸�¹l¹¬¸{¶�æ ´�Å�¯P³¬µ#²�±�Ô�¯¾Ô�Æ ârº�Ï
²�º�¯MÌ�º�³¬µFÅ�±�»Í»Í¸

P = nkBT
)çÀ�«¬ª�ª0+

Î�¸�¶F´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶D)çÀ�« Ç:+1)çÀ�«¬ª�Ë:+�¸�µ4)çÀ�«¬ª�ª0+�Æ�±�Ô�¶F»ÍÛ�Æ�¸�Ærµ. 
·�´�Ä�Æ�³l¯0Ô�ÆYÆ�±�Ô�Êr¸%º�ÔY³lÆ�·�³lÅ�¸.² ±�¹¬Ù�µ>¯P±�é
²�³lÓ�Ô�¸¾¸�ò5¸�Å�µ>³¬ÌK·�´�²�¸�Æ�·�º�Ærµ@·�¸¾¹Bº
µ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯P¸¾·�Ô�²�¹Bº�¶P»¼º
¸�Æ�¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ[«

Γeff =
12T̃ + 5

9T̃ + 3

)çÀ�«¬ªxÀQ+
Î2º{Ä�â�Ô�¯P¸x)çÀ�«¬ª0+0Æ�±�Ô�¶o»Í±�Æ�µ>¯P¸¾¹�æ ´�Êr±�¹lÔ�µ>³l±�Æ!·�¸#¹çæ ³lÆ�·�³lÅ�¸7²�±�¹¬Ù�µ>¯P±�²�³lÓ�Ô�¸¾¸�ò5¸�Å�µ>³¬Ìà¸�Æ�Ìg±�Æ�Å�µ>³l±�ÆY·�¸#¹Bº
µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸¾±QPY¹l¸�¶c¹l³l»{³aµ>¸�¶0Ô�¹¬µ>¯>ºxén¯P¸�¹Bº�µ>³aÊ�³¬¶Mµ�¸.¸�µoÅ�¹lº�¶P¶>³¬Ó�Ô�¸¾¶P±�Æ�µc¯P¸�²�¯P´�¶P¸�Æ�µ>´�¸�¶%«

ó�ôMõ�ö>	2|
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10−3 10−2 100 10110−1
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g(

Γ ef
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4/3

�ê'*0�� À�«¬ª1� ýh� ù�� ú(û�� ù¼ýÿ�@ü#�(� �*ý ���ç üêþ�ù����¼û���ù þ����ú�üÄü8ÿcü� �û�� f ü�ý f ù ý� �ûç� ù¼ý �@ü#�¬�[ûsü��cþ�"��P� û�ú���ü

� ²�º�¯Mµ>³l¯h·�¸¾¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ")çÀ�«¬ª�Ë:+K%�¹Bº
·�¸�Æ�¶P³¬µ>´7·[æ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸.µ>±�µ�º�¹l¸.·�ÔY²�¹Bº�¶P»¼º
Å�±�Æ�¶Pµ>³¬µ>Ô�´7·�¸7·�¸�Ô�ú
¸�¶P²�Û�Å�¸�¶/% ²�¯P±�µ>±�Æ�¶c¸�µo´�¹l¸�Å�µ>¯P±�Æ�¶$%�¶�æ ´�Å�¯P³¬µ�Ñ

e = ee + ep = mnc2 + 3Pe
3Pe + ηmnc2

3Pe + 2ηmnc2
+ 3Pp

3Pp + mnc2

3Pp + 2mnc2

)çÀ�«¬ª�È:+
º�Ê�¸�Å

η = me/m
¸�¶Mµo¹l¸7¯>º�²�²�±�¯Mµc·�¸�¶o»¼º�¶P¶P¸�¶�«

Î2º8²�¯P¸�¶P¶P³l±�ÆYµ>±�µ�º�¹l¸.·�Ô�²�¹Bº�¶P»¼º
¸�ÆYÌg±�Æ�Å�µ>³l±�ÆY·�¸¾¹Bº µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸¾¸�¶Pµo·�±�Æ�Æ�´�¸¾²�º�¯[Ñ

P = Pe + Pp = (ne + np)kBT = 2nkBT
)çÀ�«¬ª%Õº+

Î°æ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ8Å�±�Æ�¶P³l·�´�¯P´�¸0¸�¶Mµ°¶PÔ�²�²�±�¶P´�¸F»Í±�Æ�±�·�³l»Í¸�Æ�¶>³¬±�Æ�Æ�¸�¹l¹¬¸&%xÅ�¸0Ó�Ô�³�Å�±�¯P¯P¸�¶P²�±�Æ�·; @Ô�Æ�¸0´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸
µ>¯>º�Æ�¶P²�±�¯Mµ>´�¸ ¶PÔ�¯Y·�¸ µ>¯PÛ�¶Y¹l±�Æ�â�Ô�¸�¶!·�³l¶Mµ�º�Æ�Å�¸�¶$%F²�º�¯!¸�ú�¸�»Í²�¹l¸&%} î¹çæ º�³l·�¸ ·�¸�¶@3M¸�µ>¶Y´�Æ�¸�¯Pâ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�¶
Å�±�¹l¹l³l»Íº�µ>´�¶�«àKº�¯8Å�±�Æ�¶P´�Ó�Ô�¸�Æ�µ/%�¹çæ ¸�Æ�¶P¸�»
á�¹l¸!·�¸�¶{´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶8·�³¬ò5´�¯P¸�Ærµ>³l¸�¹l¹l¸�¶»)çÀ�«¬ª0+K%.)çÀ�« Õº+#¸�µ7)çÀ�«ÁìQ+
·�´�Å�¯P³¬Ê�º�Ærµo¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�ÆY¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸.¸�¶Mµo·�±�Æ�Æ�´#²�º�¯

∂(γn)

∂t
+

∂(γnv)

∂x
= 0

)çÀ�«¬ªxìQ+

ó�ôMõ�ö>	$�
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(e + P )γ2
(

v
∂v

∂x
+

∂v

∂t

)

+
(

c2∂P

∂x
+ v

∂P

∂t

)

= 0
)çÀ�«¬ª�¿:+

(e + P )γ2
(∂v

∂x
+ v

∂v

∂t

)

+
(

v
∂e

∂x
+

∂e

∂t

)

= 0
)çÀ�«¬ªxðQ+

±QP
e
¸�µ

P
¶P±�Æ�µ@·�±�Æ�Æ�´�¸�¶@²�º�¯o¹l¸�¶o´�Ó�Ô�ºxµ�³¬±�Æ�¶�)çÀ�«¬ª�ÈQ+F¸�µ�)çÀ�«¬ª%Õº+K% ¯P¸�¶P²�¸�Å�µ>³¬Ê�¸�»Í¸�Ærµ.¸�Æ�Ìg±�Æ�Å�µ>³l±�Æ�·�¸

¹Bº
µ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯P¸�«

�;bnÑ � ã Òíì â�� î ã Ö×Ò á Õ�îKì â�ß Ô � õ â Õ�Ö Õ�Ô�ÒíÕ ãAß

Î°æ ´�µ>Ô�·�¸ ·�¸#¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ ·�¸�¶@²�¹Bº�¶P»¼º�¶c¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�¶c»Í¸�µo¸�Æ53M¸�Ô ·�¸�¶@´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶oØ�Ù�·�¯P±�·�Ù�Æ�ºxé
»Í³lÓ�Ô�¸�¶oÌg±�¯Mµ>¸�»Í¸�Ærµ@Æ�±�Æ�én¹l³lÆ�´%º�³¬¯P¸�¶o¸�µ.Å�±�»Í²�¹l¸�ú�¸�¶@·�±�Ærµ.¹Bº{¯P´�¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ Æ[æ ¸�¶Mµ.¸�Æ â�´�Æ�´�¯>º�¹�² ±�¶P¶P³lá�¹l¸
Ó�Ô[æ  µ>¯>º�Ê�¸�¯P¶{·�¸�¶{¶P³l»8Ô�¹Bº�µ>³¬±�Æ�¶
Æ�Ô�»Í´�¯P³lÓ�Ô�¸�¶�«�Î�¸�Ô�¯{¯P´�¶P±�¹¬Ô�µ�³¬±�Æ Æ�´�Å�¸�¶P¶P³¬µ>¸�¹Bº Å�±�Æ�Æ�º�³l¶P¶>º�Æ�Å�¸Y·�¸�¶
Å�±�Æ�·�³¬µ>³l±�Æ�¶!º�Ô�ú ¹l³l»{³aµ>¸�¶�«0Ö.º�Æ�¶Y¹l¸�¶!²�¯P±�á�¹lÛ�»Í¸�¶+·�¸ ¹Bº ²�Ø�Ù�¶P³lÓ�Ô�¸ ·�¸�¶Y²�¹Bº�¶P»¼º�¶$%há�¸%º�Ô�Å�±�Ô�²�·�¸
¶P³¬µ>Ô�º�µ>³l±�Æ�¶ÍÅ�±�Æ�Å�¸�¯PÆ�¸�ÆrµY·�¸�¶¼¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸�¶!±�Ô�Ê�¸�¯Mµ>¶+±�ÔW¶P¸�»Í³aén±�Ô�Ê�¸�¯Mµ>¶�«hÒo±�µ>¯P¸�±�áB3M¸�Å�µ>³¬Ì7·�º�Æ�¶¼Å�¸�µPµ>¸
µ>Ø�Û�¶P¸¾¸�¶Mµc·�¸.µ�¯P±�Ô�Ê�¸�¯FÔ�Æ�¸7¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ+ØrÙ�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸7Æ�Ô�»Í´�¯P³lÓ�Ô�¸7¶P³l»Í²�¹l¸@²�±�Ô�¯FÅ�¸�¶c´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶$%
 {¶>º%Ê�±�³l¯FÔ�Æ�¸¾¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ!¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³l¹lº�³¬¯P¸.·�´�Å�¯P³¬Ê�º�ÆrµoÅ�¸�¶o´�Å�±�Ô�¹l¸�»Í¸�Æ�µ>¶c¹l³lá�¯P¸�¶�«
Î2º!¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�¯P³aµ>´ ¸�¶Mµ#Ô�ÆÿÅ�±�Æ�Å�¸�²�µ#Ó�Ô�³°¶Mµ�³¬²�Ô�¹l¸8Ó�Ô�¸{¹Bº!·�³¬¶Pµ>¯P³lá�Ô�µ>³l±�Æ ¶P²�º�µ>³Bº�¹l¸
·�¸�¶¾Å%º�¯>º�Å�µ>´�é

¯P³l¶Mµ>³lÓ�Ô�¸�¶@·�Ô »Í±�Ô�Ê�¸�»Í¸�Ærµ.¯P¸�¶Mµ>¸
¶P³l»Í³l¹lº�³¬¯P¸D ¼¸�¹l¹l¸�én»5'�»{¸4 Íµ>±�Ô�µoµ>¸�»Í²�¶.·�Ô�¯>º�Ærµ.¹l¸ »Í±�Ô�Ê�¸�»Í¸�Ærµ%«
Î2º µ>¯�º�Æ�¶PÌg±�¯>»Íº�µ>³l±�Æ�º�·�´�Ó�Ô�º�µ>¸ÿ¸�¶Mµ á�º�¶P´�¸ ¶PÔ�¯�¹Bº ¶PÔ�²�²�±�¶P³¬µ>³l±�Æ�Ó�Ô�¸ Å�Ø�º�Ó�Ô�¸ ²�º�¯>º�»{Û�µ>¯>¸ ²�Ø�Ùré
¶P³lÓ�Ô�¸7»Í³l¶h¸�Æ@3M¸�ÔY²�¯P´�¶P¸�¯MÊ�¸¾¶>º
Ìg±�¯P»Í¸@·�Ô�¯>º�Ærµc¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ�%�¹l±�³lÆ+·�¸�¶FÅ�±�Æ�·�³¬µ>³l±�Æ�¶h³lÆ�³¬µ>³Bº�¹¬¸�¶0¸�µF·�¸�¶
Å�±�Æ�·�³¬µ>³l±�Æ�¶oº�Ô�ú�¹l³l»Í³aµ>¸�¶F¸�µ@²�º�¶o·�¸ â�¯>º�Æ�·�¸�Ô�¯oÅ�º�¯>º�Å�µ>´�¯P³l¶Mµ>³lÓ�Ô�¸#Æ[æ º�²�²�º�¯>º2IlµoÓ�Ô�¸#Å�¸ ¶P±�³¬µo·�º�Æ�¶o¹l¸�¶
´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶K±�Ô
·�º�Æ�¶K¹l¸�¶KÅ�±�Æ�·�³¬µ>³l±�Æ�¶�³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸�¶>! Èrì0#ç«�Ý°Æ
¸�ò5¸�µàÅ�¸�Å�³�¸�¶MµN3MÔ�¶Mµ>³¬Ä�´�Ó�Ô�º�Æ�·8Æ�±�Ô�¶àº�Ê�±�Æ�¶K¹Bº
Ó�Ô�º�¶P³aénÆ�¸�Ô�µ>¯>º�¹l³¬µ>´c·�¸@Å�Ø�º�¯>â�¸@·�Ô+»Í³l¹l³¬¸�Ô[«�Î2º#¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯�·�¸.Ö@¸�árÙr¸&%�²�¸�¯P·+¶P±�Æ+³l»Í²�±�¯Mµ�º�Æ�Å�¸cÅ�±�»Í»Í¸
¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯FÅ%º�¯>º�Å�µ>´�¯P³l¶Mµ>³lÓ�Ô�¸¾·�Ô�²�¹Bº�¶P»¼º�«�Âh¸#Ó�Ô�³[Ì�º�³¬µFÓ�Ô�¸#¹l¸�¶c¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ�¶0¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸�¶F·�´�Å�¯P³¬Ê�¸�Ærµ
¹l¸7Å�±�»Í²�±�¯Mµ>¸�»Í¸�Ærµoº�¶MÙ�»Í²�µ>±�µ>³lÓ�Ô�¸7·[æ Ô�Æ ²�¯P±�á�¹lÛ�»Í¸.¶>º�Æ�¶o¹l³l»{³aµ>¸�¶�«
Ö@¸+²�±�³lÆrµ
·�¸+Ê�Ô�¸+»¼º�µ>Ø�´�»¼º�µ>³lÓ�Ô�¸&%�¹l¸�¶ µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³¬±�Æ�¶ ¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³l¯P¸�¶ ¶P¸!á�º�¶P¸�Ærµ{¶PÔ�¯
¹l¸�¶

²�¯P±�²�¯P³l´�µ>´�¶
·�¸+¹çæ º�¹lâ�Û�á�¯P¸¼·�¸!Î[³l¸7! È�¿B%KÈrð0#ç«KÎ�¸+Å�Ø�±�³aú ·�¸+¹BºYµ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�ÆÿÆ[æ ¸�¶Mµ{²�º�¶ Ô�Æ�³lÓ�Ô�¸&%
³l¹F²�¸�Ô�µx'�µ>¯P¸�â�Ô�³l·�´Y²�º�¯Í·�¸�¶ÍÅ�±�Æ�¶P³l·�´�¯>º�µ>³l±�Æ�¶{²�ØrÙ�¶P³lÓ�Ô�¸�¶+±�Ôê·�¸�¶¼¯>º�³l¶P±�Æ�¶{·�¸�Å�±�»Í»Í±�·�³aµ>´�«°Î�¸�¶
Ê�º�¯P³Bº�á�¹l¸�¶

x
%[·�º�Æ�¶7¹l¸
Å%º�¶7»Í±�Æ�±�·�³l»Í¸�Æ�¶P³l±�Æ�Æ�¸�¹8%�¸�µ

t
¶P±�Ærµ#º�¹l±�¯P¶@Å�±�»
á�³lÆ�´�¸�¶7·�º�Æ�¶7Ô�Æ�¸8Æ�±�Ô�Ê�¸�¹l¹l¸
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¸�µY¶P¸�Ô�¹l¸ Ê�º�¯P³Bº�á�¹l¸
ξ = x/φ(t)

%0±QP
φ
¸�¶MµYÔ�Æ�¸ Ìg±�Æ�Å�µ>³l±�Æ�·�Ô�µ>¸�»Í²�¶$%0Ó�Ô�³7¯P´�·�Ô�³¬µ!¹l¸ ¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸

·[æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶+º�Ô�ú(·�´�¯P³¬Ê�´�¸�¶¼²�º�¯Mµ>³l¸�¹l¹¬¸�¶{¸�ÆWÔ�ÆW¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸ ·[æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶¼·�³¬ò5´�¯P¸�Ærµ>³l¸�¹l¹¬¸�¶{±�¯P·�³lÆ�º�³l¯P¸�¶
Ì�º�Å�³l¹l¸9 {¯P´�¶P±�Ô�·�¯P¸�«

í�Ô�³¬Ê�º�Æ�µ ¹l¸¼¯>º�³l¶P±�Æ�Æ�¸�»Í¸�Ærµ
·�¸!í�Å�Ø�º�»Í¸�¹1! È�¿0#?%�·�º�Æ�¶
¹l¸ÍÅ%º�¶
¹l¸Í²�¹lÔ�¶ ¶P³l»Í²�¹l¸Í·[æ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ ·�¸
ârº�Ï Æ�±�Æ�én¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬¶Mµ>¸�·�º�Æ�¶+¹l¸YÊ�³l·�¸&%�¹¬¸�¶¼´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶¼ØrÙ�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸�¶¼¶P±�Æ�µ¼¯P¸�²�¯P´�¶P¸�Æ�µ>´�¸�¶!²�º�¯
¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�ÆY·�¸¾Å�±�Ærµ>³lÆ�Ô�³¬µ>´7¸�µo¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ!·�¸¾»Í±�Ô�Ê�¸�»Í¸�Æ�µc¶PÔ�³¬Ê�º�Ærµ>¸�¶�Ñ

∂n

∂t
+

∂(nv)

∂x
= 0

)çÀ�«¬ª�Ç:+

mn
∂v

∂t
+ mn(v∇v) + ∇P = 0

)çÀ�«¬ª�ë:+
Î�¸�¶ÍÊ�º�¯P³Bº�á�¹l¸�¶{Ìg±�Æ�·�º�»Í¸�Ærµ�º�¹l¸�¶Í¶P±�Ærµ+Ô�Æ�³lÓ�Ô�¸�»Í¸�Æ�µ%Ñ�¹l¸Yµ>¸�»Í²�¶$%�¹Bº ·�³l¶Mµ�º�Æ�Å�¸ ¸�µ¼¹Bº ²�¯>¸�¶>¶P³l±�Æ[«

Î�¸�¶#º�Ô�µ>¯P¸�¶7¶P±�Ærµ¾·�¸�¶¾Å�±�»
á�³lÆ�º�³l¶P±�Æ�¶@·�¸8Å�¸�¶7µ>¯P±�³l¶.²�º�¯>º�»ÍÛ�µ>¯P¸�¶�«[Î�¸8¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸Íº�·�»Í¸�µ¾º�¹l±�¯P¶@µ>¯P±�³l¶
µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æ�¶0³lÆ�·�´�²�¸�Æ�·�º�Ærµ>¸�¶�«

Âh±�»Í²�µ>¸.µ>¸�Æ�Ô ·�¸¾Å�¸�¶c¯P¸�»¼º�¯PÓ�Ô�¸�¶$% Æ�±�Ô�¶c² ±�¶P±�Æ�¶o¹Bº µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æ+·�¸¾â�¯P±�Ô�²�¸¾¶PÔ�³¬Ê�º�Æ�µ>¸�Ñ

G :







t̃ = aα1t, x̃ = aα2x

Ñ = aβ1n, Ṽ = aβ2v

)çÀ�«ÁÀ�Ë:+

±QP
a
¸�¶Mµ7Ô�Æ�¸ Å�±�Æ�¶Mµ�º�Ærµ>¸
²�±�¶P³¬µ>³¬Ê�¸�«

α1
%
α2
%
β1
¸�µ

β2
¶P±�Ærµ.·�¸�¶.²�º�¯>º�»ÍÛ�µ>¯P¸�¶e ¼·�´�µ>¸�¯P»Í³lÆ�¸�¯o²�±�Ô�¯

Ó�Ô�¸#¹Bº µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æ!¶P±�³aµc³lÆ�Ê�º�¯P³Bº�Ærµ>¸7¸�µFÊr´�¯P³¬Ä�¸¾¹Bº
²�¯P±�²�¯P³l´�µ>´7²�±�Ô�¯Fµ>±�Ô�µ>¸.Ìg±�Æ�Å�µ>³l±�Æ
F

F (y) = f(a)F (ỹ)

±QP
f(a)

¸�¶MµoÔ�Æ�¸7Ìg±�Æ�Å�µ>³l±�ÆY·�Ô�²�º�¯>º�»ÍÛ�µ>¯P¸
a
«

Ý°Æ º�²�²�¹l³lÓ�Ô�º�Ærµ.Å�¸�¶.Æ�±�Ô�Ê�¸�¹l¹l¸�¶@Ê�º�¯P³Bº�á�¹l¸�¶.º�Ô�ú ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶;)çÀ�«¬ª�Ç:+F¸�µ5)çÀ�«¬ª�ë:+K%5¸�µ.¸�Æ ¶PÔ�²�²�±�¶>º�Ærµ¾¹l¸
Å%º�¶7¶P³l»Í²�¹l¸ ·[æ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ ³l¶P±�µ>Ø�¸�¯P»Í¸
·[æ Ô�Æ ârº�Ï
²�º�¯MÌ�º�³¬µ.±QP ¹Bº¼²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ ¸�¶Mµ¾·�±�Æ�Æ�´�¸8²�º�¯5)çÀ�«¬ª�ª0+K%
²�±�Ô�¯

f(a) = 1
%�Æ�±�Ô�¶c±�á�µ>¸�Æ�±�Æ�¶[Ñ

aα1−β1
∂Ñ

∂t̃
+ aα2−β1−β2

∂ÑṼ

∂x̃
= 0

ó�ôMõ�ö�=$¶
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aα1−β2
∂Ṽ

∂t̃
+ a−β2+α2−β2(Ṽ

∂Ṽ

∂x̃
) + aα2

T∂Ñ

mÑ∂x̃
= 0

Âh¸�¶o´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶cÅ�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�¸�Æ�µ@¹l¸�Ô�¯0Ìg±�¯P»Í¸7¶P³�¸�µc¶P¸�Ô�¹l¸�»Í¸�Æ�µc¶P³
α1 = α2 β2 = β1 = 0

«
Ö.º�Æ�¶cÅ�¸¾Å%º�¶$% Æ�±�Ô�¶c±�á�µ>¸�Æ�±�Æ�¶c¹l¸�¶F³lÆ�Ê�º�¯P³Bº�Ærµ>¶F¶PÔ�³¬Ê�º�Æ�µ>¶[Ñ

x̃

t̃
=

x

t
= ξ(x,t)

Ñ(ξ) = n(x,t)

Ṽ (ξ) = v(x,t)

ξ(x,t)
¸�¶Mµ@º�²�² ¸�¹l´�¸7Ê�º�¯P³Bº�á�¹l¸.¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸�«

í�±�Ô�¶
Å�¸�¶8Å�±�Æ�·�³¬µ>³l±�Æ�¶$%�¹l¸�¶
´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶
·�³¬ò5´�¯P¸�Ærµ>³l¸�¹l¹¬¸�¶ ²�¸�Ô�Ê�¸�Ærµ5'�µ>¯P¸!º�¹l±�¯P¶ ´�Å�¯P³¬µ>¸�¶
¸�Æîµ>¸�¯P»Í¸
·[æ Ô�Æ�¸#¶P¸�Ô�¹l¸7Ê�º�¯P³Bº�á�¹l¸7·�¸¾¶P³l»Í³¬¹Bº�¯P³aµ>´

ξ
«

�±�Ô�¯c´�Å�¯P³l¯P¸7Å�¸�¶o´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶oº%Ê�¸�Å#·�¸�¶câ�¯>º�Æ�·�¸�Ô�¯P¶c¶>º�Æ�¶o·�³l»Í¸�Æ�¶P³l±�Æ�%�±�ÆY²�±�¶P¸àÑ

ξ = x/bt , n = n0Ñ/αt , v = bṼ

±QP
b
¸�µ

α
¶P±�Ærµo·�¸�¶cÅ�±�Æ�¶Mµ�º�Æ�µ>¸�¶$% ¸�µc·�º�Æ�¶oÅ�¸¾Å%º�¶$%�±�Æ�º

∂

∂t
= −ξ

t

d

dξ
,

∂

∂x
=

1

bt

d

dξ
¸�µo±�ÆYµ>¯P±�Ô�Ê�¸àÑ

(Ṽ − ξ)
dÑ

dξ
− Ñ + Ñ

dṼ

dξ
= 0

(Ṽ − ξ)
dṼ

dξ
+

kBT

mb2Ñ

dÑ

dξ
= 0

b
º%Ùrº�Æ�µ@¹Bº8·�³l»Í¸�Æ�¶P³l±�Æ�·[æ Ô�Æ�¸#Ê�³aµ�¸�¶>¶P¸&%�±�Æ�²�¸�Ô�µ7º�³¬¶>´�»Í¸�Æ�µoÅ�Ø�±�³l¶P³l¯

b2 = kBT/m
Ó�Ô�³�¯P¸�²�¯P´�¶P¸�Ærµ>¸

¹l¸+Å%º�¯P¯P´!·[æ Ô�Æ�¸+Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸Yº�Å�±�Ô�¶Mµ>³lÓ�Ô�¸�«°Î2º Å�±�Æ�¶Mµ�º�Ærµ>¸
α
¸�¶Mµ{Å�Ø�±�³l¶P³l¸¼Å�±�»Í»Í¸

α = ωpt
±QP

ωp =
√

4πn0e2/m
¸�¶Mµo¹Bº Ìg¯P´�Ó�Ô�¸�Æ�Å�¸ ·�Ô�²�¹lº�¶P»¼º8¸�µ

n0
¸�¶Mµo¹Bº
·�¸�Æ�¶P³¬µ>´¾³lÆ�³¬µ>³Bº�¹¬¸.·�Ô�²�¹Bº�¶P»¼º�«

ó�ôMõ�ö�=�÷
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�;b	� 
 îíÔ ç�á Õîpì â©ß Ô � õ â Õ�Ö Õ�Ô�ÒÉÕ ã+ß

�±�Ô�¯Kµ>¯P±�Ô�Êr¸�¯àÔ�Æ�¸F¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ ¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹Bº�³¬¯P¸h² ±�Ô�¯°¹¬¸0¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸F·[æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶°¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬¶Mµ�¸�¶})çÀ�«¬ªxìQ+K%
)çÀ�«¬ª�¿:+5¸�µ*)çÀ�«¬ªxðQ+K%�Æ�±�Ô�¶�º�Ê�±�Æ�¶2¶PÔ�³¬Ê�³r¹BºF²�¯P±�Å�´�·�Ô�¯P¸�·�¸�Å%º�¹lÅ�Ô�¹l¶�·�´�Å�¯P³¬µ>¸�·�º�Æ�¶2¹BºF¶P¸�Å�µ>³l±�Æ#²�¯P´�Å�´�·�¸�Æ�µ>¸�«
Ýàµ�º�Æ�µ°·�±�Æ�Æ�´FÓ�Ô�¸F¹Bº@Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸F·�¸F¹Bº@¹lÔ�»Í³lÛ�¯P¸h¸�¶Mµ�¹Bº@¶P¸�Ô�¹l¸0Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸FÅ%º�¯>º�Å�µ>´�¯P³l¶Mµ>³lÓ�Ô�¸0·�¸F¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ�%
Æ�±�Ô�¶@º%Ê�±�Æ�¶c²�±�¶P´¾¹Bº
Ê�º�¯P³Bº�á�¹l¸.¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸.´�ârº�¹l¸� 

ξ = x/ct

Ý°Æ�³lÆ�µ>¯P±�·�Ô�³l¶>º�Æ�µF¹Bº
Æ�±�¯P»¼º�¹l³¬¶>º�µ>³l±�Æ!¶PÔ�³¬Ê�º�Ærµ>¸

Ñ = nωpt/n0, Ṽ = v/c
)çÀ�«ÁÀ�ª0+

Æ�±�Ô�¶h·�´�·�Ô�³l¶P±�Æ�¶$%�º�²�¯PÛ�¶hÓ�Ô�¸�¹lÓ�Ô�¸�¶0»Íº�Æ�³l²�Ô�¹Bº�µ>³¬±�Æ�¶�»¼º�µ>Ø�´�»Íº�µ>³lÓ�Ô�¸�¶$%�Ó�Ô�¸@¹l¸c¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸7º�·�»Í¸�µ�Ô�Æ�¸
¶P±�¹lÔ�µ>³l±�ÆW¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸ ¶P³.¸�µY¶P¸�Ô�¹l¸�»Í¸�ÆrµY¶P³?%h¹Bºÿµ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸ ¸�¶MµYÆ�±�¯P»¼º�¹l³¬¶P´�¸ ·�¸ ¹Bº »¼º�Æ�³lÛ�¯P¸
¶PÔ�³¬Ê�º�Ærµ>¸

T̃ = T/mc2

àº�¯FÅ�±�Æ�¶P´�Ó�Ô�¸�Æ�µ/% ¹l¸7¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸#·[æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶c·�³¬ò5´�¯P¸�Ærµ>³l¸�¹l¹l¸�¶0±�¯P·�³lÆ�º�³l¯P¸�¶0Æ�±�¯P»¼º�¹l³¬¶P´�¸�¶c¸�¶Mµ�Ñ

dÑ

dξ
=

Ñ

(Ṽ − ξ)

(

1 − γ2(1 − Ṽ ξ)
dṼ

dξ

) )çÀ�«ÁÀ�ÀQ+

dṼ

dξ
=

2T̃
{

Ṽ − (1−Ṽ ξ)

(Ṽ −ξ)

}

/γ2

{

1 + 2T̃ + 3T̃ (A + B)
}

(Ṽ − ξ) − 2T̃ (1−Ṽ ξ)2

(Ṽ −ξ)

{

1 + 2
(C+D)

}

)çÀ�«ÁÀ�È:+

dT̃

dξ
=

−2T̃ (1 − Ṽ ξ)γ2

(Ṽ − ξ)(C + D)

dṼ

dξ

)çÀ�«ÁÀ�Õº+
º�Ê�¸�Å

ó�ôMõ�ö�=-	
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A =
3T̃ + η

3T̃ + 2η
B =

3T̃ + 1

3T̃ + 2

C =
27T̃ 2 + 36T̃ η + 6η2

(3T̃ + 2η)2
D =

27T̃ 2 + 36T̃ + 6

(3T̃ + 2)2

Ö.º�Æ�¶�Æ�±�µ>¯P¸oº�²�²�¹l³lÅ%º�µ>³l±�Æ�%�Æ�±�Ô�¶�Æ�±�Ô�¶�³lÆrµ>´�¯P¸�¶P¶P±�Æ�¶hº�Ô�ú{¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ�¶�·�¸�¶�²�¹Bº�¶P»¼º�¶àÓ�Ô�³ ±�Ærµ�·�¸�¶
Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸�¶#³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸�¶@¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�¶

Ṽ ≥ 0.1
%5Å�¸{Ó�Ô�³àÅ�±�¯P¯P¸�¶P²�±�Æ�·" !Ô�Æ Ì�º�Å�µ>¸�Ô�¯7·�¸{Î�±�¯P¸�Ærµ>Ï

γ ≥ 1
%

¹l±�³lÆ¼·�Ô!Å�¸�Ærµ>¯P¸7·�¸@¹çæ ±�áB3M¸�µ0Å�±�»Í²�º�Å�µ/%�² ±�Ô�¯hÊ�º�³lÆ�Å�¯P¸.¹Bº#â�¯>º�Ê�³¬µ>´�«�Î�¸@Ü�Ô�³l·�¸.¸�¶MµFÅ�±�Æ�¶P³l·�´�¯P´.Å�±�Ærµ>³lÆ�Ô
¸�µ ·�¸{Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸¼¶PÔ�á�¶P±�Æ�³lÓ�Ô�¸

v < cs
%
cs
¸�¶Mµ ¹Bº+Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸¼·�Ô ¶P±�Æ�%2² ±�Ô�¯#Æ�¸Í²�º�¶¾µ>¸�Æ�³l¯¾Å�±�»Í²�µ>¸{·�¸�¶

±�Æ�·�¸�¶o·�¸¾Å�Ø�±�Å�«

�;b�� t ñ áFÓ î?ï ß ï ß ã ñ â îíÔ ç�á Õîpìðì ç Ö ñ ã Õ$Ô ç�ß

Î2º8¯P´�¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ!·�Ô�¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸#·[æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶c·�³¬ò5´�¯P¸�Æ�µ>³l¸�¹l¹¬¸�¶F±�¯P·�³lÆ�º�³l¯P¸�¶�)çÀ�«ÁÀ�ÀQ+K%F)çÀ�«ÁÀ�È:+h¸�µ@)çÀ�«ÁÀ�Õº+
¶�æ ¸�¶MµK¸�ò5¸�Å�µ>Ô�´�¸0º%Ê�¸�Å�¹Bº0»Í´�µ>Ø�±�·�¸°·�¸�ÉcÔ�Æ�â�¸�é�O7Ô�µPµ�º�«xÂh¸�µPµ>¸�·�¸�¯PÆ�³lÛ�¯P¸&%�¸�¶Mµ�Ô�Æ�¸�»Í´�µ>Ø�±�·�¸�·[æ º�Æ�º�¹¬Ù�¶P¸
Æ�Ô�»Í´�¯P³lÓ�Ô�¸7·[æ º�²�²�¯P±�ú�³l»¼º�µ>³¬±�Æ!·�¸¾¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ!·[æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶o·�³aò5´�¯P¸�Æ�µ>³l¸�¹l¹¬¸�¶�! È�Ç0#ç« Ý°¹l¹l¸7¯P¸�²�±�¶P¸¾¶PÔ�¯o¹l¸
²�¯P³lÆ�Å�³l²�¸7·�¸�¶o³¬µ>´�¯>º�µ>³l±�Æ�¶$%�Å�æ ¸�¶MµMé� xén·�³l¯P¸7Ó�Ô[æ Ô�Æ�¸#²�¯P¸�»Í³lÛ�¯P¸¾¸�¶Mµ>³l»¼º�µ>³¬±�Æ!·�¸¾¹Bº8¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ!¸�¶Mµ@Ô�µ>³l¹¬³l¶P´�¸
²�±�Ô�¯cÅ%º�¹lÅ�Ô�¹l¸�¯0Ô�Æ�¸¾¶>¸�Å�±�Æ�·�¸ ¸�¶Mµ>³l»¼º�µ>³¬±�Æ�H�²�¹lÔ�¶F²�¯P´�Å�³l¶P¸&% ¸�µ@º�³lÆ�¶P³[·�¸¾¶PÔ�³¬µ>¸�«
Ý°¹l¹l¸.¸�¶Mµo¸�ú�²�¹l³lÅ�³¬µ>´�¸7¸�Æ�Å�±�Æ�¶P³l·�´�¯>º�Ærµo¹l¸7²�¯P±�á�¹lÛ�»Í¸7¶PÔ�³¬Ê�º�Æ�µ�Ñ

y′ = f(t,y), y(t0) = y0

Òo±�Ô�¶�º%Ê�±�Æ�¶!Ô�µ>³l¹l³l¶P´ ¹Bº »Í´�µ>Ø�±�·�¸ ·�¸ ÉcÔ�Æ�â�¸�é�O7Ô�µPµ�ºî·[æ ±�¯P·�¯P¸ ÕÛ)�É.O7Õº+-%h¸�¹l¹l¸ ¸�¶Mµ�·�±�Æ�Æ�´�¸ ²�º�¯
¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ

yn+1 = yn +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

º�Ê�¸�Å

k1 = f(tn,yn)

k2 = f(tn + h
2
,yn + h

2
k1)

ó�ôMõ�ö�=�=
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k3 = f(tn + h
2
,yn + h

2
k2)

k4 = f(tn + h,yn + hk3)
±QP

h
¸�¶Mµ@¹l¸7²�º�¶c·�¸¾¹çæ ³¬µ>´�¯>º�µ>³¬±�Æ+¸�µ

(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)/6
¯P¸�²�¯P´�¶P¸�Ærµ>¸#¹Bº8²�¸�Æ�µ>¸�«

Î2º#Ê�º�¹l¸�Ô�¯0¶PÔ�³¬Ê�º�Æ�µ>¸
(yn+1)

¸�¶Mµoº�²�²�¯P±�Å�Ø�´�¸7²�º�¯0¹Bº ¶P±�»Í»Í¸@·�¸.¹Bº#Ê�º�¹l¸�Ô�¯Fº�Å�µ>Ô�¸�¹l¹l¸
(yn)

¸�µc·�Ô
²�¯P±�·�Ô�³¬µ¾·�¸{¹Bº¼µ�º�³l¹l¹¬¸
·�¸{¹çæ ³lÆrµ>¸�¯MÊ�º�¹l¹l¸

(h)
²�º�¯¾¹Bº+²�¸�Ærµ>¸{¸�¶Mµ>³l»Í´�¸�«2Î°æ ¸�¯P¯P¸�Ô�¯7µ>±�µ�º�¹l¸
Å�±�»Í»Í³l¶P¸
¸�¶Mµ

·�¸¾¹çæ ±�¯P·�¯P¸7·�¸
h4 «

�;b	 { ñ â�ç Ô á Ò á$â ßná ï�Õ â�ónç÷â�â Õ�îKì

Î2º¼¯P´�¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ ·�¸�¶.´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶;)çÀ�«ÁÀ�ÀQ+K%J)çÀ�«ÁÀ�È:+c¸�µ5)çÀ�«ÁÀ�Õº+cÆ�±�Ô�¶7º+² ¸�¯P»Í³l¶@·�¸8¯P¸�²�¯P´�¶P¸�Ærµ>¸�¯7¶PÔ�¯
¹BºÍÄ�â�Ô�¯P¸»)çÀ�«ÁÀQ+c¹�æ ´�Êr±�¹lÔ�µ>³l±�Æ�·�¸
¹Bº¼·�¸�Æ�¶P³¬µ>´&%�Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸
¸�µ.µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸ Æ�±�¯P»¼º�¹l³¬¶P´�¸�¶1 +¹l¸�Ô�¯oÊ�º�¹l¸�Ô�¯
³lÆ�³¬µ>³Bº�¹l¸0¸�Æ{Ìg±�Æ�Å�µ>³l±�Æ{·�¸o¹Bº.Ê�º�¯P³Bº�á�¹l¸F·�¸c¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹Bº�¯P³aµ>´�«�Âh¸�µPµ>¸cÊ�º�¯P³Bº�á�¹l¸FÆ�¸c·�¸�Ê�¯>º�³¬µ�²�º�¶�·�´�²�º�¶P¶P¸�¯
¹çæ Ô�Æ�³¬µ>´7Ó�Ô�³�Å�±�¯P¯P¸�¶P²�±�Æ�·< {¹Bº Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸#·�¸¾¹Bº
¹lÔ�»Í³lÛ�¯P¸�«

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
0

0.5

1

1.5

2

2.5

ξ

N / N
0

V / V
0

T / T
0

�ê'*0�� À�«ÁÀ���� ��ù��°� ø��@ü!�¬� �@ü�ý<ø��*ûn"��#�@ü!�¬� ���*ûsü ø ø�üÂü�û �@ü!�¬�àûsü��cþ�"��P� û�ú���ü�ý&ù����Í�����Uø�" ü ø»¹ �Uü�ú���ø
�����Uü�ú���ø#�*ý��*û������Uü øKü�ý f ù¼ý5 �û�� ù¼ý �@ü ξ þ�ù¼ú��¾�Uü ø¾�����Uü�ú���ø#�*ý��*û������Uü ø Ñ0 = 1 � Ṽ0 = 0.35 ü�û T̃0 = 1

Kº�¯¼¹çæ ¸�ò5¸�µ¼·�ÔWâ�¯>º�·�³l¸�Ærµ¼·�¸ ¹Bº ²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ(µ>Ø�¸�¯P»Í³lÓ�Ô�¸ ¶P¸�Ô�¹?%�¹Bºÿ·�¸�Æ�¶P³¬µ>´ ¸�µ+¹Bº µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸
·�´�Å�¯P±�³l¶P¶P¸�Æ�µhº%Ê�¸�Åo¹Bº@Ê�º�¯P³Bº�á�¹l¸0¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸&%�Å�¸cÓ�Ô�³�¸�¶Mµ�·��5 7¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ{¸�µ�º�ÔÍ¯P¸�Ìg¯P±�³l·�³l¶P¶P¸�»Í¸�Ærµ
·�¸¾¹Bº8»¼º�µ>³lÛ�¯P¸&%�¸�Æ�¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ�¹l³lá�¯P¸&%�·�º�Æ�¶c¹l¸.Ê�³l·�¸�«
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Î2º�Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸+Å�¯P±&Ilµ
·[æ Ô�Æ�¸¼Ì�º&M�±�Æ »Í±�Æ�±�µ>±�Æ�¸&%2¹Bº »¼º�µ>³lÛ�¯P¸Í´�3M¸�Å�µ>´�¸!Å�±�Ærµ>³lÆ�Ô�¸+·[æ '�µ>¯P¸!º�Å�Å�´�¹l´�¯P´�¸&%
º�Å�Å�´�¹l´�¯>º�µ>³l±�Æ ·�Ô�¸!º�Ôîâ�¯>º�·�³l¸�Ærµ
·�¸¼²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æîµ>Ø�¸�¯P»Í³lÓ�Ô�¸&%�3MÔ�¶PÓ�Ô[æ  Å�¸+Ó�Ô�¸+¶P±�Æ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸¼³lÆrµ>¸�¯PÆ�¸
¶P±�³¬µc¶PÔBüÍ¶>º�»Í»Í¸�ÆrµoÅ�±�ÆrÊr¸�¯Mµ>³l¸¾¸�Æ�´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸7Å�³lÆ�´�µ>³lÓ�Ô�¸&%�¶PÔ�³¬Ê�º�Æ�µcÔ�Æ�¸¾¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ�¹l³lá�¯P¸�«
�±�Ô�¯cµ>±�Ô�¶o¹l¸�¶c²�¯P±�Ä�¹l¶$%�¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ º�µPµ>¸�³lÆ�µc¶P±�Æ »¼ºxú�³l»
Ô�»ó ÍÔ�Æ�¸¾Ê�º�¹¬¸�Ô�¯oÅ�±�¯P¯P¸�¶P² ±�Æ�·�º�Æ�µ1 

¹Bº#²�±�¶>³aµ�³¬±�Æ¼±QP¼¹Bº#¶P±�¹lÔ�µ>³l±�ÆÍ¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸cÆ[æ ¸�¶Mµ0²�¹lÔ�¶�Ê�º�¹Bº�á�¹l¸�«�Âh¸�µPµ>¸oÊ�º�¹l¸�Ô�¯hº�Ô�én·�¸�¹w #·�¸@¹Bº�Ó�Ô�¸�¹l¹l¸
·�¸�¶c³lÆ�¶Mµ�º�á�³l¹¬³aµ>´�¶h²�Ø�Ù�¶P³lÓ�Ô�¸�¶oº�²�²�º�¯>º�³l¶P¶P¸�Æ�µ/%�¸�¶MµFµ>¯PÛ�¶F¶P¸�Æ�¶P³lá�¹l¸7º�Ô�ú!Å�±�Æ�·�³¬µ>³l±�Æ�¶0³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸�¶1! È�ë0#ç« Âh¸�¶
³lÆ�¶Mµ�º�á�³l¹l³aµ>´�¶
²�±�Ô�¯P¯>º�³l¸�Ærµ{¶P³lâ�Æ�³¬Ä�¸�¯
Ó�Ô�¸Y¹Bº Æ�¸�Ô�µ>¯>º�¹l³¬µ>´+·�¸YÅ�Ø�º�¯Pâ�¸Y¸�¶Mµ8Ê�³l±�¹l´�¸!¸�µ{·�º�Æ�¶{Å�¸YÅ%º�¶{¹l¸
»Í±�·�Û�¹l¸.Ô�Æ�é Ü�Ô�³l·�¸7Æ�¸7²�¸�Ô�µo²�¹lÔ�¶�'�µ>¯P¸¾º�²�²�¹l³lÓ�Ô�´�«�Ö æ º�Ô�µ>¯P¸�¶c´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶FÅ�±�Ô�²�¹l´�¸�¶oº%Ê�¸�Å¾¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ
·�¸��±�³l¶P¶P±�Æê·�´�Å�¯P³l¯>º�³l¸�Ærµ8»Í³l¸�Ô�ú ¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ Ì�º�³l¶>º�Æ�µ{º�¹l±�¯P¶
³lÆrµ>¸�¯MÊr¸�Æ�³l¯
¹Bº ¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯8·�¸�Ö@¸�árÙ�¸
Å�±�»Í»Í¸o¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯�Å%º�¯>º�Å�µ>´�¯P³l¶Mµ>³lÓ�Ô�¸o¸�µ0·�º�Æ�¶�Å�¸.Å%º�¶�¹Bº#»Í´�µ>Ø�±�·�¸@¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸cÆ�¸o²�¸�Ô�µ0²�¹lÔ�¶>'�µ>¯>¸
º�²�²�¹l³lÓ�Ô�´�¸�«

½����*��� áv£BÃe±e���1¢J§�¢>¯°¦N£A§�¤�Â*Ãe�
Î�¸oÅ�Ø�±�³aúÍ·�¸�¶�Ê�º�¹l¸�Ô�¯P¶�³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸�¶�·�´�² ¸�Æ�·!·�¸o¹Bº7¶>³aµ�Ô�ºxµ�³¬±�ÆÍ²�ØrÙ�¶P³lÓ�Ô�¸@´�µ>Ô�·�³l´�¸�«�Ö.º�Æ�¶hÅ�¸�µPµ>¸@²�º�¯<é

µ>³l¸&%�Æ�±�Ô�¶�º�¹l¹¬±�Æ�¶K´�µ>Ô�·�³l¸�¯à¹l¸�¶à¸�ò5¸�µ>¶°·�¸F¹BºoÊ�³¬µ>¸�¶P¶P¸F¸�µ°·�¸F¹Bºoµ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯P¸F³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸�¶K¶PÔ�¯à¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ
·[æ Ô�Æ ²�¹lº�¶P»¼º8¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬¶Mµ>¸7·�º�Æ�¶c¹l¸.Ê�³l·�¸�«
Î�¸�¶à±�¯P·�¯P¸�¶à·�¸hâ�¯>º�Æ�·�¸�Ô�¯à·�¸�¶KÊ�³¬µ>¸�¶P¶P¸�¶°¸�µ°·�¸�¶Kµ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸�¶K³lÆ�³¬µ>³Bº�¹¬¸�¶�²�¯P³l¶P¸�¶à¸�Æ8Å�±�»Í²�µ>¸h·�º�Æ�¶

Æ�±�µ>¯P¸o´�µ>Ô�·�¸@¶P±�Æ�µ�µ>¸�¹l¶�Ó�Ô�¸@¹l¸�¶�Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸�¶h¶P±�Æ�µh¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�¶$%r¹l³l»{³aµ>´�¸�¶�²�º�¯�¹Bº7Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸@·�¸o¹Bº¾¹lÔ�»Í³¬Û�¯P¸
0.1 ≤ v/c ≤ 1

³ç« ¸&%
107 ≤ v ≤ 108m/s

¸�µ7¹Bº{µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸ ·�¸8¹çæ ±�¯P·�¯P¸ ·�¸
¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸#·�¸8»¼º�¶P¶P¸
·�Ô�²�¯P±�µ>±�Æ[Ñ

T ≥ 0.1mc2 ³ç« ¸&% T ≥ 1012K

¥��w��� ¦ � ¦ Ã�� ¸X°[½�¸/¯® ¨�¬*°�¸(µ�µ¸
í�Ô�¯o¹l¸�¶cÄ�â�Ô�¯P¸�¶;)çÀ�« È:+-%F)çÀ�« Õº+F¸�µ;)çÀ�«ÁìQ+0Æ�±�Ô�¶.º�Ê�±�Æ�¶@´�µ>Ô�·�³l´#¹çæ ¸�ò5¸�µ@·�¸ ¹Bº8Ê�º�¹l¸�Ô�¯@³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸7·�¸ ¹Bº

Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸#¶PÔ�¯c¹l¸�¶c²�¯P±�Ä�¹l¶F·�¸¾¹Bº
·�¸�Æ�¶P³¬µ>´&%�·�¸¾¹Bº
Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸¾¸�µo·�¸¾¹Bº µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸�«

ó�ôMõ�ö�=$R
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�ê'*0�� À�« Èþ��� ��ù��°� ø �@ü �¬� �@ü�ý<ø��*ûn"Âý&ù����Í�����Uø�" ü7¹àø%�î�����Uü�ú����*ý��*û������Uü/ü�ý f ù¼ý5 �û�� ù¼ý��@ü ξ þ�ù¼ú��
��� ÿ@"�� ü�ý�ûsü ø7�����Uü�ú���ø �@ü#�¬�Í���*ûsü ø ø�ü¾�*ý��*û������Uü Ṽ0 = 0.35(−· ) � Ṽ0 = 0.4( · · · ) � Ṽ0 = 0.45(−−) ü�û
Ṽ0 = 0.5(−−) ��� ü� Ñ0 = 1 ü�û T̃0 = 1
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�ê'*0�� À�« ÕÊ��� ��ù��°� ø �@ü �¬� ���*ûsü ø ø�ü�ý&ù����Í�����Uø�" üþ¹Gø%� �����Uü�ú�� �*ý��*û������Uüàü�ý f ù¼ý5 �û�� ù¼ý �@ü ξ þ�ù¼ú��
��� ÿ@"�� ü�ý�ûsü ø7�����Uü�ú���ø �@ü#�¬�Í���*ûsü ø ø�ü¾�*ý��*û������Uü Ṽ0 = 0.35(−· ) � Ṽ0 = 0.4( · · · ) � Ṽ0 = 0.45(−−) ü�û
Ṽ0 = 0.5(−−) ��� ü� Ñ0 = 1 ü�û T̃0 = 1
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�ê'*0�� À�«Áì9��� ��ù��°� ø#�(ü7�¬�Wûsü��cþ�"��P� û�ú���üÉý&ù����Í�����Uø�" ü�¹Kø%�{�����Uü�ú��7�*ý��*û������Uüpü�ý f ù¼ý5 �û�� ù¼ý �@ü ξ þ�ù¼ú��
��� ÿ@"�� ü�ý�ûsü ø7�����Uü�ú���ø �@ü#�¬�Í���*ûsü ø ø�ü¾�*ý��*û������Uü Ṽ0 = 0.35(−· ) � Ṽ0 = 0.4( · · · ) � Ṽ0 = 0.45(−−) ü�û
Ṽ0 = 0.5(−−) ��� ü� Ñ0 = 1 ü�û T̃0 = 1

ånÆ�·�´�² ¸�Æ�·�º�»Í»Í¸�Æ�µF·�¸�¶FÅ�±�Æ�·�³¬µ>³l±�Æ�¶h³lÆ�³¬µ>³Bº�¹¬¸�¶h·�¸7¹Bº ·�¸�Æ�¶P³¬µ>´&%�²�±�Ô�¯0Ô�Æ�¸.µ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯P¸.³lÆ�³¬µ>³Bº�¹¬¸
Ä�ú�´�¸

T0 = 1
%K²�¹lÔ�¶
¹BºYÊ�³¬µ>¸�¶P¶P¸!³lÆ�³¬µ>³Bº�¹l¸Í¸�¶Mµ8´�¹l¸�Ê�´�¸&%à²�¹lÔ�¶
¹l¸¼²�¹Bº�¶P»¼º ¸�¶Mµ{º�Å�Å�´�¹l´�¯P´&%à»Í±�³¬Æ�¶ ³l¹�¶P¸

¯P¸�Ìg¯P±�³l·�³¬µF¸�µo¹Bº
·�¸�Æ�¶P³¬µ>´¾·�´�Å�¯P±&Ilµc²�¹lÔ�¶FÊ�³¬µ>¸�«�Î°æ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ�¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸.¸�¶Mµo²�¹lÔ�¶c¯P´�·�Ô�³¬µ>¸�«

¥��w��� ¦ �l¥ Ã�� ¸X°[½�¸/¯®/°�¸�§G¨1ª@»�<°�·�»�¸
í�Ô�¯F¹l¸�¶0Ä�â�Ô�¯P¸�¶@)çÀ�« ¿:+-%¡)çÀ�«ÁðQ+h¸�µ@)°À�« Ç:+hÆ�±�Ô�¶cº�Ê�±�Æ�¶c´�µ>Ô�·�³l´7¹çæ ¸�ò5¸�µc·�¸¾¹Bº Ê�º�¹l¸�Ô�¯c³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸@·�¸¾¹Bº

µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸¾¶PÔ�¯c¹l¸�¶F²�¯P±�Ä�¹l¶F·�¸¾¹Bº8·�¸�Æ�¶P³¬µ>´&%�·�¸¾¹Bº Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸#¸�µo·�¸¾¹Bº µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸�«

ó�ôMõ�ö�=0|
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��� ÿ@"�� ü�ý�ûsü ø¾�����Uü�ú���ø
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��� ÿ@"�� ü�ý�ûsü ø¾�����Uü�ú���ø
�@ü#�¬�[ûsü��cþ�"��P� û�ú���ü#�*ý��*û������ ü T̃0 = 0.25(−· ) � T̃0 = 0.5( · · · ) � T̃0 = 1(−−)
ü�û T̃0 = 2(−−) ��� ü� Ñ0 = 1 ü�û Ṽ0 = 0.35
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�ê'*0�� À�« Ç���� ��ù��°� ø#�(ü7�¬�Wûsü��cþ�"��P� û�ú���üÉý&ù����Í�����Uø�" ü�¹Kø%�{�����Uü�ú��7�*ý��*û������Uüpü�ý f ù¼ý5 �û�� ù¼ý �@ü ξ þ�ù¼ú��
��� ÿ@"�� ü�ý�ûsü ø¾�����Uü�ú���ø
�@ü#�¬�[ûsü��cþ�"��P� û�ú���ü#�*ý��*û������ ü T̃0 = 0.25(−· ) � T̃0 = 0.5( · · · ) � T̃0 = 1(−−)

ü�û T̃0 = 2(−−) ��� ü� Ñ0 = 1 ü�û Ṽ0 = 0.35

ånÆ�·�´�² ¸�Æ�·�º�»Í»Í¸�Æ�µ�·�¸�¶KÅ�±�Æ�·�³¬µ>³l±�Æ�¶2³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸�¶�·�¸�¹BºF·�¸�Æ�¶P³¬µ>´&%�²�±�Ô�¯2Ô�Æ�¸�Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸�³lÆ�³¬µ>³Bº�¹l¸à·�±�Æ�Æ�´�¸
V0 = 0.35

%�²�¹lÔ�¶@¹Bº{µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸ ³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸#º�Ô�â�»Í¸�Ærµ>¸&%�¹l¸ ²�¹Bº�¶P»¼º{¶P¸
¯P¸�Ìg¯P±�³l·�³¬µo¸�µ.·�´�Å�´�¹lÛ�¯P¸
¸�µ.¹Bº
·�¸�Æ�¶P³¬µ>´Y·�´�Å�¯P±�³¬µ{»Í±�³lÆ�¶
Ê�³¬µ>¸�«°Î2º ¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ ¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³l¹lº�³¬¯P¸+¸�¶Mµ¼²�¹¬Ô�¶{´�µ>¸�Æ�·�Ô�¸�â�¯>º�Å�¸� ¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸
µ>Ø�¸�¯P»Í³lÓ�Ô�¸¾¶PÔ�²�²�¹l´�»Í¸�Ærµ�º�³l¯P¸7·�Ô�¸D 8¹çæ º�Ô�â�»Í¸�Ærµ�º�µ>³l±�Æ+·�¸¾¹Bº
µ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯P¸¾³lÆ�³¬µ>³Bº�¹¬¸�«

�;b��  Õ á�ßåâ�â�ß ï ç â îpì ßná Ô�ÕÖ Õ á�ß ï ß ÔXè ßêé�ë Òíì â Õ�îKì â�ß Ô � õ â ÕÖ Õ�Ô�ÒÉÕ ã+ß

�±�Ô�¯�´�µ>Ô�·�³l¸�¯�¹l¸F¯(��¹l¸F·�¸�¶�Å�±�Æ�·�³¬µ>³l±�Æ�¶°³lÆ�³¬µ>³Bº�¹¬¸�¶°¶PÔ�¯�¹l¸�¶�¹l³l»{³aµ>¸�¶°·�¸c¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�ÆÍ¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸&%
Æ�±�Ô�¶hº�Ê�±�Æ�¶�µ>¯>º�Å�´c¶PÔ�¯�¹l¸�¶°Ä�â�Ô�¯P¸�¶1)çÀ�« ë:+à¸�µ1)çÀ�«¬ª�Ë:+-%r¹Bº.Ê�º�¹l¸�Ô�¯�¹l³l»Í³aµ>¸0·�Ô¼²�º�¯>º�»ÍÛ�µ>¯P¸c¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸
ξlim

¸�ÆYÌg±�Æ�Å�µ>³l±�ÆY·�¸¾¹Bº Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸#³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸.¸�µc·�¸#¹Bº µ>¸�»Í²�´�¯�ºxµ�Ô�¯P¸7³lÆ�³¬µ>³Bº�¹¬¸&%�¯P¸�¶P²�¸�Å�µ>³¬Ê�¸�»Í¸�Æ�µ%«
� ²�º�¯Mµ>³l¯�·�¸�¹BºhÄ�â�Ô�¯P¸e)çÀ�« ë:+-%�Æ�±�Ô�¶�º%Ê�±�Æ�¶2µ>¯P±�Ô�Ê�´�Ó�Ô�¸�² ±�Ô�¯2Ô�Æ�¸°µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸�³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸à·�±�Æ�Æ�´�¸&%

¹Bº!Ê�º�¹l¸�Ô�¯#¹l³l»{³¬µP¸{·�Ôî²�º�¯>º�»ÍÛ�µ>¯P¸{¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹Bº�³¬¯P¸{·�´�Å�¯P±&Ilµ
º%Ê�¸�Å¼¹Bº!Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸+³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸�« � ²�º�¯Mµ>³l¯¾·�¸�¶
Å�±�Ô�¯Pá�¸�¶!ª!¸�µÍÀ�Å�±�¯P¯P¸�¶P²�±�Æ�·�º�ÆrµÍº�Ô�ú Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸�¶{³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸�¶

T̃ = 1
¸�µ

T̃ = 0.5
%K¯P¸�¶P²�¸�Å�µ>³¬Ê�¸�»Í¸�Ærµ/%

Æ�±�Ô�¶+º%Êr±�Æ�¶{µ>¯P±�Ô�Êr´�Ó�Ô�¸ ¹l¸�Å�±�»Í² ±�¯Mµ>¸�»Í¸�Ærµ¼¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸!·�¸ ¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æê²�¯P¸�Æ�º�³¬µÍÄ�Æ  ÿ·�¸�¶
Ê�º�¹l¸�Ô�¯P¶K³lÆ�³¬µ>³Bº�¹l¸�¶�µ>¯>Û�¶à²�¯P±�Å�Ø�¸�¶°·�¸h¹BºcÊ�³¬µ>¸�¶P¶P¸0·�Ô8¶P±�Æ[« � Ô8·�¸�¹w o·�¸0Å�¸�¶KÊ�º�¹l¸�Ô�¯P¶$%�¹l¸h²�¹Bº�¶>»Íºo·�¸�Ê�³l¸�Ærµ

ó�ôMõ�ö�=��
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¶PÔ�²�¸�¯P¶P±�Æ�³lÓ�Ô�¸h¸�µK·�º�Æ�¶KÅ�¸�Å%º�¶�·�¸�Ä�â�Ô�¯P¸&%�·[æ º�Ô�µ>¯P¸�¶�²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸�¶K²�ØrÙ�¶>³¬Ó�Ô�¸�¶°º�²�²�º�¯>º�³l¶P¶P¸�ÆrµKÅ�±�»Í»Í¸
¹l¸�¶c±�Æ�·�¸�¶c·�¸¾Å�Ø�±�Å&% Ó�Ô�³�Æ�¸7Ìg±�Ærµc²�º�¶c¹çæ ±�áB3M¸�µF·�¸¾Æ�±�µ>¯P¸¾²�¯P´�¶P¸�Ærµ>¸ ´�µ>Ô�·�¸�«
Kº�¯h·�´�Ä�Æ�³¬µ>³l±�Æ�%�¹Bº¾Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸.·�Ô!¶P±�Æ!Å�±�¯P¯>¸�¶>² ±�Æ�·� ¹Bº¾Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸.·�¸.²�¯P±�²�º�ârº�µ>³l±�ÆÍ·[æ Ô�Æ�¸7±�Æ�·�¸.·�¸

²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ�·�º�Æ�¶cÔ�Æ�»Í³l¹l³¬¸�Ô[«�Ý°¹l¹l¸.¸�¶Mµ@·�±�Æ�Æ�´�¸¾²�º�¯c¹çæ ¸�ú�²�¯>¸�¶>¶P³l±�Æ�¶>Ô�³aÊ�º�Ærµ>¸5! È�Õ&#�Ñ

c2
s

c2
=

(∂P

∂e

)

dS=0

±QP
S
¸�¶Mµo¹çæ ¸�Ærµ>¯P±�²�³l¸7·�Ô�¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸�« � ²�¯PÛ�¶oÓ�Ô�¸�¹lÓ�Ô�¸�¶@»¼º�Æ�³l²�Ô�¹lº�µ>³¬±�Æ�¶0»¼º�µ>Ø�´�»¼º�µ>³lÓ�Ô�¸�¶$%�¹Bº
Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸

·�Ô�¶P±�Æ º8¹Bº
Ìg±�¯P»Í¸.¶>Ô�³aÊ�º�Ærµ>¸°Ñ

c2
s

c2
= −ρ

m

h

∂h

∂ρ
m

/(ρ
m

∂h

∂P
− 1)

º�Ê�¸�Å
h = (e + P )/ρ

m

¸�ÆYÌg±�Æ�Å�µ>³l±�ÆY·�¸¾¹Bº µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸&%�¹Bº Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸#·�Ô�¶P±�Æ�¸�¶Mµo·�±�Æ�Æ�´�¸¾²�º�¯�Ñ

c2
s

c2
=

2T̃ (6T̃ + 2)(72T̃ 2 + 48T̃ + 5)

3(24T̃ 2 + 8T̃ + 1)(36T̃ 2 + 24T̃ + 2)
Òo±�Ô�¶hº%Ê�±�Æ�¶�¯P¸�µ>¯P±�Ô�Ê�´&%�·�º�Æ�¶�¹l¸FÅ%º�¶�·�¸c¹Bº7¹l³l»Í³aµ>¸0Æ�±�ÆÍ¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸&%�¹Bº.Ê�º�¹l¸�Ô�¯�·�¸c¹Bº.Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸o·�Ô¼¶P±�Æ
·�º�Æ�¶7¹l¸ Å%º�¶7º�·�³Bº�á�º�µ>³lÓ�Ô�¸ ´�ârº�¹l¸@ 

c2
s = 5P/3ρ

m

¸�µ7·�º�Æ�¶.¹l¸ Å%º�¶7·�¸
¹Bº¼¹l³l»{³aµ>¸#Ô�¹¬µ>¯>ºxén¯P¸�¹Bº�µ>³aÊ�³¬¶Mµ>¸
c2
s = (1/3)c2 «KÂh¸�µPµ>¸¼·�¸�¯PÆ�³lÛ�¯>¸Í¸�¶Mµ á�³l¸�Æ ±�á�¶P¸�¯MÊ�´�¸+·�º�Æ�¶ ¹Bº+Ä�â�Ô�¯P¸þ)çÀ�« ë:+.±QP ¸�¹¬¹l¸{¯P¸�²�¯P´�¶P¸�Ærµ>¸+¹Bº
Ê�º�¹l¸�Ô�¯F»¼ºxú�³l»¼º�¹¬¸.·�¸¾¹Bº Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸#³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸.·�¸¾¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�ÆÊ)

v0 ≈ 0.58c
+�«

Kº�¯oÅ�±�Ærµ>¯P¸&% ·�º�Æ�¶@¹Bº
Ä�â�Ô�¯P¸v)çÀ�«¬ª�Ë:+-%�²�±�Ô�¯oÔ�Æ�¸¾Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸ ³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸7·�±�Æ�Æ�´�¸&%�Æ�±�Ô�¶@º%Êr±�Æ�¶cµ>¯P±�Ô�Ê�´
Ó�Ô�¸�¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æê¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸+¸�¶Mµ¼·�¸Y²�¹lÔ�¶{¸�Æê²�¹lÔ�¶{´�µ>¸�Æ�·�Ô�¸ º%Ê�¸�Å�¹Bº µ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯P¸Y³lÆ�³¬µ>³Bº�¹l¸�«
Âh¸�²�¸�Æ�·�º�Ærµ/%�²�±�Ô�¯¾Ô�Æ�¸ÍÅ�¸�¯Mµ�º�³lÆ�¸8Ê�º�¹l¸�Ô�¯¾·�¸Í¹Bº+µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸{³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸

T̃ ≈ 2
Å�±�¯P¯P¸�¶P²�±�Æ�·�º�Ærµ@ 

T = 2.1012K
%�¹BºFÊ�º�¹l¸�Ô�¯2¹l³l»Í³aµ>¸°·�¸�¹BºFÊ�º�¯P³Bº�á�¹l¸�¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸°Æ�¸�Ê�º�¯P³l¸�²�¹lÔ�¶�¸�µKÆ[æ ¸�¶MµK²�¹lÔ�¶Kº�ò5¸�Å�µ>´�¸

²�º�¯2¹Bº0Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸�«�Òo±�Ô�¶�·�´�·�Ô�³l¶P±�Æ�¶�Ó�Ô�¸�¹l¸�¶�µ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯P¸�¶�·�Ô ²�¹lº�¶P»¼ºFÆ�¸�·�±�³¬Ê�¸�Ærµ�²�º�¶�·�´�²�º�¶P¶P¸�¯�Ô�Æ�¸
Å�¸�¯Mµ�º�³lÆ�¸oÊ�º�¹l¸�Ô�¯�²�±�Ô�¯�Ó�Ô�¸@¹çæ º�²�²�¹l³lÅ%º�µ>³¬±�Æ{·�Ô¼»Í±�·�Û�¹l¸cØ�Ù�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸@¯P¸�¶Mµ>¸oÊ�º�¹Bº�á�¹l¸�«�Ý°Æ¼¸�ò5¸�µ/%
Å�¸�Å�³h¶�æ ¸�ú�²�¹l³lÓ�Ô�¸+²�º�¯#¹l¸{Ì�º�³¬µ Ó�Ô[æ  ·�¸Íµ>¸�¹l¹l¸�¶¾µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸�¶ ´�¹l¸�Êr´�¸�¶/%K¹l¸�¶#²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶ ·�¸�Ê�³l¸�Æ�Æ�¸�Æ�µ
µ>¯PÛ�¶@¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�¶c·�±�Æ�Å#¹Bº{²�¯P±�á�º�á�³l¹l³aµ>´7·�¸ Å�¯P´%º�µ>³l±�Æ�±�Ô ·[æ º�Æ�Æ�³lØ�³l¹Bºxµ>³¬±�ÆY¶P²�±�Ærµ�º�Æ�´�¸ ·�¸ ²�º�³l¯P¸�¶o·�¸
²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶{·�º�Æ�¶¼¹l¸!Ê�³l·�¸YÅ�±�»Í»Í¸�Æ�Å�¸< {'�µ>¯P¸�³l»Í²�±�¯Mµ�º�Ærµ>¸�«�Âh¸ Ó�Ô�³FÊ�¸�Ô�µ+·�³l¯P¸YÓ�Ô�¸ ¹l¸Y¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸
Æ[æ ºÿ²�¹lÔ�¶Í·�¸�Å�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�º�µ>³l±�Æ(·�Ô(Æ�±�»8á�¯P¸Y·�¸�²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶Í¸�µ¼¹Bº Å�±�Æ�Å�¸�Æ�µ>¯>º�µ>³l±�Æê·�¸ ²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶{¸�µ
·[æ º�Æ�µ>³l²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹¬¸�¶cº�Ô�â�»Í¸�Ærµ>¸¾º�Ê�¸�Å¾¹Bº
µ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯P¸�«

ó�ôMõ�öGL&¶
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0.9

1

v/v(0)

ξ 
lim

1

2

�ê'*0�� À�« ëä� ýh� ù�� ú(û�� ù¼ý��@ü ξlim
ü�ý f ù¼ý5 �û�� ù¼ý �@ü �¬�(���*ûsü ø ø�ü �*ý��*û������Uü�þ�ù¼ú��ÿ�@ü øàûsü��cþ�"��P� û�ú���ü ø

�*ý��*û������Uü ø2$ T̃0 = 1 !  ù¼ú��ÿ�ü
	#"�ü�û T̃0 = 0.5 !  ù¼ú��ÿ�ü¾�$"

10−1 100 101
0

0.1
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0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

T(0)/mc2

ξ 
lim

1

2

3

�ê'*0�� À�«¬ª�Ëþ� ýh� ù�� ú(û�� ù¼ý �@ü ξlim
ü�ý f ù¼ý5 �û�� ù¼ý��@ü �¬�Gûsü��cþ "��P� û�ú���ü �*ý��*û������UüÄþ�ù¼ú�� �@ü ø ���*ûsü ø ø�ü ø

�*ý��*û������Uü ø2$ Ṽ0 = 0.35 !  ù ú���ÿ�ü 	#"�� Ṽ0 = 0.38 !  ù¼ú��ÿ�ü¾�$"�ü�û Ṽ0 = 0.40 !  ù¼ú��ÿ�ü&%'"
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Ö.º�Æ�¶°¹Bºo²�¹lÔ�²�º�¯Mµ°·�¸�¶°Å%º�¶$%�¹l¸�¶à²�¹Bº�¶P»¼º�¶K¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�¶K¸�ÆÍº�¶Mµ>¯P±�²�ØrÙ�¶P³lÓ�Ô�¸F¶P±�Ærµ�»¼º�â�Æ�´�µ>³l¶P´�¶*! ÕrË2#?%
Å�æ ¸�¶MµMé� xén·�³l¯P¸oÓ�Ô�¸@¹Bº¾·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸o·�¸o¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ¼¸�¶Mµ0·�±�»Í³lÆ�´�¸c²�º�¯�¹l¸oÅ�Ø�º�»Í²¼»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸c¸�µh¸�¶Mµ
·�´�Å�¯P³¬µ>¸!²�º�¯8¹Bº �Í�C� ý5"�ûsùC��������ù%���¼ý����8���ú�ü )çÚ<6@Ö9+�«�Î°æ º�²�²�¹l³lÅ%º�µ>³¬±�Æî·[æ Ô�Æê»Í±�·�Û�¹l¸+Ø�Ù�·�¯P±�·�Ù�Æ�ºxé
»Í³lÓ�Ô�¸7²�Ô�¯Fµ>¸�¹�Ó�Ô�¸#·�´�Å�¯P³¬µc·�º�Æ�¶c¹l¸7Å�Ø�º�²�³¬µ>¯P¸7²�¯P´�Å�´�·�¸�Ærµ.Æ[æ ¸�¶Mµo²�¹lÔ�¶FÊ�º�¹Bº�á�¹l¸7²�Ô�³l¶PÓ�Ô�¸¾Ô�Æ�Å�Ø�º�»Í²
»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸+³lÆ�·�Ô�³¬µ
²�º�¯
¸�ú�¸�»Í²�¹l¸!Ô�Æ�¸Yº�Å�Å�´�¹l´�¯>º�µ>³l±�Æî¸�µ{Ô�Æ�¸!´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸+¶PÔ�²�²�¹l´�»Í¸�Ærµ�º�³l¯P¸+·�±�Ærµ{³l¹
Ì�º�Ô�·�¯>º�³¬µc¸�ÆYµ>¸�Æ�³l¯FÅ�±�»Í²�µ>¸¾·�º�Æ�¶c¹l¸�¶F´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶c·�¸¾Å�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�º�µ>³l±�Æ�¶�«

Î2º Ú<6@ÖZÔ�µ>³l¹l³¬¶P¸¼¹l¸ÍÌg±�¯P»¼º�¹l³¬¶P»{¸Í·�¸�¶8´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶ Ü�Ô�³l·�¸�¶8º�Ô�ú�Ó�Ô�¸�¹l¹l¸�¶
¶�æ º23M±�Ô�µ>¸�Ærµ8·�¸�¶8¸�ò5¸�µ>¶
²�¯P±�²�¯P¸�¶ º�Ô�ú ³lÆrµ>¸�¯>º�Å�µ>³l±�Æ�¶ ´�¹l¸�Å�µ�¯P±�»Íº�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�¶�«7Î°æ º�²�²�¯P±�Å�Ø�¸(Ú<6@Ö ¸�¶Mµ Ô�Æ�¸ ·�¸�¶PÅ�¯P³l²�µ>³l±�ÆW 
â�¯>º�Æ�·�¸ ´�Å�Ø�¸�¹l¹l¸ ·�Ô ²�¹Bº�¶P»¼ºB%�²�±�Ô�¯oÓ�Ô[æ ¸�¹l¹l¸#¶P±�³¬µoÊ�º�¹Bº�á�¹l¸¾³l¹�Ì�º�Ô�µ@Ó�Ô�¸
¹l¸�¶cµ�º�³l¹l¹¬¸�¶oÅ%º�¯>º�Å�µ>´�¯P³l¶Mµ>³lÓ�Ô�¸�¶
·�Ô+²�¹Bº�¶P»¼ºx)g¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯�·�¸oÊ�º�¯P³Bº�µ>³l±�ÆÍ·�Ô¼Å�Ø�º�»Í²¼»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸o¸�µ0·�Ô+Å�Ø�º�»Í²¼´�¹l¸�Å�µ>¯P³lÓ�Ô�¸1 #â�¯>º�Æ�·�¸
´�Å�Ø�¸�¹l¹l¸C+à¶P±�³l¸�Æ�µ�â�¯>º�Æ�·�¸�¶h·�¸�Ê�º�Ærµ0¹l¸�¶�¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯P¶�·�´�Å�¯P³¬Ê�º�Ærµ0¹l¸�¶�²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸�¶h»Í³lÅ�¯P±�¶PÅ�±�²�³lÓ�Ô�¸�¶�«�Î�¸
¹l³lá�¯P¸+²�º�¯PÅ�±�Ô�¯P¶8»Í±�Ù�¸�Æ ·[æ Ô�Æ�¸!²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸+·�±�³¬µ@'�µ>¯P¸+µ>¯PÛ�¶{² ¸�µ>³¬µ8²�º�¯8¯>º�²�²�±�¯Mµ; ¹Bº ¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯8·�¸
Ê�º�¯P³Bº�µ>³l±�Æ ·�ÔÿÅ�Ø�º�»Í² ´�¹l¸�Å�µ>¯P±�»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�«2Âh¸�µPµ>¸{Å�±�Æ�·�³¬µ>³l±�Æ ²�¸�¯P»Í¸�µ¾·�¸{Å�±�Æ�¶P³l·�´�¯P¸�¯¾¹l¸8²�¹lº�¶P»¼º
¸�Æ�´�Ó�Ô�³l¹l³lá�¯P¸.µ>Ø�¸�¯P»Í±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸7¹l±�Å%º�¹ç«
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Î�¸�¶°±�á�¶P¸�¯MÊ�º�µ>³l±�Æ�¶°±�Ærµ�»Í±�Ærµ>¯P´0Ó�Ô�¸c¹çæ º�Å�Å�´�¹l´�¯>º�µ>³l±�Æ
·�¸F¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ{²�¸�Ô�µ>'�µ>¯P¸F¹l¸0¯P´�¶PÔ�¹¬µ�º�µ�Æ�±�Æ
¶P¸�Ô�¹l¸�»Í¸�Æ�µ�·[æ Ô�Æ¼â�¯>º�·�³l¸�Ærµ�·�¸o²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ{µ>Ø�¸�¯P»Í³lÓ�Ô�¸c»¼º�³l¶�º�Ô�¶P¶P³ ·[æ Ô�Æ{Ü�Ô�úÍ·[æ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸o»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸
¸�µ
¹BºYÅ�±�¹l¹l³¬»¼ºxµ>³¬±�Æ ±�á�¶P¸�¯MÊr´�¸+·�º�Æ�¶ ¹BºY»Í±�¯P²�Ø�±�¹l±�â�³¬¸{·�¸�¶ ²�¹Bº�¶P»¼º�¶¾¸�Æî¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æî·�º�Æ�¶#¹çæ ¸�¶P²�º�Å�¸
¸�¶Mµ@·�Ô�¸¾¸�¶P¶P¸�Ærµ>³l¸�¹l¹l¸�»Í¸�Ærµoº�Ô�Å�±�Æ�Ä�Æ�¸�»Í¸�Ærµo»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�«
Î°æ º�²�²�¹l³lÅ%º�µ>³¬±�Æ!¹lº8²�¹lÔ�¶F¶P²�¸�Å�µ�º�Å�Ô�¹Bº�³l¯P¸7·[æ Ô�Æ�²�¹Bº�¶P»¼º
¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬¶Mµ>¸7¸�µc»¼º�â�Æ�´�µ>³l¶P´7¸�Æ�¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ

¸�¶Mµ.á�³l¸�Æ Å�¸�¹l¹l¸#Å�±�Æ�Å�¸�¯PÆ�º�Ærµ.¹l¸�¶o¸�ú�²�¹l±�¶P³l±�Æ�¶o·�¸�¶.¶PÔ�¯P¶>º�Ô�µ>¶@ârº�»Í»¼º�¶4)?�¾É.y�+9! Õ�ª$#?%F! Õ�À0#�¸�µ@¹l¸�¶J3M¸�µ>¶
²�Ô�³l¶P¶>º�Æ�µ>¶h²�¯P±�Ê�¸�Æ�º�Æ�µ0·�¸�¶0±�áA3M¸�µ>¶0º�¶Mµ>¯P±�²�ØrÙ�¶P³lÓ�Ô�¸�¶hµ>¸�¹l¶�Ó�Ô�¸.¹¬¸�¶hÆ�±�Ùrº�Ô�ú+º�Å�µ>³¬Ìg¶�·�¸�¶hârº�¹Bºxú�³l¸�¶.!aª�Ç2#ç«
Î�¸�¶!±�á�¶P¸�¯MÊ�º�µ>³l±�Æ�¶!±�Ærµ!»Í±�Ærµ>¯P´ Ó�Ô�¸ ¹l¸�¶!´�Å�±�Ô�¹l¸�»Í¸�Æ�µ>¶+¶>±�Æ�µ+Ìg±�¯P»Í´�¶+²�¯PÛ�¶Y·[æ Ô�Æ�±�áB3M¸�µ!Å�¸�Ærµ>¯>º�¹
±QP ¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸Íµ>Ø�¸�¯P»Í³lÓ�Ô�¸¼¸�µ8¹l¸�¶ Å�Ø�º�»Í²�¶ »¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�¶
¶P±�Ærµ{º�¶P¶P¸�Ï+Ìg±�¯Mµ>¶
² ±�Ô�¯
²�¸�¯P»Í¸�µPµ>¯P¸¼Ô�Æ�¸
º�Å�Å�´�¹l´�¯>º�µ>³l±�Æ[« Ö.¸�¶.¶Mµ>¯PÔ�Å�µ>Ô�¯P¸�¶.¸�µ@·�¸�¶@³lÆ�¶Mµ�º�á�³l¹l³aµ>´�¶c·�¸ ²�¹Bº�¶>»Íº�¶o¸�Æ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ ·�º�Æ�¶@¹l¸7Ê�³l·�¸#Ó�Ô�³
Å�±�Æ�µ>³l¸�Ærµ!Ô�Æ�Å�Ø�º�»Í²�»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸ Ô�Æ�³¬Ìg±�¯P»Í¸ º�»
á�³Bº�Ærµ+±�Ærµ!´�µ>´ ¸�ú�º�»Í³lÆ�´�¸�¶!²�º�¯+·�¸�¶!»Í±�·�Û�¹l¸�¶
µ>Ø�´�±�¯P³lÓ�Ô�¸�¶c¸�µcÆ�Ô�»{´�¯P³lÓ�Ô�¸�¶�«�Âh¸�¶c´�µ>Ô�·�¸�¶o¶P±�ÆrµFÌ�º�³¬µ>¸�¶0·�º�Æ�¶c¹l¸�¶F¸�ú�² ´�¯P³l¸�Æ�Å�¸�¶o·�¸¾²�¹Bº�¶P»¼º Å�¯P´�´¾²�º�¯
¹Bº�¶P¸�¯D! Õ�È2#?%E! Õ�Õ2#2¸�µo·�º�Æ�¶c¹l¸�¶F²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸�¶o·�¸¾²�¹Bº�¶P»¼º�¶F·[æ ¸�¶P²�º�Å�¸x! Õ�ì0#ç«

yh¹Bº�Æ�·�Ìg±�¯P· ! Õr¿2#0¸�µ;yh¸�Æ�Ìg±�¯P·¿! Õ�ð0#0±�Ærµ8´�µ>´+¹l¸�¶
²�¯P¸�»Í³l¸�¯P¶@ »Í±�Ærµ>¯P¸�¯ ¹çæ ³lÆ�Ü�Ô�¸�Æ�Å�¸+·�Ô Å�Ø�º�»Í²
»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸o¶PÔ�¯h¹Bº¾·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸@·�¸�¶E3M¸�µ>¶h»¼º�³l¶�Å�¸@¶P±�Ærµ0¹l¸�¶�µ>¯>º�Ê�º�Ô�ú¼·�¸7ÂhØ�º�Æ+¸�µ�6o¸�Æ�¯P³���¶P¸�Æþ! ÕrÇ2#
Ó�Ô�³�±�ÆrµhÅ�±�Æ�·�Ô�³¬µ0º�Ô�úÍ²�¯P¸�»Í³lÛ�¯P¸�¶�¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ�¶�·�¸
3M¸�µ>¶�·�¸@»¼º�µ>³lÛ�¯P¸F³l¶P¶PÔ¼·[æ Ô�Æ+±�áA3M¸�µ0Å�¸�Æ�µ>¯>º�¹G)g·�³l¶PÓ�Ô�¸
´�²�º�³l¶K+-%hÅ�±�¹l¹l³¬»¼ºxµ>´�¶¼²�º�¯¼Ô�Æ�Å�Ø�º�»Í²�»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�Ì�º�³lá�¹l¸< â�¯>º�Æ�·�¸ ´�Å�Ø�¸�¹l¹l¸�«0Ý°Æ�Ô�µ>³l¹l³¬¶>º�Ærµ¼Ô�Æ�¸
Ìg±�¯P»8Ô�¹Bºxµ>³¬±�Æÿ¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸8Ó�Ô�³�¹l¸�Ô�¯#² ¸�¯P»Í¸�µ
·�¸{µ>¯>º�³¬µ>¸�¯¾¹BºYá�³aén·�³l»Í¸�Æ�¶P³l±�Æ�Æ�º�¹l³aµ>´8·�Ôî²�¯P±�á�¹lÛ�»Í¸&%
³l¹l¶@±�Ærµ.·�´�»Í±�Æ�µ>¯P´ Ó�Ô�¸8¹l¸ Å�Ø�º�»Í² Å�±�Æ�Ä�Æ�¸8¸�ò5¸�Å�µ>³¬Ê�¸�»Í¸�Ærµ¾¹l¸ ²�¹Bº�¶P»¼ºÍ¸�µ7² ¸�Ô�µ¾»5'�»Í¸#³lÆ�µ>¯P±�·�Ô�³l¯P¸
·�¸�¶o±�¶PÅ�³l¹l¹Bºxµ>³¬±�Æ�¶0·�Ô�¯>º�Ù�±�Æ�·�¸*3M¸�µ%«
Ö.º�Æ�¶°Å�¸0Å�Ø�º�²�³¬µ>¯P¸&%�Æ�±�Ô�¶°º�Ê�±�Æ�¶°´�µ>Ô�·�³l´0¹çæ ¸�ò5¸�µà·[æ Ô�Æ{Å�Ø�º�»Í²8»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸hµ>¯>º�Æ�¶MÊ�¸�¯P¶P¸c¶PÔ�¯°¹�æ ¸�ú�é

²�º�Æ�¶P³l±�Æ ·[æ Ô�Æ
²�¹Bº�¶P»¼ºc¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬¶Mµ>¸&%�¸�Æ
¯P´�¶P±�¹¬Ê�º�ÆrµK¹l¸�¶�´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶°Ú<6@Ö(¸�Æ Ô�µ>³l¹l³l¶>º�Ærµ�¹l¸°Ìg±�¯P»¼º�¹l³¬¶P»Í¸
¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹Bº�³¬¯P¸�«

�xb�� u Ô ç Ò á Õ�îpì â Ö×Ò�øpì�ñ á î Ó Õ�ï ã î?ïvÕ�ì÷ÒíÖ Õ$Ô ç�ßåâCãAß ÔÒ á Õ�ä[Õ â©á$ßåâ

Î�¸c²�¹Bº�¶P»¼º7¸�Æ¼¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ¼¸�¶MµhÅ�±�Æ�¶P³l·�´�¯P´cµ>±�Ô23M±�Ô�¯P¶�Å�±�»Í»Í¸FÔ�Æ¼¶P¸�Ô�¹�Ü�Ô�³l·�¸o¸�µ�³l¹�¸�¶Mµhâ�±�Ô�Ê�¸�¯PÆ�´
²�º�¯
¹l¸�¶#µ>¯P±�³l¶ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶{Ú<6@Öã·�¸+Å�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�º�µ>³l±�Æ�%KÅ�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�º�µ>³l±�Æ ·�¸+Æ�±�»8á�¯P¸¼·�¸+²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸&%�·�¸

ó�ôMõ�öGL2=
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¹çæ ³l»Í²�Ô�¹¬¶P³l±�Æ+¸�µo·�¸¾¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸7Ó�Ô�³�¶P±�Æ�µcÅ�±�»8á�³lÆ�´�¸�¶oº%Êr¸�Å¾¹l¸�¶c´�Ó�Ô�ºxµ�³¬±�Æ�¶c·�¸ Ú ºxúAz0¸�¹l¹ç«
Î2º ¹l±�³0·[æ Ç Ø�» º%Êr¸�Å�¹çæ ¸�Æ�¶P¸�»
á�¹l¸!·�¸�¶¼´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶{·�¸ Ú ºxúAzh¸�¹l¹FÊ�ºÿ¶P¸Y¯>´�·�Ô�³l¯P¸< Ô�Æ�¸�´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ
·[æ ³lÆ�·�Ô�Å�µ>³l±�Æ ·�´�Å�¯P³¬Ê�º�Ærµ.¹l¸�¶cÊ�º�¯P³Bº�µ>³l±�Æ�¶Fµ>¸�»Í² ±�¯P¸�¹l¹l¸�¶c·�Ô Å�Ø�º�»Í²�»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�«�Î�¸#¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸
º�³lÆ�¶P³
Å�±�Æ�¶Mµ>³¬µ>Ô�´¾¸�¶MµcÌg¸�¯P»Í´¾²�º�¯FÔ�Æ�¸¾´�Ó�Ô�º�µ>³l±�ÆY·[æ ´�µ�º�µoÆ�±�Æ�² ±�¹¬Ù�µ>¯P±�²�³lÓ�Ô�¸7·�¸¾¹Bº8»¼º�µ>³lÛ�¯P¸�«
è�±�Ô�µcÅ�±�»Í»Í¸.¹çæ Ø�Ù�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸7¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸&%�¹Bº
·�±�Æ�Æ�´�¸¾¸�ú�²�¹l³lÅ�³¬µ>¸.·�Ô�Å�±�Ô�¯>º�Ærµo·�¸7»¼º�µ>³lÛ�¯P¸

Jµ ¸�µc·�ÔYµ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯o´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸�én³l»Í²�Ô�¹¬¶>³¬±�Æ+µ>±�µ�º�¹ T µν ¸�¶Mµ

∂µ(nuµ) = 0
)�È�«¬ª0+

∂µT
µ
ν = 0

)�È�«ÁÀQ+
±QP

T µ ν = T µ ν
fluide + T µ ν9�: )�È�« È:+

T µ ν
fluide

¸�¶Mµ ¹¬¸ µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯ Ø�Ù�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸ ·�´�Ä�Æ�³
·�º�Æ�¶ ¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æñ)çÀ�« È:+�¸�µ
T µ ν

em

¹l¸ µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯
³l»Í²�Ô�¹l¶P³l±�Æ�é ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸Í´�¹l¸�Å�µ>¯P±�»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸&%K³l¹�²�¸�Ô�µ8¶�æ ´�Å�¯P³l¯P¸!¸�Æ Ìg±�Æ�Å�µ>³l±�Æî·�Ôîµ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯{´�¹l¸�Å�µ>¯P±�»¼ºxé
â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸

F α ν ¶P±�Ô�¶c¹Bº Ìg±�¯P»Í¸7¶PÔ�³¬Ê�º�Ærµ>¸

T µ ν9�: = F µ
α F α ν − 1

4π
gµ νFα βF α β )�È�« Õº+

Î�¸7µ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯o´�¹l¸�Å�µ>¯P±�»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸7¸�¶Mµo·�±�Æ�Æ�´¾²�º�¯[Ñ

F µ
ν =

















0 Ex/c Ey/c Ez/c

Ex/c 0 Bz −By

Ey/c −Bz 0 Bx

Ez/c By −Bx 0

















)�È�«ÁìQ+

Ý°Æ¼º�¶Mµ�¯P±�²�ØrÙ�¶P³lÓ�Ô�¸&%A 7Å%º�Ô�¶P¸c·�¸�¶�á�º�¶P¶P¸�¶�¯P´�¶P³l¶Mµ>³¬Ê�³¬µ>´�¶°¸�µ�·�¸�¶�´�Æ�±�¯P»Í¸�¶°¹l±�Æ�â�Ô�¸�Ô�¯P¶�·[æ ´�Å�Ø�¸�¹l¹l¸cÅ�±�Æ�¶P³aé
·�´�¯P´�¸�¶$%�·�º�Æ�¶�¹BºF»¼º23M±�¯P³aµ>´°·�¸�¶�²�¯P±�á�¹lÛ�»Í¸�¶�µ>¯>º�³¬µ>´�¶2³l¹�¸�¶MµK¶PÔBüÍ¶>º�Æ�µK·�¸�Å�±�Æ�¶P³l·�´�¯P¸�¯�¹l¸�»Í³l¹¬³¬¸�Ô¾Å�±�»Í»Í¸
³l·�´%º�¹Kº%Êr¸�Å
Ô�Æ�¸
Å�±�Æ�·�Ô�Å�µ>³¬Ê�³¬µ>´ ³lÆ�Ä�Æ�³l¸x! Õrë2#K¸�µ.Ó�Ô�¸8¹¬¸�¶.¸�ò5¸�µ>¶.·�³l¶P¶P³l²�º�µ>³¬Ìg¶c¶>±�Æ�µ.³lÆ�¶P³lâ�Æ�³¬Ä º�Ærµ>¶�«�Î�¸�¶

ó�ôMõ�öGL�L
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¹l³lâ�Æ�¸�¶ ·�Ô Å�Ø�º�»Í² ¶P±�Ærµ{º�¹l±�¯P¶ â�¸�¹l´�¸�¶8·�º�Æ�¶
¹l¸+²�¹Bº�¶P»¼º�«�Î�¸�¶8´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶
²�±�¯Mµ�º�Ærµ8¶PÔ�¯8¹l¸¼Å�Ø�º�»Í²
´�¹l¸�Å�µ>¯P±�»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸7·�¸�Ê�³l¸�Æ�Æ�¸�Ærµ%Ñ

• Î°æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�ÆY·�¸¾»Í±�Ô�Ê�¸�»Í¸�Æ�µ�Ñ

E = −v ∧ B/c
)�È�« ¿:+

±QP
E
¸�¶Mµo¹l¸7Å�Ø�º�»Í²�´�¹l¸�Å�µ>¯P³lÓ�Ô�¸7·�º�Æ�¶c¹l¸7¯P¸�²�Û�¯P¸#·�¸¾¹Bº�á ±�¯>º�µ>±�³¬¯P¸�«

�±�Ô�¯o¸�Æ º�¯P¯P³¬Ê�¸�¯c¹w B%�Æ�±�Ô�¶@º�Ê�±�Æ�¶o¶PÔ�²�²�±�¶P´ Ô�Æ�¸#¹l±�³[·[æ Ç Ø�»
J = σE

′
±QP

σ
¸�¶Mµ@Ô�Æ�¸ Å�±�Æ�·�Ô�Å�é

µ>³¬Ê�³¬µ>´#Ó�Ô�³�µ>¸�Æ�· Êr¸�¯P¶.¹çæ ³lÆ�Ä�Æ�³?%�·�º�Æ�¶.¹çæ º�²�²�¯P±%ú�³l»¼º�µ>³¬±�Æ�·�¸
¹Bº+Ú<6@Ö ³l·�´%º�¹l¸�«�Î�¸ Å�Ø�º�»Í²
E

′
¸�¶Mµ7¹l¸

Å�Ø�º�»Í² ´�¹l¸�Å�µ>¯P³lÓ�Ô�¸
·�º�Æ�¶.¹l¸ ¯P¸�²�Û�¯P¸8·�Ô ²�¹Bº�¶P»¼ºÍ±QP ³l¹2¸�¶Mµ¾Å�±�Æ�¶P³l·�´�¯P´
Æ�Ô�¹à¸�µ.Ó�Ô�³à¸�¶Mµ7¹l³l´@ 
E
²�º�¯

¹Bº
µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æ!·�¸#Î�±�¯P¸�Ærµ>Ï
E

′ = E + v ∧ B/c
! ì�Ë2#

Î°æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�ÆW)çÈ�« ¿:+Í¶P¸�¯MÊ�³l¯>º¬ î´�¹l³l»Í³¬Æ�¸�¯Í¹l¸ Å�Ø�º�»Í²�´�¹l¸�Å�µ>¯P³lÓ�Ô�¸ ·�¸�¶Yº�Ô�µ>¯P¸�¶+´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶!·�¸ ¹Bº
Ú<6@Ö «

• Î°æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�ÆY·[æ � »Í²�Û�¯P¸¾·�¸�Ê�³l¸�Ærµ�Ñ

∇∧ B =
4π

c
J

)�È�«ÁðQ+

• Î°æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ ·�¸ÍÐ�º�¯>º�·�º�Ù Ó�Ô�³°·�´�Å�¯P³¬µ¾¹çæ ´�Êr±�¹lÔ�µ>³l±�Æ ¶P²�º�µ>³l±�é µ>¸�»Í²�±�¯P¸�¹¬¹¬¸
·�Ô Å�Ø�º�»Í² »¼º�â�Æ�´�µ�³¬Ó�Ô�¸
¸�¶Mµ@·�±�Æ�Æ�´�¸#²�º�¯[Ñ

∇∧ E = −1

c

∂B

∂t

)�È�« Ç:+
º�²�¯PÛ�¶@º%Ê�±�³l¯F´�¹l³l»{³lÆ�´.¹l¸7Å�Ø�º�»Í²Y´�¹l¸�Å�µ>¯P³lÓ�Ô�¸¾·�¸¾¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ")�È�« Ç:+h·�¸�Ê�³l¸�Ærµ

∂B

∂t
= ∇∧ (v ∧ B)

)�È�« ë:+

�±�Ô�¯8Ô�Æ�¸!¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æê»Í±�Æ�±�·�³l»Í¸�Æ�¶P³l±�Æ�Æ�¸�¹¬¹l¸¼Ó�Ô�³0¶�æ ´�Å�±�Ô�¹l¸!·�º�Æ�¶{¹Bº ·�³l¯P¸�Å�µ>³l±�Æ
x
%°º%Êr¸�Å!Ô�Æ�¸

Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸
v = (v,0,0)

²�¸�¯P²�¸�Æ�·�³lÅ�Ô�¹Bº�³l¯P¸�»Í¸�Ærµhº�Ô¼Å�Ø�º�»{²¼»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸
B
º�²�²�¹l³lÓ�Ô�´&%r·�³l¯P³lâ�´c·�º�Æ�¶h¹lº

·�³l¯P¸�Å�µ>³l±�Æ
z
%
B = (0,0,B)

%�¹l¸#Å�Ø�º�»Í² ´�¹l¸�Å�µ>¯P³lÓ�Ô�¸ ·�º�Æ�¶@Å�¸
Å%º�¶.ºÍÔ�Æ�¸
Å�±�»Í² ±�¶>º�Æ�µ>¸ ¶P¸�¹l±�Æ ¹BºÍ·�³aé
¯P¸�Å�µ>³l±�Æ

y
% Ã

= (0,Ey,0)
«�Ö.º�Æ�¶0¹Bº Ú<6@Ö ³l·�´%º�¹l¸&%

Ey = (v/c)B
%�¹l¸cµ>¸�Æ�¶P¸�Ô�¯0´�¹l¸�Å�µ>¯P±�»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸

ó�ôMõ�öGL&R
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·�¸�Ê�³l¸�Æ�µ�Ñ

F µ
ν =

















0 0 vB 0

0 0 B 0

vB −B 0 0

0 0 0 0

















)�È�«¬ª�Ë:+

àº�¯KÅ�±�Æ�¶P´�Ó�Ô�¸�Æ�µ/%�¹çæ ¸�Æ�¶P¸�»
á�¹l¸h·�¸�¶à´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶à·�³¬ò5´�¯P¸�Ærµ>³l¸�¹l¹l¸�¶�·�´�Å�¯P³¬Ê�º�Ærµ°¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ
·[æ Ô�Æ{²�¹lº�¶P»¼º
¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸.¶P±�Ô�»Í³l¶} 8Ô�Æ�Å�Ø�º�»Í²Y»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸.µ>¯>º�Æ�¶MÊ�¸�¯P¶P¸#¸�¶Mµ2Ñ

∂γn

∂t
+

∂γnv

∂x
= 0

)�È�«¬ª�ª0+

(e + P )γ2
(

v
∂v

∂x
+

∂v

∂t

)

+
(

c2 ∂P

∂x
+ v

∂P

∂t

)

+
1

4πγ2

(

B
∂(vB)

∂t
+ c2B

∂B

∂x

)

= 0
)�È�«¬ªxÀQ+

(e + P )γ2
(∂v

∂x
+ v

∂v

∂t

)

+
(

v
∂e

∂x
+

∂e

∂t

)

= 0
)�È�«¬ª�È:+

∂B

∂t
+

∂(vB)

∂x
= 0

)�È�«¬ª%Õº+
Î�¸ ¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸ ·[æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶þ)�È�«¬ª�ª0+K%1)�È�«¬ªxÀQ+-%1)�È�«¬ª�È:+8¸�µ{)�È�«¬ª%Õº+8¸�¶Mµ+Ìg¸�¯P»Í´�²�º�¯¼¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ(·[æ ´�µ�º�µ
)çÀ�«¬ª�Ë:+h·�Ô�Å�Ø�º�²�³¬µ>¯P¸¾·�¸�Ô�ú5«
Ö.º�Æ�¶F¹l¸�¶0´�Ó�Ô�ºxµ�³¬±�Æ�¶F·�¸.Å�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�º�µ>³l±�Æ!³l¹�Æ[æ Ù!º
Ó�Ô�¸7¹çæ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ+·[æ Ý°Ô�¹l¸�¯0Ó�Ô�³5¸�¶Mµoº�ò5¸�Å�µ>´�¸7²�º�¯

¹l¸7Å�Ø�º�»Í²Y»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸7±QPYÔ�Æ!µ>¸�¯P»Í¸7Ó�Ô�³�Æ�¸¾·�´�²�¸�Æ�·�Ó�Ô�¸¾·�Ô�Å�Ø�º�»Í²Y¸�¶Mµo¯>º03M±�Ô�µ>´�« � Ê�¸�Å
B = 0

±�Æ�¯P¸�µ>¯P±�Ô�Ê�¸#¹l¸.Å%º�¶oÆ�±�ÆY»¼º�â�Æ�´�µ>³l¶P´�«
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Î�¸h¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸0·[æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶�)�È�«¬ª�ª0+K%�)�È�«¬ªxÀQ+K%�)�È�«¬ª�È:+�¸�µ})�È�«¬ª%Õº+�¸�¶PµàÔ�Æ
¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸0·[æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶K·�³¬ò5´�é
¯P¸�Æ�µ>³l¸�¹l¹l¸�¶�Ìg±�¯Mµ>¸�»Í¸�Ærµ°Æ�±�Æ{¹l³lÆ�´%º�³l¯P¸�¶�«�Òo±�Ô�¶�º�¹l¹l±�Æ�¶K»Í±�Æ�µ>¯P¸�¯KÓ�Ô�¸cÅ�¸F¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸oº�·�»Í¸�µ°Ô�Æ�¸c¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ
¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹Bº�³¬¯P¸�«�Òo±�Ô�¶F³lÆrµ>¯P±�·�Ô�³l¶P±�Æ�¶h¹Bº Ê�º�¯P³Bº�á�¹l¸@¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸@Ô�Æ�³l·�³l»Í¸�Æ�¶P³l±�Æ�Æ�¸�¹¬¹¬¸&%�Å�±�»Í»Í¸@·�º�Æ�¶
¹l¸7Å%º�¶cØ�Ù�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸&%

ξ = x/ct

º�Ê�¸�Å¾¹l¸7»5'�»Í¸7Å�Ø�º�Æ�â�¸�»Í¸�Æ�µc·�¸¾Ê�º�¯P³Bº�á�¹l¸.²�±�Ô�¯c¹Bº
·�¸�Æ�¶P³¬µ>´&%�Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸#¸�µFµ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸

Ñ = nωt/n0 , Ṽ = v/c , T̃ = T/mc2

� ²�¯PÛ�¶
Ó�Ô�¸�¹lÓ�Ô�¸�¶8»¼º�Æ�³l²�Ô�¹lº�µ>³¬±�Æ�¶#»¼º�µ>Ø�´�»¼ºxµ�³¬Ó�Ô�¸�¶$%�² ±�Ô�¯ Ó�Ô�¸+¹l¸Í¶PÙ�¶Mµ>Û�»Í¸{)�È�«¬ª�ª0+� ä)�È�«¬ª%Õº+#º�·�é
»Í¸�µPµ>¸8Ô�Æ�¸8¶>±�¹lÔ�µ>³l±�Æ ¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸&%�Æ�±�Ô�¶¾º�Ê�±�Æ�¶.µ>¯P±�Ô�Êr´8Ó�Ô�¸{¹l¸
Å�Ø�º�»Í² »¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸
·�¸�Ê�º�³¬µ7¶P¸
Æ�±�¯P»¼º�¹l³¬¶P¸�¯F·�¸¾¹Bº Ì�º&M�±�ÆY¶>Ô�³aÊ�º�Ærµ>¸

B̃2 = B2/4πmnγ2c2 )�È�«¬ªxìQ+
àº�¯{Å�±�Æ�¶P´�Ó�Ô�¸�Ærµ/%�¹l¸Y¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸�·[æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶Í·�³¬ò5´�¯P¸�Ærµ>³l¸�¹l¹¬¸�¶8±�¯P·�³lÆ�º�³l¯P¸�¶8Æ�±�¯P»¼º�¹l³¬¶P´�¸�¶{¸�¶MµÍ·�±�Æ�Æ�´
²�º�¯�Ñ

dÑ

dξ
=

Ñ

(Ṽ − ξ)

{

1 − γ2(1 − Ṽ ξ)
dṼ

dξ

} )�È�«¬ª�¿:+

dṼ

dξ
=

(2T̃ − B̃/2)
{

Ṽ − (1−Ṽ ξ)

(Ṽ −ξ)

}

/γ2

{

1 + 2T̃ + 3T (A + B) + B̃2

2

}

(Ṽ − ξ) − (1 − Ṽ ξ)2
{

2T̃+B̃2/2
(V −ξ)

+ B̃2

2
+ 4T̃

(Ṽ −ξ)(C+D)

}

)�È�«¬ªxðQ+

dT̃

dξ
= − 2T̃ (1 − Ṽ ξ)γ2

(Ṽ − ξ)(C + D)

dṼ

dξ

)�È�«¬ª�Ç:+

dB̃

dξ
= −(1 − Ṽ ξ)γ2B̃

2(Ṽ − ξ)

dṼ

dξ

)�È�«¬ª�ë:+
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º�Ê�¸�Å � %�ye%�Â ¸�µ@Ö ·�´�Ä�Æ�³l¸�¶o¸�Æ�²�º�â�¸¾È�È�«

�xbnÑ { ñ â�ç Ô á Ò á$â ßná ï�Õ â�ónç÷â�â Õ�îKì

�}��Ö.��� á�¥
®
 �Ã}£B¤�®
ª ±eÃ Ü�âe¢>¯;� ¯°¢=<
ªe¦N£B¤�Â*Ãe�
Î2ºÿ¯P´�¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æ(·�ÔW¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸ ·[æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶þ)�È�«¬ªxìQ+8¸�µ{)�È�«¬ª�ë:+8·�±�Æ�Æ�¸ ¹çæ ´�Ê�±�¹lÔ�µ>³l±�Æê·�ÔWÅ�Ø�º�»Í²

»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸ ¸�Æ Ìg±�Æ�Å�µ>³l±�Æ ·�¸
¹Bº{Ê�º�¯P³Bº�á�¹l¸#¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹Bº�³¬¯P¸�«[Âh¸�¹lÔ�³aénÅ�³2¶PÔ�á�³¬µ7Ô�Æ�¸8·�´�Å�¯>±�³l¶P¶�º�Æ�Å�¸8»Í±�é
Æ�±�µ>±�Æ�¸{º�Ô Å�±�Ô�¯P¶7·�¸8¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ ¶P¸�¹aÌBén¶>³¬»Í³l¹lº�³l¯M¸�«5ån¹K¸�¶Mµ#¯P¸�²�¯P´�¶P¸�Ærµ>´x ¼µ>³¬µ>¯P¸
·[æ ¸�ú�¸�»Í²�¹l¸8·�º�Æ�¶7¹Bº
Ä�â�Ô�¯P¸»)�È�«¬ª0+c² ±�Ô�¯@·�¸�¶7Å�±�Æ�·�³¬µ>³l±�Æ�¶o³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸�¶o·�±�Æ�Æ�´�¸�¶7·�¸ Å�Ø�º�»Í² »¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸&%�·�¸�Æ�¶P³¬µ>´&%�Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸
¸�µcµ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸¾Æ�±�¯>»Íº�¹l³l¶P´�¶� {¹l¸�Ô�¯0Ê�º�¹l¸�Ô�¯P¶c³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸�¶�«
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�ê'*0�� È�«¬ª��>� ��ù��°��� ú+ K�����cþ!�Í�C� ý5"�û����ú�üaü�ý f ù¼ý5 �û�� ù¼ý!�@ü ξ þ�ù¼ú��nú(ý&üc�����Uü�ú��0�*ý��*û������Uüo� ú+ K�����cþ
B̃0 = 0.5 ��� ü� Ñ0 = 1 � Ṽ0 = 0.4 ü�û T̃0 = 1

�}��Ö.�?½ á�?4�N£¼±eÃ Ü�âe¢>¯;� ¯°¢=<
ªe¦N£B¤�Â*Ãe�
Òo±�Ô�¶¾º%Ê�±�Æ�¶7´�µ>Ô�·�³l´8¹çæ ¸�ò5¸�µ7·�Ô Å�Ø�º�»Í² »¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸
¶PÔ�¯7¹Bº¼·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸8·�¸8¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ ·�Ô

²�¹Bº�¶P»¼º ²�±�Ô�¯{¹l¸�¶8Ê�º�¹l¸�Ô�¯P¶{³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸�¶8·�¸�·�¸�Æ�¶P³¬µ>´&%°Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸�¸�µ{µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸Y¶PÔ�³¬Ê�º�Ærµ>¸�¶
Ñ0 = 1

%
Ṽ0 = 0.4

¸�µ
T̃0 = 1

«oÒo±�Ô�¶ º%Êr±�Æ�¶Yµ>¯>º�Å�´ ¹l¸�¶Y²�¯P±�Ä�¹l¶Y·�¸ÿ·�¸�Æ�¶P³¬µ>´&%0Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸ ¸�µYµ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸
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Æ�±�¯P»¼º�¹l³¬¶P´�¸�¶Í¸�ÆêÌg±�Æ�Å�µ>³l±�Æ ·�¸ ¹Bº Ê�º�¯P³Bº�á�¹l¸!¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸!² ±�Ô�¯Í·�³¬ò5´�¯P¸�Ærµ>¸�¶ÍÊ�º�¹l¸�Ô�¯P¶Í·�Ô(Å�Ø�º�»Í²
»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸7³lÆ�³¬µ>³Bº�¹�«�Î�¸�¶c¯P´�¶PÔ�¹¬µ�º�µ>¶c¶P±�Ærµo¯P¸�²�¯P´�¶P¸�Ærµ>´�¶@·�º�Æ�¶c¹l¸�¶FÄ�â�Ô�¯P¸�¶4)�È�«ÁÀQ+-%E)°È�« È:+h¸�µ@)àÈ�« Õº+
Òo±�Ô�¶F±�á�¶P¸�¯MÊ�±�Æ�¶cÓ�Ô�¸¾¹lº
·�¸�Æ�¶P³¬µ>´&%�¹Bº#Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸¾¸�µc¹lº µ>¸�»Í²�´�¯�ºxµ�Ô�¯P¸.ârº�¯P·�¸�Ærµc¹l¸.»5'�»Í¸.Å�±�»Í² ±�¯<é

µ>¸�»Í¸�Æ�µ@·[æ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ ¹l³lá�¯P¸¾»5'�»Í¸#¸�Æ ²�¯P´�¶P¸�Æ�Å�¸
·[æ Ô�Æ Å�Ø�º�»Í² »¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸2% ¸�µ.Ó�Ô�¸ ¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ
·�Ô�²�¹Bº�¶P»¼º
¸�¶MµoÌg±�¯Mµ>¸�»Í¸�Ærµc³lÆ�Ü�Ô�¸�Æ�Å�´�¸#²�º�¯F¹Bº
²�¯P´�¶P¸�Æ�Å�¸ ·�Ô�Å�Ø�º�»Í²Y»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸7¸�ú�µ>´�¯P³l¸�Ô�¯�«
Ö.º�Æ�¶à¹l¸�¶KÄ�â�Ô�¯P¸�¶.)�È�«ÁÀQ+2¸�µ.)�È�« È:+-%�Æ�±�Ô�¶°±�á�¶P¸�¯MÊ�±�Æ�¶°Ó�Ô�¸F²�¹lÔ�¶à¹BºoÊ�º�¹l¸�Ô�¯à·�Ô8Å�Ø�º�»Í²8»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸

³lÆ�³¬µ>³Bº�¹�º�Ô�â�»Í¸�Ærµ>¸o²�¹lÔ�¶�¹l¸c²�¹Bº�¶P»¼º7¸�¶Mµh·�´�Å�´�¹l´�¯P´@¸�µh²�¹lÔ�¶�¹Bº7·�¸�Æ�¶P³¬µ>´@º�Ô�â�»Í¸�Æ�µ>¸�«�Âh¸�¶h²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸�¶
¶P±�Æ�µ.¹l³l´�¶.º�Ô Å�±�Æ�Ä�Æ�¸�»Í¸�Ærµ7·�¸�¶.²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶@²�º�¯@¹l¸ Å�Ø�º�»Í² »¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�«[Âh¸
·�¸�¯PÆ�³l¸�¯@Å�±�Æ�Ä�Æ�¸
¹l¸�¶
²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶FÅ�Ø�º�¯Pâ�´�¸�¶o¹l¸7¹l±�Æ�â8·�¸�¶o¹l³lâ�Æ�¸�¶0·�¸¾Å�Ø�º�»Í²[«
Ý°ÆY¸�ò5¸�µ/%�¹l¸.Å�Ø�º�»Í²!»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸¾º�â�³¬µ0¶PÔ�¯c¹l¸�¶F²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶0Å�Ø�º�¯Pâ�´�¸�¶FÊ�³Bº8¹Bº Ìg±�¯PÅ�¸7·�¸¾Î�±�¯P¸�Æ�µ>Ï

·�±�Æ�Æ�´�¸¼²�º�¯*@
= q

¨
∧
� «�í�¸�Ô�¹l¸Í¹Bº!Å�±�»Í² ±�¶>º�Ærµ�¸{·�Ô Êr¸�Å�µ>¸�Ô�¯#·�¸{Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸Í²�¸�¯P²�¸�Æ�·�³¬Å�Ô�¹Bº�³l¯P¸Íº�Ô

Å�Ø�º�»Í²8·�±�Æ�Æ�¸F¹l³l¸�Ô� .Ô�Æ�¸FÌg±�¯PÅ�¸�«rÂh¸�µPµ>¸c·�¸�¯PÆ�³lÛ�¯P¸F¸�¶Mµ�²�¸�¯P² ¸�Æ�·�³lÅ�Ô�¹Bº�³l¯P¸� .¹BºoÊ�³¬µ>¸�¶P¶>¸F¸�¹l¹l¸h»5'�»Í¸0±QP
¹Bº8²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸.¶P¸�¯>ºÍº�Å�Å�´�¹l´�¯P´�¸#º�Ê�¸�Å¾Ô�Æ�¸#º�Å�Å�´�¹l´�¯>º�µ>³l±�ÆYÅ�±�Æ�¶Mµ�º�Ærµ>¸¾¸�µo¸�¹l¹l¸.¸�ú�´�Å�Ô�µ>¸ Ô�Æ�»Í±�Ô�Ê�¸�»Í¸�Ærµ
Å�³l¯PÅ�Ô�¹Bº�³l¯P¸¾·�º�Æ�¶.¹l¸#²�¹Bº�Æ ² ¸�¯P²�¸�Æ�·�³lÅ�Ô�¹Bº�³l¯P¸ º�Ô Å�Ø�º�»Í² ±QP ¸�¹l¹l¸#¶P¸�¯>º¼²�º�¯MÌ�º�³¬µ>¸�»Í¸�Ærµ@Å�±�Æ�Ä�Æ�´�¸�« Ç ¯$%
·�º�Æ�¶@¹Bº{·�³l¯P¸�Å�µ>³l±�Æ ²�º�¯>º�¹l¹¬Û�¹l¸#º�Ô Å�Ø�º�»Í²�% ¹Bº{²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸#Æ�¸#¶PÔ�á�³¬µ.º�Ô�Å�Ô�Æ�¸ Ìg±�¯PÅ�¸�«�Î2ºÍ²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸#Æ�¸
¶P¸�¯>ºY²�º�¶7·�±�Æ�Å{Å�±�Æ�Ä�Æ�´�¸Í·�º�Æ�¶7¹Bº+·�³l¯P¸�Å�µ>³l±�Æ ·�Ô Å�Ø�º�»Í²�%�Î�¸8»Í±�Ô�Ê�¸�»Í¸�Æ�µ.µ>±�µ�º�¹à¶P¸�¯>º!¹Bº+¶P±�»Í»Í¸
·[æ Ô�Æ
»Í±�Ô�Êr¸�»Í¸�ÆrµK¯P¸�Å�µ>³l¹l³lâ�Æ�¸�¶>º�Æ�¶àº�Å�Å�´�¹l´�¯>º�µ>³l±�Æ ¶PÔ�² ¸�¯P²�±�¶P´� @Ô�Æ »Í±�Ô�Êr¸�»Í¸�ÆrµKÅ�³l¯PÅ�Ô�¹Bº�³l¯P¸�¸�µà·�±�Æ�Å
Ô�Æ�»Í±�Ô�Êr¸�»{¸�Æ�µc¸�Æ�Ø�´�¹l³lÅ�¸�«
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�ê'*0�� È�«ÁÀ7��� ��ù��°� ø �@ü �¬� �@ü�ý<ø��*ûn"Âý&ù����Í�����Uø�" ü7¹àø%�î�����Uü�ú����*ý��*û������Uü/ü�ý f ù¼ý5 �û�� ù¼ý��@ü ξ þ�ù¼ú��
��� ÿ@"�� ü�ý�ûsü ø7�����Uü�ú���ø#�*ý��*û������Uü ø � ú  K�����cþ �Í�C� ý5"�û����ú�ü B̃0 = 0(−· ) � B̃0 = 0.5( · · · ) �
B̃0 = 0.75(−−) ü�û B̃0 = 0.85(−−) ��� ü� Ñ0 = 1 � Ṽ0 = 0.4 ü�û T̃0 = 1
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�ê'*0�� È�« È"��� ��ù��°� ø �@ü �¬� ���*ûsü ø ø�ü�ý&ù����Í�����Uø�" üþ¹Gø%� �����Uü�ú�� �*ý��*û������Uüàü�ý f ù¼ý5 �û�� ù¼ý �@ü ξ þ�ù¼ú��
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�ê'*0�� È�« ÕD��� ��ù��°� ø#�(ü7�¬�Wûsü��cþ�"��P� û�ú���üÉý&ù����Í�����Uø�" ü�¹Kø%�{�����Uü�ú��7�*ý��*û������Uüpü�ý f ù¼ý5 �û�� ù¼ý �@ü ξ þ�ù¼ú��
��� ÿ@"�� ü�ý�ûsü ø7�����Uü�ú���ø#�*ý��*û������Uü ø � ú  K�����cþ �Í�C� ý5"�û����ú�ü B̃0 = 0(−· ) � B̃0 = 0.5( · · · ) �
B̃0 = 0.75(−−) ü�û B̃0 = 0.85(−−) ��� ü� Ñ0 = 1 � Ṽ0 = 0.4 ü�û T̃0 = 1

Ö.º�Æ�¶cÆ�±�µ>¯P¸¾Å%º�¶c¹Bº Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸#Æ[æ º8²�º�¶c·�¸¾Å�±�»Í²�±�¶>º�Ærµ>¸7²�º�¯>º�¹l¹lÛ�¹l¸.º�Ô�Å�Ø�º�»Í²Y»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�«�Î�¸�¶
²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶°·�±�Æ�ÅF´�Ê�±�¹lÔ�¸�Æ�µ�¶P¸�Ô�¹l¸�»Í¸�Ærµ�·�º�Æ�¶�¹l¸0²�¹Bº�Æ{² ¸�¯P²�¸�Æ�·�³lÅ�Ô�¹Bº�³l¯P¸Fº�Ô{Å�Ø�º�»Í²{»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸F¸�Æ
¶�æ ¸�Æ�¯P±�Ô�¹Bº�Æ�µ.º�Ô�µ>±�Ô�¯@·�¸�¶.¹l³lâ�Æ�¸�¶o·�¸ Å�Ø�º�»Í² º%Êr¸�Å
Ô�Æ ¯�º%Ù�±�Æ ·�¸ â�³l¯>º�µ>³l±�Æ�Æ�±�µ>´

rL
%5º�²�²�¸�¹l´#¯>º�Ù�±�Æ

·�¸#Î2º�¯P»Í±�¯�«
Î�¸7¯>º%Ù�±�ÆY·�¸#Î2º�¯P»Í±�¯h·�¸�¶c²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶0·�´�²�¸�Æ�·�·�¸7¹çæ ³lÆ�µ>¸�Æ�¶P³¬µ>´@·�ÔYÅ�Ø�º�»Í²�%�·�¸¾¹Bº »¼º�¶P¶P¸7¸�µo·�¸

¹Bº8Å�Ø�º�¯Pâ�¸¾·�¸¾¹Bº
²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�«�Ý°Æ�»Í´�Å%º�Æ�³lÓ�Ô�¸7¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸&%�³l¹[¶�æ ´�Å�¯P³¬µoÅ�±�»Í»Í¸

rL =
mc

qB

√

(T + mc2

mc2

)2

− 1

±QP
T = (γ − 1)mc2 ¸�¶Mµ@¹çæ ´�Æ�´�¯Pâ�³l¸.Å�³lÆ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�«

K±�Ô�¯7¯P¸�µ>¯P±�Ô�Ê�¸�¯¾¹Bº¼Ìg±�¯P»
Ô�¹l¸
Å�¹Bº�¶>¶P³lÓ�Ô�¸8³l¹K¶PÔBü{µ#·�¸8Å�±�Æ�¶P³l·�´�¯P¸�¯¾¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸
Å�³lÆ�´�µ>³lÓ�Ô�¸8Å�±�»Í»Í¸
Æ�´�é
â�¹l³lâ�¸%º�á�¹¬¸
²�º�¯7¯>º�²�² ±�¯MµD !¹Bº+»¼º�¶P¶P¸{º�Ô ¯P¸�²�±�¶�«2°¹lÔ�¶7¹l¸8Å�Ø�º�»Í² ¸�¶Mµ¾²�Ô�³l¶P¶�º�Æ�µ¾²�¹lÔ�¶7¹l¸8¯>º%Ù�±�Æ ¸�¶Mµ
Ì�º�³lá�¹l¸&%�¹Bº
²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸7¯P¸�¶Mµ>¸ º�¹l±�¯P¶ ø� ù¼ûn K��" ü º�ÔYÊ�±�³l¶P³lÆ�º�â�¸7·�¸¾¹Bº8¹l³lâ�Æ�¸.·�¸#Å�Ø�º�»Í²�%�Å�¸#Ó�Ô�³�Ì�º�³¬µFÓ�Ô�¸
¹Bºÿ·�¸�Æ�¶>³aµ�´ º�Ô�â�»Í¸�Æ�µ>¸�²�Ô�³l¶PÓ�Ô�¸ ¹l¸�Æ�±�»8á�¯P¸�·�¸�²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶Í·�¸�Ê�³l¸�Ærµ+²�¹lÔ�¶Íâ�¯>º�Æ�·(²�º�¯¼Ô�Æ�³aµ�´�·�¸
Êr±�¹lÔ�»Í¸�«�Âh¸
Å�±�Æ�Ä�Æ�¸�»Í¸�Æ�µ.³lÆ�·�Ô�³¬µ@º�Ô�¶P¶P³�Ô�Æ�¸ ·�´�Å�´�¹l´�¯>º�µ>³l±�Æ ·�¸ ¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ ²�º�¯o¯>º�²�²�±�¯Mµ.º�Ô Å%º�¶
Æ�±�Æ�»¼º�â�Æ�´�µ>³l¶P´�«

ó�ôMõ�ö*R�÷
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Ö.º�Æ�¶¼¹Bº Ä�â�Ô�¯P¸¬)�È�« Õº+-%°Æ�±�Ô�¶¼Å�±�Æ�¶Mµ�º�µ>±�Æ�¶¼Ô�Æ�¸ º�Ô�â�»Í¸�Æ�µ�º�µ>³l±�Æ ·�¸�¹Bº µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸ º%Êr¸�Å ¹l¸
Å�Ø�º�»Í²(»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸&%�¸�ÆWÅ�±�»Í²�º�¯>º�³l¶P±�Æ(º%Êr¸�Å ¹l¸�Å%º�¶¼ØrÙ�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸�²�Ô�¯¼Å�±�¯P¯P¸�¶P²�±�Æ�·�º�Ærµ� 
B = 0

«0Î°æ º�Ô�â�»Í¸�Ærµ�º�µ>³l±�Æ(·�¸ ¹Bº µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸ º%Êr¸�Å ¹l¸ Å�Ø�º�»Í²�»Íº�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸ ³lÆ�·�³lÓ�Ô�¸ Ó�Ô�¸ ¹Bº
·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸+·�Ô ²�¹Bº�¶P»¼º�¸�¶Mµ{»Í±�³lÆ�¶ ³l»Í² ±�¯Mµ�º�Æ�µ>¸ÍÓ�Ô�¸!¹çæ ¸�ò5¸�µ8·�Ô Å�Ø�º�»Í² »¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸¼Ó�Ô�³Fº ¹l¸
¯(��¹l¸.·�¸¾Å�±�Æ�Ä�Æ�¸�»Í¸�Æ�µc¸�µc·�¸¾Å�Ø�º�Ô�ò[º�â�¸�«�Î°æ º�Ô�â�»Í¸�Ærµ�º�µ>³l±�Æ+·�¸7¹Bº µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸.¸�¶Mµo¹l¸.¯P´�¶PÔ�¹¬µ�º�µc·�¸
·�¸�Ô�ú�¸�ò5¸�µ>¶$% ¹l¸7Å�Ø�º�Ô�ò[º�â�¸¾²�º�¯F¸�ò5¸�µ1Ý�±�Ô�¹l¸7¸�µo¹Bº
Å�±�»Í²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ�»Íº�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸7·�Ô�²�¹Bº�¶P»¼º�«
¬�É ¹l¸7Å�Ø�º�Ô�ò[º�â�¸¾²�º�¯F¸�ò5¸�µ1Ý�±�Ô�¹l¸àÑ

Ý°Æ ¸�ò5¸�µ/% ¹l¸#»Í±�Ô�Ê�¸�»Í¸�Ærµ@·�Ô ²�¹Bº�¶P»¼º5 8µ>¯>º�Ê�¸�¯P¶@¹l¸¾Å�Ø�º�»Í² »¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸7Ê�ºÍ²�¯P±�·�Ô�³l¯P¸¾Ô�Æ�¸#Ìg±�¯PÅ�¸
º�²�²�¸�¹l´�¸8Ìg±�¯PÅ�¸{·�¸¼Î2º�²�¹Bº�Å�¸�«�Î�¸{Å�±�Ô�¯>º�Ærµ#´�¹l¸�Å�µ>¯P±�Æ�³lÓ�Ô�¸{³lÆ�·�Ô�³¬µ

J
¸�¶Mµ#·�´�Å�¯P³¬µ#²�º�¯¾¹Bº!¹l±�³K·[æ Ç Ø�»�%

Ó�Ô�³2¶�æ ´�Å�¯P³¬µcÅ�±�»Í»Í¸ Ã
+
¨
∧ � /c = A /σ + A ∧ � /nec

«
à Ô�º�Æ�·8¹l¸0²�¹Bº�¶P»¼ºo¶�æ ´�µ>¸�Æ�·8µ>¯>º�Æ�¶MÊr¸�¯P¶>º�¹l¸�»Í¸�Ærµ°²�º�¯à¯>º�²�²�±�¯Mµ°º�Ô8Å�Ø�º�»Í²�%�Ô�Æ8Å�Ø�º�Ô�ò[º�â�¸0²�¸�Ô�µ�º�Ê�±�³l¯
¹l³l¸�ÔÍ·��v #¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸cârº�â�Æ�´�¸o²�º�¯�¹l¸�¶�²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶� ¾²�º�¯Mµ>³l¯�·�¸o¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸cÅ�³lÆ�´�µ>³lÓ�Ô�¸@)Rµ>¯>º%Ê�º�³l¹�Ì�º�³¬µ�²�º�¯
¹l¸
µ>¸�¯P»Í¸ A ∧

� Ó�Ô�³�º�â�³¬µ.²�±�Ô�¯¾º�Å�Å�´�¹l´�¯P¸�¯7¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ�+�«�Î2º+Ìg±�¯PÅ�¸ A ∧
� º�â�³¬µ7¸�Æ ²�±�Ô�¶P¶>º�Ærµ#¹l¸

²�¹Bº�¶P»¼º@3MÔ�¶PÓ�Ô[æ  Å�¸ÍÓ�Ô�¸¼¹BºY²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æî»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸{¶P±�³¬µ#Å�±�»Í²�¸�Æ�¶P´�¸¼²�º�¯#¹BºY²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ Å�³lÆ�´�µ>³lÓ�Ô�¸
·�Ô�²�¹Bº�¶P»¼º�«�Âh¸#Ó�Ô�³�»ÍÛ�Æ�¸#º�ÔYÅ�Ø�º�Ô�ò[º�â�¸¾²�º�¯F¸�ò5¸�µ9Ý�±�Ô�¹¬¸7·�¸�¶o´�¹l¸�Å�µ>¯P±�Æ�¶�«
¬�¬�É ¹Bº
Å�±�»Í²�¯P¸�¶P¶P³l±�ÆY»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸7·�Ô�²�¹Bº�¶P»¼º
²�º�¯c¹l¸7Å�Ø�º�»Í²7Ñ

Î�¸cÅ�Ø�º�»Í²{»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸hÌ�º�³¬µ�º�Ô�â�»Í¸�Ærµ>¸�¯°¹Bº@²�¯>¸�¶>¶P³l±�ÆÍ·�Ô{²�¹Bº�¶P»¼º.·[æ Ô�Æ�¸cÓ�Ô�º�Ærµ>³¬µ>´F´�ârº�¹l¸� 
B2/4π

·�º�Æ�¶@¹Bº{·�³l¯P¸�Å�µ>³l±�Æ ² ¸�¯P²�¸�Æ�·�³lÅ�Ô�¹Bº�³l¯P¸ º�Ô Å�Ø�º�»Í²[« � Ô Ì�º�³¬µ/%�¸�Æ ²�¹lÔ�¶o·�¸ ¹Bº{²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ µ>Ø�¸�¯P»Í³lÓ�Ô�¸#³l¹
Ùÿº�¹lºY²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ »¼º�â�Æ�´�µ�³¬Ó�Ô�¸{Ó�Ô�³�¶�æ º03M±�Ô�µ>¸Í¶P³l»Í²�¹l¸�»{¸�Æ�µD Y¹Bº!²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æÿµ>±�µ�º�¹l¸8·�Ô ¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸�«àí�³
¹Bº�²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æî»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸{·�´�²�º�¶P¶P¸!¹BºY²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æî·�Ôî²�¹Bº�¶P»¼ºB%�¹l¸Í²�¹Bº�¶P»¼ºY¶P¸�¯>º Å�±�»Í²�¯P³l»{´{²�º�¯ ¹l¸
Å�Ø�º�»Í²[«
Òo±�Ô�¶K±�á�¶P¸�¯MÊ�±�Æ�¶°º�Ô�¶P¶P³�Ó�Ô�¸h²�±�Ô�¯K¹l¸�¶2µ>¯P±�³l¶�²�¯P±�Ä�¹l¶�·�¸h·�¸�Æ�¶P³¬µ>´&%�·�¸�Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸0¸�µà·�¸�µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸&%

¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ ¸�¶Mµ7·[æ º�Ô�µ�º�Æ�µ.²�¹lÔ�¶@´�µ>¸�Æ�·�Ô�¸8Ó�Ô�º�Æ�· ¹l¸ Å�Ø�º�»Í² »¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸#³lÆ�³¬µ>³Bº�¹2¸�¶Mµ7²�¹lÔ�¶@´�¹l¸�Ê�´�«
Ý°Æ{¸�ò5¸�µ/%�¹l¸h²�¹Bº�¶P»¼ºo²�º�¯à¶P±�Æ8´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸0»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸h²�¸�Ô�µ°·�³¬ò5Ô�¶P¸�¯J oµ>¯>º�Ê�¸�¯P¶°¹l¸�¶à¹l³lâ�Æ�¸�¶K·�Ô8Å�Ø�º�»Í²[«
Î�¸�¶o»Í±�Ô�Ê�¸�»Í¸�Ærµ>¶Fµ>¯>º�Æ�¶MÊr¸�¯>¶P¸�¶@º�Ô�Å�Ø�º�»Í²�¶P±�Ærµo²�±�¶>¶P³lá�¹¬¸�¶câ�¯�ú�Å�¸D 8Ô�Æ�¸¾Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸¾·�¸¾·�´�¯P³¬Êr¸¾´�ârº�¹l¸
 

vD = c
E × B

B2
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»¼º�³l¶°Å�¸�¶�»Í±�Ô�Ê�¸�»Í¸�Ærµ>¶�¶P±�Ærµ�á�¸%º�Ô�Å�±�Ô�²¼²�¹lÔ�¶�¹l¸�Ærµ>¶�¹l±�¯P¶PÓ�Ô�¸c¹l¸FÅ�Ø�º�»Í²Í»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸F·�¸�Ê�³l¸�Æ�µ�²�¹lÔ�¶
³lÆ�µ>¸�Æ�¶P¸�«�Ý°Æ Ú<6@Ö�³l·�´%º�¹l¸7±QP ¹l¸�¶cÅ�±�¹l¹l³¬¶P³l±�Æ�¶F¶P±�Ærµ@¶PÔ�²�²�±�¶P´�¸�¶@¯�º�¯>¸�¶/%�¹Bº8Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸#·�¸#·�´�¯P³¬Êr¸¾¸�ú�³l¶Mµ>¸
â�¯�ú�Å�¸D 8¹Bº8²�¯P´�¶P¸�Æ�Å�¸#·�Ô�Å�Ø�º�»Í²�´�¹l¸�Å�µ>¯P³lÓ�Ô�¸7·�º�Æ�¶c¹l¸7»Í³l¹l³¬¸�Ô�%�¸�¹l¹l¸.¸�¶Mµ@·�´�·�Ô�³¬µ>¸7·�¸¾¹Bº8¯P¸�¹Bº�µ>³l±�Æ

E + v ∧ B/c = 0

Âh¸�µPµ>¸@Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸7Ó�Ô�³5¸�¶Mµcº�Ô�¶P¶P³[¹Bº¾Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸7·�Ô!²�¹Bº�¶P»¼º#¸�¶MµF³lÆ�·�´�²�¸�Æ�·�º�Ærµ>¸7·�¸.¹Bº#Å�Ø�º�¯Pâ�¸.¸�µF·�¸.¹Bº
»¼º�¶P¶P¸¾·�¸�¶o²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶[Ñ�¹l¸�¶F´�¹l¸�Å�µ>¯P±�Æ�¶c¸�µo¹l¸�¶F²�¯P±�µ>±�Æ�¶c·�´�¯P³¬Ê�¸�Æ�µo·�º�Æ�¶c¹l¸7»5'�»Í¸.¶>¸�Æ�¶%«

BW»¼½�»�¸(µ?½�¸�Æ!»��Å$½�¸(·�»¼µ?½$·Þ«¼³��§G¨�§GRÆ3Å�ªX°�¬�¶�·�¸
Òo±�Ô�¶8º�Ê�±�Æ�¶8¯P¸�»¼º�¯PÓ�Ô�´+·�º�Æ�¶8Æ�±�¶
Å%º�¹lÅ�Ô�¹l¶$%�Ó�Ô[æ º�²�¯PÛ�¶{Ô�Æ�¸!Å�¸�¯Mµ�º�³lÆ�¸¼Ê�º�¹l¸�Ô�¯
·�¸

B̃0
 ²�¸�³lÆ�¸

¶PÔ�²�´�¯P³l¸�Ô�¯P¸Ê Ô�Æ°)�º�Ô�ú ¸�Æ�Ê�³¬¯>±�Æ�¶�·�¸
1T
%F²�±�Ô�¯!·�¸�¶�·�¸�Æ�¶P³¬µ>´�¶ ≈ 109cm−3 +-%F·�´�²�¸�Æ�·�º�Ærµ ·�¸�¶

Å�±�Æ�·�³¬µ>³l±�Æ�¶c³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸�¶F·�¸¾Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸#¸�µ@·�¸¾µ>¸�»{²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸&% Æ�±�µ>¯P¸¾»Í±�·�Û�¹l¸7Æ�¸#»¼º�¯PÅ�Ø�¸¾²�¹lÔ�¶�«�Ý°Æ�¸�ò5¸�µ/%
²�±�Ô�¯o·�¸¾µ>¯PÛ�¶@â�¯>º�Æ�·�¸�¶cÊ�º�¹l¸�Ô�¯P¶o·�Ô Å�Ø�º�»Í² »¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸&%�¹Bº{²�¯P±�²�º�ârº�µ>³l±�ÆY·�Ô ²�¹Bº�¶P»¼º8¸�¶Mµ@Ìg±�¯Mµ>¸�é
»Í¸�Æ�µ.·�±�»Í³lÆ�´�¸ ²�º�¯@¹l¸�¶@¸�ò5¸�µ>¶.·�Ô Å�¸
Å�Ø�º�»Í² Ó�Ô�³K³lÆ�Ø�³lá ¸
º�³lÆ�¶P³2¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ ¹l³lá�¯P¸#·�º�Æ�¶@¹l¸#Ê�³l·�¸�«
àº�¯7Å�±�Æ�¶P´�Ó�Ô�¸%Ærµ/%�¹l¸�¶7´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶¾·�¸{¹Bº�Ú<6@Ö µ>¸�¹l¹l¸�¶7·�±�Æ�Æ�´�¸�¶ ²�º�¯7Æ�±�µ>¯P¸{»Í±�·�Û�¹l¸8Æ�¸{¶P±�Ærµ#²�¹lÔ�¶
Ê�º�¹Bº�á�¹l¸�¶�«

�xb	� C Ò Ô�ÕÖ Õ á�ß ó ÔÒ â�â Õ$Ô ç�ß

Ö.º�Æ�¶@¹l¸#Å%º�¶.·�¸ ¹Bº{¹l³l»Í³aµ>¸¾Å�¹Bº�¶P¶P³lÓ�Ô�¸ ±QP ¹Bº{µ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯P¸#Ê�º�¯P³l¸#¸�Ærµ>¯P¸
T ∼ 106 ¸�µ T ∼ 103 %

¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸
µ>Ø�¸�¯P»Í³lÓ�Ô�¸{¯P¸�¶Mµ>¸8µ>¯>Û�¶¾Ì�º�³lá�¹l¸
²�º�¯7¯>º�²�²�±�¯Mµ4 !¹çæ ´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸8·�¸{»¼º�¶P¶P¸
ε � ε0

%[¹Bº+Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸
v � c

¸�µo¹l¸7¯>º�²�²�±�¯Mµc·�¸#Î�±�¯P¸�Ærµ>Ï7µ>¸�Æ�·YÊr¸�¯P¶¾ª�«
Ö.º�Æ�¶cÅ�¸¾Å%º�¶c¹l¸�¶c´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶cÆ�±�Æ�én¯P¸�¹Bºxµ�³aÊ�³l¶Mµ>¸�¶F±�Ærµc¹Bº
Ìg±�¯P»Í¸.¶PÔ�³¬Ê�º�Ærµ>¸àÑ

∂n

∂t
+

∂(nv)

∂x
= 0

)�È�«ÁÀ�Ë:+

mn
(∂v

∂t
+ v

∂v

∂x

)

+
∂P

∂x
+

1

8π

∂B2

∂x
= 0

)�È�«ÁÀ�ª0+

ó�ôMõ�ö*R-=
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3

2

(∂T

∂t
+ v

∂T

∂x

)

+ T
∂v

∂x
= 0

)�È�«ÁÀ�ÀQ+

∂B

∂t
+

∂(vB)

∂x
= 0

)�È�«ÁÀ�È:+
Î2º8Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸¾·�Ô�¶P±�Æ�¯P¸�»Í²�¹Bº�Å�¸�¯>º8Å�¸�¹l¹l¸7·�¸¾¹Bº8¹lÔ�»Í³¬Û�¯P¸.·�º�Æ�¶o¹¬¸�¶cÆ�±�¯P»¼º�¹l³¬¶>º�µ>³¬±�Æ�¶0·�¸�¶cÊ�º�¯P³Bº�á�¹l¸�¶�«
Î�¸FÊ�¸�Æ�µ�¶P±�¹Bº�³l¯P¸F¸�¶Mµ�¹çæ ¸�ú�¸�»Í²�¹l¸FµnÙ�²�¸c·[æ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ¼Æ�±�Æ�én¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬¶Mµ>¸F·�¸o²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶°·�¸câ�¯>º�Æ�·�¸�¶

Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸�¶ ²�¯P±�Êr¸�Æ�º�Ærµ ·�Ôÿ¶P±�¹l¸�³l¹KÊ�¸�¯P¶#¹çæ ¸�¶P²�º�Å�¸Í³lÆrµ>¸�¯P²�¹Bº�Æ�´�µ�º�³l¯P¸�«5ån¹°¸�¶Mµ Å�±�»Í²�±�¶P´{¸�¶P¶P¸�Ærµ>³l¸�¹l¹l¸�»Í¸�Æ�µ
·�¸¾²�¯P±�µ>±�Æ�¶F¸�µc·[æ ´�¹l¸�Å�µ>¯P±�Æ�¶�« � Ô!Ê�±�³l¶P³lÆ�º�â�¸.·�¸7¹Bº µ>¸�¯P¯P¸&%�¹Bº Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸¾·�Ô!Ê�¸�Æ�µc¶P±�¹Bº�³l¯P¸@¸�¶Mµ@º�²�²�¯P±%ú�³aé
»¼º�µ>³¬Êr¸�»Í¸�Ærµ�¸�Ærµ>¯P¸

300
º�Æ�·

1400km/s
«�Î�¸oÊ�¸�Æ�µ0¶P±�¹Bº�³l¯P¸c´�µ�º�ÆrµhÔ�Æ+²�¹Bº�¶P»¼ºB%r³l¹�¶PÔ�á�³¬µ0¹�æ ³lÆ�Ü�Ô�¸�Æ�Å�¸

·�Ô�Å�Ø�º�»Í²Y»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸7¶P±�¹Bº�³l¯P¸�«
d Æ º�Ô�µ>¯P¸
¸�ú�¸�»Í²�¹l¸
·�¸
¹l³l»{³aµ>¸ Å�¹Bº�¶>¶P³lÓ�Ô�¸
¸�¶Mµ7Ô�Æ ¸�ú�¸�»Í²�¹l¸
·�¸
¹Bº�á�±�¯>º�µ>±�³¬¯P¸#Å�±�Æ�Å�¸�¯PÆ�º�Æ�µ¾¹�æ ¸�ú�é

²�º�Æ�¶P³l±�Æ(·[æ Ô�ÆW²�¹Bº�¶P»¼º ²�¯>±�·�Ô�³¬µ¼²�º�¯Í¹Bº�¶P¸�¯{¹l±�¯P¶Í·�¸�¹çæ ³l¯P¯>º�·�³lº�µ>³¬±�Æ ·[æ Ô�Æ�¸ Å�³lá�¹l¸Y»Í´�µ�º�¹l¹l³¬Ó�Ô�¸Y²�º�¯
Ô�ÆêÌ�º�³l¶PÅ�¸%º�Ôê¹Bº�¶P¸�¯Í¹¬±�¯P¶{·�¸�¶¼¸�ú�² ´�¯P³l¸�Æ�Å�¸�¶+·�¸�·�´�²���µÍ²�º�¯Í¹Bº�¶P¸�¯{²�Ô�¹l¶P´ �Î2Ö «�Î�¸�¶Í»5'�»Í¸Y´�Ó�Ô�ºxé
µ>³l±�Æ�¶.â�Û�¯P¸�Æ�µ¾¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ »¼º�³l¶@¶>º�Æ�¶7Å�Ø�º�»Í² »¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸
¸�µ#º%Ê�¸�Å{Ô�Æ�¸
Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸{¶PÔ�² ¸�¯P¶P±�Æ�³lÓ�Ô�¸�«
Î°æ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ�¸�¶Mµ.º�·�³Bº�á�º�µ>³¬Ó�Ô�¸7¸�µo¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸�! ì�ª�#ç«
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Ö.º�Æ�¶cÅ�¸7µ>¯>º%Ê�º�³l¹5Æ�±�Ô�¶cÆ�±�Ô�¶c¶P±�»Í»Í¸.³lÆ�µ>´�¯P¸�¶P¶P´�¶. 8¹çæ ´�µ>Ô�·�¸¾·�¸¾¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�ÆY·[æ Ô�Æ�²�¹Bº�¶P»¼º ¯P¸�¹Bº�µ>³aé
Ê�³l¶Mµ>¸�Å�±�Æ�¶Mµ>³¬µ>Ô�´�·[æ ´�¹l¸�Å�µ>¯P±�Æ�¶K¸�µK·�¸�²�¯P±�µ>±�Æ�¶$%x·�º�Æ�¶�¹l¸°Ê�³l·�¸�«�Âh¸�²�¹Bº�¶P»¼ºB%�Å�±�»Í²�¹lÛ�µ>¸�»{¸�Æ�µ�³l±�Æ�³l¶P´&%%¸�¶Mµ
¯P´�â�³�²�º�¯h¹l¸�¶h´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶hØrÙ�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸�¶h±�Ô+»¼º�â�Æ�´�µ>±�ØrÙ�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸�¶h¸�Æ+Å%º�¶0·�¸@²�¯P´�¶P¸�Æ�Å�¸
·�¸¾Å�Ø�º�»Í²Y»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�«

Âh¸�¶�´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶�¶P±�Ærµ�·�´�·�Ô�³¬µ>¸�¶> 7²�º�¯Mµ>³l¯à·�¸�¶�¹l±�³l¶K·�¸cÅ�±�Æ�¶P¸�¯MÊ�º�µ>³l±�Æ{·�¸c¹Bº.²�ØrÙ�¶P³lÓ�Ô�¸�«�Ý°¹l¹l¸�¶à¶P±�Æ�µ
Ìg¸�¯P»Í´�¸�¶àº%Êr¸�ÅhÔ�Æ�¸h´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ ·[æ ´�µ�ºxµàÆ�±�Æ ²�±�¹¬Ù�µ>¯P±�²�³lÓ�Ô�¸&%xÓ�Ô�³�·�´�Å�¯>³aµà¹¬¸�¶�µ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯P¸�¶K¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³l¶Mµ>¸�¶
º�³lÆ�¶P³�Ó�Ô�¸0Å�¹Bº�¶P¶P³lÓ�Ô�¸�¶°¸�µ°Ô�¹aµ�¯>ºxén¯P¸�¹lº�µ>³aÊ�³l¶Mµ>¸�¶�«�Ý°Æ8Ô�µ>³l¹l³¬¶>º�ÆrµKÔ�Æ�¸0µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»¼º�µ>³l±�Æ ¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸&%xÓ�Ô�³
Å�±�»8á�³lÆ�¸¾·�¸�Ô�ú Ê�º�¯P³Bº�á�¹¬¸�¶o·�º�Æ�¶@Ô�Æ�¸ ¶P¸�Ô�¹l¸&%�¹l¸�¶@¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸�¶.·[æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶@·�³¬ò5´�¯P¸�Ærµ>³l¸�¹l¹l¸�¶o²�º�¯Mµ>³l¸�¹l¹¬¸�¶
¶P¸+µ>¯>º�Æ�¶MÌg±�¯P»Í¸�Ærµ8¸�Æ ·�¸�¶8¶MÙ�¶Mµ>Û�»Í¸�¶{·[æ ´�Ó�Ô�º�µ>³l±�Æ�¶
·�³¬ò5´�¯P¸�Ærµ>³l¸�¹l¹l¸�¶ ±�¯P·�³lÆ�º�³l¯P¸�¶%«KÂh¸�¶{·�¸�¯PÆ�³l¸�¯>¶
±�Ærµ
´�µ>´#¯P´�¶P±�¹lÔ�¶FÆ�Ô�»Í´�¯P³lÓ�Ô�¸�»Í¸�Æ�µc²�º�¯F¹Bº8»Í´�µ>Ø�±�·�¸7·�¸#ÉcÔ�Æ�â�¸�é�O7Ô�µPµ�º�«
Ö.º�Æ�¶¾¹l¸
Å%º�¶¾·�¸8¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ ØrÙ�·�¯>±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸{²�Ô�¯P¸&%�Æ�±�Ô�¶¾º�Ê�±�Æ�¶¾¯P¸�µ>¯P±�Ô�Ê�´{¹l¸�¶7²�¯P±�Ä�¹l¶7·�¸

·�¸�Æ�¶P³¬µ>´&%xÊ�³¬µ>¸�¶P¶P¸h¸�µ�µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸�·[æ Ô�Æ�¸h¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ ¹l³lá�¯P¸�·�º�Æ�¶�¹l¸°Ê�³l·�¸�«�Ö
æ Ô�Æ�¸�Ì�º&M�±�Æ#â�´�Æ�´�¯>º�¹l¸&%x¹Bº
·�¸�Æ�¶P³¬µ>´0¸�µK¹Bºcµ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯P¸h·�´�Å�¯P±�³l¶P¶P¸�Ærµ/%�Å�¸hÓ�Ô�³�¸�¶Mµà·�Ô� o¹çæ ´�Å�±�Ô�¹l¸�»Í¸�ÆrµK¸�µ°º�Ô ¯>¸�Ìg¯>±�³l·�³l¶P¶P¸�»Í¸�Æ�µK·�¸
¹Bº »¼º�µ>³lÛ�¯P¸@¸�Æ!¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�ÆY·�º�Æ�¶0¹l¸@Ê�³l·�¸&%�º�¹l±�¯P¶hÓ�Ô�¸7¹Bº#Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸7Å�¯P±&Ilµ0·[æ Ô�Æ�¸.Ì�º&M�±�Æ!»Í±�Æ�±�µ>±�Æ�¸�«�Î2º
»¼º�µ>³lÛ�¯P¸�´�3M¸�Å�µ>´�¸0¸�¶Mµ�º�Å�Å�´�¹l´�¯P´�¸E3MÔ�¶PÓ�Ô[æ  .Å�¸0Ó�Ô�¸0¶P±�Æ
´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸h³lÆrµ>¸�¯PÆ�¸h¶P±�³¬µK¶PÔBüÍ¶>º�»Í»Í¸�ÆrµàÅ�±�ÆrÊr¸�¯Mµ>³l¸
¸�Æ�´�Æ�¸�¯Pâ�³l¸¾Å�³lÆ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�«
�±�Ô�¯ µ>±�Ô�¶8¹l¸�¶ ²�¯P±�Ä�¹l¶$%K¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ º�µPµ>¸�³lÆrµ
¶P±�Æ »¼ºxú�³l»
Ô�»÷ Ô�Æ�¸+Ê�º�¹l¸�Ô�¯
Å�±�¯P¯P¸�¶P²�±�Æ�·�º�Ærµ

 �¹Bº�² ±�¶P³¬µ>³l±�Æÿ±QP ¹BºY¶P±�¹lÔ�µ>³l±�Æÿ¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹lº�³¬¯P¸{Æ[æ ¸�¶Mµ
²�¹lÔ�¶¾Ê�º�¹Bº�á�¹l¸�«�Âh¸�µPµ>¸ÍÊ�º�¹l¸�Ô�¯ º�Ô�én·�¸�¹w Y·�¸¼¹Bºxé
Ó�Ô�¸�¹l¹l¸¼·�¸�¶
³lÆ�¶Mµ�º�á�³l¹l³aµ>´�¶¾²�Ø�Ù�¶P³lÓ�Ô�¸�¶{º�²�²�º�¯>º�³l¶P¶P¸�Ærµ/%�¸�¶Mµ
µ>¯PÛ�¶ ¶P¸�Æ�¶P³lá�¹l¸!º�Ô�ú Å�±�Æ�·�³¬µ>³l±�Æ�¶#³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸�¶�«
ånÆ�·�´�²�¸�Æ�·�º�»Í»Í¸�Ærµ.·�¸�¶@Å�±�Æ�·�³¬µ>³l±�Æ�¶c³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸�¶c·�¸#¹Bº{·�¸�Æ�¶P³¬µ>´&%�²�±�Ô�¯oÔ�Æ�¸¾Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸ ³lÆ�³¬µ>³Bº�¹¬¸7·�±�Æ�Æ�´�¸&%
²�¹lÔ�¶
¹BºYµ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯>¸¼³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸¼º�Ô�â�»Í¸�Ærµ>¸&%�²�¹lÔ�¶
¹�æ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æî¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹Bº�³¬¯P¸Í¸�¶Mµ8´�µ>¸�Æ�·�Ô�¸&%°º�¹l±�¯P¶
Ó�Ô�¸o²�±�Ô�¯�Ô�Æ�¸Fµ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸c³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸hÄ�ú�´�¸&%�²�¹lÔ�¶�¹Bº@Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸o³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸0¸�¶Mµh´�¹l¸�Ê�´�¸&%�²�¹lÔ�¶°¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ
¶P¸�¹¬ÌBén¶P³l»Í³¬¹Bº�³¬¯P¸.¸�¶Mµ@¯P´�·�Ô�³aµ�¸�«
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Òo±�Ô�¶Kº%Êr±�Æ�¶Kº�Ô�¶P¶P³�´�µ>Ô�·�³l´�¹çæ ¸�ò5¸�µK·�Ô Å�Ø�º�»Í² »¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�¶PÔ�¯�¹Bºc·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸�·�¸�¹çæ ´�Å�±�Ô�¹l¸�»Í¸�Ærµ
·�Ô ²�¹Bº�¶P»¼º!²�±�Ô�¯¾¹l¸�¶¾Ê�º�¹l¸�Ô�¯P¶#³lÆ�³¬µ>³lº�¹¬¸�¶7·�¸Í·�¸�Æ�¶P³¬µ>´&%�Ê�³¬µ>¸�¶P¶P¸¼¸�µ#µ>¸�»Í² ´�¯>º�µ>Ô�¯P¸Í·�±�Æ�Æ�´�¸�¶ ¸�µ#Æ�±�Ô�¶
º�Ê�±�Æ�¶@±�á�¶P¸�¯MÊ�´
Ó�Ô�¸
²�¹lÔ�¶o¹Bº8Ê�º�¹l¸�Ô�¯o·�Ô Å�Ø�º�»Í² »¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸#³lÆ�³¬µ>³lº�¹2º�Ô�â�»Í¸�Ærµ>¸&% ²�¹lÔ�¶@¹l¸#²�¹lº�¶P»¼º
¸�¶Mµ{·�´�Å�´�¹l´�¯P´!¸�µ{²�¹lÔ�¶
¹Bº ·�¸�Æ�¶P³¬µ>´Yº�Ô�â�»Í¸�Ærµ>¸&%KÅ�¸�¶8²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸�¶{¶P±�Ærµ{¹l³l´�¶
º�Ô Å�±�Æ�Ä�Æ�¸�»Í¸�Ærµ{·�¸�¶
²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶o²�º�¯@¹l¸#Å�Ø�º�»Í²[«5Òo±�Ô�¶.º%Ê�±�Æ�¶.Å�±�Æ�¶Mµ�º�µ>´ Ô�Æ�¸
º�Ô�â�»Í¸�Æ�µ�º�µ>³l±�Æ�·�¸
¹Bº8µ>¸�»Í²�´�¯>º�µ>Ô�¯P¸
º%Ê�¸�Å
¹l¸ÍÅ�Ø�º�»Í²ÿ»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸&%2Ó�Ô�³�¸�¶Mµ
·�Ôä �¹�æ ¸�ò5¸�µ ·�Ô Å�Ø�º�Ô�ò[º�â�¸Í²�º�¯#¸�ò5¸�µ�Ý�±�Ô�¹l¸Í¸�µ@ Y¹çæ ¸�ò5¸�µ ·�¸Í¹Bº
Å�±�»Í²�¯P¸�¶P¶P³l±�Æ#»¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸�·�Ô#²�¹Bº�¶P»¼ºF²�º�¯2¹l¸�Å�Ø�º�»Í²[«xKº�¯2Å�±�Æ�µ>¯P¸�¸�µK¸�Æ Å�±�»Í²�º�¯>º�³l¶P±�Æ#º�Ê�¸�Å�¹l¸°Å%º�¶
Ø�Ù�·�¯P±�·�Ù�Æ�º�»Í³lÓ�Ô�¸ ²�Ô�¯oÅ�±�¯P¯P¸�¶P² ±�Æ�·�º�Æ�µ1 

B = 0
% ¹Bº{¹l³l»{³aµ>¸7·�¸ ¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ�¸�¶Mµ@á�¸%º�Ô�Å�±�Ô�² ²�¹lÔ�¶

´�µ>¸�Æ�·�Ô�¸&%�Å�¸@Ó�Ô�³�²�±�Ô�¯P¯>º�³¬µ�¶�æ ¸�ú�²�¹l³lÓ�Ô�¸�¯0²�º�¯h¹l¸cÌ�º�³¬µ�Ó�Ô�¸.¹l¸�¶�²�º�¯Mµ>³lÅ�Ô�¹l¸�¶�¶PÔ�á�³l¶P¶P¸�ÆrµFÔ�Æ+²�Ø�´�Æ�±�»ÍÛ�Æ�¸
·�¸h·�³¬ò5Ô�¶P³l±�Æ4 cµ>¯>º%Êr¸�¯P¶K¹l¸�¶�¹l³lâ�Æ�¸�¶2·�¸�Å�Ø�º�»Í²�¶�²�º�¯�¹çæ ¸�ò5¸�µK·�¸h¹BºFÊ�³¬µ>¸�¶P¶P¸h·�¸h·�´�¯P³¬Ê�¸�²�¸�¯P²�¸�Æ�·�³lÅ�Ô�¹Bº�³l¯P¸
º�Ô�Å�Ø�º�»Í²[«
Î�¸�¶F²�¸�¯P¶P²�¸�Å�µ>³¬Ê�¸�¶o·�ÔY²�¯P´�¶P¸�Ærµo»Í´�»Í±�³l¯P¸@¶P±�Æ�µcÆ�±�»
á�¯P¸�Ô�¶P¸�¶�H�¹çæ ¸�ú�µ>¸�Æ�¶P³l±�ÆY·�¸7¹çæ ´�µ>Ô�·�¸7·�¸¾¹�æ ¸�ú�é

²�º�Æ�¶P³l±�Æ{ ¼µ>¯P±�³l¶@·�³l»Í¸�Æ�¶P³l±�Æ�¶@¸�µ7¹çæ ³lÆ�µ>¯P±�·�Ô�Å�µ>³l±�Æ ·[æ Ô�Æ�¸
µ>±�²�±�¹l±�â�³¬¸#·�Ô Å�Ø�º�»Í² »¼º�â�Æ�´�µ>³lÓ�Ô�¸ ²�¹lÔ�¶
Å�±�»Í²�¹l¸�ú�¸&%�²�¹lÔ�¶7¯P´%º�¹l³l¶Mµ>¸&%[¶P±�Ærµ#¶P±�Ô�Ø�º�³¬µ�º�á�¹l¸�¶�«5ån¹°¶P¸�¯>ºY³lÆrµ>´�¯P¸�¶P¶>º�Æ�µ#·[æ ´�µ>Ô�·�³l¸�¯7¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ ·�º�Æ�¶
·[æ º�Ô�µ>¯P¸�¶7»Í´�µ>¯P³lÓ�Ô�¸�¶$%�Å�æ ¸�¶MµMé� xén·�³l¯P¸ ·�º�Æ�¶.¹l¸ Å%º�·�¯P¸
·�¸
¹BºÍ¯P¸�¹Bº�µ>³¬Ê�³¬µ>´#â�´�Æ�´�¯>º�¹l¸�«[Â@æ ¸�¶Mµ¾¸�Æ�Å�±�¯P¸
²�¹lÔ�¶
³lÆ�µ>´�¯P¸�¶P¶>º�Ærµh¶P³ ±�Æ{µ>³l¸�Ærµ�Å�±�»Í²�µ>¸c·�¸o¹çæ º�Ô�µ>±�énâ�¯>º%Ê�³¬µ>´F·�Ô{Ü�Ô�³l·�¸&%�º%Ê�¸�Å@Å�¸�µPµ>¸o´�µ>Ô�·�¸&%�±�Æ¼² ±�Ô�¯P¯>º7Êr±�³l¯
¹çæ ¸�ò5¸�µà·�¸0¹Bºo·�¸�Æ�¶P³¬µ>´0·�¸0»¼º�¶P¶P¸h¶PÔ�¯à¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶P³l±�Æ[«�ån¹�¯P¸�¶Mµ>¸cº�Ô�¶P¶P³� @´�µ>Ô�·�³l¸�¯K¹çæ ³lÆ�Ü�Ô�¸�Æ�Å�¸h·[æ Ô�Æ8»Í³l¹¬³¬¸�Ô
º�»8á�³Bº�Ærµc¶PÔ�¯o¹çæ ¸�ú�²�º�Æ�¶>³¬±�Æ ·�Ô�²�¹Bº�¶P»¼ºB%�³lÆ�µ>¯P±�·�Ô�³l¶>º�Æ�µoº�³lÆ�¶P³�¹l¸�¶c±�Æ�·�¸�¶o·�¸#Å�Ø�±�Å#Ó�Ô�³2²�¸�Ô�Ê�¸�Æ�µ.¶cÙ
²�¯P±�·�Ô�³l¯P¸�«
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!aª$##å�« Î2º�Æ�â�»
Ô�³l¯$%à°Ø�Ù�¶P³lÅ�¶ ¦ ý %�¿�ërð»)<ª�ërÀ�Ç:+�«
! À0##è7« Î�¸�Ø�Æ�¸�¯$%GF � ýêû � ûF�@ü � �¬��ø��Í� %.)Rø°Ô�³lá�¸�¯Mµ/%�Ð�¯>º�Æ�Å�¸&%�À�Ë�Ë�Õº+�«
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! À�ì0# Î°«�Ö «�Î2º�Æ�·�º�Ô8º�Æ�·{ÝF«rÚÿ«�Î�³¬Ìg¶PØ�³¬µ>Ï&%P\ � ú����]L.ü� K��� ý��ç ø %¡)��¸�¯Pârº�»Í±�Æ8°¯P¸�¶P¶$%rÎ�±�Æ�·�±�Æ�%�ª�ërì�ë:+�«
! À�¿2# É¾«�Ö «�yh¹Bº�Æ�·�Ìg±�¯P·�º�Æ�· Â@«�Ð�«�Ú�¸/O7¸�¸&%hÚ�±�Æ[« Òo±�µ%« É¾« � ¶Mµ>¯P±�Æ[«�í�±�Å�« ¦_^ Z %�È�ÕrÈ�)<ª�ërð�ðQ+�«
! À�ð0#¾ø
«�å�«�û5Ø�·�º�Æ�±xÊ!º�Æ�· Úÿ«Áí�« yh±�¯P¶PØ�%�Ý�« °ØrÙ�¶�«5í�µ�Ô�·[« ¦ % À�È�È�)çÀ�Ë�ËrìQ+�«
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