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Introduction

Dépuis toujours on sait qu’un corps solide soumis & l’action de forces éx-
térieures subit des déformations ou des déplacements relatifs. Si les défor-
mations sont petites, ne dépassant pas une certaine valeur limite, aprés en-
levement des forces extérieures, elles disparaissent. On dit que le corps est
parfaitement élastique. De cette hypotheése toute la théorie de I’élasticité a été
développée et utilisée dépuis longtemps dans le calcul des structures[11].

Le développement de cette théorie a travers le temps est da essentiellement a
deux phénomeénes importants:

a) le progré qu’a connu le monde de 'expérimentation sur le comportement
des corps en déformation.

b) le développement rapide des théories mathématiques qui ont permis de
passer des principes physiques aux méthodes analytiques.

Les plus grandes découvertes qui ont beaucoup contribué au développement
de la théorie de 'élasticité sont

1) La découverte de la loi de Hooke en 1660. Elle traduit la proportionnalité
qui existe entre les contraintes et les déformations. C’est la base de toute la
théorie de 1’élasticité.

2) La formulation des équations générales par Navier en 1821 qui permettaient
de réduire tous les problémes des petites déformations des corps élastiques en
un calcul mathématiques.

3) En 1822 Cauchy a découvert les plus grandes lignes de la théorie pure de
I’élasticité. Il a introduit la notion de contrainte en un point exprimée comme
étant une traction par unité de surface.

La théorie de I’élasticité repose donc sur la détermination d’un état de con-
traintes ou de déformations & l'intérieur d’un corps solide soumis & des forces
de volume ou a des forces de surface. La détérmination de cet état reve-
nait généralement a la recherche de certaines fonctions représentant les com-
posantes de déplacement. Ces fonctions doivent satisfaire les équations d’équilibre
en tout point du corps et aussi satisfaire certaines conditions aux limites de ce
corps, ces fonctions s’appellent les fonctions harmoniques. Actuellement, les
solutions de la majorité des problémes rencontrés sont connues et les méthodes
numériques découvertes récemment avec le développement de 1’outil informa-
tique viennent confirmer ces solutions[11].

Olesiak et Sneddon[18] ont étudié un probléme thérmoelastique d’un milieu
infini contenant une fissure ou le flux prend deux cas.



Dans le premier cas le flux de la température est une constante.

Dans le second cas le flux est supposé comme une fonction radiale sous forme
d’une série de Fourier-Bessel.

S. Dhaliwal[15] a étudié un probléme thermoélastique d’une plaque épaisse ot
le flux de la température a été imposé sur une face circulaire. La solution est
obtenue par la méthode classique.

M. Sakamoto[13] a étudié le probléme axisymetrique d’une plaque épaisse
élastique isotrope contenant une fissure circulaire sous une pression interne
uniforme. L’étude considére que les deux cas oul le contact est lisse et libre de
charge.

Sakamoto et Kobayashi[14] ont proposé une approche différente pour résoudre
des problemes élastiques avec des conditions mixtes.Il ont réduit les équations
intégrales duales directement & un systéme infini d’équations algébriques a
I’aide de la formule de Gegenbauer. Ils ont étudié la déformation d’une plaque
épaisse reposant sur une fondation rigide avec un trou circulaire par un poingon
infini. Le probléme du poingon infini avec un trou circulaire est également
étudié par les mémes auteurs.

D’apres la méthode proposée par Sakamoto dans le cas élastostatique on déter-
mine la solution du systéme dés équations intégrales duales sous la forme d’un
développement en séries, dont les coefficients inconnus s’obtiennent par la ré-
solution d’un systéme algébrique infini. [’étape de la transformation consiste
dans l'utilisation de la formule de Gegenbauer.

On s’interesse au probléme de déformation thermoélastique sous 'effet de
la température et subissant des contraintes mécaniques d’une plaque épaisse
élastique d’épaisseur h. Cette plaque se déforme par 'application sur la face
supérieure d’un poingon circulaire rigide et chauffé. on supposent que le con-
tact entre les deux faces est lisse. La face interieure est thermiquement isolée.

Dans la premiére partie du travail (le probléme thermique), on détermine la
température par la résolution de I’équation de Laplace en coordonnées cylin-
driques dans le cas axisymétrique. Par la transformation de Hankel d’ordre
zéro de cette équation, on obtient une équation différentielle ordinaire, en
exprimant les deux inconnues, I'une en fonction de 'autre en vérifiant la con-
dition limite. Les conditions mixtes permettent de ramener le probléme a un
systeme d’équations intégrales duales.

Dans la deuxiéme partie du travail (le probléme mécanique), le probléme étudié
est le systéme de Lamé en coordonnées cylindriques dans le cas axisymétrique
dont les inconnues sont les deux composantes du vecteur déplacement u et w
solution du systéme d’équilibre de Lamé. La température intervenant dans la



résolution du probléme est déja calculée dans la premiére partie du travail(le probléme thermique).

Par la méthode de la transformation intégrale de Henkel on réduit le sys-
téme de Lamé (systéme d’équilibre) a un systéme différentiel ordinaire. Ayant
obtenu la solution par la méthode classique, les quatres inconnues du probléme
s’obtiennent en vérifiant les conditions aux limites. Les conditions mixtes per-
mettent le calcul de 'inconnue restante sous forme d’un systéme d’équations
intégrales duales. La résolution de ce dernier systéme consiste & développer
la fonction sous forme d’une série de fonction de Bessel. Par suite les coeffi-
cients se raménent a la résolution d’un systéme algébrique infini. Ce systéme
se résout par la méthode de troncation.

1 Rappels Mathématiques

1.2 Equation de Bessel
1.2.1 Définition

L’équation de Bessel est un cas particulier de 1’équation généralisée du type

” Pl(l’) ’ PQ(.T)

YWY T )

y=0
dans la quelle Q (z) et P, (x) sont des polynémes de degré non supérieur a 2
et P (x) un polynéme de degré non supérieur a 1.

Avec Q (z) = x et Py (x) =1, Py (z) = 2? — 12, I’équation de Bessel dans sa
forme standard est

22y 4+ xy + (x2 - V2> y=0 (1.1)

oll v est une constante pas nécessairement entiére appelée ordre de ’équation
de Bessel.

1.2.2 Fonctions de Bessel de premiére et de deuxiéme es-
péce

1.2.2.1 Résolution formelle

On voit facilement que zy = 0 est un point singulier régulier de I’équation de
Bessel. Alors cherchons une solution sous la forme



y(x) = i)anx”” (1.2)

+o0

y () =Y a,(n+r)a"
n=0
" +Oo
y (z)= Zan(n—l—r) (n+r—1)z"t2
n=0

En remplacant dans I’équation (1.1) et en égalant a zéro tous les termes de
méme degré, on obtient

ap (r* —1v?) =0 n=0
a {(7‘+1)2—1/2] =0 n=1 (1.3)
an[(n—{—r)z—yﬂ—i—an,Q:O n>2

A condition d’avoir ag # 0 I’équation 3 de (1.3) nous permet d’obtenir a,, en
fonction de a,_s.D’autre part I’équation (1) de (1.3) nous montre que r = +v;
si v est réel nous supposerons que v > 0 et s’il est complexe que Rév > 0.
Examinons les deux cas possibles

Nous voyons que si r = v, d’apres équation (2), a; = 0 et I’équation (3)
de (1.3) montre que les coefficients avec n impair sont tous nuls. En posant
n=32m,ona

e — 0 a1 +v)
2T 2(1+v) 22T (2+4v)

as . ao - &UF (1 —+ I/)
24(v+2) 22w+ 1)(r+2) 220 B +v)

ayg = —

ay ao apl’ (1 +v)
Qg = — = — = —
7 34(w+3) 326w+ 1)(r+2)(r+3) 3120 (4+v)

et, d'une maniere générale,

Aom = (_1)m

2ol (v +1) (v +2) .. (v+m)



ou I' () et la fonction Gamma définie par I'intégrale suivante

_ +eo z—1 _—t
['(z2)= e tdt
0

Par définition la fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre v , J, (x) est

celle qui correspond a la valeur arbitraire ay = Wllw) = ﬁ Donc

400 1 T v+2m
J, () = D L ) 1.4

() mz::()( ) m!(u—i—m)!(Z (14)
Si v est un réel positif non entier et > 0

Les deux fonctions J, (z) et J_, () sont deux solutions particulieres de I’équation
de Bessel. De plus, comme v est un réel positif non entier, limJ, () = 0 et
limJ_, (x) = 400, & — 0 elle ne sont donc pas proportionnelles, eles forment
une base.

La solution générale de I’équation de Bessel est alors:

y(x)=AJ, (z)+ BJ_, (x)
ou A et B sont deux constantes arbitraires.
Si v est un entier n > 0, ’équation (1.4) s’écrit
+oo 1 T 2m—n
= £ st ()
(z) g::()( ) m!(m —n)! \2

Posant m —n =k, on a

J_n(x) = _XO:O (—1)"th M (g)n—l—%

k=0

Par suite

J_n ($) = (_1)n zo:o <_1)k k! (n1+ ]{Z)' (g>n+

k=0

Alors les deux fonctions J, et J_,, sont reliées par la relation suivante



o () = (=1)" J ()

Donc pour v un entier, les deux fonctions J, et J_, sont proportionnelles
et ne forment pas une base de l'espace vectoriel des solutions. On doit donc
construire une autre solution particuliére de I’équation de Bessel.

Considérons la fonction

Jy, (z) cos (vm) — J_, (2)

sin (v)

Y, (z) =

Si v n’est pas un nombre entier, la fonction Y, (z) est une solution particuliére
de I’équation de Bessel. Pour v entier Y, () prend une forme indéterminée.

La regle de I’'Hopital permet de lever cette indétermination et on a

0 | (x)cos (vm) — J, (z)
Yo lz) = ov l sin (vm) ]
| =sin(vm) J, ()  10J,(x) 1 0J_, (x)
Yo (2) = [ cos (vm) * T Ov  mwcos(vm) O L:n
par suite
[P st

C’est pour cette raison que Y, (x) est utilisée. Elle est valable pour tout wv.
Alors la solution générale de I’équation de Bessel est donnée par:

y(z) = AJ, (x) + BY, (z)

ou A et B sont deux constantes arbitraires.

Les solutions de I’équation de Bessel sont appelées fonctions de Bessel de
premiére et de deuxiéme espéce. La solution finie a 'origine et notée J, (z)
est appelée fonction de Bessel de premiére espéce et la seconde solution notée
Y, (x) est appelée fonction de Bessel de deuxiéme espéce.

Si v et un nombre entier n, on a



Jue) = X (L ()T (1.5)

= m!(n+m)!
et en particulier pour n = 0 on obtient la fonction de Bessel d’ordre zéro
+0o0 1 €T 2m
J, = )" — (= 1.6
@)= 2 (0" s (3) (1.6

Si r = —v, les coefficients pairs as,,, dom_2, sont liés par

agm [2m (2m — 2v)| + agpm-—2 =10

et les coefficients impairs

aomi1 [(2m+ 1) (2m +1—2v)] + agm_1 =0

En particulier a; (1 —2v) = 0 et si v # 3, a1 = 0 et tous les coefficients

impairs asn,41 sont nuls. Pour v = 1, a;et indéterminé mais peut étre choisi

29
. , . s . . 2k+1
nul. Notons que si v est égal a la moitié d’'un nombre impair, v = (27+), les

coefficients impairs ne sont pas nécéssairement nuls a partir de m = k, mais
peuvent étre choisis nuls.

Un calcul identique & celui mené dans le cas ot r = v, conduit en prenant
) = m5—ri—r &
0 7=

T = S o (O

m=0 m!(m_y)

Cette expression est valable & condition que v soit différent d’un entier car
alors (—v)! n’a pas de sens.

1.2.3 Orthogonalité de fonction de Bessel

On va montrer que

/01 xdp (Az) Jp, (ux) de =0 (1.7)

Posons



¢1 (z) = Jn (A2)

et la solution de I’équation de Bessel

z(zy') + ()\2132 — n2) y=0 (1.8)

Posons

la solution de I’équation de Bessel

z(xy') + (,u2x2 — n2) y=0 (1.9)

Multiplieons (1.8) par ¢,(z) et (1.9) par ¢, (z). Soustrayons les deux équations
(1,8) et (1,9) et en simplifiant par = on obtient

6y (z) [20) ()] — &y (2) 26 (x)] + (N = p?) w6, () 65 () =0 (1.10)

En remarquant que

62 () [ (1)) — 61 (2) 6% ()] = = [0 (2) 265 (1) — 6 () w0 ()]

Par suite en intégrant (1.10) on obtient

62 () 264 (2) — 6 (0) 26, (D) + (X = 7) [ 23 (2) 6 (a) de =0 (1.11)

1

Le terme [, () 26/ (2) — ¢, (2) 26 (2)]g = [ (Ju (n2) M, (Ax) = Jo (A2) o, ()] =
Jn (WA, (A) - J<A>uJ<>=o

car il est nul pour z = 0 et que pour z = 1,.J,, (A\) = J, (1r) = 0 car X et u
sont racines de J,, (z). Alors (1.11) devient



()\2 - ,u2> /01 xP, (x) Py () dx = (/\2 - p?) /01 xJ, (A\x) Jp, (pux) de =0

Si A et p sont deux racines distinctes de J, (), alors on trouve

/01 xdp (Az) Jp, (ux)de =0

1.2.4 Quelques relations de récurrence sur les fonctions de Bessel

Lz, (z)] = 2" Jy_1 ()
i o7 (@)] =~ T (@)
L xrdy, ()] = =7 [N = 2] T, ()
Jy-1 () + Jyia () = 2, (2)
Jom1 () = Jup (2) = 27, (2)

zik [xJ; (:1:)} = [n? — 2?] J, (v)

(1.12)

1.3 Transformée de Hankel
1.3.1 Présentation

Les transformées de Hankel sont des transformations intégrales dont les noy-
aux sont des fonctions de Bessel. La transformée de Hankel transforme des
équations aux dérivées partielles en coordonnées cylindriques en des équa-
tions differentielles ordinaires. La transformée de Hankel est la transformée
de Fourier & deux dimensions. Elle joue un role important dans des plusieurs
problémes.

1.3.2 Définition

La transformation de Hankel d’ordre n d’une fonction f est définie par

() = Fa ) = [0 () 0 ) dr (1.13)

ou J,, est la fonction de Bessel de premiér espéce d’ordre n.

La fonction f est définie de R dans C



Exemples

Soit la fonction f (r) = S2(r)

r

D’aprés la définition (1.13), la transformée de Henkel d’ordre zéro de f est
donnée par:

Donc

Par suite

Hy[f (r)] = /O+Oo sin (r) Jo (Ar) dr

En tenant compte de la relation:

1

oo L <1
/ sin (ar) Jy (\r) dr = { Va*=»°

0 0, A>1

Alors pour a = 1, la transformée de Henkel d’ordre zéro de f est la suivante:

Hy[f (r)] = § V12 (1.14)

Pour f (r) = sin(r)

2

Sa transformée de Henkel d’ordre zéro est définie comme:

+oo gin (r)

Holf ()] = [~ r™

0 r

Jo (Ar) dr

Alors

10



+oo sin (r)

Holf (] = [ Z5 50 ) dr
En tenant compte de la relation suivante:
+o0 gin (b T, A<l
]/ sin(r) oy dr = 42 (1.15)
0 r arcsin (%) , A>1

Pour b = 1, on obtient la transformée de Henkel d’ordre zéro de f comme:

o A<

arcsin (%) , A>1

Ho [f (r)] = {

1.3.3 La transformée de Hankel de I'opérateur différentiel
de Bessel

L’opérateur différentiel de Bessel d’ordre n est donnée par

02+1a—”1f@> (1.16)

Anf(r) = l@rQ ror 72

Soit f (r) une fonction arbitraire avec la propriété limf (r) =0, r — +o0 ,

Le but est de démontrer la relation suivante:

Hy [Anf (r)] = =NH, [f (1)] (1.17)

Démonstration:

D’apres (1,13), il devient

Hy [Anf (r)] = /0+Oo r lgrf + igf - (7“)] T (Ar) dr

r2

:AMTV%m+f“ﬁ—M myh@mw

r r2

11



2f 19f n? 1( f af\ n?
o Trar el (0= ( Tor

o2 or r2
Donc
2f 19f n? 19 [ af\ n?
o Tror 2 =0 (a —pft) o (L18)
Alors

0?f 10f n? B af n?
Hy [W—i_rar_rz (T)] = Ha lr@r( 87")_7"2 (T)]

C’est, & dire

2

A ()= | o [i; (%f)] Py ) dr = | = [:2 f(r)] r oy () dr

Une intégration par parties pour l'intégrale suivante:

/0 Lm( gi)]rj (Ar) dr

On a

/0 - [r = ( gf )] rdn (Ar)dr = [7" @) T <Ar)] s /0 +°° )\TZJ;J;L (Ar) dr

Les transformations soient valables pour rf — 0 et rf — 0 quant r — 400

Et aussi pour l'intégrale suivante:

+o0 ,
/ P o) dr
0 d

,,,,’Vl

12



[ Oy == [3ed 0, 0]+ [ Ol () e

ron 0 dr

On utilise la relation suivante:

Par suite

400 df , B +o0o 9 n
/O ArS, ) dr = —/O r ()\ - ) Jo O f (r) dr

On trouve

/O+oo ArZ{;J; () dr = —\? /0+°° rf () Jo (AF) dr + /Om :irf () Jn (N dr

Ce qui donne

to 10 [ Of o [To° +oo 2
/o lr@r (Tﬁrﬂ rdy (Ar)dr = =X /0 rf(r)Jy, (Ar) dr+/0 ﬁrf (r) Jn (A1) dr

Dans ce cas on obtient

T E () g ) drt /0 o :‘f £ Ty () dr— /0 e Tf £(r) Ty () dr

H, (A, f (] = =X |

0

Alors

0o 0 0 n? 2 o
/o+ Ll" or (r 3{:> a ﬁf (T)l "n (Ar)dr = = /O+ A
D’ou

13



72

+o[19 ([ Of n? 2
/0 [7‘87“ (TOT> - — (T)‘| rd, (Ar)dr = —=X"H, [f (r)] (1.19)

C’est a dire

Hy [Anf ()] = =N H, [f (r)]

On remarque ainsi que si la transformation de Fourier diagonalisait ’opérateur
de dérivation, la transformation de Hankel ne diagonalise que l'opérateur
Laplacien bidimensionnel A?. La  transformation de Hankel est 1’équivalent
de la transformation de Fourier pour des géométries de révolution. Elle est
fondée sur les fonctions de Bessel solutions de

Laplacien en coordonnées cylindriques. La fonction de Bessel J, (1) est la
solution de I’équation de Bessel suivante

1 2
Dy + 0, T, + (1 + ”2> T, =0
r r

ou

= —1)" T\2m+n
Tnlr) = mZZ:O m!T (<n +>m Y :

1.4 Eiquations intégrales linéaires
1.4.1 Définition

On appelle équation intégrale une équation, qui contient la fonction inconnue
sous le signe d’intégration. Telle est, par exemple, I’équation

& (x) = /abK(x,t)¢(t) dt + f (z) (1.20)

ou f et K sont des fonctions continues et ¢ est la fonction inconnue. Les
variables = et t parcourent ici un segment donné [a,b].La particularité car-
actéristique de I’équation (1.20) réside dans sa linéairité: elle est linéaire par
rapport a la fonction inconnue ¢.

L’équation (1.20) s’appelle équation de Fredholm de deuxiéme espéce.

14



L’équation qui contient la fonction inconnne ¢ seulement sous le signe d’intégration
s’appelle équation de Fredholm de premiére espeéce.

/Uq%w¢@mrhﬂ@:o (1.21)

Il est clair que I’équation de Volterra peut étre considérée comme une équation
de Fredholm ot la fonction K vérifie la condition

K (z,t) =0 pour t > x

Mais il est plus raisonnable de ranger les équations du type de Volterra en une
classe spéciale, car elle possedent des propriétés qui n’ont pas lieu pour des
équations de Fredholm arbitraires.

Si dans les équations (1.20), (1.21) la fonction f est nulle, on dit qu’une telle
équation est homogeéne. Dans le cas contraire I’équation est dite non homogeéne.

1.4.2 Equations intégrales de Fredholm
1.4.2.1 Opérateur intégral de Fredholm

Dans ce paragraphe nous allons étudier les équations de Fredholm de deuxiéme
espéce, c-a-d, les équations de la forme

o) = [ K (@00 dt+  (7) (1.22)

ou la fonction K est le noyau de cette équation, sera supposée mesurable et
appartenant a la classe Ly sur x € [a, b] et t € [a, b]

b rb
t//LK@@FMﬁ<+m (1.23)

Dans l’équation (1.20) f est une fonction donnée et ¢ est la fonction in-
connue, toutes les deux appartenant a Ly [a, b]. Les noyaux appartenant a la
classe Ly s’appellent noyaux de Hilbert-Schmidt. Associons a 1’équation (1.20)
Popérateur A défini par 1’égalité

Ap =T

qui se traduit par
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/abK(a:,t)qS(t) dt = U (2) (1.24)

Tout opérateur de la forme (1.24) s’appelle opérateur de Fredholm. Si en outre,
le noyau K (z,t) vérifie la condition (1.23), un tel opérateur est dit opérateur
de Hilbert-Schmidt. 11 est évident que I’étude de I’équation (1.20) se réduit a
I’étude des propriétés de cet opérateur.

Théoremel: L’égalitée (1.24), ou K (x,t) est une fonction & carré intégrable,
définit dans l'espace L [a, b] un opérateur linéaire compact A dont la norme
vérifie l'inégalité

1A < \//ab/ab|K(x,t)|2dxdt (1.25)

Théoreme2:Soit A I'opérateur de Hilbert-Schmidt défini par le noyau K (z, ¢).
Alort son adjoint A* est défini par le noyau adjoint K (t, ).

1.4.2.2 Equations & noyau symétrique

Considérons I’équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce

6(r) = [ K (@060t + f () (1.26)

dont le noyau vérifie les conditions [ [7|K (z,t)|* dzdt < 400 et K (t,z) =
K (x,t)

Nous dirons qu’une telle équation est a noyau symétrique. D’apres les théorémes
let 2, 'opérateur de Fredholm correspondant

b
Ap = / K (z,1) 6 (1) dt (1.27)
est compact et auto-adjoint. Par conséquent, il vérifie les conditions du théoréeme
de Hilbert-schmidt. Appliquons ce théoréme pour trouver les solutions de

I'équation (1.26), il est naturel d’écrire 1’équation (1.26) symboliquement sous
la forme

p=Ap+ f (1.28)

D’aprés le théoréeme de Hilbert-schmidt, il existe pour A un systéme or-
thonormé de fonctions propres {¢, } correspondant aux valeurs propres non
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nulles {\,}, tel que chaque élément ¢ de Ly peut s’écrire sous la forme

€= fan@n +& 0u A€ =0
n=0
Posons
Too ’
F=30,9, 4 f 00 Af =0 (1.29)
n=0
et cherchons la solution ¢ de I’équation (1.28) sous la forme

+00 , ,
o= z,¥,+¢ 00 Ap =0 (1.30)
n=0

En portant les développements (1.29) et (1.30) dans I’équation (1.28), on ob-
tient

“+oo , +oo +0o0 ,
n=0 n=0 n=0
Cette égalité est vérifiée si, et seulement si,

f/ = <b,et T (1=X,) =b,, (n=1,2,..)

c-a-d. si

Ty = pour A\, # 1

1—Xn
b, =0 pour \,=1

La derniére égalité fournit la condition nécessaire et suffisnte pour que I’équation
(1.28) soit résoluble. Les coordonnées z,, correspondant aux n pour lesquels
A, = 1 sont arbitraires. Ainsi on obtient le résultat suivant.

Théoreme 4
Si 1 n’est pas une valeur propre de l'opérateur A, alors ’équation (1.28) ad-

met pour toute f une solution et une seule. Si, par contre, 1 est une valeur
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propre de lopérateur A, 1’équation (1.28) est résoluble si, et seulement si, la
fonction f est orthogonale a toutes les fonctions propres de 'opérateur A qui
correspondent & la valeur propre 1. Si cette derniére condition est vérifiée,
I’équation (1.28) a une infinité de solutions.

1.4.2.3.Equations a noyaux dégénérés

Passons maintenant a 1’étude des équations de Fredholm de deuxiéme espéce
dont les noyaux sont soumis a la condition

b rb 9
//|K(:v,t)| drdt < +00

qui assure la compacité de 'opérateur

Considérons 1’équation

b
o@@) = [ K@towd+f@) (1.31)
dont le noyau est supposé dégénéré, c-a-d de la forme

n

K (z,t) = > B () Q;: (1) (1.32)

=1

ou P; et (); sont des fonctions de L,. L’opérateur défini par un noyau de la
forme (1.32) fait correspondre a toute fonction ¢ € Ly la somme

n

ZH@)/ijm(t)dt

=1

c-a-d, un élélement du sous-espace de dimension finie, engendré par les fonc-
tions P; , ¢ = 1,2, ...,n. On remarquera que dans (1.32) les fonction Py, ....P,
peuvent étre considérées comme linéairement indépendantes. En effet, s’il n’en
est pas ainsi, on metton chacune des fonctions P; sous la forme d’une combi-
naison linéaire de fonctions linéairement indépendantes.

En remplagant ’équation (1.32) dans (1.31), on obtient

6(r) =2 P.@) [ Q0o () di+ f () (1.33)

i=1

Avec les notations
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[@woma=

écrivons 1'équation (1.33) sous la forme

=S ki (a) + 1 (2)

En substituant cette expression a ¢ dans I’équation (1.31), on obtient

i%a(m)—'—f Zn:R / Qi (t

=1

qu f(t)

dt+f (z) (1.34)

En posant

/QZ m_%,!/@ (t) dt = b,

écrivons 1'égalité (1.34) sous la forme

> aijgi +bi

J=1

ilQiPi (z) = sz‘ (z)

Comme les fonctions P; sont, par hypothése, linéairement indépendantes, on
en déduit I'égalité des coefficients correspondants

Z@ijq]‘ +bi=q,1=12,..n (1.35)
j=1

Nous avont ainsi obtenu un systéme d’équations linéaires par rapport aux
coefficients ¢;. En le résolvant, nous trouverons la fonction

=GP (@) + f (2

Cette fonction satisfait a 1’équation intégrale (1.31), car tous les calculs que
nous avons fait pour passer de I’équation (1.31) au systéme (1.35) peuvent se
faire dans le sens inverse.
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Ainsi, la résolution d’une équation intégrale a noyau dégénéré se raméne a la
résolution du systéme correspondant (1.35) d’équations algébriques linéaires.

1.4.2.4 Equations & noyaux non dégénérés

Considérons de nouveau 1’équation

6()= [ K (.0)6(0)dt+ f (x) (1.36)

mais cette fois nous soumettrons son noyau a la seule condition de Hilbert-
Schmidt

b b )
//|K(x,t)\ dxdt < 400

pour assurer la compacité de 'opérateur.

Sans exiger que ce noyau soit dégénéré, ni qu’il soit symétrique. Nous nous
intéresserons aux conditions de résolubilité de ’équation (1.36) et aux pro-
priétés de ses solutions. L’essentiel pour nous sera la propriété de compacité
de 'opérateur correspondant a ’équation (1.36) et non sa représentation inté-

grale. Pour cette raison, dans la suite nous construirons tous nos raisonnements
a partir de I’équation opératorielle.

p=Ap+ f (1.37)

En supposant que A est un opérateur compact arbitraire dans un espace de
Hilbert H.

En posant T=1— A

ou [ est P'opérateur identique, écrivons ’équation (1.37) sous la forme

To = f (1.38)

A coté de cette équation considérons encore I’équation homogene

T, =0 (1.39)

et les équations adjointes
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TV =g (1.40)

T* = I — A* . La liaison entre les propriétés des solutions de ces quatre
équations se traduit par les assertions dites théoréme de Fredholm.

1.4.3 Quelles méthodes numériques des résolutions approchées des
équations intégrles

1.4.3.1 Méthode des approximations successivesa

On cherche la solution approximative comme suit

U, () = f(z) + A / "R (2, 0) U 1 () dt (1.42)

ou f et K sont des fonctions données et A un parameétre reél

On choisit ¥q (z) = f (z)

1

La suite itérative (U,,) converge vers U si |A| < M ou M = K]
2

Tel que

], = [/abdw/abmu,tn?dtr

1.4.3.2 Méthode de la résolvante

Soit I’équation intégrale

6= [ K@ 0o dt+ ()

ol A est un parameétre reel, et K (z,t) le noyau de I’équation intégrale.
Posons
¢, (¥) — ¢ (z) Vorsque n — +o0 et ¢, () = f (2)

Alors
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61 (0) = F @)+ [ K@) f (1) dt

bnfe) = @)+ [ K0 (50401 [ K0 P a

Par suite

6,0 = F @)+ A" [ Ko (o0) £ (0

Finalement par récurrence on obtient

b, (2) +A/ ZX” YKo (w,1) f (1) dt
ol le noyau itéré K, est donné par
K (z,t), m=1
K, (z,t) =
JPK (2,7) Kp_y (r,t) dr, m = 2.3..

Posons

—+00
R(z,t,\)= > N"'K,, (2,1

m=1

Alors la solution de I’équation intégrale 'orsque n — +oc et

¢ (x) +A/ (x,t,N) f(t)dt

a condition que

1
1K1

Al <
La fonction R ainsi definie est appelé résolvante de I’équation intégrale
» Elasticité
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2.1 Présentation

La théorie de I'élasticité étudie les déplacements, les déformations et les con-
traintes dans un solide soumis & des forces extérieures.

2.2 Notions d’élasticité linéaire
2.2.1 Définition de I’état de contrainte

L’état de contrainte est ’ensemble des forces de réaction qui se développent a
lintérieur d’un corps sous l'effet de charges extérieures.

2.2.2 Vecteur contrainte

Considérons un point M du solide. Soit d.S un élément infinitésimal de la
surface S entourant M et 7 le vecteur unitaire, perpendiculaire en M & S.

Soit dF la force qui s’exerce sur cette facette. On appelle T (M, 1) vecteur
contrainte en M dans ladirection 7.

2.2.3 Contrainte normale et contrainte tangentielle

3 A 2. P N —
Le vecteur contrainte peut étre décomposé en sa composante suivant n’et sa
projection sur la facette.

o.=n.T(M,n)

Fig 1:Vecteur contrainte sur la facette n en M

Remarque

Généralement,on appelle facette le plan tangent en M au domaine étudié. On
peut alors définir la contrainte normale 0,, comme étant la projection sur la
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direction de la normale 7 du vecteur contrainte T (M, 7).

De méme on a le vecteur contrainte tangentielle 7, qui représente le vecteur
contrainte projeté dans le plan de la facette.

Alors d’aprés la définition du vecteur contrainte,on congoit relativement

bien la relation suivante:

T(M,T) = 0,7 + 70

Une contrainte normale positive traduit localement un état de traction de la
matiére.Si elle est négative,nous avons localement un état de compression.

Si 7 = 0, on dit que la facette est soumise a de la traction pure si o est positive
ou de la compression pure si o est négative.

Si o =0et T +# 0 on dit que la facette est soumise un cisaillement pur, et si
o =0 et 7 =0 on dit que la facette est libre.

La contrainte normale et la contrainte de cisaillement se calculent comme suit
a partir de T' (M, 1) :

Alors que T est toujours supérieure ou égal a zéro puisqu’il s’agit du module
H
de 7,,.

2.2.4 Vecteur déplacement

Le volume occupé par le solide a I'instant ¢ est noté C} et appelé configuration
courante. La configuration initiale Cj est la configuration de référence. Le
point M, de la configuration initiale passé au point M, de la configuration
courante. Le solide passe d’une configuration initiale Cjy a une configuration
C} a linstant ¢.

—_— — — — —
OMOIT():Z'()Z + Yo ) +Z0k’
7 — - - -
OM=7r"=z1 +yj +zk



utdiu

i
Fig 2: Transformation d’un point et d'un vecteur

On appelle vecteur déplacement du point M, le vecteur

—

d (Mo,t) = MM = OM —OMy=ui +vj +wk

ol u,v, et w sont des fonctions continues et dérivables en g, yo et 2y, par
. — L, .
suite le vecteur 1’ s’écrit sous la forme

T (Mo, t) = 74 + d (Mo, )

Alors les coordonnées du point M s’écrivent comme forme matricielle

x (29, Yo, 20, t) u (20, Yo, 20, ) To
Y (70,90, 20,t) | = | v (20, Yo, 20,1) | T | %o
Z<x07y07207t> w(any()yZOat) 20

2.2.5 Déformations

Sous l'action des forces appliquées, les points d’un solide se déplacent. Il en
résulte, pour des fibres infinitésimales de matiére, des variations de longueur
et des variations d’angle appelées déformations.

Alors on a deux types de déformation: les déformation de la longueur ou
extension sera notée ¢ et la déformation de ’angle ou distorsion sera notée par
~.Ces composantes de déformations définissant I’état complet de déformation
d’un corps sont généralement détérminées & partir du vecteur déplacement
d’un point.
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Sous l'action d’un chargement, tous les corps subissent un changement de
forme, de position et d’orientation entre un état initial avant application de
la charge et un état final consécutifason application. Les déformations carac-
térisent le changement de la forme locale en tout point du matériau, indépen-
damment de sa nature et de ses caractéristiques de résistance.

L. ..

Fig 3: Déformation dans un solide

ll"

2.3 Probléme particuliers d’élasticité plan

H
Soient u et v les composantes d'un vecteur de déplacement d (M)

Un solide est en état de déformation plane par rapport au plan (o, z, y) s'il exite
un repére (o, , y, z) tel qu’en tout point M du solide, le champ de déplacement

soit de la forme

u=u(r,y)
v="uv(z,y)
w=0

ol les déformations sont données par

ou ov

Exz = 7 € = a Ty — .
ox W oy oy oy

2.4 Loi générale de Hooke

_ Ou

Lo
ox

La premiére formulation de cette relation a été établie experimentalement
par Hooke. Le cas le plus simple est celui d’'une barre de section A tendue
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ou comprimée par une force F produisant une contrainte ¢ uniforme sur sa
section.

La loi de Hooke, dans ce cas, peut s’écrire comme suit[11]

g = ce

ou , ¢ est une constante, et ¢ est une déformation longitudinale ou extension.

Cette loi permet de définir la loi de comportement d’un matériau élastique
linéaire, homogéne isotrope et pour un état de sollicitation quelconque.

2.5 Loi de comportement ou loi constitutive

L’état de contrainte et 1'état de déformation en un point seront représentés
par un vecteur & six composantes (notation de Voigt 1850-1919).

O-:E{E gfﬂx

Oyy Cyy

O-ZZ E:ZZ
{o} = , {eh =

Ozy Vay

O‘mz f}/$z

Oyz Vyz

Pour un matériau isotrope, les déformations et les contraintes sont liées par
la relation (loi de comportement)

Eve = 7 [O0x — V (0yy + 02.)] + AT

€y = 3 [Oyy — V (00w + 022)] + aAT

€22 = £ 022 — V (04p + 0yy)] + AT
Vay = & Voo = &> Ve = &

ou

E v et a sont respectivement le module de Young, le coefficient de Poisson et
le coefficient de dilatation du matériau. GG est le module d’élasticité transversal,
AT est la variation de température.

Avec ces notations la loi de comportement s’écrit sous la forme
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{o} = [Dl{e} +{om}

ou la matrice [D] des coefficients élastiques est égale a

(A r2u A A 000]
A AE20 A 000
A A A+20000
[D] =

0 0 0 400
0 0 0 0uo0
0 0 0 00pu]

1

1

EaAT |1

lont=-7=5,

o O O

Ces familles de paramétres sont liées par les relations suivantes

Ev E
A — = - = G
A+rv)(1-2v) "“ 20+
ol A et u sont les coefficient de Lamé
Inversement, on a
E:u(3)\+2,u)’ L A
2(A+ p) 2N+ p)

2.6 Probléme axisymétrique
Le solide considéré est de révolution. Il en va de méme du chargement et

des conditions aux limites. Soit z I’axe de révolution.Un point du solide est
repéré par ses coordonnées cylindriques (7, 0, z). La solution est axisymétrique.
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Chaque point du solide se déplace dans son plan (7, z) . De plus le champ de
déplacements est indépendant de la coordonée 6.

Dans ce cas le champ de déplacements se réduit a

u=1u(rz)
v=uv(rz) =0

w=w/(rz)

Un probléme est dit axisymétrique si le domaine étudié posséde une symétrie
de révolution et si les tenseurs des contraintes et le tenseur des déformations
sont aussi a symétrie de révolution

s Etude d'un probléme thermoélastique

Le probléme thermoélastique contient deux problémes, un probleme thermique
et un probléme mécanique.

Le probléme se rameéne & la recherche de solutions des systéme d’équations in-
tégrales duales couplées. Par la méthode de développement en série de produit
de fonctions de Bessel et a I'aide de la formule de Gegenbaur, les coefficients
inconnues s’obtiennent par la résolution de systéme algébriques infinis par la
méthode de troncation.

3.1 Formulation mathématique du probléme thermoélas-
tique

Etudions le probléme de déformation thermoélastique d’une plaque épaisse
sous ’effet de 'action d’un poingon chauffé, cette plaque repose sur un ap-
pui rigide thermiquement isolé c’est & dire le flux est nul. Sur la partie
supérieure de la plaque on applique le long d’une portion circulaire de rayon
a un poingon rigide, du quel dégagé un flux constant d’intensité Ty, la surface
complémentaire au poingon est supposée étre de température nulle. Détermi-
nons analytiquement et numériquement les contraintes et les déplacements,
dans le milieu considére c’est a dire les deux composantes de vecteur déplace-
ment v et w , la contrainte o, ainsi que la température 7.

(h+1)[Sr+ 100 — 8] 4 (k- 1) T4 +2020  =4(1+v)all 31)
<ﬁ—1)[%g+;gﬂ+(n+1)afw+z[ 1] —4(1+v)alt
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et

82T+ 18T+82T _0
or2 " ror 022
ol « et le coefficient de dilatation thermique du solide.

k =3 —4v, v est le coefficient de Poisson. Le coefficient de Poisson fait partie
des constantes élastiques. Il est compris entre —1 et 0.5

Les valeurs expérimentales obtenues dans le cas d’un matériau parfaitement
isotrope sont trés proche de la valeur théorique i. Pour un matériau quel-
conque, on obtient en moyenne 0.29.

Résolution par la méthode de la transformation intégrale de Hankel du systéeme
d’équilibre de Lamé (3.1) dans le cas des conditions aux limites suivantes

Les conditions aux limites mécaniques d’une plaque épaisse d’épaisseur h

(w:),, =€, 0<r<a (3.1a)
(02),p, =0, a <1 < 400 (3.1b)
(Tr2).—p =0, 0 <7 < 00 (3.1c)
(w2),—g =0, 0 <7 < 400 (3.1d)
(Ter)oeg =0, 0 <7 < 00 (3.1e)

Les conditions thermiques

(?) To, r<a (3.1f)
z
z=h

(1),_,=0,r>a (3.1g)



Rigid@unch

==

Elastiquedayer

z=h

/ o f

(3.1h)

Fig 4:Dé formation thermoélastique drune plaque épaisse par un poingon

rigide

3.2 Le probléme thermique
3.2.1 Solution du probléme thermique

3.2.2 La transformée de Hankel du Laplacien

Soit I’équation

AT =0

Alors

0T 19T 0T

_ _ 720
0r2+r8r+8z2

Par la transformée de Hankel d’ordre zéro de (3.2), on obtient

0?’T 10T  O°T +oo [92T 10T 0T
Gt )L

oz i T gz ey Taa| TR

Ce qui donne
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/+°° 827T+18T+82T
0 or2  ror 022

] rJdo (Ar)dr =0 (3.4)

D’ou

+oo [92T 19T +oo 92T (r, 2)
/0 [WJF o ]TJO()\T dr+/ Sl () dr =0 (35)

On a

(3.6)

- o

T 10T 10 [ or
or2  ror ror

En remplagant (3.6) dans (3.5), on trouve

[ () Jrmomars [~ riinonar=o )

Une intégration par parties pour (3.7), donne

/O+°° [iaar (#Z)] rJo (\r) dr = K 2T> Jo (Xr)] +OO—/O A'rng (Ar) dr

0

Les transformations soient valable pour, »T" — 0, r%—f — 0 quand r — +o00

Ce qui donne

e R T

Une intégration par parties pour le second membre de (3.8), donne

/0 r afj(; (Ar)dr = — [Ardy (\r) T];‘”+/O+°°T(r )4

5 . Ay ()] dr

Donc (3.8), devient
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[ (o0 ratnar = [ 160 5 sy o] ar

D’apres la relation 3 de (1.12), on a

C;i [, ()] = —r [Az - n] Ju (W)

Ce qui donne pour n =0
d ! 2
. P\TJO ()\7’)] = —1rA"Jy (A1)

En remplagant (3.10) dans (3.9), on obtient

+oo |1 0 oT . 2 Foo
e A

La transformée de Hankel d’ordre zéro de T' est donnée par

T(\z)= /0+Oo T (r,2) Jo (Ar)dr

Alors on obtient pour (3.11)

v [19 ( OT \
A l/]"@/]" (Tar>‘| T'J() ()\T) d?“ = —)\ T ()\, Z)
C’est a dire

+oo [92T 10T o
/ [W + MT] ro () dr = —X2T (), 2)

La dérivée d’ordre deux de (3.12) par rapport & z, donne

9T (r,z) [+ 0T (r,z2)
s —/0 5 Jo (Ar) dr
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En remplagant les deux équations (3.14) et (3.15) dans (3.5), on obtient

0T (r, 2)

I NT (N, 2)=0

(3.16)

Alors on a transformée (3.2) par la transformée de Hankel d’ordre zéro a une

équation différentielle ordinaire d’ordre deux

T (A 2) = NT (X z)=0
ou T est la transformée de Hankel d’ordre zéro de T

L’équation caractéristique de (3.17) est

2=\ =0

La solution générale est alors

T\2)=AN) e ™ +B(\)e™

D’apres la condition au limite (3.1h), on obtient

Par suite (3.18), devient

T(\2)=A\)[e +e¥]

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Multiplieons les deux membres de I’équation (3.19) par 2« (1 +v), ce qui

donne
20 (14 1)T (A 2) =20 (1+ 1) A(N) [ + V]
Posons
20(1+v)A(N) =4 ()
D’ou

34

(3.20)



Donc

Ce qui implique

— 1

T(02) = o (W eosh (0) (3.21)

La transformée inverse de Hankel d’ordre zéro de T (), z) est donnée par

+oo
T(r,z) = / NT (A, 2) Jo () dA (3.22)
0
En remplacant expression (3.21) dans (3.22), ce qui donne

1 +00
T0:2) = i /O Acosh (Az) A (A) Jo (Ar) dX (3.23)

3.2.3 Les équations duales du probléme thermique

D’apres I’équation (3.23), on a

1

T(r,z):m

/0 ™ Neosh (A2) Ag (A) Jo (Ar) dA (3.24)

D’apres les conditions mixtes (3.1f) et (3.1g), on obtient pour z = h les
équations suivantes

/0+°° A2 sinh (M) Ao (A) J, (N dA = a(L+ )Ty r < a (3.25)

/O " Xeosh (AR) Ag (V) Ty (V) dA = 0 r>a (3.26)

Posons A cosh (Ah) Ag (A) =1, (N)

Alors les équations duales de la température seront:
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(3.27)

o Atanh (AR) ¢y (\) Jo (M) dA =a(1+v) Ty, r<a
0 U1 (A) Jo (Ar)dA = 0, r>a

3.2.4 Solution numérique du probléme thermique

3.2.4.1 La transformée des équations duales du probléme ther-
mique

Soit la formule intégrale

+oo Waia(3)
/ Jo () Fiy (V) dA = mar 0 1= (3.28)
0 0

, r>a

Telle que Uy, .2 (x) définie le polynéme de Chebychev de second espeéce, et
F, (N\), Z, (\) sont des fonctions qui sont définies comme suit

FaN) = MZu () = Zuia V)], Zn(N) = s (?) - (nr3) (?)

La formule (3.28) et les fonctions Z, (\), F, (\) permettent de chercher la
solution de (3.27)

sous la forme

Uy (A) = io anF, () (3.29)

ou les «,, sont des coefficients inconnus & determiner.

Substituons la fonction ¢; () dans (3.27), on obtient

/0 " N tanh (V) 6, (N) o (M) dA = 3 a1y /0 ™ Mtanh (AR Jo (M) E, (1) dA

Par suite
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+0o0 +o00
3 an/ Atanh (M) Jo (M) dAE, (V) = a (1 + 1) Ty, 7 <a
— 0

Alors
+o0 +00
S ¢n/ Atanh (M) Jo M) dAF, (\) =1, 1 <a (3.30)
n=0 0
ou
7
¢n - « (1 + I/) TO

Utilisons la formule de Gegenbauer qui est définie par:

Jo (Ar) = zo_:c; (2 = dom) X (A) cos (mB) , sin <§> . (3.31)

Xm(\) = J;(A;), (m=0,1,2,,,)

Donc I’équation (3.30) on peut 1’écrire comme suit

+o0

S (2~ dom) cos () 3~ 0, /0 T fanh (AR) AF, (A) Xon (A dA = 1

m=0

or ,{cos (mb)}, g, -est un systéme lineare indépendant, ce qui donne:
+00 400
3 %/ tanh (AB) AF, (A) X () dA = Ggm,m = 0, 1,2 (3.32)
n=0 0
En remplagant par m + 2 dans (3.32) , on obtient
+o0 400
S o, / tanh (\R) AFy (A) Xpsa (A) dA = Somsz, m=0,1,2  (3.33)
n=0 0

Effectuons en suite la soustraction des équations (3.32) et (3.33), ce qui donne:
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+00 oo
Z %/ tanh (AR) F, (A) M X (A)—Xmi2 (V)N = dom—00m+2 = dom, m =0
n=0

+
0

Par suite

+00 )
S ¢n/ tanh (AR) Fy (A) Y (A) dA = Sgm,m = 0,1
n=0

ou

Posons

(

+
0

LA

A)d\ =

Yin (A) = AXim (A) = Xing2 (V)
“+o0o
B = / tanh (AR) Fy (A) Yo (V) dA
0
128 (—1)™ 2
(-1) (T;L:—l)(n—l-l)COS gAa),)\—>+oo
T4a A
128 (=1)™ (m + 1) (n + 1) cos? (\a)
B m2a3 A2
Une intégration par parties pour L (\) de Ay & +oo donne:
128 (—1)™ 1 1 2
8(=1)" (m+1)(n+1) [cos* (Aoa) L i (200)
m2a3 Ao

+oo
/ L
Ao

Tel que

Si(z) = — /IJFOO sin ()
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(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)
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Donc on peut écrire (3.36) sous la forme

B = /0 * Ganh (AR By (A) Yin (A) dA + Wi (Aga) (3.38)

ot Wy, (Aoa) est donnée par

128 (=1)" (m +1) (n+1) [cos? (\oa)
m2a3 Ao@

Wi (Aoa) = 1 Si(2)0a)|  (3.39)

Alors les équations duales de la température se transforment au systéme al-
gébrique suivant

JFZO:O b, [/0/\0 tanh (Ah) £, (A) Y, (A) dX + Wi (Aoa) | = dom,m = 0,1 (3.40)
0

n=

En tenant compte de I’équation intégrale de la tempéraure:

1 (M)

Tr,2) = cosh (Ah)

! )/()+OO cosh (Az)

al+0) Jo (A) dA

et de la formule (3.28), pour z = h, r < a , ’équation de la température s’écrit
sous la forme

1 =X 4 r
T h) = ——— N a,——Uy, <> < 3.41
(r,h) 04(1—1—1/)7;)& mar 22 \g) =1 ( )

3.2.4.2 Graphes et tableaux du probléme thermique

Les coefficients de la température
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Fig:5. La distribution de la température T(r/a,z) :a=1,H = 0.5, z/a =0, 0.5, 0.75

nla=1H=05|a=1H=1|a=1 H=125
1 0.31149308 0.26518053 0.25896934
2 —0.00744623 | —0.00062006 —0.00010994
3 0.00071553 0.00025415 0.00022447
4 0.00028966 0.00025778 0.00025381
5 0.00025036 0.00022772 0.00022348
6 0.00028103 0.00025310 0.00024841
7 0.00025804 0.00023255 0.00022825
8 0.00027732 0.00025004 0.00024543
9 0.00026058 0.00023500 0.00023067
10 0.00027487 0.000247953 0.00024339

Tableau.1: Les coefficients «,, dans le cas thermique, H = —
a

10

10

100

=i
Tihi=C.E
zihi=0. TS [
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=0
B0 | Th=O.E
Th=0.7%
O | E

Tz

Fig:6. La distribution de la température T(r/a,z) :a=1,H =1, z/a =0, 0.5, 0.75

a0
=i k=0
70 |- =ik =O =
TiN=0.TE
BO |- -1
50 | -
0O -1

Tira,z3

|

1 1 1 1 1 1 1 1
a o.z2 o.s 0.6 o.8 1 12 1.% 1.6 1.8 =

Fig:7. La distribution de la température T(r/a,z) : a =1, H =1.25, z/a =0, 0.5, 0.75

3.3 Le probléeme mécanique

331 Dolution du probléme mécanique
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3.3.2 La transformée de Hankel du systéme de Lamé
Le systéme de Lamé est un cas particulier des équations stationnaires de
I’élasticité qui modélisent les déformations d’un solide sous I’hypothése de

petites déformations et de petits

déplacements.

(m+1)[%+1@—£}+(n—1) upolu  _yor

r Or r2

(k—1)[2% +122] + (s +1) 2% +2(Ze + 104 = VL

or

(3.42)

et

*T 10T 0°T
el it B —4(1
8r2+7“87"+822 0.V (I+v)a

ol « et le coefficient de dilatation thermique du solide. kK = 3 — 4v, v est le
coefficient de Poisson.

On multiplieons les deux membres de 'équation (1) de (3.42) par r.J; (Ar),
une intégration par rapport r de 0 & +00, de méme, si nous multiplieons (2)
de (3.42) par rJy (Ar), une intégration par rapport r de 0 & +00, on obtient
le systéme suivant

0 (1) (S 10— ) 4 (- D) S22 | gy (M) dr =V [ 2y (Ar) dr
0 (e =) (28 + 100 4+ (s 1) B + 2 [ 4+ 284 [ rdo (W) =V T Erdo (Mr) dr

ordz

Posons

ou
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0 [ 10— ]y (W) dr

Sl (A’ Z) r or

Sy(\,z) = [~ 52rJ1 (Ar) dr

Sz (N, 2) = [y 87,6er1 (Ar) dr

Sy(A,z) = [7°%Lr gy (Ar) d
+(%2) o' () dr (3.44)
Ss (N 2) = Jo" |58 + L9u] vy (Ar) dr

Se (N, 2) = 0+°° 92w grdo (Ar)dr

Sr (A 2) = fit [;8 +284) r gy (Ar) dr

Ss (A, 2) = J§° ZLrJy (Ar) dr

Calculons les intégrals de (3.44)

On a

+o0 [ H2
Sl()\,z):/o [a“+1a“ u]rjl()\r)d

or2  ror r?

Les transformées de Hankel d’ordre n de u et w sont données par

{ U\ 2) = [Fru(r, 2) J, (\r)dr (3.45)
W (A 2)= [ rw(r, 2)J, (\r)dr

D’apreés les relations (1.18), (1.19), et pour n = 1, on obtient
S1 (A, 2) = =NU () 2)
Pour S5 (), 2), on a

Sy (M, 2) = /0+°° 86()7:]1 () dr

22

La dérivée d’ordre deux de (3.45) pour U en z , et pour n = 1, donne

Q2U (\z) [+ 0%u(r,2)
oae = S G dr

0z 22
Donc
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92U (), 2)

SQ (>‘a Z) = 822 = U” (/\7 Z)
On a
oo §2 oo 9 [
Sy (A, 2) :/0 87’(‘3er1 (M) dr—/o . [87“] vy () dr

Une intégration par parties pour [;" aw?“Jl (Ar) dr, donne

+0o0 “+o0o
/ %erl (Ar) dr = [wrJ, (Ar)]7> — )\/ rw (r, z) Jo (Ar) dr
0 0

Ce qui donne

+oo Hw 400
/0 Erjl (Ar)dr = —)\/ (r,2) Jo (Ar)dr
C’est a dire
+oo
/ O (W) dr = AW (A, 2) (3.46)
o Or

En dérivant (3.46) en z, on obtient

+oo 9P oW (X, 2) '
/0 8r82rj1 (Ar)dr = _/\782 = -\ (A 2)
D’ou
Sy (N, 2) = —Ama(j’z) = AW (A, 2)
Pour Sy (), 2), on a
+oo 9T
Si(\z) = /0 oo () dr

D’apres (3.46), on obtient pour w (r, z) =T (r, z)

Si(\,2) = AT (A 2)
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+too [P2w 10w
S5 ()\72) = /0 larz +T((9”/"| TJO ()\7“) dr

En tenant compte de (1.18), (1.19), et pour n = 0, on trouve

+oo [9%w 10w 9
/0 [W + 7“87’] rJo (AF) dr = —X\2W (), 2)

Ce qui donne

Ss (N, 2) = =AW (), 2)

+o0 H2
Se (A, 2) = /0 a—;ngo (Ar) dr

La dérivée d’ordre deux par rapport a z de l’équation deux de (3.45), on
obtient pour n =0

W (M, z +oo 92y
62(’2 ) /0 w’ﬂ]{) (Ar) dr

D’ou

W (N 2)

S6 ()‘7 Z) 822

=W (X 2)

Pour S7 (), 2), on a

7 (A, 2) :/

0

+o0 [ Pu  10u

araz + Taz] TJO ()\’T‘) d?‘

Par suite

+oo ) [&L 1

Sz (A 2) = /0 % | o + ru} rJo (Ar) dr
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au 1 +oo 8u +o0
/0 [aﬁr u] Pl Oy dr = [ Sty Oy dr+ [T o () dr (3.47)

On fait une intégration par parties pour f;"> 6“7“J0 (Ar)dr, on a

+o0 “+o0o “+o0o
/ @TJO (Ar)dr = [rdo (Ar) u]g™ — / udo (Ar) dr + )\/ rudy (Ar) dr
o Or 0 0

Ce qui donne
+oo Ju 400 400
/ —rJo (Ar)dr = — / udo (Ar) dr + )\/ rudy (Ar)dr  (4.48)
0 0 0
En remplagant (3.48) dans (3.47), ce qui implique

/0 [ng + 1u] rJo (Ar)dr = )\/ ruJy (Ar) dr (3.49)

En dérivant (3.49) par rapport a z,on obtient

+oo [ 9?u  10u ou (r, 2)
/0 L%az + MZ] rJo (Ar) dr = A/ I () (3.50)

La dérivée de I’équation un de (3.45) en z, et pour n = 1 on obtient

oU (), 2) too Ju (1, 2)
_ 51
. /U P () dr (3.51)

En remplagant (3.51) dans (3.50), on trouve

+oo [ 9% 10u (9U (A, 2)
/0 [87"(92 T r 82] rdo (Ar) dr = 0z

D’ou
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oU (A, 2) )

S7(A\z) = A 9, AU (A, 2)

Pour Sg (A, 2), on a

+oo 9T (r,
Ss (A, z) = /0 8(2 Z)TJO (Ar) dr

Une dérivée de I’équation (3.12) par rapport a z, donne

OT (), 2) /+°° oT (r, z)

5, P rJo (Ar) dr

Cest a dire

Ss (N, z) = (9Té/\,z) =T (A 2)

z

Finalement en remplagant les S; 1 < i < 8 dans (3.44), on obtient

S1(A,2) = —-\°U U(A z)
So(Nz2)= U (\2)
Sz (N, 2) = =AW (), 2)
(A, 2) = =T () 2)

5 (A 2) = =NW (), 2)

Se (N, 2) = W () 2)
Sr(\,2)= AU () 2)
Ss(\2)= T (\2)

2

(3.52)

n

En remplagant (3.52) dans (3.43), alors le systéme de Lamé (3.42) est trans-
formée au systéme différentiel ordinaire suivant

, (3.53)

—(k+D)NU+(k—1DU" = 22W' = —4(1+v)aT
—(k=D)NW +(k+ D)W +2\U =4 (1 +v)aT

En remplagant (3.19) dans (3.53), on obtient
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(R )NV + (5= 1) U" =200 = —4(1+v) adA (A) [e ¥ + ]
AN — (k= D)NWH (k+ D)W =41+ 1v)arA(N\) {e‘” - eAZ}

Et d’apres la relation (3.20) , le systéme différentiel ordinaire se présente sous
la forme suivante

—(k+DNU+ (k= 1) U" =22 = —2)45 (\) [G’AZ + eAZ} (3.54)
AU — (5 = ) A2W + (5 + )W = =2040 (A) [e™ — ] '
La solution générale du (3.54) s’écrit
UMNz)=U,(\,2)+U, (N z
WA z)=W,L(\z2)+W,(\2)

ot (Uy, W) est la solution générale du systéme homogene, et (U,, W,,) est la
solution particuliere du systéme non homogéne.

3.3.3 La solution du systéme non homogeéne
3.3.3.1 La solution homogéne du systéme

On a le systéme homogeéne est donné par

(3.56)

N E+DU+(k—1D)U" =22W =0
AU — N (k=)W +(k+1)W =0

En dérivant ’équation deux de (3,56), on obtient

oU oW PW

~0 (3,57)

L’équation un du systéme homogéne donne

82U 1 oW,
G2 = [P P DU (3.58)
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En remplagant (3,58) dans (3,57), on obtient

0z 0z

K—1

QA[Mmy+xﬂn+ﬂﬂ_“ﬂm—UmV+W+U

Ce qui donne

o (D) 1) U+ N2 [

K — k—1 8z+(ﬁ+1) 023

4—(k— 1)2] oW PW

En dérivant ’équation (3,59), on obtient

2\3 =0

k—1 0z 022 + (e t1) 0z4

(m+1)87U+/\2 [4—(5_1)2] 2W oW
k—1

L’équation deux du systéme homogéne donne

o, o2W
NG =N (k=)W = (5 +1)

En remplagant ’équation (3,61) dans (3,60), on obtient

a4W+A2 4— (k=17 = (k+1)*] *W
0z4 k—1 022

(k+1)

Par suite

oW PW

932 4 _
(k+1) 54 207 (k+ 1) 5.2 + A (k+ 1) W =0

Finalement on obtient ’équation differentielle ordinaire d’ordre quatre

4 2
OW 2O W

4 _
0z4 022 TAW=0

C’est, & dire

WW 22w @ L MW =0
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(3.60)

(3.61)

+ X (k+1)W =0 (3.62)

(3.63)



Son équation caractéristique est

= 2N 4\t = (7’2 - /\2)2 = (r+ X\ (r—N)?

Alors la solution générale de I’équation (3,63) est la suivante

W (A 2) = [Cy+ Crz] e + [Cy + Csz] e (3.64)

Cherchons la solution U (), z). En dérivant les deux membres de I’équation
deux du systéme (3.56), on trouve

U, oW W
2)\—(922 - A (k—1) 5, +(k+1) 55 = 0
Ce qui donne
U 1., oW W
Eke—'zA[A (=15, —w+ D) az3] (3.65)

En remplagant (3,65), dans I'expression un du systéme (3.56), on obtient

Y (=0 [z oy W oy 1y PW] W
NM(kr+1)U+ 2 [)\ (k—1) P (k+1) 5.3 2)\82 =0
Par suite

s (k4 1) o, [4—(k—1)"] oW FW

2\ (K_I)UJFA [ = 1) P +(k+1) 5.9 =0
Ce qui donne
5 o [4—(k—1)"] oW W

22°U + A [ i D) 5 + (k= 1) 55 =0 (3.66)

On a
4—(5—1)2_(2—1-5—1)(2—/@—1-1)_(/ﬁ+1)(3—/§)_3_l{

(k+1) CE CES)

20



Ce qui peut s’écrire simplement (3, 66) sou la forme

2N U (N, 2) = =N B —kK) — — (k= 1) (3.67)

Les dérivées d’ordre un et trois de la fonction (3,62) sont

ow

5o = [FAC + 01 = A1z e 4 NGy + Cs + ACaz] ¢

PW
023

— [—x‘”co 1320, — )\3012] e 4 [)\302 13020, + A303z} N

En remplacant %—Vg, %BZX dans (3,67), on trouve

XU (N, 2) = Vi (N 2) e ™ + Vo (N 2) e
ou
Vi (A, 2) =2 [XCo — NkCy + XN*Cyz]
Vo (A, 2) = =2 [NCy + NkCs + X*Csz]

Ce qui donne

U\ z) = [C’o — ;Cl + C’lz} e — {C’g + §O3 + ng} e (3.68)

D’ou la solution homogene du systéme (3.56) est la suivante

{ Un(\ z) = [C’O —5C1 + 012} e — [02 T30+ 032] e (3.69)

Wh ()\, Z) = [C{) + 012’] €_>\Z + [Cg + 032] €>\Z

3.3.3.2 Une solution particuliere du systeme

On cherche une solution particuliére sous la forme:
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U, (X, 2) = voe™™ + 7,
{ p (A 2) =7 Y1 (3.70)

W, (X, 2) = Boe ™™ + B

En remplagant (3.70) dans (3.53), on obtient le systéme des équations suiv-
antes

— (1 =) 22 %y, + (1 = 20) N2y, + A8y = —2(1 +v) a)A
(1—20) X2y, — (1 —v)2X\%y, — A3, = —2(1 +v)a)B

(3.71)
(1—v) 2228y — (1 —20) \*By — Ny = —2 (1 +v) arA
(1—2v)2)°8, — (1 =20) N3, + A2y, = 2(1 + v) aAB
Par suite le systéme (3.71) devient
A(Bo =) = —2(1+v)aA
ABr+m)=2(1+v)aB
A(Bo =) = —2(1+v)aA
ABi+m)=2(1+v)aB
Il sufit de prendre 7, = v, = 0, on obtient
5, = —2(14+v)aA 5, = 2(14+v)aB
0 — A M1 T A
Substituons 3, et 3;dans (3.70), on trouve que
Uy,(A\,2)=0
Wy (A, 2) = 202 A (N) e — B(A) V]
D’apres (3,19) et (3.20), le systeme (3.70) s’écrit sous la forme
U,(A\,2)=0
p(A2) (3.72)
Wp ()\7 Z) _ _AO)E)‘) [ef)\z _ 6)"2]

La solution générale du systéme non homogene (3, 53) est donnée sous la forme
suivante:
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A (3.73)

W (A 2) = [D(\2) — 22 1[0y (A) + 260 4 0y () 2]

{ UM 2) =D\ 2) — 5Cy (W)]e™ — [Cy (A) + 5C5 (A) 2]
A

ou

D (/\,Z) = Cg ()\) + Cl (/\) v

Les fonctions Cy (A) , Cy (A), Cy () et C3 (A) doivent étre déterminées a partir
des conditions aux limites.

3.3.4 La transformée de Hankel de la contrainte tangentielle

La contrainte tangentielle 7,., est définie par la relation suivante:

ou  Ow
Tr (1,2) =G [(‘32 + 87"] (3.74)
ol G est le module de cisaillement
La transformée de Hankel d’ordre un de 7, est donné par
+oo
Fre2) = [ e () B () dr (3.75)
0
Ce qui implique
+oo ou  Ow
77—7‘,2 ()\7Z) :/O rG [82’+87"] J1 ()\T) dr
Alors
_ oo Ou oo  Qw
e (M 2) = /0 Grist i (Ar) dr +/0 Grt () dr
D’ou
Tre (N 2) =G [%U - /\Wl (3.76)
z



D’apres les conditions aux limites (3.1¢) (3.1d) et (3.1e), on obtient le systéme
algébrique suivant:

oo (M B) = [2Mhcosh (MR)]Cs + [4 (1 — ) Gy + Ag (A) — 2\ (V)] sinh (Ah) = 0
W (X,0) = Cy(\) — 2 0y () + BN =g
’7'T2<)\,0) :AO<>\)+4<1—V)01 (/\) —2/\CO—AO—4(1—V)03—2/\02 =0

C’est a dire

[2M cosh (AR)]C + [4 (1 — v) Cs + Ay — 2ACy] sinh (AR) = 0
Co(A) — 26X 4 Cy (A) + 2 = ¢ (3.77)

4(1=v)C1 (\) = 2XCo —4(1 — ) C5 — 20Cy = 0

Par un calcul classique on trouve les fonctions Cy (A), Cy (A), Ca (A) et Cs (N)
comme sult

Ca (A) = —Co(N)

Ci(A) =C3(N) (3.78)
C3(A) = (1+n)sin(>\hH)Si\2)/\hcos()\h)

H (X)) =[2XCy (A) — Ag (N)] sin (AR) (3.79)

En remplagant C (A),Cy (A) et C3 () dans le systéme (3.73) , on trouve

U (X z) =2cosh (Az) Cp (A) — (2k cosh (Az) + 2Azsinh (Az))H (N)

A (1 + k) sinh (AR) + 2)\* cosh (AR) (3:80)

WA, 2) = 240 ()

—2C) (A)| sinh (Az) + 2z cosh (Az) C3 (N) (3.81)
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Alors on obtient la solution générale du systéme non homogene (3, 53) sous la
forme

X(1+r) sinh (\h)+22 cosh (Ah)

W (/\7 Z) = [M —2C, (/\)} sinh ()\Z) + ( 2z cosh (Az) H()\)

{ U ()\’ Z) — 9 cosh ()\Z) CO (/\) _ (2kcosh (Az) 42z sinh (Az))H()\)
A

1+k)sin(Ah)+2Ahcos(Ah)

(3.82)
3.3.5 Les équations duales du probléme mécanique
On obtient a partir de I’équation (3.81)
W (A, z) = =2sinh (Az) Cy (A) + 2z cosh (Az) C5 (\) + 24 () sinh (A\z)
Sachant que Ay () = /\Clﬁélg?/)\h), on trouve
A (A, 2) = 22z cosh (A2) G5 (A) + 2SI oy sy G ()
,2) = 2Az cosh (\z) Cs X cosh (\h) S z) Cy
D’ou
2z cosh (A\z) AH (N)
pr— P .
AW 2) = G5 ) sinh (Vb + 20hcosh (am) + 11 (A2) (3.83)
ou
2%y (A)sinh (A2) _
P (\z) = N cosh (V) 2\ sinh (Az) Cy (M)
AH (A) = [2)% cosh (Ah) Co (A) — ¢, (V)] tanh (AR) (3.84)
Donc
2
AW (A, 2) = F1(X\ 2) 4+ 2X°zcosh (Ah) cosh (Az) H (A) + P2 (), 2)

A (1 + &) sinh (Ah) cosh (AR) + 2X%h cosh? (Ah)
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ou

Py (A, z) = [2(1 + k) sinh (Ah) + 4\h cosh (AR)] sinh (Az2) ¥, (N)

F1(A 2) = [=A (14 k) sinh (2Ah) — 4X°h cosh® (Ah) | sinh (Az) Cp (A)

Par suite

F2 (A 2) [ (14 k)sinh (AR) — 2X\h cosh (AR)] + Ps (A, 2)

AW (A, 2) = [2X (1 — v) tanh (Ah) + A%A] sinh (2)h)

ou

Fa () 2) = 2\?sinh (Ah) Cp (\) sinh (A2) (3.85)

Ps (), z) = 2X*z cosh (Ah) cosh (A2) tanh (AR) H (\) + tanh (Ah) Py (), 2)
L’équation (3,84), donne

2\ sinh (Ah) Co (A\) = AH (X) + tanh (AR) ¥, (A) (3.86)

Alors I'équation (3,85) , devient
Fa(X\ z) =[AH (A\) + tanh (AR) ¥, (A)] sinh (Az) (3.87)
On obtient AW (), z) sous la forme suivante

Py (X z) AH (N)

[2) (1 = v) tanh (\h) + A*h] sinh (2Ah) TN (A 2) 91 ()

AW (A, 2) =

ou
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Py (X, z) = [2Az cosh (A\z) tanh (AR) — 2Ah sinh (Az)] cosh (Ah)—4 (1 — v) sinh (Ah) sinh (\2)

Ny (A 2) = [4 (1 — v) tanh (Ah) 4+ 2\h] sinh (Ah) sinh (A2) (14 r) = 4(1—)
o [2) (1 = v) tanh () + A%h] sinh (2AR)

Ce qui donne pour AW (A, z)

[Az cosh (Az) — sinh (Az) (Ah coth (Ah) + 2 (1 — v))] AH (N)

M 2) = [2A (1 = v) tanh () + A*h] cosh (Ah) %2 ()
D’ou
_ [Mzcosh (Az) — sinh (Az) (Ahcoth (Ah) +2 (1 —v))] AH (A) sinh (Ah) B
MV (4 2) = [2A (1 — v) tanh (\h) + A°h] sinh (Ah) cosh (Ah) a2 ()
Alors
H (\) tanh (Ah)

AW (A, z) = N1 () 2)

2 (1 — v) tanh (AR) + Ah + Ny (X, 2) 1y (A)

ou

_ Azcosh (Az) — sinh (A\z) [Ah coth(Ah) 4+ 2 (1 — v)]

N (A 2) sinh (Ah)
Posons
B H (\) tanh (Ah)
Vs (N) = 2 (1 — v) tanh (AR) + Ak (3.88)
D’ou
AW (A, 2) = N1 (A, 2) by (A) + Na (X, 2) ¥y () (3.89)
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La contrainte normale inverse de o est donnée par

2G
1—-2v

1. (N, 2) = (L=2) W' (X 2) + VAU (A, 2) = (1 +v) aT (A, 2)]

Ce qui donne

2G

AT,y (A 2) = T—%

P5 (A 2) (3.90)

ou

Ps(\2) = [(1 =) AW (A, 2) + vX°U (A, 2) = A1+ v) T (A, 2)|
ou GG est le module de cisaillement. Dans le cas de matériaux isotropes, il est

relie au module d’élasticité E et au coefficient de Poisson v par la relation
suivante:

ou F est le module de Young.

On a les deux équations suivantes:

U (N z) =2cosh (A\z2) Cy (N) — (2r cosh (Az) + 2Azsinh (A2))H (A)

A (1 4+ k) sinh (Ah) + 2% cosh (Ah) (3:91)

, A B
W (\z2) = [Cl—A(Co—7°+Clz)}e‘”+[03+A(02+70+03z)]eM (3.92)

En remplagant (3,91) et (3,92) dans (3,90) ,ce qui donne a \g,, (A, z) la forme
suivante

Ars (A, 2) = &= . 1 (%,2) + Ha (A 2) 5 (3.93)
1 —2v (1 + k) sinh (Ah) cosh (Ah) 4+ 2\h cosh® (Ah)
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ou

Hi (N z)=Hs (A 2z)+ Hy (N 2) + Hs (AN, 2) + Ho (N, 2) + Hr (), 2)
Hj (), 2) = 4X*h cosh® (Ah) C,, (A) (2v — 1) cosh (\2)
Hy (X, 2) = 2)% (1 + k) sinh (AR) cosh (AR) cosh (Az) C (N)
Hs (A, z) = —2Mh (2v — 1) cosh (Ah) cosh (Az) ¥, (N)
Hg (A, z) = — (1 + k) sinh (Ah) cosh (Az) ¥, ()
H; (X, 2) = 4\*sinh (AR) cosh (Ah) cosh (A\z) Cp (N)
Hs (N, 2) = Hg (A, 2) + Hy (N, 2) + Hig (A, 2) + Hi1 (A, 2) + Hiz (), 2)
Hg (X, 2) = 4X*z (1 — 2v) sinh (Ah) cosh (AR) sinh (A2)Cy ()
Hy (X, 2) = —4X*v (1 + k) sinh (Ah) cosh (AR) cosh (Az) Cp (N)
Hiy (A, z) = —2sinh (Ah) cosh (Az) ¥, (N)
Hii (A, z) = —2Xz (1 — 2v) sinh (Ah) sinh (Az)1), ()
His (A, z) = 2v (1 + k) sinh (Ah) cosh (Az) ¥, (N)

On obtient la forme réduite suivante pour \g,, (), z)

2G [2\% cosh (M) Co (A) = oy (V)] [His (A, 2) + Hua (, 2)]
1-2v (1 + ) sinh (Ah) cosh (Ah) + 2\h cosh?® (AR)

Ay (A, 2) =

ou

Hiz (XA, z) = [2\h (2v — 1) cosh (Ah) + (1 + k) sinh (AR)] cosh (Az)
His (A, z) = sinh (Ah) [2 cosh (Az) + 2Az (1 — 2v) sinh (Az) — 2v (1 + k) cosh (A2)]

Par suite

oy (A, 2) = QGPG (A, h) [Az sinh (Ah) sinh (Az) — cosh (Az) (Ah cosh (Ah) + sinh (AR))]

2 (1 — v) sinh (Ah) cosh (Ah) 4 Ak cosh? (Ah)
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ou

Ps (A, h) = [2)% cosh (Ah) Co (A) — ¢, (V)]

Alors G, (A, z) , devient

Ps (A, h) [Azsinh (AR) sinh (Az) — cosh (Az2) (A cosh (AR) + sinh (AR))]

)\_rz )\7 =2G :
7r- (A 2) 2 (1 — v) sinh (AR) cosh (M) + M cosh?® (Ah)

On trouve

Ps (A, h) [Azsinh (Ah) sinh (Az) — cosh (Az) (A cosh (AR) + sinh (AR))]

/\77’2 /\7 =2G .
or= (% 2) (1 — v) sinh (2\h) + M cosh® (AR)

Donc
Gy (A, 2) = 2G [2)% cosh (AR) Co (A) — ¥; (A)| Ns (X, 2) (3.94)
ou
Ny (A, 2) = Az sinh (Ah) sinh (Az) — cosh (Az) [Ah cosh (AR) + sinh (Ah)]
SV (1 — ) sinh (2\h) + Ah cosh? (Ah)

D’apres I’équation (3.79), et sachant que Ag (\) = /\Cﬁ;ﬁ’(\ih) ,on a

H (\) = [2ACy (A) — Ap (N)] sinh (Ah)
Alors

b (A
H = [2)\ - h (\h
(A) l Co () N cosh () sinh (Ah)

Ce qui donne
AH (A) = [2)% cosh (Ah) Co (A) — ¢, (V)] tanh (AR)
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Par suite
AH () tanh (Ah) = [2)% cosh (M) Co () — ¥y (A)| tanh® (Ah)
En tenant compte de (3.88), on a

H (\) tanh (Ah)
2 (1 — v)tanh (AR) + \h

(o ()‘) =

On trouve

H (M) tanh (AR) = 15 (X) [2 (1 — v) tanh (M) + AR

Ce qui donne

AH (M) tanh (M) = My (V) [2 (1 — v) tanh (AR) + AR

On remarque que les équations (3.95), (3.96), donnent

Ps (X, k) tanh® (AR) = Abs (A) [2(1 — v) tanh (AR) + AA]

D’ou

2% cosh (AR) Co (A) — 9, (A)

_ My (M) [2 (1 — v) tanh (Ah) + AR]

tanh® (\h)
En remplagant (3,98) dans (3,94), on obtient

A3 (A) [2 (1 — v) tanh (Ah) + AA]

ATy (A, 2) =2G tanh? (AB) N5 (A, 2)
On a
tanh® (\h)
——— <P, (Ah) =2(1 —v)tanh (AR) + AR
Sinh2 ()\h) 7 ( ) ( V) an ( ) +

ou
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Py (Ah) = [(1 = v)sinh (2Ah) + Ah cosh” (AR)]

D’apres (3,100), 'équation (3,99), devient

Az sinh (Ah) sinh (Az) — cosh (Az) (Ah) cosh (AR) 4 sinh (AR)

>\7rz >\7 =2G : A A
772 (A 2) sinh? (\h) Vs
Ce qui donne
ATy (A, 2) = 2GANg (A, 2) ¥4 (M) (3.101)
ou
Az sinh (Ah) sinh (Az) — cosh (Az) (Ah) cosh (AR) 4 sinh (A\h)
N4 ()\, Z) = - 2
sinh® (Ah)
La transformée inverse de Hankel d’ordre zéro de W, donne
+o0
w(r z) = / AW (A, 2) Jo (Ar) dX (3.102)
0

En remplagant (3,89) dans (3,102), on obtient ’équation intégrale suivante

w(r, z) = /OJFOO [N1 (A, 2) g (A) + No (A, 2) ¥y (V)] Jo (A1) dA (3.103)

En tenant compte de la condition mixte (3, 1a) du probléme, en remplagant
par z = h dans I’équation (3,103), on obtient I’équation intégrale suivante

(w,)._, = /0 W) Jo (A dA =n(r), r<a (3.104)

ou

1

n(r)= 20— [e+ ¢ (r)] (3.105)
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o (r) = /0 - le (A) Jo (Ar) dA (3.106)

La transformée inverse de Hankel d’ordre zéro de 7,, donne

“+o0o
Orz (Ta Z) = / )\5-7',2 ()\7 Z) J() ()\7’) dA (3107)
0
En remplagant (3,101) dans (3, 107), on obtient ’équation intégrale suivante

7re(r2) = | 9GNS (A, 2) g (V) Jo (Ar) dA (3.108)

D’aprés la condition mixte (3,1b) du probléme, en remplacant par z = h,
r > a dans 'équation (3,110), on obtient ’équation intégrale suivante

+oo sinh (Ah) cosh (M) + Ak
(O-TZ)th = /0 )\ l

sinh? (\h) ] Y3 (A\) Jo (Ar)dA =0 (3.109)

Posons

sinh (Ah) cosh (Ah) + Ah
A) = A 3.110
by = [TEER AN ) o)
Ce qui implique pour I’équation (3,109)
+o0o
(0r2)._, = / My (N Jo M) dA =0, 7>a (3.111)
0

L’équation (3.110) donne

B sinh?® (\h)
Va(A) = [sinh (Ah) cosh (Ah) + Ah

] $a (M) (3.112)

En remplagant (3.112), dans (3.104), on obtient

(w:)p = /0+OO [sinh (/\fSLl)nc}(l)s}(l/\(})L\)h) n /\h] Vs W) Jo (Ar)dA =mn(r), r<a
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Ce qui donne

(ws),_, = /0 M) 0y (V) Jo A dA =1 (1), ¥ < a (3.113)
MO =55 (Aijl)nck;s}(ﬁ(%) o~ EQ) (3.114)
et

2 (e — (14 2)h) e~ 2\)
1 — e\ 4 4 \he—2M

EO) =

D’apres les équations (3,111), (3,113), on obtient les équations intégrales
duales du probléme mécanique

{ (02) o = B MO NI AN A =0 (), r<a o
(0o = =X (N o (W) dA =0, r>a

n(r)= 20— (e+¢(r) (3.116)

o) = [y 0) () i (3.117)

3.3.6 La solution numérique du probléme mécanique
3.3.6.1 La transformée des équations duales du probléme mécanique

On a la formule qui est définie par

T Va?—r? (3.118)
r>a

o0 2 Toals) .,
/ Mo (AF) Zo (A) dA =
0 0,

Ou T, (z) est le polynome de Chebyshev de premier espéce, qui est donné par
la relation de récurrence suivante
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TO (ZL‘) =1
T (z) =z
Toi1 (z) = 22T, () — Tpq (), n=1,2

Qui sont orthogonaux sur [—1, 1], avec w (z) = (1 — :z;2)_1/2

La formule (3.118) et la fonction Z,, (\) permettent de chercher la solution de
(3.115) sous la forme

Py (A) = f B (N) (3.119)

ou les f3,, sont des coeflicients inconnus & déterminer.

Substituons la fonction ¢, () dans (3.115), on obtient

[0 38,2 00 Jn ) 3 = s (e ()

Utilisons la formule (3.31), on trouve

fﬁ (2 — dom) cos (mb) i)ﬁnflmn = 2(11_V) (e+¢(r)) (3.120)
A = 0+°° M () Zy (A) Xom (A) dA (3.121)
D’apres (3.116), on obtient
1 1
n(r)= 50— (e+p(r) = s0-n)" (r) (3.122)

ou

o (r) = e+ /O e le (A) Jo (Ar) dA
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En remplacant ; (\) dans (3.122), et utilisons la formule (3.31) de Gegen-
bauer , alors (3,116) admette la forme suivante

B 1 +oo tanh (Ah)
ou
+oo +00
Sin (A) =" anFy (A) D (2 = 6om) Xm (A) cos (mb)
n=0 m=0
Par suite
1 400 +o00
nA) = [6 + > (2= dom) cos (mb) Y nGron (3.124)
2(1—v) = —
ou
+o0o
Gon = / Mﬂl (A) X (A) dX (3.125)
0 A
On a
+o0
€= Y €ncos(mb)
m=0
ou

e, m=20
€Em =
0, m=1,2

On remplage € par leur expression dans (3.124), ce qui donne

n(A) = 2(11_y) [f €m cos (ml) + L, (3.126)

m=0

telle que

66



+o0 +oo

Ln = D (2= bom) cos (m) > Gy

Alors notre équation (3.126) s’écrit sous la forme

+00 +00
n(A) = 2(11—y) 2:30 cos (md) [em + (2 —6om) z%anGmn] (3.127)

D’apres les’équations (3.122), (3.127), 'équation (3.120) devient

+o00 1 Too
(2 - 50m) nz:OBnAmn - m |fm + (2 - 5Om) nZ:OanGmn]

Donc (3,120) devient comme suit

+o00 1 € +00
,;)B"Am" =20 [@ my ;::O%Gmnl (3.128)

Remarquons que

50m o
(2= 0om) Oom

€m = €0gp, €1

ol dg,, est le symbole de Kroneker.

Donc on obtient le systéme algébrique (3.128), sous la forme suivante:

+00 1 too
Apn = ———— |€dom nGmn 3.129
3 e = 35 o+ 20 5129
Telle que
+0o0
Apn = M (N) Z, (N) X, (A) dX (3.130)

2 (e — (14 2\h) e M)

M) =[1+EM)], E(\) = 1 — e~ 4 A\he-22h
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G = [ o WF” (A) X, () dA (3.131)

On remarque que la fonction M () dans I’équation (3.130) tend vers 1 lorsque

A tend vers l'infini. Donc (3.130) ce reduit a la forme

Amn:/OAOM()\) 2o X N dA+ [ X (V) Za (A dA (3.132)

Ao

On a

4 [sin(Aa) (=1)™1— cos(2Xa)
l N A ]

Par suite, le second membre de I’équation (3.132), devient

TR AR [/;“Sm(ﬁ‘”dxﬁ—”m /A*“l—ws(m)ﬁ]

0 7T2a2 0 A 2 0 )\2
Puis considérons les deux intégrales ainsi obtenues

/+°° sin(\a) ot /+°° 1- Cos(2/\a)d)\
A Az Ao )\2

0
Une intégration par parties pour la premiere intégrale

On a

[0 ()

Par suite

+00 +oo /1
N _/Ao <A>acos()\a)d)\

+oo sin(a) sin (Aga) 5 [T cos(Aa)
d\ = / dA
/)\0 22 o he T

Pour la deuxiéme partie de cette intégrale, faisons le changement de variable
t = Aa. Alors on obtient
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Fo0 A 1 ptoo t 1
/ cos(Aa) )y — f/ <05 gy — L 5 (aga)
Ao Aa a Jxoa t a

D’ou la premiére intégrale devient

+oo sin(Aa) sin (Aga) ,
//\O \2 d\ = N a Ci(Aoa)

ou

Ci () = —/;OO Cost(t)dt

On peut traiter de la méme maniére la deuxiéme intégrale

On a

[ <) 0

:o_ /;oo (‘Al) (2asin (2\a)) dA

0

Alors

d\) = A

/+°° 1 — cos(2)\a)
A

[1 — cos(2X\pa)] a2 /+°° sin (2)a)
0 )\2 A

)\0 0 2)\@

Faisons le changement de variable ¢ = 2\a, on obtient

/+00 sin (2\a) I\ — 1 /+°° sin (t) 5
Ao 2)\a " 2a Jarxga

Telle que

+oo gj
/ ) 4 — i 2000)
2X\oa t

D’ou la deuxiéme intégrale devient

/+oo 1_LS(Z)‘@Q;/\) — (1 — cos(2hoa)] _ 2a Si (2\ga)

0 )\2 )\0
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Donc on obtient

/;oo X (\) Zo (A dA = —— R (Ao, m, )

o m2a2

ou

R ()\O’m, CL) - [W —aCi ()\Oa) + <_;> <1 - CO;<2)\0G) —2aSi (2)\00,))1
0 0

Alors I’équation (3.132) s’écrit sous la forme

4
R <>\07 m, CL)

m2a2

A = /0 M) Z (A) X (A) dA +

On remarque aussi que la fonction tanh (Ah) dans I’équation (3.131) tend vers
1

lorsque A tend vers Uinfini, donc 1’équation (3,131) devient comme suit

Fyy (\) Xon (A) dA +

% tanh (Ah) +o0 1 (A) Xom (V)
Gmn _/ f o fd/\

On a

JnJr% (Aa/?) J—(n—i—%) ()\CL/?) — JnJr% ()\CL/Q) J_(n+%) ()\a/2)

Alors la limite de cette expression l'orsque A\ temp vers l'infini est donnée par

E, (A 8
)E ) - (n+1)cos(Aa) , A = +0o0
ou
2
X (N) = J2 (Na) ~ — [1+ (—1)"sin (A\a)]
Par suite



(="

F(N) X (N) 16
3 ~ — (n+1) lcos (Aa) +

m2a3)\3

sin <2Aa)]

Donc

0 A m2a3

/*”Wd)\: 10 (n+1)l/+oocos<>‘a)d)\+( Dl /+Oosm(m

0 P 2

0

négligemment cette quantité, dans ce cas, 'équation (3,131) s’écrit sous la
forme

Ao
G = [ B (3 X, () dn
0 A

L’équation (3.129) s’écrit sous la forme d’un systéme algeébrique comme suit

400 1 +00
Z B Amn = m lfffsom + Z (%% mn] (3.133)
n=0

n=0

En tenant compte des équations (3.103), (3,110), et pour z = h , r > a on
obtient la forme suivante pour w (r,h)

“+o00

+oo
_ lz 3, / Li(\ an Lo () 1J0 (W) dh  (3.134)
n=0

ou les fonctions Ly (\) et Lo (A) sont définies par

tanh (\h)

L) ==2(1=)MN)Z, (), L) =——

Fo(A)

de la méme maniere et d’apres la formule (3.118), et les équations (3,108),
(3,110), on obtient o, (r, h) pour z = h, sous la forme suivante

2 %

T
Or2(ryh) = —ZB \/LHT(;‘), r<a (3.135)

3.3.6.2 Graphes et tableaux du probléme mécanique
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Les coefficients [3,, dans le cas mécanique

nla=1,H=05|a=1H=1|a=1, H=1.25
1| 012256216 | 0.07592221 0.06673514
2 | —0.03169716 | —0.00834113 | —0.00502808
3 | 0.00138746 | 0.00035056 | 0.000103172
4 | 0.00014469 | —0.00018434 | —0.00016434
5 | —0.00040336 | —0.00026948 | —0.00024458
6 | —0.00038629 | —0.00027929 | —0.00025420
7 | —0.00051984 | —0.00038202 | —0.00034762
8 | —0.00052778 | —0.00038716 | —0.00035229
9 | —0.00067430 | —0.00049461 | —0.00045007
10 | —0.00104057 | —0.0007632 | —0.00069446

Tableau.2: Les coeflicients /3, dans le cas mécanique, H = —
a

0.5

a3

-0.735

Fig: 8. La distribution de la contrainte normale o, : a =1, H = 0.5, z/a = 0, 0.5, 0.75
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[u] o2 o.4 O.B o.8 1 12 1.4 1.6 1.8 =

Fig: 9. La distribution de la contrainte normale o, : a =1,H =1, z/a =0, 0.5, 0.75

k] o2 o4 OB )= 1 1.2 1.4 15 1.8 =2
m

Fig:10. La distribution de la contrainte normale o,, : a =1, H = 1.25, z/a = 0, 0.5,
0.75
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Fig:11. Le déplacement axial w, : a =1, H = 0.25, z/a = 0.25, 0.5, 0.75
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Fig:12. Le déplacement azial w, : a =1, H =1, z/a = 0.25, 0.5, 0.75
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Fig:13. Le déplacement axial w, : a =1, H =1.25, z/a = 0.25, 0.5, 0.75

3.3.7. Résultats numériques et discussions

Les coefficients «, et 3,, des systmes algébriques infinis (3, 40) , (3, 133) respec-
tivements sont déterminés numériquement par la méthode de Simpson avec

Ao = 1500 (Matlab 2009)
Ils sont donnés sous forme tableaux.

La température est croissante 1’orsque 1’épaisseur h augmente et r tend vers
1, mais elle tendra rapidement vers 0 si r > 1.

Pour le cas r < 1 la contrainte normale correspondante aux couches z = 0, h/2
et 3h/4 se décroissante début de l'intervalle, prend la forme d’une parabole
sur U'intervalle [0.6  1]. Tend

vers zéro l'orsque r > 1.

Pour les couche z = h/4,h/2 et 3h/4 le déplacement axial se stabilise début
de l'intervalle, prend la forme d’une parabole au voisinage de r = 1

To (°C) | € a(K™1) v
180 0.1 ]18.8%107%|0.29
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Conclusion

La résolution du probléme proposé a été réalisée dans le cadre de la théorie
de I'élasticité linéaire. Par la méthode de la transformation intégrale de Han-
kel les problémes thermique et mécanique aux conditions mixtes sont réduits
a des systémes d’équations intégrales duales couplés. L’idée de résolution de
ces équations dans le cas thermoélastique est basée sur les travaux récents de
Sakamoto et Kobayashi appliqueés au cas élastostatique. Elle utilise la formule
d’addition de Gegenbaeur, pour transformer les équations duales en des sys-
témes algébriques infinis, ce qui a permer de calculer les grandeurs physiques
du probléme, & savoir la température, les contraintes et les déplacements dans
la plaque.

Dans une seconde étape, il serait souhaitable d’appliquer cette méthode sur le
probléme suivant:

Déformation thermoélastique d’une plaque épaisse reposant sur un appui rigide
ayant un trou circulaire.

La plaque élastique se déforme sous l'effet d’un poingon rigide chauffé a une
température Ty et dont la pénétration est égale a 9.

L’appui est supposé thermiquement isolé alors que le trou circulaire est main-
tenu a une température nulle. Ce qui se raméne a la résolution du systéme
non homogéne de Lamé et de ’équation de conduction thermique vérifiant les
conditions mécanique et thermique suivantes:

(Uz)zzo = (TZT)Z:O =0,r<a
(w)Z:O = (TZ'I‘)Z:O = 0, r>a

(w)z—h = —(S,T 2 0



(T)z):h = T07 r=0

[ Poinconltigide

- > z=h

Milieulastique

Troulxtirculaire |
Isolant@hermique

Fig: 14. Plaque épaisse reposant sur un appui rigide ayant un trou circulaire
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