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RésuméLa génération de l'espae d'états ou du graphe d'aessibilité des modèlesà états disrets, tel que les réseaux de Petri (RdP) est une étape néessairedans l'analyse des propriétés d'un système. Cependant la génération de etespae d'états est souvent onfrontée au problème d'explosion ombinatoire.Pour pallier à e problème, di�érentes tehniques sont proposées pour la on-strution et le stokage de l'espae d'états, pro�tant de ertaines propriétéstelles que l'analyse de systèmes symétriques, l'analyse modulaire, l'utilisationdes ensembles stubborn,...et.Néanmoins, es méthodes malgré qu'elles permettent une rédution notablede l'espae des états, elles ne onernent que des systèmes partiuliers (pos-sédant la propriété de symétrie, onstruits en assemblant des modules ouonstitués d'un ensemble de proessus relativement indépendant qui synhro-nisent oasionnellement). La distribution de l'espae d'états est proposéeomme alternative pour permettre l'analyse de modèles de grande taille. Cetespae est ainsi réparti sur un ensemble de stations interonnetées.Notre travail onsiste à étudier les algorithmes distribués permettant lagénération répartie de l'espae d'états, ainsi qu'à présenter des tehniquespour analyser les propriétés qualitatives et quantitatives de et espae.Mots lés : Réseaux de Petri, espae d'états, véri�ation, propriétés,algorithmes distribués.
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Introdution générale
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L'augmentation de la omplexité des systèmes atuels, qui deviennent deplus en plus distribués et onurrents, a inité au développement de méthodesd'analyse, de validation et de véri�ation du omportement de es systèmes.Pour ela la modélisation de es derniers devient une étape indispensable,qui souvent néessite la génération de leur espae d'états. Cette générationonsiste en le alul de tous les états atteignables par le système modélisé etde leur représentation sous forme d'un graphe. La taille de et espae roitd'une manière exponentielle par rapport à la taille du système modélisé,en partiulier lorsque elui-i présente un degré de parallélisme important.Ainsi et espae oupe une partie onsidérable qu'il est souvent impossiblede stoker en mémoire. Plusieurs travaux se sont intéressés à la résolutionde e problème, onnu sous le nom du phénomène �d'explosion ombinatoirede l'espae d'états�.Parmi es travaux, nous avons les tehniques de rédution de l'espaed'états, telles que la véri�ation à la volée, qui véri�e les propriétés enmême temps que l'exploration [Jou 06℄, la véri�ation modulaire [Pet 05℄,la représentation symbolique telle que les diagrammes de déision [Paq 05℄.Parmi es tehniques nous itons aussi elles qui évitent de représenter tousles états du système en prenant en ompte ertaines propriétés du modèletelles que la symétrie [Jor 99℄ et les ensembles de Stubborn [Kri 99℄.Néanmoins, es tehniques malgré qu'elles permettent une rédution no-table de l'espae des états, elles ne onernent que des systèmes partiuliers(possédant la propriété de symétrie, onstruit en assemblant des modules ouonstitués d'un ensemble de proessus relativement indépendant qui synhro-nisent oasionnellement).Durant ette dernière déennie, plusieurs travaux se sont orientés versune nouvelle approhe qui onsiste à distribuer l'espae d'états sur un en-semble de mahines onnetées en réseau, e qui permet l'augmentation dela taille des systèmes à véri�er.La répartition de l'espae d'états sur l'ensemble des proessus se fait à l'aided'une fontion de répartition (fontion de hashage), qui attribue haque étatgénéré à un proessus du réseau. Le hoix de la fontion de hashage est trés4



important et ei a�n d'assurer un équilibre de harge entre les di�érentsproessus.Le problème qui se pose après la répartition de l'espae d'états, estomment peut-on nous véri�er les di�érentes propriétés, qualitatives et quan-titatives, de tel espae? De e fait, di�érents travaux se sont orientés vers lavéri�ation distribuée, où la plus part parmi eux se foalisent sur le modèleheking et la logique temporelle [Bar 01℄,[Ler 99℄.Dans e travail, nous nous intéressons à la véri�ation distribuée despropriétés telles que la vivaité et la bornitude qui sont des propriétés impor-tantes et omplexes. La véri�ation de la vivaité qui néessite la générationde tout l'espae d'états, se base sur la onstrution des omposantes forte-ment onnexes du graphe. Par ontre la véri�ation de la bornitude est unevéri�ation à la volée, qui se base sur la onstrution de l'arbre de reouvre-ment d'une manière distribuée [Bra 83℄.A�n d'évaluer les performanes des systèmes modélisés, nous proposonsaussi dans e travail, un algorithme distribué permettant la résolution numériquedu système d'équation, généré à partir du proessus stohastique, et elaaprès véri�ation de l'ergodiité du modèle. Cet algorithme est basé sur laméthode de Gauss pour la résolution des systèmes d'équations.Le présent doument est organisé omme suit : Le hapitre 1 est onsaré� à la présentation de quelques outils de modélisation tels que : les RdP sim-ples et leur extensions, RdP temporels, RdP olorés et RdP stohastiques, endé�nissant tous les onepts et les propriétés de es modèles. Nous présen-tons aussi dans e hapitre l'algorithme séquentiel qui permet la générationde l'espae d'états. Dans le hapitre 2 nous abordons quelques approhestraditionnelles permettant l'exploration de l'espae d'états en exploitant lesaratéristiques du système représenté, tels que la symétrie, les ensembles desStubborns et la modularité. Dans le hapitre 3 nous présentons les nouvellesapprohes d'exploration d'espae d'états, qui se basent sur la distribution dee dernier sur plusieurs proessus. Le hapitre 4 est dédié à notre onep-tion, où nous proposons une véri�ation distribuée des propriétés du modèle.Dans le hapitre 5 nous donnons les résultats obtenus aprés exéution desalgorithmes proposés sur un ensemble de modèles, tels que les bases de don-nées distribuées (BDD) et l'exemple des philosophes. Nous terminons parune onlusion et un ensemble de perspetives qui peuvent être d'éveloppés5



dans des futurs travaux.

6



Chapitre1:Les Réseaux de Petri
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I. Introdution:Depuis les dernières déennies, les systèmes répartis sont de plus en plusrépandus dans le monde informatique. Ils sont aratérisés par leur puis-sane et leur omplexité. Dans es systèmes oexistent plusieurs proessusqui s'exéutent en parallèle et en onurrene sur di�érentes ressoures (mé-moires, périphériques d'entrés / sorties,...et.), et qui ommuniquent entreeux par éhange de messages.Néanmoins, les avantages fournis par es systèmes ont pour ontrepartiela omplexité de les onevoir et de s'assurer qu'ils possèdent les propriétésattendues.Il est alors plus approprié et plus admis de valider le système et mêmed'e�etuer une évaluation de ses performanes avant sa onstrution.L'analyse quantitative et qualitative des omportements des systèmes par-allèles et distribués a susité de nombreuses tentatives visant à représenter lesystème à l'aide des outils de modélisation. Ces outils de modélisation per-mettent, en e�et, d'obtenir une représentation à partir de laquelle on peutétudier le omportement des proessus à des �ns de véri�ation.II. Les Réseaux de Petri :Le formalisme des réseaux de Petri (RdP) a été introduit dans les annéessoixante par C.A.Petri [Pet 62℄.Les RdP onstituent un outil graphique etmathématique important, utilisé pour la desription et l'analyse des systèmesonurrents, distribués, et parallèles[Bra 83℄.Un RdP est un graphe biparti, onstitué de deux types de noeuds, lesplaes représentées par des erles, et les transitions par des tirets. Les arsrelient les plaes aux transitions et inversement. Les plaes peuvent ontenirdes jetons, l'état d'un RdP est dé�ni par le nombre de jetons ontenus danshaque plae, représenté par un veteur M appelé marquage, M(p) représentele nombre de marques dans la plae p.8



Les plaes possédant des ars qui les relient aux transitions, i.e. ayantdes ars allant de es plaes aux transitions, sont souvent appelées par sim-pli�ation les plaes d'entrée de t (•· t); les plaes, reliées à une transitionpar un ar allant de t à es plaes, sont appelées plaes de sortie de t(t·•).De même, on parlera de transitions d'entrée et de sortie des plaes (•p,p•respetivement).II.1 Dé�nition formelle : [Bra 83℄Un réseau de Petri est dé�ni formellement par un quadruplet:R=<P,T,Pré,Post> où :P : ensemble �ni de plaes,T : ensemble �ni de transitions,Pré : P×T→ N est l'appliation d'inidene avant (Pré-ondition),Post : P×T→ N est l'appliation dâinidene arrière (Post-ondition).II.2 RdP marqué :Un réseau de Petri marqué est un ouple N =<R,M> où :R : est un RdP,M : est un veteur de P vers N représentant le marquage de R tel que M(p)est le marquage de la plae p, on dit aussi, le nombre de jetons (marques)ontenus dans P.L'état initial d'un RdP est dé�ni par un marquage initial noté par M0.II.3 Représentation graphique:À un réseau de Petri, on assoie un graphe biparti où les noeuds (som-mets) sont les plaes et les transitions .Un ar de valuation � n� relie uneplae p à une transition t si Pré(p,t)=n et une transition t à une plae p siPost(p,t)=n.Dans e graphe, une plae est représentée par un erle©et une transitionpar un retangle ou un tiret .__Un ar relie une plae à une transition ou bien une transition à une plaemais ne relie jamais deux sommets de même type.9



Exemple:

II.4 Représentation matriielle :Étant donné un réseau R, nous pouvons également le dérire par unematrie, dite matrie d'inidene C qui représente l'appliation :P×T →Z dé�nie par : p∈P, t∈T : C(p,t)=Post(p,t)-Pré(p,t).C(p,t) donne la modi�ation pour la plae p résultant du franhisse-ment de la transition t. Post ( resp.Pré) est dite matrie d'inidene arrière(resp.matrie d'inidene avant).III. Evolution d'un RdP :Soit R un réseau de Petri, M un marquage de R.Une transition t est franhissable (tirable) pour un marquage M si etseulement si :
∀ p∈ P, M(p) ≥Pré(p,t). Si t est franhissable pour M, le franhisse-ment(le tir) de t permet d'obtenir le nouveau marquage M', tel que :10



∀ p∈ P, M'(p)=M(p)-Pré(p,t)+Post(p,t).on note : M[t> la franhissabilité de t à partir de M.Remarque :Le franhissement d'une transition t est une opération qui onsiste pourhaque plae de P (entrée de t), à enlever un nombre de marques égal aupoids de l'ar la reliant à la transition et à rajouter à haque plae p (sortiede t) un nombre de marques égal au poids de l'ar reliant la transition à laplae.III.1 Séquene de franhissement :Soit s∈ T*, s est une séquene franhissable pour un marquage M ssi :s'∈ T* tel que s=s'.t et de plus M' tel que : M[s'>M'et M'[t>M�, efranhissement on le note M[s>M�.III.2 Equation fondamentale :Soit S le veteur dont les omposantes S(t) sont le nombre d'ourrenesd'une transition t dans une séquene de franhissements s, e veteur estappelé veteur aratéristique de s.Si M[s>M',on peut alors érire : M'=M-Pré.S +Post.S .M'=M+C.S.
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III.3 Marquages aessibles :L'ensemble des marquages atteints à partir de M0 d'un RdP noté parA(R,M0) est dé�ni par : A(R,M0)={M/ s∈T tq :M0[s>M}.Exemple:L'ensemble des marquages aessibles du RdP de la �gure 1.1 est:A(R, M0) = {(2,3,4,1,0),(1, 2,1,1,1), (0,1,0,1,2)}.III.4 Graphe des marquages aessibles :On appelle graphe des marquages aessibles, le graphe G dé�ni par :L'ensemble des noeuds: est l'ensemble des marquages aessibles A(R,M0)L'ensemble des ars: Un ar étiqueté t joint M à M' si et seulement si :M [t>M' .IV. Propriétés des RdP :Pour analyser le fontionnement d'un système représenté par un réseaude Petri, nous étudierons ertaines propriétés :1. Bornitude :Une plae p d'un réseau marqué <R,M> est dite k-bornée (k∈ N), si pourtout marquage aessible M ∈ A(R,M0), M(p) ≤ k.Un réseau marqué <R,M> est dit borné si toutes ses plaes sont k-bornées, k est appelé borne de R. Si k=1,alors le RdP est dit sain (sauf).L'intérêt de l'existene d'un réseau borné intervient dans le as où lesvariables d'état ou les ressoures du phénomène dérit ne doivent pas franhirun seuil �xé.2. Quasi-vivaité :Soit R un réseau marqué. Une transition t est dite quasi-vivante, s'ilexiste un marquage M ∈ A(R,M0) tel que M[t>.12



Cette propriété désigne la possibilité de franhir au moins une fois ettetransition depuis le marquage initial. Si une transition est non quasi-vivante,l'opération qu'elle représente est inutile au fontionnement du système mod-élisé.Si toutes les transitions sont quasi-vivantes, on dit que le réseau est quasi-vivant .3. Vivaité :Une transition t d'un RdP marqué <R,M0> est dite vivante, si pour toutmarquage aessible M ∈ A(R,M0), t est quasi-vivante pour le réseau R. Unréseau marqué <R,M0> est vivant si toutes ses transitions sont vivantes. Unréseau R est vivant, s'il existe un marquage M tel que <R,M> est vivant.La vivaité est une propriété trés forte : elle permet de garantir une duréede vie totale in�nie,  à d: s'assurer qu'un système donné garde toujours sesfontionnalités à n'importe quel moment (auune transition ne sera dé�ni-tivement infranhissable).Une onséquene immédiate de la vivaité est l'absene de bloage dansle système.4. Réinitialisabilité :Un réseau est dit réinitialisable (ou propre) si :
∀ M ∈ A(R,M0), il existe une séquene de tirs 's' tirable à partir de M etproduisant le marquage M0.La réinitialisabilité assure que le système peut toujours revenir dansson état initial. C'est une propriété importante à véri�er, pare qu'il estsouhaitable de revenir à l'état initial dans le as d'une erreur.5. Etat puits et réseau sans bloage :Un réseau <R,M0> admet un état puits M, si auune transition n'estfranhissable depuis M. Un réseau <R,M0> est dit sans bloage, si toutmarquage atteignable à partir de M0 n'est pas un état puits.13



6. Etat d'aueil :Un réseau <R,M0> admet un état d'aueil Ma, ssi Ma est un marquagetoujours aessible, 'est à dire :
∀ M∈A(R,M0), Ma est toujours aessible à partir de M.Remarques :
• Si le marquage initial est un état d'aueil alors le réseau est reinitial-isable.
• Si un réseau admet un état d'aueil, alors il est aisé de démontrer qu'ilest sans bloage. Il su�t de véri�er qu'il existe au moins une transitionfranhissable à partir de e marquage.V. Arbre de reouvrement :L'arbre de reouvrement permet de déterminer pour un RdP ayant pourmarquage initial M0 et un autre marquage M, s'il existe un marquage M'aessible de telle sorte que M'≥ M (i.e.M' reouvre M). L'arbre de reouvre-ment est obtenu par l'énumération réursive de tous les marquages possiblesen partant du marquage initial. Cependant, et arbre peut être in�ni. Dee fait, on utilise un symbole ω représenter le nombre de jetons qui peutaugmenter sans limite. Quatre opérations arithmétiques s'appliquent sur ω.Pour a entier :a< ω
ω≤ω
ω+a=ω
ω-a = ωAyant ajouté la notion ω, on peut utiliser l'algorithme suivant pour on-struire l'arbre de reouvrement .Grâe à l'arbre de reouvrement, on peut tirer les résultats suivants :
• Un arbre de reouvrement sans ω est un arbre d'aessibilité.14



Algorithm 1 Algorithme de l'arbre de reouvrement [Bra 83℄ :1. Marquer la raine représentée par M0 new.2. Tant qu'il existe un marquage marqué new;(a) séletionner un marquage M marqué new(b) s'il n'y a auune transition tirable par M, marquer M par deadend.() Pour toutes les transitions franhissables par le marquage M:i.Trouver M' aessible immédiatement de M;ii.S'il existe un marquage M� sur le hemin entre M0 et M' desorte que M'(pi)≥M�(pi),∀i= 1,...,n,et M' 6=M�,alors :remplaer M'(pi) par Ïωoù M'(pi) >M�(pi);ajouter M' dans l'arbre, en le marquant newmarquer l'ar ave la transition tirée; marquer M' new.(d)si M est identique à un autre marquage sur le hemin entre M0 et M ,marquerM old et hoisir un autre marquage new.
• Le RdP ave le marquage initialM0 est k-borné si le symbole ω n'apparaîtpas dans l'arbre de reouvrement. La borne supérieure k est donnéepar le nombre de jetons le plus grand de l'arbre.
• L'arbre de reouvrement permet de déteter les transitions qui ne sontpas tirées, ou qui ne sont plus tirées à partir d'un ertain niveau.
• S'il y a des marquages deadend dans l'arbre de reouvrement, alors ily a des bloages dans le système modélisé.Exemple :Pour la �gure i-dessous, nous onstatons que le RdP n'est pas borné arles ω existent dans l'arbre de reouvrement .C'est la plae p1 qui n'est pasbornée . Le RdP n'est pas réinitialisable ar on ne peut jamais revenir aumarquage initial. Si on tire la transition t2, on se trouve dans un état debloage . Cela aussi signi�e que la transition t2 n'est pas vivante et ainsi leRdP non plus.
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VI. Extentions des RdP :Les RdPs, introduits en 1962 a�n de modéliser la omposition et la om-muniation entre automates, ont été améliorés a�n de représenter les dif-férents aspets et onepts liés à la modélisation des omportements paral-lèles et distribués, et en partiulier des aspets temporels et stohastiques.Les di�érentes extensions des RdP ont été proposées selon les deux axesimportants suivants:Le premier axe a onduit à modéliser de façon plus simple et plus om-pate les omportements qualitatifs. (RdP olorés).Le deuxième axe, omplémentaire du premier et indispensable lors de laoneption des systèmes, onerne les extensions quantitatives, 'est-à-direles aspets omportementaux liés à la fois aux aratéristiques temporelleset stohastiques des systèmes.Ainsi, la �gure suivante représente une partie des prinipales familles.16



VI .1 Les réseaux de Petri olorés (RdPC):Les réseaux de Petri olorés (RdPC) ont été développés omme un outil demodélisation idéal des gros systèmes qui permet de ondenser les informationsà représenter.
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VI.1.1 Dé�nition: [Bra 83℄Soit Co={1,2,...,I} un ensemble �ni de ouleurs. Un marquage M desplaes dâun RdPC se dé�nit omme une appliation de lâensemble des plaesP dans lâensemble des fontions de Co dans les entiers : M : P→[C0→N℄.Ainsi M(p)(0i) désigne le nombre d'éléments de ouleurs 0i au sein dumarquage M(p) de la plae p.Le prinipe d'abréviation induit par le type de marques s'énone alorsainsi :Une plae p et son marquage M(p) onstituent une abréviation de p1,...,pLplaes distintes telles que haque plae pi posséde un marquage de valeurM(p)(0i).On spéi�e l'utilisation des marques olorées par des expressions étique-tant les ars du réseau. Ces expressions sont de deux types :<k> où k désigne un sous-ensemble quelonque de ouleurs,<x> où x est une variable libre prenant ses valeurs dans un sous-ensemblede ouleurs spéi�é par l'énoné � domaine(x)=...� ; un tel énoné faisantpartie de la desription d'un réseau oloré.Le premier type d'expressions permet de lier le franhissement d'une tran-sition à la présene dâun sous-ensemble k de ouleurs au sein du marquaged'une plae d'entrée de ette transition. Quant au seond type d'expressions,il induit une ondition de franhissement soumise à la présene d'une mêmeouleur au sein du marquage de toutes les plaes d'entrée d'une transition,liées à ette dernière par des ars étiquetés par la même variable.VI.1.2 Evolution d'un RdPC :Le franhissement d'une transition t depuis un marquage M est régi parles règles suivantes : t est franhissable depuis un marquage M si et seulementsi : pour tout sous-ensemble de ouleurs k, pour toute plae p liée à t par unar(p,t) portant l'étiquette <k>, pour toute ouleur s∈k, M(p)(s) ≥1.Pour toute variable x, trouver s∈ domaine(x), tel que pour toute plae p'liée à t par un ar(p' t) d'étiquette <x>, M(p')(s) ≥1.Dans e dernier as, nous dirons que s est une ouleur e�etive de x aumarquage M pour t . 18



VI.1.3 Le marquage des RdPC : [Bra 83℄Notation : Ef (x,M,t) désigne l'ensemble des ouleurs e�etives de x pourt au marquage M, s' il existe une plae p et un ar (p,t) d'étiquette <x>;sinon Ef(x,M,t)=domaine(x).Le marquage M' résultant du franhissement d'une transition t se dé�nitalors omme suit :M[t>M' si et seulement si M' satisfait les trois onditions suivantes :
• pour toute plae p qui n'est pas onnetée à t, M(p)=M(p).
• pour tout sous-ensemble k⊆Co pour toute plae p liée à t par un ar vétiqueté par <k>- si v=(p,t) alors pour toute ouleur s∈CoM'(p)(s) ={

M(p)(s)−1 si s∈K

M(p)(s) sinon- si v=(t,p) alors pour toute ouleur s∈kM'(p)(s) ={

M(p)(s)+1 si s∈K

M(p)(s) sinonpour toute variable x, il existe s∈EF(x,M,t) tel que pour toute plae pliée à t par un ar v d'étiquette <x> :-si v = (p,t) alors pour toute ouleur s'∈CoM'(p)(s')={

M(p)(s)−1 si s′=s

M(p)(s) sinon-si v =(t,p) alors pour toute ouleur s'∈CoM'(p) ={

M(p)(s)+1 si s′=s

M(p)(s) sinonVI.2 Les réseaux de Petri temporels:Parmi les tehniques proposées pour spéi�er et véri�er des systèmes danslesquels le temps apparaît omme paramètre, deux sont largement utilisées: Les Automates Temporisés et les Réseaux de Petri Temporels (ou TimePetri Nets), introduits dans [Mer 74℄.19



Les réseaux temporels sont obtenus à partir des réseaux de Petri en asso-iant deux dates min et maxà haque transition. Supposons que t deviennefranhissable pour la dernière fois à la date θ, alors t ne peut être tirée avantla date θ+ min et doit l'être au plus tard à la date θ+ max , sauf si le tird'une autre transition a désensibilisé t avant que elle-i ne soit tirée. Letir des transitions est de durée nulle. Les réseaux temporels expriment na-tivement des spéi�ations �en délais�. En expliitant les débuts et les �nsd'ations, ils peuvent aussi exprimer des spéi�ations �en durées�. Leurdomaine d'appliation est large.VI.2.1 Dé�nition : [Ber 05℄Soit I+ l'ensemble des intervalles réels non vides à bornes rationnelles nonnégatives.Pour i∈ I+, ↓i désinge sa borne inférieure et ↑i sa borne supérieure (si iest borné) ou ∞(sinon). Pour tout θ∈R
+, i ÷θ désignera l'intervalle {x-θ /x ∈i∧ x ≥θ }.Un réseau temporel (ou Time Petri net, ou TPN en abrégé) est un tuple<P,T,Pre,Post,M0,Is> , dans lequel M0 est un réseau de Petri et Is est unefontion appelée Intervalle Statique.L'appliation Is assoie un intervalle temporel Is(t) à haque transitiondu réseau.Exemple :
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IV.2.2 Evolution d'un TPN:Un état d'un réseau temporel est un ouple e=(M,I) dans lequel M estun marquage et I :→ T I+ une fontion qui assoie un intervalle temporel àhaque transition franhissable par le marquage M .L'état initial est e0=(M0,I0) où I0 est la restrition de Is aux transitionssensibilisées par le marquage initial M0. Toute transition sensibilisée doitêtre tirée dans l'intervalle de temps qui lui est assoié. Cet intervalle estrelatif à la date de franhissement de la transition.Franhir t à la date θ depuis e=(M,I) , est don permis si et seulement si[Ber 05℄ :M ≥ Pre (t) ∧θ∈ I(t) ∧ (∀ k6=t) (M≥Pre (k ⇒θ≤↑I(k)))L'état e'=(M',I') atteint depuis e par le tir de t à la date θ est alorsdéterminé par :1.M'=M-Pre(t)+Post (t) (omme dans tous les RDP) ;2.Pour toute transition k franhissable à partir de M' :
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Notons que, dans les réseaux temporels, l'éoulement du temps ne peutqu'augmenter l'ensemble des transitions tirables, mais en auun as le ré-duire.VI.3 Les réseaux de Petri stohastiques :La théorie des réseaux de Petri a été trés utilisée pour la modélisationet l'évaluation des performanes des systèmes parallèles. Seulement, ave unRdP simple, seule l'évaluation qualitative est possible, puisque auune on-sidération temporelle nâest prise en ompte lors de la modélisation. Ainsi,un nouveau modèle de RdP a été introduit :les réseaux de Petri stohastiques(RdPS), qui assoient à haque transition, une variable aléatoire exponen-tielle représentant le délai de franhissement .VI.3.1 Dé�nition :Un RdPS est un ouple S=<N,W> où :N=<R ,M0> est un RdP marqué ave M0 son marquage initial.W={λi∈ R / λi est le taux de franhissement de la transition ti}.L'évolution d'un RdPS est dérite par la suite (M0,M1,M2 , ...,Mn,...) desmarquages suessifs aux instants de franhissement (instants d'observation)que nous supposons être d0=0,d1,...,dn,... tel que di−1<di ∀ i ∈ N.Les états possibles du réseau S à haque instant dn sont les éléments d'unensemble E ave E={M0,M1,...,Mn,...}.VI.3.2 Analyse des RdPS : 22



L'analyse d'un RdPS a pour but de révéler les deux aspets du système :l'aspet qualitatif et l'aspet quantitatif.L'aspet qualitatif qui dé�nit les propriétés qualitatives du système àanalyser : vivaité, bornitude ... et.L'aspet quantitatif qui a pour but, le alul des paramètres de per-formane du système modélisé.En e�et un théorème a été introduit par Zenie [Zen 87℄ pour dé�nirl'isomorphisme entre les RdPS et les haînes de Markov, qui permet d'e�etuerl'évaluation des performanes d'un RdPS. Cependant, appliquer les méthodesd'analyse des haînes de Markov sur les RdPS néessite la véri�ation d'uneforte propriété, dite ondition d'ergodiité, qui assure l'existene d'un régimestationnaire permettant le alul d'une solution stationnaire de la haîne deMarkov.
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Proposition 1: [Zen 87℄Si un RdPS est borné, vivant et admet l'état initial omme état d'aueilalors il est ergodique.Résultat 1: [Zen 87℄Un RdPS borné, quasi vivant et tel que son graphe de marquage estfortement onnexe est ergodique.Résultat 2:Une ondition su�sante de l'ergodiité d'un RdPS est que son graphedes marquages aessibles soit borné et admette l'état initial omme étatd'aueil.Calul de la solution stationnaire et évaluation des paramètresde performanes:En véri�ant la propriété d'ergodiité pour un RdPS, il est possible dealuler sa distribution stationnaire (ou permanente). Cette distribution estobtenue en utilisant la matrie génératrie Q onstruite à partir des taux detransitions entre les états (marquages).Pour évaluer les performanes du RdPS à analyser, on proède alorsau alul du veteur des probabilités stationnaires en résolvant un systèmed'équations, puis au alul des paramètres quantitatifs en utilisant le veteurobtenu.
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Calul de la matrie génératrie:Les éléments de la matrie Q sont alulés à l'aide du graphe des mar-quages aessibles. Les éléments sont égaux aux taux de transitions entreétats ou marquages.La matrie est arrée, d'ordre égal au nombre de marquages dans le graphed'aessibilité. Les taux de transitions sont dé�nis omme suit:- Ayant deux marquages aessibles distints Mi et Mj tel que: Mi [ s >Mj et s=tj1tj2...tjkAlors: Q [i,j℄ = ∑K

i=1λij , et Q[i,i℄ = -∑K

i6=jQ[i,j℄. Où λij désigne le tauxde la transition tij.Calul du veteur des probabilités stationnaires :Le veteur des probabilités stationnaires, de dimension égale au nom-bre de marquages du système modélisé est alulé, en résolvant le systèmed'équations suivant:

Calul des paramètres de performane :En utilisant le veteur des probabilités stationnaires, il est possible d'obtenirplusieurs paramètres de performanes ; tels que :
• Fréquene moyenne de franhissement des transitions.
• Nombre moyen de marques dans haque plae.
• Temps moyen de séjour des marquages dans haque plae.25



• Probabilité d'un évènement A dé�ni à travers une ondition.A haun de es paramètres, une formule de alul est donnée omme suit :1.Nombre moyen de marquages dans une plae p:

2. Fréquene moyenne de franhissement d'une transition ti:

Où: λi (Mj) est le taux de franhissement de la transition ti dans Mj .3. Temps moyen de séjour d'une marque dans une plae p:T*(p) = M*(p) / (Post (p, .). θ *)Où:- θ *: est le veteur des fréquenes moyennes de franhissement.- Post (p, .): est la ligne de la matrie d'inidene arrière post orrespon-dant à la plae �p�. 26



- M*: est le veteur des nombres moyens de marques.4. Probabilité d'un évènement A dé�ni à travers une ondition :Prob(A) = Σπi , la somme est e�etuée sur les indies des marquages oùla ondition est satisfaite.Exemple d'appliation [Flo 85℄ :Soit le RdPS suivant :

Les transitions t1, t2, t3 ont respetivement omme taux λ1, λ2, λ3.Le graphe des marquages aessibles résultant est le suivant:
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Le graphe d'aessibilité est borné, quasi vivant (toutes les transitionssont tirables) et fortement onnexe. Don, d'aprés les résultats préédents,le réseau est ergodique.La matrie génératrie Q est alors la suivante:
On trouve le veteur suivant des probabilités stationnaires:
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En appliquant les formules de alul des paramètres de performanes, onaura:1-Veteur des fréquenes moyennes de franhissement des transitions:

2-Veteur des marques moyennes de haque plae:

29



3-Veteur des temps moyens de séjour dans les plaes:

VII. La génération de l'espae d'états:VII.1 Dé�nition: [Kri 00℄Un espae d'états est l'ensemble des états que peut prendre un système.Cet ensemble est généralement représenté par un graphe orienté ave unnoeud pour haque état et un ar pour haque hangement d'état possible.Si l'espae d'états est �ni, il peut être utilisé pour véri�er plusieurs pro-priétés telles que la vivaité, le bloage, la bornitude ... et.30



Un espae d'états pour un RdP est traditionnellement appelé graphe desmarquages aessibles (GMA). Notons que l'espae d'états n'est pas utilisépar les RdP seulement mais par plusieurs autres formalismes de modélisation.VII.2 L'exploration d'espae d'états:Pour générer l'espae d'états d'un RdP, un algorithme a été proposé [Hav99℄ :Dans ette approhe un seul proessus est responsable du alul de l'espaed'états en suivant l'algorithme donné i-dessous.Algorithm 2 Algorithme séquentiel pour la génération de l'espae d'étatsDelare S, U: set of state;Delare i,j : state ;Delare Q: matrix of real;S ←{s init };U← { sinit};Q← 0;while ∃ i ∈ U dofor eah j ∈N(i) doif j /∈ U ∪ S thenU ←U ∪ {j};Qi,j← Qi,j +Rate(i,j);end if;end for;U←U \ {i};S ←S ∪{i};end while;return S;Où:Sinit: L'état initial à partir duquel le alul ommene.S: Ensemble de tous les états alulés, initialisé à sinit.U: Ensemble des états non enore explorés, initialisé à sinit.N(i): Fontion qui permet le alul des états atteignables à partir d'unertain état i, appelée fontion d'état suivant.31



Rate (i,j): Taux de franhissement permettant le passage de l'état i versl'état j.Q: Matrie génératrie obtenue(dans le as stohastique).L'avantage de ette méthode réside dans sa simpliité et la failité de sonimplémentation, mais elle présente plusieurs inonvénients tels que le tempsde réponse qui est généralement trés long, ar l'exéution des instrutionsdépend de la ardinalité des ensembles S et N.En plus, aprés avoir exploré et stoké S, il peut être utilisé pour véri�erertaines onditions sur les états ou sur l'existene des hemins dans le graphed'aessibilité. Pour le premier as, les véri�ations demandent le ontr�lede haque état qui se réalise dans O(|S|) unités de temps. Par ontre pour ledeuxième as, la omplexité dépend de la question demandée où les tendanesatuelles utilisent la logique temporelle pour spéi�er les propriétés à véri�er.VIII.Conlusion :Dans e hapitre, nous avons présenté les réseaux de Petri, qui ont étéintroduits omme un outil de modélisation des systèmes parallèles et asyn-hrones. Cependant, et outil n'est su�samment expressif pour évaluer leomportement des systèmes réels qui dépendent du temps. De e fait, nousavons abordé aussi, les réseaux de Petri stohastiques et les réseaux de Petritemporels, qui onstituent un outil puissant pour la formalisation des pro-priétés quantitatives des systèmes réels.Nous avons présenté aussi un autre type de réseau de Petri qui sert àréduire la taille des modèles des systèmes omplexes en utilisant la notion demarques olorées, il s'agit des RdP olorés (RdPC).Comme es di�érents outils peuvent modéliser des grands systémes om-plexes, ils génèrent par onséquent un espae d'états trés important en util-isant l'algorithme de génération séquentiel, e qui ause le problème d'explosionombinatoire. Pour ela des approhes de rédution pour l'exploration d'espaed'états ont été proposées, qui se basent sur quelques aratéristiques du sys-tème analysé tel que la symétrie, et qui seront exposées au hapitre suivant.32



Chapitre2:Méthodes de rédution
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I. Introdution:La génération d'espae d'états ou le graphe d'aessibilité des modèlesà états disrets tel que les RdP est une étape néessaire dans l'étude etl'analyse des propriétés quantitatives et qualitatives. Mais l'inonvénientmajeur de ette génération est le problème d'explosion ombinatoire, lorsquela taille de l'espae d'états peut augmenter exponentiellement par rapport àla taille du système, où même pour des systèmes relativement petits, il peuty avoir un nombre énorme ou même in�ni d'états aessibles, et ela pose ungrand problème pour l'analyse des systèmes à temps réels. Ainsi plusieurstehniques de rédution, basées sur la nature du système modélisé, ont étéproposées pour la onstrution et le stokage de l'espae d'états. Dans ehapitre, nous en présentons quelques unes.II. La symétrie: [Jor 99℄Plusieurs systèmes onurrents possédent un ertain degré de symétrie,par exemple plusieurs systèmes sont onstruits à l'aide d'un ensemble deomposants similaires. Cette struture symétrique in�ue évidemment surl'espae d'états de es systèmes. L'idée de base est de mettre en fateur ettesymétrie et d'obtenir un espae d'états ondensé qui est beauoup plus réduitque l'espae d'états omplet où toutes les propriétés peuvent être véri�ées.Un exemple de système symétrique est donné dans la �gure 2.1. Ilreprésente un RdPC modélisant un protoole d'életion (ommit protool).Ce type de protoole peut être utilisé pour implémenter l'atomiité des trans-ations [Cou 98℄ .La partie gauhe du RdPC modélise la boule exéutée par le oordina-teur qui détermine si la transation peut être lanée ou non, de l'autre�té la partie droite modélise la boule exéutée par les travailleurs. Leprotoole doit assurer qu'une transition est ativée si et seulement si tousles travailleurs sont prêts à exéuter leur partie de la transation. Lesdeux premières parties ommuniquent à l'aide d'un réseau de onnexion.34



Intuitivement e protoole est symétrique dans le sens où il traite tous lestravailleurs de la même manière, -à -d tous les travailleurs se omportent dela même façon, ils sont alors symétriques, e qui in�ue sur l'espae d'étatsde e modèle (�gure 2.3).Considérons par exemple les deux marquages 3 et 5 qui orrespondent auxétats dans lesquels exatement un travailleur a reçu le message CanCommitet il a répondu par un message No au oordinateur . Ces deux marquagessont symétriques dans le sens où le marquage 3 peut être obtenu à partirdu marquage 5 en éhangeant l'identité du travailleur (même hose pour lequatrième et le sixième marquage). De plus, on peut remarquer que deuxmarquages symétriques (tels que le trois et le inq) ont des ensembles detransitions d'entrée et de sortie symétriques.
35



L'idée de base pour la onstrution de l'espae d'états ondensé est deregrouper les marquages symétriques en lasses d'équivalene.La �gure suivante présente l'espae d'états ondensé pour l'exemple du pro-toole d'életion en prenant en onsidération que les deux travailleurs sontsymétriques, -à -d qu'on peut permuter leurs identités. Les noeuds et les arsreprésentent maintenant les lasses d'équivalene et les liens entre elles re-spetivement (par exemple le noeud 3 représente le troisième et le inquièmemarquage de la �gure préédente). L'espae d'états ondensé ontient 13noeuds et 16 ars, e qui montre que la rédution obtenue en exploitant lasymétrie est très importante [Jor 99℄ .36



Formellement [Jor 99℄, la symétrie est dé�nie omme étant une applia-tion qui attribue à haque ouleur du modèle, un ensemble de permutationdans l'ensemble global des ouleurs, tel qu'en remplaçant ette ouleur parson ensemble de permutation, le omportement du modèle ne hangera paset il onservera ses di�érentes propriétés.La symétrie a été appliquée pour analyser plusieurs systèmes qui n'ontpas pu être modélisés par l'approhe traditionnelle (exemple des philosophes)Elle a permis une grande rédution dans l'espae d'états. Cependant son in-onvénient majeur est qu'elle ne peut pas être appliquée sur tous les systèmes,ar elle exige qu'ils soient symétriques, e qui n'est pas toujours le as.37



III. Ensembles des Stubborn (résistants) : [Kri 99℄Plusieurs systèmes onurrents et distribués sont asynhrones et onsti-tués d'un nombre de proessus relativement indépendants qui se synhro-nisent ou ommuniquent oasionnellement seulement, d'où l'idée des en-sembles de Stubborn, qui se base sur la génération d'un espae d'états réduiten évitant la représentation de toutes les ations possibles. La onstrutionde l'espae d'états dans e as, suit la même proédure que la onstrution del'espae d'états omplet ave une exeption : au lieu de travailler ave toutl'ensemble des transitions du système, le traitement s'e�etue seulement surun sous ensemble de transitions, appelé ensemble de Stubborn. Ce qui per-met la rédution du nombre de marquages développés et par onséquent lataille de l'espae d'états.Pour avoir une analyse orrete, l'ensemble des Stubborn doit être hoisitel que l'espae d'états obtenu ait les mêmes propriétés que l'espae d'étatsomplet, en plus le hoix de l'ensemble des Stubborn dépend des propriétésà analyser ou à véri�er.Dé�nition [Kri 99 ℄ : Soit (P,T,Pré,Post) un RdP, l'ensemble Stub⊆Test un ensemble de stubborn dans le marquage M si pour t∈ Stub, t véri�e :1. Si ∃ t1∈ T : M[t1 >, alors ∃t2 ∈Stub tel que M[t2 >.2. Si¬ M[t> alors ∃ p ∈ •t tel que M(p) <Pré (p,t) ∧•p⊆ Stub.3. Si M[t> alors (• t)• ⊆ Stub.Les expérienes ont montré une grande e�aité de ette tehnique, maiselle présente un inonvénient majeur qui est le alul des ensembles de Stub-born qui peut être très di�ile pour les RdP de grande taille.Pour pallier à e problème, des travaux ont proposé la ombinaison de etteméthode ave d'autres méthodes de rédution telle que la symétrie [Val 91℄ .IV. La modularité :Une manière d'alléger le problème de l'explosion ombinatoire dans lesespaes d'états, est d'utiliser l'analyse modulaire qui prend l'avantage de lastruturation en modules du système représenté. Les résultats donnés dans38



[Pet 05℄, ont montré que l'analyse modulaire peut produire une rédutionsigni�ative dans la taille de l'espae d'états.Dans ette partie nous présenterons omme exemple, un algorithme donnédans [Pet 05℄ , permettant l'exploration de l'espae d'états pour un systèmetemporel modulaire.IV.1 Dé�nitions :Un RDP temporel modulaire est une paire (S, TF) où :-1 S est un ensemble �ni de modules tel que :- Chaque module s∈S est un réseau de Petri temporel.- les ensembles des noeuds orrespondants aux modules sont deux à deuxdisjoints:∀s1, s2 ∈ S : [s1 6= s2 (Ps1

⋃Ts1) ⋂ (Ps2

⋃Ts2) =⊘℄- P =⋃

s∈S PS et T=⋃

s∈S Ts sont les ensembles de toutes les plaes etde toutes les transitions.-2 TF ⊆ 2T \ {⊘} est un ensemble �ni des ensembles de transition defusion. Les transitions de fusion permettent la synhronisation entre lesdi�érents modules.IV.2 Exploration de l'espae d'états modulaire :Dans l'analyse modulaire, on explore l'espae d'états de haque module,puis on apture les points de synhronisation entre les di�érents modulesdans un graphe de synhronisation. L'algorithme présenté i-dessous permetl'exploration du graphe de synhronisation [Pet 05℄.Notons que le marquage M est enlevé de l'ensemble Waiting à haquefois qu'il est exploré. La fontion Explore retourne un ensemble de triplets,dont le premier élément est un noeud de synhronisation, le deuxième est unmarquage loal atteignable à partir du premier élément et le dernier est unetransition de fusion qui est loalement franhissable à partir du deuxiémeélément.Ainsi, haque appel de la fontion Explore retourne un tel ensemble dansla variable Trysynh. A partir du résultat retourné pour tous les modules, on39



Algorithm 3 Algorithme de génération graphe de synhronisationInteger: System_ limit← Value;Integer: System_ time←0;Set : Waiting ← ⊘ ; Node.Add(M0) ;While System_ time ≤System_ limit doRepeat
∀i: Trysynhi ←Explore(Si, Waiting, System_ time) ;Waiting ← ⊘;For all tf ∈TF doFor all (M, M') suh as (M, Mi', tf) ∈ TrysynhIDo if M' [tf > M� at System_ time thenNode.Add(M�) ;Ar.Add(M,(M',tf, System_ time),M�) ;End ifEnd forEnd forUntil stableSystem_ timeï← System_ time+1 ;End Whileonstruit des paires de marquages globaux (M, M'), dont le premier élémentest un noeud du graphe de synhronisation et le deuxième élément orre-spond à un marquage loalement atteignable à partir du premier élément.Si le marquage loal permet le franhissement d'une transition de fusionà l'instant ourant, alors on ajoute le nouveau noeud et l'ar orrespondantau graphe.La fontion Node.Add(M) ajoute le noeud étiqueté M au graphe et l'étatM à l'ensemble Waiting, s'il n'existe pas déjà . D'une manière similaire lafontion Ar.Add (M,t,M') ajoute un ar au graphe.Exemple : Soient les deux modules A et B suivants :
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L'espae d'états obtenu est donné par :

V. Compression et représentation symbolique :La ompression utilise des strutures de données a�n de représenter defaçon onise des ensembles d'états. Les opérations se font alors sur desensembles d'états plut�t que sur des états expliites. Cette tehnique estsouvent quali�ée de symbolique. Une des strutures qui utilisent ette teh-nique, est la représentation par les diagrammes de déision binaire (BDD, del'anglais Binary Deision Diagrams). L'utilisation des BDD est aujourd'huitellement répandue que BDD est souvent utilisé omme synonyme de méth-ode symbolique. 41



Les BDD sont des diagrammes binaires qui servent à représenter e�ae-ment une formule booléenne. En véri�ation, ils sont utilisés pour représenterun ensemble d'états. Un BDD est un graphe orienté aylique, il se omposed'un ensemble de noeuds de déision intermédiaires, et deux noeds terminauxappelés 0-terminal et 1-terminal. Les hemins qui se terminent par le noeud1-terminal sont les seuls pris en onsidération parmi tous les hemins présen-tés par le BDD [Cia 02℄. A�n de pouvoir représenter un espae d'états Sà l'aide des BDD, le modèle orrespondant à et espae, doit être déom-posable en k sous modèles.Par onséquent, l'espae d'états S sera obtenu par le produit de es sousmodèles : S= Sk*...*S1.Exemple : (Pour k = 4)
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Le BDD donné dans la �gure 2.6 est omposé de quatre niveaux où ha-un représente un sous modèle : S4 ={0,1,2,3}, S3 = {0,1,2}, S2 = {0,1}et S1 ={0,1,2} , l'espae d'états S obtenu dans e as, en suivant tous leshemins du niveau le plus haut jusqu'au noeud terminal 1, est donné par :S={1000,1010,1100,1110,1210,2000,2010,2100,2110,2210,3010,3110,3200,3201,3202,3210,3211,3212}. L'utilisation des BDD a grandement augment la tailledes systèmes pour lesquels il est possible de faire la véri�ation, passant de217 états plus de 2100 états.VI. Conlusion :Les tehniques de rédution qui ont été utilisées pour la génération del'espae d'états, sont des tehniques qui exigent que le système modélisé aitune struture partiulière, et par onséquent impose des limitations sur lestypes des systèmes qui peuvent être analysés.Pour pallier e problème d'autres méthode ont été proposées, parmi elles,elles qui utilisent la distribution de l'espae d'états sur plusieurs mahines,e qui fait l'objet du prohain hapitre.
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Chapitre 3:La distribution de l'espae d'états

44



I.Introdution:L'exploration de l'espae d'états est une tehnique pratique pour l'analysedes systèmes onurrents et distribués. Son inonvénient prinipal est leproblème de l'explosion ombinatoire. Pour pallier à e problème des teh-niques ont été utilisées, qui exploitent les avantages de aluls parallèles etdistribués.Dans ette approhe, plusieurs mahines oopèrent pour générer l'espaed'états et réaliser la véri�ation. Par onséquent l'espae d'états et les hargesde alul sont répartis entre les di�érentes mahines.II. La distribution de l'espae d'états: [Cia 02℄Les méthodes distribuées utilisent un ensemble de proessus (proesseurs)interonnetés à lâaide d'un réseau, a�n d'augmenter la apaité de stokageet d'aélérer le temps de résolution.II.1 La génération de l'espae d'états:En supposant que l'on a N proessus et un espae d'états S, une manièrenaturelle d'e�etuer ette exploration est de répartir l'espae d'états en ap-pliquant une fontion de hashage dé�nie omme suit : hash: S→ {0,...,N-1},Où hash (i) est le proessus propriétaire (owner) de l'état i -à-d le pro-essus responsable de l'exploration et du stokage de l'état i, e qui permet dedé�nir une partition de l'ensemble S en N sous ensembles: S[n]= {i: hash(i)= n} pour 0 ≤ n < N, plus préisément l'ensemble S[n℄ orrespond au sousespae d'états exploré par le proessus n.L'algorithme réparti permettant ette génération distribuée est dé�niomme suit [Cia 02℄ :Où haun des N proessus e�etue des tâhes analogues à elles de lagénération séquentielle, ave les di�érenes suivantes:
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Algorithm 4 DistributedExpliitExplorer (n :proess) : Set of stateDelare S[n℄, U[n℄: set of state;Delare A[n℄: set of ars;Delare i, j: state;Delare m: proess;1. if hash(sinitial) = n then U[n]← { sinitial }; else U[n]←∅;end if;2. S[n]← ∅ ;3. while " not reeived terminate message " do4. while ∃ i ∈U[n] do5. for eah j ∈ su(i) do6. m ← hash (j);7. if m 6= n then8. SendState (m,j); SendAr (m,j→ i);9. else if j/∈U[n] ∪ S[n)then10. U[n]← U[n]∪ {j}; A[n] A[n]∪ {j→ i };11. end if;12. end for;13. U[n]← U[n] \ {i};14. S[n]← S[n]∪ {i};15. end while;16. U[n]←[n]∪ ReeiveState \ S[n]; A[n] ← A[n] ∪ ReeiveArs;Le proessus qui doit initier le alul de l'espae d'états, est le proes-sus propriétaire de l'état initial s initial, ayant omme indie hash(s initial).[Instrution 1℄Un état j n'est traité loalement par un proessus, que s'il est son pro-priétaire, sinon il sera envoyé au proessus propriétaire. [Instrutions de 5 à8℄ Les états envoyés à un proessus à partir des N-1 autres proessus, sontinsérés dans l'ensemble des états non enore explorés U[n].[ Instrution 16℄.Lorsque n envoie l'état j à m (m6= n); il lui envoie aussi l'ar reliant l'étatj à son prédéesseur i.La terminaison de ette génération peut être détetée lorsque tous les46



proessus sont inatifs (l'ensemble U[n]est vide) et qu'auun message n'est entransit.II.2 Complexité et e�aité de l'algorithme:Les performanes des algorithmes distribués dépendent de la harge dealul à e�etuer dans haque noeud du réseau [Cia 02℄ et ils dépendentfortement du oût de ommuniation, que l'on peut aluler à partir dunombre de messages irulant entre les di�érents noeuds du réseau. Danse qui suit, nous itons quelques ritères orrespondant aux performanes del'exploration distribuée:- l'équilibre spatial: La mémoire demandée pour stoker S[n℄ doit êtreapproximativement la même pour tout proessus n, ela est fondamental,puisque la mémoire est la ressoure prinipale qui ause le problème degoulet d'étranglement dans la génération de l'espae d'états. Cei est ap-pelé l'équilibre spatial, et qui est dé�ni omme suit [Cia 02℄ :Max 0≤m,n<N ( | S[n]| / | S[m]| ).Une bonne répartition doit avoir un équilibre spatial prohe de 1.- L'équilibre temporel: Les proessus aussi doivent être atifs le pluslongtemps possible, en garantissant une harge équilibrée entre les proessuse qui est appelé l'équilibre temporel.- La loalité: Le nombre d'ars reliant deux états assoiés à deux pro-priétaires di�érents, e qu'on appelle les ars traversants (ross ars), doitêtre aussi petit que possible. Ce ritère est mesuré à l'aide de l'expressionsuivante: 0<P

i∈S |{ j∈N(i) :hash (i)6=hash(j)}|
P

i∈S |N(i)|
≤1Pour mieux illustrer la di�érene entre l'équilibre spatial et l'équilibretemporel, on onsidère le as extrême de la �gure suivante:
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Dans e as seulement un ar ti→ s(i+1)mod N , onnete l'ensemble desétats du proessus i (Si ) ave elui du proessus i+1 (Si+1 ), ave sinitial∈ S0et ti est le dernier état exploré dans Si. Dans e as, l'algorithme distribuéva être exéuté d'une manière séquentielle -à-d ave un équilibre temporelfaible, l'ensemble des états est réparti d'une façon régulière sur l'ensembledes proessus -à-d ave un équilibre temporel élevé et un nombre d'arstraversants trés réduit.II.3 Choix de la fontion de répartition (hashage):Selon les ritères de performanes de l'algorithme de distribution on adeux manières de dé�nir la fontion de hashage : statique ou dynamique:a. Dé�nition d'une fontion statique:Dans e as la fontion de hashage (hash ) est généralement dé�nie ommesuit:hash (i)=(i[o℄+ p i[1℄+... pr−1i[r-1℄ ) mod N48



Où p est un nombre premier et i[0℄...i[r-1℄ sont le nombre de jetons dansr plaes du RdP.Ces paramètres sont �xés par l'utilisateur selon les propriétés à véri�er.La séletion des sous ensembles de plaes sur lesquels la dé�nition de hash estbasée, peut in�uer sur la qualité de la répartition résultante. Des expérienesont été réalisées en utilisant 6 proessus [Cia 02℄, ont atteint 1.33 d'équilibrespatial et un équilibre temporel de 0.82.L'avantage de laisser l'utilisateur dé�nir la fontion de répartition estd'avoir la possibilité de spéi�er ses buts, par exemple en prenant p=1 et enséletionnant r plaes où les jetons peuvent seulement augmenter ou diminuerde 1 à haque franhissement, la ommuniation entre proessus se réaliseseulement entre les proessus d'indies ontigus, -à-d de n à (n-1) mod N ouà (n+1) mod N. Cette propriété est trés importante lorsque l'interonnexionentre les proessus se fait à travers un réseau en anneau où seulement despaires de proessus adjaents peuvent ommuniquer.En plus un autre point important de ette tehnique est que le franhisse-ment de n'importe quelle transition à partir d'un marquage i, non reliée àauune des r plaes, donne un marquage j appartenant au même proessuspropriétaire que i, -à-d hash(i)= hash(j). Cette propriété peut être exploitéepour minimiser le nombre d'envois de messages entre les di�érents proessusen prenant lâensemble approprié des r plaes.Par ontre un mauvais hoix peut présenter quelques inonvénients: parexemple hoisir r plaes onstituant un invariant de la forme: i[o℄+i[1℄+... i[r-1℄ = C, donne omme proessus propriétaire de tous les marquages (états)le proessus C mod N et par onséquent tous les autres proessus restentinatifs.b. Dé�nition d'une fontion dynamique [Cia 02℄ :La dé�nition statique demande l'assistane de l'utilisateur qui fournitdes informations additionnelles, mais omme on a déjà vu, ela peut on-duire à un déséquilibre spatial, où la majorité des états sont assoiés à unsous ensemble de proessus ou bien à un déséquilibre temporel où seulementquelques proessus sont atifs en même temps. Par onséquent une deuxièmeapprohe a été proposée dans laquelle la dé�nition de hash peut être ajustéed'une manière dynamique. Ainsi une deuxième fontion intermédiaire estutilisée, appelée Classe. 49



Cette fontion est dé�nie omme suit :Classe: S → {0, ... C-1}Où C est un entier assez grand par rapport à N (disons C=100N).Dans e as la fontion hash est dé�nie omme suit:hash : {0,...C-1} → {0,...N-1}Lorsque C est entre mille et dix milles, l'appliation hash peut être stokéesous forme d'un tableau de taille C dont les entrées ont des valeurs de 0 àN-1, il reste don la dé�nition de la fontion Classe qui n'est pas triviale.Pour ela on utilise un ordre lexiographique entre les proessus. Enpremier lieu haque proessus onstruit un même ensemble de C états dif-férents, appelé ensemble de ontr�le, en utilisant une reherhe en profondeurd'abord initialisée ave le même hemin d'exploration d'espae d'états, où lestransitions sont hoisies ave les mêmes probabilités.Les proessus lassent les états explorés dans un tableau (Searh) et ilsallouent un autre tableau (Class2pro) de taille C+1 initialisé omme suit:Class 2 pro [i℄ = i mod N, ensuite haun d'eux exéute l'algorithme del'exploration distribuée (donné dans la �gure 2.5) où:
• Chaque proessus n initialise son ensemble U[n℄ ave les états qui setrouvent à la position i dé�nie par: [C/N℄ * n ≤ i < [C/N℄ * (n+1),puis il ommene les itérations usuelles.
• Lorsqu'un proessus a besoin de déterminer le proessus propriétaired'un état j, il fait la reherhe de e dernier dans le tableau Searh.
• Si j est trouvé, alors et état est déjà onnu son propriétaire,
• Sinon on prend l'indie x ∈ {0,...,C-1} où la reherhe a éhoué pouridenti�er le proessus m propriétaire de j, qui est donné par : m =Class2Pro [x℄ , si m=n alors le proessus n véri�e si j est déjà stokédans U[n]∪ S[n] , sinon il envoie j au proessus m.
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Par exemple en prenant N= 4, C=3N et l'ensemble de ontr�le ontenantles états {a,...,l}, les ensembles U[0℄, U[1℄, U[2℄ et U[3℄ vont être initialisésave {a,b,}, {d,e,f}, {g,h,i}et {j,k,l} respetivement. Si un proessus veutidenti�er le proessus j propriétaire de l'état m qui ne �gure pas dans letableau searh, alors il posera j = lass2pro[12℄=0.L'aspet dynamique de ette approhe onsiste à pouvoir arrêter le pro-essus de génération d'espae d'états périodiquement pour véri�er l'équilibrespatial ou l'équilibre temporel en omparant la taille de U[n]∪ S[n]ou U[n]seulement de tous les proessus et si un déséquilibre est déteté, il peut êtreorrigé ave un réarrangement dynamique de l'alloation des lasses aux pro-essus en redé�nissant l'appliation hash.L'avantage de ette tehnique est de libérer l'utilisateur de la dé�nitionde la fontion de distribution, de plus les réarrangements e�etués pendantl'exploration garantissent un meilleur équilibre. Mais d'un autre �té, esréarrangements peuvent ralentir l'exéution, e qui in�ue négativement sur51



le temps de réponse.II.4. La génération du proessus stohastique: [Cia 02℄Lorsqu'on veut étudier le omportement quantitatif d'un ertain modèle,on doit onstruire son proessus stohastique à partir de l'espae d'étatsdéjà onstruit.Si le système orrespond à une haîne de Markov à temps ontinu, ononstruit alors la matrie génératrie Q où Qs,s′ est le taux de transition del'état s vers l'état s', pour s6=s'(s, s' ∈ S). Les entrées de la diagonale de Q sontdonnées par la négation de la somme des éléments de la ligne orrespondante.Qs,s=-∑s∈S,s 6=s′Qs,s′L'algorithme de ette génération pour un espae d'états distribué estomme suit [Cia 02℄ :Où Rate (i, j) retourne le taux de franhissement de la transition perme-ttant le passage de l'état i vers l'état j.À la �n de l'algorithme, tout proessus n ontient les états S[n] = {s∈Set hash(s)=n} et les entrées de Q orrespondant aux ars qui atteignent esétats notées Q.,S[n]
(Qn).Un proessus oordinateur fait l'union des di�érentes matries Q.,S[n]

(Qn)générées a�n de onstruire la matrie génératrie �nale Q.Notons qu'à e niveau, on peut aussi transmettre les di�érents taux defranhissement diretement au oordinateur a�n qu'il onstruise la matriegénératrie Q au fur et à mesure.Au niveau implémentation, la ommuniation entre les proessus se fait àtravers le passage des messages. Le �ot de ontr�le est donné par un ensemblede messages d'ausation, un proessus émetteur ne peut envoyer un messageque lorsqu'il reçoit l'ausé de ses A derniers messages envoyés (où A est unparamètre dont la valeur dépend de la apaité du bu�er), e qui permetd'éviter le bloage qui peut se produire lorsque le bu�er est omplet.
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Algorithm 5 La génération distribuée de la matrie QDelare S[n℄, U[n℄: set of state;Delare Qn array of real;Delare i, j: state;Delare m: proess;if hash(sinitial) = n then U[n] ← { sinitial }; else U[n]←∅;end if;S[n]← ∅;Qn← 0;while " not reeived terminate message "dowhile ∃ i ∈U[n] dofor eah j ∈ N(i) dom ←hash (j);if m 6= n thenSendState (m,j); Send (m,Rate(i, j));else if j/∈U[n]∪ S[n] thenU[n] ←U[n]∪ {j}; Qn(i,j) ← Qn(i,j) +Rate(i,j);end if;end if;end for;U[n] ← U[n] \ {i};S[n] ← S[n] ∪ {i};end while;U[n] ← U[n] ∪ ReeiveState \ S[n]; Qn ← Qn +ReeiveRates;A ause de la grande potentialité du nombre d'états envoyés entre proes-sus, haque paire (état, ar) sera stokée dans le bu�er de l'émetteur, pourl'assembler et l'envoyer dans un même message que dâautres paires.La taille du bu�er est un paramètre de ompilation, à haque fois que lataille augmente, plus d'états et d'ars seront assemblés dans un seul messageet par onséquent moins de messages seront envoyés, e qui permet de réduirela harge dans le réseau..III. Conlusion:La génération distribuée de l'espae d'états peut se faire en utilisant un53



réseau de mahines. Ce qui permet de résoudre le problème de l'explosionombinatoire de l'espae d'états pour les systèmes de grande taille. Selon lenombre de mahines et leurs apaités, des systèmes de tailles importantespeuvent être maintenant analysés. Les performanes de l'algorithme distribuésont fortement liées à la fontion d'attribution des états aux mahines.Dans le prohain hapitre, nous présentons quelques algorithmes perme-ttant d'analyser ertaines propriétés dans un espae d'états distribués.
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Chapitre 4:Analyse distribuées des propriétés
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I. Introdution :Le problème qui se pose après distribution de l'espae d'états, est om-ment peut-on analyser et espae et véri�er ses propriétés, qualitatives etquantitatives, sur l'ensemble des mahines. La majorité des travaux qui sesont intéressés à ette véri�ation, utilisent les méthodes formelles telle quela logique temporelle et le modèle Cheking [Bar 01℄,[Ler 99℄.De e fait, le but de ette partie est d'exploiter les ressoures de stok-age et de alul d'un ensemble de mahines, interonnetées en un réseauloal et ommuniquant par envoi de messages, pour e�etuer l'analyse deperformanes de systèmes de taille importante, et en plus préisément lavéri�ation de la vivaité et la bornitude.En e�et la véri�ation de es deux propriétés, qui sont des propriétésdésirables par plusieurs systèmes, onstitue un problème intéressant de leurimportane d'une part et leur omplexité d'autre part. Tel qu'elle néessitela génération de l'espae d'états omplet.La vri�ation de la vivaité et de la bornitude garantit l'ergodiité dumodèle, e qui permet de passer à la deuxième étape qui onsiste en lareonstitution de la matrie génératrie pour le alul des paramètres deperformane.II. L'analyse distribuée des propriétés :II.1 Véri�ation de la vivaité [Bou 07℄ :Une transition t est dite vivante si en tout état du système, on peut trouverune séquene d'états telle que t soit toujours franhissable.Véri�er qu'une transition est vivante, revient à véri�er que ette transitionest franhissable dans toute omposante fortement onnexe (CFC) terminaledu graphe. Ce qui demande de déterminer les di�érentes CFC du graphe,puis désigner elles qui sont des CFC terminales.56



Une CFC est dite terminale si auun sommet de elle-i ne possède desuesseurs dans une autre CFC.L'algorithme qui a été utilisé pour déterminer les di�érentes CFC est eluide Tarjan [Tar 72℄ qui e�etue itérativement les ations suivantes :1. Une numérotation des sommets en profondeur d'abord ;2. Calul des points d'attahe ;3. Détermination d'une CFC.La première étape qui onsiste en la numérotation des sommets distribuéepeut se faire de la manière suivante:
• Le proessus possédant le sommet orrespondant à l'état initial om-mene la numérotation suite à la réeption d'un message du proessusoordonnateur (le proessus qui initie la génération des états).
• Lorsqu'un proessus a numéroté un sommet, il passe à l'un de ses su-esseurs (profondeur d'abord), si le suesseur si d'un sommet appar-tient à un autre proessus, il lui envoie le message ave le ouple (si,Num) pour que e dernier reprenne la numérotation à partir du som-met si.
• Lorsqu'un proessus reçoit un sommet à numéroter, s'il n'est pas déjà numéroté,il lui a�ete le numéro reçu Num, sinon il renvoie un message de typebaktrak au proessus initial.
• Lorsque la numérotation d'un sous arbre dont l'origine est reçue d'unproessus distant est terminée, un message de baktrak est transmisà elui-i.
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Le ode exéuté par le proessus pi pour ommener la numérotation, à par-tir du sommet s reçu du proessus pj est:Algorithm 6 Numérotation des sommets.Numerotation()beginNotEnd = True ;while (¬ Empty(P)) and (NotEnd) doif (Top(P) 6= baktrak) thens ← Depiler(P) ;if (hash(s) =i) thens.Num = Num ; Num++ ;for all s' ∈ su(s) do Empiler(s') ;else SEND(hash(s), s, Num) ;endifelse SEND(pj, baktrak) ;NotEnd ←False ;endifenddoend.Ce ode est exéuté lorsque le proessus pi reçoit un nouveau sommets à numéroter ou bien lorsqu'il reçoit un baktrak. � la réeption d'unmessage, en l'ourrene un état, le proessus est interrompu et une proé-dure MessageHandler est délenhée a�n d'e�etuer le traitement adéquatdu message reçu :
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Algorithm 7 La proédure MessadeHandlerHandler(message)begin...if Message.Type = StateNum thens = message.s ;if (s.Num 6= Null) then SEND(pj, Baktrak) ;else Num ← Message.Num ;s = Message.s ;Empiler(pj, Baktrak) ;Empiler(s) ;Numerotation() ;endifendifif message.Type = Baktrak thenNumerotation() ;endif.endLe point d'attahe at(x) d'un sommet x est égal au minimum parmi :
• Num(x)
• Le Num(y) si y est un suesseur de x et que Num(y) < Num(x)
• at(y) si y est un suesseur de x et que Num(y) > Num(x)Pour les deux premiers as, le alul des points d'attahe se fait au furet à mesure de la numérotation. Par ontre pour le dernier point, le aluldes points d'attahe doit se faire en parours arrière, une pile spéi�queest utilisée pour ontenir les ouples de sommets (x, y) tels que Num(x) <Num(y) en prévision de mettre à jour le point d'attahe de x .Lorsque la numérotation est terminée, si le ouple de sommets (x, y) setrouve au sommet de la pile, alors néessairement on onnaît déjà le pointd'attahe de y , on peut alors mettre à jour le point d'attahe de x .59



Dans le as distribué, deux as se présentent :1. x et y sont tous les deux au niveau d'un même proessus, dans e as lamise à jour du point d'attahe se fait loalement.2. L'un des deux sommets x ou y est distant, dans e as les deux proessuspropriétaires de x et y doivent avoir le ouple (x, y) dans leur pile respetive.Ainsi, le proessus propriétaire de y envoie le point d'attahe de e sommet auproessus propriétaire de x pour que elui-i mette -à -jour le point d'attahedu sommet x.L'étape suivante onsiste à déterminer un sommet x andidat pour engendrerune omposante fortement onnexe, e sommet est tel que:Num(x) = at(x) = Max{Num(y)/Num(y) = at(y)}.Ce sommet est reherhé par tous les proessus en parallèle, puis envoyé auoordonnateur qui en déterminera elui qui orrespond au max. Le sousarbre dont la raine est x engendre alors une CFC, une nouvelle explorationparallèle des sommets du sous arbre permet alors de délimiter ette CFC.
II.2. Véri�ation de la bornitude:On s'int'resse dans ette partie à la véri�ation distribuée de labornitude dans un espae d'états distribué.Comme on l'a déjà dé�ni, un réseau est dit borné si toutes ses plaessont bornées, -à -d elles ont un nombre limité de marques dans tout étatatteint.Dans e travail, on s'intéresse à distribuer une des méthodes la plus util-isée pour la véri�ation de la bornitude qui est la onstrution de l'arbre de60



reouvrement. Sa onstrution va être distribuée sur l'ensemble des proessusresponsables de la génération de l'espae d'états.Algorithme distribué de la génération de l'arbre de reouvre-ment :L'algorithme de onstrution de l'arbre de reouvrement exéuté par toutproessus pi est le suivant :
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Algorithm 8 La génération distribuée de l'arbre de reouvrement.GenerationArbredeCouverture()BeginTerminate ←false;Borne ←true;P←{sinit};While ( (¬ Empty(P)) and (¬ Terminate) doif (Top(P) = Baktrak) thenpj←sender _of(Baktrak) ;send (pj, Baktrak) ;else s←Depiler(P) ;if (s.ompare=True and s.type=New) thenif (Empty(su(s)) then s.type←deadendelse for all s'∈su(s) doif (s=s') then s.type←oldelse if (s'>s) thenBorne←false ;Teminate ← true ;send (All, Terminate) ;else s'.type←New;s'.Compare=false ;pre←pred(s) ;while(pre6=Null) and(hash(pre)←i) and (s'<pre)dopre←pred(pre) enddoif (s'>pre) then Borne←false ; Teminate ← true ; send(All, Terminate) ; else if (s'=pre) then pre.type←old ;else if (pre=Null) then s.Compare← true ;if (hash(s') = i) thenempiler (s' );else send(s',hash(s'),State)endifelse send(s',pred, hash(pred),Compare)endifendifendifendifendifenddoend
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La proédure MessageHandler qui traite les di�érents messages reçus,omportera dans e as les types des messages suivants :Algorithm 9 Mise à jour de la proédure MessageHandlerMessageHandler(message)Begin.If (Message.type= Compare)while(pre6= Null) and( hash(pre)=i) and (s'<pre) dopre←pred(pre) enddoif (s'>pre) then Borne←false ; Teminate ← true ;send (All, Terminate) ;else if (s=pre) then pre.type←old ;else if (pre=Null) thens'.Compare← true ;if (hash(s') = i) then empiler (s') ;else send(s',hash(s'),State)endifelsesend(s',pred, hash(pred),Compare)endifendifif(message.type= State)then empiler (s')send ( sender, Baktrak)endifif(message.type= Baktrak)then empiler (Baktrak)endif.endA haque fois qu'un proessus explore un état s, il ne l'envoie à sonpropriétaire que lorsqu'il l'aura omparé à tous ses antéédents.La omparaison se fait par des envois de message et elle se termine parlâun des as suivants :- Arriver à un marquage qui reouvre s (supérieur à s) e qui permet dedéteter la non bornitude du modèle, et par onséquent la �n de l'algorithmede la bornitude est détetée. 63



(Notons qu'un marquage s est dit supèrieur à un marquage s' ssi toutesses omposantes sont supérieures à elles de e dernier.)- Arriver à un marquage identique au marquage omparé, par onséquenton empile l'état exploré hez le proessus propriétaire et on le marque old,- Arriver au marquage initial, e qui néessite l'envoi de l'état à sonpropriétaire (si elui-i est di�érent au proessus explorant le marquage) etterminer l'éxploration.Dans le as où le marquage s n'as pas de suesseur, son type est immé-diatement marqué deadend, e qui signi�e que 'est un état de bloage.Détetion de la terminaison :A�n de déteter la terminaison de l'algorithme, un test au niveau desproessus est e�etué.A haque fois qu'un proessus i n'a plus d'états à explorer, il envoie unmessage (jeton) de type End au proessus i+1, e dernier si lui même n'asplus d'états à explorer il envoie de la même façon le message End à sonvoisin, sinon il le détruit et ainsi de suite.Dans le as où le message de détetion est retourné au proessus initiateuri, la terminaison de l'algorithme est alors détetée.III. Evaluation des performanes :Dans le as des réseaux de Petri stohastiques, on s'intéresse à l'analysedu omportement temporel du système modélisé.Après véri�ation de l'ergodiité du modèle, on proède à la onstrutionde la matrie génératrie Q où Qs,s′ est le taux de transition à partir de l'états vers l'état s', pour s6=s' (s, s' ∈ S). Les entrées de la diagonale de Q sontdonnées par la négation de la somme des éléments de la ligne orrespondante.A haque fois qu'un proessus i reçoit un état s ou à haque fois qu'iltermine la omparaison d'un état dont il est propriétaire, il attribue une iden-ti�ation à et état s'il n'a jamais été exploré ou bien l'anienne identi�ationsinon, et il envoie par la suite un triplet (s, s',τ) au proessus oordonnateuroù s' est le suessseur de s et τest le taux de franhissement de la transitiont tel que : s[t >s'.Lorsque la terminaison est détetée, le proessus oordinateur aura toutesles entrées de la matrie Q, sur laquelle il applique la méthode Gauss-Seidalpour résoudre le système suivant : 64



{πQ=0
∑

i=1,n πi=1Résolution distribuée:La méthode de résolution présentée i-dessus, ne permet pas d'exploiterl'aspet de distribution de alul tel que utilisé dans la véri�ation de l'ergodiité,par onséquent nous proposons une nouvelle tehnique où la matrie généra-trie reste distribuée sur l'ensemble des proessus.Dans e as haque proessus pi garde une sous partie de la matrie Q,notée Qi tel que Qi,s,s′ orrespond au taux de transition de l'état s vers l'états', pour s6=s' tel que s∈ S i, s' ∈ S, où S i est l'ensemble des états appartenantau proessus pi.
Où τi,j est le taux de transition de l'état si vers l'état sj .Lors de l'appliation de la méthode Gauss-Seidal pour résoudre le systèmedes probabilités, le proessus pi di�use un message de alul du pivot à tousles autres proessus pour appliquer l'opération du pivotage sur le reste deslignes.Algorithme de résolution distribuée :Le proédé de pivotage distribué e�etué par tout proessus pi est lesuivant :

65



Algorithm 10 Résolution numérique distribuéeResolutionDist ()Limit= height of Giindex=0;BeginReeive (MessType) ;If (MessType =Pivot) thenfor all line l of Gi: l ← Gi
l - Gi

l,l*(LinePivot) ;Send (sender,Ak) ;Endif ;If (MessType =Ak) thenIf (all send Ak) then index =index+1 ;If (index ≤ Limit )then LinePivot← Gi
index / Gi

index,indexfor all line l of Giif(l> index)then Gi
l←Gi

l - Gi
l,l*(LinePivot);endif ;for all j >i Send (pj,Pivot, index, LinePivot)else if (index >Limit) then send(pi+1,Pass) ;endif ;endifif(MessType=Pass) thenIf (index ≤ Limit )then LinePivot← Gi

index / Gi
index,indexfor all line l of Giif(l> index)then Gi

l←Gi
l - Gi

l,l*(LinePivot);endif ;for all j >i Send (pj,Pivot, index, LinePivot)wait(Ak) ;endifend.La fontion de pivotage est appliquée à toutes les lignes de la matrieGiqui représente une sous partie du système d'équation à résoudre, éritsous forme matriielle.Aprés que le proessus pi termine le pivotage de ses lignes, il passe lamain au proessus pi+1, et ainsi de suite jusqu'à l'obtention d'une matrietriangulaire supèrieure, répartie sur l'ensemble des proessus.Le proessus p1 reçoit son premier message de la part du proessus o-ordonnateur, qui initie la fontion de pivotage sur la première ligne de lamatrie qui représente la ondition: ||π || = ∑

i=1,n πi = 1.66



IV. Conlusion :Les algorithmes distribués proposés dans e hapitre permettent l'analysede la vivaité et la bornitude de l'espae d'états distribué.Leur véri�ation garantit l'ergodiité du système modélisé, e qui permetde passer à l'évaluation des performanes de e dernier.Cette évaluation est basée sur la résolution du système stohastique,dépendant de la matrie génératrie qui est dans le as distribué, répartiesur l'ensemble des proessus. De e fait un algorithme de résolution dis-tribué est aussi proposée.A�n d'analyser les performanes de es algorithmes, nous avons proédéà leur implémentation, e qui fait l'objetif du hapitr prohain.
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Chapitre 5:Implémetation et expérimentations
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I. Introdution:A�n d'analyser les performanes et la omplexité des algorithmesproposés dans le hapitre préédant, nous avons proédé à l'implémentationes derniers à l'aide de langage C++. Ce dernier o�re un méanisme simpleet e�ae, permettant la ommuniation et les envois des messages entre lesproessus, qui est le prinipe des sokets.Dans ette partie nous donnons les résultats obtenus pour deux exem-ples lassiques qui sont: problème des gestionnaires de base de données dis-tribuées et problème des philosophes. Et ela en utilisant un réseau de inqmahines (Pentium IV ave une mémoire de 512 Mbytes).II. Génération de l'arbre de reouvrement:II.1 Problème de gestionnaire de base de données (DDB):Une base de donnée distribuée onsiste en n stations di�érentes [Bou07℄, haune d'elle ontient une opie de toutes les données. Cette opie estmanipulée par un gestionnaire loal qui peut mettre à jour sa propre opie.Un gestionnaire de base de données peut être dans un des trois étatssuivants : Inative, Waiting ou Performing.Lorsqu'un gestionnaire déide de mettre à jour sa opie, il envoie unmessage à tous les autres gestionnaires et il passe de l'état Inative à l'étatWaiting.Tandis que les autres gestionnaires passent de l'état Inative à l'étatPerforming. Lorsque es derniers aquittent la réeption de la mise à jour,ils reviennent à leur état initial : Inative.A la réeption de tous les aquittements, le premier gestionnaire lui mêmepassera à l'état Inative.L'exploration de l'arbre de reouvrement distribué des gestionnaires de basedonnées distribuées, en utilisant un réseau de trois mahines (Pentium IVave une mémoire de 512 Mbytes), a donné les résultats i-dessous:
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Table 1: Exploration de l'arbre de reouvrement pour le problème desDDBUne fontion de hashage a été bien hoisie, a�n d'équilibrer la distributiondes états sur l'ensemble des proessus. L'équilibre spatial maximal obtenuest égal à 2 , e qui signi�e qu'au maximum un proessus peut avoir deuxfois le nombre de noeuds d'un autre proessu.On remarque qu'à partir de niveau 5 on peut avoir un temps de réponsesept fois moins réduit que l'approhe séquentielle;II.2 Problème des philosophes :Le problème des dîners des philosophes est un problème lassique eninformatique, il onerne l'ordonnanement des proessus et l'alloation desressoures à es derniers [Wik 07℄.Un philosophe n'a que trois éats possibles :1. Penser pendant un temps indéterminé ;2. Être a�amé (pendant un temps déterminé et �ni sinon il y a famine) ;3. Manger pendant un temps déterminé et �ni.Les résultats obtenus, en analysant les réseaux de Petri modélisant le modèledes philosophes en fontion de leur nombre sont donnés omme suite:70



Table 2: Exploration de l'arbre de reouvrement pour le problème desphilosophesOn onstate dans et exemple qu'un proessus peut avoir jusqu'àtrois fois le nombre de marquages d'un autre proessus.La ompléxité de l'algorithme de l'exploration en terme de temps d'exéution,de nombre de message éhangés et d'espae onsommé, est etroitement liéeau hoix de la fontion de hashage. De e fait une étude sur le hoix de ettedernière selon le modèle à étudier, s'avère néessaire a�n de pouvoir analyserdes systèmes plus larges et plus omplexes.dans e as le taux de rédution est de inq, à partir de niveau sept.III. Génération de l'espae d'états:L'algorithme de génération de l'espae d'états distribué pour les deuxexemples a abouti aux résultats suivants:1 . Problème de gestionnaire de base de données (DDB):
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Table 3: Génération de l'espae d'états pour le problème des DDBLa génération distribuée a permis une aélération de inq par rapport àla génération séquentielle.2. Problème des philosophes:

Table 4: Génération de l'espae d'états pour le problème des philosophesOn onstate que et algorithme est beauoup moins omplexe que eluide l'arbre de reouvrement, où un état n'est sauvegardé qu'une seule fois eten plus on n'a pas de message de omparaison. Ce qui a permis d'appliquerl'algorithme sur des modèles beauoup plus larges.72



IV. Résolution numérique:L'évaluation des performanes dans le as stohastique est basée surle alul des probabilités stationnares en résolvant le sytème:
{πQ=0
∑

i=1,n πi=1Aprés véri�ation de l'ergodiité du système, la résolution numérique estinitiée par le proessus oordinateur qui envoie un message de pivotage àtous les autres proessus.Le nombre de messages éhangés entre les proessus dans e as est donnéomme suit:

Table 5: Nombre de messages pour la résolution numérique.On remarque que le nombre de message est réduit d'un taux de deux pourl'exemple des gestionnaires et de six pour le as des philosophes.V. Conlusion : 73



Les résultats donnés i-dessus, sont obtenus en implémentant les algo-rithmes présentés préédemment pour les deux exemples : Gestionnaire debases de données distribuées et Problème des philosophes.Pour haque exemple une fontion de hashage a été hoisie pour mieuxéquilibrer la répartition des états sur l'ensembles des proessus et pour réduirele nombre des ars traversants e qui revient à réduire le nombre de messageséhangés.
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Conlusion générale:
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La modélisation formelle est devenue atuellement une ontrainte inon-tournable pour ouvrir les exigenes des systèmes omplexes dans de nom-breux domaines.De e fait, plusieurs outils de mdèlisation sont apparus tels que les haînesde Markov, les �les d'attente, les réseaux de Petri (RdP)...etCes derniers se sont imposés d'eux même omme un hoix inévitablepour répondre aux besoins des systèmes omplexes vue les deux oneptsqu'ils présentent : un onept graphique permettant de mieux voir et ex-primer le système, et un seonde mathématique pour l'évaluation qualitativeet quantitative des performanes du système.Néanmoins, les besoins de la modélisation ont mené à introduire de nou-velles extentions des RdP : les réseaux de Petri olorés (RdPC), les réseauxde Petri temporels (RdPT) et les réseaux de Petri stohastiques (RdPS).L'analyse d'un système à partir de son modèle, néessite la générationde son espae d'états qui onsiste à l'énumération de tous les états possiblesà partir d'un ertain état initial.Cette génération est souvent onfrontée au problème de l'explosion om-binatoire.Pour pallier e problème, plusieurs tehniques de rédution ont été dé�niesa�n de réduire la taille de et espae tels que la symétrie, la modularité ...etCes tehniques ne peuvent être appliquées que si le modèle analysé aitertaines aratéristiques, e qui n'est pas toujours possible.Par onséquent une nouvelle approhe a été introduite qui onsiste àrépartir l'ensemble des états générés sur un ensemble de proessus interon-netés et ommuniquant en hangeant des messages. Ce qui permet d'obtenirun espae d'états distribué.Dans le adre de notre travail, nous avons ommené par la présentationdes di�érentes notions et aratéristiques qui se situent dans l'éventail desréseaux de Petri en mettant l'aent sur le problème de l'explosion ombina-toire ainsi que l'intérêt de la distribution.Néanmoins, Une distribution aléatoire peut poser un d'éséquilibre tem-porel et spatial, par onséquent la distribution se basera sur une fontiondite de hahage permettant d'attribuer à haque état généré un proessuspropriétaire.Nous avons également présenté un ensemble d'algorithmes pour l'étudeet l'analyse de l'espae d'état distribué.Cette analyse onsiste à véri�er ertaines propriétés qualitatives, quisont la vivaité et la bornitude à évaluer les performanes du système par76



une étude quantitative.Ces algorithmes ont étét implémentés et quelques expérimentations surdeux exemples standards, Problème des philosophes et gestionnaires de basesde données distribuées, ont été exposés vers la �n de e doument.Perspetives :Beauoup de travaux restent omme perspetives dans e domaine telsque:
• Améliorer l'algorithme de la bornitude: en utilisant un deuxième niveaude hashage, -à-d au lieu de herher un état s'il existe dans toutl'ensemble des états déjà explorés, on peut limiter la rehèrhe dansun sous ensemble.
• L'utilisation des algorithmes distribués basés sur d'autres strutures dedonnées telles que les diagrammes de déision pour une représentationplus ompate de l'espae d'états.
• Etendre l'idée de répartition sur d'autres extensions de RdP, tel queles réseaux de Petri Colorés.
• La dé�nition des algorithmes de répartition (fontion de hashage) à par-tir d'une analyse struturelle du modèle.
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Annexe: Les haînes de Markov
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Les haînes de Markov :La théorie des proessus stohastiques en partiulier les proessus deMarkov permet de aluler les probabilités d'états stationnaires pour dérirel'évolution temporelle d'un système dynamique. Les proessus Markoviensforment une lasse partiulière de proessus aléatoires appelés les proessussans méoire pour lesquels tout l'historique du proessus est résumé par l'étatourant, tel que la onnaissane de et état su�t prévoir l'évolution futuredu système.Notation :Considérons un système qui omprend M états possibles : E1à EM, oùM peut être �ni ou non mais les états étant toujours dénombrables. Laprobabilité que le système soit dans l'état Ei à l'étape m est notée:Pi(m).Dans le as où la probabilité du passage d'un état Eià un autre état Ejne dépend que des deux états Eiet Ej, est notée Pij.Le passage d'un état à un autre peut être représenté par un graphe,dont les noeuds représentent les états et les ars modélisent les di�érentestransistions entre es états.1. Dé�nition de la haîne de Markov:La séquene de variables aléatoires X1, X2,.. Xk forme une haîne deMarkov à temps disret si pour tout entier n et pour toutes les valeurspossibles des variables aléatoires, on a : P[Xn=j/ X1=i1, X2=i2,...Xn-1=in-1 ℄ = P[Xn=j/ Xn-1=in-1 ℄2. Propriétés de la haîne de Markov:1)Homogénéité:Soit Pij(n)la probabilité de transition qui est égale par dé�nition à P[Xn=j/Xn-1=i℄, si ette quantité ne dépend pas de n, alors la haîne de Markov estdite homogène, on peut érire alors Pij= P[Xn=j/Xn-1=i℄. On assoie augraphe préédent une matrie P appelée matrie de transition dont les élé-ments orrespondent aux di�érentes probabilités P, appelées les probabilitésde transition.2)Irrédutibilité :Une haîne de Markov est dite irrédutible si tout état de la haîne peutêtre atteint à partir de n'importe quel autre état, ela se traduit par : ∀i, j ∃79



n tel quePij(n)>0 où Pij(n) est l'élément de la matrie P(n) = (P*P...*P)�gurant à l'intersetion de la ième ligne et de la jème olonne.L'irr'dutibilité est traduite par l'existene d'une seule omposante forte-ment onnexe dans le graphe des états.3)Réurrene:Un état Ei est réurrent si la probabilité d'aller à et état est égale à 1,on dit qu'un état est réurrent non nul si le temps moyen de retour à etétat est �ni et réurrent nul sinon.Si la probabilité de retour est infèrieure à un alors l'état est dit transitoire.4)Apèriodiité :Une haîne de Markov est apériodique si le PGCD de la longueur de tousles yles de probabilité non nulle est égal à 1.5)Ergodiité:Un état est ergodique s'il est apèriodique et réurrent non nul.3. La stationnarité:Soit Ω l'espae d'états de la haîne de Markov, une distribution {zi ,i∈ Ω}, dé�nie sur les états de la haîne est dite stationnaire ; si ∀i∈ Ωzi est la probabilité d'être à l'état i. Une fois la distribution stationnaireest atteinte elle demeure la distribution du proessus pour toutes les étapessuivantes.Dans le as d'une haîne irrédutible et apèriodique, les probabilitésà l'état stationnaire sont alulées en résolvant le système suivant:
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où πisont les probabilités à l'état stationnaire i.Notons que l'ergodiité garantit l'existene d'une distribution stationnairesur tous les états d'une haîne de Markov.Les haînes de Markov permettent de réaliser une évaluation quantita-tive, mais pas qualitative, et par onséquent e modèle n'est pas adapté àla modélisation de ertaines aratéristiques des systèmes parallèles tellesque: la synhronisation, l'interbloage, l'alloation des ressoures et. Paronséquent d'autres outils ont été développés tel que les réseaux de Petri.
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