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Intégrabilité des équations différentielles
dans le champ complexe

Résumé

Dans ce mémoire, nous présentons certains aspects de la théorie algébrique d’intégration

dx
explicite des systémes d’équations différentielles polynomialles de la forme: i P(z,y) et

% = Q(7,y) , ot P(x,y), Q(z,y) € Clz,y].

Nous exposons les méthodes classiques d’intégrations de Darbous, Darboux-Jouanolou,
Liouville et Lie et on discutera de leur efficacité. un grand nombre de propriétés du systéeme
différentiel polynomial sont induites par le champ de vecteurs X = P(z, y)% + Q(x, y)(%,
ou par la 1-forme polynomiale w (z,y) = P(z,y)dy — Q(x,y)dx qui sont associés au systéme
différentiel précédent dans C2.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence d’une intégrale premiére, sont
basées sur le calcul différentiel, la théorie des corps et certains concepts de base de 'algebre
différentielle, et malgré les idées fortes en géométrie, on a choisi des approches qui ne dépen-
dent que de l’algébre linéaire et certaines propriétés des dérivations, et de la théorie des

groupes continus.

Mots-clés : systeme différentiel polynomial, champ de vecteurs, intégrale premiére,

courbe algébrique invariante, corps différentiel, générateurs infinitésimals, groupe d’homologie.
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Introduction

Un systéme différentiel polynomial est un systéme de la forme: d—f = P(x,y) et % =Q(z,y)
ou les variables z, y et t sont complexes, P(x,y), Q(z,y) sont des polynomes a coefficients
complexes. Nous désignons par d = max {deg P(z,y),deg Q(x,y)} le degré du systéme
polynomial.

La théorie d’intégrabilité algébrique est classique, en 1878, Darboux [Dar78] a montré
comment on peut construire les facteurs intégrants et les intégrales premiéres.

La recherche des solutions d’une équation différentielle dans le champ complexe dans
le cadre de l'algébre différentielle, la méthode de Darboux, consiste & chercher des inté-
grales premiéres de champs de vecteurs du plan , en particulier on verra que cette méthode

donnne des résultats intéressants pour les systémes différentielles. et les champs de vecteurs

polynomiaux possédant suffisamment de courbes algébriques invariantes.

d(d+1)

—— 4
2

1 courbes algébriques invariantes, alors il a une intégrale premiére. La théorie d’intégrabilité

d
de Darboux, le théoréme 2.7.1 indique que le systéme polynomial d—f = P(x,y) et d—? =

Q(z,y) de degré d avec la divergence div (P, @), qui a au moins p courbes algébriques in-

En particulier, il a prouvé que si un champ de vecteurs de degré d est au moins

variantes C; = {fi (x,y) = 0} avec des cofacteurs K; pour i € {1,2,...,p} satisfaisant la
P

relation > N K; + pdiv (P, Q) = 0 pour A\; € C non tous nuls et p € {0,1}, il existe une
i=1

intégrale premiére (si p = 0) ou un facteur intégrant (si p = 1) Jouanolou [JouT9] a

) i . . . d(d+1
montré que si le nombre des courbes algébriques invariantes est au moins Q

+ 2,
alors I'intégrale premiére est rationnelle, et par conséquent toutes les trajéctoires du champ
de vecteurs sont contenues dans les courbes algébriques. nous présentons aussi les exten-
sions récentes de la théorie d’intégrabilité de Darboux, notons ici les facteurs exponen-

tieles. en particulier, le systéme différentiel polynomiel qui admet p courbes algébriques



Introduction

invariantes irréductibles C; = {f; (z,y) = 0} de cofacteurs K; pour i € {1,2,...,p}, ¢ fac-

teurs exponentiels exp 9 de cofacteurs L; pour j € {1,2,...,q}, satisfaisant la relation
J

=1

s € C, on obtient une intégrale premiére (si p = 0) ou un facteur intégrant (si p = 1),

p q
Y AKG A D oLy + pdiv (p, Q) + s = 0 pour \i,p; € C non tous nuls et p € {0,1} et
j=1

alors ’existence des courbes algébriques invariantes est le point clé pour 'application de la
théorie d’intégrabilité de Darboux.

Au cours de la période 1833 - 1841, Josephe Liouville a présenté une théorie de I'intégration
en terme finis, il a déterminé la forme d’une intégrale de la fonction algébrique, qui peut
étre exprimer par les opérations de 'analyse élémentaire, efféctuant un nombre limité de
fois .

Nous caractérisons les équations différentielles polynomiales dans le champ complexe,
qui peuvent étres intégrées par les méthodes du calcul diffférentiel. La premiére étape est
de formaliser la phrase ci-dessus, et le milieu naturel pour en faire la théorie des corps
différentiable, on peut dire que le résultat que nous présentons, proviennent de la théorie
des corps différentiables, ainsi que la caratérisation des nombres constructibles.

Nous sommes intéressés par la déscription d’'une 1-forme polynomiale qui peut étre in-
tégrée a travers une suite finie d’opérations, on parle aussi de la fonction de Liouville qui
peut étre écrite a partir des fonctions rationnelles et & I'aide d’une suite finie d’opérations
du type :

1- Somme et produit.

2- La différentiation.

3- L’intégration des 1-formes fermées.

4- Exponentiation.

5- Solutions des équations algébriques.

Pour définir la notion de fonction de Liouville, plus précisément nous allons utiliser
certains concepts de base de ’algebre différentielle.

En 1835, Joseph Liouville a prouvé que si le systéme d’équations différentielles a une inté-
grale premiére élémentaire, définie par des formules explicites a partir des fonctions usuelles
(fonctions algébriques, exponentielle et logarithme) est de la forme suivante wq (x,y) +

> cilogw; (x,y) ou les ¢; sont des nombres complexe et les w; sont des fonctions algébriques
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de variables x, y. et pour cela il introduit le concept de corps différentiel qui permet d’aborder
le probléme d’un point de vue totalement algébrique. Prelle et Singer [P.S83] ont aussi mon-
tré que si un champ de vecteurs polynomial a une intégrale premiere Liouvilienne, alors cette
intégrale peut étre calculer a 'aide de courbes algébriques invariantes (pour les intégrales
premiéres liouvilienne, la connaissance des facteurs exponentiels du systéme est également
nécessaire), le résultat de Jouanolou s’ensuit que pour un systéme polynomial étant donné
de degré maximum, ses courbes algébriques invariantes sont bornées, car soit il a un nombre
fini p < [d(d + 1)/2] +2 de courbes algébriques invariantes, ou toutes ses trajectoires sont
contenues dans des courbes algébriques et le systéme admet une intégrale rationnelle.

La théorie des groupes de symétrie de Lie des équations différentielles a été développé
par S. Lie [Lie93]. Ces groupes sont des transformations des variables dépendantes et
indépendantes des équations différentielles, jouent un roéle trés important pour construire
les solutions, Plusieurs applications de groupes de Lie dans cette théorie comme: réduction
de 'ordre des équations différentielles, la construction de solutions invariantes.

Ainsi, il existe un certain nombre de méthodes d’intégration, chacune adaptée & une
seule classe paticuliére, cette masse des connaissances a été coordonnée d’une maniére tres
frappante par la théorie des groupes continus.

Nous examinons la corrélation entre les symétries et 'intégrabilité, et nous cherchons
une approche élémentaire qui est basée sur le crochet de Lie entre les champs de vecteurs.

On présente dans C? les équations polynomiales sous des formes d’intégrales premiéres

admettant les symétries infinitésimales.



Chapitre 1

Généralités

Considérons un systeme d’équations différentielles de la forme:

dx
— = P(x,
% ) (z,y) (L1)

ou P(z,y) et Q(x,y) sont des polyndmes & deux variables complexes.

On dit qu’'une fonction holomorphe:
$p:UcCcC—C?

t = (¢1(1), o(1))

est une solution du systéme d’équations différentielles (1.1) si pour tout

teU:¢(t) = (Pop(t), Qos(t))

c’est-a-dire :

(@4(1), d5(t)) = (P(1(1), 92(1)), Q1 (1), 05(1))

Théoréme 1.0.1 Considérons un systéme d’équations différentielles (1.1).

Alors on a:

a) pour tout p € C? il existe un nombre réel positif r, et une fonction holomorphe

b, D(o,r,) — C?



1.1. Champ de vecteurs et dérivations

telle que:
$,(0) =p et G,(t) = (Pog,(t), Qod,(t))

ou ¢, est une solution de systéme(1.1) qui passe par le point p.
b) Soit U C C un ouvert contenant l’origine, si la fonction holomorphe W : U — C?
est une solution de systéme(1.1) .

Alors: ¢,(0)=p et Yy =0¢,, ot V=UND(o,r,).

1.1 Champ de vecteurs et dérivations

Définition 1.1.1 Soit C (z,y) un corps des fonctions rationnelles & deuz variables,
alors le champ de vecteurs X est définie par:
X :C(z,y) = C(z,y)
of of
X =P — —
[ X(f)=Play) 5-+Qy) 3y
Ou P (z,y) et Q (z,y) sont des polynémes complexes donnés dans le systéme d’équations

différentielles(1.1) .
Lemme 1.1.1 L’application X est C-linéaire et satisfait la régle de Leibniz c’est-a-dire:

X Af+npg) =AX(f)+pX(9)
et
X(f9)=1X(9)+9X(f)
Ou f et g sont des fonctions holomorphes, \ et p sont des nombres complexes.
Démonstration : Soient f,g € C(x,y) , P(z,y) et Q(x,y) sont des polynoémes a deux

variables complexes et A\, u € C.

1) On montre la linéarité de X.
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On a
X (Af+pug) = P(x,y)w_f_@(x’y)a()‘g;ﬂg)
o 2820 200, 0
= P(zy) {A a( ) ¢ 2L )} Q (=, ){ agjhﬁgf]

— )\lP(x,y)%—i-Q(l} )%} M{P(%y)%—i—Q(x,y)%}

= AX(f)+nX(g).

Donc l'application X est C-linéaire.

2) On montre que lapplication X satisfait la régle de Leibniz.

On a:
X(fxg) = P(x,y)erQ(x’y)a(&];g)
o [ ] 2 8
= f. {P(x,y)%JrQ(:c,y) %?] +9. {P(Jc,y)%ﬂLQ(:ﬂ,y) %5)]

= [X(9)+9.X(f).
Alors X satisfait la regle de Leibniz. m

Définition 1.1.2 (dérivations).
La dérivation dans C (z,y) est une application D : C (z,y) — C(x,y), C-linéaire

et satisfait la régle de Leibniz.

e Tout champ de vecteurs polynomial X peut étre considéré comme une dérivation.
e La dérivation définie par D : C (z,y) — C(z,y) est un champ de vecteurs rationnel

0
de la forme D (x) E + D (y) o
e Le champ de vecteurs D est polynomial si et seulement si D (C[z,y]) C C |z, y].
e Si

+Q (7,y) 9 et w= P(z,y)dy — Q(z,y)dr

0

Ox

alors pour toute fonction rationnelle f € C (z,y) on a:



1.2. Intégrales premiéres

_ of of
wAdf = (pdy— Qdz) A (8$ dr + dy dy)
= pa—fdy/\da: — dix/\dy
Ox dy
B of of
= (pax—i—Qay)dx/\dy
= =X (f)dzANdy
et
dw = d(P(z,y)dy — Q(z,y)dx)
0 0
— 2 (Pdy— 9 Py —
pe (Pdy — Qdz) dx + By (Pdy — Qdx) dy
0P 0Q
= %dy/\d:c— %d:c/\dy
_ _(9P(my) Q@) 4
ox dy

_0P(y)  9Q(x.y)

= —div(X)dzANdy, ou div(X) 5 2y

c’est la divergence du champ de vecteurs X associé au systéme d’équations (1.1) .

1.2 Intégrales premiéres

Malgré le théoreme 1.0.1 qui garanti ’éxistence d’une solution locale pour le systeme
(1.1) qui passe par le point p € C2.

Dans la plus part des cas nous ne connaissons pas la nature des solutions, mais dans
certaines situations, il est possible de trouver des intégrales premiéres du systéme (1.1)
qui nous permettent de comprendre le comportement qualitatif des solutions de cette

équation différentielle.

Définition 1.2.1 Soit U C C? un ouvert et I : U — C une fonction holomorphe non
constante.
On dit que la fonction I est une intégrale premiére sur U pour le systéme d’équations

différentielles(1.1) si I est constante pour toutes solutions (x(t),y (t)) du (1.1) ,
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c’est-a-dire:

Vte C:I(z(t),y(t) = .

Ezxzemple 1.2.1 (équation de Lotka-Voltera,).

Considérons le systéme d’équations différentielles de Lotka-Voltera:

dx

— =axr — bxy

jé (1.2)
= + dzy

ol a, b, c et d sont des nombres complexes, nous affirmons que pour tout ouvert

simplement connexe U contenue dans C* — {x.y = 0} et la fonction I définie par:
I(z(t),y(t)) = dx + by — clogx — alogy

est une intégrale premiére du systéme d’équations différentielles (1.2) et si la fonction
holomorphe ¢ = (¢1, ¢y) : V C C — CZest une solution du systéeme d’équations différen-
tielles (1.2).

On a alors :
¢/<t> = (agy(t) = by (t).09(t) , — coq(t) + doy(t).a(t)).
danc:
d /
Z(00)(t) = dI((1)).¢'(t)
d’ow:

(d - i) (ag, — by-¢5) + (b - i) (—efs + ddy.¢o) = 0.
o} o

par conséquent, la fonction I est constante pour toutes les solutions du systéme (1.2).

Danc I est une intégrale premiére du systéme d’équations différentielles (1.2).

Proposition 1.2.1 La fonction holomorphe I : U C C? — C est une intégrale premicre du

systéme d’équations différentielles (1.1) si et seulement si

ol(z,y)
ox

ol(z,y)
dy

P(z,y) + Q(z,y) = 0.

pour tous (x (t),y (t)) € U.
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Démonstration : Soit (z (¢),(y(t))) € U une solution du (1.1), la fonction holomorphe I
est une intégrale du (1.1) si et seulement si, I (x (t),y (t)) = ¢ pour tout t € C.
On a

0 0 or 0 dy
af(x (t),y(t) = %I(f (t),y (1)) ot a—yf(l’ (t),y(t)) ¥
_oeor e
Oz’ ot Oy ot

alors X (I) =0. m
On dit que le systéme d’équations différentielles (1.1) est intégrable sur un ouvert U C C?

s’il existe une intégrale premiere I dans U.

Exemple 1.2.2 (équation de Lotka-Voltera).
Soit la fonction holomorphe I définie sur un ouvert simplement connexe U contenue

dans C* — {z.y = 0} par:
I(z(t),y(t)) = dx + by — clogx — alogy

pour montrer que I est une intégrale premieére, il suffit de montrer que X (I) = 0.

On a:

ol ol
X(I) = (ax — bxy) B + (—cy + dxy)a—y

= (az — bxy) (d - %) (e day) <b - g)

= adx — bdzy — ac + bey — bey + bdxy + ac — adx
=0

alors X (I) =0, donc I est une intégrale premiére du systéme d’équations différentielles

(1.2).

Définition 1.2.2 Soit w = P (z,y) dy — Q (z,y) dz une 1-forme polynomiale associée au
systeme d’équations différentilles (1.1) dans C?, et I : U C C? — C une fonction
holomorphe non constante.

On dit que la fonction Iest une intégrale premiére pour (1.1) si et seulement si

wAdl =0.
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Exemple 1.2.3 (équation de Lotka-Voltera).
On a

I(x(t),y(t)) = dx + by — clogz — alogy,

et la 1-forme polynomiale associée au systéme d’équations différentielles (1.2) est:

w = (ax — bxry) dy — (—cy + dxy) dx

on a
ol ol
dl = —dr+ —d
ox T Jy Y
- <d——) dz + (b—ﬁ) dy
Yy
alors

wAdl = ((az —bay)dy — (—cy + day) dz) A ((d— g) dz + (b— g) dy>

= (azx — bxy) (d— g) dy N\ dx + (—cy + dzy) <b—g) dy A dx
= (adx — bdzy — ac + bey) dy A dx + (—bey + bdxy + ac — adx) dy A dx
= 0.

Donc w A dl =0, et par conséquent la fonction I est une intégrale premiére

de l’équation(1.2).

Exemple 1.2.4 considérons le systéme d’équations différentielles(1.1) tel que:

OP(r,y) _ 0Q(z,y)

ox dy

la 1-forme différentielle
w = P(z,y)dy — Q(z,y)dx

est fermée,c’est-a-dire dw = 0, par conséquent,on a la fonction suivante:

(z,y)

I(z,y) = / w

(:B()vyo)

par lintégration de w au longue de chemin reliant le point initiale arbitraire (zo,yo)
par le point (x,y) est bien définie. (puisque w est fermée et C%est simplement conneze),

tel que w = dI, alors Iest une intégrale premiére pour le systéme d’équations différen-

tielles (1.1).

10



1.3. Facteurs intégrants

1.3 Facteurs intégrants

Définition 1.3.1 Soit U C C?un owvert et i : U — C une fonction holomorphe non
constante.
On dit que p est un facteur intégrant du systéme d’équations différentielles(1.1) , si

l'une des trois conditions équivalentes suivantes est vérifiée.
(1)

(2)
(3) X (u) = —div(X)p.

52 ) bl )] = = 5 (1) Qo).
div(pX)=0.

Remarque 1.3.1 On montre l’équivalence des trois conditions précidentes.

a) On montre que (1) < (2) .

On a:
(1) o d(u (:c,(y?LP(:E,y)) _ _a(u (z,gg)y@(x’y»
o 2@y Py) 0y Q.y)
ox Oy

& div(pX) =0

& (2).

b) On montre que (2) < (3) .
On a:

(2) & div(uX)=0
O(p(x,y) P(z,y)  0(u(z,y) Qz,y))

< Ox + Ay =0
< ”(x’y)%+m 7y)3uéi,y) + 1 (2,y) Q((az’y) +Q(z,y) uéﬂ;y) =0
< P(x’y)aﬂg;j o Q(x’y)%:;y) =~ (z,y) 8Péi’ D i) an; s

& X()=—p(xy) (313;9;3/) N 8Qéz,y))

& X (p) =—p(z,y)div(X)
< (3).

11
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¢) On montre que (3) < (1).

On a:
(B) & X(u)=-p(zy) div(X)
OP(z,y)  0Q(z,y)
& X()=-n y>( ), 200
( y) ou(zy) P (z,y) 0Q(z,y)
( y) I (z,y) 0Q(z, y) Op (x,y)
& play) ===+ Pla,y) =7 + u(z,y) o +Q(z,y) oy 0
o @y Ply)  OulrnyQy)
ox oy
o ulzy) Plry)  0(p(r,y)Qx,y))
ox dy
< (1).
e L’intégrale premiére I associée au facteur intégrant p est donnée par:
I(z,y) = /u(x,y)p(x,y)dwf(fv) :
ou f est choisie, et I'intégrale premiere I satisfait la condition:
ol (z,y) _
Aussi on a: p oI (z.5)
T z,
= () Play) = =
dt dy (1.3)
W o) Q) = - 2100
at = pT,y Y) = o

e Si [ est une intégrale premiere du systéme d’équations différentielles (1.1)

on peut toujours trouver des facteurs intégrant

e D’apreés la définition de facteur intégrant p, on

, alors
u a laide de (1.3).
a X (u) = —div (X) u, implique que

{1 (x,y) = 0} est une courbe invariante (en général non algébrique) pour le champ

de vecteurs X de cofacteur —div (X).

Proposition 1.3.1 Si le systéme d’équations différentielles (1.1) a deux facteurs intégrants

et py sur un ouvert U C C?, et dans l'ouvert U

une intégrale premiere.

12
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1.3. Facteurs intégrants

Démonstration : p et p, sont des facteurs intégrants tels que X () = —py.div (X)

et X (py) = —py.div(X), alors:

% (&) C e X () = X ()
2
Ko ke
—piy pg-div (X)) + py piy-diiv (X))
2
Ha

= 0.

Done 1 est une intégrale premiére du systéme d’équations différentielles (1.1) . m

Ha

Lemme 1.3.1 Si p est un facteur intégrant du systéme d’équations différentielles (1.1) ,

alors la 1-forme différentielle p.w est fermée (d (p.w) =0), de plus l'intégrale premiére

du systéme d’équations différentielles (1.1) est donnée par:

I:/u.w.

Démonstration : p est un facteur intégrant pour le systéme (1.1) , donc:

alors:

5 ) )] = =3 (2, Qo).

_ %W,y)w(m,y))ma%w,y)w(x,y))dy
0

= 5, W(2,y) Plz,y)dy — p(e,y) Qz, y)dz) de

+(% (u(z,y) Pz, y)dy — p (2, y) Q(z,y)dx) dy

0 0
= 5t (z,y) P(x,y)dy A dz + 3y (z,y) Q(z,y)dy A dx

= (elos) P + (o) Qo) ) dy e

= 0,

donc d(p.w) = 0, c’est-a-dire p.w est fermeée.

De plus on a

wA (pw)

= (p(z,y)dy — Q(z,y) dz) A (p.p (z,y) dy — p.Q (z,y) dx)
= —p.p(z,y).Q(x,y)dy Ndx — pp(z,y).Q (z,y)dr Ady
= (pp(z,y).Q(z,y) — pp(x,y).Q(z,y))dx Ady

=0

13



1.4. Solutions algébriques

wAdl =wA (pw) =0,

par conséquent I = [ p.w, est une intégrale premiere de (1.1) . =

Exemple 1.3.1 :(équations différentielles linéaires).
d
Considérons l’équation diﬁér@ntielle:d—y = a(z)y + b(x), a,b € C(z), on peut associer
T

a cette équation la 1-forme rationnelle w telle que:
w=dy — (a(z)y + b(z))dz.

Lorsque on détermine un facteur intégrant p qui ne dépend que de la variable x, il est

nécessaire que [ vérifie:

0 = d(pw)
0 0
= %(,u.w)dx + a—y(,u.w)dy
0 0
= %(udy — pa(zr)yds + pb(r)dr)dr + a—y(udy — pa(x)ydr + pb(x)dx)dy
o
= %dy A dx — pa(z)dz A dy
o
= - (% + u.a(:r:)) dx A dy
_ Op
- ax + /’["a(x)7
c’est-a-dire
On
ox
CL = —a(x
. ()

donc:

1(z) = exp (- / a(:v)dx)

et telle que d(p.w) = 0, alors p est un facteur intégrant de w.

1.4 Solutions algébriques

Définition 1.4.1 Soit ¢ : V C C — C%une solution du systéme d’équations différentielles

(1.1).

On dit que ¢ est une solution algébrique, s’il existe un polynome non nul f € C [z, y]

14



1.5. Courbes algébriques invariantes

tel que:
VieV : f(o(t)) =0.

1.5 Courbes algébriques invariantes

Définition 1.5.1 Soit f € Clx,y] , on dit que la courbe algébrique ¢ = {f(x,y) = 0} est
invariante pour le systéme d’équations différentielles(1.1) , si pour toute solution

¢ : D(0,r) — C? de (1.1) satisfait:
vt € D(0,r): f(¢(0) =0 et f(o(t)) =0.

Proposition 1.5.1 Soit f € C [z, y] un polynome réduit, la courbe algébrique c = {f(x,y) = 0}
est invariante pour le systéme d’équations différentielles(1.1) si et seulement si, il existe

une 2-forme polynomiale Oy telle que:
wAdf = f.Of (1.4)
Démonstration : On suppose qu'’il existe une 2-forme polynomiale O telle que:
wAdf = f.Of

et soit ¢ : D(0,7) — C*une solution du systéme d’équations différentielles(1.1)

telle que
f(e(0)=0
et
w (@) ANdf (6 (1) = — (fod) () dx A dy

et d’aprés la définition (1.4.1)on a:
vt € D(0,7) : (fog) (t) = 0.

alors ¢ est une solution algébrique de (1.4) et ¢ = {f(x,y) = 0}est une courbe
algébrique invariante.
La réciproque:

Sic= {f(z,y) = 0} est une courbe algébrique invariante, on a pour toute solution

15



1.5. Courbes algébriques invariantes

¢ :V C C— C contenue dans ¢ = {f(x,y) = 0} qui vérifie:
VeV :(wAdf)(¢(t) =0

alors:
(w A df )= f(z,y)=0y = 0.

(nous utilisons le théoréme des zéros de Hilbert: si h € C [z, 3] telle que:

Me={f(@y)=0p =0

alors il existe g € C [z, y] qui vérifie h = f.g), danc f divise w Adf . =

e Nous pouvons intérpréter géométriquement la proposition précédente comme suit :
le polynéme f, a travers les courbes de la forme {f(x,y) = ¢ ,c € C} définit une
décomposition de C? par des courbes algébriques.

L’éspace tangent de la courbe qui passe par le point p € C2coincide avec le noyau

de df (p).

On peut voir alors le lieu des zéros de wA df , qui coincide avec les tangentes entre

les solutions du systéme d’équations différentielles(1.1) et les courbes algébriques

de polynéme f.

Dans ces conditions la proposition nous dit que la courbe algébrique ¢ = { f(x,y) =0 }
est invariante pour le systéme(1.1) si et seulement si ¢ = {f(x,y) =0 } est contenu

dans le lieu des tangentes entre la solution de(1.1) , et la décomposition de C? induit

par f.

Lemme 1.5.1 Soit f € C[x,y] un polynéme méromorphe.

Si la décomposition de f en polynémes irréductibles est donnée par:

alors .
daf df
oA,
et de plus %est fermée, c’est-a-dire d (%) =0.

16



1.5. Courbes algébriques invariantes

Démonstration : Par récurrence,

a) Pour i =1, on a f = f,"* implique que df = n, f™~'df;, par conséquent

ﬂ _ d(f,") _ n1f1n171df1
f ™ f1m_1><f1
df1
"

b) On suppose qu’on a:

k—1
d i .
a _ Ql )S;n@

i—— ,pour 1=Fk—1
fi

7 T k-1

1"

=1

et on montre que:

k k—1 k—1 k—1
" d(Hf/”) d(Hfi”“fk"k) d<Hf’”>"f"’“+Hfi"f.d<fk"'“>
=1 1= =1 =1

k k—1
I I1rm IT 5 >
i=1 i i=1
1
d{TTs"
_ (11 ) fk"’“ '“i 'dfz dfk Z’“: dfz

Hﬁ =

Alors le principe de récurrence est vérifié pour tout i = 1.
<#>:ﬁww—#A#
f f?

Proposition 1.5.2 Soit f € C|z,y] un polynéme (pas nécessairement riduit) w une

d
De plus on a d = 0. c’est-a-dire —f est fermée. m

1-forme polynomiale.

a) Sila décomposition de f en polynomes irréductibles est donnée par:



1.5. Courbes algébriques invariantes

alors:

b) La courbe algébriqsue définie par c = {f(z,y) =0 } est invariante si et

seulement st w A\ ? est une 2-forme polynomiale.

k k
, q i1

Démonstration : :a) Ona f = | | f;"" et d’apres le lemme 1.5.1 | Tf = g nzfi implique

= =1 i

=1
que

b) On applique la proposition 1.5.1, on obtient le résultat. m

18



Chapitre 2

La méthode d’intégration de Darboux

Comme nous avons vu dans le chapitre précédent, le probléme est de déterminer une
intégrale premiére pour le systéme d’équations différentielles (1.1) , est équivalent & trouver
une fonction f telle que: w Adf =0 ou w= P (z,y)dy — Q (z,y) dx.

Dans ce chapitre, nous allons faire une exposition de la stratégie utilisée par Darboux

pour résoudre ce probléme.

2.1 Détermination des intégrales premiéres

Considérons la 1-forme polynomiale w = P (z,y) dy — Q (x,y) dz, si w admet une courbe
algébrique invariante donnée implicitement par ¢ = { f(z,y) = 0}, alors comme nous avons
d
vu dans le chapitre précédent w A 7f = O ou Oy est une

2-forme polynomiale.

Définition 2.1.1 :(Cofacteur d’une courbe algébrique)

Soit ¢ = {f(z,y) = 0} une courbe algébrique invariante par

On dit que la 2-forme polynomiale ©; est un cofacteur de f , et si w est de degré d,
alors les cofacteurs associés a toutes les courbes algébriques invariantes ont un

degré inférieur ou égal o d — 1.

19



2.1. Détermination des intégrales premiéres

Proposition 2.1.1 Soit w = P (x,y)dy — Q (x,y) dz une 1-forme polynomiale dans C?.
S’il existe des courbes algébriques invariantes notées c; = { fi(z,y) =0}, ...,cn = {fu(z,y) = 0}

et des nombres complexes (non tous nuls) oy, o, ..., o, tels que:

=1

alors w admet une intégrale premiére de la forme:

1= Z a; log f;
i=1
Démonstration : Considérons la 1-forme méromorphe n donnée par:

d d dfn
77=Oé1£+042£+...+a i

fl f2 nfn

1l est claire d’apres le lemme 1.5.1 que 1 est fermée, c’est-a-dire d n =0,
et n aussi vérifie
W/\WIZOH w/\T :Zai@fi:O (2.1)
i=1 i i=1

ainsi la fonction multiforme:

I=/n=ia¢10gfi
i=1

telle que
wAdl =wAn=0
on conclut que w admet la fonction I comme intégrale premiére.
Plus précisement, en prenant un ouvert U simplement connexe contenue dans

le complémentaire de { f1.fa...fn, = 0}, nous obtenons que toute détérmination

de I dans U est constante le long des solutions de w contenues dans U. m

Corollaire 2.1.1 Soitw = P (z,y)dy — Q (z,y) dx une 1-forme polynomiale de degré d
dans C2.

St w admet + 1 courbes algébriques invariantes et irréductibles.

d(d+1)
2

Alors w admet une intégrale premiére I de la forme:

I = zn: (07 IOg fz
i=1

20



2.1. Détermination des intégrales premiéres

d(d+1)
2
et irréductibles de w données par des polyndémes fi, fo, ..., f, .les cofacteurs associés aux

Démonstration : Supposons qu’il existe n = + 1 courbes algébriques invariantes

courbes algébriques invariantes sont des 2-formes différentielles de degré inférieur ou égal
a d—1.

Comme le C-espace vectoriel des 2-formes différentielles de degré inférieur ou égal & d —1
d(d+1)

2
Les cofacteurs associés aux courbes algébriques invariantes ¢; = { f;(x,y) = 0},

est de dimension

i€{1,2,...,n} sont linéairement dépendants.

Par conséquent il existe des nombres complexes aq, s, ..., o, tels que

> a0, =0 (2.2)
=1

et d’aprés la proposition précédente, on a:

n
I = Z a; log f;.
i=1
ou I est une intégrale premiere pour w. M

Exemple 2.1.1 Supposons que w = axdy + Bydx, ot o et B sont des nombres complexes
non nuls.
Les courbes algébriques définies par:{xz = 0} et {y = 0} sont invariantes. par
conséquent on peut calculer aussi ses cofacteurs. alors le cofacteur associé a x est
donné par:
dx

O, =wANA—=—adx Ndy
x

et le cofacteur associé & y est donné par:
d

0, =wA L = Bdx A dy.
Y

on a:

O, +aB, =0

danc la fonction

I =plogz + alogy

est une intégrale premiére pour w.
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2.2. Polynoémes de Darboux

2.2 Polynémes de Darboux

Définition 2.2.1 Soit f € C|x,y] un polynéme non nul, on dit que f est un polynéome de
Darbouz pour le champ de vecteurs X s’il existe g € C|x,y] tel que: X (f) = g.f,
c’est-a-dire: f divise X (f).

le polynoéme g est le cofacteur de f, noté par Ly = g.

Définition 2.2.2 Soit f € C[x,y] non nul, si la courbe algébrique ¢ = {f(x,y) = 0} est
X (f)

tnvariante pour le champ de vecteurs X de degré d , et est un polynome de degré

au plus d — 1. dans ce cas on dit que ¢ = {f(x,y) = 0} est une courbe algébrique
X(f)
f

La courbe algébrique ¢ = {f(z,y) = 0} est dite irréductible si elle n’a qu'une seule

wnvariante pour X et Ly = est sans cofacteur.

composante, et réduite si tous les composantes sont de multiplicité 1, c’est-a-dire la
courbe ¢ = {f(z,y) = 0} est irréductible et réduite si et seulement si f est irréductible

comme un polynome.

Lemme 2.2.1 Soient f,g € Clz,y], premiers entre eux, alors f.g est un polynome
de Darboux si et seulement si f et g sont des polynéomes de Darboux.

De plus Ly, = Ly +L,.
Démonstration : Supposons que f.g est un polynéme de Darboux, on a donc
X (f.9)=Lysg.Ig
et d’aprés la régle de Leibniz:
X (f9)=1X(9)+9X(f),

Alors :
[X(9)+9X(f)=Lsyfg (2.3)

f et g sont premiers entre eux, c’est-a-dire: f divise X (f) et g divise X (g) ,
donc f et g sont des polyndémes de Darboux.

La réciproque:
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2.2. Polynoémes de Darboux

Si f et g sont des polynémes de Darboux, on peut écrire X (f) = Ly.f

ce qui implique X (f).g = Ls.fget X (9) = Ly.g dou X (g).f = Ly.9f
Alors:

X(f)g+X(g).f = Lifg+Lygf
= (Lf+Lg)-f9

= X (f.9).

on remarque que f.g divise X (f.g), alors f.g est un polynéme de Darboux.
Sion pose X (f) = Ly.f et X (g9) = L,.g, on remplace danx ’équation
(2.3) on obtient

Lig.fg = g.Ls.f+ fLgg
= (Lf + Lg) fg
donc Lyg=Ls+ L, m

Lemme 2.2.2 Soit f € C|x,y] non nul, pour tout n € N*| f"est un polynome de Darboux

si et seulement si f est un polynome de Darboux . De plus Lyn = n.Ly .

Démonstration : 1) On montre que si f™ est un polynéme de Darboux implique que f est
un polynoéme de Darboux .

Supposons que pour tout n € N*| f "est un polyndéme de Darboux, c¢’est-a-dire
X (f") = L. fm

Par récurrense on montre que:

X(f") =nfrX(f).

1) Pourn=1:0na X (f) =X (f), l'égalité est juste .

2) On suppose que 1'égalité est juste pour n = k ,c’est-a-dire

X (f*) =k XA(S)

et on montre 1’égalité suivante :

X () =k +1)./2X(f),
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2.2. Polynoémes de Darboux

on a

X () = x (1)
= [X(/5)+ X))
= fESTUX() + XS
= (k+1).f2X(f).

Par conséquent pour tout n € N*.

on a
X(f*)=Lpnf" =n.f""L.X(f)
implique

Ln.f =n.X(f)

d’ou f divise X (f), donc f est un polynome de Darboux.
2) On montre que si f est un polynéome de Darboux alors f” est un polynéome de
Darboux.

Si f est un polynéme de Darboux, c¢’est-a-dire :

X(f)=Lys.f

alors
nf VX (f) = nofth Ly f
d’oit
X(f") =n.Ly.f"

on voit que: f™ divise X (f"), donc f™ est un polynome de Darboux. =

Proposition 2.2.1 Soit f € C|[z,y] un polynéme non nul, la décomposition de f

en polyndomes irréductibles est donnée par:

f = f1n1-f2n2---fknk-

La courbe algébrigsue définie par C' = {f(z,y) =0 } est invariante de Ly
si et seulement si C; = {f; (x,y) = 0} pouri € {1,2,...,k} est une courbe
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2.3. Critére de Darboux-Jouanolou

algébrique invariante de Ly, .
De plus
Lf = nlLfl + nth + ...+ nkak.

Démonstration : D’aprés le lemme précédent, nous savons que si C' = {f(x,y) =0 }
est une courbe algébrique invariante de cofacteur Ly si et seulement si
C; ={f" (z,y) = 0} pour ¢ € {1,2, ..., k}est une courbe algébrique invariante

de cofacteur L, et de plus
Lf = TLlLfl + TLQsz + ...+ nkak .

puisque les f;" pour i € {1, 2, ..., k}sont des polynomes de Darboux si et

seulement si les f; sont des polynomes de Darboux. m

2.3 Critére de Darboux-Jouanolou

Théoréme 2.3.1 Soit w une 1-forme différentielle polynomiale de degré d dans C2.

d(d+1)

St w admet + 2 courbes algébriques invariantes, alors w admet une

intégrale premiére rationnelle.

d(d+1)

Démonstration : Soit C; = { fi(z,y) =0}, ...,Cr = {fx(z,y) = 0} les 5

+2
courbes algébriques invariantes de w .

En utilisant les cofacteurs associés aux courbes algébriques invariantes C; = { f1(x,y) = 0}, ...
Cr—1 = {fr_1(x,y) = 0}, on peut construire une 1-forme rationnelle 1, de la forme:

k-1

h = Z ai%
i=1 ¢

telle que:
w /\ T}l - 0

de maniére analogue, on peut utiliser les cofacteurs associés aux courbes algébriques

invariantes Cy = { fo(z,y) = 0}, ...,Cx = {fx(z,y) = 0} , pour construir une 1-forme
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2.3. Critére de Darboux-Jouanolou

rationnelle 7, de la forme:

k

df;
7]222@%, telle que : wAn, =0 et B, #0.
i=2 v

Comme f3; # 0, alors I’ensemble des poles de n,et 1, sont distincts.

Ainsi, on sait qu’il existe une fonction rationnelle non constante I telle que:
mo=1.n,
prenant la différentielle extérieure de cette derniére expression on obtient
dn, = Idny + dI N n,

Mais 7, et 1, sont fermés, On conclut que:

dI ANny=0
par conséquent:
alors:

wAdl =0.

Donc I est une intégrale premiére pour w. m

Corollaire 2.3.1 Soit w une 1-forme polynomiale dans C?, alors il existe une intégrale
premiére rationnelle pour w si et seulement si, w admet une infinité de courbes

algébriques tnvariantes.

Démonstration : Si w admet une intégrale premiére rationnelle, alors il existe f et g dans

w/\d(i) =0.
g

wA (f.dg—g.df)=0. (2.4)

C [z, y] telle que

et en particulier

posons f, =f—Ag , A€ C, alors

wAdfy =wAdf —Alw Adg
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2.4. Détermination des facteurs intégrants

d’apres (2.4) :

d d
w/\—f:w/\—g

9

alors:

oNdh = (7= 2w T = (7= ag)wn Y.

d
Donc w A ﬁ est une 2-forme polynomiale, c’est-a-dire les facteurs irréductibles
A
de dfy sont des courbes algébriques invariantes, puisque A est un nombre complexe

arbitraire, alors on a un nombre infini de courbes algébriques invariantes .
La réciproque:
Si w admet une infinité des courbes algébriques invariantes, le théoréme 2.3.1

nous assure que w admet une intégrale premier rationnelle. m

2.4 Détermination des facteurs intégrants

Proposition 2.4.1 Soit w une 1-forme polynomiale dans C?, si w admet des courbes
algébriques invariantes ¢y = { fi(z,y) =0}, ...,c, = {fu(z,y) = 0}, et qu’il existe des

nombres complexes oy, aua, ..., oy, tels que:

dw = i ;0.
i=1

Alors w admet un facteur intégrant de la forme:

Démonstration : S’il existe des nombres complexes vy, oo, ..., a, tels que:

dw = z”: ;0.
i=1

Alors la 1-forme différentielle rationnelle fermée donnée par:

n = Zai%, telle que dw = (—n) A w.
i=1
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2.4. Détermination des facteurs intégrants

Lorsque nous considérons la fonction multiforme

F = exp(/n>:exp</2ai%>
= exp (Z o / d7ﬂ> = exp <Z «; log fi)
= exp (Z log fio‘i> = Hflo"

On voit qgsue dF = Fn, donc:

d(Fw) = dF Nw+ Fdw
= InANw—-Fnhw

= 0

Par conséquent, Fest un facteur intégrant pour w et plus précisément, si nous

avons { f1.fa-..fx = 0}, pour la fonction F' dans U on a la fonction

est fermée et exacte, et sa primitive est

I:/F.w:/iljfiai.w

la fonction I est une intégrale premiére pour w. m

Corollaire 2.4.1 Soit w une 1-forme polynomiale de degré d dans C2.
d(d+1

St w admet courbes algébriques invariantes irréductibles, alors w admet un

facteur intégrant ou une intégrale premiére de la forme:

F=]]r (2.5)

. g d(d+1 . . :
Démonstration : Supposons qu’il existe n = ¥ courbes algébriques invariantes de
w données par des polynoémes fi, fo, ..., fn -

Les cofacteurs associés aux courbes algébriques invariantes sont des 2-formes différen-
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2.5. Facteurs intégrants inverses

tielles de degré inférieur ou égal a d — 1.

Comme le C—espace vectoriel des 2-formes différentielles de degré inférieur ou égal a
d — 1 est de dimension d(dT—i_l)

Les cofacteurs associés aux courbes algébriques invariantes ¢; = { fi(z,y) = 0}, ...,
¢n = {fn(z,y) = 0} sont linéairement dépendants ou constituent une base pour le
C—espace vectoriel des 2-formes différentielles de degré inférieur ou égal a d — 1,
dans le premier cas il existe des nombres complexes (non tous nuls) oy, s, ...,

tels que:
> a0 =0. (2.6)
i=1

et d’aprés la proposition 2.1.1 on a:
F = Z a;log f;.
i=1

est une intégrale premiere pour w, prenant ’exponentielle de F'qui est aussi une intégrale
n

premiére, donc nous avons une intégrale premiére de la forme F' = H o
i=1

Lorsque les cofacteurs engendrent I’espace des 2-formes polynomiales de degré inférieur

ou égal & d — 1, alors dw est une 2-forme polynomiale de degré inférieur ou égal a d — 1,

on peut écrire dw comme combinaison linéaire des ©,. Ainsi d’aprés la proposition 2.4.1,
n

nous avons un facteur intégrant de la forme F' = H Y. m
i=1

Proposition 2.4.2 Soit w une 1-forme polynomiale, s’il existe deux formes rationnelles

fermées n, et ny telles que dw = 1, Nw pour i € {1,2}, alors w admet un facteur

intégrant rationnel.

Démonstration : Considérons la 1-forme diftférentielle 7, = 1, — 1, , d’aprés I’hypothése

on a w A1, = 0, donc il existe une fonction h telle que h.w = 7, et comme 7, est fermée,

alors h est un facteur intégrant rationnel pour w. =

2.5 Facteurs intégrants inverses

Définition 2.5.1 Soit U C C2, un ouvert et pi: U — C, un facteur intégrant du systéme
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2.5. Facteurs intégrants inverses

d’équations différentielle (1.1) .
1
On dit que la fonction holomorphe non nulle V- = — est un facteur intégrant inverse

du(1.1) .

La fonction holomorphe V' est un facteur intégrant inverse du (1.1) sur W = U \ {V(z,y) = 0},
si c’est une solution de ’équation aux dérivées partielles linéaires suivante:

ov ov oP 0Q
p=_ I (e 2
8$+Q8y (8x+8y)v

L’intégrale premiére I, du systéme d’équations différentielles (1.1) associée au facteur

intégrant inverse V' est définie sur un ensemble ouvert W = U \ {V(z,y) = 0} par:

I(z,y) = / fiw
_ / w
Y
Proposition 2.5.1 Soit V' un facteur intégrant inverse du (1.1) définie sur un ouvert

W CC%

1
La fonction v définie sur W \ {V(x,y) = 0} est un facteur intégrant, alors la fonction:

est une intégrale premiére du (1.1) .
1
Démonstration : la fonction v définie sur W \{V(x,y) = 0} est un facteur intégrant

c’est-a-dire:

XV
— 2
= ldivX
Vv

1
On a v est un facteur intégrant c’est-a-dire

0 P(z,y) 0 Q(xy)

Oz V (z,y)  OyV (z,y)
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2.6. Facteurs exponentiels

alors

X (I (,y))

0 0
ol (z,y) = 01 (z,y)
P ox e oy

ro: (- [t [ (Vs
o, (- [rgor [ (Ve
5 | Tl "o | v
Ko Al e er LAy
el aly Al

+

P

Vi(z,
0.

Donc la fonction I est une intégrale premiére du (1.1) .

2.6 Facteurs exponentiels

o Ao
5] vy
Q

i) )
. ))

/(/5 )

Définition 2.6.1 Soient h,g € C[x,y], premiers entre euzx, la fonction exp (%) s’appelle

facteur exponentiel du systéme d’équations différentielles (1.1) s’il existe k € Clz,y] de

degré d — 1, vérifiant

o0 (2) =k ().

On dit que k est le cofacteur de facteur exponentiel exp (%)

Proposition 2.6.1 57 i = exp <%) est un facteur exponentiel du systéme polynomial(1.1)

alors ¢ = {h(z,y) = 0} est une courbe algébrique invariante, et g satisfait ’équation

X (9) =9.Ln+h.L,,

ow Ly et L, sont les cofacteurs de h et i .
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2.7. La théorie d’intégrabilité de Darboux

Démonstration : Soit u = exp (%) un facteur exponentiel de cofacteur L, , on a:

Ko (2)) = ton(?)
- on(2) ()

9\ (X(9))-h—(X(h)).g
- P (E) K2

équivalent a

(X (9))h— (X ().g = h*.L,.

ainsi h et g sont premiers entre eux, h divise X (h), alors ¢ = {h(z,y) = 0} est
une courbe algébrique invariante de cofacteur L, = — maintenant on
remplace X (h) par Lj.h, dans la derniére équation, on obtient

X(9)= gLp+hL, =

2.7 La théorie d’intégrabilité de Darboux

Avant de comencer & donner des résultats de la théorie de Darboux, on a besoin de
présenter quelques définitions.
Si
d—1
S(x,y) = Z ai; 'y’
i+j=0

d(d+1)

est un polynome de degré inférieur ou égal a d — 1, avec coefficients dans C

alors on peut écrire S € Cy_1 [z,y], et par I'identification de I’éspace vectoriel linéaire

d(d+1)
Cy1[z,y] avec C 2 | on obtient I'isomorphisme:

S — (a0, @10, Q015 - Ad—1,0, Ad—2,15 -+, G0, d—1) -

On dit que les r points (z3,yx) € C* k € {1,2,...,r} sont indépendants si I'intérséction

des r hyperplans:

d—1
Z aiszyi =0 pourke{l,2,..r}
i+5=0
A d(d+1
dans C 2 est un sous espace linéaire de dimension M —r.

2

32



2.7. La théorie d’intégrabilité de Darboux

On remarque que le nombre maximum de points singuliers isolés du systéme d’équations

différentielles (1.1) , est d* (par le théoréme de Bezout), alors le nombre maximum de

. . Lo : . d(d+1
points singuliers isolés indépendants du systéme d’équations(1.1) est (—)

d(d+1)
2
Le point singulier (xg, o) du systéme d’équations(1.1) s’appelle point faible si

div (X) =0 en (xg,yo)-

, et alors

< d?>pour d > 2.

Théoréme 2.7.1 Considérons le systéme d’équations différentielles (1.1) de degré d qui

admet p courbes algébriques invariantes irréductibles ¢; = { f; (x,y) = 0} de cofacteurs

K; pouri € {1,2,...,p} , q facteurs exponentiels exp Z—j de cofacteurs L; pour

j€1{1,2,...,q} , et les r points singuliers indépendants (xy,, yr) € C* avec fi (g, yx) # 0
pouri € {1,2,....,p} et pour k € {1,2,...,r}.

(i) Sl existe A; ,u; € C non tous nuls, alors

p q
S NKi+ Y pLy=0
i=1 j=1

si et seulement si, la fonction multiforme

st (1)) ()

est une intégrale premiére du systéeme (1.1) .
(13) Si
d(d+1
p+q+r>—LE—l+L

alors il existe \; ,u; € C non tous nuls tels que

p q
i=1 j=1

(i11) Si
d(d+1)

p+q+r> 5

+ 2,

alors le systéme (1.1) admet une intégrale premiére rationnelle .
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2.7. La théorie d’intégrabilité de Darboux

(iv) Sl existe \; ,pu; € C non tous nuls, alors

p q
S NEKi+ Y pLy = —div(X)
i=1 j=1

st et seulement si

H1 tg
I= f\l...f;‘P, (eXp (%)) (exp (%))

est un facteur intégrant du systéme (1.1) .

(v) Si
d(d+1)

+q+r=
pta+r 5

et les v points singuliers isolés indépendants du systéme d’équations(1.1)

sont faible, et la fonction

I = f‘l...f;"’. (exp (%)) 1 (exp <Z—Z)) '

est une intégrale premiére si

p q
S NKi+Y Ly =0,
i=1 j=1

ou un facteut intégrant si

p q
S NK+ Y Ly = —div (X)
i=1 j=1

avec A; ,jt; € C non tous nuls.

(vi) Sl existe A\; ,pu; € C non tous nuls tels que

p q
S NKi+ Y Ly =—s
i=1 j=1

pour s € C*, alors la fonction

M1 Hq
I= f‘l...fI;\P. (exp <i—1)) (exp <%)) exp (st)

est invariante pour le systéme d’équations (1.1) .
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2.7. La théorie d’intégrabilité de Darboux

F; = exp (%) .

On a p courbes algébriques invariantes irréductibles ¢; = { f; (z,y) = 0} de cofacteurs

Démonstration : Nous posons

K; pour i € {1,2,...,p} , et ¢ facteurs exponentiels exp 93} de cofacteurs L, pour

j€{1,2,....q}, alors on a

>
.

X () =t Xj(f) X(F) =n.F).

et
X (fi) = Ki.fi, X (Fy) = L;.F}.
On va commencer de monter par récurrence que:

X (FRf) = () (Z)\iX;fi)> |

i=1

pour tout p >~ 1.
a) Pour p=1, on a

X(F) _ oy X(R)

XA =nfit = h

b) Supposons que

X (i) = () (%AX;JC)>

est vraie pour p = k — 1, et montrons que

X (frf) = (£ ) (Dz-Xj{”)'

i=1

X () = X (g
M e
= fljk X( : kf11

)
)+ () X (1)
(%Aix(m>+( B e KU

e
—, X(f) . X(f)
(Zf R

. )‘k /\1 >\k—1
= Je U1 o Jkr

A Ak—
= (A

= (Ar) ( k

N——




2.7. La théorie d’intégrabilité de Darboux

alors le principe de récurrence est vraie pour tout p = 1.

(1) On a

X(I) = X(fr.frrF F)
= (P F) X ( Al...pr) (Al...fkp). (F" . Fy)

— (FMLF) () < )

+ () (FE L) ( 1, )
= (fMofFLF, (ZA Z )
= (S S FLE) (ZAJQ + Z uij)

(i7) On a les cofacteurs K; et L; sont des polynomes de degré d — 1, alors
d(d+1)

5
Le point (xg,yx) est un point isolé du systéme (1.1) , p (zx, yx) = Q (zx, yx) = 0.

Alors
X(fi)=P (gfl> +Q (afl) = K;.fi,

Ki (zr, yr) -fi (r, yr) =0

K;, Lj € Cy_q[z,y] et la dimension de Cy_; [z, y] est

et donc

et comme f; (zg, yx) # 0, alors K; (zg, yx) = 0 pour i € {1,2,...,p}.

De la méme maniére on a
OF; OF;
X (F.)) = -3 —J) =[L.F.
) p(@m)w(ay) "
et comme

L; (xr, yi) - Fj (xr,y1) =0

c’est-a-dire

F; = exp (%) # 0
J
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2.7. La théorie d’intégrabilité de Darboux

alors

pour tout j € {1,2,...,q}; par conséquent les r points singuliers (xy, y) € C?

sont indépendants. Soient K; , L; pour (i =1,...,pet j =1,...,¢q) une famille de
d(d+1)

polynomes dans le sous espace S de C4_1 [z, y], de dimension —5  —monap +q
d(d+1)

5 —r , on en déduit que les p+ g polynémes

polynomes K; , L; et comme p+q >
sont linéairement dépendant dans S.

Alors il existe A; ,u; € C non tous nuls tels que

p q
> NKi+Y Ly =0.
i=1 j=1

d(d+1)
2 )
donc p + ¢ > 2 et d’apres les hypothéses de (iii) et par application de (i7)

(7ii)Le nombre r de points singuliers indépendants vérifie r <

sur p 4+ g + 1 fonctions qui forment des courbes algébriques invariantes

ou des facteurs exponentiels . On peut ecrire
M1 + OégMg + ...+ Oép+q_1Mp+q_1 = O, M2 + 63M3 + ...+ 6p+q_1Mp+q—1 = 0,

ou M; sont des cofacteurs K; et L;, et les oy et 3; sont des nombres complexes.

et d’apres (7), les deux fonctions

_ Boto—
G1.G*..Gortl | Gy.Gar Gt

p+q—1

sont des intégrales premiéres du systéme (1.1) , ou G est le polynome qui
définit une courbe algébrique invariante ou facteur exponentiel qui admet le
cofacteur M, pour [ € {1,2,...,p+ q— 1} . et si on prend le logararithme des

deux intégrales premiéres on obtient

I, = log(Gy)+ aslog(Gs) + ... + apig—11og (Gpig-1),

]2 = IOg (Gz) + 63 IOg (Gg) + ...+ Bp—i-q—l IOg (Gp—l—q—l) s

sont des intégrales premieres du systéme (1.1) , sur leur domaine de définition.
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2.7. La théorie d’intégrabilité de Darboux

chaqu'un a un facteur intégrant R; tel que

I; I;
P(Ji,y) = RZ (fL‘,y) g_yl ) Q(IL’,Z/) - _Ri (:E7y) %7
ainsi on a
01y
B 0w
R, 0L
ox

et les fonctions (G; sont des polynémes ou des exponentiels avec des quotients

sont des polynomes, et les fonctions — sont rationnelles pour i € {1,2}.

oz

Alors de la derniére égalité, le quotient El de deux facteurs intégrants
2
est une fonction rationnelle et la proposition 1.3.1 donne (i7).

(1v) L’égaliteé
p q
> NKi+ Y pLy = —div(X)
i=1 j=1

est équivalente a
X(I) = X(fr.fr P F)

A A
— ( 11---fpch{L1

= (f..fy.F"..F, (ZAZK +Z ;L )

=1

= — (M f’\ FLLF) div (X

(v) Soit K = div(X) , tel que K € C4_1 [,y]. les r points singuliers (zy, yx) sont
faibles, alors K (xy,yr) = 0 pour k € {1,2,...,7}, donc K est linéaire dans le sous
espace S (de la preuve (ii)).

dd+1
AinsiS=p+q=—< +1)

—r>0etonap+q+ 1 polynémes :
Ky, Ky, ..., K, Ly, Ly, ..., L, K

dans S (on suit la méme démonstration de (iz) ), il est claire que ces polynomes sont

linéairement indépendants dans S.
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2.7. La théorie d’intégrabilité de Darboux

Alors, il existe A; ,u;, @ € C, non tous nuls, tels que

(z_p;AK) <Z 1L ) +aK = 0.

Si @ = 0 et comme dans la démonstration de (i) , la fonction

ot (o () - ()

est une intégrale premiére du systéme (1.1) .
On suppose que « # 0, par division de ’équation précédente par a(si ¢’est nécessaire ),

on peut dire que o = 1, alors on a
p q
- (Soum) - (S )
i=1 j=1

X(I) = X(fr.frrF". F)

Donc

= (i fyr F Ly Z)\ZX(fl)+ MX(F]-))

fi — 7 F
_ ( . pr Fﬂl F“q)

= —(fvfyr B Ey

— ~—~ 7~ N~
N ME Il
>
=
+
MQ
F
L
SN——

= — (. fyr B Ey

p q

(vi) Nous avons \; ,u; € C non tous nuls tels que ) N\K; + > p;Lj = —s
i=1 j=1

alors

X(I) = X(fr.frr P Fe™)

X i I X(F;
= (fM i LE et (Z;A ;f) +Z“, ( J)

%

)

p
= (i fyr By e (Z)\K +Z 1L +5>

= 0.

donc (vi) est vérifie. m
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2.8 Applications sur la théorie de Darboux

Exemple 2.8.1 Considérons le systéme quadratique suivant:

d
= ylay+b) — (@ 42 - 1)
5 avec a#0

Soit f1 (z,y) = ay + b, on montre que Cy = {ay + b = 0} est une courbe algébrique
tmvariante de ce systéme .

On a X (f1) = Ky.f1, tel que

5 o 0 0
X=(-ylay+b)— (x> +y —1))%+$(Gy+b)a—y,
alors
X (f1) = (—y(ay+b)—(m2+y2—1))w+x(ay+b)%ﬁ
= az(ay +b)
= ax.fi(z,y)

donc Cy = {ay + b = 0}est une courbe algébrique invariante de cofacteurK; (z,y) = ax.
De la méme maniére, on peut montrer que Co = {x? + y?> — 1 = 0} est une courbe
algébrique invariante, soit fo (x,y) = 2> +y*>—1, on a :

X(f2) = (~ylay+b) = («*+4° ~ 1)) a(ngf_l) +x(ay+b)a($2t}52_1)

= —2zy(ay+0b) — 2z (2* +y* — 1) + 2zy (ay + b)

= 2z (2®+y°—1)

= _Qfo (iL’,y) :

Alors Cy = {22 +y*> — 1 = 0} est une courbe algébrique invariante de cofacteur
K (z,y) = —2x.
Donc d’aprés (i) du théoréme de Darbouzx, on a \ K7 + MKy = 0, c’est-a-dire
Arax — 2 ox = 0, alors al; = 2)\y . Par conséquent la fonction est définie par
Izy) = ff"
= (ay+ b)2. (x2 + 9% — l)a

est une intégrale premiére du systéme.
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Exemple 2.8. 2 Considérons le systéme d’équations différentielles suivant:

=z (ax + ¢)
gt avec  abc # 0.

s =y (2ax + by + ¢)
Ce systéme admet cing solutions algébriques de degré 1, d’ou cing courbes

algébriques c’est-a-dire:

fi(z,y) =z <= C, = {x =0} de cofacteur K, (z,y) = ax + ¢,
z,y) = ar + ¢ <= Cy = {ax + ¢ = 0} de cofacteur K, (v,y) = ax,

fa(z,y) = ax + by <= Cy = {ax + by = 0} de cofacteur K, (z,y) = ax + by + ¢,

fs (@

Et d’aprés (ii) du théoréme de Darbouz le systéme admet une intégrale premiére de la

fa(
fs(z,y) =y <= C5 = {y = 0} de cofacteur K3 (x,y) = 2azx + by + c,
(,

(z,y

) =azr + by +c <= C5 ={ax + by + ¢ = 0} de cofacteur K5 (x,y) = ax + by .

forme:

I(z,y) = M2 f8 f f2 avee N €C
qui satisfait
5
D MK =0,
i=1
les solutions de cette équation sont Ay = A5 = —1, da =X gy =1 et \3 =0,
par conséquent ['intégrale premiére est

ax + c) (azx + by)
z (ax + by + ¢)

[<:U7y) = (

On remarque que ce systéme a cing courbes algébriques invariantes et d’apres (ii7) du

théoréeme de Darboux, le systéme admet une intégrale premiére rationnelle.

Exemple 2.8.3 Considérons le systéeme d’équations différentielles suivant:
dx

— =y —b(a®+y°)
gt avec b # 0
Yy _

— ==
On a c={z?+y* =0} est une courbe algébrique invariante de cofacteur
K (z,y) = —2bx, ainsi div (X) = —2bx, alors d’aprés (iv) du théoréeme de Darboux
(22 + y2)71 est un facteur intégrant, et facilement on peut montrer que la fonction
définie par:

I (z,y) = exp (2by) (* + )
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2.8. Applications sur la théorie de Darboux

est une intégrale premiere du systéme.

Exemple 2.8.4 (Equation de Lotka-Volterra ).

Considérons le systéme d’équations différentielles de Lotka-Volterra:

d_x = ax — [y

Fi (2.7)
2= —yy + 0xy

dt

ou a, 3,vet & sont des nombres complexes.
L’éxistence d’intégrales premiéres de ’équation 2.7 est équivalent a [’existence

d’intégrales premieres de la 1-forme différentielle:
w=y(y—odzx)dr+z(a—Py)dy
il est facile de voir que les courbes données implicitement par:

{x=0} et {y=0}

sont invariantes et leur cofacteurs sont donnés par:

0, = w/\%:(ﬁy—a)dx/\dy

et

d
0, = w/\?y:(fy—éx)dx/\dy

En générale, ces cofacteurs sont linéairement indépendants, lorsque nous

considérons la différentielle de w, on a :
dw=—(fy —a)dx Ndy — (y — dz)dx Ndy = -0, — O,

donc on a

(a:y)flest un facteur intégrant pour w, alors on a une intégrale premiére c’est
la fonction multiforme I, donnnée par 'intégrale de (a:y)_l w, c’est-a-dire

I = [ 2
zy

= [T+ @8

= —d0xr — By +ylogz + alogy.
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Remarque:

Nous résumons dans le tableau ci-dessous les types d’intégrales premiéres obtenus

au cours de ce chapitre par une relation linéaire entre les cofacteurs associés aux

courbes algébriques invariantes, les facteurs exponentiels et la différentielle

extérieure de la 1-forme pour étre intégrée.

Relations

Types d’intégrale premiere

Zal@fi =dw, a €C

i=1

I = fola”‘w

Y0, =0, a; €C I = Zaz log f;

i=1

n G

;ai@fiz(),aie(@ ]:E avec G, H € C|x,y]

Z_p q P d g:\ \"

Z NEKG + Z ,uij =0, )\i,[}Jj eC = l_‘[fz)\Z H (exp <h—]>)

i=1 j=1 i - j

P q pl ]ql g\ \"

E Z = =5, A\, p; €ECs€C = Hfz)‘l H (ex (h—]>) exp (st)
=1 7=1 =1 7j=1 J

Tableau 1:
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Chapitre 3

La méthode d’intégration de Liouville

3.1 Corps différentiel

Définition 3.1.1 Soit K un corps et A un ensemble fini de dérivations sur K.

On dit que le couple (K, A) est un corp différentiel, si pour tout §; , o € A et f € K,

on a :

62 (61 (f)) = 01 (02 (f))

Exemple 3.1.1 D’apreés le lemme de Schwartz on a

9of _ 009f
ox 0y  Oyox’

le couple <(C (z,y), (%, %)) est un corps différentiel.

pour tout f € C(x,y),

Dans ce qui suit nous allons travailler uniquement avec le corps différentiel

o 0
C(z,y), | =—, =— et ses extensions Liouvillienne.
ox’ Oy

3.2 Extension Liouvilienne

o 0
Définition 3.2.1 Une extension Liouvilienne (K, A) du corps différentiel (C (x,y), (8_’ 8_>>
T oy

est un corps différentiel obtenu comme suit: il existe une chaine finie de corps
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3.2. Extension Liouvilienne

différentiels (K;, ;) oui € {1,2,...,n} tels que:

1) (Ko, Ap) = <(C (z,y), (%, %)) et (Kn,A,) = (K,A).

2) C=K¢CcK,C..CK,=K.
0o 0
3) Ak, , = Ai_1 et notons A; = {%, 6_y} .
4) le corps des constantes de K; coincide avec C c’est-a-dire:

of _of 1\ _
{fEKi %—a—y_o}_c

5) K; = K;_1(t;) ou t; vérifie U'un des trois types ci-dessus:

(5.a) t; est algébrique sur K;_ ;.

ot; Ot;
(5.b) 9’ 0y dans K;_1.

10t; 10t
(5.¢) L or 10y dans K;_.

'Iﬁ

Si f est un élément de K par construction, f peut étre considéré comme une

fonction analytique dans un certain ouvert U; de C.

2- La condition (5.b ) nous permet d’ajouter la primitive d’une forme différentielle
fermée, avec des coefficients dans K;_;.

3- La condition (5.c ) nous permet d’ajouter I’exponentielle d’un élément de K;_;.

4- Si K est une extension Liouvillienne de C (z,y), alors pour tout élément f € K,

nous considérons que sa différentielle extérieure est:

of of ,
d‘f‘@—yy

donc df est une 1-forme différentielle a coefficients dans K.

df =

5- Nottons le K— module des 1-formes différentielles & coefficients dans K par
QL cest-a-dire: a appartient a Q1 si et seulement si a = adx + bdy ot a,b € K.
6- En utilisant la forme différentielle, nous pouvons reformuler les conditions
(5.b ) et (5.c ) de la définition de I’extension Liouvillienne:
(5.b) = dt; € Q, .

(5.c) : df € Qg .
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3.3. Critére de Singer

Définition 3.2.2 Soit w une I-forme différentielle rationnelle dans C2.

On dit que w a une intégrale premiére Liouvillienne, s’il existe une extension

Lioum’llienne([( , (82’ §>) de C (z,y) et un élément f € K telles que:
T oy

df #0 et wANdf =0.

3.3 Critére de Singer

Le résultat suivant en raison de Singer, qui caractérise une 1-forme différentielle

rationnelle dans C? qui admet une intégrale premiére Liouvillienne.

Théoréme 3.3.1 Si w une I-forme différentielle rationnelle dans C?, alors w admet
une intégrale premiére Liouvillienne, si et seulement si, il existe une 1-forme rationnelle

fermée n telle que:

dw=nAw.
Lemme 3.3.1 Soit K une extesion de ((C (z,y), (ag, g)) et K (t) une extension de K
telle que: t
a) t est algébrique, ou
b) % € Qk , ou
c) dt € Q)
Siw € QL | alors :
dw=nANw
dn=20

admet une solution dans Q% si et seulement si, elle admet une solution dans Q}((t).

Démonstration : Il est clair que toute solution dans Q1 est également une solution dans
1
Supposons donc que nous avons une solution 7 dans Q}((t), examinons chaque possibilité
séparament pour ¢ .

a) t est algébrique.

Soit o un automorphisme de Galois de l'extension K C K (t), si i) est fermée, alors o*n
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3.3. Critére de Singer

ol 0*n = n oo est fermée aussi, donc:

1
dw=| ——— o | A
[K (t) : K] geGal[ZK(t)’K]

nous avons donc une solution dans Q% .

b) %EQ}{.

La solution n € Q}((t), peut s’écrire sous la forme :
n=a(t)dx +b(t)dy ou a,be K(t) .

Considérons la série de Laurent de a et b, nous pouvons ecrire n comme suit :
o
n= E t'n, avec m; € Qj .
i=—k
et comme ¢ est transcendant, nous voyons que dw = n A w, implique que :

dw pour =10

i Aw =
0 pour i#0

on a 7 est fermée, donc :

=, dt
0= Z t (dm + 27 A m) . (3.1)

i=—k

dt
Notant que pour tout entier ¢ supérieure ou égale a —k , dn, + Z? Am; € Q. , et d’apres
le résultat de I’équation (3.1), on a dn, = 0, par conséquent 7, est une solution dans Q%..
c) dt € Q.

On écrit n de la maniére suivante :

k .
thm
=0

P(t)

ou n; € Nk et P(t) est un polynome unitaire dans K (t) de degré [ .

En différenciant 77, on obtient

k k
0= P(t) (Ztidm + it dt A m) - (Ztn) AdP(t) .
=0

1=0
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3.4. Forme rationnelle fermée

en rappelant que P(t) est unitaire et le coefficient de t'** dans I’expression ci-dessus

est dn,, , donc dn, =0 , et comme dw =n Aw on a

P(t)dw = (Ztini> Aw

alors k est supérieure ou égale a [ .

1) Si k = alors dw = 1;, A w et nous avons une solution dans QJ; .

2) Sik =l alors n, Aw =0 et par conséquent il existe h € K

telle que 1, = hw .

Donc nous avons une solution dans Q}, donnnée par dw = — Aw . m
Démonstration : (le théoréme3.3.1 ).

Supposons qu’il existe une 1-forme rationnelle fermée 7 telle que dw = n A w , donc il

existe une extension Liouvillienne K de C(x,y), ot nous définissons la fonction:

' =exp ( f 77); il est clair que F satisfait dF = F'n

alors:

d<£>  Fdw—dF hNw

= =0.
F E?
w
Si on ajoute la primitive de la fonction — & K on obtient une extension Liouvillienne de

K, et par conséquent une extension Liouvillienne de C (z,y) , ol w admet une intégrale

premiere.

Réciproquement:

Si w admet une intégrale premiére I dans I’extension Liouvillienne de K , alors il existe
h € K telle que dI = hw, comme précédament dw = —% Aw .

Par application du lemme, on voit qu’il existe une 1-forme rationnelle n dans C2,

telle que dw =N Aw. =

3.4 Forme rationnelle fermée

Théoréme 3.4.1 Soit n une 1-forme rationnelle fermée dans C2, alors n est de la

forme:

., 4 ( g )
= Ai— +d = .
! ; ! fj * f1n1-f2n2---fp :
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3.4. Forme rationnelle fermée

Oun; e N, N\, €C*, g, fj € Clx,y| et les f; sont des polynéomes irréductibles,
les courbes algébriques f; =0 sont des poles de n et les \; sont des résidus

de n autour de f; =0, \j = - f n , ouy; sont des petits cercles autour de f; = 0.
)

Démonstration : Soient fi, fo, ... fp eC [x yl et A1, Ag, ..., A, € C*, d’apres les données
la 1-forme méromorphe 2 =7 — Z)\- est fermée qui vérifie

ij

/ Q=0 pour je{1,2,...,p} (3.2)

Vi
o ap

en fait, [ Q= \,.2mi — Z)\ f7

Par la formule de Changement de varlables , on obtient

/ dfj / 2t si k=7
fiovk 0 si k#j
car les f; sont irréductibles .

Donc on a montré I’équation (3.2) .

Nous utilisons maintenant le fait que le premier groupe d’homologie de

—{fix fax..x f,=0}

a coefficients complexes est généré par V5 -

En termes plus précis , pour toute 1-forme 2 définie dans un ouvert
U=C*—{f1 X foa x ... x f, =0} vérifiant Péquation (3.2), il existe une fonction
holomorphe H : U — C telle que:

O =dH (3.3)

il reste & montrer que la fonction holomorphe H qui est définie dans 'ouvert U est une
fonction rationnelle, c’est-a-dire H € C(x,y).
Pour cela, nous utilisons la propriété des fonctions holomorphes définies dans un ouvert

dans le champ complexe , si pour tous x( et yo fixés, les fonctions:

2+ H(xg ,2)
ZHH(zayO)
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3.4. Forme rationnelle fermée

sont rationnelles , alors la fonction H est une fonction rationnelle.

Supposons que ’ensemble des poles de €2 ne contient pas des droites de la forme
r=cety=couceC.

Considérons maintenant la fonction f.(2) = H (¢, z) pour certains ¢ € C.

Si i, : C — C? désigne I'application de I'inclusion telle que z +— (c, z) , alors on a
d’apres 1’égalité suivante f. = Ho i. et 'équation (3.2),

dfc =d(H o iC):QOic:P(z)

dz avec P, Q € Clz], il est clair que nous pouvons

Q(z)
prendre () € C|z] et on désigne par ay, as, ..., a, € C ses racines, alors on peut
écrire
p
Q(z) =) (z—a)"
j=1

oun;,j€{l,2,..,p} sont des entiers positifs , considérons donc la décomposition

z
partielle de la fraction P , c’est-a-dire

Q(z)

P < ij N

par définition de € on a «;; = 0 pour tout ¢ € {1,2, ..., p}, pour cela nous pouvons

p(2)
Q(2)

dire que la primitive de est f., telle que f. est une fonction rationnelle
pour tout les ¢ € C .
De la méme fagon, nous pouvons dire que les fonctions z — H (z , ¢) sont également

rationnelles pour tout les ¢ € C , nous concluons que H est une fonction rationnelle. =

Corollaire 3.4.1 Soit w une 1-forme rationnelle dans C?, si w admet une intégrale

premiére Liouvillienne, alors w admet une intégrale premiére Liouvillienne

g
f)‘l.f)‘z...fA’“.eXp( — n).w
/1 2o AU S
oug, fi €eClr,yl , \y €C et n; €N pouriec{l,2,.. k}.

de la forme

Démonstration : d’apres le théoreme 3.4.1 | si w possede une intégrale premiere Liouvilli-

enne, alors il existe une 1-forme rationnelle fermée 7 de la forme:

L 4 ( g >
- A== d n )
! ; ’ fj i flnl-fzm--'fp g
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3.5. La méthode de Darboux (Révisée).

on obtient par l'intégration

[n- /(iAngj+d(f"1ng f))

7=1
- df; g

= bV 3_|_ — = -
2 | g

p
9
= )\logf ni n Np
; TR

dont ’éxponentiel de 'intégrale est un facteur intégrant de w
c’est-a-dire que w admet une intégrale premiére de la forme [ el |

en intégrant 7 on obtient le résultat . m

3.5 La méthode de Darboux (Révisée).

En supposant que nous pouvons déterminer toutes les courbes algébriques invariantes
par une 1-forme polynomielle w dans C?, la méthode d’intégration de Darboux comme
c’était présentée dans le chapitre 2, n’est pas ” loin 7 de la déterminer si w admet une
intégrale premiére Liouvillienne.

La méthode de Darboux est basée sur la recherche d’une 1-forme différentielle de la forme

dfz
n= Z N
de telle sorte que dw =n A w .

D’autre part , le théoréme 3.4.1 , nous dit que 1-forme rationnelle fermée dans C?

est de la forme:

_ df] ( g >
A i _
= Z Y L

donc il reste a modifier la méthode de Darboux pour prendre en compte le terme

g
d
(flnl'f2n2“'fpnp>

dans ’expression de w si-dessus.
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3.5. La méthode de Darboux (Révisée).

Définition 3.5.1 Soit w une 1-forme différentielle polynomiale de degré d et f,g € C |z, y]
deux polynémes sans facteurs communs.

On dit que h = exp %) est un facteur exponentiel de 1-forme polynomiale w.

st w A W est une 2-forme polynomiale de degré inférieur ou égale a d — 1
et la 2-forme est appelée le cofacteur exponentiel de h ; notons le cofacteur de h
par Oy, .
Proposition 3.5.1 Soit w une I-forme polynomiale de degré d dans C? et h = exp (%)
un facteur exponentiel pour w , on a
1) la courbe algébrique { f(z,y) = 0} est invariante pour w .

2) le polynome g € C [x,y] vérifie [’équation suivante
wAdg=g0;+ f O,

Proposition 3.5.2 Soit w une 1-forme polynomiale dans C?.
Siw admet k courbes algébriques invariantes distinctes f; pouri € {1,2,...,k}.
et | facteurs exponentiels indépendants e; pour j € {1,2, ...}
Alors on a:

a) S'il existe o; , 3; € C non tous nuls tels que

k l
> a0+ Y 5,0, = dw.
i=1 j=1

k !
Alors la fonction I = [ H 1o Hejﬂj.w est une intégrale premiére de w .
i=1 j=1
b) Sl existe a; , B; € C non tous nuls tels que

k !
DO+ B30, =0,
i=1 j=1

alors la fonction I = Zle a;log fi + 22:1 B;loge; est une intégrale premicre de w .
Lorsque tous les a; sont des nombres entiers, alors w admet une intégrale

premiére donnée par:
k l

I =exp(F) = Hfiai.Hejﬁj .



3.5. La méthode de Darboux (Révisée).

c) S’il existe \; € Z tels que:
k
> X0y, = dw
i=1

alors il existe c; € C , n; € N et g € Clx,y| tels que:

est une intégrale premiére de w.

Remarque:
Nous résumons dans le tableau ci-dessous les types des intégrales premieres utilisées

au cours de ce chapitre , suivant le théoréme de Singer.

Relations Le type de l'intégrale premiere

k l k l
Zai@fi + Zﬁj@ej =dw ; q; , 5]- ceC|I= foiai'Hejﬁj'w
=1 j=1 o =

k I
;ai@fi + Zlﬁj@ej =0;0;,8;€C I= Zle a;log fi + Z;Zl B;loge;
= j=

k

YO =dv ; o €L I=fr 2 f exp( ™ ;?2 nk) , N €C
= = AT LR Y
Ya©Or=0 ; oeQ I = T avec G, H € C|z,y]

i=1

Tableau 2: Les relations entre les cofacteurs et les intégrales premiéres .
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Chapitre 4

La méthode d’intégration de Lie

Considérons un systéme d’équations différentielles de la forme:

dx
gy (4.1)
ou P(x,y) et Q(z,y) sont des polyndémes & deux variables complexes. Ce systéme est

équivalent a 1’équation différentielle ordinaire d’ordre un suivante:

dy  Q(z,y)
dr  P(z,y)

4.1 Symeétrie d’une équation différentielle

Définition 4.1.1 La symétrie d’une équation différentielle est un changement de variables,

pouvant porter sur les variables dépendantes ou indépendantes, qui laisse [’équation

différentielle invariante.

Exemple 4.1.1 Considérons un systéme d’équations différentielles de la forme:
dz
gt
a4y
dt
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4.2. Groupe des symétries de Lie.

la solution de cette équation est y (x) = [w(x)dx + ¢ ou ¢ est une constante, cette
équation est invariante par le changenent de variable, y — y + ¢ ; si y est une solution

alors y + ¢ est également une solution.

On voit que la constante additive d’intégration est liée & I'existence d’une symétrie de

I’équation par translation de la variable dépendante y.

Exemple 4.1.2 Considérons un systéme d’équations différentielles de la forme:

dr
'
dy _
dt

la solution de cette équation est y (x) = c1e” ou cyest une constante, cette équation

est invariante par le changenent de variable, v — x + c. Si y (x) est une solution alors

y (z + ¢) est également une solution, c’est-a-dire y (x) = c1e® — y (x +¢) = ¢1e”T¢ =

(cref)e”.

On voit que la constante est liée a I’existence d’une symétrie de I’équation par translation

de la variable indépendante x.

4.2 Groupe des symétries de Lie.

4.2.1 Groupe de transformations a4 un parameétre.

Définition 4.2.1 Soit (x,y) un point d’un ouvert U C C? et T, une transformation & un
parametre € appartenant a un intervalle I C R |, avec ® est une loi additive interne

définie sur I , T, est définie comme suit:
T.:U — C? telle que : (x,y) — T.(z,y) = (£,9).

L’ensemble des transformations T, forme un groupe G a un parameétre si:
1) pour tout € € I la transformation T, est holomorphe.

2) I avec la loi additive intérne ® forment un groupe noté (I, ®).

3) To (z,y) = (2,9) = (z,y), ot e =0 est l'identité du groupe (I,P).

4) pour tout T, € G, T, est inversible et (Te)_1 =T..
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4.2. Groupe des symétries de Lie.

Exemple 4.2.1 Le groupe de transformations dans C? suivant

T+

T
cee R

Y

DN —
bt

y=y-+

est un groupe & un parameétre € , avec ® (¢,€') = e + €, ce groupe correspond a des

T
mouvements paralleles a 'orbite v , qui est une orbite d’angle 3 G est un groupe des

translations.

4.2.2 Transformation infinitésimale.

Considérons une transformation infinitésimale:

Te(z,y) = (T (x,y;€),9(x,y5€)) ou el

Le développement limité (de Taylor) de la transformation 7} (x,y) au voisinage de

I’identité 0, donne:

.9) = ) e (FGED 0 BEED ) 4 o) 0 ()

c’est-a-dire: o5
T=x+ 6% =0 +0 (€%)
€
99y (z,y;
y=y+e y(g €) |e=0 +0 (€%)
Notons: 92 ( )
T (x, ;€
§(z,y) = 5 =0
oy (x,y; €
77(%19) = a |e:0

La transformation:
T =x+¢e(z,y) +o(?)

J=y+en(z,y) +o(e)
est dite transformation infinitésimale de la transformation T, et (¢ (z,y),n(x,y)) est

dite composante infinitésimale de la transformation 7, .
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4.2. Groupe des symétries de Lie.

Générateur infinitésimal.

Définition 4.2.2 Le générateur infinitésimal de la transformation T, du groupe G, est
l"opérateur
0 0
X = x, — + €, a
& (@,y) 5+ ( y)ay
et pour toute fonction holomorphe F', on a l’égalité suivante:
OF (z,y) OF (z,y)

XFE(z,y) =& (x,y) —5 = +n(2,y) o

L’opérateur différentiel X = £(x, y)% + n(x, y)(% est 'opérateur du groupe G et X F
est la dérivée de Lie de la fonction F'.

Une série de Lie peut étre définie sous une forme condensée en utilisant ’application
exponentielle:

2
F(&,9) = F(x,y)+eXF(:c,y)+;—X(XF)+ .....

= exp(eX).F

[’avantage de cette formule est de remplacer une transformation non linéaire par une
série de transformations linéaires infinitésimales.
La connaissance de l'opérateur X (ou des coefficients infinitésimaux) permet de recon-

struire la transformation 7, puisque:

=
I

exp (eX)x
p(eX)y

ex

<>
Il

qui appelé série de Lie.

Exemple 4.2.2 Considérons la composante infinitésimale de la transformation T

dans C? suivante:

(5 (l’,y) 7 (:B?y)) = (_y>$) :

Ona X (v) =¢(x,y) =~y , X (X (2) = X (~y) = —n(z,y) = —x,
X3(x)=vy, ...etc.
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4.2. Groupe des symétries de Lie.

On a montré alors qu’on a la série suivante:

e e e
T =zz(l——4+—+...)—yle——+—+ ...
2l 4l 3l 5l

= xcose—ysine.

En faisant de la méme maniére avec 4, on trowve: X (y) = n(z,y) =z,
X (X (y) =X(2)=—y, X3 (y) =—x , ...etc.

On a montré, alors qu’on a la série suivante:

63 65 62 64
j = ST -S4 Sy
Y x(e 3 T a T >+y( R )

= xsine+ ycose.

Le groupe G, il s’agit du groupe de rotations, le générateur infinitésimal associé

a ce groupe est

0 0
= - g—i—xg
N y&x dy

Etant donné un générateur infinitésimal X, on peut reconstruire la transformation &

un parametre associée en résolvant le probléeme:

dT. (z,y)
- = XTe )
T (z,9) |

To (?L’,y) = (ZE,y)

Alors il ya une équivalence entre le groupe de transformation & un parameétre et son

générateur infinitésimal .
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4.3. Prolongation

Nom Transformations pontuélles | Générateurs infinitésimaux
0
translation | (Z,7) = (z + €,y) =
fis
0
translation | (Z,9) = (z,y + ¢€) X = E
Y
translation | (2,7) = (v + €,y +¢) 0 0
ranslation | (Z,79) = (x + ¢, € =~ 4 =
Y Y axa Jy
dilation (2,9) = (ex,y) , €20 | X= To-
€
0]
dilation (2,9) = (z,ey) , €20 | X=y—
P
dilation T,7) = (ex, € , €20 | X=2—+y=—
(@9) = (en.cy) e T
T =xcose+ ysine 0 )
rotation Y X =y—+a—
§ = xsin€ + y cose. Ox Ay
) T =xcose+ysine 0 0
rotation —y— —x—
) = —xsine 4 y cose. Ox dy

Tableau 4.1: définition des principaux groupes de transformation ponctuelle.

Définition 4.2.3 Une fonction holomorphe F' est dite invariante par le groupe G de tran

formations a un paramétre, si et seulement si
F (T, (x,y)) = F (z,y) VT.€G .

On peut montrer que F' est invariante par la transformation 7, si et seulement si X F' = 0.
Maintenant on s’interesse a la détérmination des groupes de transformations & un parametre

pour une équation différentielle ordinaire.

4.3 Prolongation

Considérons un systéme d’équations différentielles de la forme:

& = Py
¥y _
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4.3. Prolongation

ou P(z,y) et Q(x,y) sont des polyndmes & deux variables complexes.

Notons : X = C l’espace des variables indépendantes z, Y = C l’espace des variables
dépendantes y, Y, I'espace des germes a ’ordre k, dont chaque élément est de la forme
y®Fet Y®) = Yx Y, x ... x Y, est Pespace de produit cartésien.

Un groupe de transformations associé a cette équation différentielle d’ordre un est défini

par ces éléments comme suit:
T.:XxY —-XxY , telque: (z,9)— (Z,9)

ou Z et ¢ sont respectivement , 'image des variables indépendantes et dépendantes.
Avant la mise en oeuvre d’une méthode de calcul du groupe de symétries a un parameétre
d’une équation différentielle ordinaire , nous avons besoin de remplacer la notion d’équation
différetielle par un objet ”géométrique” .

Pour le faire nous avons besoin de prolonger I’espace de base X x Y représentant la
variable indépendante et dépendante a I’étude & un espace total qui représente également
les différents dérivés partielles survenant dans I’équation .

Cet espace totale X x Y® dont les coordonnées représentent les variables indépen-
dantes, dépendantes et les dérivés des variables dépendantes a ’ordre k est appelé

'espace de jet J®) d’ordre k de I’espace de base X x Y.

4.3.1 Prolongement a ’ordre 1

Etant donné une équation différentielle ordinaire d’ordre un, une transformation a un

parametre associée & cette équation différentielle est de la forme:

(Z,9)=T.(x,y) e X XY (4.2)
avec J = 7 (z,y,€) €Y . Le générateur infinitésimal associé a (4.1) de la forme:
0 0
X = 7 g
& (@,y) 5+ n(z,y) o5
ou
T =x+¢e(z,y) +o(?)

(4.3)

g=y+en(z,y) +o(e)
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4.4. Détermination du groupe de symétrie

Le prolongement d’ordre un de X , noté X (I, est un champ de vecteurs défini dans

espace de jet J1) = X x YD comme suit:

0 0 /

ox oy a_y’

et
77(1) (x7y)y/) = Dﬂ] (%?J) - y,Dl‘g <x7y) )

ou D, est 'opérateur différentiel total par rapport a x :

, 0
+ya—y+....

o (€%) implique que

0
D, = —

ox
On a d’aprés (4.3) : T =x+ € (z,y) +

di = dz+ edé (z,y)
= dr+e (85 (x’y)dx + o (Ly)dy)

ox dy
= (I+e(6+ye,))de

de la méme maniere pour y on obtient

dj=(y' +en, +y'n,)) dz
alors

dy g = y +em. +y'n,)

di 7" 14e(&,+yE,)
En utilisant le développement limité, on obtient :

~

U = yotem+yn,) Q+e(s+vE,)) +o()
= Y + € (nx -+ y:cny - ymga: - yigy) +o (62)
= g+ (z,y,9) +0().

Dot : nW (z,9,9) = 1, + Yally — Yoo — Y2E, = Dan (x,y) — ' Dol (2,7) .

4.4 Détermination du groupe de symétrie

Considérons un systéme d’équations différentielles de la forme:

dx
_:5 = Ple.y) (4.4)
E = Q(xa y)
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4.5. Facteur intégrant de Lie

Soit T, (z,y) = (Z,y) une transformation holomorphe qui dépend contintiment de ¢,

cette transformation est une symétrie de I’équation (4.4) si

dx dz

— = P(x, — = P(2,9
Y~ Qz,y) Y —Q,9)
dt ’ dt ’

Avant de définir le groupe de symétries, on aborde la notion de groupe de Lie.

Définition 4.4.1 Un groupe de Lie est une variété holomorphe G, munie d’une structure

de groupe telles que les opérations de multiplication et l'inversion sont holomorphes

Définition 4.4.2 Le groupe de symétries de Lie d’une équation différentielle ordinaire est
I’ensemble des transformations a un paramétre local € dans un voisinage centré en

0 continues par rapport & € et vérifiant [’équivalence (4.5).
Cet ensemble vérifie les axiomes d’un groupe et Ty est son élément neutre.

Apres la définition de ces deux groupes, on peut voir que les groupes de Lie comme des

familles de symétries qui varient d’une fagon réguliéres en fonction des paramétres.

Exemple 4.4.1 le groupe de rotation SO (2) d’angle 0 est une famille de symétries qui
dépend d’une facon continue d’un paramétre 6 , on laction de ce groupe sur C?

est définie comme suit:

cosf) —sind x cosf) —sind x xcosf — ysinf

sinf  cos# Y sinf  cos# Y xsinf + ycosf

De plus, le calcul du groupe de symétrie est algorithmique.

4.5 Facteur intégrant de Lie

d
Soit I’équation différentielle d—y = w (z,y) associée au systéme (1.1), I'idée consiste a
T

déterminer une intégtale premiére I, définie par la relation D, I (x,y) = 0, ¢’est-a-dire
0 0
— — ) I =0.
(5 +e i)
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4.5. Facteur intégrant de Lie

Si on connait une symétrie de générateur X et si I est une intégtale premiere, X1 I'est
également. Comme elle est unique, on peut écrire: X1 = F (I), ou F est une fonction

inconue. Il en résulte qu’il est possible de trouver une intégrale premiére ®,telle que

0% (,y) 0P (z,y)
Xd = —_— —=1
§(@,y) —5— +n(zy) a9y ,
. . e 1
pour cela, il suffit que ® soit la primitive de I
Alors il existe une intégrale premiére P telle que
0P (x,y) 09 (z,y)
Xo = —_— —=1
§(@,y) —5— +nz,y) o
0% (,y) 0% (z,y)
D, = —= JY) ————= =
0 Tw(®y) o
implique que
00 (zr,y) _ w (z,y)
Oz n(x,y) —w(z,y) & (z,y)
0P (z,y) 1

Ay n(z,y) —w(z,y)(z,y)

L’intégrale premiere s’écrit :
dy —w (I’, y) dx t
@x,y:/ = avecn —wé #0
(@) n(z,y) —w(z,y)(z,y)

Autrement dit,
1

n(z,y) —w(@y)é(z,y)

d
est un facteur intégrant de I’équation d_y =w(x,y).
T

d
Exemple 4.5.1 Soit l’équation différentielle d—y =y J , la condition de symétrie s’écrit:
x x

O  ON(a2 Y\_9n (0n 8£<2 y) 8£<2 y>2
(gaa: +n8y) (y x) Oz + Jdy Ox Y dy -
cette condition posséde une infinité de solutions, il suffit de trouver une solution particuliére
qui n'annule pas le facteur n(x,y) — w (x,y) & (x,y) . une solution polynomiale est facile a

trouver, si elle existe, il suffit d’essayer tous les polynémes dans l'ordre des degrés croissants,

onal(r,y)=x etn(x,y) =—y est une solution,
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4.6. Crochet de Lie et les symétries infinitésimales

d’ot
1 1

U(ﬂﬁay)—w(fﬂay)f(%y) _a:_y2

d
est un facteur intégrant de l’équation d_y =92 — g. Ona dy= <y2 — y) dx,
x x

x
d’ot
2 Y
1 ¥ =7
_:z:_y2 Y+ 3 dr =0,
par conséquent
0P (v,y) 1 1
Ox I 2y
0% (z,y) 1
dy ry?
1 .
alors ® (x,y) = — + In|z| = ¢, c’est-a-dire:
Ty
1

y:x(c—lnm)'

4.6 Crochet de Lie et les symétries infinitésimales

Définition 4.6.1 Soient X etY deux champs de vecteurs holomorphes dans C2.
Le crochet de Lie entre X etY, est noté [X,Y] , c’est le champ de vecteurs
holomorphe donné par l’expression:

0

X Y] = (X (Y (2)) =Y (X (2))) (% (X)) =YX W) g

Exemple 4.6.1 Soient X etY deux champs de vecteurs linéaires dans C* donnés par:

0 0
Y:cxa—x—i-dya—y

Ou a, b, c et d sont des nombres complexes, alors le crochet de Lie entre X etY est
0 0

X, Y| =ac— +bd — .

[X, Y] = acg—+ 9
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4.6. Crochet de Lie et les symétries infinitésimales

Définition 4.6.2 Soit X un champ de vecteurs rationnel dans C2.

On dit qu’un champ de vecteurs rationnel Y est une symétrie infinitésimale de X,

sl existe une fonction rationnelle u € C (z,y) telle que:
(X,Y] = pX

Exemple 4.6.2 Soient X etY deux champs de vecteurs linéaires dans C*donnés par

X = aE —i—b2
8% aya
Y = cx% —i—dy@—y

Ou a, b, c et d sont des nombres complexes, supposons que ac # 0 et bd # 0,
dans ce cas, s’il existe p € C(z,y) telle que: [X,Y] = uX, u est une fonction

rationnelle constante, c’est-a-dire p € C.

1l est clair que Y est une symétrie infinitésimale de X si et seulement si' Y est un

multiple du champ radial c’est-a-dire Y = p xﬁ + y2 .
ox dy

Proposition 4.6.1 Soient X et Y deux champs de vecteurs rationnels dans C?

et T =det(X,Y). Si T #0, alors:

X,Y] = (dw (V) — @) X + <M ~ div (X)) %
T T
Démonstration : Supposons que :
X = aﬁ + b2
&g 0ya '
Y = cm% + dya—y
alors
a c
T =det (X,Y) = = ad — be.
b d
et
X.Y]= (X(0) =Y (@) o+ (X (d) ~ Y (b)) +
T Ox oy

La décomposition de [X,Y| par rapport a X et'Y, donne

Xy e ([X%Y] Y) o det ([X%Y] X),
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4.7. Symétrie et I'intégration des facteurs rationnels

ainsi, la preuve de la proposition revient a montrer que :
det ([X,Y],X)=—-X(T) + T.div (X)

et
det ([X,Y],Y) ==Y (T) + T.div (Y)

nous montrons la validité de la premiére égalité par ['utilisation de la multi

linéarité de déterminant, nous obtenons:

_ X(a) ¢ ()
(1) X (T) = det + det
X(b) d b X (d)
et
@ det(X Y] X) mdet [~ ) e[ V@@
X(d) b Y (b) b

(+) X (T) + det ([X, Y], X) = det

on développe 'expression & gauche de (%), on obtient :
X (T)+det([X,Y],X) = (ad — be) div (X) = T.div (X)

Donc on a: det ([X,Y],X) = —-X (T) + T.div (X) , et par le méme raisonnement
on obtient : det ([ X,Y],Y)=-Y (1) +T.div(Y). =

4.7 Symeétrie et ’'intégration des facteurs rationnels

Théoréme 4.7.1 Soit X un champ de vecteurs polynomial dans C2.

1l existe un facteur intégrant rationnel pour X si et seulement si X admet une

symétrie infinitésimale.
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4.7. Symétrie et I'intégration des facteurs rationnels

0 0
Démonstration : Supposons que le champ de vecteurs X = P (z,y) — + Q (z,y) —

ox Jy
admet une symeétrie infinitésimale, par définition il existe un champ de
vecteurs rationnels Y et une fonction rationnelle y tels que: [X,Y] = uX |
X (T
et d’apres la proposition 4.6.1, on a T = det (X,Y") tel que: ; ) + div (X) =0,

par conséquent:

div (TX) = E)(;;P) + 5(;;@) =T <#+div (X)) =0

nous concluons que T est un facteur intégrant rationnel pour X.

De l'autre c6té. Si X admet un facteur intégrant rationnel que nous noterons

A

M, IOUS avons :

~ div (X) \ Oy 0z Oz y
LT _ X .y
tel que: T'=det (X,Y) = 7 (X)’ et comme p est un facteur intégrant pour X
"

alors: 0 = div (uX) = pdiv (X) + X (u) .
Si pour T' = p et par la proposition 4.6.1 on a:
Y (T
[(X,Y] = <# + dwv (Y)> X .

Ainsi nous voyons que Y est une symeétrie infinitésimale pour X . =

Exemple 4.7.1 Soit X un champ de vecteurs polynomial dans C?.
X admet une symétrie infinitésimale si et seulement si X admet une

intégrale premiére de la forme :

k
2 oulosfit (fffk> |

Oun;, € N, a € C, g¢g,fi € Clx,y] et les f; sont des polynomes irréductibles.
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Conclusion

Pour la méthode d’intégration de Darboux, elle peut étre considérer comme un algorithme
pour décider si une équation différentielle admet, ou non, une intégrale premieére Liouvillli-
enne, afin que nous puissions résoudre deux problémes algorithmiquement.

(1) étant donné une 1-forme polynomiale w : limiter le degré des courbes algébriques
invariantes .

(2) étant donné une 1-forme polynomiale w et une courbe algébrique invariante :
{f (x,y) = 0} limiter le degré des polynomes g € C[z,y| tels que : exp (%) i ke N,
est un facteur exponentiel de w .

En fait, si nous résolvons (1) et (2) , nous pouvons déterminer toutes les courbes
algébriques invariantes et tous les facteurs exponentiels que w admet .

Avec ces informations, la méthode de Darboux (révisée) le probléme d’intégration se
réduit a un simple probléme d’algebre linéaire .

L’étude des symétries dans les équations différentielles ne se limite pas aux équations
différentielles du premier ordre. La théorie est également applicable aux équations différen-
tielles d’ordre r, 7 > 2. On peut aussi appliquer la théorie de Lie aux équations différentielles
aux dérivées partielles, & des problémes de types variationnelles (théoréme de Noether ) et
aux problémes hamiltonniens. ceci n’est qu’une petite liste des diverses applications des

groupes de Lie. Plus récemment, plusieurs efforts de recherche sont consacrés a développer

une théorie analogue pour les équations aux différences finies.
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