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Chapitre 1

Introduction

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K. Le théoreme
de Mordell-Weil nous dit que le groupe E(K) des points K-rationnels de E est
un groupe abélien de type fini. On appelle E(K) le groupe de Mordell-Weil. Un
autre groupe important associé a E est le groupe de Tate-Shafarevich [[(F/K).
C’est I'ensemble des torseurs de E qui ont des points partout localement. Donc
un élément non nul du groupe de Tate-Shafarevich correspond a une courbe lisse
de genre 1 qui ne respecte pas le principe de Hasse , i.e. elle a des points partout
localement, mais elle n’a pas de point globalement.

Il n’y a aucun algorithme qui nous permet de calculer les groupes de Mordell-
WEeil et de Tate-Shafarevich. Mais, pour un entier n > 2 la preuve du théoreme de
Mordell-Weil nous donne une borne supérieure de l'ordre de E(K)/nE(K), d’ou
I’on déduit une borne supérieure du rang de Mordell-Weil. On appelle ces calculs
les calculs de descente. En appliquant une n-descente on obtient des informations
partielles sur les groupes E(K) et [[(E/K).

Beaucoup de travail a été fait dans le cas des 2 et 3 descentes. On donne
quelques exemples de 5 et 7 descente, mais on travaille dans un cas spécial, et
donc on ne peut pas appliquer nos résultas a n’importe quelle courbe elliptique.
D’abord, nos calculs de descente supposent 'existence d’une isogénie de degré
n = 5 ou 7. Ensuite, on suppose qu'une courbe de notre paire de courbes ellip-
tiques isogenes admet un point rationnel d’ordre n.

On considere donc des paires de courbes elliptiques C' et D définies sur K,
liées par les suites exactes de modules de Galois

Oy —C5D—=0 e 0-Z/mZ—D35C—0. (L1)

En d’autres termes ¢ : C' — D est une isogénie de degré n dont le noyau est iso-
morphe a p, (le groupe des racines n"¢* de I'unité). L’accouplement de Weil nous



dit que le noyau de 'isogénie dual 5 : D — C' est isomorphe a Z/nZ. On estime
le rang de Mordell-Weil en bornant les groupes D(K)/¢C(K) et C(K)/oD(K).

Ce procédé est connu sous le nom de descente via n-isogénie.



Chapitre 2
Généralités

2.1 Courbes elliptiques

2.1.1 Equation de Weierstrass
2.1.1.1 Définition

Une courbe elliptique est une paire (E£,0), ou E est une courbe lisse de genre
1 et O € E. (Dans la suite, on écrira E au lieu de (E£,0)). La courbe elliptique
E est définie sur K, et on écrit F/K, si E est définie sur K comme courbe et

O € E(K).

2.1.1.2 Proposition

Soit £ une courbe elliptique définie sur K.

1. Il existe des fonctions x,y € K(FE) telles que Iapplication
¢: B — P? P [z(P) :y(P):1]

induit un isomorphisme entre £/ K et une courbe projective (lisse) C donnée
par une équation

C:Y?Z+a XYZ+a3YZ? = X3+ ayX%*Z + ay X Z? + ag Z3

avec les coefficients ay,...,as € K et tel que ¢(O) = [0 : 1 : 0]. L’équation
précedente est appelée équation de Weierstrass de la courbe C.

2. Deux équations de Weierstrass de E comme dans 1. sont liées par un chan-
gement de variables linéaire de la forme



x=u%r +r
y=udy + sur +t
avec u,r,s,t € K et u # 0.

3. Inversement, toute cubique lisse C' donnée par une équation de Weierstrass
est une courbe elliptique définie sur Kavec le point origine O = [0: 1 : 0].

Preuve. voir [14] chapitre III proposition 3.1.

Pour simpilfier les notations, on va écrire I’équation de Weierstrass de notre

Y
courbe elliptique en utilisant les coordonnées affines z = ~ et y= -

y:+ axy + asy = 23 + ar? + aux + ag (2.1)

Si la caractéristique de K # 2, alors on peut simplifier I’équation (2.1) en

remplacant y par é(y — a;x — ag), ce qui donne ’équation
E :y? = 423 + bya® + 2b, + by,
ou
( by = a2 + 4as,
by = 2a4 + aqa3,

b6 = CL% + 461,6.

On définit aussi les quantités

( 5 5 5 bobs — b?
bs = ajas + 4asas — ajazas + aza; — aj = —

Cy = b% — 24[)4,

Ceg — —b% + 36b2b4 - 216b6,
a3 —c2

A = —b3bs — 8B — 27h =40

\ .] - C43/A7



ou la quantité A s’appelle le discriminant de 1’équation de Weierstrass (2.1),
et j s’appelle le j-invariant de la courbe elliptique E. Si de plus la caractéristique
de K # 2,3 on peut remplacer (x,y) par ((z — 3b2)/36,y/108) dans 1’équation
précédente, ce qui nous donne une nouvelle équation sans le terme 2

E :y? =23 — 2Tcyx — Hdcg.
Soit Py = (o,yo) un point appartenant a une courbe F/K donnée par
I’équation

flzy) =y* + aizy + asy — 2 — apa® — aux — a,

on dit que E est lisse au point Fy si on a (%(PO),%(PO)) # (0,0), et on dit

qu’elle est lisse si elle est lisse en tout point, dans ce cas E/K est une courbe
elliptique.

Si E/K admet un point singulier S, alors ce point est soit un noeud de la
courbe (point a deux tangentes distinctes dites rationnelles si leurs équations sont

a coefficient dans K), soit un point de rebroussement (point a deux tangentes
confondues).

2.1.1.3 Proposition

Une courbe E/K donnée par une équation de Weierstrass (2.1), de discrimi-
nant A et de coefficient associé ¢4 est classifiée comme suit

1. Elle est lisse si et seulement si A # 0.
2. Elle admet un noeud si et seulement si A =0 et ¢4 # 0.
3. Elle admet un point de rebroussement si et seulement si A = ¢4 = 0.

Preuve. voir [14] chapitre III proposition 1.4.

2.1.2 Structure de groupe abélien sur une courbe ellip-
tique

Soit E'/K une courbe elliptique donnée par une équation de Weierstrass

E :y? +aixy + asy = 23 + apx® + aux + ag a; € K.



Alors la courbe E admet une structure de groupe abélien d’élément neutre le
point origine O = [0 : 1 : 0]. La loi de composition du groupe abélien

E(K)={(z,y) € K x K :y* + ayzy + agy = 2* + a2 + asz + ag} U {O}

est définie par la propriété de trois points colinéaires P; de la courbe E d’avoir
une somme égale a O. En d’autres termes:

P1—|—P2—|—P3:O

le symétrique —P d’un point P = (z,y) € E(K) est le point
—P=(z,—y— a1z — a3)

La somme P, + P, = P3 ou P, = (x;,y;) € E(K) est donnée par les formules

173:I€2+a1/€—a,2—l‘1—1'2

ys = —(k +a1)v3 — v —as
ou

Y2 — U1 Y1l — Yoy .

K = v= """ si xy # 19
To — T To — I
322 + 2ap11 + ag — a1y —a3 + aywy + 206 — asy; .

K = v = Sl 11 = 9

2y1 +aixy + as 2y1 +a1xry + as

(donc y = kx + v est la droite passant par P, et P, si P, # P», ou la tan-
gente & E en P si P, = P,).

Si P = (z,y) € E(K) est un point tel que 2P # O, Alors on a la formule de
duplication

.1'4 — 641'2 — 2b6.1' — bg

2P) = .
17( ) 423 + bgl’Q + 2b4ZL‘ + b@

L’ensemble des points



E(K) ={(zy) € K x K : y* + a1zy + agy = x° + axa® + agx + ag} U {O}

est un sous-groupe du groupe abélien E(K) appelé le groupe des points rationnels
de la courbe elliptique F définie sur K.

Si K est un corps de nombres, alors E(K) est appelé le groupe de Mordell-
WEeil de la courbe elliptique E. La structure de ce groupe est déterminé par les
résultats suivants:

2.1.2.1 Théoréme

Soit K un corps de nombres, E une courbe elliptique définie sur K, m > 2
un entier rationnel, F(K) le groupe des points rationnels de E et mE(K) le sous
groupe des points mP, P € F(K). Alors le groupe quotient E(K)/mE(K) est
fini.

Preuve. voir [14] chapitre VIII théoreme 1.1.

2.1.2.2 Théoréme

Soit K un corps de nombres et E/K une courbe elliptique. Alors le groupe
abélien E(K) des points rationnels de E est de type fini.

Preuve. voir [14] chapitre VIII théoreme 6.7.

2.1.2.3 Corollaire

Soit K un corps de nombres, E/K une courbe elliptique, F(K) le groupe des
points rationnels de E et Ey,,.s(K) son sous groupe de torsion. Alors il existe un
isomorphisme de groupes:

E(K)Z Eyps(K) X Z".
L’entier r est appelé le rang de Mordell-Weil.
2.1.3 Isogénies

2.1.3.1 Définition

On dit que deux courbes elliptiques E; et E5 sont isogenes s’il existe un mor-
phisme

¢: B — B



tel que ¢(F1) = Ey et ¢(O1) = Oy, ot O1 et Oy sont les points origines res-
pectifs de Fy et Fs.

Toute isogénie de la forme
r=ux +r

y=udy + suPx +1
avec u,r,s,t € K et u # 0, est un isomorphisme (sur/K’) de courbes elliptiques.

En appliquant donc le changement de variables précédant a une courbe ellip-
tique F1/K donnée par I’équation de Weierstrass

By y? +aixy + azy = 2 + axx? + augx + ag, a; € K

on obtient une courbe elliptique E,/K isomorphe (sur K) a E;/K donnée par
I’équation

2 3 2
By y” +d12'y +dsy =2 +dya” 4+ dya’ + dls a;e K

ou les coefficients a; sont donnés en fonction des coefficients a;,u,r,s,t par les
formules

ua'y = ap + 2s, u?d'y = ay — say + 3r — s,
uda's = ag +ra; + 2t,

uld'y = ay — saz + 2ras — (t +rs)a; + 3r? — st,
ubaf = ag + rag + r2ay + 13 — taz — t* — rtay,
u?b'y = by + 12r,

utb'y = by + by + 672,

ubb'y = bg + 2rby + r2by + 413,

ugblg = bg + 3Tb6 + 3T2b4 + Tgbg + 37”4,

u4cl4 = Cy4, UGCIG = Cg, UIQAI = Aa j/ = j7



On voit d’apres les formules précédentes que si deux courbes elliptiques Ey /K
et Fy/K sont isomorphes, alors on a j(E;) = j(Es), la réciproque est vraie sur
un corps algébriquement clos (voir [14] chapitre IIT proposition 1.4 (b)).

2.1.3.2 Exemple

Pour chaque entier m € Z on peut définir une isogénie en multipliant par m
m]:E—E P~ [m|]P=P+ ..+ P (m fois, m > 0).
Si m < 0 alors [m]P = [-m](—P) et [0]P = O.

2.1.3.3 Définition

Soit E une courbe elliptique et m € Z, m # 0. Le sous groupe de m-torsion
de E' | noté E[m], est 'ensemble:

Elm|={P € E: [m|P =0}.

2.1.3.4 Théoréme

Soit ¢ : E; — E5 une isogénie non-constante de degré m. Alors il existe une
unique isogénie

b: By — E,

satisfaisant

Preuve. voir [14] chapitre III théoréme 6.1.

2.1.3.5 Remarque

Comme les courbes elliptiques sont des groupes abéliens, les morphismes entre
les courbes elliptiques forment un groupe abélien. Donc soit

Hom(E),E,) = {isogénies ¢ : £y — Ey} U {0}
et la loi de composition est définie par

(@ + ) (P) = o(P) +4(P).

Si Ey = Es, alors on peut composer les isogénies. Donc si £ est une courbe

10



elliptique, on pose
End(F) =Hom(E,FE)

¢’est un anneau pour ’addition et la multiplication qui est donnée par la compo-
sition:

(¢9)(P) = ¢(¥(P)).
End(E) est appelé I'anneau des endomorphismes de E. Les ¢léments inversibles
de End(F) forment le groupe des automorphismes de F, noté Aut(FE). On note
par
HOH]K(El,EQ), EHdK(E), AutK(E)

les groupes d’isogénies définies sur K.

2.1.3.6 Formule de Vélu

Connaissant 1’équation d’une courbe elliptique E définie sur un corps K et les
coordonnées des points d’un sous-groupe fini F' de E, nous donnons les équations
de la courbe isogene E/F et de 'isogénie f: E — E/F.

Désignons par G le polynome

G(En) = &+ al® + as€ + ag — n° — a1€n — asn.

Désignons par F; 'ensemble des points d’ordre 2 de F' — {O}, par R une partie
de F'— {0} — F; telle que

F—{0}-F,=RU(-R) et RN (—R)=0.

Désignons enfin par S 'union de F5, et R. L’isogénie f admet pour équations:
g P g

L uQ
X:x+z{ +
gcslr —rq (v —12q)?

2y 4+ a1x + as al(x — xQ) +y— Yo aug — gégé
—— + g +
(z —zq)? (. —2q)? (z —2q)?

11



ou l'on a:

( Q= (vayQ>
oG
96 = a—f(xQ’yQ) = Sxé + 2a2xg + a4 — a1yg

0G
96 = a—n(anyQ) = =2y — mzrg —as

96 si@ € Fy
tg =
294 — alg% = 6x22 +byrg+bs siQ & Fy

ug = (g%)2 = 4x% + ngé + 2byx + bg.

Passons maintenant a la relation liant X et Y. Posons

t=>1lg w= > (ug+qlg)
QeSs QeS

On obtient
Y24+ A XY + AsY = X3+ A, X%+ Ay X + Ag
avec

Al = ag, A2:a2, A3:a3, A4:a4—5t, A6:a6—bgt—7w.

2.1.4 Reéduction d’une courbe elliptique
2.1.4.1 Notations

K un corps local complet pour la valuation discrete 9

R Tlanneau des entiers de K = {z € K : 9(x) > 0}

R* le groupe multiplicatif des unités de 'anneau R = {z € R : ¥(x) = 0}
M Tidéal maximal de 'anneau local R = {z € R: J(x) > 0}

7 une uniformisante de 'anneau R

k  le corps résiduel de anneau R = R/ M.

On suppose de plus que ¥(0) = oo et ¥(7) = 1, et que les corps K et k sont
parfaits.

12



Soit E'/K une courbe elliptique définie par:
Y2+ aywy + azy = 23 + asx? + ayr + ag a; € K.

L’équation de Weierstrass de F/K est dite minimale en 9 si ses coefficients «;
sont Y-entiers (i.e. ¥(a;) > O) et si son discriminant A est tel que ¥(A) soit
minimal.

2.1.4.2 Remarques

1. Si on remplace (x,y) par (v %z,u"3y) dans I’équation ci-dessus alors chaque

a; devient u’a;, et donc si on choisit u divisible par une assez grande puis-
sance de 7, on trouve une équation de Weierstrass avec tous les coefficients
a; € R. Dans ce cas, le discriminant satisfait ¥(A) > 0.

2. Si I’équation n’est pas minimale, alors il existe un changement de variables
qui donne une nouvelle équation avec le discriminant A’ = ©!?A, A € R.

On conclut que si a; € R et 9(A) < 12, alors I'équation est minimale.

De méme, comme ¢, = u'cy et ¢y = ubcs, on en déduit que si a; € R
et ¥(cy) < 4 (ou ¥(cg) < 6), alors I'équation est minimale.

L’application de R dans k qui & ¢ associe ¢ donne 'application réduction:
E(K) — E(k)

qui a P associe P. La courbe E /k est appelée réduction de la courbe elliptique F
modulo 7. Si E/K est une courbe elliptique d’équation de Weierstrass minimale
en 1, alors pour obtenir I’équation de la courbe réduite E /k il suffit de réduire
modulo 7 les coefficients q;

E/k: Y2+ ay + asy = 23 + dox® + aux +ag ;€ k.

2.1.4.3 Définition

Soit E/K une courbe elliptique d’équation de Weierstrass minimale en 9 et
E/k la réduction de E modulo 7. Alors on dit que

1. E a une bonne réduction sur K si E est lisse.

2. E a une mauvaise réduction sur K si E est singuliere. Cette mauvaise
réduction est:

13



(a) Multiplicative sur K si E possede un noeud, multiplicative déployée

si les deux tangentes a E au noeud sont rationnelles.

(b) Additive sur K si E possede un point de rebroussement .

2.1.4.4 Proposition

Soit E une courbe donnée par une équation de Weierstrass de discriminant
A =0, et S son point singulier. Alors E*™ = E — {S} est un groupe abélien.

1. Supposons que E a un noeud (donc ¢4 # 0) et soient
y=aaz+ 5 et Y=z + b

les équations des deux tangentes a E au point S. Alors 'application

y— a1z — B

Em(K) - K- T,y) —
(K) () = S

est un isomorphisme (de groupes abéliens).
2. Supposons que E a un point de rebroussement (donc ¢4 = 0) et soit
y=ar+f

I’équation de la tangente a E au point S. Alors I'application

x —z(9)

sm__>_Jr — N7
I S

est un isomorphisme.

Preuve. voir [14] chapitre IIT proposition 2.5.

La nature de la réduction est donnée par le théoreme suivant:

2.1.4.5 Théoréeme

Soit £/ K une courbe elliptique définie par une équation minimale de Weiers-
trass

y2+a1:py—|—a3y:x3+a2x2—|—a4x—|—a6 a; € K

14



et soit A son discriminant et ¢4 son coefficient associé. Alors

1. E a une bonne réduction sur K si et seulement si ¥(A) =0 (i.e. A € RY).
Dans ce cas E/k est une courbe elliptique.

2. E a une réduction multiplicative sur K si et seulement si ¥(A) > 0 et
D(cs) =0 (i.e. A € M et ¢s € R*). Dans ce cas B (k) 2 k.

3. E a une réduction additive sur K si et seulement si 9(A) > 0 et J(cy) >0
(i.e. A,cy € M). Dans ce cas E*"(k) = k'

Preuve. voir [14] chapitre VII proposition 5.1.

On utilisera aussi le lemme suivant:

2.1.4.6 Lemme
Soit () un point lisse de E(k) Alors il existe un point P € E tel que P= Q.

Preuve. voir [3] chapitre 10 lemme 1.

2.2 Cohomologie des groupes

2.2.1 Cohomologie des groupes finis

Soit M un groupe abélien, et soit G un groupe fini qui agit sur M. On note
l'action de o € G sur m € M par m — m?. Alors M est un G-module (a droite)
si I’action de G sur M satisfait

ml =m (m + m/)a =m° + m/a (mU)T = m°T.
Soient M et N deux G-modules. Un G-homomorphisme est un homomorphisme
¢ : M — N de groupes abéliens qui commute avec l'action de G, en d’autres

termes

d(m7) = p(m)° pour tous m € M et o € G.

2.2.1.1 Définition

Le 0° groupe de cohomologie d'un G-module M, noté M ou H°(G, M), est
défini par:

15



H°(G,M) ={m € M : m° =m, pour tout o € G}
c’est un sous module de M formé de tous les éléments G-invariants.

2.2.1.2 Définition

Soit M un G-module. Le groupe des 1-cochaines (de G vers M) est défini par:
CY(G,M) = { applications £ : G — M}.
Le groupe des 1-cocycles (de G vers M) est donné par
ZH G M) ={¢ € CHG,M) : &, = & + &, pour tous 0,7 € G}.
Le groupe des 1-cobords (de G vers M) est défini par
BYG,M) = {¢ € CYG,M): il existe un m € M tel que & = m? — m, pour tout o € G}.

Il est facile de voir que BY(G,M) C ZY(G,M). Alors le 1°" groupe de coho-
mologie du G-module M est le groupe quotient

HYG M) =Z'(G,M)/B'Y(G,M).
En d’autres termes, H'(G,M) est le groupe des 1-cocycles £ : G — M, mo-
dulo la relation d’équivalence définie par deux 1-cocycles sont identifiés si leurs
différence est de la forme ¢ — m? — m pour un m € M.
Soit ¢ : M — N un homomorphisme de G-modules. Il est clair que la com-
position avec ¢ envoie Z'(G,M) vers Z'(G,N) et BY(G,M) vers B'(G,N). Donc
¢ induit une application en cohomologie

¢ HY(G,M) — HY(G,N).

2.2.1.3 Proposition
Soit

0P ML N0
une suite exacte de G-modules. Alors il existe une suite exacte longue:

0 — H%(G,P) — H(G,M) — H(G,N) > HY(G,P) — H'(G,M) — H'(G,N)
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ou le morphisme de connection o est défini de la maniere suivante:

Soit n € H°(G,N) = NY On choisit un m € M tel que ¥(m) = n et on
définit une cochaine ¢ € C'(G,M) par:

s =m —m

Alors, en fait, £ € Z'(G,P) et §(n) est la classe de cohomologie du 1-cocycle
¢ dans HY(G,P).

Preuve. voir [14] annexe B proposition 1.2.

2.2.2 Cohomologie galoisienne

Soit K un corps parfait, K une cloture algébrique de K, et soit Gz /K le groupe

de Galois de K sur K. On sait que G /i est égal a la limite projective des Gk
lorsque L parcourt ’ensemble de toutes les extensions galoisiennes finies de K.

Donc G/ est un groupe profini (limite projective de groupes finis). On mu-
nit G, d'une topologie en prenant comme base d’ouverts autour de lidentité
la collection des sous groupes normaux ouverts de G i (i.e. les sous groupes qui
sont les noyaux des applications G, — G/ pour des extensions galoisiennes
finies).

2.2.2.1 Définition

Un Gy, x-module (discret) est un groupe abélien M sur lequel G /i agit,
tel que l'action soit continue pour la topologie profinie sur G /K €t la topologie
discrete sur M. Comme tous les G/ -modules que nous allons considérer sont
discrets, on va les appeler simplement G, x-modules.
2.2.2.2 Définition

Le 0 groupe de cohomologie du G, -module M est le groupe des éléments
de M, G/ -invariants:

MOTI = HO(Gyeyse. M) = {m € M :m” = m, pour tour o € G},

2.2.2.3 Définition

Soit M un G, x-module. Une application § : G, — M est continue si elle
est continue pour la topologie profinie sur G x et la topologie discrete sur M
(i.e. Pour tout m € M, {~'(m) contient un sous groupe ouvert dans G/, ). On
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définit le groupe des 1-cocycles continus de G, vers M, noté zl (Gw i M),
par:

Zl

cont

(Gg /M) ={£: G — M : § continue et &, = {7 + &, pour tous 0,7 € Gz}
(c’est un sous groupe du groupe Z 1(G§/K,M )). Notons que comme M est dis-

cret, tout cobord o — m? — m est automatiquement continu. Le 1¢" groupe de
cohomologie du G/ -module M est défini par:

HY(G.M) = Z}

cont

(G?/KaM>/Bl (GaM>

2.2.2.4 Proposition

Soit
0-PAME N0

une suite exacte de G/ -modules. Alors il existe une suite exacte longue:
0— HO(G?/K,P) - HO(G?/K,M) - HO(Gf/KaN)
= H' (G P) = H' (G M) = H' (G N)
ou le morphisme de connection § est défini comme dans (2.2.1.3).

Preuve. voir [14] annexe B proposition 2.3.

2.2.2.5 Proposition

Soit K un corps, alors
1 ——+
1. HY (G K ) =0
2. H Gy K ) =0
3. Supposons que car(K) ne divise pas m (ou car(K) = 0). On a alors

HY(Ggypebtm) = K/ (K*)™

Preuve. voir [14] annexe B proposition 2.5.
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2.2.3 Cohomologie non-abélienne

Soit G un groupe fini et M un groupe (non abélien dont la loi du groupe est
notée multiplicativement) sur lequel G agit. Le 0 groupe de cohomologie de
M est défini par

HY(G,M) =M% ={m e M :m’ =m, pour tout o € G}.
On définit I’ensemble des 1-cocycles de G dans M par I'ensemble des applications

E:G—-M telles que &, = (&)7¢, pour tout o,7 € G.

2.2.3.1 Remarque

En général, 'ensemble des 1-cocycles n’est pas un groupe. Comme le groupe
M n’est pas abélien, le produit de deux 1-cocycles n’est pas forcemment un 1-
cocycles.

On dit que deux 1-cocycles & et ¢ sont dans la méme classe de cohomologie
s’il existe m € M tel que

m°E, = (,m pour tout o € G.

On vérifie facilement que c’est une relation d’équivalence sur I’ensemble des 1-
cocycles. Le 1¢ ensemble de cohomologie de M, noté H'(G,M), est I'ensemble
des 1-cocycles modulo cette relation.

2.3 Résidus quadratiques

2.3.1 Quelques résultats

Soient a et m deux entiers premiers entre eux. L’entier a est appelé résidu
quadratique modulo m si la congruence x? = a mod(m) a une solution.

2.3.1.1 Définition

Le symbole (a/p) a pour valeur 1 si a est un résidu quadratique modulo p,
—1 si a n’est pas un résidu quadratique modulo p, et zéro si pla. (a/p) est appelé
le symbole de Legendre.
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2.3.1.2 Proposition
1. a® /2 = (a/p) mod(p).

2. (ab/p) = (a/p)(b/p).

3. Sia =bmod(p), alors (a/p) = (b/p).

Preuve. voir [6] chapitre 5 proposition 5.1.2.

2.3.1.3 Théoréme

Soient p et ¢ deux premiers impairs. Alors
L (=1/p) = ()7,

2. (2/p) = (—=1)@*-1/8,
3. (p/q)(q/p) = (—1)(@=D/Da=D/2)
Preuve. voir [6] chapitre 5 théoreme 1.

2.3.1.4 Théoréme

Soient p et ¢ deux premiers impairs. Alors

1. Si ¢ =1mod(4), alors ¢ est un résidu quadratique modulo p si et seulement
si p = r mod(q), ou r est un résidu quadratique modulo g.

2. Si g =3 mod(4), alors ¢ est un résidu quadratique modulo p si et seulement
si p = 4b% mod(4q), ol b est un entier impair premier a g.

Preuve. voir [6] chapitre 5 théoreme 2.
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Chapitre 3

Quelques exemples de 5 et 7
descente sur une courbe
elliptique définie sur Q

3.1 Les calculs de descente

3.1.1 Equations de Weierstrass et types de réduction

Soit K un corps de nombres et n un entier > 4. On considere des paires de
courbes elliptiques n-isogenes C' et D définies sur K. On suppose que le noyau
de ¢ : C' — D est isomorphe a pu, et le noyau de ¢ : D — C est isomorphe a
Z/nZ. Les paires de telles courbes elliptiques C' et D sont paramétrées par la
courbe modulaire Y;(n). Pour n premier, X;(n) a n — 1 pointes, dont la moitié
est définie sur Q et l'autre moitié sur Q(u,) NR. On s’'intéresse aux cas n =5 et
n = 7 lorsque X;(n) = P!. On va spécifier une coordonnée A sur X;(n) et écrire
C\ et Dy pour la paire de courbes elliptiques n-isogenes au-dessus de .

3.1.1.1 Lemme

Soit F/K une courbe elliptique et P = (z9,y9) € E(K) un point d’ordre au
moins 4. Alors:

1. E/K admet une équation de Weierstrass
y? 4+ uzy + vy = 23 + va? avec P = (0,0).
2. La paire (E,P) détermine de maniere unique le couple (u,v) € A*(K).

3. La paire (E,P) n’admet aucun automorphisme.
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Preuve

1. Soit
E/K :y* + ajzy + azy = 23 + as2® + asx + ag

avec P = (z0,y0) € E(K) tel que 2P # O et 3P # O. Apres le chan-
gement de variables

(@,y) — (z — 20,y — ¥o)
I'équation de E/K devient :
v+ arzy + azy = 20 4+ aer® + aux
avec

P = (0,0), a; = ap, G = 333'0 + ag, xg = 23/0 + ay1xg + as et enfin
g = 313 + 2a2x0 + ay — a1yo.

Si a3 = a4 = 0 alors la courbe E/K est singuliere, ce qui contredit le
fait que E est une courbe elliptique, et donc on a a3 # 0 ou ay # 0. On
sait que si 2P = O la tangente au point P est verticale et le coefficient de
dy est nul, dans notre cas le coefficient de dy est 2y + ayx + a3. Donc P
est d’ordre 2 si et seulement si a3 = 0, d’oul a3 # 0. Faisons maintenant le
changement de variables

(xay) — (:L‘7y + az;lo%'f);
I'équation de E/K devient:
2 _ .3 2
Y+ bizy + By = x° + fox
avec
P=(00), 01 = —205'ay , P2 = oz + o3 oy — az70] , B3 = as.
Pour P = (0,0) on a —P = (0, — (3) et 2P = (—[,,0182 — [3), donc si
3P = O on obtient B2 = 0, d’ou f3 # 0. On en conclut que F/K admet

une équation de la forme:

E/K :y* + By + sy = 23 + Box? avec By 0 , B3 # 0 et P = (0,0).
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On peut éliminer un parametre par le changement de variables
(z.y) = (W %2,07%y)
avec i = (3533, alors ’équation de E/K devient:
y2—|—uxy—|—vy:x3+vx2
avec P = (0,0), u= (185 ' et v = (3332

2. D’apres 1. on a:

u = G305
= (o1 — 205 ay) (g + araztay — az?a?)ag
= a1 — 2(2y0 + @120 + a3) (32§ + 2a270 + as — a1yo)]
X [(3x + az2) + a1(2yo + a1 + az) (323 + 2a270 + ay — a1yo)
—(2yo + a1mo + a3) (322 + 2a2w0 + ag — a190)?] (2yo + arxo + az)

1

et

v =35
= (g + araztay — az — 2a2)3a;?
= [(3zo + a2) + a1(2yo + a1z0 + a3) " (3x3 + 2asz0 + ag — a1yo)
—(2yo + a1 + az) 2 (332 + 2asw + ag — a1y0)?*(2yo + arzo + az) 2.

Et donc la paire (E,P) détermine de maniere unique le couple (u,v) €
A%(K).

3. Supposons qu'il existe un automorphisme de (F,P). Alors il est de la forme:

¢ (zy) — (FPz,Y) v e K*.

Pour P = (0,0), on a 2P = (—v,ou —v) et ¢(2P) = 2¢(P) = 2P. Par
ailleurs, ¢(2P) = ¢(—v,ou —v) = (—v*v,¥3(vu — v)), ce qui donne y = 1,
et donc 'unique automorphisme de (E,P) est I'identité.

a

Calculons maintenant mP = (2, (u,v),ym(u,v)) pour quelques valeurs de l'entier
m. En égalisant quelques unes de ces expressions, on trouve des courbes affines
dont le modele projectif lisse est X;(n).
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Soit
E/K : y* +uzy + vy = 2° + vx? P = (0,0) un point d’ordre 5.
Posons u =1 — X\ et v = —#, alors on a:
—P =(0,0), 2P = (,\0), —2P = (6,0), 3P = (\,0 — \), =3P = (\,\?).

Donc 5P = O équivaut a A = 6 et donc I"équation de E//K peut s’écrire sous la
forme:

v + (1= Nay — Ay = 2% — \2?
Supposons maintenant que l'on a:
E/K : y* +uzy + vy = 2 4+ va? P = (0,0) un point d’ordre 7.

Posons u =1 — v, et v = —6, alors on a:,

660 —v) 0*(v*+v —0)

?

3P = (v,0 —v), =3P = (v,v?), 4P = ( ),

donc 4P = —3P donne (6 — v) = v3. On remplace § = \v dans la derniere
équation \20? — \v? = v? ce qui donne v = A2 — X et § = X3 — A2 d’ott I’équation
de F/K peut s’écrire comme suit:

V2 U3

E/K >+ (1+ X=X )ay+ (A2 = M)y =23 + (A2 — \3)a2

En résumé on a:

n=>5 Dy:y*+ (1 —Nazy — Iy =2* — \z?
(3.1)
n="T Dy:y*+(1+X= 2 )zy+ (A2 = Ny =2+ (A\? = \3)z2

3.1.1.2 Lemme

Avec les notations (3.1), on a pour n = 5, (Dy,2P) = (D_y/5,P), et pour
n = 7,(D>\,2P) = (D()\,l)/,\,P).

Preuve
Pour n =5 (respectivement, n = 7) 'isogénie

¢ : (Dx,2P) — (D_1/5,P)
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donnée par

1 11 1

(respectivement,
¢ : (D,\,QP) — D(A_l)/)\,P)

donnée par

1 A—11 A2 —1 A2 =2\ +1
(xay)H(Fx_Taﬁy_ I \ )

est un isomorphisme et son inverse est donnée par
O (2,y) — (V22 4 ANy + Az + A2)
(respectivement,

6 (z,y) = (Mz+ X = A2 X0y + X2 — D)z + A5 — A 4 23)).
O

En appliquant la formule de Vélu pour £ = D, et F' le sous-groupe engendré
par P = {O,P,...,(n — 1)P), on trouve que C\ = D,/F admet pour équation de

Weierstrass:

Cx 1 y? + arwy + agy = 2° + ayx? — 5tw — byt — Tw (3.2)

ol
(a1 =a1(Dy) = (1-))
as = as(Dy) = —A
n=>5¢ by=0by(Dy) =N —6\+1

t=AA24+2)1—1)

w=AN2N+A+1)

\
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( CL1:CL1(D)\):(].+A—/\2)
a9 = G/Q(D)\> = ()\2 — )\3)
n=T4 by=>by(Dy) =M —6)3+3\2+2)\+1

t=AA=1)(A2 = A+ 1)(A3+232 —5A+1

w =N\ = 1)2(2)\0 — 2% + X* — 83 + 1502 — 9\ + 2).

\

Les discriminants des équations de Weierstrass de C) et D, sont donnés par:

A(C)) = )\()\2 — 11X — 1)5
n=>5

A(Dy) = M(A2 — 11\ — 1)

A(CY) = AN =1)(A3 = 8A2 + 55X+ 1)7
n="7T
A(Dy) = AN (A =1)T(A3 = 8X2+ 56X+ 1)

et les coefficients ¢, sont donnés par:

ca(Cy) = At 4 228)3 + 49402 — 228\ + 1
n=>5
ca(Dy) = M= 1203 + 14N + 12X + 1

ca(Cy) = 28 + 2287 4 42X6 — 1736 4 33950* — 336013 + 166612 — 236\ + 1
n==1
ca(Dy) = N8 — 12\7 + 4206 — 56A° + 350% — 1402 + 4\ + 1.

Tout au long de nos calculs de descente on aura besoin du type de réduction
des courbes C) et Dy, il est donc préférable de le décrire maintenant. On rappelle
que deux courbes isogenes ont le méme type de réduction.

3.1.1.3 Lemme

Soit p un premier de K avec p fn, n =5,7. Pour A\ € K, avec ord,(\) > 0 les
équations de Weierstrass (3.1) et (3.2) de C) et D, sont minimales et leur type
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de réduction est:

1. Si A = 0 mod(p) (resp. A(A — 1) = 0 mod(p)) alors Cy et D, ont une
réduction multiplicative déployée.

2. Si A2 — 11X — 1 = 0 mod(p) (resp. A3 —8A? + 5\ + 1 = 0 mod(p)) alors C
et D, ont une réduction multiplicative et elle est déployée si et seulement
si Norm(p) = 1 mod(n).

3. Dans les autres cas C'y et D, ont une bonne réduction.

Preuve

Montrons d’abord le lemme pour n = 5. Soit p un premier de K avec p [ 5
et soit A € K, avec ord,(\) > 0.

.Sip [ A(D,) (resp. p f A(C))), alors les équations de Weierstrass des courbes
D, et C) sont minimales.

. Sip|A alors p fey(Dy) (resp. p [ cs(Ch)), d’ou les équations sont minimales.

.Sip fAet p|(A2—=11A—1),0n a

ca(Dy) = (A2 = 11X = 1)(A2 = A — 1) + 5A2

ca(Ch) = (A2 — 11X — 1)(A% + 239\ — 1) + 5°)

et donc p [ c4(D)) (resp. p [ ca(Cy)) d’ou les équations sont minimales.

1. Si A =0 mod(p), alors p|A(D,) et p [ cs(Dy) et donc les courbes D, et C)
ont une réduction multiplicative, de plus les pentes des tangentes a la courbe

Dy:y? +ay =2

au noeud P = (0,0) sont les zéros de a2 + a (i.e. 0 et -1) qui appartiennent
a R, et donc la réduction est déployée.

2. Si A2 — 11\ — 1 = 0 mod(p), alors A(D,) = 0 mod(p) et cy(Dy) # 0 mod

(p) et donc D) et C)\ ont une réduction multiplicative. Montrons qu’elle est
déployée si et seulement si Norm(p) = 1 mod(5), pour cela soit
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flry) =v*+ (1= Ny — dy — 23 + \z?.

Alors

0
a—‘;j(:p,y) =2y+(1—XNz— A

of ~
et 8_f(P) = —\ # 0 dans k, donc P = (0,0) se réduit en un point lisse. Si
Y

la réduction est déployée, alors E*™(k) = k* et comme P € E*™(k) \ {O}
est un point d’ordre 5, alors 5 | |k*| = Norm(p) — 1, d’ou Norm(p) = 1(5).

Supposons maintenant que la réduction n’est pas déployée. Soient 71,72
les pentes des tangentes a D, au point singulier et soit &' = k(71,72). Alors
k'/k est une extension galoisienne de degré 2, soit donc ¢ I’élément non-
trivial de Gal(k’/k). Alors on a un isomorphisme de groupes abéliens:

sm

D" (k) S {%,w € (K')*} =ker{Ny 1 : (k)" — k*}

:{1£1+’yl 1+ (Norm p— 1)y
Y2 1+ 1+ (Norm p — 1)y,

}
donc \Bj\sm(kﬂ = Norm(p) + 1 d’ou 5 | (Norm(p) + 1) ce qui implique
que Norm(p) # 1 mod(5).

3. Evident.

Montrons le lemme pour n = 7. Soit p un premier de K avec p / 7 et soit
A € K, avec ord,(A) > 0.

.Sip fA(D,) (resp. p f A(C))), alors les équations de Weierstrass des courbes
D, et C) sont minimales.

. Si p|]A(A — 1) alors la division euclidienne de c4(D)) (resp. ¢4(Cy)) par A(A —1)
donne:

ca(Dy) = AA — 1)(A® — T1X° + 31A% — 25)% 4+ 10A2 + 10X — 4) + 1

ca(Dy) = A — 1)(A® + 22005 + 271A* — 14653 + 19302 — 1430 + 236) + 1

donc p [ e4(Dy) (resp. p [ ca(C))) d’ou les équations sont minimales.
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Sip AN =1) et p|(A3 — 82 + 5\ + 1) alors I'idéal (cq(Dy),A3 —8A2 + 5\ + 1)
(resp. (c4(Cy),N3—=8A2+5X+1)) de Z[)] contient 5% x 74 x 59 (resp. 52 x 78 x 59%),
donc la réduction est multiplicative si p f 5 x 59.

1. Si A(A = 1) = 0(p), alors p|A(D,) et p [ ca(D,) et donc les courbes D, et
C, ont une réduction multiplicative, et comme dans le cas n = 5 on a
Dy : y? + 2y = 23, donc la réduction est déployée.

2. Si A* —8X? + 5\ + 1= 0(p), alors p|A(D,) et p [ ca(Dy) et donc Dy et Cy
ont une réduction multiplicative. Soit

fl@y) =9+ (L+ A= Moy + (X = Ay — 2% — (3 = X%)a?,

alors

0
a—f(x,y) =2y + (1+ A=Az + (A2 = )\?)
Y

af D 2 3 I

8_(P) = (A* = X°) # 0 dans k, donc P = (0,0) se réduit en un
Y

point lisse. De la méme fan que pour n = 5 on démontre que la réduction

est déployée si et seulement si Norm(p) = 1 mod(7).

d’ou

3. Evident.
O

D’apres le lemme (3.1.1.2), on peut toujours supposer ord,(A) > 0. Il reste a
décrire le type de réduction dans le cas p | n. On trouve que les cas 1. et 3. du
lemme précédent sont les mémes. Pour le deuxieme cas, il n’est plus possible de
traiter tous les corps de nombres en méme temps. Si K = Q, I’équation de Weiers-
trass (3.1) reste minimale et la réduction est additive. Mais '’équation de Weiers-
trass (3.2) n’est pas forcément minimale, précisément lorsque A = 18 mod(25)
(respectivement A = 5 mod(7)), par exemple pour n = 5 et A = 43 on a
cy(Cy3) = 5% x 7184 et A(Cly3) = 43 x 115 x 5.

3.1.2 Groupes de Selmer et torseurs
3.1.2.1 Définition

Soit T/ K une courbe lisse. Le groupe d’isomorphismes de 7', noté Isom(T),
est le groupe des isomorphismes (définis sur K) de la courbe T vers elle méme.
On note Isomg (7)) le sous groupe de Isom(7") des isomorphismes définis sur K
(pour simplifier les notations on va noter la composition des applications par a3
au lieu de a o f3).
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3.1.2.2 Remarque

Le groupe qu’on a noté Isom(7") est généralement appelé le groupe des auto-
morphismes de T, et est noté Aut(7"). Mais, si £ est une courbe elliptique, on a
défini Aut(E) par le groupe des isomorphismes de E dans E qui envoient O vers
O. Donc Isom(E) # Aut(FE), car par exemple, Isom(E) contient les translations
™ F — FE.

3.1.2.3 Définition

Un twist de T/ K est une courbe lisse T’/ K qui est isomorphe & T sur K. On
identifie deux twists s’ils sont isomorphes sur K. L’ensemble des twists de 7'/ K,
modulo K-isomorphisme, est noté Twist(7'/K).

3.1.2.4 Théoreme
Soit T'/ K une courbe lisse. Pour tout twist 7"/K de T/K, on choisit un iso-
morphisme ¢ : 7" — T et on définit une application

§: G i — Isom(T) o & = ¢%¢ L.

1. € est un 1-cocycle. (i.e. Pour tous o, 7 € Gz : §or = (§5)7¢r). On note sa
classe de cohomologie dans H' (G Isom(T)) par {£}.

2. Laclasse de cohomologie {£} est déterminée par la classe de K-isomorphisme
de T", indépendamment du choix de ¢. On obtient ainsi une application na-
turelle

Twist(T/K) — H'(Gg /g, Isom(T)).

3. L’application dans 2. est une bijection. En d’autres termes, les twists de
T/K ( a K-isomorphisme pres) sont en correspondance bijective avec les
éléments du groupe de cohomologie H'(Gz/x,Isom(T)).

Preuve. voir [14] chapitre X théoreme 2.2.

3.1.2.5 Définition

Soit E/K une courbe elliptique. Un torseur (ou un espace homogene) de E/K
est une courbe lisse T'/K avec une action simplement transitive p de E sur T'
définie sur K. [i.e. Un torseur de £/ K est une paire (T,u), ou T/ K est une courbe
lisse et

w:T'xE—T
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est un morphisme défini sur K vérifiant les propriétés suivantes:

L. u(p,O)=0p pour tout p € T(K).

2. w(u(p,P),Q) = pu(p,P +Q)) pour tous p € T(K) et P.Q € E(K).

3. Pour tous p,q € T(K) il existe un unique P € E(K) vérifiant u(p,P) = ¢/
Et on définit aussi:
v:TxT—FE
v(p,q) = (lunique P € E tel que u(p,P) = q)

3.1.2.6 Lemme
Soit E/K une courbe elliptique, et 7'/ K un torseur de /K. On fixe un point

po € T(K), et on définit une application
0:E—T 0(P) = u(po,P)

Alors 6 est un isomorphisme défini sur K (pg). En particulier, 7/ K est un twist
de F/K.

Preuve. voir [14] chapitre X proposition 3.2.

3.1.2.7 Définition

Deux torseurs T/K et T"/K de E/K sont équivalents s’il existe un isomor-
phisme 0 : T'— T défini sur K et compatible avec les actions de E sur T et T".

[En d’autres termes, pour tous p € T'(K) et P € F(K),

0(u(p,P)) = w(0(p),P).]

La classe d’équivalence contenant F, agissant sur elle méme par translation, est
appelée la classe triviale. La collection des classes d’équivalences des torseurs de
E/K est appelée le groupe de Weil-Chatelet de E/K, et est noté WC(E/K).
(On dira plus loin pourquoi c’est un groupe abélien.)
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3.1.2.8 Proposition

Soit T'/K un torseur de E/K. Alors T/K est dans la classe triviale si est
seulement si T'(K') est non vide.

Preuve. voir [14] chapitre X proposition 3.3.

3.1.2.9 Théoréme

Soit E/K une courbe elliptique. Il existe une bijection naturelle
WC(B/K) — H'(Gg . E)
définie comme suit:

Soit T/ K un torseur de /K, on choisit un point quelconque py € T(K). Alors

{T/K} — {o— v(p§,po)}

Preuve. voir [14] chapitre X théoreme 3.6.

3.1.2.10 Remarque

Comme H' (G g, E) est un groupe abélien, le théoreme (3.1.2.9) définit une
structure de groupe abélien sur 'ensemble WC(E/K).

Supposons maintenant qu’on a deux courbes elliptiques F/K et E'/K et une
isogénie non-nulle ¢ : £ — E’ définie sur K. Alors on a une suite exacte de

G -modules

0= El¢g) ESE -0 (3.3)

ou 'on a noté par E|[¢] le noyau de ¢. En prenant la cohomologie galoisienne on
trouve la suite exacte longue:

¢ )
0 — E(K)[¢] — E(K) — E'(K) = H'(Gg/x,E[¢])
- Hl(Gf/K7E> - Hl(Gf/KaEl) (34)
et de cette suite exacte on forme la suite exacte courte:
5

0 — E'(K)/¢(E(K)) = H'(Gg i, El9]) = H' (G, E)[g] — 0. (3.5)
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Notons que le théoreme (3.1.2.9) nous dit que H'(Gg x,E)[@] est identifié a
WC(E/K)[9].

Comme il est expliqué dans [14], on a de méme pour tout ¥ € My une suite
exacte courte:

0 — E'(Ky)/6(E(Ky)) > H(Gy,E[¢]) — H (Gy,E)[¢] =0 (3.6)

et on a aussi le diagramme commutatif suivant (ou l'on a remplacé chaque
HY(G,E) par le groupe de Weil-Chatelet correspondant et ou les lignes sont
exactes):

B(K) o B B
lE’(K ) ! !
0— 1961;[& (B — 19el;[@ H'Y(Gy,El¢]) — 19el;[@ WC(E/Ky)l¢] — 0

3.1.2.11 Définition

Soit ¢ : E/K — E'/K une isogénie. Le groupe de Selmer de £/ K par rapport
a ¢ est le sous groupe de Hl(GF/K,E[gb]) défini par

SY(E/K) =ker{H'(Ggx . E[¢]) = [I WC(E/Ky)}.

vEMp

Le groupe de Tate-Shafarevich de E/K est le sous groupe de WC(E/K) défini
par

[1(E/K) =ker{WC(E/K) — ] WC(E/Ky)}.

YEMp

3.1.2.12 Théoreme
Soit ¢ une isogénie de courbes elliptiques ¢ : E/K — E'/K définie sur K.

1. Il existe une suite exacte
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2. Le groupe de Selmer S?(E/K) est fini.

Preuve. voir [14] chapitre X théoreme 4.2.

D’apres (1.1),(3.3),(3.4) et (3.5) on a la suite exacte suivante:

0 — DA(K)/$(CAK)) = H' (G jietn) = WCO(CA/K)[0] 0. (3.7)

Et d’apres (3.7) et la proposition (2.2.2.5) on a

S(Oy/K) =2 {0 € K*/(K*)": Cy\y(K,) # 0, pour tout premier p}  (3.8)

ou C)p désigne le torseur de C) qui correspond a # € K*/(K*)". Notons que
comme n est impair, on peut ignorer les places infinies. On donne des équations
pour les courbes C) g de deux méthodes différentes, la méthode ”push-out” et la
méthode de "1’espace projectif”.

Equations via push-out.

Soient C et D, données par (3.1) et (3.2). On note par 1 le générateur de
Z/nZ — D,(K). On fait de sorte que u, — C) vérifie e4(¢,1) = ¢ pour tout
¢ € py, ou e, désigne l'accouplement de Weil, comme il est défini dans [14]
chapitre I1II exercice 3.15.
3.1.2.13 Lemme

Soit f € K(D,) tel que div(f) = n.1 — n.0, quitte a multiplier f par un
élément de K™*, on peut supposer que fo ¢ = ¢g" pour un g € K(C)). Alors
I’application ¢ suivante:

0 — pn(K) = Ca(K) % Da(K) = K*/(K*)"
est donnée par §(P) = f(P) mod(K™*)", pour P # 0,1.

Preuve. voir [5] lemme 1.4.

Soit D, d’équation de Weierstrass (3.1) et soit 1 = (0,0). Alors f est donnée
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par:

n=>5 f(xy)=ay+y—a*
(3.9)
n="7 flry)=A\+1)z— 2%y + \22% — 2\ + Doy — \%y.

Equation dans ’espace projectif.

Soit D un diviseur sur une courbe elliptique, on rappele que (voir [14], cha-
pitre I1I):

D~0<deg D=0etsum D =0. (3.10)

Donc si on plonge E «— P"~! grace & un systeéme linéaire complet de degré n
alors la translation 7p se prolonge en un automorphisme de P"~! si et seulement
si P € Eln.

Soit maintenant 7' — P"~! une courbe lisse de genre 1 et de degré n. On sous-
entend toujours que 7' est plongée grace a un systeme linéaire complet, ce qui
équivaut a dire que 7" n’est contenue dans aucun hyperplan. L’action de Jac(T)
sur 7' détermine une action de G, -modules Jac(T')[n] — PGL,.

Supposons que T est un torseur de Cy avec & € WC(Cy/K)[¢]. On sait que
i — C) agit sur T' et que le quotient U = T'/p,, est un torseur de Dy = C\/ .
Alors on a:

¢ WC(Cy/K) = WC(Dy/K); & — & = 0.

En choisissant un point dans U(K) on obtient un diviseur de degré n sur T et
donc un plongement 7" — P"~!. Comme expliqué ci-dessus, p,, — C) se prolonge
en une action sur P"~1. Géométriquement, il existe exactement n hyperplans fixés
par cette action. Ils correspondent au choix du point dans U(K) et ses translatés
sous Z/nZ — D,. En particulier, ces hyperplans sont définis sur K, donc pour
un bon choix de coordonnées dans P*~!, l’action de p,, — PGL,, est donnée par

Cr(1:¢:.. ™. (3.11)

Donc les torseurs C) ¢ se présentent comme des courbes lisses de genre 1 et de
degré n dans P"~1. Inversons I’argument précédent pour montrer que toutes les
courbes qu’on obtient sont de la forme C) g.
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Soit T une courbe lisse de genre 1 et de degré n dans P"~! invariante sous
I'action de p, donnée par (3.11). Comme n est premier a 6, on sait que u, —
Jac(T') et donc Jac(T) = C) pour un A € K. Maintenent, 7" est un torseur de
Cy et U := T/p, est un torseur de D,. Mais l'intersection de T" avec un des
hyparplans est une orbite de u, définie globalement sur K. Donc U est trivial
comme torseur de Dy et & € WC(Cy/K)[¢]. D’apres la suite exacte (3.7 ) il
vient que T' = C) y pour un § € K*/(K*)".

3.1.3 Le théoréme de descente

Soit n = 5 (respectivement n = 7) et A € Q avec A # 0 (respectivement
A # 0,1). On considere les courbes elliptiques C) et D, définies par (3.1) et
(3.2). Dans chaque cas Z/nZ +— D, est engendré par (z,y) = (0,0) et la courbe
isogene C) est définie comme le quotient de Dy par Z/nZ. On écrit ¢ : C), — D,

-~

pour l'isogénie de degré n avec Cl¢] = u, et D[p| = Z/nZ. Dans cette section
on annonce les résultats principaux qui servent a décrire les groupes de Selmer

S(C/Q) et S®(Dy/Q).

On note par

a(d) = X\ — 1)

B(A) = A3 — 8\ + 5\ + 1.

Les zéros de ces polynomes sont des pointes de X;(n). On définit deux ensembles
disjoints de premiers rationnels par:

A = {p premier| ord,(\) < 0 ou a(A) = 0 mod(p)}

B(A) =0 mod(p) et p=1 mod(n)

B =< ppremier| ou p=n=>5et A= 18 mod(25)

ou p=n="TetA=5mod(7)
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Pour S un ensemble de premiers rationnels, on écrit [S] pour le sous espace
de Q*/(Q*)" engendré par S. Pour un accouplement = d’espaces vectoriels sur
Z/nZ on écrit kerg(Z) et kerp(Z) pour les noyaux a gauche et a droite.

3.1.3.1 Théoréme

Soit n = 5,7 et A € Q avec A # 0, respectivement A\ # 0,1. Soient A et B
les ensembles de premiers rationnels définis précédemment. Alors le groupe de
Selmer par rapport a l'isogénie ¢ : Cy, — D, est donné par

S?(Cy/Q) = {0 € [A]: 0 € (Q;)" pour tout p € B}.

La contribution & S?(C,/Q) qui provient de Z/nZ — Dy, est engendrée par a(\).

En outre, il existe un accouplement = : [A] x [B] — Z/nZ tel que

S9(Cy/Q) =kerg(Z) et SP(D,/Q) =kerp(Z).

3.1.3.2 Lemme

Pour un premier rationnel p, la congruence 3(A\) = 0(p) est soluble si et seule-
ment si p=n ou p = +1(n).

Preuve

(1) Soit n =5 et p # 2,5

B =0 mod(p) & A2 —11A — 1 =0 mod(p)
& (2X — 11)2 = 125 mod(p)
& (125/p) = 1
& (5/p) =1

< p==+1 mod(5).
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Pour p=5on a
B(A) =0mod(5) < A? — 11X —1 =0 mod(5)
< (A+7)(A—18) + 125 = 0 mod(5)
< (A +2)? =0 mod(5)
< A+ 2=0mod(h)
< A =3 mod(5).
Pour p = 2 on remplace A = 0,1 on trouve 1 = 0 mod(2) ce qui est impos-
sible.
(17) Soit n =Tet p# 7.
Les racines de G()) sont le réel X = —(¢—¢®)(¢*—¢?)?/(¢*— (%) et ses conjugués,
ou ( est une racine 7¢¢ de I'unité. L’extension Q(A)/Q est galoisienne de degré
3. Donc cela revient a voir comment p se décompose dans Q(A\) = Q(u7) N R.
On trouve que p se décompose en produit de trois idéaux premiers distincts de
Q(u7) N R si et seulement si p = +£1 mod(7).
Pour p =7 on a
B(A) =0mod(7) < A3 —8A2+ 5\ + 1 =0 mod(7)
& (A+2)(A=5)? —49 = 0 mod(7)
< (A +2)? =0 mod(7)
< A+ 2=0mod(7)

< A =5 mod(7).
([
Comme A\2—11A—1 = (A+7)(A—18)+125 et A3 —8A2+5\+1 = (A+2)(A—5)2—49,
la condition pour que n € B est S(A) = 0 mod(125), respectivement F(\) =

0 mod(49), c’est aussi la condition pour que 'équation (3.2) ne soit pas minimale
d’apres ce qu’on a vu dans la section (3.1.1).
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3.1.3.3 Lemme
Soient G,H et K des groupes abéliens et soient f : G — Hetg: H —» K

deux homomorphismes de groupes abéliens . On a la suite exacte suivante

0 —ker(f) i>ker(gf) iker(g) i>(:oker(f) icoker(gf) £>(:oker(g) — 0

ou ¢ désigne l'injection canonique, p la projection canonique, f la restriction
de f aker(gf), 0 et g sont définis par:

d(z) = z+Im(f) pour tou x €ker(g)

g(x+Im(f)) = g(z)+Im(gf) pour tout z € H.

3.1.4 Quelques exemples

Soit n =5ou7et A\ € Q avec A # 0, respectivement A # 0, 1. Le théoreme
(3.1.3.1) nous donne des informations sur les groupes de Mordell-Weil C)(Q) et
D\ (Q) et sur les groupes de Tate-Shafarevich [[(C\/Q) et [[(D,/Q). D’apres la
classification de Mazur des groupes de torsion des courbes elliptiques sur Q on
trouve:

Z/5Z ou Z/10Z sin=>5

D/\(Q)tors =
Z/7Z sin=".

Soit r =rang C)\(Q) =rang D,(Q) et i =dim,C\(Q)[n]. D’apres le lemme
(3.1.3.3) on a une suite exacte:
0 —ker(¢) —>ker(<$¢) —>ker(¢A5) —coker(¢) —>coker(¢A5¢) —>coker(<$) —0
le.
0= Cx(Q)[¢] — CA(Q)[n] — DA(Q)[d] — Dr(Q)/6CA(Q)

~ (3.12)
— CA(Q)/nCA(Q) — CA(Q)/0DA(Q) — 0.

On a dim, CA(Q)[¢] = 0 (car C4(Q)[6] = {O}) et dim, Cx(Q)/nCA(Q) = r +i,
et de la suite exacte (3.12) on déduit:

39



dim, Dy (Q)/6CA(Q) + dim,C»(Q)/6DA(Q) = 7 + 1. (3.13)

Les suites exactes

0— DA(Q)/QbOk(Q) — S¢(C>\/Q) — H(OA/Q)[¢] —0
(3.14)

0 — CA(Q)/6DA(Q) — S*(Dy/Q) — 11(D»/Q)[¢] — 0

nous donnent
dim, S?(Cy/Q) = |A|—rang(Z) =dim, D»(Q)/¢Cx(Q)+dim, [[(Cx/Q)[¢]
dim,, S*(D5/Q) = |B|—rang(E) =dim, C(Q)/dDx(Q)+dim, [T(D»/Q)[¢]

et donc:

|A| + B — 2rang(Z) =dim, D»(Q)/$C(Q)+dim,Cr(Q)/¢DA(Q)

-~

+dim, [T(Cy/Q)[¢]+dim, [T(Dx/Q)[¢]

d’out 'on en déduit notre borne supérieure pour le rang de Mordell-Weil qui
est

|A| + [B] — 1 — 2 rang(=). (3.15)
Pour les exemples suivants on aura besoin des suites exactes suivantes:

-~

0= TI(CA/Q)[¢] — LI(CA/Q)In] — [1(DA/Q)[¢]

~

0= TI(Dx/Q)[0] — LI(Dx/Q)In] — [I(CA/Q)[¢]

3.1.4.1 Exemple

Soit n =5 et A =38 =2 x 19, alors a(\) = 38 et B()\) = 1025 = 5% x 41 d’ont
A = {p premier : p | 38} = {2,19} et comme 41 = 1(5) alors B = {41}. Et donc

(3.16)

Al ={20190<ij <4} et  [B]={41'0<i<4}.
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Comme 5 | 40, alors 5 C g0 C Q1 et pour tout 0 < 4,5 < 4 on a 2019 € Zj,,
considérons donc I’accouplement suivant défini par le symbole de Legendre (pour
plus de détails sur ce symbole voir [12] chapitre IIT section 5)

- da

= A % [B] = ps (a.b) — (a.b)ars = (a/41)g o ®
avec (a/41); = a5 (41) = a®(41). Montrons que rang(Z) = 1. Comme 2 et
19 engendrent [A] et 41 engendre [B], il suffit de montrer que =Z(2,41) # 1. Sup-
posons par I'absurde que Z(2,41) = 1, alors on aurra 1 = =(2,41) = (2,41)415 =
(2/41)<5)rd41(41) = 2%(41), ce qui nous donne 28 = 256 = 5 x 51 + 1 = 1(41)
contradiction. Donc rang(=) = 1, d’ou |A| + |B|] — 1 — 2rang(Z) = 0, ce qui im-
plique 7 = 0. On en déduit que C33(Q) =0, D3s(Q) = Z/5Z et [[(C3s/Q)[5] =
[1(Dss/Q)[5] = 0.

3.1.4.2 Exemple

Soit n =7 et A = 8. Donc A = {2,7} et B = () ce qui donne rang(Z) = 0. A
'aide de "mwrank” on trouve un point (z,y) = (30,198) d’ordre infini dans Ds.

D'ott C(Q) = Z, D(Q) = Z/7Z x Z et [[(C5/Q)[7] = [1(Ds/Q)[7] = 0.

On peut utiliser le théoreme (3.1.3.1) avec le programme de Cremona ”mwrank”
pour exhiber quelques éléments du groupe de Tate-Shafarevich. Ces éléments sont
explicites dans le sens qu’on est capable de donner des équations dans P*~! pour
les courbes correspondantes qui ne respectent pas le principe de Hasse.

3.1.4.3 Exemple

Soit n =5 et A = —60, — 42, — 30,30,60 ou 90. Dans tous ces cas on a |A| =3
et B = (. A laide de "mwrank” on trouve rang D,(Q) = 0. On a, d’aprés le
théoreme (3.1.3.1), dim5S$(D>\/Q) = |B|—rang(Z) = 0, et la 2°¢ suite exacte
de (3.14) nous donne dims [[(D»/Q)[¢] =dimsCx(Q)/dDA(Q) = 0. La premicre
suite exacte de (3.14) et (3.13) nous donnent dims [[(C)/Q)[¢] = |A| — 1 = 2,
d’apres (3.16) dims [[(C/Q)[¢] =dims [[(CA/Q)[5] = 2. D’ou 'on en déduit
[H(Cy/Q)[5] = (2/5Z)*.

3.1.4.4 Exemple

Soit n =7 et A = —6, — 5,6,7,10 ou 11. Dans tous ces cas on a |A| =3 et B
= (). A Paide de "mwrank” on trouve rang D,(Q) = 0, et en utilisant le théoréme
(3.1.3.1) on trouve (comme dans I'exemple précédent) [[(C\/Q)[7] = (Z/TZ)>.

On donne maintenant quelques exemples de groupes non triviaux [[ pour des
courbes elliptiques de rang de Mordell-Weil positif.
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3.1.4.5 Exemple

Soit n =5 et A = £30/7, & 35/6, + 14/15. Dans tous ces cas A = {2,3,5,7}
et B = (. A l'aide de "mwrank” on trouve rangD,(Q) = 1, et en utilisant le
théoreme (3.1.3.1) on trouve: [[(Cy/Q)[5] = (Z/5Z).

3.2 Quelques résultats géométriques

3.2.1 La géométrie d’une courbe elliptique

Soit K un corps algébriquement clos et n un entier > 3. On suppose que
car(K) f n et on fixe une racine primitive n®"¢ de I'unité ¢ = (,.
3.2.1.1 Définition

1. Une courbe elliptique normale de degré n est une courbe elliptique F —

P"~! de degré n qui n’est contenue dans aucun hyperplan.

2. Un polygone de Néron de degré n est une collection de n droites ly,...,l,—1 €
P! qui ne sont contenues dans aucun hyperplan et arrangées de sorte que
l; rencontre [; si et seulement si ¢ — j = 1 mod (n).

3.2.1.2 Lemme

Soit E < P™~! une courbe elliptique normale ou un polygone de Néron. Alors
E est contenue dans n(n — 3)/2 quadriques et pour n > 4 ces quadriques sont
suffisantes pour définir F.
Preuve. voir [5] lemme 2.2.
La courbe modulaire Y'(n) = X (n)\{les pointes} paramétrise les triplets (E,P,Q)

ou E est une courbe elliptique et P,Q) € E[n] satisfont e, (P,Q) = (,. Notons qu’il
existe une action de p,, sur X (n) donnée par

G (B, PQ) — (E,PQ+ P) (3.17)

de quotient X;(n).

3.2.1.3 Proposition

Soit (E,P,Q) comme ci-dessus. Si on plonge £ — P"~! grace & un systéme
linéaire complet, alors on peut choisir des coordonnées dans P"~! telles que les
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translations 7p et 7 soient données par:

1 0 0 0 00 .. 01

0 ¢ 0 0 10 0

00 ¢ 0 0 1 00
Mp = MQ =

00 0 ¢t 00 10

Preuve. voir [5] proposition 2.3.

3.2.1.4 Proposition

Soit n un entier impair > 3 et soit (E,P,()) comme ci-dessus. Si on plonge
E — P! grace a un systéme linéaire complet |D| avec [—1]*D ~ D alors il
existe un unique choix de coordonnées dans P"! telles que 7p,7g et [—1] sont
données par Mp,Mg et:

10 .00

00 .. 01

00 .. 10
1=

01 .. 00

Preuve. voir [5] proposition 2.4.

On se restreint a n impair > 5, de sorte que F soit définie par des quadriques.
Soit (E,P,Q) un triplet comme ci-dessus, on plonge £ — P"~! via le systeme
linéaire complet |n.0| et on choisit des coordonnées comme dans la proposition
(3.2.1.4). Alors (E,P,Q)) est déterminé de maniere unique par les coordonnées
de 0 € P"'. En effet, en se donnant les coordonnées de ce point, l'action de
Mp et Mg nous permet de trouver n? points de F, et comme E est définie par
des quadriques alors d’apres le théoreme de Bezout, ces quadriques sant suffi-
santes pour déterminer F. Ainsi, la procédure précédante donne un plongement
X(n) < P"1. On va décrire I'image de cette application dans les cas n = 5 et
n = 7. On écrit zg,21,...,2,_1 pour les coordonnées dans P"~! et on suppose que
tous les indices sont modulo n. Notre hypothese n est impair nous dit

43



n0~0+P+2P+ ..+ (n—1)P. (3.18)

donc 0 appartient a un seul des hyperplans fixés par Mp. Mais 0 est fixé par
[—1], donc on a 'un des cas suivants:

0=(0:ay:as:...:0a9:ay) (+)
0=0:a1:a:...: —as: —ay) (—)

avec ai,...,a(n—1)/2 non nuls. On concidere les espaces vectoriels suivants:

V.= HO(Pnil,IE(2)) cCW:= HO(Pnil,OPnfl (2)) = <ZL‘Z‘IL'j,0 <1, < (7’L — 1))
L’action de Mp nous permet d’écrire V' et W sous forme de sommes directes
V=@V et W = @;W; avec V; C W; = (2?,2;_1Ti11,...). Comme n est impair,
on en déduit de l'action de Mg que dimV; = (n — 3)/2 et dimW; = (n + 1)/2.
Le point 0 et ses translatés sous 'action de Mg impose quelques conditions de

linéarité sur les coeflicients des quadriques de V. Cela nous mene a exclure le cas
(+) et de donner la définition suivante.

3.2.1.5 Définition

Soit n impair > 5, et soit A(n) C P"! le sous schéma défini par

as=0, ap,_; = —a; et rang(ai_jai+j)§f;:10 < 2. (3.19)

La construction précédente montre que X (n) C A(n). En fait, pour tout premier
p on a, d’apres le théoreme de Vélu, X (p) = A(p). En d’autres termes, les qua-
driques (3.19) suffisent pour définir X (p).

3.2.1.6 Equations pour X(5).

Soit 0 =(0:a:b:—b: —a). La variété A(5) est définie par

0 —a® —b*
rang | a*> 0 ab <2
V¥ —ab 0

Donc X (5) = A(5) est une copie de P!, et V' = @V est engendré par I’équation:
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abxy + b1y — a*rows = 0 (3.20)

et ses permutations cycliques.
Les points (a : b) = (1:0),(0: 1) sont les pointes rationnelles de X (5).
3.2.1.7 Equations pour X(7).
Soit 0=(0:a:b:—c:c:—b:—a). La variété A(7) est définie par:
0 —a*> —b* —c
a® 0 ac —bc

P —ac 0 ab -
c be —ab 0

rang

N

Donc X (7) = A(7) est la quadrique de Klein, et V = @;V; est engendré par
les équations:

abrixg + bexoxs 4+ caxrzry =0

abz? + aoxs — bPaszy =0
(3.21)
bex? — Px + a? =0
0 1T6 A~T3Ty =
card + b r1x6 — a’Toms =0

et leurs permutations cycliques.

Les points (a : b : ¢) = (1 : 0 :0),(0 :1:0),0 :0: 1) sont les pointes
rationnelles de X (7).

3.2.2 Equations des torseurs

Soit n = 5 ou 7. On va donner des équations explicites des torseurs C) g
comme courbes dans P*~!. On travaille sur un corps parfait K et on suppose que
car(K) # n.
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Soit T" — P"! une courbe lisse de genre 1 et de degré n invariante sous
I'action de p,, — Aut(P""!) donnée par

¢ Diag(1:¢:...: ¢" ). (3.22)

On écrit (xg : ... : @,_1) pour les coordonnées d'un point dans P"~! et on sup-
pose que tous les indices sont modulo n. Les hyperplans fixés par (3.22) sont les
H; := {z; = 0}. L’action de Jac(T)[n| sur T se prolonge & P"~1. Comme n est
premier on sait que cette action est engendrée par:

10 0 .. O 0 0 0 =

0 ¢ 0 0 % 0 00

00 (2 0 0 * 00
Mlz MQ::

00 0 (-l 00 % 0

ot x désigne un élément non nul de K. d’apres le lemme (3.2.1.2) la courbe

T est définie par 5 quadriques, respectivement 14 quadriques. L’action de M;

divise ces quadriques en n espaces propres, et I'action de M5 nous dit que tous

ces espaces ont la méme dimension. De facon plus explicite, on a
HO(P" 1 TI1(2)) = &V, avec Vi C {22 m 1Tiyq,..).

3.2.2.1 Lemme

Soit T'— P™! une courbe satisfaisant les hypotheses précédentes.

1. La courbe T rencontre les hyperplans H; en n? points.

2. Toute quadrique non nulle contenant 7" a au moins trois termes non nuls.
Preuve. voir [5] lemme 2.6.

3.2.2.2 Définition

Soient A,7g,...,7n—1 € K tels que a(\) = [[7; # 0. On définit le sous schéma
T[\; 705--,Tn—1] de P"1 avec les équations:
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n=>5 7'01% + x1704 — ToT3Tox3 =0 et ses permutations cycliques

T0xg + 2126 — (1/A\*)TaTsTaTs2025 = 0
n="17 et leurs permutations cycliques
1073 + Ar116 — (1 /N ririTsaszy = 0

3.2.2.3 Proposition

Toute courbe T — P"! satisfaisant les hypotheéses précédentes est égale a
T\, 70, Tn—1] pour des A\,7,....,7,_1 € K.

Preuve. voir [5] proposition 2.8.

3.2.2.4 Lemme

Les schémas T[)\;TO,...,Tn,l] définis sur K sont uniquement déterminés par
ANeKet0=][r"e K /(K"

Preuve.

Cela revient a démontrer que si les n-uples (7p,...,7n—1) €t (&o,...,&n—1) vérifient

a(N) =17 =I1& et (IT77)/(I1&) € (K*)" alors
T[)\, TQ,...,Tn_l] = T[)\, 50,...,571_1].

Montrons d’abord que si les n-uples (7o,...,7,-1) et (00,...,0,-1) vérifient a()) =
[[m=]loiet0=]]7"=]]o;" alors T[\;70,....7n—1] = T[\; 00,....0n-1].

Pour n = 5 considérons l'isomorphisme de P4 — P* donné par:
(o : a1 @923 xq) — (WL : X1 Ty @ UT3 : VTy) avec u,v et w € K*.

L’image de T[\; 09,01,02,03,04] par cet isomorphisme est

2

T[\; wv00,001,u02,0u~ 203,w0 " 2U0y],
2 3,2
T2 ToT3 ToT3 T4 . . .
et en prenant u = — v = 22 et w= ?3 32 on obtient I'isomorphisme

. C =2
T[/\700701>U2>U3>U4] = T[/\vw 00071001,7'2,7'3,7'4]-

Donc il reste a montrer que
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T\; 70,71,72,73,74] =2 T(\; 04,01,72,73,74] avec o = w 2voy et o} = woy.

9 3 4 -1_-2 -3
Ty = 01 Ty

: I -1_-— —3,..—4
Mais comme ToT1T27T3Ty = 0n01T273Ty et L To Ty Ty alors

oy =T et o] = T71.

T3

Méme démonstration pour n = 7 en considérant l'isomorphisme P — P% donné
par

(o @1 1o X3 1Tyt x5 Xg) — (ST @ X1 1 Ty UT3 VT, Wy TTg)

T2 7'227'3 T§T§T4 7'517'3?7'37'5 7'257':;17'27'5?7'6
et en prenant u = “7,v = 5 W = Sy g T = i 52 VS T 5oio3g2g

I'image de T'[\; 09,01,02,03,04,05,06] étant
T[\; s72rog,501,ucs,0u~203,w0 " 204, 1w~ 2005,57 " 2W0g).

Soit maintenant u € K* tel que [[ 7, " = u" [] & . Les n-uples (u™"70,u™71,72,...,Tn_1)
et (&o,..,£n—1) ont les mémes A et 0, donc d’apres ce qu’on vient de voir on a

TN u™"10,u™T, 7oy, Tno1) = T[N €0y &)
Il reste a montrer
TA; 70y Tno1] = TN 0" 10,u™ T, T2y, Tio1) -
Pour cela il suffit de considérer I'isomorphisme de P! — P"~! défini par
n—1

(o : i xpoq) = (U s uxy ot U Ty,

I'image de T'[\; 79,...,T,—1] par cet isomorphisme étant T'[\; u™"70,u"T1,Ta,...,Tr—1].
O

3.2.2.5 Proposition
Soient A\, 7g,...,7h—1 € K avec a(\) = [[ 7 # 0.

1. Si B(\) # 0 alors T est une courbe lisse de genre 1.
2. Si B(N\) =0 alors T est un polygone de Néron.

Preuve. voir [5] proposition 2.10.
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3.2.2.6 Lemme

Le schéma T[X; 79,...,7,_1] rencontre les hyperplans H; en n? points. Les points

d’intersection avec H; sont définis sur K (¢, /a()\)i0) o 0 =[] 7,
Preuve. voir [5] lemme 2.11.

3.2.2.7 Proposition
Soit A € K\ {les pointes de X;(n)}.

1. Si7g,...,7n 1 € K avec a(\) =[] 7 et § = [[7; " alors
T[A; 7oy Tn—1] = Chryp.
2. L’image de Z/nZ — D, (K) est engendrée par a(N\).
Preuve. voir [5] proposition 2.12.

3.2.2.8 Remarque

On a les isomorphismes C) g = C_y/) g2 pour n =5 et Cy g = Cr_1y/) 02 pour
n = 7. Par exemple pour n =5 on a

T\, 10,71,72,73,74) 2 T[—1/\; =70/ (1273)5-.., — T3/ (T071)]
(o @y :@o:x3:@q) — (To: Ty 1 Xy Xy 1 T3).

Enfin, on abandonne notre hypothese car(K') # n. Les équations qui apparaissent
dans la formulation de la proposition suivante sont obtenues a partir des équations
de T[\; 7o,...,Tn—1] en travaillant sous '’hypothese a(\) = [[ 7 # 0 puis en choi-
sissant A = 0, respectivement A = 1.
On écrit Pp=(1:0:0:...), A =(0:1:0:...).....
3.2.2.9 Proposition

Soient 7y,...,7,—1 € K avec I = {i | 7; = 0} # ). Alors le sous-schéma de P"~!
donné par les équations

n=>5 Toxg 4+ 2124 — ToT3x2x3 = 0 et ses permutations cycliques
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Tol% + T1Xg — T2T3T4T5LoL5 — 0
n="7 et leurs permutations cycliques
7'027'17'617(2) — X295 + T3Tux3Ts = 0

est la réunion de |I| courbes rationnelles. Plus précisément, pour toute paire
consécutive 7,2 +d € I on a une courbe rationnelle de degré d qui joint P; a P 4.
Preuve. voir [5] proposition 2.14.

3.2.3 Solubilité locale des torseurs

Dans cette section on travaille sur un corps complet par rapport a une valua-
tion discrete, et de corps résiduel fini. On utilise les résultats de la section (3.2.2)
pour donner quelques criteres d’existence de points rationnels sur les torseurs
Chp. On travaille toujours avec les notations (2.1.4.1) ou I'on pose ¥ =ord. On
note ord*(\) 'entier positif  avec

n=5 {ord(\),ord(—1/A)} ={-rr}
n="7 {ord(A),ord((A —1)/N),ord(1/(1 — X))} = {-r,0,r}.

3.2.3.1 Proposition

Soit A € K\ {les pointes de X;(n)}. On décrit I'image du morphisme de
connection 6 : Dy(K) — K*/(K*)".

1. Si ord*(A) > 0 alors im(6) = K*/(K*)".

2. Si ord*(\) = 0 alors im(5) € R*/(R*)".

3. Si ord*(\) = 0 et car(k) # n alors
(a) Si B(A) £ 0 mod(r) alors im(5) = R*/(R*)".
(b) Si B(A) = 0 mod(r) alors im(6) = 0.

3.2.3.2 Remarque

Si on note par h : H(Gx k,E[¢]) — H'(Gx k,F) le morphisme dans (3.4)
alors on a
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6 € im(d) < 0 € ker h < Cyo(K) # 0.
Preuve

1. I suffit de montrer que K*/(K*)" C im(d). Soit donc § € K*/(K*)",
d’apres la remarque (3.2.2.8) on peut supposer ord (A) > 0, respectivement ord
(A —1) > 0. On écrit C)y sous la forme T[\;7y,...,7,—1] avec ord(r;) > 0 pour
tout 7. La proposition (3.2.2.9) nous dit que la réduction de cette courbe est une
collection de courbes rationnelles définies sur k. Au moins une de ces courbes
est de degré impair et donc isomorphe a P! sur k. On choisit un point lisse Q
sur la réduction et en utilisant le lemme de Hensel, on trouve un point P dans
Cro(K) tel que P = Q et donc C) o(K) # 0, ce qui équivaut a 6 € im(d) d’apres
la remarque (3.2.3.2).

2. Soit 0 € K*/(K*)™ avec ord (/) = 1 mod(n) et montrons que 6 ¢ im(J).
Supposons que 6 € im(d), ce qui équivaut a Cyy(K) # 0. Ecrivons C) 4 sous
la forme T'[A; 79,...,7n—1] avec ord(ry) = —1, ord(7,,—1) = 1 et ord(7;) = 0 pour
tous les autres i. On prend un point P = (zg : ... : x,-1) € C)p(K) avec
min{ord(z;)} = 0.

Soit n = 5 et examinant les équations de T'[\; 79,71,72,73,74] qui sont données
par:

Tol% + T1XT4 — ToT3X2T3
Tll'% + Tolg — T3T4L3X4
721:3 + T1T3 — ToT4ToL4
7'3$§ + Toxy — TT1T0T1
T4l'421 —+ Tl — T1T2X1X2

Comme ord(7y) = —1 et ord(xjxy — T3wexs) > 0, la 1°7¢ équation donne
ord(zg) > 1.

Comme ord(m;) = 0 et ord(zoxe—T3max324) > 1, la 2°™¢ équation donne ord(zg) > 1.

3eme

v

Comme ord(my) = 0 et ord(z123—ToTaxozs) > 1, la équation donne ord(zg) > 1.

4eme

Comme ord(73) = 0 et ord(zoz4—ToT1T071) > 1, 180 équation donne ord(zg) > 1.

Comme ord(1y) = 1 et ord(zox; —TT2x129) > 2, la 5°™¢ équation donne ord(zg) > 1.
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D’out ord(z;) > 0 pour tout i, ce qui contredit min{ord(z;)} = 0 et donc 0 ¢
im(9). D’ou im(9) C R*/(R*)". Méme démonstration pour n = 7 en considérant
les 7 équations: 7,2+ 2 10546 — (1 /N TifoTi 3TiraTissTisaTirs = 0 avec 0 < i < 6.

3. Soit § € R*/(R*)", on écrit C) g sous la forme T'[\; 7,...,T,—1] avec ord(r;) =0
pour tout ¢. La réduction de cette courbe est donnée par la proposition (3.2.2.5).

Dans le cas (a) la réduction est une courbe lisse de genre 1. Soit @) € Cf';,/g(k:),
d’apres le lemme (2.1.4.6) il existe P € C) o(K) tel que P = @ et donc 6 € im(0).

Dans le cas (b) la réduction est une collection de droites, si C)o(K) # 0 alors
une de ces droites est définie sur k. Cette droite rencontre tous les hyperplans
H;, soit donc, dans le casn =5, P = (0: x1 : x5 : 23 : x4) € Hy un point de cette
droite, alors les coordonnées de ce point vérifient:

T1Ty = ToT3X2T3
Tll'% = T3T4X3T4
TQJZ'% = X173
Tgl'g = T4

7'41'421 = T1T2X1X2

On a x4 # 0 car sinon on aurait zqp = 1, = 19 = 13 = 74 = 0 € P*. De la 4°™¢

T T x T
équation on a = = 73(=2)?, et de la 1°"¢ équation on obtient — = 772(=2)?,
Ty Ty Xy Ty
T
et la 5°™¢ équation nous donne 7, = 717227':?(96—3)5, dott 0 = m7 2t =
4
T
(—-)> € (k*)°. Comme car(k) # 5, il vient que § € (K*)*. Donc im(8) = 0.
LaTy
O

Il nous reste a traiter le cas ou car(k) = n. On abandonne donc la méthode
de l'espace projectif et on utilise la méthode ”push out”. On a déja vu que I'ap-
plication

§: DA(K) — K*/(K*)"

est décrite par une fonction rationnelle f € K(D,), donnée explicitement par
(3.9). On rappelle (voir [14]) que I'équation de Weierstrass

y? + a1y + azy = 23 + asx? + agx + ag

est satisfaite par les séries
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1w 2
z(z) = 5T, G2 ase (ay + aragz)z” — ...
1 a a
y(z) = = + Z—; + ;2 +az + (ag + araz)z + ...

En appliquant ceci a la courbe D, définie par (3.1) on trouve:

11—\ )
x(z):;— . FA+ A2+ (A1 —N))2" — ...
n=2=:
I 1—-X A
I 14+ X=)
p(z) = = — AT B S (A2 A — (A2 A (1A= AR
2 2
n=7
I 14A-=27 A=\
y(z) = —— + + + N =)+ (V= 2A)1+ A=Az + ..

23 22 z

On calcule les premiers termes de la série F(z) := £2" f(2(2),y(2)).
Fz)=1+4+2A =1z +AA+2)22 + ...
F(z) =14+ BXN=2XA=2)2+ (A= 1)BN+3X2 =3\ —1)22 + ...

On s’intéresse au cas car(k) = n. On trouve S(A\) = (A — 3)? mod(r), respec-

tivement 5(\) = (A — 5)? mod(7), et F'(0) = #'(\) mod(n). Donc
F(nR)=1+7R  sif(\) # 0 mod(m) (3.23)
F(rR) C 14+ 7*R  si 3(A) =0 mod(r) (3.24)

car pour n =5on a f(A) =0 mod(r) = A—3 =0 mod(7) = 2A—1 = 0 mod(w)
et pour n =7 on a B(A) =0 mod(r) = (A—5)*> =0 mod(m) = \* — 10\ + 25 =
0 mod(m) = 3A\* — 2\ — 2 = 0 mod(7).

Les relations (3.23) et (3.24) nous donnent tout ce dont on a besoin pour K = Q,,.
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3.2.3.3 Proposition
Soit p = n. Soit A € Q,, \ {les pointes de X;(n)}. On décrit I'image de
0:DA(Q,) — Q,/(Qp)"

dans le cas ord*(\) = 0.
1. Si B(A\) # 0 mod(p) alors im(d) = Zx/(Zy)".

2. Si f(A) = 0 mod(p) alors im(6) est engendré par a(\). Donc la condition
pour que § soit Iapplication nulle est A = 18 mod(25), respectivement

A =5 mod(7).

3.2.3.4 Remarque

On a déja vu que l'équation de Weierstrass (3.1) est minimale. On écrit
E = D,, on a les inclusions suivantes

E(Qp) ) EO(Qp) 2 El(Qp)

et la suite exacte
0— F1(Q,) = Eo(Q,) — E(k) = 0
ou:
EQ,) ={P€EQ,): PEE™(k)} et E(Q,)={PeE(Q,): P=0}

D’apres le lemme (3.1.2.13) Iimage de 0 restreinte a £1(Q,) est engendrée par
F(pZy,).

Preuve

1. D’apres la proposition (3.2.3.1=3) on aim 6 C Zy/(Zy)". Comme F(pZ,) =
1 + pZ, engendre Z3/(Zx)" alors on a égalité.

2. Comme 1+ p*Z, C (Z})", il vient de (3.24) que im 0 restreinte & E1(Q,)
est triviale. De plus,

En(Q,)/Ei(Q,) = E*™(Z/nZ) = Z/nZ,

donc d’apres la proposition (3.2.2.7 — 2) I'image de § restreinte a £y(Q,)
est engendrée par «(A). Finalement dans le cas ou la réduction est additive,
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le nombre de Tamagawa [E(Q,,) : Eo(Q,,)] est au plus 4, et donc premier a
n. Il vient qu’il n’y a pas de contribution a I'image de . Pour la derniere
assertion, on calcule

A= 3(5) _ . A= 5(7) -
{ Ne Q) }(:))\_18(25) t { MO —1) € (Q§)7 }(:)/\_5(7).

O

Soient A et B les ensembles de premiers définis dans la section (3.1.3). Pour
S un ensemble fini de premiers rationnels, on note

[S]={6 € Q*/(Q")"|ord(f) = 0 mod(n) pour tout p & S}. (3.25)

Comme C[¢] = pu,, on identifie H'(Q,,C[¢]) = Q}/(Q3)".

3.2.3.5 Proposition
Soit A € Q \ {les pointes de X;(n)}. Le morphisme de connection

5¢ : D,\(Qp) - Hl(Qp,CA[¢])

a pour image

Q/(Q)" sipe A
im 0y = Zy/(Zy)" sipg AUB

0 sipeB

Preuve
Soit p un premier rationnel

(i) Si p € A alors ords(A) > 0 et donc d’apres la proposition (3.2.3.1 — 1) on
a im(8) = Q1 (Q))"

(4) Si p ¢ AU B alors ord;(A) = 0 et 3(A) # 0 mod(p). Si p # n, d’apres
la proposition (3.2.3.1 —3(a)) on a im(d) = Z;/(Z5)" et si p = n, alors d’apres la
proposition (3.2.3.3 — 1) on a im(d) = Zy/(Zz)".
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(13i) Si p € B alors f(A) = 0 mod(p). Si p # n on a d’apres la proposition
(3.2.3.1 — 3(b)) im(5) = 0, et si p = n alors d’apres (3.2.3.3. — 2) on a im(J) = 0.
O

La description de S®(C,/Q) donnée par le théoreme (3.1.3.1) découle direc-
tement de la proposition (3.2.3.5).
S@(C,/Q) =1{0€Q/(Q")":Cr4(Q,) # 0 pour tous les premiers p}
={0 € [A]|0 € (Q;)" pour tout p € B}.
On peut utiliser le théoréme (3.1.3.1) pour trouver une courbe elliptique £/Q
telle que son groupe de Selmer S™(E/Q) soit assez large. Pour cela on choisit

A € Q de sorte que |A| soit large et |B| soit petit , et vice versa. On cite deux
corollaires importants.

3.2.3.6 Corollaire

Pour n = 5 ou 7, le groupe de Selmer S (E/Q) d’une courbe elliptique E/Q
peut étre assez grand.

Preuve. voir [5] corollaire 2.

3.2.3.7 Corollaire

Le sous-groupe de 5-torsion du groupe de Tate-Shafarevich d’une courbe el-
liptique F/Q peut étre assez grand.

Preuve. voir [5] corollaire 3.
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