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Introduction générale

Le recours a la théorie des graphes remonte aussi loin que [’homme a eu besoin de
modéliser des problemes auxquels il s’est trouvé confronter, puisque celui ci, face
a une situation pratique, a toujours essayé de représenter cette situation le plus
simplement possible afin d’en simplifier la compréhension et peut étre, entrevoir

une solution.

La notion de graphe apparait donc de maniére naturelle des que des problémes
faisant appel a des relations entre objets, que nous représentons par des points,
nécessitent une représentation de ces relations, idéalisées par différentes notions,
selon le contexte, par des arétes, des arcs orientés ou toute autre représentation
manipulable mathématiquement.

Cette formulation montre que la notion de graphe est présente dans de nombreux
domaines et depuis longtemps, puisque cette méme représentation suggere de défi-
nir un graphe, un couple formé d’une part de ’ensemble des points qui représentent

les objets et un autre ensemble qui représente les relations entre ces objets.

La théorie des graphes est née en 1736 avec les travaux d’Euler qui donna une
solution au premier probleme historique en la matiere a savoir les ponts de Konig-
sberg. La ville de Kdonigsberg est traversée par la riviere Pregel et posséde sept ponts
partageant la ville en quatre régions. Un piéton peut-il en se promenant, traverser
une et une seule fois chaque pont ?

Personne n’arrivait a faire un tel parcours et les jeunes gens de la ville en avaient
fait un jeu qui aurait pu durer éternellement si ce n’est Fuler qui énonca et dé-

montra ['impossibilité de réaliser un tel parcours car le graphe représentant une



telle situation n’est pas “eulérien”.

F1G. 1 — Les sept ponts de Kénigsberg

La théorie des graphes n’a cessé de susciter [intérét des mathématiciens, philo-
sophes et autres hommes de science. Avec le temps, elle s’est développée dans
diverses disciplines telles que la chimie, la biologie, les sciences sociales, pour de-
venir durant le vingtieme siécle, une des branches les plus florissantes a laquelle

nous faisons appel dans la plupart des problemes de nature combinatoire.

De maniere générale, un graphe permet de représenter la structure et les connexions
d’un ensemble complexe en exprimant les relations entre ses éléments. Les graphes
constituent donc une méthode de pensée qui permet de modéliser de grands pro-
blémes en se ramenant a l’étude de sommets et d’arcs (arétes).

Parmzi les travaux récents en théorie des graphes, une bonne partie est effectuée

par des informaticiens pour 'importance de l’aspect algorithmique.

Dans cette these nous traitons principalement des classes de graphes définies par
des propriétés métriques. Dans ce cadre, la notion d’intervalle, introduite en 1980
par Mulder [25] joue un réle essentiel.

Un intervalle dans un graphe peut étre vu comme [’analogue de ['intervalle sur la
droite réelle dans le sens suivant :

L’intervalle [a, b] est constitué de tous les réels qui sont entre a et b. Un sommet w

d’un graphe G est dit étre entre deuxr sommets u et v de G si w appartient a une
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plus courte chaine de G reliant u et v et l'intervalle entre u et v est [’ensemble de

tous les sommets de G qui sont entre u et v.

Mulder [25] a utilisé la notion d’intervalle pour introduire la notion de convewité,
qui a conduit a la définition de la classe de graphes intervalle monotone qui sont
par définition les graphes dans lesquels tout intervalle est conveze et a utilisé cette
meéme notion pour définir les graphes intervalle régqulier. Les graphes distance mo-
notone sont également définis dans le méme esprit. En effet, en 1987 la notion
d’intervalle fermé a été introduite par Havel et Laborde [19].

L’intervalle fermé dans un graphe peut étre vu comme ['analogue de l’intervalle
fermé (borné) sur la droite réelle.

Cette notion a permis de donner des caractérisations simples de I’hypercube comme
['unique graphe qui soit simultanément intervalle monotone et distance monotone,
ou encore comme le seul a étre distance monotone ayant un sommet de degré éqgal

au diametre du graphe.

Essentielement du a son utilisation pratique et divérsifice pour modéliser des pro-
blémes (réseauz, architecture paralléles,.....) et a l'intérét de sa structure, [’hy-
percube constitue un sujet particuliérement intéressant pour définir des classes de

graphes en se basant sur ses propri€tés.

L’une des particularités de Uhypercube, des graphes de Hamming (généralisation
de Uhypercube) et des graphes de Laborde-Mulder est que chacun de leurs inter-
valles est isomorphe a [’hypercube. Ainsi, la structure de [’hypercube est retrouvée
dans chacun de leurs intervalles avec une dimension inférieure. De ce fait, nous

retrouvons également la propriété de distance monotonie dans ces intervalles.

En utilisant cette propriété Aider et Aouchiche [1] ont introduit la notion de graphe
intervalle distance monotone, graphe dans lequel tout intervalle induit un sous-

graphe distance monotone.

Cela constitue le sujet principal de notre these, que nous basons sur la conjec-

ture due a Aider et Aouchiche [1] stipulant qu’un graphe G est intervalle distance
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monotone si et seulement si tout intervalle est isomorphe a une chaine, a un cycle

ou & un hypercube et qui a été récemment démontrée par Zhang et Wang [31].
Cette thése est organisée comme suit :

Le chapitre 1 est consacré a quelques rappels et notations. Il comporte les concepts

de base nécessaires utilisés dans la suite de ce travail.

Dans le chapitre 2, nous donnons certaines classes de graphes et quelques pro-

priétés générales de ces classes en utilisant des concepts métriques.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons aux graphes intervalle distance mono-
tone. Nous donnons quelques résultats et caractérisations générales sur les graphes
distance monotone en utilisant la notion d’intervalle, des propriétés des graphes in-
tervalle distance monotone et énongons un lemme et un corollaire pour les graphes
de diameétre 2. Des opérations sur cette classe de graphes sont données a la fin de

ce chapitre.

Le chapitre 4 est consacré a des sous-classes de graphes intervalle distance mono-
tone.

La premiere partie traite des graphes dont tous les intervalles sont des chaines
plus généralement les graphes géodésiques, graphes dans lesquels entre toute paire
de sommets il existe une unique plus courte chaine. Elle constitue une sous-classe
des graphes intervalle distance monotone.

Nous donnons une généralisation et des opérations sur cette classe de graphes.
La deuxieme partie est consacrée aux graphes intervalle hypercube, graphes dans
lesquels tout intervalle est isomorphe a un hypercube. Les hypercubes, les graphes
de Hamming et les graphes de Laborde-Mulder sont des exemples de cette classe de
graphes. Ils constituent une sous-classe des graphes intervalle distance monotone.
Dans la troisieme partie, en partant du fait que tout intervalle d’un cycle pair est
soit une chaine soit un cycle pair, nous créons de nouvelles classes de graphes en
combinant a chaque fois deux types différents d’intervalles . Nous étudions quelques

propriétés métriques et quelques opérations fermées pour cette classe de graphes.
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Chapitre 1

Définitions et notations

Nous donnons dans ce chapitre les définitions et les résultats de la littérature dont
nous aurons besoin le long de ce travail. Il est constitué de définitions de base et est
destiné essentiellement aux lecteurs non familiarisés avec la théorie des graphes
en général et la notion d’intervalle en particulier. La terminologie adoptée ici est
celle de Berge [11] et de Mulder [25].

13



Chapitre 1 Définitions et notations

1.1 Définitions générales

Un graphe G est un couple constitué par un ensemble fini non vide V' dit ensemble
de sommets et un ensemble E de paires de sommets distincts appelées arétes. Le
nombre de sommets est appelé ordre de G et est noté en général n, le nombre

d’arétes est noté m.

1.1.1 Adjacence, voisinage et degré d’un sommet

Dans un graphe G, pour une aréte {u,v} reliant le sommet u au sommet v, notée

également uv, nous dirons que :

u est incident a uv.

u et v sont les extrémités de uv.

u et v sont adjacents.

— u est un voisin de v.
Une aréte de la forme {x,z} est dite boucle.

Deux arétes sont dites adjacentes si elles ont une méme extrémaité. Elles sont alors

également dites incidentes a un méme sommet.
Elles sont dites paralléles si elles ont les mémes extrémités.
Le graphe G est dit simple s’il est sans boucle et sans arétes paralléles.

Dans la suite nous ne considérerons, sans le spécifier a chaque fois, que les graphes

simples.
Le degré d’un sommet v de G, noté d(v) ou dg(v), est le nombre d’arétes qui lui

sont incidentes. C’est aussi, pour les graphes simples, le nombre de voisins de v,

c’est a dire :

14



Chapitre 1 Définitions et notations

ot N(v) désigne l’ensemble des voisins de v dans G.

Nous notons O(G) (resp A(G)) le degré minimum (resp mazximum) dans G ie :
- 0(G) = min{dg(v),v € V(G)}
- A(G) = max{dg(v),v € V(G)}

Un graphe G est dit régulier si tous les sommets de G sont de méme degré.

Un graphe G est dit (X, )-graphe si toute paire de sommets (u,v) de G a X ou

VOISINS COMMUNS.

Lorsqu’il n’y a aucune ambiguité nous noterons § ou /N simplement.

1.1.2 Les sous-graphes

Soit G = (V, E) un graphe et soit V' CV et E' C E.

Le sous-graphe engendré par V', noté G[V'], est le graphe dont l’ensemble de som-
mets est V' et dont les arétes sont celles dont les extrémités sont des sommets de
V'. Un sous-graphe engendré par un sous-ensemble de sommets est dit sous-graphe

induait.
Le sous-graphe engendré par E', noté G|E'], est le sous-graphe de G dont l’en-
semble de sommets est égal a l'ensemble des extrémités des arétes de E' et ’en-

semble des arétes est E'.

Nous appelons graphe partiel de G, un sous-graphe de G de la forme G' = (V, E')
avec B' C E.

Un sous-graphe isométrique de G est un sous-graphe induit G' de G tel que dg/(u,v) =

dg(u,v) pour toute paire de sommets (u,v) de V[G'].

15



Chapitre 1 Définitions et notations

1.1.3 Cheminement dans les graphes

Une chaine d’un graphe est une suite altérnée P = (g, €9, T1, . . ., €51, T)) de som-
mets et d’arétes telle que pour O < i < k — 1, les extrémités de e; sont x; et x;yq,

et e; # e; sii # j. Elle est notée Py, et représente une (xo, xy)— chaine.

Une (u,v)-géodésique est une (u,v)-chaine de longueur minimum.

Un cycle dans un graphe est une chaine fermée P = (xq,eq, T1, ..., €k 1, Tk, To)-
Un cycle pair (respt impair) est un cycle de longueur paire (respt impaire). Il est

noté Cy,.

Une chaine P est dite élémentaire si tous les sommets de la séquence qui la définit

sont deuzr a deuz distincts.
La longueur d’une chaine (cycle) est le nombre d’arétes qui la constituent.
Une corde d’une chaine (cycle) est une aréte reliant deuxr sommets non consécutifs.

Une chaine élémentaire est dite induite si elle est sans corde, autrement dit aucune

aréte n’existe entre deux sommets non consécutifs.

1.1.4 Graphes particuliers
Un graphe G = (V, E) est dit conneze si chaque paire de sommets est connectée

par une chaine.

Un graphe G = (V| E) est dit complet si deuz sommets quelconques de G sont ad-
jacents. Un graphe complet sur n sommets est noté K,,. Le graphe K 1 ,, consiste

en une aréte uv avec m sommets adjacents a u et a v.

Nous appelons clique de G, un sous-ensemble de sommets de G engendrant un

graphe complet.

16



Chapitre 1 Définitions et notations

Le couplage est un sous-graphe partiel, qui correspond a un ensemble d’arétes dis-

jointes de G (arétes non incidentes a un méme sommet).

Un graphe G = (V, E) est dit biparti, si l’ensemble de ses sommets peut étre ré-
parti en deuzr sous-ensembles disjoints Vi et Vy tels que toute aréte de G joint un

sommet de V| et un sommet de V,.

Un graphe G = (V, E) est dit biparti complet, si toutes les arétes possibles entre
Vi et Vi sont dans G. Nous le notons K,, ot p = |Vi| et ¢ = |Va|.

Un arbre est un graphe conneze sans cycle.

1.2 Opérations sur les graphes

1.2.1 Joint de deux graphes

Le joint de deux graphes G et G' est le graphe G+ G dont l’ensemble de sommets
est VUV’ et dans lequel deux sommets u et v sont adjacents s’ils vérifient ['une

des conditions suitvantes :

- uwv e F.
- uv € F.
~ueVetveV.

Exemple 1.1. Nous prenons comme exemple Ko et Pj

1.2.2 Produit cartésien

Le produit cartésien de deuzx graphes G = (V(G), E(G)) et H = (V(H), E(H)),
est le graphe GOH dont l’ensemble de sommets est le produit cartésien des en-
sembles V(G) x V(H) et dans lequel deux sommets (u,x) et (v,y) sont adjacents

si et seulement si ils vérifient ['une des deuzx conditions suivantes :
- uv € E(G) et x =y.

17



Chapitre 1 Définitions et notations

Ky Py Ky + P

Fic. 1.1 - Ky + P
~zy € E(H) et u=w.

Exemple 1.2. Le produit cartésien de Ky et Qo est donné dans la figure suivante.

< 0

FIG 12 - Qg = KQDQZ

Ky

1.3 Morphismes de graphes
Soient G = (V(G),E(G)) et H = (V(H),E(H)) deuz graphes simples et soit :
f:V(G) — V(H) une application.

1. f est dit homomorphisme si pour tout sous-ensemble W de sommets de H tel

que H(W) est un sous-graphe induit conneze, G(f~*(W)) est un sous-graphe

18



Chapitre 1 Définitions et notations

induit connexe dans G. Dans ce cas, G est dit homomorphe a H.

2. f est dit isomorphisme si f est une bijection et f et f~1 sont des homomor-

phismes. Dans ce cas, G est dit isomorphe a H et nous le notons G = H.
3. f est dit automorphisme si G = H et f est un isomorphisme.

4. [ est dit homéomorphisme si f est un homomorphisme tel que f~'(uv) in-
duit une chaine dans G pour toute aréte uv de H. Dans ce cas, G est dit

homéomorphe a H.

Exemple 1.3. Le graphe G de la figure suivante est homomorphe au graphe H.

1 1
2 ; 2
4 3,4
G H

F1G. 1.3 — Graphes homomorphes

Un graphe G est dit sommet transitif si pour toute paire de sommets (u,v) il existe
un automorphisme f de G tel que u = f(v). Tous les sommets jouent exactement

le méme role a l'intérieur du graphe.

1.4 Aspects métriques

1.4.1 Distance

Soit G = (V, E) un graphe, la distance entre deux sommets u et v de G, notée

dg(u,v), est la longueur d’une plus courte (u,v)-chaine de G.

19



Chapitre 1 Définitions et notations

Remarque 1.1. L’application définie par :
dg:V xV — R

(u,v) — dg(u,v)
est bien une distance sur G.

La distance dg vérifie les trois ariomes (au sens topologique) :

— (dy) :dg(u,v) >0 et dg(u,v) =0 si et seulement si u = v.
— (do) : dg(u,v) =dg(v,u) Yu,veV.
<dg(u,w) +dg(w,v) Yu, v, weV.
1.4.2 Diametre, excentricité
— Le diameétre d’un graphe G = (V, E), noté Diam(G), est la plus grande
distance entre les sommets de G pris deux a deux.

Diam(G) = Maz{dg(u,v), u, v eV}

— L’excentricité d’un sommet u, notée ext(u), est la plus grande des distances
d(u,v) ot v € V(Q)

ext(u) = Max{dg(u,v), v eV}

1.4.3 Décomposition en niveaux

Soient un graphe G = (V, E) et un sommet u, N;(u) est l’ensemble des sommets a
distance i de u. L’ensemble des voisins de u est désigné par N(u) ou par Ni(u).
Une décomposition en niveaur relative au sommet u est une partition de V(G) en
No, N1, ..., N, ot p = ext(u) et N; = N;(u), 1=0,...,p avec No(u) = {u}.

N, ={w e V(G), dg(u,w)=1, i=0,1...,p}
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Chapitre 1 Définitions et notations

L’ensemble N; est appelé le iéme niveau de u dans G.

Nous donnons pour le graphe G une décomposition en niveaux G' relative au som-
met 3 de FIG.1.4.

0 5 1 0
1
3 4 4
GQ No NG N,

Fi1G. 1.4 — Décomposition en niveaux

1.5 Intervalle et convexité

1.5.1 Intervalle

Soit G = (V, E) un graphe. Soient u et v deuxr sommets de G. L’intervalle entre
u et v, noté Ig(u,v), est l'ensemble de sommets w de G tels qu’il existe une plus
courte (u,v)-chaine de G contenant w.

L’intervalle Ig(u,v) peut étre caractérisé comme suit :
Ig(u,v) ={w € V/dg(u,v) = dg(u, w) + dg(w,v)}

Ainsi, I est une application appelée fonction intervalle de V- x V dans ¢(V'), qui
a toute paire de sommets de G nous associons l’ensemble des sommets de G ap-

partenant a une (u,v)-géodésique.

Le nombre d’arétes qui constitue un intervalle est appellé longueur d’intervalle.

Proposition 1.1. [25] Soit G = (V, E) un graphe de fonction intervalle Ig. Alors :
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Chapitre 1 Définitions et notations

1. Pour toute paire de sommets u et v de GG, nous avons :
- u,v € Ig(u,v).
~ Ie(u,v) = Ig(v,u).
- Six € Ig(u,v), alors Ig(u,x) C Ig(u,v).
- Stz € Ig(u,v), alors Ig(u,z) N Ig(z,v) = {x}.
- Six € Ig(u,v) ety € Ig(u, ), alors z € Ig(y,v).
2. Pour tout triplet de sommets u, v et w de G, il existe un sommet z dans

Ig(u,v) N Ig(u,w) tel que :
z € Ig(u,v) = Ig(v,2) N Ig(w, 2) = {z}

3. Soient u, v, w et z quatre sommets de G. z est l'unique sommet de Ig(u, w)N

Ig(u,v) tel que Ig(z,w) N Ig(z,v) = {2} si et seulement si

Ic(u,w) N Ig(u,v) = Ig(u, 2)

1.5.2 Convexité

Soit G = (V, E) un graphe de fonction intervalle I. Un sous-ensemble de sommets
W est dit conveze si pour toute paire de sommets {u,v} de W Uintervalle 1¢(u,v)
est contenu dans W.

Ig(u,v) CW, Yu,v € W

Remarque 1.2. Si H est un sous-graphe induit convexe d’un graphe simple G,
alors la suppression d’une aréte de H détruit la convexité.
Un intervalle n'est pas nécessairement convezxe. L’intervalle Ig(u,v) de FIG.1.5

n’est pas conveze car :

z,y € Ig(u,v) et Io(z,y) = {z,y,u,v,2} € Ig(u,v) = {u,z,v,y}
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Chapitre 1 Définitions et notations

Fic. 1.5 — Intervalle non convexe
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Chapitre 2

Quelques classes de graphes et

leurs propriétés métriques

Introduction

Dans ce chapitre, nous utilisons la notion d’intervalle pour décrire quelques classes
de graphes. En effet, lintervalle dans les graphes joue un role essentiel dans l’étude
des propriétés métriques.

La notion d’intervalle dans les graphes a été introduite par Mulder [25] qui l'a en
particulier utilisée pour adapter la notion de convexité aux graphes et définir la
classe des graphes intervalle monotone, graphes dans lesquels tout intervalle est
conveze.

Mulder [25] a également introduit d’autres classes de graphes définies selon les pro-
priétés vérifiées par leurs intervalles (graphes intervalle-régulier, graphes intervalle-

diamétral, ... ).
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2.1 Graphe hypercube

L’hypercube de dimension n, noté QQ,, est le graphe dont [’ensemble de sommets
représente les n-uples de {0,1}" et deux sommets u et v sont adjacents si et seule-
ment si ils différent exactement d’une seule composante.

Notons que : Qo = K1, Q1 = Ky et de maniere récurrente Q11 = Q,0Ko5.

De ce fait, Q,, peut étre vu comme le produit cartésien de n copies de K.

2.1.1 Propriété

Tout intervalle d’un hypercube est un hypercube dont la dimension est égale a la

longueur de lintervalle. [25]

Exemple 2.1. @1, Q)2 et Q3 sont représentés dans la figure suivante.

<

Ql Q2 Q?)
Fi1G. 2.1 — Q1, Q2 et Q3

2.2 Graphe de Hamming

Soient ay,as, ...,a, n entiers positifs, le graphe de Hamming Hg, a,... 4., €St le
graphe dont ’ensemble de sommets est constitué des n-uples de [, (0,1,...,a; — 1)
et dans lequel deur sommets sont adjacents si leurs vecteurs correspondants dif-

ferent d’une seule composante.

Nous pouvons également le définir, comme la produit cartésien de n graphes com-

plets.
Hal,ag,.“,an == Kal DKGQD...DK(M
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Lorsque a; = 2, 1 = 1...n, alors nous retrouvons l’hypercube Q,, de dimension n,
en effet :
Qn - KQDKQDDKQ

2.2.1 Propriété

Tout intervalle d’un graphe de Hamming est un hypercube. [25]

Exemple 2.2. Pour a; = 3 et ay = 3 nous obtenons le graphe Hj 3.

Fic. 2.2 - H373

2.3 Graphe de Laborde-Mulder

Soit k > 2, un graphe de Laborde-Mulder (graphe impair étendu), noté Ey, est le
graphe Ey = (V, E) defini par :

V={AC{1,2,..2k—1}: |A| <k}
E={AB, A, BeV:|AAB|=1ou|AAB| =2k —1}

2.3.1 Propriété

Ces graphes ont été introduits par Mulder [25] comme étant des graphes dans les-

quels tout intervalle est un hypercube mais qui ne sont pas des graphes de Ham-

ming. [25]
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Exemple 2.3. Le graphe de Laborde-Mulder E3 est donné dans la figure suivante.

2.4 Graphe sphérique et hyper-sphérique
Définition 2.1. Un intervalle I(u,v) est dit sphérique si :
Vwe Ig(u,v), 3z € Ig(u,v) tel que : dg(u,v) = dg(w, 2)

Un graphe G est dit sphérique si tous ses intervalles sont sphériques.

Fi1G. 2.4 — Graphe sphérique
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Définition 2.2. Un intervalle I(u,v) est dit hyper-sphérique si :
Vwée Ig(u,v), 3z € Ig(u,v) tel que : dg(u,v) = dg(w, 2)
Un graphe G est dit hyper-sphérique si tous ses intervalles sont hyper-sphériques.

Proposition 2.1. [5] Soient G = (V,E) un graphe (hyper)-sphérique et H =
(W, F) un sous-graphe convexe de G. Alors H est (hyper)-sphérique.

Remarque 2.1. La réciproque de la proposition ci-dessus n’est pas toujours vraie.
En effet, dans FIG.2.5, les deux graphes sont hyper-sphériques, mais H est un sous-

graphe non convexe de G.

G H

F1G. 2.5 — Sous-graphe hyper-sphérique non convexe

2.5 Graphe diamétral et intervalle-diamétral

Définition 2.3. Soit G = (V, E) un graphe. Alors G est dit diamétral si :
VueV, FlveV tel que d(u,v) = Diam(G)

Exemple 2.4. Les cycles de longueur 2k, k > 2 sont de diametre k et sont des

graphes diamétrauz.
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Par contre les cycles de longueur impaire 2k + 1 avec k € N*, ne sont pas des
graphes diamétrauz. En effet, Diam(G) = k et pour chaque sommet il ezxiste deux

sommets distincts qui lui sont a distance k.

Uy
U2k Uy
1 1
1 1
1 1
d(uy, upy1) = d(ug, ugyo) | '
' '
1 1
o—
Uk+2 Uk+1

FiGc. 2.6 — 02k+1

Remarques 2.1. [8] Dans FIG.2.7 le graphe G est diamétral et non biparti par

contre G est biparti et non régulier.

Définition 2.4. Un graphe G est intervalle-diamétral si pour toute paire de som-

mets (u,v) de G, Uintervalle I(u,v) induit un sous-graphe diamétral.

Proposition 2.2. [7] Un graphe G intervalle-diamétral est un graphe régulier ne

contenant pas Ky 3 comme sous-graphe induit.
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2.6 Graphe intervalle-régulier
Définition 2.5. [25] Un graphe G est dit intervalle-régulier si
‘[G(ua U) n N(u)l = d(”a U) ou ‘[G(ua U) N N(U)‘ = d(“a U)

Yu, v € G

Le nombre de voisins de u appartenant a Ig(u,v) est précisément égal a la distance

entre u et v.

Remarque 2.2. Un graphe intervalle-régulier n’est pas forcément réqulier. En

effet, K112 est un graphe intervalle-régulier mais n’est pas régqulier.

Fig. 2.7 - KLLQ

Proposition 2.3. [8] Soient G et H deux graphes intervalle-régulier. Alors GOH

est un graphe intervalle-régqulier.

2.7 Graphe médian

Définition 2.6. Un graphe G = (V, E) de fonction intervalle Ig est un graphe
médian si :

lg(u,v,w)| =1, Vu, v, weV
o

Io(u,v,w) = Ig(u,v) N Ig(v,w) N Ig(u, w)
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Exemple 2.5. Le graphe de la figure suivante est un graphe médian.

FiG. 2.8 — Graphe médian

2.8 Graphe intervalle monotone

Définition 2.7. Un graphe G est dit intervalle monotone si pour toute paire de

sommets {u,v} de G Uintervalle Ig(u,v) est conveze.

Exemple 2.6. Les arbres sont des graphes intervalle monotone, puisque l'inter-
valle entre toute paire de sommets est une chaine.

F1G. 2.9 — Arbre

Proposition 2.4. [25] Si G est un graphe médian, alors G est intervalle monotone.

Proposition 2.5. [8] Si G est un graphe sphérique, alors G est un graphe intervalle

monotone.
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Proposition 2.6. [25] Soit G = (V, E) un graphe. Si G' ne contient pas de sous-
graphe isomorphe a Ks 3 ou au graphe de FIG.2.11, alors G est un graphe intervalle

monotone.

Fi1G. 2.10 — Sous-graphe interdit

Remarque 2.3. [5] Si G et H sont des graphes intervalle monotone, alors le

graphe GOH est intervalle monotone.
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Chapitre 3

Intervalle Distance Monotonie

Introduction

Hawvel et Laborde [18] ont introduit la notion de fermeture d’un intervalle pour dé-
finir la classe des graphes distance monotone, graphes dans lesquels tout intervalle
est fermé.

La notion de distance monotonie a €été utilisée pour définir la classe des graphes
intervalle distance monotone, graphes dans lesquels tout intervalle induit un sous-
graphe distance monotone. Cette notion a été introduite par Aider et Aouchiche [1].
Nous rappelons quelques propriétés et caractérisations de ces deux classes de graphes

utilisant les aspects métriques.

33



Chapitre 3 Intervalle Distance Monotonie

3.1 Graphes distance monotone

Définition 3.1. Un intervalle I(u,v) est dit fermé si :
VweV\Ig(u,v), 3z € lg(u,v) tel que :dg(w,z) > dg(u,v)

Un graphe G est dit distance monotone si tous ses intervalles sont fermés.

Exemple 3.1. Les arbres et les cycles pairs sont des graphes distance monotone.

Remarque 3.1. Nous pouvons caractériser, un graphe distance monotone, en

fonction de son degré minimum si ce dernier est inférieur ou égal a trois comme

suil :
- S16(G) =0, alors G a un seul sommet.
- S16(G) =1, alors G est une chaine.
- Si0(G) =2, alors G est un cycle de longueur paire.
- Si0(G) =3, alors G est 'hypercube de dimension 3.

Théoréeme 3.1. [13] Soit G = (V, E) un graphe distance monotone. Alors :

— G est biparti.

- St u, x, y et z sont des sommets distincts de G tels que x, y et z sont
adjacents a u, alors il existe un sommet v dans G adjacent a x et a y mais
pas a z.

- Si 0(G) =1, alors G est une chaine et si §(G) = 2, alors G est un cycle
de longueur paire.

- Si A(G) > 3, alors G est a la fois intervalle hyper-sphérique et diamétral.

- V(G) = Ig(u,v) pour toute paire de sommets {u,v} telle que dg(u,v) =
Diam(QG).

Les deux propositions suivantes, traitent de la stabilité des graphes distance mono-
tone, par passage respectivement au sous-graphe convexe et au sous-graphe induit

par un intervalle.
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Proposition 3.1. [5] Soient G = (V, E) un graphe distance monotone et H =

(W, F) un sous-graphe conveze de G. Alors H est distance monotone.

Remarque 3.2. La réciproque de la proposition précédente n’est pas toujours
vraze.

En effet, tout cycle de longueur 2k, est un graphe distance monotone, dans lequel
toute chaine de longueur k induit un sous-graphe distance monotone non convexe.
Par exemple, Cy est distance monotone, et H est un sous-graphe distance monotone

non convexe.

u

Cy H

Fic. 3.1 — Cy et H sous-graphe non convexe

Proposition 3.2. [5] Soit G = (V, E) un graphe distance monotone et soient u, v
deuz sommets de V. Alors le sous-graphe induit par I5(u,v) est distance monotone

si et seulement si Ig(u,v) est conveze.

La proposition suivante, étudie la stabilité de la notion de distance monotonie par

le produit cartésien.

Proposition 3.3. [5] Soient Gy = (Vi, Hy) et Gy = (Va, Hy) deux graphes tels que

G10G,, est distance monotone. Alors Gy et Gy sont distance monotone.

Remarque 3.3. La réciproque de Proposition 3.3 n’est pas toujours vraie.

En effet, si nous prenons Gi1 = Py et Gy = P3, alors G10OGy n’est pas distance
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monotone puisque l'intervalle Ig(u,v) n'est pas fermé (FIG.3.2).

o o———oU

o Ug—eo

o o— oY
G =2h Gy =2 Py G10G,

Fic. 3.2 — PO

Néanmoins, si Gy et Gy sont distance monotone, avec N(G1) > 3 et AN(Gsy) > 3,

alors la réciproque est vraie. [5]

3.2 Graphes intervalle distance monotone

Définition 3.2. Un graphe simple et connexe est dit intervalle distance monotone

st tout intervalle induit un sous-graphe distance monotone.

Exemple 3.2. Les intervalles dans les graphes complets sont réduits a une aréte
donc ils induisent un sous-graphe distance monotone.

Comme chaque intervalle d’un hypercube, d’un graphe de Hamming et d’un graphes
de Laborde-Mulder est un hypercube de dimension inférieure, qui est distance mo-

notone, alors tous ces graphes sont intervalle distance monotone.

Dans ce qui suit, nous rappelons quelques propriétés et résultats relatifs aux graphes
intervalle distance monotone en utilisant la notion d’intervalle et des propriétés

métriques, particulierement la notion d’intervalle.

Proposition 3.4. [5] Soit G = (V, E) un graphe intervalle distance monotone.
Alors :
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1. tout intervalle de G' induit un sous-graphe biparti;
2. G ne contient pas de sous-graphe induit isomorphe a Koz ni a K112

3. Si H= (W, F) est un sous-graphe complet de G et u un sommet de V.\ W
avec :
IN,AW| > 2

alors, W U{u} induit un sous-graphe complet de G.
4. |g(u,v)| <4,V u,veVavee de(u,v) = 2.

Théoréme 3.2. [2] G est un graphe intervalle distance monotone de diamétre 2

si et seulement si G ne contient pas de sous-graphe induit isomorphe a Ko 3 ni a
Ky

De ce théoreme, nous déduisons le corollaire et le lemme suivants :

Corollaire 3.1. Soit G un graphe intervalle distance monotone de diameétre 2.
Alors tous ses intervalles sont isomorphes a Ky ou a Cy.
Preuve

Soient u et v deux sommets de G. Puisque Diam(G) = 2 nous avons :
Ou dg(u,v) =1, dans ce cas, lintervalle Ig(u,v) est isomorphe a K.

Ou dg(u,v) = 2, dans ce cas, lintervalle Ig(u,v) est isomorphe a Cy.

Lemme 3.1. Soient G un graphe intervalle distance monotone de diametre 2 et
H un sous-graphe de G de diamétre 2. Alors H est un graphe intervalle distance

monotone.

Preuve

Soit G un graphe intervalle distance monotone et soit H un sous-graphe de G de

diameétre 2. Supposons que H ne soit pas intervalle distance monotone. Alors en
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vertu du théoreme 3.2, H contient un sous-graphe induit isomorphe a Ka3 ou a
Ky

Un tel sous-graphe ne peut étre contenu dans G. O

Remarque 3.4. Le lemme 3.1 n’est pas vrai st G et H sont de méme diamétre
supérieur a 2. En effet, si nous prenons [’hypercube QQ3 qui est de diametre 3, alors
le sous-graphe H de la figure suivante qui est de diamétre 3 n’est pas intervalle

distance monotone.

F1G. 3.3 — Sous-graphe de (03

Remarque 3.5. Le fait qu’un graphe soit intervalle monotone et intervalle dis-
tance monotone ne peut étre une condition ni nécessaire ni suffisante pour qu’il
soit distance monotone. En effet :

— Les arbres de degré maximum supérieur ou égal a trois et les graphes géodé-
siques de degré minimum supérieur ou égal a deux sont des graphes intervalle
monotone et intervalle distance monotone sans étre distance monotone.

— Les graphes bipartis complets équilibrés diminués d’un couplage parfait [/(:n,
avec n > 5, sont distance monotone sans étre ni intervalle distance mono-

tone ni intervalle monotone.

Proposition 3.5. [1] Un graphe G = (V| E) est :
— un arbre si et seulement si G est biparti et intervalle distance monotone de

degré minimum 0(G) =1;
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— un cycle pair si et seulement si G est biparti et intervalle distance monotone

de degré minimum §(G) = 2.

Proposition 3.6. [1] Soit G un graphe de degré minimum 6(G) > 3. Alors G est

un hypercube si et seulement si G est biparti et intervalle distance monotone.

Remarque 3.6. La bipartition de G est une condition indispensable. En effet, tout
graphe complet K,,, n > 4 est un graphe intervalle distance monotone, de degré
minimum 0(G) > 3, sans étre un hypercube.

La condition 6(G) > 3 est également indispensable. En effet, les arbres et les cycles
pairs, sont des graphes intervalle distance monotone et biparti sans étre des hyper-

cubes car leurs degrés minimums sont inférieurs ou égaux a deut.

Proposition 3.7. [5] Soient G = (V, E) un graphe intervalle distance monotone

et intervalle hyper-sphérique. Alors G est intervalle monotone.

Lemme 3.2. [5] Soient Gy = (V1, E1) et Gy = (Va, Ey) deuz graphes et G10G,
leur produit cartésien. Soient u,v € Vi et x,y € V5 et notons Hy, Hy et H les
sous-graphes de G, Gy et G10Gsy induits par les intervalles I (u,v), Is(z,y) et
I((u,v), (z,y)) respectivement. Alors H = HiOH,

Conjecturée par Aider et Aouchiche [1], la caractérisation des graphes intervalle

distance monotone a été récemment démontrée par Zhang et Wang [31].

Théoréme 3.3. [31] Un graphe est intervalle distance monotone si et seulement
st tout intervalle est isomorphe soit a une chaine, a un cycle de longueur paire ou

a un hypercube.
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3.2.1 Opérations sur les graphes intervalle distance mono-

tone

Les deux propositions suivantes, traitent de la stabilité des graphes intervalle dis-

tance monotone par le produit cartésien.

Proposition 3.8. [5] Soient G1 = (Vi, Ey) et Gy = (Va, Ey) deuz graphes et
G10Gy leur produit cartésien.
S1 G10Gy est intervalle distance monotone, alors Gy et Gy sont intervalle distance

monotone.

Remarque 3.7. La réciproque de la proposition précédente n’est pas toujours

vraie. En effet, G = Ky et Gy = K3 sont intervalle distance monotone mats

K, K3 Ky0K, 3

F1G. 3.4 - KoOK, 3

leurs produit cartésien n’est pas un graphe intervalle distance monotone.

Cependant, cette condition devient nécessaire dans le cas suivant :

Proposition 3.9. [5] Soient Gy = (Vi, E1) et Gy = (Va, Ey) deux graphes, tels que

tout intervalle de longueur deux est isomorphe a Cy. Alors :
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— Tout intervalle de G10Gy de longueur deux est isomorphe a Cy.
- G10G; est intervalle distance monotone si et seulement si Gi et Go sont

mtervalle distance monotone.

Maintenant, nous nous intéressons a la notion de subdivision dans un graphe.

Définition 3.3. Nous appelons subdivision d’un graphe G, noté Sub(G), le graphe
obtenu en ajoutant des sommets sur les arétes de G, autrement dit en remplacant

un sous-ensemble d’arétes de G par des chaines.

Le graphe noté Si(G) est la subdivision k-réguliére de G, ot chaque aréte de G

contient exactement k sommets ajoutés.

Exemple 3.3. Les graphes de la figure suivante sont S1(Ky4) et Sub(Ky).

S1<K4) SUb(K4)

Fig. 3.5 — SI(K4) et SUb(K4)

Remarque 3.8. La subdivision n’est pas une opération fermée pour les graphes
intervalle distance monotone. En effet, I’hypercube est un graphe intervalle distance
monotone, alors que la subdivision dans FIG.3.6 ne [’est pas, puisque l'intervalle
Ig,(u,v) n'est ni une chaine, ni un cycle, ni un hypercube.

Le graphe Sub(Qs) de FIG.3.7 n’est pas intervalle distance monotone.
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[

F1G. 3.6 — Sub(Qs)

v

Fi1c. 3.7 — Ig,(u,v)
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Chapitre 4

Sous-classes de graphes intervalle

distance monotone

Introduction

Dans ce chapitre, nous utilisons la caractérisation des graphes intervalle distance
monotone conjecturée par Aider et Aouchiche [1] et récemment démontrée par
Zhang et Wang [31] stipulant qu’un graphe est intervalle distance monotone si et
seulement si tout intervalle est isomorphe a une chaine, a un cycle ou a un hyper-
cube.

La premiere classe que nous caractérisons est la classe de graphes dont les inter-
valles sont isomorphes a une chaine, cette classe regroupe tous les graphes géodé-
siques. Plusieurs auteurs comme, Parthasarathy et Srinivasan [26], Scapellato [27]
et Watkins [28] se sont intéressés a ces graphes et ont donné quelques caractérisa-
tions en utilisant la notion de diametre et certaines techniques pour la construction
de blocs géodésiques.

La deuxieme classe est celle des graphes intervalle hypercube, graphes dans lesquels
tout intervalle induit un hypercube.

La troisieme classe de graphes est celle des graphes dont les intervalles contiennent

deux parmi les trois types d’intervalles : chaine, cycle ou hypercube.
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4.1 Graphes géodésiques

Définition 4.1. Soit G = (V, E) un graphe de fonction intervalle I et de distance
dg. Alors G est géodésique si :

Vu,v €V, |Ig(u,v)| = dg(u,v) + 1

1e : toute paire de sommets est reliée par une et une seule plus courte chaine.

Exemple 4.1. Les graphes complets, les cycles impairs et les arbres sont des

graphes géodésiques.

TR

Ky . Arbre P

FiGc. 4.1 — K4, Cr, Arbre, Ps

4.1.1 Caractérisation des graphes géodésiques

Nous rappelons dans ce qui suit, quelques caractérisations de ces graphes utilisant
la notion de diameétre ainsi que certaines techniques pour construire des graphes

géodésiques a partir de blocs géodésiques.

Définition 4.2. Un point d’articulation d’un graphe est un sommet dont la sup-
pression augmente le nombre de composantes connexes. Un isthme est une aréte
dont la suppression a le méme effet. Un graphe n’ayant pas de points d’articula-

tions est 2-connexe et un graphe n’ayant pas d’isthme est dit 2-arétes connexe.
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Dans un graphe G, nous appelons bloc un ensemble A de sommets qui engendre un
sous-graphe G[A] connexe sans points d’articulations et maximal pour cette pro-
priété. Le sous-graphe G[A] est alors soit 2-conneze ( si |A| > 2), soit un isthme
de G ( si|A| =2), soit un point isolé de G ( si |A| =1).

Théoréme 4.1. [13] Un graphe G est géodésique si et seulement si pour tout
sommet v, chaque sommet de Ni(v) est adjacent a un sommet unique de Ny_1(v)
pour

2 <k <ext(v)

Théoréeme 4.2. [30] Un graphe G est géodésique si et seulement si chacun de ses

blocs est géodésique.

Théoréme 4.3. [13] Un graphe G planaire est un graphe géodésique si et seule-
ment si chacun de ses blocs est soit Ko, un cycle impair ou un graphe géodésique

homomorphe a Ky.

Théoréme 4.4. [28] Soit G un bloc géodésique de diametre d qui n’est ni Ky ni

un cycle impair. Alors G a au moins 4 sommets d’excentricité t vérifiant :

(d+2)/2] <t<d

Théoreme 4.5. [4] Soit G un bloc géodésique tel que G # Caqy1 et d(G) > 2.

Alors, G contient K; 3 comme sous-graphe induit.

Dans ce qui suit, nous utilisons la notion de graphe fortement géodésique qui a été

introduite par Bosdk, Kotzig et Zndam [13] pour définir les graphes géodésiques.
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Définition 4.3. Un graphe G est dit fortement géodésique si entre toute paire de
sommets {u,v} de G il existe au plus une chaine de longueur inferieure ou égale

au diametre de G.

Théoreme 4.6. [13] Soit G un graphe fortement géodésique. Alors G est géodé-

stque.

Théoréme 4.7. [14] Si G est fortement géodésique, alors G est une forét ou un

graphe connexe régulier.

Les chaines sont caractérisées comme étant les seuls graphes géodésiques et dis-

tance monotone.

Théoréme 4.8. [4] Soit G = (V, E) un graphe sur n sommets. Alors G est un

graphe géodésique et distance monotone si et seulement si G = P,.

4.1.2 Graphes k-géodésiques

Définition 4.4. La connectivité d’un graphe G, notée k,(G), est le nombre mi-
nimum de sommets dont la suppression déconnecte le graphe ou le réduit a un
sommet 1solé.

De maniére similaire, [’aréte-connectivité de G, notée k.(G), est le nombre mini-

mum d’arétes dont la suppression déconnecte le graphe.

Définition 4.5. Un graphe G est dit k-géodésique connexe (k-géodésique aréte
conneze) pour k > 0, si G est connezxe et l’élimination d’au moins k sommets (k
arétes) augmente nécessairement la distance entre au moins une paire de sommets,

ou bien réduit le graphe a un sommet unique.
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Le plus grand nombre k pour lequel le graphe est k-géodésique connexe (k-géodésique

aréte connexe) est appelé connectivité géodésique (connectivité aréte géodésique).

Théoreme 4.9. [17] Soit G un graphe. Les assertions suivantes sont équivalentes :
— G est k-géodésique conneze ;
— Chaque paire de sommets non adjacents est reliée par au moins k chaines

élémentaires géodésiques deux a deux disjointes;

Chaque paire de sommets non adjacents est reliée par au moins k chaines

simples géodésiques deux a deux disjointes;

G est k-géodésique aréte connexe ;

— Chaque paire de sommets {u,v} de G, telle que d(u,v) = 2 satisfait :

IN(u) N N(v)| >k

Remarque 4.1. L’opération produit cartésien O n’est pas fermée pour la classe de
graphes géodésiques. En effet, les graphes Gy = Ky et Gy = P53 sont géodésiques,

alors que, comme le montre FIG.4.2, KoOP3 ne l'est pas.

() o——ou
) Ug—— 0
o e———eov

Fic. 4.2 - OB,

4.2 Graphes intervalle hypercube

Définition 4.6. Un graphe G = (V, E) est un graphe intervalle hypercube si tout

intervalle I(u,v) de G induit un hypercube.
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Dans ce qui suit, nous donnons quelques classes de graphes vérifiant cette propriété

ainst que certaines de leurs caractérisations.

4.2.1 L’hypercube

Dans ce paragraphe, nous rappelons des caractérisations de l’hypercube utilisant la

fonction intervalle et la notion de distance monotonie.

Théoreme 4.10. [20] Soit G un graphe biparti connexe. Alors les conditions sui-

vantes sont équivalentes :

G est un hypercube ;

— Tout intervalle dans G engendre un hypercube ;

— Tout intervalle dans G engendre un (0,2)-graphe ;

— Tout intervalle I(u,v) dans G contient evactement 2°“*) sommets ;

— Tout intervalle I5(u,v) dans G engendre un graphe avec exactement d(u, v) *

2d(uv)=1 grétes.

Lemme 4.1. [18] Soit Q,, un hypercube de dimension n. Alors :

1. Q, est connexe, biparti, n-régulier et de diamétre n.

2. V(Qn) =2 et B(Q,) = n2"1.

Proposition 4.1. [23] Soit G un (0,2)-graphe de degré n. Alors :
1. G est régulier;
2. V@) <27,
3. [V(G)| = 2" si et seulement si G est isomorphe a Q..

Théoreme 4.11. [16] Soit G = (V, E) un graphe de degré minimum 6(G) > 3.
Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

— G est un hypercube ;
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— (G est distance monotone et intervalle monotone.

Proposition 4.2. [1] Soit G = (V, E) un graphe de degré minimum §(G) > 3.

Alors G est distance monotone et intervalle distance monotone.

Théoréme 4.12. [16] L’hypercube est l'unique graphe distance monotone ayant

un sommet de degré égal au diamétre du graphe méme.

Théoréme 4.13. [16] Soit G = (V, E) un graphe. Alors G est un hypercube si et

seulement si G est sphérique et biparti.

4.2.2 Graphes de Hamming

Dans ce paragraphe, nous traitons une autre généralisation de [’hypercube, le graphe
de Hamming (produit cartésien de graphes complets). Nous rappelons des carac-
térisations de ces graphes utilisant la fonction intervalle et la notion de distance

monotonie.

Définition 4.7. Soit G = (V, E) un graphe de distance dg, u un sommet et W
un sous-ensemble de sommets de G. Nous appelons projection de u sur W, le

sous-ensemble P(v, W) défini par :
Pu, W) ={w e W :dg(u,w) = Min [dg(u,x), © € W]}
Sous ces conditions, nous appelons distance de w a W le nombre :
de(u, W) = Min{dg(u,z), v € W}

Proposition 4.3. [5] Si G est un graphe intervalle distance monotone, alors pour

toute clique W et tout sommet u de G, nous avons :
|P(u, W)| € (1,[W])
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Soit G = (V, E) un graphe. Définissons les propriétés suivantes :
o (A):Ig(u,v)NIg(v,w) = (v) = de(u, w) > maz[dg(u,v),de(v,w)] ¥V u,v,w €
V.

(O) : N(u,v) est constitué de deur sommets non adjacents , Yu,v € V avec
dg(u,v) =2

e (A) : G ne contient pas K15 comme sous-graphe conveze.

o (V) : Siu etv sont deur sommets adjacents et w € V tels que u et v soient

équidistants de w, alors il existe x € V' tel que :
x € Ig(u,w) N Ig(v,w) N N(u,v).

e (Q) : Pour toute clique W et tout sommets v de G, W ne peut étre entiére-

ment contenu dans N;(v) ou
Ni(v) =[w eV :dg(v,w) =1].
e (L) : Pour toute clique W et tout sommet v de G :
|P(u, W)| = 1.

o (o) : Ig(u,v,w) n'est pas vide pour tout u, v, w dans V avec :
— v et w ne sont pas adjacents dans G ;
- v,w € N(z)NIg(u,x);
— dg(u,z) > 3.
ot N(y,z) = N(y)NN(z), N(y) désigne l’ensemble des voisins de y dans G
et Ig(u,v,w) = Ig(u,v) N Ig(v,w) N Ig(u, w).

Théoréme 4.14. [11] Un graphe est de Hamming si et seulement s’il vérifie (O),

(V) et (o).
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Théoréme 4.15. [25] Soit G un graphe de fonction intervalle I. Alors G est un
graphe de Hamming si et seulement si :
— G est intervalle-réqulier ;

— G ne contient pas K19 comme sous-graphe induit ;

— I vérifie (D).

Théoréme 4.16. [5] Soit G un graphe. Alors les assertions suivantes sont équi-
valentes :
- G est de Hamming ;
— G est un graphe intervalle distance monotone vérifiant (A) et l'une des deux
propriétés (O) ou (A) ;
— G est un graphe intervalle distance monotone vérifiant l'une des trois pro-
priétés (V), (Q) ou (L) et l'une des deux propriétés (O) ou (A).

Graphes de Hamming HY

Définition 4.8. Le graphe de Hamming, noté H{, est le produit cartésien de d

graphes de complets de méme parametre \.
H¢ = K\OK,O...0K,

Remarque 4.2. Parfois, nous désignons par graphe de Hamming les graphes H{
et par graphes de Hamming généralisés les graphes Hg, a0, Mais souvent la dis-

tinction (précision) n'est faite que s’il y a nécessité.

Proposition 4.4. [3] Le graphe de Hamming H{ est un (2, \ — 2)-graphe avec les
propriétés suivantes :

— 1l est régqulier de degré d(A — 1) ;

— 1l est de diametre d ;

~ nous pouvons extraire de HY, \* sous-graphes isomorphes a H{_,.
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Nous obtenons les résultats suivants :

Corollaire 4.1. Considerons le graphe de Hamming H3. Alors :
— il est de degré 2(\ — 1) ;
— 1l est de diameétre 2 ;

~ nous powvons extraire de Hi, \* sous-graphes isomorphes a H_,.

Proposition 4.5. Considerons un graphe de Hamming H}. Alors le graphe obtenu

en supprimant (A — 1) sommets est un graphe intervalle distance monotone.

Pour la démonstration de cette proposition, nous avons besoin de la proposition

sutvante :

Proposition 4.6. [14] Soit G un graphe intervalle hypercube n-régqulier. Alors
ko(G) = Ke(G) = n.

Preuve

Soit G' le sous-graphe obtenu du graphe G en supprimant (k — 1) sommets. Alors,
il est de diamétre inférieur ou égal a 2.En effet, d’aprés Corrolaire 4.1, H3 est de
diametre 2.

Si Diam(G) = 1, alors la proposition est évidente.

Si Diam(G) = 2, alors nous sommes dans les conditions du lemme 3.1.

1l faut s’assurer de la connexité du graphe G'. D’aprés la proposition ci-dessus le
graphe est 2(A — 1)-régulier, il faut donc plus de 2(k — 1) sommets pourqu’il se

déconnecte. O

4.2.3 Graphes de Laborde-Mulder

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques caractérisations des graphes de Laborde-

Mulder en utilisant la fonction intervalle et la notion de distance monotonie [22].
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Propriétés :
Soit Ey un graphe de Laborde-Mulder. Alors :
Ey est (2k — 1)-régulier;
Diam(Ey) =k —1;
VA, B € V(E), (I(A, B)) = Qqa,p) : tout intervalle induit un hypercube.
le plus petit cycle impair de Ey est de longueur 2k — 1 ;
pour k > 3, E}. est sans triangle ;

Ey. est intervalle monotone ;

NS G e e =

E). est sphérique.

Théoréeme 4.17. [6] Soit G un graphe intervalle distance monotone. Alors G est
de Laborde-Mulder si et seulement si il est non biparti, sans Ko comme sous-

graphe convexe et de diameétre Diam(G) = k — 1.

Proposition 4.7. [22] Soit G un (0,2)-graphe de degré 2k + 1 et d’ordre 22
Alors :
— Diam(G) > k;

— Diam(G) = k si et seulement si G est Ejy;.

4.2.4 Caractérisation des graphes intervalle hypercube

Dans ce qui suit, nous rappelons des conditions pour qu’un intervalle d’un graphe

soit un hypercube.

Théoréme 4.18. [8] Un graphe G est un hypercube si et seulement si G est un

graphe biparti et intervalle-diamétral.

Théoreme 4.19. [8] Pour toute paire de sommets {u,v} d’un graphe G intervalle-

régulier et sans K11 9, Uintervalle I(u,v) induit un hypercube de dimension d(u,v).
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Théoréme 4.20. [5] Soit G un graphe intervalle distance monotone. Si G ne
contient pas K19 comme sous-graphe conveze, alors tout intervalle de G induit un

hypercube.

Théoreme 4.21. 2] Soit G un graphe intervalle distance monotone. Si tout inter-
valle de G de longueur deuz est isomorphe a Cy, alors tout intervalle de G induit

un hypercube.

Proposition 4.8. [7] Soit G un graphe sphérique. Alors pour toute paire de som-
mets {u,v} telle que :
|N1(u7 U)| = d(uv U)

Le sous-graphe de G induit par I(u,v) est isomorphe @ Qau,v)-

Proposition 4.9. [8] G est un graphe tel que pour toute paire de sommets u et v a
distance 2 le nombre de voisins communs a u et v est ezatement 2 si et seulement

si G est intervalle hypercube.

4.3 Opérations sur I’hypercube et le graphe de

Hamming

Dans ce paragraphe, a partir de classes connues de graphes intervalle distance
monotone a savoir les hypercubes et les graphes de Hamming, nous obtenons deux

opérations qui présérvent cette notion.

4.3.1 Opération sur 'hypercube

Proposition 4.10. Soit (),, un hypercube de dimension n. Soient xy et uv deux

arétes formant un couplage unidirectionnel de @Q),, (arétes joignant deux copies de

Qn_1) voir FIG.4.3.
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Notons Q7 le graphe obtenu a partir de Q,,, en croisant les arétes xy et uv. Alors

Q) est intervalle distance monotone.

T Yy < Y

u (% u (%

F1c. 4.3 - Q3, Q}

Preuve

Le but est de montrer que Q}, est intervalle distance monotone.

Les arétes xy et uv forment un couplage unidirectionnel de Q,,, alors :

vx? y E QTL? ‘fE7y g‘[Qn(u7/U)
vu? v 6 Qna u,'U ¢1Q7z<x’y)

De la construction de @)}, nous avons :

v.%‘, (S Qrw T,y € IQ;;('LL,’U)
Vu, v €Qn, u,v € Ig:(x,y)

Alors, nous obtenons :

Va:, Y, IQn(xvy) - IQ;‘L(ajvy)
Vu, v, Ig,(u,v) C g, (u,v)

D’autre part, nous avons :
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\V/LC, Y, dQn('ray> = dQ;(«I,y)
Vu, v, dg,(u,v)=dg,(u,v)

Car Q,, est un graphe sommet transitif alors la distance entre chaque deur som-
mets dans Q,, est la méme distance entre chaque deur sommets dans Q.
Nous pouvons alors, conclure que tout intervalle de @)}, est un hypercube, par consé-

quent Q)7 est intervalle distance monotone. O

4.3.2 Opération sur les graphes de Hamming

Proposition 4.11. Soit G = HOK, un graphe de Hamming (H est également un
graphe de Hamming).
Notons G* le graphe obtenu a partir de G, en croisant deux arétes d’un couplage

unidirectionnel. Alors G* est un graphe intervalle distance monotone.

Preuve

Soit G = HOK, un graphe de Hamming alors nous avons deux cas :

a Si H est un hypercube de dimension n, alors G = HOK, est un hypercube de

dimenson n+1, dans ce cas, nous sommes dans les conditons de la proposition 4.10.
b Soit G = HOK, un graphe de Hamming.

Soient x, y, u et v des sommets de H tels que les arétes xy et uv forment un

couplage uniderctionnel de Ks.
De la construction de G*, nous avons :
Va,y € H, Ig(x,y) C Ig-(z,y)

Vu,v € H, Ig(u,v)C Ig(u,v)
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D’autre part :

V.CC, Y, dg(fl?,y) = dG*(xay)
Vu, v, dg(u,v)=dg(u,v)

Car G étant de Hamming il est sommet transitif.
Nous pouvons conclure que tout intervalle de G* est un intervalle de G, et comme
Iintervalle I est par hypothese distance monotone, alors Ig- l'est aussi.

Par conséquent, G* est un graphe intervalle distance monotone. O

Remarques 4.1. Cette opération nécessite que G soit un graphe de Hamming
ayant au moins une composante (dans le produit cartésien) isomorphe a K. En
effet, comme le montre le graphe FIG.4.4 l'opération ci-dessus appliquée a un
graphe de Hamming quelconque ne préserve pas l'intervalle distance monotonie.

En effet, Uintervalle I(x,y) n’est ni une chaine, ni un cycle ni un hypercube par

Z Y

u (%

F1G. 4.4 — Graphe non intervalle distance monotone

conséquent d’apres Théoreme 3.3F" il n’est pas intervalle distance monotone.

Remarque 4.3. La classe de graphes intervalle hypercube est fermée par l'opéra-
tion produit cartésien. En effet, dans un graphe intervalle hypercube tout intervalle
de longueur deux est isomorphe a Cy, par conséquent nous sommes dans les condi-
tions de proposition 3.8.

Si Gy et Gy sont deux graphes intervalle hypercube, alors G1OGs est un graphe

intervalle hypercube.
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4.4 Sous-classes de graphes intervalle distance

monotone

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux graphes intervalle distance mono-

tone dans lesquels les intervalles ne peuvent étre que de deux types.

Remarque 4.4. Les graphes dont les intervalles sont des chaines ou des hyper-
cubes ont été caractérisés auparavant, comme étant les graphes géodésiques et les
graphes intervalles hypercube. Dans ce qui suit nous traitons le cas des graphes
dont :

— tous les intervalles sont des cycles;

— tous les intervalles sont soit des chaines soit des cycles;

— tous les intervalles sont soit des chaines soit des hypercubes.

4.4.1 Graphes IC

Intéressons nous a présent aux graphes dont tous les intervalles sont des cycles.
Définition 4.9. Un graphe G est dit IC' si tout intervalle de G induit un cycle pair.

Remarque 4.5. La classe de graphes dont les intervalles ne sont que des cycles ne
peut contenir que des cycles de longueurs 4. En effet, si un intervalle d’un graphe
d’une telle classe est isomorphe a un cycle de longueur supérieure a 6, alors tout
sous-intervalle contenu strictement dans un tel cycle est une chaine et le graphe

ne serait pas de cette classe.

Exemple 4.2. La figure suivante est un graphe 1C'.

4.4.2 Graphe ICC

Définition 4.10. Un graphe G est dit ICC' si tout intervalle de G induit soit une

chaine soit un cycle pair.
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Fi1G. 4.5 — Graphe IC

En partant du fait que les intervalles dans les cycles pairs sont soit des chaines

soit des cycles, nous donnons quelques exemples de cette classe de graphes.

Fi1G. 4.6 — Graphe I1CC

Remarque 4.6. Nous pouvons généraliser le graphe G de FIG.4.6 en construi-

sant des graphes a partir de cycles pairs. De la maniére suivante :

— prendre deux copies d’un cycle Cy de longueur 2k > 4 ;
— relier par une aréte un sommet de l'une des copies a un sommet de ['autre ;
— identifier leurs sommets diamétraux.

Les graphes ainsi obtenus sont tels que tout intervalle est soit une chaine soit un
cycle.
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4.4.3 Graphes IC(Q

Définition 4.11. Un graphe G est dit IC'Q) si tout intervalle de G induit soit une

chaine soit un hypercube.

Exemple 4.3. Le graphe de FIG.4.7 a la propriété que tous ses intervalles sont

soit des chaines soit des hypercubes.

/
\‘\/

Fic. 4.7 — Graphe ICQ

Remarque 4.7. Le graphe de FIG.4.7 est le graphe de Hamming KoOK,OKj5

auquel nous avons appliqué l'opération définie sur les graphes de Hamming.
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Dans ce memoire, nous avons donné des caractérisations et des propriétés mé-
triques des graphes intervalle distance monotone. Nous nous sommes intéressés a
la nature des intervalles qu’ils contiennent, en utilisant la caractérisation stipulant
qu’un graphe est intervalle distance monotone si et seulement si tout intervalle est

isomorphe a une chaine, a un cycle ou a un hypercube.
Cela nous a permis d’étudier des sous-classes de cette classe de graphes a savoir :

e les graphes intervalle chaine ;
e les graphes intervalles chaine cycle ;

e les graphes intervalle chaine hypercube.

Nous posons quelques problemes relatifs a la notion d’intervalle distance monoto-

nie.

e Les graphes géodésiques et les graphes intervalle hypercube étant caractérisés

nous pouvons nous intéresser aur questions suivantes :

— Donner des opérations préservant la nature des intervalles.

— Caractériser les sous-classes des graphes intervalle distance monotone.

e Nous avons montré qu’un graphe de Hamming H) \ auquel nous supprimons
(A — 1) sommets préserve la notion d’intervalle distance monotonie.
Nous posons alors la question de savoir sous quelles conditions les graphes

de Hamming auzquels nous supprimons des sommets reste intervalle distance
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monotone.

e La subdivision n’étant pas fermée pour les graphes intervalle distance mono-
tone, nous pouvons nous intéresser aux conditions nécessaires et suffisantes

pour qu’elle le soit.

Bien entendu, toutes ces questions peuvent également étre possées a d’autres classes

de graphes dans lesquelles l'intervalle a un role essentiel.
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Résumé

La notion d’intervalle fermé dans un graphe peut étre vue comme l’analogue d’un
intervalle fermé sur la droite réelle. Un graphe simple et connexe est dit intervalle
distance monotone si [intervalle entre toute paire de sommets induit un sous-
graphe distance monotone, graphe dans lequel tout intervalle est fermé. Ces graphes
ont €té recemment caractérisés comme suit : G est intervalle distance monotone
si et seulement si tout intervalle est isomorphe a une chaine, un cycle ou a un
hypercube.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a quelques classes et proporiétés métriques

de ces graphes, en nous appuyant sur la nature des intervalles qu’ils contiennent.

Mots clés : Intervalle - Intervalle distance monotone - Propriétés métriques.

Abstract

The notion of closed interval in a graph can be seen as analogous to a closed inter-
val on the real line. A simple connected graph is said interval distance monotone
if the interval between any pair of vertices induces a distance monotone subgraph,
graph in which every interval is closed. These graphs have been recently characte-
rized as follows : G is interval distance monotone if and only if every interval is
isomorphic to a path, a cycle or a hypercube.

In this dissertation, we are interested in some classes and metric properties of

these graphs, with respect of the properties of their intervals.

Keywords : Interval - Interval distance monotone - Metric properties.



