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Résumé

Dans ce travail, on s’est intéressé à la version "Séries de Factorielles" du

théorème de Maillet comme a été étudié par R. Gérard & D. A. Lutz dans [G-L 2].

Pour cela, il était nécessaire d’introduire les notions de séries de factorielles

formelles et convergentes, et donner certaines de leurs propriétés, les plus im-

portantes pour la suite de ce travail. Ceci fait l’objet du premier chapitre.

Dans le second chapitre par contre, on s’occupera des opérateurs agissant

sur les séries de factorielles.

Et enfin dans le troisième chapitre, on démontrera deux théorèmes importants

qui permettent de reconnaître à priori certains opérateurs qui sont singuliers

réguliers. Ces deux théorèmes serait à la base de la démonstration du théorème

de Maillet auquel on s’intérèsse.

Mots clés :

séries de factorielles, théorèmes de type Maillet, opérateurs aux différences



Table des matières

Résumé 1

1 Séries formelles de factorielles 3

1.1 Séries formelles de factorielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Opérations sur les séries formelles de factorielles : . . . . . . . . . 10

1.3 Convergence d’une série formelle de factorielles : . . . . . . . . . 14

1.4 Théorème des fonctions implicites . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2 Opérateurs agissant sur les séries formelles de factorielles 18

2.1 Classe d’opérateurs triangulaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 Dominance entre séries factorielles et entre opérateurs triangulaires 24

2.3 Opérateurs analytiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.4 Singularité des opérateurs L0 -analytiques : . . . . . . . . . . . . . 33

3 Singularité régulière et théorème de Maillet 38

3.1 Singularité régulière : 1er théorème . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.2 Singularité régulière : 2ème théorème . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

1 USTHB



TABLE DES MATIÈRES 2

3.3 Théorème de Maillet pour les séries de factorielles . . . . . . . . . 71

Conclusion 79

Bibliographie 83

USTHB



Chapitre 1

Séries formelles de factorielles
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1.1 Séries formelles de factorielles 4

1.1 Séries formelles de factorielles

Définition 1.1

On appelle Série formelle de factorielles à coefficients dans C, toute série de

la forme :

a−1 +
∑

m≥0

am
m!

x(x+ 1)...(x+m)

où am ∈ C pour tout m ≥ −1 et x est une indéterminée.

L’ensemble de telles séries sera noté FC [[x]]

Pour la simplification de l’écriture, on notera : (x, n) = x(x+ 1)...(x+ (n− 1))

C’est ce qu’on appelle ”factorielle de l’argument x et de rang n ”.

Cette factorielle est un polynôme de degré n. En le développant en puissances

de x, on trouve

(x, n) =
n∑

m=1

|Smn |xm

où le signe |.| désigne la valeur absolue ordinaire, et les Smn ne sont autres que

les nombres de Stirling du premier type (cf [JOR] )1

1En fait Jordan note (x)n le polynôme

(x)n = x(x− 1)...(x− (n− 1)) =
n∑

m=1

Smn x
m

Mais on retrouve facilement l’égalité : (−x)n = (−1)n(x, n)

et on peut prouver que le signe de Smn est égal à (−1)m−n , ce qui donne la formule susdite.
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1.1 Séries formelles de factorielles 5

Par calcul direct on trouve, pour tout entier n :

|Snn | = 1 ,
∣∣S1
n

∣∣ = (n− 1)! ,
∣∣Sn−1
n

∣∣ =
n(n− 1)

2

de plus on a une formule de récurrence : Smn+1 = Sm−1
n − nSmn

Les séries de factorielles à coefficients complexes apparaissent naturellement

dans la théorie des équations aux différences finies linéaires et non linéaires

parce que l’opérateur de base pour ces équations agit très simplement sur telles

séries . Cependant, elles n’ont pas été utilisée systématiquement dans cette théo-

rie. Beaucoup d’auteurs préfèrent les séries entières en 1/x.

Or il existe une correspondance biunivoque entre les séries formelles de fac-

torielles et les séries entières en 1/x , et toute série formelle entière en 1/x est

développable en série formelle de factorielles et inversement.

En effet :

De l’identité :
1

x
− 1

x+m
=

m

x(x+m)

on tire :
1

(x,m)
− 1

(x+ 1,m)
=

m

(x,m+ 1)

Ainsi si on pose :

a(x) =
∑

m≥0

m!

(x,m+ 1)
=
∑

m≥0

m!

x(x+ 1)...(x+m)
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1.1 Séries formelles de factorielles 6

on tire :

a(x)− a(x+ 1) =
∑
m≥0

m!

(x,m+ 1)
− ∑
m≥0

m!

(x+ 1,m+ 1)

=
∑
m≥1

(m− 1)!

(x,m)
− ∑
m≥1

(m− 1)!

(x+ 1,m)

=
∑
m≥1

(m− 1)!

(
m

(x,m+ 1)

)

=
∑
m≥1

m!

(x,m+ 1)

= a(x)− 1

x

D’où : a(x+ 1) =
1

x

i.e :
1

x
=
∑

m≥1

(m− 1)!

(x+ 1,m)
=
∑

m≥1

(m− 1)!

(x+ 1)(x+ 2)...(x+m)

En multipliant, formellement, les deux membres de cette égalité, on obtient :

1

x2
=
∑

m≥1

(m− 1)!

(x,m+ 1)

Or (m− 1)! =
∣∣S1
m

∣∣ , d’où :

1

x2
=
∑

m≥1

∣∣S1
m

∣∣
(x,m+ 1)

Plus généralement, en utilisant la transformée de Mellin 2 ( cf [NIE] ou [G-L 1] ),
2Il a été montré que toute série de factorielles convergente peut être transformée dans une

intégrale définie :
∫ 1

0

ϕ(t)tx−1dt =
∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)

où ϕ(t), la fonction génératrice de cette série de factorielles, admet le développement formel en

série entière en (1− t) suivant : ϕ(t) =
∑
m≥0 am(1− t)m
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1.1 Séries formelles de factorielles 7

on montre que :

1

xp+1
=
∑

m≥p

|Spm|
(x,m+ 1)

pour tout p ≥ 2

Et si on considère une fonction développable en série convergente de puis-

sances négatives entières de x :

F (x) =
a1

x
+
a2

x2
+
a3

x3
+ ... , pour |x| > ω

Les termes de cette série, le premier exclu , peuvent être développés en série

de factorielles, absolument convergentes3 pourvu que Re(x) > 0 , ce qui don-

nera :

F (x) =
a1

x
+
∞∑

n=1

an+1 |Snn |+ an
∣∣Sn−1
n

∣∣+ ...+ a3

∣∣S2
n

∣∣+ a2

∣∣S1
n

∣∣
x(x+ 1)...(x+ n)

(1.1)

pourvu que Re(x) > max(0, ω)

Inversement :

Si on écrit formellement un développement possible de 1

x(x+ 1)...(x+m)
en

série de puissances entières et négatives de x , pour m fixé, on peut trouver les

coefficients de ce développement, de proche en proche, en multipliant, à chaque

fois, par une puissance convenable de x , et en faisant tendre x vers l’infini (Ce

qui est permis puisque la série cherchée est supposée convergente pour x as-

sez grand), puis en soustrayant le nouveau terme connu pour calculer à l’étape

suivante le coefficient du terme suivant. Et ainsi de suite.
3Pour la convergence, voir page 14
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1.1 Séries formelles de factorielles 8

Par exemple pour m = 1 , on écrit :

1

x(x+ 1)
=
a1

x
+
a2

x2
+
a3

x3
+ ....

Ce qui donne :

a1 = lim
x→∞

x

x(x+ 1)
= 0

a2 = lim
x→∞

x2

x(x+ 1)
= 1

a3 = lim
x→∞

x3

[
1

x(x+ 1)
− 1

x2

]
= −1

et on trouve :

1

x(x+ 1)
=
∑

n≥2

(−1)n

xn

De même pour m = 2 , si on écrit :

1

x(x+ 1)(x+ 2)
=
a1

x
+
a2

x2
+
a3

x3
+
a4

x4
+ · · ·

on trouve :

1

x(x+ 1)(x+ 2)
=
∑

n≥0

(−1)nbn
xn+3

avec bn =
n∑

k=0

2k = 2n+1 − 1

ou encore :
1

x(x+ 1)(x+ 2)
=
∑

n≥3

(−1)n−1
[
2n−2 − 1

]

xn

Plus généralement , en utilisant les fonctions génératrices des nombres de

Stirling du deuxième type (cf [JOR] ), on trouve :

1

x(x+ 1)...(x+m)
=
∑

n≥m
(−1)n−m

σmn
xn+1
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1.1 Séries formelles de factorielles 9

où les σmn sont justement les nombres de Stirling du deuxième type. Ils peuvent

être exprimés par la formule :

σmn =
n!

m!

∑

|r|=n

1

r1!r2! · · · rm!

où la somme s’étend à toutes les valeurs ri ≥ 0 (avec répétition et permutation)

pourvu que |r| = r1 + r2 + ... + rm = n . (On note qu’ici r = (r1, · · · , rm) et | |

désigne la longueur de r )

De là on peut tirer une formule analogue à la formule ( 1.1 ) ci-dessus, qui

permet de développer une fonction G(x), dont on a le développement en série de

factorielles, de la développer en une série de puissances de 1/x comme suit :

G(x) = a−1 +
∑

m≥0

am
m!

x(x+ 1)...(x+m)

= a−1 +
a0

x
+
∑

n≥1

n∑
m=1

(−1)n−mamm!σmn

xn+1
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1.2 Opérations sur les séries formelles de factorielles : 10

1.2 Opérations sur les séries formelles de factorielles :

Egalité :

Deux séries formelles de factorielles :

a(x) = a−1 +
∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)

et

b(x) = b−1 +
∑

m≥0

bm
m!

(x,m+ 1)

seront dites égales, si et seulement si :

pour tout m ≥ −1 , am = bm

Addition :

La somme des deux séries formelles de factorielles :

a(x) = a−1 +
∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)

et

b(x) = b−1 +
∑

m≥0

bm
m!

(x,m+ 1)

est, par définition , la série :

(a+ b)(x) = (a−1 + b−1) +
∑

m≥0

(am + bm)
m!

(x,m+ 1)
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1.2 Opérations sur les séries formelles de factorielles : 11

Multiplication par un scalaire :

Soient : une série de factorielles a(x) = a−1 +
∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)

et un élément λ ∈ C

Alors, par définition on a :

λa(x) = λa−1 +
∑

m≥0

λam
m!

(x,m+ 1)

Produit de deux séries de factorielles :

Le produit de deux séries de factorielles

a(x) = a−1 +
∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)
= a−1 + a′(x)

et

b(x) = b−1 +
∑

m≥0

bm
m!

(x,m+ 1)
= b−1 + b′(x)

est, par définition :

(a.b)(x) = a−1b−1 + a−1b
′(x) + b−1a

′(x) +
∑

m≥1

cm
m!

(x,m+ 1)

où :

m!cm =
m∑

k=1

(m− k)!(k − 1)!bm−kCm−k,k−1

avec

Cm−k,k−1 =
k−1∑

p=0

(
p+m− k

p

)
ak−1−p

(cf [CH-G] ou [NIE] 4)
4Nielsen a exposé la formule donnant le produit de deux séries de factorielles dans [NIE]
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1.2 Opérations sur les séries formelles de factorielles : 12

Remarque :

Muni de ces opérations, FC [[x]] acquiert une structure de C -algèbre commutative

unitaire.

La transformation x −→ x+ s, s ∈ N

On a formellement ,

∑

m≥0

am
m!

x(x+ 1)...(x+m)
=
∑

m≥0

bm
m!

(x+ s)(x+ s+ 1)...(x+ s+m)

où :

bm = am +

(
s

1

)
am−1 +

(
s+ 1

2

)
am−2 + ...+

(
s+m− 1

m

)
a0

où les termes
(
n
p

)
désignent les coefficients binomiaux.(cf [G-L] )

En particulier pour s = 1

∑

m≥0

am
m!

x(x+ 1)...(x+m)
=
∑

m≥0

m!
am + am−1 + ...+ a0

(x+ 1)(x+ 2)...(x+ 1 +m)

Ce qui donne :

∑

m≥0

bm
m!

(x+ 1)(x+ 2)...(x+ 1 +m)
=
∑

m≥0

(bm−bm−1)
m!

x(x+ 1)...(x+m)
avec b−1 = 0

(1.2)

et également dans l’article qui lui est réservé, à savoir :

N. Nielsen, Sur la multiplication de deux séries de factorielles.

Rendiconti della R.Acc. dei Lincei (5) , 13 (1904) , pp517-524.
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1.2 Opérations sur les séries formelles de factorielles : 13

Différentiation des séries de factorielles :

Soit une série de factorielles

a(x) = a−1 +
∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)

On a formellement, (cf [G-L] )

da

dx
= −

∑

m≥1

(
a0

m
+

a1

m− 1
+ ...+

am−1

1

)
m!

(x,m+ 1)
(1.3)
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1.3 Convergence d’une série formelle de factorielles : 14

1.3 Convergence d’une série formelle de factorielles :

Le champ de convergence absolue d’une série de factorielle a(x) est toujours

un demi-plan de la forme :{x|Re(x) > ω} .

On rappelle les résultats suivants :(pour plus de détail voir [NIE] et [NOR] 5)

1. Si une série de factorielles converge pour x = x0, elle converge pour tout x

tel que Re(x) > Re(x0)

2. Si une série de factorielles converge pour x = x0, elle converge absolument

pour tout x tel que Re(x) > Re(x0 + 1)

3. Si une série de factorielles converge absolument pour x = x0, elle converge

absolument pour tout x tel que Re(x) > Re(x0)

4. Si une série de factorielles converge pour x = x0, elle converge uniformé-

ment pour tout x tel que Re(x) ≥ Re(x0) + ε, quelque soit ε > 0

5. S’il existe un réel λ tel qu’une série de factorielles donnée soit :

convergente pour tout x tel que Re(x) > λ+ ε pour tout ε > 0

et divergente pour tout x tel que Re(x) > λ− ε pour tout ε > 0

alors ce réel λ est appelé ”abscisse de convergence ” de cette série.

5Nörlund appelle ces séries ”Séries de facultés”
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1.3 Convergence d’une série formelle de factorielles : 15

On montre, en fait, que ce nombre λ peut être calculé en utilisant les formules

de Landau suivantes :

Soient :

α = lim sup
n→∞

(
Log(

∣∣∣∣∣
n∑

s=0

as

∣∣∣∣∣)/Log n
)

β = lim sup
n→∞

(
Log(

∣∣∣∣∣
∞∑

s=n

as

∣∣∣∣∣)/Log n
)

Alors l’abscisse de convergence λ de la série
∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)
vérifie :

λ =





α , si λ ≥ 0

β , si λ < 0

Dans le cas où λ < 0 , il faut exclure du domaine de convergence les entiers

négatifs ou nuls.

Et on a, en particulier : si x → +∞ , la série de factorielles converge unifor-

mément vers son terme constant.

De plus, on peut voir , en utilisant la transformée de Mellin, que : La somme,

le produit, et la différentielle de séries de factorielles convergentes est aussi une série

convergente de factorielles .Ce qui permet de parler des germes de séries conver-

gentes de factorielles. (cf [CH-G] ou [G-L] )

L’ensemble des séries de factorielles convergentes sera noté FC {x}
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1.4 Théorème des fonctions implicites 16

1.4 Un théorème des fonctions implicites pour

les séries formelles de factorielles :

Théorème 1.1

Soient données deux suites de nombres complexes (αj)j≥1 telles que α1 6= 0,

et (am,j) , m ≥ 0 , j ≥ 1 , pour lesquelles la série

F (x, Y ) =
∑

j≥1

{
αj +

+∞∑

m=0

am,j
m!

(x,m+ 1)

}
Y j

converge absolument pour tout x tel que Re(x) > λ et |Y | < r , où λ et r sont des

nombres réels positifs donnés .

Alors :

Il existe une unique série de factorielles Y = ϕ(x) convergente pour Re(x) > λ0

(suffisamment grand) et vérifant l’équation : F (x, Y ) = 0

Pour une preuve de ce théorème, voir [H-T]

Remarque 1 :

En d’autres termes, le théorème ci-dessus implique que toute série formelle

de factorielles solution de l’équation : F (x, Y ) = 0 , est une série convergente .
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1.4 Théorème des fonctions implicites 17

Remarque 2 :

Y. Sibuya affirme que le théorème reste vrai dans le cas où F a la forme :

F (x, Y ) =
∑

j≥1

αjY
j +

+∞∑

m=0

fm (Y )
m!

(x,m+ 1)

où les fm (Y ) sont toutes analytiques pour |Y | ≤ r , et F converge absolument

pour tout x tel que Re(x) > λ et |Y | < r.
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Opérateurs agissant sur les séries

formelles de factorielles
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2.1 Classe d’opérateurs triangulaires 19

2.1 Classe d’opérateurs triangulaires

On notera par : M [[x]] l’ensemble des séries formelles de factorielles de la

forme :
∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)

i.e les séries à termes constants nuls.

On rapelle que M [[x]] est l’idéal maximal de l’anneau local noetherien FC [[x]],

et qu’il vérifie
⋂
p>0(M [[x]])p = {0} (ce qui fait de FC [[x]] un espace de Hausdorff

pour la topologie M [[x]] -adique).

Définition 2.1

Un opérateur linéaire ϕ : M [[x]] → M [[x]] est dit triangulaire s’il est de la

forme :

ϕ


∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)


 =

∑

m≥0

(
m∑

k=0

ϕk(m− k)am−k

)
m!

(x,m+ 1)

où pour tout k ∈ N , ϕk : N→ C

On notera par L0 l’ensemble de tels opérateurs.

Ces opérateurs sont dit “triangulaires” parce qu’ils peuvent être représentés

par une matrice triangulaire inférieure dans la base canonique de M [[x]].
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Définition 2.2

Un opérateur linéaire ϕ : M [[x]]→M [[x]] est dit diagonal s’il est de la forme :

ϕ


∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)


 =

∑

m≥0

(ϕ0(m)am)
m!

(x,m+ 1)

où : ϕ0 : N→ C

Définition 2.3

Soit ϕ un opérateur triangulaire défini dans M [[x]].

On appelle “partie diagonale de ϕ” l’opérateur noté diag(ϕ), ou ϕ0,

et défini par :

diag(ϕ)(
∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)
) = ϕ0(

∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)
) =

∑

m≥0

ϕ0(m)am
m!

(x,m+ 1)

Remarque :

La partie diagonale d’un opérateur diagonale est évidemment égale à cet opéra-

teur lui-même.

Exemples d’opérateurs triangulaires :

1. L’identité est un opérateur triangulaire et même diagonal.

En effet :

id


∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)


 =

∑

m≥0

(am)
m!

(x,m+ 1)

on a donc : ϕk ≡ 0 pour tout k 6= 0 et ϕ0(m) = 1 pour tout m
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2. Tout opérateur diagonale est un opérateur triangulaire.

En effet :

c’est le cas particulier où : ϕk ≡ 0 pour tout k 6= 0

3. La transformation x→ x+ 1 définit un opérateur ϕ triangulaire

En effet : ϕ : a(x)→ a(x+ 1)

ϕ


∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)


 =

∑

m≥0

am
m!

(x+ 1,m+ 1)
=
∑

m≥0

am
m!

(x+ 1)...(x+m+ 1)

Et on a vu précédemment, cf équation (1.2 ), que :

∑

m≥0

am
m!

(x+ 1)...(x+m+ 1)
=
∑

m≥0

(am − am−1)
m!

(x,m+ 1)
,avec a−1 = 0

Par conséquent, il suffit de prendre pour tout m :

ϕk(m− k) = 0 pour k 6= 0 et k 6= 1,

ϕ0(m) = 1 et ϕ1(m− 1) = −1

On remarque que cet opérateur n’est pas diagonal.

4. L’opérateur ϕ = xd/dx défini dans M [[x]] est un opérateur triangulaire

En effet : on a vu que

d

dx
a(x) = −

∑

m≥1

(
a0

m
+

a1

m− 1
+ ....+

am−1

1

)
m!

(x,m+ 1)

(ce qui est aussi triangulaire, prendre φ0(m) = 0 ∀m ≥ 0,

et φk(m− k) =
−1

k
∀m ≥ 1 )
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De plus :

x
d

dx
a(x) = −

∑

m≥1

(
a0

m
+

a1

m− 1
+ ....+

am−1

1

)
m!

(x+ 1,m)

ou encore :

x
d

dx
a(x) = −

∑

m≥0

(
a0

m+ 1
+
a1

m
+ ....+

am
1

)
(m+ 1)!

(x+ 1,m+ 1)

= −
∑

m≥0

Am
m!

(x+ 1,m+ 1)

Or :

∑

m≥0

Am
m!

(x+ 1,m+ 1)
=
∑

m≥0

(Am −Am−1)
m!

(x,m+ 1)
, avec A−1 = 0

et on a :

Am −Am−1 = (m+ 1)
(

a0
m+1 + a1

m + ....+ am
1

)
−m

(
a0
m + a1

m−1 + ....+ am−1

1

)

= (m+ 1)am +
∑

0≤k≤m−1

kak

( −1

(m− k)(m− k + 1)

)

= (m+ 1)am +
∑

1≤k≤m
(m− k)am−k

( −1

k(k + 1)

)

D’où :

x
d

dx
a(x) =

∑

m≥0


−(m+ 1)am +

∑

1≤k≤m

(
(m− k)

k(k + 1)

)
am−k


 m!

(x,m+ 1)

cela implique que :

ϕk(m− k) =
m− k
k(k + 1)

pour tout k 6= 0 et ϕ0(m) = −(m+ 1)
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5. La multiplication par une série de factorielle donnée est un opérateur triangulaire

En effet : Si on se donne une série de factorielle b(x) = b−1+
∑

0≤m<+∞
bm

m!

(x,m+ 1)

et on considère l’opérateur ϕ qui n’est autre que le produit par b(x)

i.e

ϕ(a(x)) = b(x)a(x) = b−1a(x) +
∑

m≥0

cm
m!

(x,m+ 1)

où :

m!cm =
m∑

k=1

(m− k)!(k − 1)!am−kCm−k,k−1

avec

Cm−k,k−1 =
k−1∑

p=0

(p+m−k
p

)
bk−1−p

on voit clairement que c’est un opérateur triangulaire pour lequel :

ϕk(m− k) =
(m− k)! (k − 1)!

m!
Cm−k,k−1 pour k 6= 0 et ϕ0(m) = b−1
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2.2 Dominance entre séries factorielles

et entre opérateurs triangulaires

2.2.1 Dominance terme à terme (entre séries de factorielles)

Définition 2.4

Soient deux séries de factorielles

a(x) =
∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)

et

b(x) =
∑

m≥0

bm
m!

(x,m+ 1)
où bm ≥ 0 pour tout m

On dira que la série b(x) domine terme à terme la série a(x) si on a :

Pour tout m ≥ 0, |am| ≤ bm

Propositon 2.1

Soit : a(x) =
∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)
une série convergente de factorielles, d’abs-

cisse de convergence λ.

Alors :

Il existe une série de factorielles

b(x) =
∑

m≥0

bm
m!

(x,m+ 1)
où bm ≥ 0 pour tout m

convergente , et qui domine terme à terme la série a(x) .
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Preuve :

Soit λ′ = max(0, λ)

On choisit ω = λ′ + ε pour un certain ε > 0

Par hypothèse la série a(x) converge pour x = ω

Donc les termes de cette série tendent vers zéro quand m→ +∞

Par conséquent : ils forment une suite bornée, et on peut trouver M > 0 tel

que :

|am|
m!

(ω,m+ 1)
≤ M

ω
pour tout m

D’où :

|am| ≤M
(ω + 1)(ω + 2)...(ω +m)

m!
pour tout m

Soient maintenant : ω̃ = ω + 1

et b(x) =
∑

m≥0

bm
m!

(x,m+ 1)

où :

bm = M
ω̃(ω̃ + 1)...(ω̃ +m− 1)

m!

Ces coefficients sont positifs et pour tout m on a : |am| ≤ bm

Par ailleurs on peut montrer que la série b(x) converge pour tout x tel que

Re(x) > ω̃ et on a :

M

x− ω̃ =
∑

m≥0

M
ω̃(ω̃ + 1)...(ω̃ +m− 1)

(x,m+ 1)

�
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Remarque :

Si une série b(x) domine terme à terme une série a(x) , les résultats de Lan-

dau impliquent que :

la convergence de b(x) entraîne celle de a(x) .

2.2.2 Dominance entre opérateurs :

Définition 2.5

Soient deux opérateurs triangulaires ϕ et ψ agissant sur les séries de facto-

rielles.

On dira que

1. ϕ domine ψ si pour tout m ≥ 0, et pour tout k, 0 ≤ k ≤ m

|ψk (m− k)| ≤ |ϕk (m− k)|

2. ϕ domine bien ψ si ψ est dominé par un opérateur de la forme : c(x) |diag(ϕ)|

où

c(x) = 1 +
∑

m≥0

cm
m!

(x,m+ 1)

est une quelconque série convergente pour Re(x) ≥ λ ≥ 0 telle que

cm ≥ 0 , ∀m

Cela veut dire que pour tout m ≥ 0, |ψ0 (m)| ≤ |ϕ0 (m)|
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et pour tout k, 1 ≤ k ≤ m :

|ψk (m− k)| ≤ (m− k)!(k − 1)!

m!
|ϕ0 (m− k)|Cm−k,k−1 où

Cm−k,k−1 =
k−1∑

p=0

(
p+m−k

p

)
ck−1−p

3. ϕ domine strictement ψ si :

– ϕ domine bien ψ

– et lim
m→∞

ψ0(m)

ϕ0(m)
= 0

Pour les opérateurs diagonaux, cette définition prend une forme beaucoup plus

simple :

Définition 2.6

Soient deux opérateurs diagonaux ϕ et ψ agissant sur les séries de facto-

rielles.

On dira que :

1. ψ est dominé par ϕ si pour tout m ≥ 0,

|ψ0 (m)| ≤ |ϕ0 (m)|

2. ψ est bien dominé par ϕ si pour tout m ≥ 0,

|ψ0 (m)| ≤ |ϕ0 (m)|

(Ainsi ces deux concepts coïncident pour les opérateurs diagonaux. )
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3. ψ est strictement dominé par ϕ si pour tout m ≥ 0,

|ψ0 (m)| ≤ |ϕ0 (m)|

et lim
m→∞

ψ0(m)

ϕ0(m)
= 0

Définition 2.7

Un opérateur triangulaire ϕ est dit ” bon opérateur” s’il existe une série

c(x) = 1 +
∑

m≥0

cm
m!

(x,m+ 1)

convergente pour Re(x) ≥ λ > 0 à coefficients positifs , telle que :

pour tout m ≥ 0, et pour tout k, 1 ≤ k ≤ m

|ϕk (m− k)| ≤ (m− k)!(k − 1)!

m!
|ϕ0 (m− k)|Cm−k,k−1

où Cm−k,k−1 =

k−1∑

p=0

(
p+m−k

p

)
ck−1−p

Cela veut dire qu’un bon opérateur est un opérateur qui se domine bien.

Remarque :

Tout opérateur diagonal est un bon opérateur.

En effet :

il suffit de prendre c(x) = 1 et on a évidemment pour tout m ≥ 0, et pour tout

k, 1 ≤ k ≤ m

|ϕk(m− k)| = 0 ≤ (m− k)!(k − 1)!

m!
|ϕ0 (m− k)|Cm−k,k−1

Propositon 2.2

Tout opérateur triangulaire agissant sur M [[x]] est strictement dominé par un

bon opérateur.
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Preuve :

Soit ϕ un opérateur triangulaire agissant sur les éléments de M [[x]] à coeffi-

cients ϕk(m− k), 0 ≤ k ≤ m, m ≥ 0

On construit une fonction ψ0 : N→ C telle que pour tout m

ψ0(m) > 0 et ψ0(m) ≥ (m+ 1) |ϕ0(m)|

puis, on considère ψ l’opérateur diagonal défini par ψ0 .

Alors :

1. ψ est un bon opérateur car il est diagonal.

2. ψ domine bien ϕ

En effet : il suffit de considérer la série

c(x) = 1 +
1

x− 1

qui est convergente pour Re(x) > 1 et vérifie :

c(x) = 1 +
∑

m≥0

m!

(x,m+ 1)
, i.e cm = 1 ≥ 0 pour tout m

Si l’opérateur c(x).diag(ψ) domine terme à terme l’opérateur ϕ, on devrait

avoir :

|ϕk(m− k)| ≤ (m− k)!(k − 1)!

m!
|ψk(m− k)|Cm−k,k−1 (2.1)

où :

Cm−k,k−1 =
k−1∑

p=0

(
p+m− k

p

)

Or : ∀n, i ∈ N ; 0 ≤ i ≤ n ,
(
n

i

)
=

(
n

n− i

)
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D’où :

Cm−k,k−1 =
k−1∑

p=0

(
p+m− k

p

)
=

k−1∑

p=0

(
p+m− k
m− k

)

Cm−k,k−1 =
k−1∑

p=0

(
p+m− k
m− k

)
=

m−1∑

p′=m−k

(
p′

m− k

)

Et en utilisant l’identité :

(
n

i

)
=

(
n− 1

i

)
+

(
n− 1

i− 1

)
,∀n, i ; 0 ≤ i ≤ n

pour n prenant toutes les valeurs p′ et i = m− k, on aboutit à :

Cm−k,k−1 =
m−1∑

p′=m−k

(
p′

m− k

)
=

(
m

m− k + 1

)

En reportant ce résultat dans l’inégalité (2.1) on obtient l’inégalité :

|ϕk(m− k)| ≤ (m− k)!(k − 1)!

m!
|ψk(m− k)|

(
m

m− k + 1

)
=

1

m− k + 1
|ψk(m− k)|

Ou encore :

|ψk(m− k)| ≥ (m− k + 1) |ϕk(m− k)|

Or ceci est vérifié par le choix de ψ. Ce qui prouve l’assertion étudiée.

3. Calcul de limm→∞
ϕ0(m)

ψ0(m)

Comme
|ϕ0(m)|
ψ0(m)

≤ 1

m+ 1

alors

lim
m→∞

|ϕ0(m)|
ψ0(m)

= 0

�
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2.3 Opérateurs analytiques

Définition 2.8

Un opérateur D : FC [[x]] −→ FC [[x]] est dit L0-analytique s’il existe :

1. une fonction F (x, Y0,Y1, ..., Yn) holomorphe pour Re(x) > λ et

‖Y ‖ < ρ et telle que F (∞, 0, ..., 0) = 0, (λ et ρ étant des réels positifs,

Y = (Y0,Y1, ..., Yn) ∈ Cn+1, et ‖.‖ désignant une norme de Cn+1).

2. une suite finie : θ0 = id, θ1, ..., θn d’éléments de L0

telles que :

Du = F (x, u, θ1u, ..., θnu)

Cela veut dire que D est une combinaison analytique d’éléments de L0

à coefficients séries de factorielles.

Remarque :

Pour étendre la définition des opérateurs triangulaires à tout FC [[x]], on fera

l’hypothèse que de tels opérateurs n’agissent sur la constante a−1 qu’en la multi-

pliant par une constante, qui sera nulle dans la majorité des cas que nous consi-

dérons, en particulier c’est le cas pour l’opérateur aux différences ∆.

En d’autres termes notre hypothèse signifie que a−1 n’intervient pas dans les

coefficients non constants de ϕ(a(x)) si ϕ est triangulaire.
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Une fonction F (x, Y0,Y1, ..., Yn) holomorphe pour Re(x) > λ et ‖Y ‖ < ρ

et telle que F (∞, 0, ..., 0) = 0 , peut avoir l’un des développements suivants :

F (x, Y ) =

+∞∑

|S|=1

bSY
S +

+∞∑

m=0

bm(Y )
m!

(x,m+ 1)

où les bm(Y ) sont holomorphes dans un même polydisque ; ou le développe-

ment :

F (x, Y ) =
+∞∑

|S|=1

(bS + aS(x))Y S

où les as(x) ∈M {x} et sont toutes convergentes dans un même demi-plan.

On rappelle les notations :

s = (s0, s1, ..., sn) , |s| = s0 + s1 + ...+ sn et Y S = Y S0
0 Y S1

1 ...Y Sn
n

L’ensemble des opérateurs L0−analytiques sera noté : D(L0)

Remarque : Chaque opérateur D ∈ D(L0) peut s’écrire sous la forme :

Du =
∑

|S|≥1

bS u
S0(θ1u)S1 ...(θnu)Sn +

+∞∑

m+|S|=0

am,S u
S0(θ1u)S1 ...(θnu)Sn

m!

(x,m+ 1)

Définition 2.9

On appellera “partie affine de D” , l’opérateur

D1u =
∑

|S|=1

bS u
S0(θ1u)S1 ...(θnu)Sn + a0,0

1

x

Et on appellera “partie linéaire de D” , l’opérateur

D0u =
∑

|S|=1

bS u
S0(θ1u)S1 ...(θnu)Sn

Remarque :

La partie linéaire de D est un opérateur linéaire.
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2.4 Singularité des opérateurs L0 -analytiques :

Définition 2.10

Un opérateur L0−analytique D est dit “singulier” si :

D : FC [[x]] −→M [[x]]

i.e

D (FC [[x]]) ⊂M [[x]]

et donc :

D|FC{x} : FC {x} −→M {x}

où : M {x} désigne le sous-ensemble de M [[x]] des séries convergentes.

Exemples :

* ) L’identité id : FC [[x]] −→ FC [[x]] n’est pas un opérateur singulier.

En effet :

id


a−1 +

∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)


 = a−1 +

∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)
/∈M [[x]]

dès que a−1 6= 0

* ) Les opérateurs shift et shift inverse

ϕ : FC [[x]] −→ FC [[x]]

a(x) −→ a(x+ 1)

et
ϕ−1 : FC [[x]] −→ FC [[x]]

a(x) −→ a(x− 1)
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ne sont pas des opérateurs singuliers.

En effet :

ϕ


a−1 +

∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)


 = a−1+

a0

x
+
∑

m≥1

(am − am−1)
m!

(x,m+ 1)
/∈M[[x]]

dès que a−1 6= 0

De même

ϕ−1


a−1 +

∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)


 = a−1+

∑

m≥0

(a0 + a1 + · · ·+ am)
m!

(x,m+ 1)
/∈M[[x]]

* ) L’opérateur ϕ = xd/dx , par-contre, est un opérateur singulier.

En effet :

x
d

dx
: FC [[x]] −→ FC [[x]]

vérifie

x
d

dx
(a(x)) = x

d

dx

(
a−1 + a′(x)

)
= x

d

dx

(
a′(x)

)

où a′(x) =
∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)

Or d’après ce qui précède (cf formule de différentiation (1.3) page 13 )

on a bien x d
dx

(a′(x)) ∈M [[x]]

Un exemple bien particulier : L’opérateur aux différences ∆

Par définition on a :

∆ : FC [[x]] −→ FC [[x]]

a(x) 7−→ (x− 1)[a(x)− a(x− 1)]

USTHB



2.4 Singularité des opérateurs L0 -analytiques : 35

La transformation x 7−→ x − 1 étant linéaire, la constante de a(x) est donc

éliminée par ∆, donc il sera pratique de considérer a(x) ∈M [[x]].

D’autres part, on remarque que :

a(x) = a((x− 1) + 1) =
∑

m≥0

(am− am−1)
m!

(x− 1,m+ 1)
(où a−1 = 0)

(cf (1.2) page 12 )

D’où :

a(x)− a(x− 1) =
∑

m≥0

(am − am−1)
m!

(x− 1,m+ 1)
−
∑

m≥0

am
m!

(x− 1,m+ 1)

= −
∑

m≥1

am−1
m!

(x− 1,m+ 1)

= −
∑

m≥1

am−1
m!

(x− 1)(x)(x+ 1) · · · ((x− 1) +m)

En multipliant par (x− 1) on a :

∆a(x) = −
∑

m≥1

mam−1
(m− 1)!

x(x+ 1) · · · (x+ (m− 1))

= −
∑

m≥0

(m+ 1)am
m!

(x,m+ 1)
(2.2)

∆ est donc un opérateur diagonal :

∆0(m) = −(m+ 1) pour m ≥ 0 et aussi pour m = −1.

En particulier ∆ est un bon opérateur.

De plus ∆ domine strictement l’identité puisque :

∀m ≥ 0, |id0(m)| = 1 ≤ |∆0(m)| = m+ 1

et
id0(m)

∆0(m)
=
−1

m+ 1
−−−−→
m→∞

0
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De même l’égalité (2.2) nous montre que ∆ est un opérateur singulier.

Qu’en est-il des puissances de ∆ ?

On a :

∆2 a(x) = ∆


∑

m≥0

[−(m+ 1)am]
m!

(x,m+ 1)


 =

∑

m≥0

(m+ 1)2am
m!

(x,m+ 1)
(2.3)

∆3 a(x) = −
∑

m≥0

(m+ 1)3am
m!

(x,m+ 1)

...

∆k a(x) = (−1)k
∑

m≥0

(m+ 1)k am
m!

(x,m+ 1)

Donc :

Pour tout k ≥ 1, ∆k est un opérateur diagonal singulier.

De plus ∆k domine strictement les ∆j pour j < k.

En effet :

∆k
0(m) = (−1)k(m+ 1)k et ∆j

0(m) = (−1)j(m+ 1)j

D’où :

|∆j
0(m)| ≤ |∆k

0(m)| dès que j ≤ k

et on a :
|∆j

0(m)|
|∆k

0(m)| =
1

(m+ 1)k−j
−−−−→
m→∞

0

dès que j < k

Cet opérateur aux différences ∆ est l’analogue de l’opérateur différentiel x d

dx
.
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Définition 2.11

Un opérateur singulier D est dit “singulier régulier” si pour toute série conver-

gente f(x) ∈ FC {x} , toute série formelle de factorielles solution de l’équation :

Du = f(x) , est convergente.

Définition 2.12

Un opérateur singulierD est dit “singulier irrégulier” s’il existe une série conver-

gente f(x) ∈ FC {x}, pour laquelle il existe au moins une série de factorielles

non convergente u qui vérifie l’équation : Du = f(x) .

Le problème principal qu’on se pose, c’est le suivant :

Quand est-ce qu’un opérateur L0−analytique D est singulier régulier ?
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3.1 Singularité régulière : 1er théorème

On se donne :

1. une fonction F (x,X0,X1,..., Xn, Y1, ..., YN ) = F (x,X, Y ) holomorphe pour

Re(x) > λ, ‖X‖ < ρn et ‖Y ‖ < ρN et telle que F (∞, 0, ..., 0) = 0.

λ, ρn et ρN étant des réels positifs, X = (X0,X1, ..., Xn) ∈ Cn+1,

Y = (Y1, ..., YN ) ∈ CN

2. et une suite finie : θ0 = id, θ1, ..., θn, ϕ1, ..., ϕN d′opérateurs triangulaires.

et on se propose d’étudier l’équation :

Du = F (x, θ0u, θ1u, ..., θnu, ϕ1u, ..., ϕNu) = 0

Ses solutions, quand elles existent, sont-elles convergentes ?

Pour cela, on écrira

F (x,X, Y ) =
∑

p≥1

Fp (x,X, Y )

où Fp (x,X, Y ) est de la forme :

Fp (x,X, Y ) =
∑

|r|+|s|=p
br,sX

rY s +
∑

m+|r|+|s|=p−1

am,r,sX
rY s m!

(x,m+ 1)
(3.1)

Ici le degré total de chaque monôme dans la première somme est égal à |r|+ |s| .

Par contre dans la seconde somme, il faut ajouter à cette quantité le degré de la

factorielle d’argument x , à savoir (x,m+ 1), qui, elle, est de degré m+ 1.
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Définition 3.1

On appellera “polynôme homogène” de degré p en les variables x,X0 ,

X1, ..., Xn, Y1, ..., YN toute expression de la forme (3.1).

Remarque :

Considéré comme polynôme en (X,Y ), Fp est un polynôme à coefficients dans

l’anneau des séries de factorielles FC[[x]] , de degré au plus p.

Soit q l’entier tel que Fp ≡ 0 pour tout p < q et Fq 6≡ 0

On supposera que Fq ne contient pas Y, c’est-à-dire

Fq (x,X, Y ) = Fq (x,X) =
∑

|r|=q
brX

r+
∑

m+|r|=q−1

am,r
m!

(x,m+ 1)
Xr

Ce qui permet d’écrire F (x,X, Y ) sous la forme :

F (x,X, Y ) = Fq (x,X)− Rq+1 (x,X, Y )

où : Rq+1 (x,X, Y ) contient tous les termes de degré supérieur ou égal à q + 1,

c’est-à-dire

Rq+1 (x,X, Y ) =
∑

|r|+|s|>q
br,sX

rY s +
∑

m+|r|+|s|>q−1

am,r,sX
rY s m!

(x,m+ 1)

L’ équation à étudier est une équation non linéaire.

Si q = 1, sa partie linéaire est non nulle.
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De Fq (x,X), on tire le polynôme suivant

Cq (T ) =
∑

|r|=q
br (T )r0 (θ1,0(0)T )r1 ... (θn,0(0)T )rn

+
∑

m+|r|=q−1

am,r {1} (T )r0 (θ1,0(0)T )r1 ... (θn,0(0)T )rn

ou encore :

Cq(T ) =
∑

|r|=q
br


 ∏

0≤i≤n
(θi,0(0))ri


T q

+
∑

m+|r|=q−1

am,r {1}


 ∏

0≤i≤n
(θi,0(0))ri


T |r|

c’est-à-dire Cq (T ) est obtenu de Fq (x,X) en remplaçant tout Xi par θi,0(0)T ,

et tout rapport m!

(x,m+ 1)
par 1. Autrement dit :

Cq (T ) = Fq ({1} , T, θ1,0(0)T, ... , θn,0(0)T )

où le symbole {1} signifie qu’on remplace les fractions de factorielles inverses
m!

(x,m+ 1)
par 1.

De la même manière on construit le polynôme

Cq,µ(T ) =
∂Fq (x,X)

∂Xµ
({1} , T, θ1,0(0)T, ... , θn,0(0)T )

c’est-à-dire :

Cq,µ(T ) =
∑

|r|=q
rµbr (θµ,0(0)T )rµ−1

∏

0≤i≤n
i6=µ

(θi,0(0)T )ri

+
∑

m+|r|=q−1

rµam,r {1} (θµ,0(0)T )rµ−1
∏

0≤i≤n
i6=µ

(θi,0(0)T )ri
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ou encore :

Cq,µ(T ) =
∑

|r|=q
rµbr (θµ,0(0))rµ−1

∏

0≤i≤n
i6=µ

(θi,0(0))ri T |r|−1

+
∑

m+|r|=q−1

rµam,r {1} (θµ,0(0))rµ−1
∏

0≤i≤n
i6=µ

(θi,0(0))ri T |r|−1

On utilisera les notations :

θu = (u, θ1u, ..., θnu)

ϕu = (ϕ1u, ..., ϕNu)

Les hypothèses requises seront les suivantes :

(H1) Parmi les opérateurs {θi}1≤i≤n , il y en a un, disons θµ , qui est un bon

opérateur et qui domine strictement tous les autres θi, y compris l’identité.

(H2) Cet opérateur θµ domine bien tous les opérateurs {ϕi}1≤i≤N

(H3) Les deux polynômes Cq (T ) et Cq,µ(T ) n’ont pas de racine commune.

Remarque :

Quitte à ré-indexer les θi, on peut toujours supposer, si nécessaire, que µ = n.
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Théorème 3.1

Sous les hypothèses (H1) ,(H2) et (H3) , toute série formelle de factorielles

solution de l’équation

Du = F (x, θ0u, θ1u, ..., θnu, ϕ1u, ..., ϕNu) = 0

est convergente.

Démonstration :

1)Existence d’une solution formelle.

L’équation Du = 0 peut s’écrire sous la forme

Fq (x, θu) = Rq+1 (x, θu, ϕu) (3.2)

Soit u =
∑

m≥0

um
m!

(x,m+ 1)
.

L’action sur u des opérateurs triangulaires {θi}0≤i≤n et {ϕj}1≤j≤N donne :

θiu =
∑

m≥0

Θi,m
m!

(x,m+ 1)
où Θi,m =

m∑

k=0

θi,k (m− k)um−k

et

ϕju =
∑

m≥0

Φj,m
m!

(x,m+ 1)
où Φj,m =

m∑

k=0

ϕj,k (m− k)um−k

En portant ces quantités dans l’équation (3.2 ), et en égalisant les coefficients de
m!

(x,m+ 1)
dans les deux membres de cette équation, on obtient :
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* ) u0 à partir de l’équation égalisant les coefficients de plus bas ordre q, à savoir :

∑

|r|=q
br

n∏
i=0

(Θi,0)ri +
∑

m+|r|=q−1

am,r
n∏
i=0

(Θi,0)ri = 0

et qui donne :

∑

|r|=q
br

n∏

i=0

(θi,0 (0)u0)ri +
∑

m+|r|=q−1

am,r

n∏

i=0

(θi,0 (0)u0)ri = 0

ou encore :

∑

|r|=q
br

n∏

i=0

(θi,0 (0))ri


 (u0)q +

∑

m′+|r|=q−1

am′,r

n∏

i=0

(θi,0 (0))ri (u0)|r | = 0

qui n’est rien d’autre que l’équation :

Cq (u0) = 0

* ) et um à partir de l’équation égalisant les coefficients d’ordre (q+m− 1) après

développement en séries de factorielles des différents produits
k!

(x, k + 1)
· l!

(x, l + 1)
apparaissant dans l’équation, d’où :

∑

|r|=q
br

n∑

i=0

riΘi,m (Θi,0)ri−1
n∏
j=0
j 6=i

(Θj,0)rj

+
∑

m′+|r|=q−1

am′,r

n∑

i=0

riΘi,m (Θi,0)ri−1
n∏
j=0
j 6=i

(Θj,0)rj

= fm (Θ0,0,Θ0,1, ...,Θ0,m−1; Θ1,0, ...,Θ1,m−1; ...; Θn,0, ...,Θn,m−1;

Φ1,0,Φ1,1, ...,Φ1,m−1; Φ2,0, ...,Φ2,m−1; ...; ΦN,0, ...,ΦN,m−1, (A))

où fm est un polynôme en tous ses arguments, et (A) est le reste des arguments

de Rq+1 (x, θu, ϕu) .
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Ce qui donne, en explicitant les Θi,m′ et Φj,m′

um




∑

|r|=q
br

n∑

i=0

riθi,0 (m) (θi,0 (0)u0)ri−1
∏

j 6=i
(θj,0 (0)u0)rj

+
∑

m′+|r|=q−1

am′,r

n∑

i=0

riθi,0 (m) (θi,0 (0)u0)ri−1
∏

j 6=i
(θj,0 (0)u0)rj





+
∑

|r|=q
br

n∑

i=0

ri

m∑

k=1

θi,k (m− k)um−k (θi,0 (0)u0)ri−1
∏

j 6=i
(θj,0 (0)u0)rj

+
∑

m′+|r|=q−1

am′,r

n∑

i=0

ri

m∑

k=1

θi,k (m− k)um−k (θi,0 (0)u0)ri−1
∏

j 6=i
(θj,0 (0)u0)rj

= fm(u0, u1, ..., um−1; θ1,0 (0)u0, θ1,0 (1)u1 + θ1,1 (0)u0, ...,

m−1∑

k=0

θ1,k ((m− 1)− k)u(m−1)−k; · · · , θn,0 (0)u0, ...,

m−1∑

k=0

θn,k ((m− 1)− k)u(m−1)−k;ϕ1,0 (0)u0 , ϕ1,0 (1)u1 + ϕ1,1 (0)u0 , · · · ,

m−1∑

k=0

ϕ
j,k

((m− 1)− k)u(m−1)−k;ϕ2,0 (0)u0 , ...,
m−1∑

k=0

ϕ2,k ((m− 1)− k)u(m−1)−k;

· · · ;ϕN,0 (0)u0 , · · · ,
m−1∑

k=0

ϕ
N,k

((m− 1)− k)u(m−1)−k, (A))

On note par Fq,m (u0) l’expression :

Fq,m (u0) =




∑

|r|=q
br

n∑

i=0

riθi,0 (m) (θi,0 (0)u0)ri−1
∏

j 6=i
(θj,0 (0)u0)rj

+
∑

m′+|r|=q−1

am′,r

n∑

i=0

riθi,0 (m) (θi,0 (0)u0)ri−1
∏

j 6=i
(θj,0 (0)u0)rj




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Par conséquent um peut être obtenu à partir de l’équation :

Fq,m (u0)um = Pm(u0, u1, ..., um−1, θ1,0 (0)u0, (θ1,0 (1)u1 + θ1,1 (0)u0) , .

..,
m−1∑

k=0

θ1,k ((m− 1)− k)u(m−1)−k; ..., θn,0 (0)u0, ...,

m−1∑

k=0

θn,k ((m− 1)− k)u(m−1)−k;ϕ1,0 (0)u0 ,
(
ϕ1,0 (1)u1 + ϕ1,1 (0)u0

)
, ...,

m−1∑

k=0

ϕ
j,k

((m− 1)− k)u(m−1)−k;ϕ2,0 (0)u0 , ...,

m−1∑

k=0

ϕ2,k ((m− 1)− k)u(m−1)−k;

· · · ;ϕN,0 (0)u0 , · · · ,
m−1∑

k=0

ϕ
N,k

((m− 1)− k)u(m−1)−k, (A))

où Pm est un polynôme en tous ses arguments.

Ainsi :

Pour toute racine u0 du polynôme Cq (T ) qui vérifie Fq,m (u0) 6= 0 pour tout m,

l’équation Du = 0 admet une solution série formelle de factorielles , dont le pre-

mier terme est u0
1

x
.

Remarque :

L’égalité Fq,m (u0) = 0 , pour certains m, n’implique pas la non existence d’une

solution pour l’équation Du = 0. Le but ici étant de montrer la convergence d’une

éventuelle solution, cette première section de la démonstration sert seulement à

caractériser cette solution. Maintenant, si pour certains m, Fq,m (u0) = 0, il est

facile de voir que seul un nombre fini de termes d’une série convergente devrait

être modifié, ce qui ne changera pas la nature de cette série.
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2) Convergence d’une solution formelle.

D’après l’hypothèse (H1), θµ est un bon opérateur qui domine strictement tous

les autres θi , 0≤ i ≤ n. Par conséquent il domine bien θ0 = id.

Cela entraîne l’existence d’une constante c0,0 telle que pour tout m = 0, 1, ...

1 ≤ c0,0 |θµ,0 (m)|

De là, on remarque que c0,0 6= 0 , et quitte à normaliser θµ , on peut supposer que

c0,0 = 1.

Par conséquent :

1 ≤ |θµ,0 (m)| , ∀m ≥ 0

D’où, en particulier, θµ,0 (m) 6= 0 , ∀m ≥ 0

D’autres part, comme θµ domine strictement tous les θi , pour i = 0, 1, ..., n, i 6= µ

lim
m→∞

θi,0 (m)

θµ,0 (m)
= 0 , ∀i 6= µ

D’où :

lim
m→∞

Fq,m (u0)

θµ,0 (m)
=
∑

|r|=q
brrµ (θµ,0 (0)u0)rµ−1

∏

j 6=µ
(θj,0 (0)u0)rj

+
∑

m′+|r|=q−1

am′,rrµ (θµ,0 (0)u0)rµ−1
∏

j 6=µ
(θj,0 (0)u0)rj

= Cq,µ(u0) 6= 0

puisque u0 est un zéro du polynôme Cq (T ) .
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Par conséquent :

il existe un réel σ > 0 , et il existe m̃ tel que pour tout m ≥ m̃

∣∣∣∣
Fq,m (u0)

θµ,0 (m)

∣∣∣∣ ≥ σ ,

d’où :

|Fq,m (u0)| ≥ σ |θµ,0 (m)| , ∀m ≥ m̃

Pour les m < m̃ , si Fq,m (u0) est toujours non nul , alors il existe un σ′ > 0

(non nécessairement égal à σ ) tel que

|Fq,m (u0)| ≥ σ′ |θµ,0 (m)| , ∀m < m̃

On notera de la même façon σ et le minimum entre σ et σ′, ce qui donne

|Fq,m (u0)| ≥ σ |θµ,0 (m)| , ∀m ≥ 0 (3.3)

et donc :

|um| ≤
1

|Fq,m (u0) |

∣∣∣∣∣ Pm(u0, u1, ..., um−1, θ1,0 (0)u0, (θ1,0 (1)u1 + θ1,1 (0)u0) ,

...,
m−1∑

k=0

θ1,k ((m− 1)− k)u(m−1)−k; ..., θn,0 (0)u0, ...,

m−1∑

k=0

θn,k ((m− 1)− k)u(m−1)−k;ϕ1,0 (0)u0 ,
(
ϕ1,0 (1)u1 + ϕ1,1 (0)u0

)
, ...,

m−1∑

k=0

ϕ
j,k

((m− 1)− k)u(m−1)−k;ϕ2,0 (0)u0 , ...,
m−1∑

k=0

ϕ2,k ((m− 1)− k)u(m−1)−k;

· · · ;ϕN,0 (0)u0 , · · · ,
m−1∑

k=0

ϕ
N,k

((m− 1)− k)u(m−1)−k, (A))

∣∣∣∣∣
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≤ 1

σ |θµ,0(m)|

∣∣∣∣∣ Pm(u0, u1, ..., um−1, θ1,0 (0)u0, (θ1,0 (1)u1 + θ1,1 (0)u0) ,

...,
m−1∑

k=0

θ1,k ((m− 1)− k)u(m−1)−k; ..., θn,0 (0)u0, ...,

m−1∑

k=0

θn,k ((m− 1)− k)u(m−1)−k;ϕ1,0 (0)u0 ,
(
ϕ1,0 (1)u1 + ϕ1,1 (0)u0

)
, ...,

m−1∑

k=0

ϕ
j,k

((m− 1)− k)u(m−1)−k;ϕ2,0 (0)u0 , ...,

m−1∑

k=0

ϕ2,k ((m− 1)− k)u(m−1)−k; · · · ;

ϕN,0 (0)u0 , · · · ,
m−1∑

k=0

ϕ
N,k

((m− 1)− k)u(m−1)−k, (A))

∣∣∣∣∣

Remarque :

Si pour certains m < m̃ , Fq,m (u0) = 0 , alors on peut voir que le reste de la

démonstration marche bien puisque seul un nombre fini de termes de la série u

pourrait changer, ce qui n’altère pas sa nature.

D’autre part, comme θµ domine bien tous les opérateurs intervenant dans F ,

– il existe des séries de factorielles

Ci(x) = 1 +
∑

m≥0

cim
m!

(x,m+ 1)

convergentes telles que Ci|diagθµ| domine θi

i.e pour tout m ≥ 0, |θi,0 (m)| ≤ |θµ,0 (m)|

et pour tout k, 1 ≤ k ≤ m :

|θi,k (m− k)| ≤ (m− k)!(k − 1)!

m!
|θµ,0 (m− k)|Cim−k,k−1 où

Cim−k,k−1 =
k−1∑

p=0

(
p+m−k

p

)
cik−1−p
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– il existe des séries de factorielles

Dj(x) = 1 +
∑

m≥0

djm
m!

(x,m+ 1)

convergentes telles que Dj |diagθµ| domine ϕj

i.e pour tout m ≥ 0, |ϕj,0 (m)| ≤ |θµ,0 (m)|

et pour tout k, 1 ≤ k ≤ m :

|ϕj,k (m− k)| ≤ (m− k)!(k − 1)!

m!
|θµ,0 (m− k)|Dj

m−k,k−1 où

Dj
m−k,k−1 =

k−1∑

p=0

(
p+m−k

p

)
dik−1−p

et ce, pour tout i, 0 ≤ i ≤ n, et pour tout j, 1 ≤ j ≤ N

Les séries Ci(x) et Dj(x) sont toutes convergentes. Comme elles sont en

nombre fini, on peut trouver un réel λ′ > 0 telles que toutes ces séries convergent

pour Re(x) > λ′.

Le reste de la démonstration consiste en la construction d’une série majorante

pour u(x), soit :

V (x) =
∑

m≥0

Vm
m!

(x,m+ 1)

dont la convergence entrainera celle de u(x).

Pour cela, on considère l’équation analytique :

σ1
1

(x, q − 1)
V = µ1

1

(x, q)
+
∑

|r|=q
|br|

n∏

i=0

(Ci(x)V )ri

+
∑

m+|r|=q−1

|am,r|
m!

(x,m+ 1)

n∏

i=0

(Ci(x)V )ri

+ |Rq+1| (x, V, C1(x)V, · · · , Cn(x)V,D1(x)V, · · · , DN (x)V ) (3.4)
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où σ1 et µ1 sont des nombres réels à déterminer, et |Rq+1| est une série conver-

gente majorante pour Rq+1, i.e qui la domine terme à terme. Rappelons que la

Proposition 2.1, et le fait que F soit holomorphe, affirment l’existence de |Rq+1|.

Cette équation est obtenue à partir de (3.2) en prenant des séries majorantes et

en remplaçant les Xi par Ci(x)V et les Yj par Dj(x)V . Un terme d’ordre q est

ajouté pour le besoin des calculs. En appliquant à l’équation (3.4) le changement

de variable V =
1

x
W , on peut montrer que l’équation ainsi obtenue satisfait aux

conditions du Théorème des fonctions implicites pour les séries de factorielles ( cf

§1.4 ), ce qui permettra de conclure l’existence d’une unique solution W conver-

gente. D’où la convergence et l’unicité de la solution V de (3.4).

Remarque :

Si q = 1 on remplacera le terme en σ1 par : σ1V qui est d’ordre 1.

Le but maintenant est de montrer que pour un choix approprié des paramètres

σ1 et µ1, la série convergente V devient une série majorante pour toute solution

u de l’équation Du = 0, ce qui entrainera la convergence de celle-ci.

Pour cela, on remarque que les coefficients de V sont obtenus à partir de (3.4)

comme suit :

* ) V0 à partir de l’équation :

σ1V0 = µ1 +
∑

|r|=q
|br|

∏

0≤i≤n
(V0)ri +

∑

m′+|r|=q−1

∣∣am′,r
∣∣ ∏

0≤i≤n
(V0)ri
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* ) Vm à partir de l’équation :


σ1 −

∑

|r|=q
|br|

∑

0≤i≤n
ri (V0)ri−1

∏

j 6=i
(V0)rj

−
∑

m′+|r|=q−1

∣∣am′,r
∣∣ ∑

0≤i≤n
ri (V0)ri−1

∏

j 6=i
(V0)rj



 Vm =

∑

|r|=q
|br|Gr (V0, V1, · · · , Vm−1) +

∑

m′+|r|=q−1

∣∣am′,r
∣∣Hm′,r (V0, V1, · · · , Vm−1)

+ P ?m


x, V0, V1, · · · , Vm−1;




∑

q≤k≤m

(m− k)!(k − 1)!

m!
Vm−kC

0
m−k,k−1




m≥q

;

· · · ;




∑

q≤k≤m

(m− k)!(k − 1)!

m!
Vm−kC

n
m−k,k−1




m≥q

; · · · ;

+




∑

q≤k≤m

(m− k)!(k − 1)!

m!
Vm−kD

0
m−k,k−1




m≥q

; · · · ;

+




∑

q≤k≤m

(m− k)!(k − 1)!

m!
Vm−kD

N
m−k,k−1




m≥q

; (|A|)




où Gr (V0, V1, · · · , Vm−1) (respectivement Hm′,r (V0, V1, · · · , Vm−1)), est le coef-

ficient de la factorielle (m+ q − 1)!

(x,m+ q)
provenant du produit

∏

0≤i≤n
((Ci(x)− 1)V )ri

(respectivement du produit (m′)!
(x,m′ + 1)

∏

0≤i≤n
((Ci(x)− 1)V )ri , et où P ?m est obtenu

à partir de Pm en prenant les valeurs absolues des coefficients et en remplaçant

les coefficients de la famille A par les majorants notés |A|.
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On peut maintenant faire notre choix des paramètres σ1 et µ1 de la façon

suivante :

1. On choisit d’abord V0 tel que : |u0| ≤ |θµ,0(0)||u0| ≤ V0,

2. puis σ1 tel que :

0 <



σ1 −

∑

|r|=q
|br|

∑

0≤i≤n
ri (V0)ri−1

∏

j 6=i
(V0)rj

−
∑

m′+|r|=q−1

∣∣am′,r
∣∣ ∑

0≤i≤n
ri (V0)ri−1

∏

j 6=i
(V0)rj



 < σ

D’où :

0 <
1

σ



σ1 −

∑

|r|=q
|br|

∑

0≤i≤n
ri (V0)ri−1

∏

j 6=i
(V0)rj

−
∑

m′+|r|=q−1

∣∣am′,r
∣∣ ∑

0≤i≤n
ri (V0)ri−1

∏

j 6=i
(V0)rj



 < 1

3. et enfin µ1 tel que V0 soit solution de l’équation polynômiale :

σ1V0 = µ1 +
∑

|r|=q
|br|

∏

0≤i≤n
(V0)ri +

∑

m′+|r|=q−1

∣∣am′,r
∣∣ ∏

0≤i≤n
(V0)ri

On montrera par récurrence sur m que :

|um| ≤ |θµ,0(m)| |um| ≤ Vm , ∀m ≥ 0

C’est déjà vrai pour m = 0, suivant le choix qu’on a fait de V0.

On supposera donc que

|up| ≤ |θµ,0(p)| |up| ≤ Vp , ∀p, 0 ≤ p < m
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et on montrera que ceci est encore vrai pour p = m.

Comme pour tout k, 1 ≤ k ≤ m, et pour tout i, j on a :

|θi,k (m− k)| ≤ (m− k)!(k − 1)!

m!
|θµ,0 (m− k)|Cim−k,k−1

et

|ϕj,k (m− k)| ≤ (m− k)!(k − 1)!

m!
|θµ,0 (m− k)|Dj

m−k,k−1

alors :

|θi,k (m− k)| |um−k| ≤
(m− k)!(k − 1)!

m!
|θµ,0 (m− k)| |um−k|Cim−k,k−1

≤ (m− k)!(k − 1)!

m!
Vm−kC

i
m−k,k−1

et

|ϕj,k (m− k)| |um−k| ≤
(m− k)!(k − 1)!

m!
|θµ,0 (m− k)| |um−k|Dj

m−k,k−1

≤ (m− k)!(k − 1)!

m!
Vm−kD

j
m−k,k−1
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En revenant maintenant à la formule majorant |um|, on obtient ainsi :

|um| ≤
1

(σ|θµ,0(m)|)




∑

|r|=q
|br|Gr (V0, V1, · · · , Vm−1)

+
∑

m′+|r|=q−1

∣∣am′,r
∣∣Hm′,r (V0, V1, · · · , Vm−1)

+ P ?m


x, V0, V1, · · · , Vm−1;




∑

q≤k≤m

(m− k)!(k − 1)!

m!
Vm−kC

0
m−k,k−1




m≥q

;

· · · ;




∑

q≤k≤m

(m− k)!(k − 1)!

m!
Vm−kC

n
m−k,k−1




m≥q

; · · · ;

+




∑

q≤k≤m

(m− k)!(k − 1)!

m!
Vm−kD

0
m−k,k−1




m≥q

; · · · ;

+




∑

q≤k≤m

(m− k)!(k − 1)!

m!
Vm−kD

N
m−k,k−1




m≥q

; (|A|)







D’où :

|um| ≤
1

(σ|θµ,0(m)|)



σ1 −

∑

|r|=q
|br|

∑

0≤i≤n
ri (V0)ri−1

∏

j 6=i
(V0)rj

−
∑

m′+|r|=q−1

∣∣am′,r
∣∣ ∑

0≤i≤n
ri (V0)ri−1

∏

j 6=i
(V0)rj



 Vm

et donc :

|θµ,0(m)||um| ≤
1

σ



σ1 −

∑

|r|=q
|br|

∑

0≤i≤n
ri (V0)ri−1

∏

j 6=i
(V0)rj

−
∑

m′+|r|=q−1

∣∣am′,r
∣∣ ∑

0≤i≤n
ri (V0)ri−1

∏

j 6=i
(V0)rj



 Vm ≤ Vm
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Mais on sait que 1 ≤ |θµ,0(m)| pour tout m, d’où :

|um| ≤ |θµ,0(m)| |um| ≤ Vm

Ce qui prouve que :

∀m ≥ 0 , |um| ≤ |θµ,0(m)| |um| ≤ Vm

Par conséquent,

la série V (x) =
∑

m≥0

Vm
m!

(x,m+ 1)
domine la série u(x) =

∑

m≥0

um
m!

(x,m+ 1)
.

Comme V (x) converge, alors u(x) converge aussi.

�
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3.2 Singularité régulière : 2ème théorème

Dans ce qui suit, on considère une équation quasi-algébrique :

Du = F (x, θ0u, θ1u, ..., θNu) =
∑

p≥q
Fp,M (x, θ0u, θ1u, ..., θNu) = 0

où :

1. F (x,X0,X1,..., XN ) = F (x,X) est holomorphe dans un certain domaine

Re(x) > λ, ‖X‖ < ρ et vérifiant F (∞, 0, ..., 0) = 0. λ et ρ étant des réels

positifs, et X = (X0,X1, ..., XN ) ∈ CN+1. Et les Fp,M sont les polynômes

homogènes formant F , mais où on ne prend que les termes de degré total

en X inférieur à M , où M est un entier fixé.

2. θ0, θ1, ..., θN sont tous des opérateurs diagonaux.

On écrira l’équation ci-dessus sous la forme :

Fq (x, θ0u, θ1u, ..., θnu) = Rq+1,M (x, θ0u, θ1u, ..., θNu) (3.5)

où : q, Fq sont définis comme dans (§3.1). Comme on supposera M assez grand,

Fq,M = Fq. Et on rappelle qu’on ne garde dans Fq que les n composantes

θ0u, θ1u, ..., θnu qui interviennent explicitement, en supposant de plus n < N .

Comme précédemment, on construit les polynômes :

Cq (T ) = Fq ({1} , T, θ1,0(0)T, ... , θn,0(0)T )

et

Cq,n(T ) =
∂Fq (x,X)

∂Xn
({1} , T, θ1,0(0)T, ... , θn,0(0)T )
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(voir page (41) et on supposera que :

(H′1) θn domine strictement tous les θi tels que i < n, et domine bien l’identité.

(H′2) Les deux polynômes Cq (T ) et Cq,n(T ) n’ont pas de racine commune.

Ces deux hypothèses correspondent aux hypothèses (H1) et (H3) du théo-

rème précédent. Par contre l’hypothèse (H2) sera remplacée par une hypothèse

plus faible qui nous sera suffisante.

Il s’agit de l’hypothèse (H′3) ci-dessous.

On définit d’abord l’ensemble des G(m) pour m ≥ 1 tels que :

Pour tout p (q ≤ p ≤ M), pour tout N + 2-tuples (r, s0, s1, · · · , sN ), tels que

r + |s| = p, et pour toutes suites d’entiers naturels :

{m1
0, m

2
0, · · · , ms0

0 ; m1
1, m

2
1, · · · , ms1

1 ; · · · ;m1
N
, m2

N
, · · · , ms

N
N }

satisfaisant :

r + m0 +m1 + · · · +mN = m+ q − 1

où : m0 = m1
0 + m2

0 + · · · +ms0
0 , m1 = m1

1 + m2
1 + · · · +ms1

1 , ... ,

mN = m1
N

+ m2
N

+ · · · +m
s
N
N .

G(m) =
1

|θn,0(m)|





∏

1≤k≤S0

|θ0,0(mk
0)| ×

∏

1≤k≤S1

|θ1,0(mk
1)| × · · ·

∏

1≤k≤S
N

|θN,0(mk
N

)|




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Remarque :

Par convention, on omettra du produit définissant G(m) les θj,0(mk
j ) corres-

pondant aux (mk
j ) nuls. i.e on supposera que si (mk

j ) est nul, alors θj,0(mk
j ) n’in-

tervient pas dans le produit de G(m).

On peut maintenant formuler l’hypothèse (H′3) comme suit :

(H′3) L’ensemble de ces G(m) est uniformément borné.

Remarque :

Dans ce cas on peut supposer |G(m)| ≤ 1 pour tout m ≥ 1, quitte à renorma-

liser θn.

Théorème 3.2

Sous les hypothèses (H′1) ,(H′2) et (H′3), toute série formelle de factorielles,

solution de l’équation

Du = F (x, θ0u, θ1u, ..., θNu) = 0

est convergente.
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Démonstration :

1)Existence d’une solution formelle.

On procède de la même façon que pour le théorème précédent.

Soit u =
∑

m≥0

um
m!

(x,m+ 1)
une solution formelle de l’équation (3.5), si elle existe.

Comme les θi sont tous diagonaux,

θiu =
∑

m≥0

θi,0(m)um
m!

(x,m+ 1)

Ce qui simplifie l’écriture du système et permet d’obtenir :

* ) u0 à partir de l’équation égalisant les coefficients de plus bas ordre q, à savoir :

∑

|s|=q
bs

n∏

i=0

(θi,0 (0))si


 (u0)q +

∑

r+|s|=q−1

ar,s

n∏

i=0

(θi,0 (0))si (u0)|s | = 0

qui n’est rien d’autre que l’équation :

Cq (u0) = 0

* ) et um, pour m ≥ 1, à partir de l’équation égalisant les coefficients d’ordre

(q +m− 1), à savoir,

Fq,m (u0)um = Pm(u0, u1, ..., um−1, θ1,0(0)u0, θ1,0(1)u1, . . . , θ1,0(m− 1)um−1;

. . . ; θn,0(0)u0, θn,0(1)u1, . . . , θn,0(m− 1)um−1; . . . ;

θN,0(0)u0, θN,0(1)u1, . . . , θN,0(m− 1)um−1; . . . ; (A)) (3.6)
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où Pm est polynômial en tous ses arguments, et (A) est le reste des arguments

de Rq+1,M (x, θ0u, . . . , θNu) , et où :

Fq,m (u0) =
∑

|s|=q
bs

n∑

i=0

siθi,0 (m) (θi,0 (0)u0)si−1
∏

j 6=i
(θj,0 (0)u0)sj

+
∑

r+|s|=q−1

ar,s

n∑

i=0

siθi,0 (m) (θi,0 (0)u0)si−1
∏

j 6=i
(θj,0 (0)u0)sj

Ainsi pour toute racine u0 du polynôme Cq (T ) qui vérifie Fq,m (u0) 6= 0 pour

tout m, l’équation Du = 0 admet une solution série formelle de factorielles , dont

le premier terme est u0
1

x
.

Cependant la condition Fq,m (u0) = 0 , pour certains m, n’exclut pas l’exis-

tence d’une solution formelle pour l’équation Du = 0. (cf page 47 )

Pour le besoin des calculs suivants, on explicite l’équation (3.6) en introduisant

les notations suivantes :

Cj(mj , sj) = Csj (m
1
j , m

2
j , · · · , m

sj
j ) 0 ≤ j ≤ n

qui sont les constantes universelles provenant de la formule du produit des séries

de factorielles intervenant dans l’équation.

Ce qui permet d’écrire l’équation ci-dessus comme suit :
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Fq,m(u0) um =

−





∑

r+|s|=q−1

ar, s
∑

r+m0+···+mN=m+q−1

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)θ0,0(mk
0)umk0

×
∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)θ1,0(mk
1)umk1

× · · · ×
∏

1≤k≤sn
mkn 6=m

Cn(mn, sn)θn,0(mk
n)umkn





−





∑

|s|=q
bs

∑

m0+···+mN=m+q

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)θ0,0(mk
0)umk0

×
∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)θ1,0(mk
1)umk1

× · · · ×
∏

1≤k≤sn
mkn 6=m

Cn(mn, sn)θn,0(mk
n)umkn





+





∑

q<p≤M

∑

r+|s|=p, |s|≤m
ar, s

∑

r+m0+···+mN=m+q−1

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)θ0,0(mk
0)umk0

×
∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)θ1,0(mk
1)umk1

× · · · ×
∏

1≤k≤sN
mk
N
6=m

CN (mN , sN )θN,0(mk
N )umkN





+





∑

q<|s|≤M
|bs|

∑

m0+···+mN=m+q

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)θ0,0(mk
0)umk0

×
∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)θ1,0(mk
1)umk1

× · · · ×
∏

1≤k≤sN
mk
N
6=m

CN (mN , sN )θN,0(mk
N )umkN





USTHB



3.2 Singularité régulière : 2ème théorème 63

2) Convergence d’une solution formelle.

D’après l’hypothèse ( H′1) θn, qui est un bon opérateur car il est diagonal,

domine strictement tous les θi tels que i < n, et domine bien l’identité.

Par conséquent, il existe une constante c0,0 telle que pour tout m = 0, 1, ...

1 ≤ c0,0 |θn,0(m)|

Comme c0,0 6= 0 , et quitte à normaliser θn , on peut supposer que c0,0 = 1.

i.e

1 ≤ |θµ,0 (m)| , ∀m ≥ 0

D’autre part, comme θn domine strictement tous les θi , pour i = 0, 1, ..., n, i 6= n

lim
m→∞

θi,0(m)

θn,0(m)
= 0 , ∀i 6= n

D’où :

lim
m→∞

Fq,m (u0)

θµ,0 (m)
=
∑

|s|=q
bssµ (θµ,0 (0)u0)sµ−1

∏

j 6=µ
(θj,0 (0)u0)sj

+
∑

r+|s|=q−1

ar,ssµ (θµ,0 (0)u0)sµ−1
∏

j 6=µ
(θj,0 (0)u0)sj

= Cq,n(u0) 6= 0

d’après l’hypothèse (H′2).

Par conséquent, il existe σ > 0 (cf page 48) tel que :

|Fq,m (u0)| ≥ σ |θn,0 (m)| , ∀m ≥ 0
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D’où :

|um| ≤
{

1

σ|θn,0(m)|

}

×





∑

r+|s|=q−1

|ar, s|
∑

r+m0+···+mN=m+q−1

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)|θ0,0(mk
0)||umk0 |

×
∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)|θ1,0(mk
1)||umk1 |

× · · · ×
∏

1≤k≤sn
mkn 6=m

Cn(mn, sn)|θn,0(mk
n)||umkn |

+





∑

|s|=q
|bs|

∑

m0+···+mN=m+q

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)|θ0,0(mk
0)||umk0 |

×
∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)|θ1,0(mk
1)||umk1 |

× · · · ×
∏

1≤k≤sn
mkn 6=m

Cn(mn, sn)|θn,0(mk
n)||umkn |





+





∑

q<p≤M

∑

r+|s|=p, |s|≤m
|ar, s|

∑

r+m0+···+mN=m+q−1

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)|θ0,0(mk
0)||umk0 |

×
∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)|θ1,0(mk
1)||umk1 |

× · · · ×
∏

1≤k≤sN
mk
N
6=m

CN (mN , sN )|θN,0(mk
N )||umkN |





+
∑

q<|s|≤M
|bs|

∑

m0+···+mN=m+q

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)|θ0,0(mk
0)||umk0 |

×
∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)|θ1,0(mk
1)||umk1 |

× · · · ×
∏

1≤k≤sN
mk
N
6=m

CN (mN , sN )|θN,0(mk
N )||umkN |




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En tenant compte de l’hypothèse (H′3), on déduit :

|um| ≤
{

1

σ

}

×





∑

r+|s|=q−1

|ar, s|
∑

r+m0+···+mN=m+q−1

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)|umk0 | ×
∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)|umk1 |

× · · · ×
∏

1≤k≤sn
mkn 6=m

Cn(mn, sn)|umkn |

+





∑

|s|=q
|bs|

∑

m0+···+mN=m+q

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)|umk0 | ×
∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)|umk1 |

× · · · ×
∏

1≤k≤sn
mkn 6=m

Cn(mn, sn)|umkn |





+





∑

q<p≤M

∑

r+|s|=p, |s|≤m
|ar, s|

∑

r+m0+···+mN=m+q−1

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)|umk0 | ×
∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)|umk1 |

× · · · ×
∏

1≤k≤sN
mk
N
6=m

CN (mN , sN )|umkN |





+
∑

q<|s|≤M
|bs|

∑

m0+···+mN=m+q

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)|umk0 | ×
∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)|umk1 |

× · · · ×
∏

1≤k≤sN
mk
N
6=m

CN (mN , sN )|umkN |





On veut maintenant construire une série majorante pour u(x), soit :

V (x) =
∑

m≥0

Vm
m!

(x,m+ 1)
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dont la convergence entrainera celle de u(x).

Pour cela, on considère l’équation analytique :

σ1
1

(x, q − 1)
V = µ1

1

(x, q)
+
∑

|s|=q
|bs|

n∏

i=0

(V )si

+
∑

r+|s|=q−1

|ar,s|
r!

(x, r + 1)

n∏

i=0

(V )si + |Rq+1,M | (3.7)

où σ1 et µ1 sont des nombres réels à déterminer, et |Rq+1,M | est une série conver-

gente majorante pour Rq+1,M .

En appliquant le changement de variable V =
1

x
W comme dans le cas du

théorème précédent, on peut montrer que l’équation ainsi obtenue satisfait aux

conditions du Théorème des fonctions implicites pour les séries de factorielles.

Ce qui permettra de conclure la convergence et l’unicité de la solution V de (3.2)

pour un choix fixé de V0.

Le but maintenant est de montrer que pour un choix approprié des paramètres

σ1 et µ1, la série convergente V devient une série majorante pour toute solution

u de l’équation Du = 0, ce qui entrainera la convergence de celle-ci.

Pour cela, on note que les coefficients de V sont obtenus comme suit :

* ) V0 à partir de l’équation :

σ1V0 = µ1 +
∑

|s|=q
|bs|

∏

0≤i≤n
(V0)si +

∑

r+|s|=q−1

|ar,s|
∏

0≤i≤n
(V0)si

* ) Vm à partir de l’équation :
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

σ1 −

∑

|s|=q
|bs|

∑

0≤i≤n
si (V0)si−1

∏

j 6=i
(V0)sj

−
∑

r+|s|=q−1

|ar,s|
∑

0≤i≤n
si (V0)si−1

∏

j 6=i
(V0)sj



 Vm =





∑

r+|s|=q−1

|ar, s|
∑

r+m0+···+mN=m+q−1

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)Vmk0
×

∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)Vmk1

× · · · ×
∏

1≤k≤sn
mkn 6=m

Cn(mn, sn)Vmkn

+





∑

|s|=q
|bs|

∑

m0+···+mN=m+q

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)Vmk0
×

∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)Vmk1

× · · · ×
∏

1≤k≤sn
mkn 6=m

Cn(mn, sn)Vmkn





+





∑

q<p≤M

∑

r+|s|=p, |s|≤m
|ar, s|

∑

r+m0+···+mN=m+q−1

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)Vmk0
×

∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)Vmk1

× · · · ×
∏

1≤k≤sN
mk
N
6=m

CN (mN , sN )VmkN





+
∑

q<|s|≤M
|bs|

∑

m0+···+mN=m+q

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)Vmk0
×

∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)Vmk1

× · · · ×
∏

1≤k≤sN
mk
N
6=m

CN (mN , sN )VmkN




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On peut maintenant choisir les paramètres σ1 et µ1 de la façon suivante :

1. On choisit d’abord V0 tel que : |u0| ≤ V0,

2. puis σ1 tel que :

0 <



σ1 −

∑

|s|=q
|bs|

∑

0≤i≤n
si (V0)si−1

∏

j 6=i
(V0)sj

−
∑

r+|s|=q−1

|ar,s|
∑

0≤i≤n
si (V0)si−1

∏

j 6=i
(V0)sj



 < σ

3. et enfin µ1 tel que V0 soit solution de l’équation :

σ1V0 = µ1 +
∑

|s|=q
|bs|

∏

0≤i≤n
(V0)si +

∑

r+|s|=q−1

|ar,s|
∏

0≤i≤n
(V0)si

Il reste à montrer que :

|um| ≤ Vm , ∀m ≥ 0

chose qu’on fera par récurrence sur m.

C’est déjà vrai pour m = 0, suivant le choix qu’on a fait de V0.

On supposera donc que

|up| ≤ Vp , ∀p, 0 ≤ p < m

et on montrera que ceci est encore vrai pour p = m.

Mais ceci devient une simple déduction en appliquant l’hypothèse de récurrence

à l’équation majorant |um|. Ce qui donne :
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|um| ≤
1

σ





∑

r+|s|=q−1

|ar, s|
∑

r+m0+···+mN=m+q−1

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)Vmk0

×
∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)Vmk1
× · · · ×

∏

1≤k≤sn
mkn 6=m

Cn(mn, sn)Vmkn

+





∑

|s|=q
|bs|

∑

m0+···+mN=m+q

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)Vmk0

×
∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)Vmk1
× · · · ×

∏

1≤k≤sn
mkn 6=m

Cn(mn, sn)Vmkn





+





∑

q<p≤M

∑

r+|s|=p, |s|≤m
|ar, s|

∑

r+m0+···+mN=m+q−1

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)Vmk0

×
∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)Vmk1
× · · · ×

∏

1≤k≤sN
mk
N
6=m

CN (mN , sN )VmkN





+
∑

q<|s|≤M
|bs|

∑

m0+···+mN=m+q

∏

1≤k≤s0
mk0 6=m

C0(m0, s0)Vmk0

×
∏

1≤k≤s1
mk1 6=m

C1(m1, s1)Vmk1
× · · · ×

∏

1≤k≤sN
mk
N
6=m

CN (mN , sN )VmkN





D’où :

|um| ≤
1

σ



σ1 −

∑

|s|=q
|bs|

∑

0≤i≤n
si (V0)si−1

∏

j 6=i
(V0)sj

−
∑

r+|s|=q−1

|ar,s|
∑

0≤i≤n
si (V0)si−1

∏

j 6=i
(V0)sj



 Vm ≤ Vm

et ce pour tout m.
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Par conséquent,

la série V (x) =
∑

m≥0

Vm
m!

(x,m+ 1)
est une la série majorante pour la solution

u(x) =
∑

m≥0

um
m!

(x,m+ 1)
.

Comme V (x) est convergente, alors u(x) est aussi convergente.

�
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3.3 Un théorème de type Maillet pour

les séries de factorielles

L’ étude des séries formelles de la forme
∑

m≥0 ymx
−m solutions d’une équa-

tion différentielle ordinaire linéaire singulière irrégulière montre que de telles sé-

ries sont en faite dans une certaine classe Gevrey (c.à.d que les coefficients ym

croissent au plus comme une certaine puissance fixée de m! quand m −→∞).

De plus J. P. Ramis et Y. Sibuya ont montré que toutes les séries formelles

d’une classe Gevrey donnée, convergent au sens asymtotique de Poincaré.

Le cas des équations différentielles ordinaires singulières irregulières non li-

néaires a été étudié par E.Maillet1 qui a aussi montré que les solutions formelles

de telles équations doivent être dans une certaine classe Gevrey.

Ce résultat est appelé théorème de Maillet , et tout résultat similaires dans le

cas d’autres types d’équations, sera dit de type Maillet.

Par ailleurs E. Maillet a aussi montré que les solutions ci-dessus sont som-

mables au sens de Borel.

Le théorème de Maillet a été généralisé par R. Gérard (cf [GER 3]) pour des

équations différentielles algébriques à coefficients analytiques satisfaisant cer-

taines conditions de non dégénerence.

1E. Maillet, Sur les séries divergentes et les équations différentielles,

Ann. Ecole Normale (3) 20, pp 487 - 518
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Pour prouver son résultat, R. Gérard avait utilisé un argument de séries ma-

jorantes. Ce même argument a été utilisé plutard par R. Gérard et D.A. Lutz (cf

[G-L 2]) dans le cas d’équations algébriques aux différences, après qu’ils aient

obtenu quelques extensions non linéaires du phénomène singulier régulier pour

les séries de factorielles solutions de certaines sortes d’équations algébriques

aux différences. (cf §3.1)

Ils ont ainsi obtenu le théorème de type Maillet dont on va donner la preuve

dans la section suivante. Cette preuve, dûe à Gérard et Lutz (cf [G-L 2]) suit la

même approche que celle de Gérard dans son article [GER 3].

Il s’agit d’appliquer un changement de variables adéquat pour transformer le

problème en un problème , auquel on peut appliquer les théorèmes ci-dessus.

Définition 3.2

Une série formelle de factorielle
∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)
est dans la classe Gevrey

α (où α ∈ R+ ) si :

|am| = O((m!)α) quand m→ +∞

Exemple

Soit t ∈ C∗. Les solutions de l’équation aux différences :

∆2a(x) = t− xa(x) + a(x) (3.8)

sont dans la classe Gevrey α = 1.
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En effet :

∆2a(x) =
∑

m≥0

(m+ 1)2am
m!

(x,m+ 1)

(cf page 36)

Et donc :

(3.8) ⇔
∑

m≥0

(m+ 1)2am
m!

(x,m+ 1)
= t− x

∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)
+
∑

m≥0

am
m!

(x,m+ 1)

⇔
∑

m≥0

((m+ 1)2 − 1)am
m!

(x,m+ 1)
= t− a0 −

∑

m≥1

am
m!

(x+ 1,m+ 1)

= (t− a0)−
∑

m≥0

(m+ 1)am+1
m!

(x+ 1,m)

= (t− a0)−
∑

m≥0

[(m+ 1)am+1 −mam]
m!

(x,m+ 1)

(cf page 12)

Donc :

(3.8) ⇔ (a0 − t) +
∑

m≥0

[((m+ 1)2 − 1−m)am + (m+ 1)am+1]
m!

(x,m+ 1)
= 0

⇔ (a0 − t) +
∑

m≥0

(m+ 1)[mam + am+1]
m!

(x,m+ 1)
= 0

⇔





a0 = t

(m+ 1)[mam + am+1] = 0 ∀m ≥ 0

⇔





a0 = t

am+1 = −mam ∀m ≥ 0

Ce qui donne :

∀m ≥ 1 , am+1 = (−1)mm!a1
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Et donc :
|am|
m!

=
|a1|
m
−−−→
m→0

0

Cet exemple est choisi juste pour sa simplicité afin d’illustrer l’idée de classe Gevrey.

Il n’est pas important en lui même puisqu’il donne une solution triviale.

Remarque :

Si une série est dans la classe Gevrey α, alors elle est dans toute classe Ge-

vrey α+ ε , ∀ε > 0.

Le but de ce qui suit est de montrer que les séries formelles de factorielles

solutions de certaines équations aux différences quasi-algébriques, bien qu’elles

soient divergentes, sont en fait dans une certaine classe Gevrey.

Les équations qu’on considère sont de la forme :

Fq(x, y, ∆y, · · · , ∆ny) = Rq+1,M (x, y, ∆y, · · · , ∆
N
y) (3.9)

c.à.d des équations de la forme (3.5)(cf page 57) avec les opérateurs particuliers

θj = ∆j et où : 0 ≤ n < N .
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L’hypothèse (H ′
1) est satisfaite. (cf page 74 )

Et on supposera (H′2) satisfaite i.e que les polynômes Cq (T ) et Cq, n (T ) n’ont pas

de racine commune.

Cela suffit pour conclure l’existence d’une solution série formelle de factorielle :

y(x) =
∑

m≥0

ym
m!

(x,m+ 1)

A la différence du cas précédent, le problème ici est que l’hypothèse (H′3) n’est

pas satisfaite, et donc y(x) n’est pas convergente.

Néanmoins, les coefficients de y(x) croissent d’une manière qu’on peut contrôler.

Pour prouver ceci, on procède à un changement de variables comme suit :

Pour α ≥ 0, on considère l’opérateur diagonal φ défini par ces éléments diago-

naux φ0(0) = 1 , φ0(m) = [(m− 1)!]α ∀m ≥ 1.

Alors :

y(x) = φu(x) = y0
1

x
+
∑

m≥1

[(m− 1)!]α um
m!

(x,m+ 1)

On pose pour tout j ≥ 0

θj = ∆j ◦ φ

Donc

Toute solution y de (3.9) correspond à une solution u de (3.5) et inversement.
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Et on a : θ0 (= φ) domine bien l’identité, du moment que

1 ≤ [(m− 1)!]α , ∀m ≥ 1 mais aussi ∀α.

De plus, on peut vérifier facilement que les opérateurs diagonaux θj satisfont (H′1)

(|θj,0(m)| = (m+ 1)j [(m− 1)!]α ∀m ≥ 1 ).

L’hypothèse (H′2) est aussi satisfaite par les θj du moment que : θj,0(0) = ∆j
0(0) , ∀j.

Le but maintenant est de vérifier que, pour un bon choix de α, l’hypothèse

(H′3) est aussi satisfaite par les θj , ce qui prouvera la convergence de u et de là

on déduit que y est dans la classe Gevrey α car alors : um → 0

Et donc :
|ym|

(m!)α
=
|um|
m
−−−−→
m→∞

0

Théorème 3.3

Si Fq est tel que l’hypothèse (H′2) soit satisfaite, alors toute solution formelle

de (3.8) est dans une certaine classe Gevrey.

Démonstration :

Il suffit maintenant de vérifier que les θj définis ci-dessus, satisfont la condition

(H′3) pour un choix approprié de α.

D’après la définition de ces opérateurs, on a :

|θn,0(m)| = ((m− 1)!)α (m+ 1)n

et pour tout j = 1, · · · , N , et pour tout k, 1 ≤ k ≤ sj

|θj,0(mk
j )| =

(
(mk

j − 1)!
)α (

mk
j + 1

)j
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D’autres part, on peut montrer par recurrence sur l que pour toute suite finie de l

entiers p1 , p2 , · · · , pl :

(p1)!(p2)! · · · (p
l
)! ≤ (p1 + p2 + · · ·+ p

l
)!

En effet,

Il suffit de remarquer que les coefficients binomiaux sont des entiers non nuls.

On a donc :
(
p1 + p2

p1

)
=

(p1 + p2)!

(p1)!(p2)!
∈ N?

et donc :
(p1 + p2)!

(p1)!(p2)!
≥ 1

Ce qui implique bien :

(p1 + p2)! ≥ (p1)!(p2)!

Le reste découle immédiatement grâce à l’associativité.

En appliquant donc ce résultat on tire :

∏

1≤k≤sj
|θj,0(mk

j )| =
∏

1≤k≤sj

(
(mk

j − 1)!
)α (

mk
j + 1

)j

=


 ∏

1≤k≤sj

(
(mk

j − 1)!
)


α
∏

1≤k≤sj

(
mk
j + 1

)j

≤




 ∑

1≤k≤sj
(mk

j − 1)


!



α
∏

1≤k≤sj

(
mk
j + 1

)j

≤ [(mj − sj)!]α
∏

1≤k≤sj

(
mk
j + 1

)j

car
∑

1≤k≤sj
mk
j = mj .

USTHB



3.3 Théorème de Maillet pour les séries de factorielles 78

Or

∑

1≤k≤sj
mk
j = mj =⇒ ∀k, mk

j ≤ mj

=⇒ ∀k,
(
mk
j + 1

)j
≤ (mj + 1)j

=⇒
∏

1≤k≤sj
(mk

j + 1)j ≤ (mj + 1)jsj

D’où :
∏

1≤k≤sj
|θj,0(mk

j )| ≤ [(mj − sj)!]α (mj + 1)jsj

et donc :

G(m) =
1

|θn,0(m)|
N∏

j=0

∏

1≤k≤sj
|θj,0(mk

j )|

≤ 1

((m− 1)!)αmn

N∏

j=0

[(mj − sj)!]α
N∏

j=0

(mj + 1)jsj

≤ 1

((m− 1)!)αmn



N∏

j=0

(mj − sj)!



α

N∏

j=0

(m+ 1)jsj

≤ 1

((m− 1)!)αmn






N∑

j=0

mj − sj


!



α

(m+ 1)
PN
j=0 jsj

≤ 1

((m− 1)!)αmn
[(m+ q − p− 1)!]α (m+ q)

PN
j=0 jsj (3.10)

où on a utilisé le fait que :

r + |s| = p, r +
N∑

j=0

mj = m+ q − 1, q ≥ 1
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Mais puisque ((m− 1)− (p− q))!
(m− 1)!

=
1

(m− p+ q)(m− p+ q + 1) · · · (m− 1)
,

lorsque m→ +∞, le second membre de l’inégalité (3.3) devient de l’ordre de :

m(
PN
j=0 jsj)−n−(p−q)α

Pour assurer donc la borne voulue (G(m) ≤ 1, ∀m), on doit prendre

α ≥ sup
q≤p≤M



 sup
|s|≤p





(∑N
j=0 jsj

)
− n

p− q









Ainsi toutes les hypothèses du théorème précédent sont satisfaite. Ce qui im-

plique la convergence de la série u(x) et finit la démonstration·

�
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Conclusion

Gérard et Lutz, dans leurs travaux cités en bibliographie, ont étudié la pro-

priété de singularité régulière de certains opérateurs agissant sur les séries de

factorielles.

La spécificité de ces séries a fait que le prototype de bon opérateur à considé-

rer n’est plus l’opérateur différentiel x d

dx
, mais c’est plutôt l’opérateur aux diffé-

rences ∆. Ce qui amène à considérer des équations analytiques aux différences,

linéaires et non linéaires.

Et ce qui surprenant, c’est qu’il était possible d’appliquer les techniques de R.

Gérard développées pour les équations différentielles, prèsque verbatim. Ce qui

rend les travaux de celui-ci beaucoup plus intéréssants.

Ceci leur a permis entre autre de démontrer le théorème de Maillet pour les

séries de factorielles. Mais beaucoup reste encore à faire, ce qui rend ce domaine

de recherche assez riche.

Un des problèmes ouverts intéressants à étudier, serait l’estimation d’une

meilleure borne pour la classe Gevrey α, et/ou la détermination de valeurs pré-

cises possibles pour α. Ce qui pourrait très bien faire l’objet d’une thèse d’état.
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