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Résumé

Dans ce travail, on s’est intéressé a la version "Séries de Factorielles” du
théoréme de Maillet comme a été étudié par R. Gérard & D. A. Lutz dans [G-L 2].

Pour cela, il était nécessaire d’introduire les notions de séries de factorielles
formelles et convergentes, et donner certaines de leurs propriétés, les plus im-
portantes pour la suite de ce travail. Ceci fait I'objet du premier chapitre.

Dans le second chapitre par contre, on s’occupera des opérateurs agissant
sur les séries de factorielles.

Et enfin dans le troisiéme chapitre, on démontrera deux théorémes importants
qui permettent de reconnaitre a priori certains opérateurs qui sont singuliers
réguliers. Ces deux théoremes serait a la base de la démonstration du théoréme

de Maillet auquel on s’intéresse.

Mots clés :

séries de factorielles, théoremes de type Maillet, opérateurs aux différences
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Chapitre 1

Séries formelles de factorielles
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1.1 Séries formelles de factorielles

Définition 1.1
On appelle Série formelle de factorielles a coefficients dans C, toute série de

la forme :

m!
Gt Z amx(:c +1)...(x +m)

m>0

ou a,, € C pour toutm > —1 etx est une indéterminée.

L'ensemble de telles séries sera noté F¢ [[z]]

Pour la simplification de I'écriture, on notera : (x,n) = z(z + 1)...(x + (n — 1))
C’est ce qu’on appelle "factorielle de I'argument x et de rang n .
Cette factorielle est un polynéme de degré n. En le développant en puissances

de z, on trouve
n
(z,n) = ISy 2™
m=1

ou le signe |.| désigne la valeur absolue ordinaire, et les S]" ne sont autres que

les nombres de Stirling du premier type (cf [JOR] )!

'En fait Jordan note (z),, le polyndme

n

(@) =z(x—1)(x—(n—-1)) = Z Sma™

m=1
Mais on retrouve facilement I’égalité : (—x),, = (—=1)"(z,n)

m—n

et on peut prouver que le signe de S]™* est égal a (—1) , ce qui donne la formule susdite.
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Par calcul direct on trouve, pour tout entiern, :

Sp=1. |t = -y, fspt =200

de plus on a une formule de récurrence :| S&, | = STt — nST

Les séries de factorielles a coefficients complexes apparaissent naturellement
dans la théorie des équations aux différences finies linéaires et non linéaires
parce que l'opérateur de base pour ces équations agit tres simplement sur telles
séries . Cependant, elles n'ont pas été utilisée systématiquement dans cette théo-

rie. Beaucoup d’auteurs préférent les séries entieres en 1/x.

Or il existe une correspondance biunivoque entre les séries formelles de fac-
torielles et les séries entiéres en 1/x , et toute série formelle entiere en 1/x est
développable en série formelle de factorielles et inversement.

En effet :

De l'identité :

on tire :




1.1 Séries formelles de factorielles

on tire :

a(z) —alx+1)

(x+1) = -
pou: W T

ie:

I (m—-1)!
E_mz;l(m—l—l,m)_

En multipliant, formellement,

m)! m)!

mZZO (z,m+1) _mz>_:0 (x+1,m+1)
(m—-1! (m—1)!
ms1 (x,m) oS (x4 1,m)
mzzl(m_ D! <(95’m+ 1))
m!
ma1 (T, m+1)
a(x) —i

(m—1)!
Z (x+1)(x+2)...(x +m)

m>1

les deux membres de cette égalité, on obtient :

(m—1)!
Z (x,m+1)

S|

= (x,m+1)

Plus généralement, en utilisant la transformée de Mellin > ( cf [NIE] ou [G-L 1] ),

211 a été montré que toute série de factorielles convergente peut étre transformée dans une

intégrale définie :

/0 et dt = ap, 0

m!
m>0 m + 1)

ol (t), la fonction génératrice de cette série de factorielles, admet le développement formel en

série entiere en (1 — ¢) suivant : p(t) =

Zmzo am(l - t)m
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on montre que :

1 |Sh|
= —_— our toutp > 2
op 1 Z (z,m+1) p p=

Et si on consideére une fonction développable en série convergente de puis-

sances négatives entiéres de x :

a a a
F(x):;1+x—§+x—§+... , pour |z| > w

Les termes de cette série, le premier exclu , peuvent étre développés en série
de factorielles, absolument convergentes® pourvu que Re(x) > 0, ce qui don-

nera:

o0

a ant1 [S7] + an [SE7Y + o+ ag |S2] + a2 | Sh|
Flw)= _+Z z(x+1)...(x +n)

(1.1)

n=1

pourvu que Re(x) > max(0,w)

Inversement :

Si on écrit formellement un développement possible de L en
z(z+1)...(x +m)

Série de puissances entieres et négatives de x , pour m fixé, on peut trouver les
coefficients de ce développement, de proche en proche, en multipliant, a chaque
fois, par une puissance convenable de x , et en faisant tendre x vers l'infini (Ce
qui est permis puisque la série cherchée est supposée convergente pour x as-
sez grand), puis en soustrayant le nouveau terme connu pour calculer a I'étape

suivante le coefficient du terme suivant. Et ainsi de suite.

3Pour la convergence, voir page 14
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Par exemple pour m = 1, on écrit :

Ce qui donne :

x
= lim ——— =0
a1 xl—{gox(x—i-l)
2
x
— lim — =1
2 :cl—{goa:(x—i-l)
1 1
az = lim 2° -—|=-1
oo |z(x+1) 22

et on trouve :

(I e G O
r(x4+1) Z xn

De méme pour m = 2, si on écrit :

1 a1 | ap n as n a4 n
z(z+1)(z+2) =z 22 a3 2t
on trouve :
1 (_1)nbn - k
=y 2" ayech, =) 2F=2ontl_1
JZ(Z‘ + 1)($ + 2) Z n+3 n Z
n>0 k=0
ou encore :
1 B (_1)n71 [2n72 _ 1]
z(z+1)(z+2) = "

Plus généralement , en utilisant les fonctions génératrices des nombres de

Stirling du deuxieme type (cf [JOR]| ), on trouve :

1 n—-m 9n
z(z+1)...(x +m) - Z(_l) antl

n>m
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ou les o] sont justement les nombres de Stirling du deuxieme type. lls peuvent

étre exprimés par la formule :

m "l 1
o) =— _
m)! rilrel-rp!
|r|=n

ou la somme s’étend a toutes les valeurs r; > 0 (avec répétition et permutation)
pourvu que |r| = r1 +re+ ...+ r, =n. (Onnote quicir = (ry, - ,rm) €t||

désigne la longueur de r )

De la on peut tirer une formule analogue a la formule ( 1.1 ) ci-dessus, qui
permet de développer une fonction G(x), dont on a le développement en série de
factorielles, de la développer en une série de puissances de 1/x comme suit :

Glx) = a1+ Z amx(x+ 1)..(x+m)

m>0

(=) "™a, mlo)"
o ao m=1
= -1+ ; + Z ntl
n>1

1=
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1.2 Opérations sur les séries formelles de factorielles :

Egalité :

Deux séries formelles de factorielles :

m!
(l($)—a 1+Z mm

m>0
et

)=b_ 1+Zb m+1

m>0

seront dites égales, si et seulement si :

pour toutm > —1, ap, = by,

Addition :

La somme des deux séries formelles de factorielles :

m!

a(lr) =a_1+ Ay
(z) ! ngo (x,m+1)
et
m!
b(x) =0b_1 + " ————————
() ! mz>:0 (x,m+1)

est, par définition , la série :

(a+b)(@) = (a_1+b1)+ D (am + bpm) xm—i—l)

m2>0
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Multiplication par un scalaire :

m!
Soient : une série de factorielles =a_ m——————
alz) = a1 +mz>0a (x,m+1)
etun éléement \ € C
Alors, par définition on a :
m!
Aa(z) = Aa_q + Ay —————
! mzz:o (x,m+1)
Produit de deux séries de factorielles :
Le produit de deux séries de factorielles
m!
a(r) =a_; + Z amm =a_1+d(z)

m>0

et

m! ,
b(z)=b_,+ Y bmm =b_1+V(2)

m>0

est, par définition :

(a.b)(z) = a_1b_1 +a_1b'(x) + b_1d'(z) + ) Cm#

m>1
ou:
m
mlem =Y (m = k)!(k — 1)y Crn—g -1
k=1
avec
= p+m—k
Co—k k-1 = k—1—p
p=0 p

(cf [CH-G] ou [NIE] )

“Nielsen a exposé la formule donnant le produit de deux séries de factorielles dans [NIE]
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Remarque :
Muni de ces opérations, F¢ [[x]] acquiert une structure de C -algébre commutative

unitaire.

La transformation x — =z + s, s € N

On a formellement ,

m! m!
mzzoamm(x +1).(z+m) mzzobm (x+s)(x+s+1)..(r+s+m)

+1 +m—-1
by = am + (S)am_1 + <S )am_g + ..+ <S mn )ao
1 2 m

ou les termes (7)) désignent les coefficients binomiaux.(cf [G-L] )

ou :

En particulier pour s = 1

m! B am + Gm_1 + ... + ag
2 et D)o (rtm) > m! @+ 1)(@+2)(z+1+tm)

m>0 m>0

Ce qui donne :

m! m!
2 b (z+1)(z+2)..(z+14+m) Z(bm_bm_l):t(x—i— 1)...(x +m)

m>0 m>0

avecb_1 =0

(1.2)

et également dans I’article qui lui est réservé, a savoir :
N. Nielsen, Sur la multiplication de deux séries de factorielles.

Rendiconti della R.Acc. dei Lincei (5), 13 (1904) , pp517-524.
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Différentiation des séries de factorielles :

Soit une série de factorielles

m!
alr) =a_q+ A=
( ) 1 WLZZ:O (l‘,m+1)
On a formellement, (cf [G-L] )
do_ o (foy @y 0mor) M (1.3)
dr m m-—1 1 (x,m+1) '

m>1
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1.3 Convergence d’une série formelle de factorielles :

Le champ de convergence absolue d’une série de factorielle a(x) est toujours

un demi-plan de la forme {z|Re(z) > w} .

On rappelle les résultats suivants :(pour plus de détail voir [NIE] et [NOR] )

1. Si une série de factorielles converge pour x = x, elle converge pour tout x
tel que Re(x) > Re(xo)
2. Siune série de factorielles converge pour x = x, elle converge absolument

pour tout x tel que Re(x) > Re(xg + 1)

3. Siune série de factorielles converge absolument pour x = x¢, elle converge

absolument pour tout x tel que Re(x) > Re(xg)

4. Si une série de factorielles converge pour x = xq, elle converge uniformé-
ment pour tout x tel que Re(x) > Re(xg) + ¢, quelque soite > 0

5. S’il existe un réel \ tel qu’une série de factorielles donnée soit :
convergente pour tout x tel que Re(x) > X\ + € pour toute > 0
et divergente pour tout x tel que Re(x) > A — € pour toute > 0

alors ce réel \ est appelé "abscisse de convergence ” de cette série.

SNorlund appelle ces séries ”Séries de facultés”



1.3 Convergence d’une série formelle de factorielles : 15

On montre, en fait, que ce nombre \ peut étre calculé en utilisant les formules
de Landau suivantes :

Soient :

a = lim sup (Log( Zas )/Log n>

n—oo

n—oo

B = lim sup (Log( Zas )/Logn)

!
s , L. m! ¢ g
Alors l'abscisse de convergence ) de la série Z amﬁ vérifie :
X, m
m>0 ’

«a , SIA>0
A=

J6] , SIA<O

Dans le cas ou A < 0, il faut exclure du domaine de convergence les entiers
négatifs ou nuls.

Et on a, en particulier : si x — +oc , la série de factorielles converge unifor-
mément vers son terme constant.

De plus, on peut voir , en utilisant la transformée de Mellin, que : La somme,

le produit, et la différentielle de séries de factorielles convergentes est aussi une série

convergente de factorielles . Ce qui permet de parler des germes de séries conver-

gentes de factorielles. (cf [CH-G] ou [G-L] )

L'ensemble des séries de factorielles convergentes sera noté F¢ {x}



1.4 Théoreme des fonctions implicites 16

1.4 Un théoreme des fonctions implicites pour

les séries formelles de factorielles :

Théoreme 1.1

Soient données deux suites de nombres complexes (ozj)j21 telles que oy # 0,
et (am,j), m >0,7 > 1, pourlesquelles la série

F(z,Y) ;{%Jr Z ami m+1)}yﬂ

converge absolument pour tout x tel que Re(z) > A et|Y| < r, ou X etr sont des
nombres réels positifs donnés .
Alors :
Il existe une unique série de factorielles Y = p(x) convergente pour Re(x) > Ao

(suffisamment grand) et vérifant I'équation : F(z,Y) =0
Pour une preuve de ce théoreme, voir [H-T]
Remarque 1 :

En d’autres termes, le théoreme ci-dessus implique que toute série formelle

de factorielles solution de I'équation : F(x,Y) = 0, est une série convergente .
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Remarque 2 :

Y. Sibuya affirme que le théoréme reste vrai dans le cas ou F' a la forme :

+o00
F(a,Y) =Y oY+ 3 fu(Y) ( m!
m=0

i x,m+1)

ou les f,, (Y) sont toutes analytiques pour |Y| < r , et F' converge absolument

pour tout x tel que Re(x) > A et |Y| < r.



Chapitre 2

Opérateurs agissant sur les séries

formelles de factorielles
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2.1 Classe d’opérateurs triangulaires

On notera par : M [[z]] 'ensemble des séries formelles de factorielles de la
forme :
> an g
Ay ——————
= (x,m+1)

i.e les séries a termes constants nuls.

On rapelle que M [[x]] est I'idéal maximal de I'anneau local noetherien F¢ [[z]],
et qu'il verifie (.o (M [[z]])? = {0} (ce qui fait de F¢ [[x]] un espace de Hausdorff

pour la topologie 9 [[z]] -adique).

Définition 2.1
Un opérateur linéaire ¢ : M [[z]] — M [[z]] est dit triangulaire s'il est de la
forme :
m! “ m!
m7 . 4N = _k m— RN
(Sowtn) - 5 (S m w0 i

oupourtoutk e N, ¢, : N— C

On notera par L I'ensemble de tels opérateurs.
Ces opérateurs sont dit “triangulaires” parce qu’ils peuvent étre représentés

par une matrice triangulaire inférieure dans la base canonique de I [[x]].
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Définition 2.2

Un opérateur linéaire ¢ : M [[x]] — M [[x]] est dit diagonal s'il est de la forme :

m!
<m2>0 am zm+ 1 )) :mz;()(@o(m)am)m

ou: vo: N—=C

Définition 2.3
Soit p un opérateur triangulaire défini dans 9 [[x]].

On appelle ‘partie diagonale de ©” I'opérateur noté diag(y), ou pg,

et défini par :
i m!
iag(y Zamxm—i—l SOOZ m m+1 ZSDO " (z,m+ 1)
m>0 m>0
Remarque :

La partie diagonale d’un opérateur diagonale est évidemment égale a cet opéra-
teur lui-méme.

Exemples d’opérateurs triangulaires :

1. Lidentité est un opérateur triangulaire et méme diagonal.

En effet :

m! m!
' (?’%mm) =2 )

m2>0

on a donc : ¢y, = 0 pour tout k # 0 et po(m) = 1 pour tout m
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2. Tout opérateur diagonale est un opérateur triangulaire.

En effet :

c’est le cas particulier ou : o, = 0 pour tout k # 0

3. La transformation x — x + 1 définit un opérateur ¢ triangulaire

Eneffet: ¢ : a(z) — a(x + 1)

m! m! m!
® am——— | = Qpy—————— = a
mzz:o " (z,m 4+ 1) mEZ:O (x4 1,m+1) mzz:o (A1) (z+m 1)

Et on a vu précédemment, cf équation (1.2 ), que :

m! m!
= — _1)— ,aveca_1 =0
Z“m($+1)...(x+m+1) 2 (am = an Vamma1) aveca

m>0 m>0
Par conséquent, il suffit de prendre pour tout m :
¢p(m —k)=0pourk #0 etk # 1,
wo(m)=1etp;(m—1)=—1

On remarque que cet opérateur n’est pas diagonal.

4. Lopérateur ¢ = xd/dx défini dans 9 [[x]] est un opérateur triangulaire

En effet : on a vu que

d B ag al rp—1 m!
dma(x)_ m§>:1<m+m—1+""+ 1 (x,m+1)

(ce qui est aussi triangulaire, prendre ¢o(m) =0 Vm > 0,

et¢k(m—k):%Vm21)
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De plus :
xia(x)——z @+ a; . +am—1 m!
dx B s \m m-1 "7 1 (z+1,m)
ou encore :
d . ag aq Am (m—i—l)!
za(w) = %(m+1+m+””+ . ) CESWIEEY
!
=Y A, _m
=0 "+ 1,m+1)
Or:
m! m)!
Apy——— = (Ap — App1)—— , avec A_1 =0
mz>0 (x+1,m+1) ngo (x,m+1)
etona:
Ap —Ap1 = (m+1)(m“—i1+%+----+%’”>— ( T+ +“m1)
= Da,,
(m+ 1)ay, + Z kak(<m m—k 1 >
0<k<m—1
-1
= 1 m - m— 777 1 1\
(m+1)an, + Z (m—k)a k(k(k—i—l))
1<k<m
Dou :
xia( )—Z —(m + Day, + Z a _om
dz B " m—k (x,m+1)
m>0 1<k<m

cela implique que :

or(m —

k):k(ﬁ

Ii) pour tout k # 0 et go(m) = —(m + 1)
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5. La multiplication par une série de factorielle donnée est un opérateur triangulaire

m)!

En eff f; lleb(x) = b_ T
n effet : Si on se donne une série de factorielle b(x) 1t Z bm ™z, m+ 1)

0<m<+o0
et on considére 'opérateur ¢ qui n’est autre que le produit par b(z)

ie
m!
p(a(z)) = b(z)a(r) = b_1a(z) + Z mm
m>0
ou:
mley =Y (m = k)(k — 1)!apm_£Crnpp-1
k=1
avec
k—1
Con—k k- Z p+m k Ybk—1-p
p=0

on voit clairement que c’est un opérateur triangulaire pour lequel :

(m— k) (k—1)!
m!

op(m —k) = Crn—k k-1 pourk # 0 et po(m) = b_y
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2.2 Dominance entre séries factorielles

et entre opérateurs triangulaires

2.2.1 Dominance terme a terme (entre séries de factorielles)

Définition 2.4
Soient deux séries de factorielles
=D g
= (x,m + 1)

et

m! .
— _ >
b(x) E b, Tmt D) ou by, > 0 pour tout m

m>0

On dira que la série b(x) domine terme a terme la série a(z) sion a :
Pour toutm > 0, |am| < b

Propositon 2.1
Soit : a(x Z m une série convergente de factorielles, d’abs-
m>0
cisse de convergence \.

Alors :

Il existe une série de factorielles
=>b m ou by, > 0 pour tout m
m>0 L, m )

convergente , et qui domine terme a terme la série a(x) .
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Preuve :
Soit ' = max(0, \)
On choisitw = X' + e pour un certaine > 0
Par hypotheése la série a(x) converge pour x = w
Donc les termes de cette série tendent vers zéro quand m — +oo

Par conséquent : ils forment une suite bornée, et on peut trouver M > 0 tel

que :
m! M
\am\ m U ,OOUI‘ toutm
Dou :
1 2)...
|am| SM(W+ JWw+2)..(w+m) pour tout m

m)!

Soient maintenant : @0 = w + 1

etb(x Zb ﬂsm—f—l

m>0
ou:
w@+1)..(w+m-1)
m!

bm =M

Ces coefficients sont positifs et pour toutm on a : |an| < by,
Par ailleurs on peut montrer que la série b(x) converge pour tout x tel que

Re(x) >wetona:

ZM w+1 (w+m—1)

= (x,m+1)
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Remarque :
Si une série b(x) domine terme a terme une série a(x) , les résultats de Lan-

dau impliquent que :

‘ la convergence de b(z) entraine celle de a(z) . ‘

2.2.2 Dominance entre opérateurs :
Définition 2.5
Soient deux opérateurs triangulaires ¢ et ) agissant sur les séries de facto-

rielles.

On dira que

1. w domine ) si pour foutm > 0, et pour foutk, 0 < k <m

[Yr (m — k)| < |ox (m — k)|

2. p domine bien 1) siv) estdominé par un opérateur de la forme : c¢(x) |diag(p)]

ou

_1+Zcm m+1

m>0

est une quelconque série convergente pour Re(z) > A > 0 telle que

cm > 0, Vm

Cela veut dire que pour tout m > 0, |1 (m)| < |@o (m)]
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etpourtoutk, 1<k<m:

m — k)!(k—1)! .
i (m — )] < O EZ D0 )] G 0t
k—1
Cr—k -1 = (p+7;_k)ck—l—p

I
o

p

3. ¢ domine strictement 1 si :

—  domine bien v

Pour les opérateurs diagonaux, cette définition prend une forme beaucoup plus
simple :
Définition 2.6

Soient deux opérateurs diagonaux ¢ et i) agissant sur les séries de facto-
rielles.

On dira que :

1. 1 est dominé par ¢ si pour tout m > 0,

%0 (m)] < lpo (m)]

2. 1) est bien dominé par ¢ si pour toutm > 0,

%0 (m)] < lpo (m)]

(Ainsi ces deux concepts coincident pour les opérateurs diagonaux. )
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3. 1 est strictement dominé par ¢ si pour tout m > 0,

1o (m)] < [po (m)]
Yo(m)

et lim =0

Définition 2.7
Un opérateur triangulaire o est dit” bon opérateur” s'il existe une série

m!

clz) =1+ Zcm—

o (x,m+1)
convergente pour Re(x) > \ > 0 a coefficients positifs , telle que :
pour toutm > 0, et pour toutk, 1 <k <m

(m—Kk)!(k—1)
m!

!
lor (m — k)| < [0 (M — k)| Crn—k k-1

[y

ot Crypjo—1 = Z (pﬂ;fk)%q—p
—0

3

Cela veut dire qu’un bon opérateur est un opérateur qui se domine bien.
Remarque :

Tout opérateur diagonal est un bon opérateur.

En effet :

il suffit de prendre c¢(z) = 1 et on a évidemment pour tout m > 0, et pour tout
k,1<k<m

(m — k)(k — 1)

!
o o (m — k)| Cru—k 1

or(m — k)| =0 <

Propositon 2.2
Tout opérateur triangulaire agissant sur M [[z]] est strictement dominé par un

bon opérateur.
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Preuve :
Soit ¢ un opérateur triangulaire agissant sur les éléments de I [[x]] & coeffi-
cients pi(m —k),0 <k <m,m >0

On construit une fonction vy : N — C telle que pour fout m

Yo(m) >0 etpo(m) = (m+ 1) po(m)]

puis, on considere 1) I'opérateur diagonal défini par g .
Alors :
1. ¢ est un bon opérateur car il est diagonal.

2. 1) domine bien ¢

En effet : il suffit de considérer la série

qui est convergente pour Re(x) > 1 et vérifie :

m)! ,
olz) =1+ Z i) i.e c,, = 1> 0 pour tout m
m>0 "’

Si l'opérateur c(z).diag(v)) domine terme a terme I'opérateur o, on devrait

avoir :

(m — k)l(k — 1)

!
m! - [k (m — k)| Cr—g 1 2.1

|or(m — k)| <

ou :

k1
+m—k
Con—kh1 = Y <p >

p=0 b

Or: Vn,iEN;OSign,<ﬁ>:<n>
7 n—i
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Dou :

Et en utilisant l'identité :

(7)—(”fl)+(7?_1>,\m,z‘;095n
1 ) 71— 1

pour n prenant toutes les valeurs p’ eti = m — k, on aboutit a :

m—1 ’
— p — m
COm—kh-1 = Z (m - k:) N (m —k+ 1)

p'=m—k

En reportant ce résultat dans l'inégalité (2.1) on obtient l'inégalité :

joutm =) < PZIE= D oy () =

Ou encore :

[Yr(m — k)| = (m =k +1) [pr(m — k)]

Or ceci est vérifié par le choix de ). Ce qui prouve l'assertion étudiée.

3. Calcul de lim,,,—,~ ZO (m)

Comme

alors

m—Fk-+1

[ (m — k)|
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2.3 Opérateurs analytiques

Définition 2.8
Un opérateur D : F¢ [[z]] — Fc [[z]] est dit £,-analytique s'il existe :
1. une fonction F(z,Yy Y1, ...,Y,) holomorphe pour Re(xz) > X et
Y|l < p et telle que F(x0,0,...,0) = 0, (A et p étant des réels positifs,

Y = (Yo Yi,...,Y,) € C*"L et|.| désignant une norme de C™+1).
2. une suite finie : 0y = id, 01, ..., 0,, d’éléments de £,

telles que :

Du = F(z,u,01u,...,0,u)

Cela veut dire que D est une combinaison analytique d’éléments de £,

a coefficients séries de factorielles.

Remarque :

Pour étendre la définition des opérateurs triangulaires a tout F¢ [[x]], on fera
I'hypotheése que de tels opérateurs n’agissent sur la constante a_1 qu’en la multi-
pliant par une constante, qui sera nulle dans la majorité des cas que nous consi-
dérons, en particulier c’est le cas pour 'opérateur aux différences A.

En d’autres termes notre hypothése signifie que a_1 n’intervient pas dans les

coefficients non constants de p(a(x)) si ¢ est triangulaire.
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Une fonction F(z,Yy Y1, ...,Y,) holomorphe pour Re(z) > X et |[Y] < p

et telle que F(,0,...,0) = 0, peut avoir I'un des développements suivants :

+00 +oo
— Z s Z m!
|S|=1 m=0 ’

ou les b,,(Y) sont holomorphes dans un méme polydisque ; ou le développe-
ment :
+oo

F(z,Y)= Y (bs+as(x)Y®
|S|=1

ou les as(x) € M{x} et sont toutes convergentes dans un méme demi-plan.

On rappelle les notations :

5=1(50,81,..,5n), |8| =50+ 51 +... +5, €Y% = }Q)Soiﬂsl...YnSn

L'ensemble des opérateurs £,—analytiques sera noté : D(L,)

Remarque : Chaque opérateur D € D(£,) peut s’écrire sous la forme :

+o00 |
Du = Z b u®® (61u)5" .. (Opu)" + Z Am,S uS°(91u)Sl...(9nu)S"Ll
[S1>1 m+[S|=0 (ZU,’I?’L—I— )

Définition 2.9
On appellera “partie affine de D”, 'opérateur

1

X

Dyu = Z bs u™ (1u)5" ... (0,u)°" + ag o
15|=1

Et on appellera “partie linéaire de D", 'opérateur

Dou = Z bs w0 (01u) % .. (0,u)"
1S]=1

Remarque :

La partie linéaire de D est un opérateur linéaire.
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2.4 Singularité des opérateurs £, -analytiques :

Définition 2.10

Un opérateur £,—analytique D est dit “singulier” si :

D : Fc[[z]] — M [[2]]

D (Fc[[z]]) € 9 [[=]]
etdonc :
: Fe{z} — M{z}

D\ffc{z}

ou :M{x} désigne le sous-ensemble de M [[x]] des séries convergentes.

Exemples :

*) Lidentité id : F¢ [[z]] — Fc [[z]] n'est pas un opérateur singulier.

En effet :

m) m!
id (al + ngoam(l‘amM) =a-1+ Zamm ¢ M [[]]

m>0

déesquea_1#0
*) Les opérateurs shift et shift inverse

p: Fcllzl] — TFcllz]

et
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ne sont pas des opérateurs singuliers.

En effet :

© (al + Zam(m,:::—l)) = a_1+%+z (am — Gm—1) # ¢ M[[]]

m>0 m>1
désquea_1+#0
De méme

m!

o ! <a1 + Z am(x,;n!—i—l)) = a—1+z (ao+ar+---+apm) m ¢ M [[z]]

m>0 m>0
*) L'opérateur ¢ = xd/dx , par-contre, est un opérateur singulier.

En effet :
vérifie

. m!
odta(@) = ) amp—mgy
m>0 ’

Or d’apres ce qui précéde (cf formule de différentiation (1.3) page 13 )
_d
on a bien T (d'(x)) € M[[x]]
Un exemple bien particulier : L’opérateur aux différences A
Par définition on a :

A Felz]] — Fellz]]

a(x) —  (z—1)[a(z) —a(z —1)]
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La transformation x — x — 1 étant linéaire, la constante de a(x) est donc
éliminée par A, donc il sera pratique de considérer a(x) € 9 [[z]].

D’autres part, on remarque que :

m)!

a(z) =a((z—1)+1) = Z(am_am—l)m (ot a_y =0)
m>0 ’
(cf (1.2) page 12)
Dou :
m! m!
a(lr) —alx—1) = A — Q1) ————————— — A ———————
(x) —al ) mzzo( 1)(1‘—1,m-i-1) mzzo (x—1,m+1)
S S— L —
= (r—1,m+1)
m)!
- _n;“’"1<x—1><x><x+1>---<<x—1>+m>
En multipliant par (x — 1) ona:
_ (m—1)!
Bl = 2 G G T)
m!
- _ Day, —— 2.2
m§>%<m+ S Gm 1) -
A est donc un opérateur diagonal :
Ap(m) =—(m+1) pourm > 0etaussipour m = —1.

En particulier A est un bon opérateur.

De plus A domine strictement l'identité puisque :
¥m > 0, |ido(m)| =1 < |Ag(m)] = m + 1

et
Zdo(m) -1

Ap(m) m+1 m—oo
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De méme I'égalité (2.2) nous montre que A est un opérateur singulier.

Qu’en est-il des puissances de A ?

Donc :
Pour tout k > 1, A* est un opérateur diagonal singulier.

De plus A* domine strictement les A7 pour j < k.

En effet :
Af(m) = (—DFm+1* et Al(m)=(-1)(m+1)/
D’ou
A} (m)] < [Af(m)] des que j <k
etona:
A 1
[Am)] _ .

()|~ (m+ 1T moe
desquej < k

Cet opérateur aux différences A est I'analogue de I'opérateur différentiel :cdi
i
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Définition 2.11
Un opérateur singulier D est dit “singulier régulier” si pour toute série conver-
gente f(z) € Fc{z} , toute série formelle de factorielles solution de I'équation :

Du = f(z) , est convergente.

Définition 2.12
Un opérateur singulier D est dit “singulier irrégulier” s’il existe une série conver-
gente f(x) € Fc{x}, pour laquelle il existe au moins une série de factorielles

non convergente u qui vérifie I'équation : Du = f(z) .

Le probleme principal qu'on se pose, c’est le suivant :

Quand est-ce qu’un opérateur £,—analytique D est singulier régulier ?



Chapitre 3

Singularité réguliere

et théoreme de Maillet
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3.1 Singularité réguliere : 1° théoreme

On se donne :

1. une fonction F(z, Xo X;...., Xy, Y1,...,YN) = F (2, X,Y) holomorphe pour
Re(x) >\, || X|| < pn et||Y|| < pn et telle que F(0,0,...,0) = 0.
A, pn €t py Etant des réels positifs, X = (X X1, ..., X,) € C"FL,

Y =(Y1,..,Yy) € CN
2. et une suite finie : 6y = id, 01, ...,0,, o1, ..., on d Opérateurs triangulaires.

et on se propose d’étudier I'équation :
Du = F (x,0pu, 01u, ..., 0hu, p1u, ..., onu) = 0
Ses solutions, quand elles existent, sont-elles convergentes ?

Pour cela, on écrira

F(z,X,Y) ZF (z,X,Y)

p>1
ou F, (z,X,Y) est de la forme :
B@XY)= 3, baXV4 ) anesXVi—mes G
el Hls|=p me+ el + sl =p—1 o

Ici le degré total de chaque monéme dans la premiére somme est égal a |r|+ |s| .
Par contre dans la seconde somme, il faut ajouter a cette quantité le degré de la

factorielle d’argument x , a savoir (x, m + 1), qui, elle, est de degré m + 1.
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Définition 3.1
On appellera “polynéme homogéne” de degré p en les variables z, Xy ,

X1,..., X, Y1, ..., Yy toute expression de la forme (3.1).

Remarque :
Considéré comme polynéme en (X,Y), F, est un polynéme a coefficients dans

l'anneau des séries de factorielles Fc|[x]] , de degré au plus p.

Soit q I'entier tel que F, = 0 pour toutp < g et F; 0

On supposera que F, ne contient pas 'Y, c’est-a-dire

|
F (2, X,Y)=F, (2, X) = 3 b X+ e XT
q q s

frl=a mifizgr &ML

Ce qui permet d’écrire F (z, X,Y) sous la forme :
F(z,X)Y)=F;(2,X) = Rgp1 (2, X,Y)

ou : Ryy1 (z, X,Y') contient tous les termes de degré supérieur ou égal a q + 1,
c’est-a-dire

|
Ror1 (1, X,Y) = Y b XV > amsxfys(m#l)
x| 15> mt|r|+s[>g—1 Ty

L' équation a étudier est une équation non linéaire.

Siq = 1, sa partie linéaire est non nulle.
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De F, (z,X), on tire le polynéme suivant

= 3 b (1) (010(0)T)" . (B0 (0)T)"

|r|=¢

+ > am {1 (010(0)D)" .. (Bn0(0)T)

m+|r|=¢—1

ou encore :

|r‘:q OSZSTL

- Z by ( H (92‘,0(0))”) T4
+ D ame{l) ( 11 (92-,0(0))“) Tl

m+|r|=¢—1 0<i<n
c’est-a-dire C, (T') est obtenu de F,(x,X) en remplagant tout X; par 0;,(0)T,

et tout rapport par 1. Autrement dit :

m!
(w,m + 1)
Cy(T) =F,({1},T,010(0)T, ... ,0,0(0)T)
ou le symbole {1} signifie qu'on remplace les fractions de factorielles inverses

|

(x,m+1) par 1.

De la méme maniére on construit le polynéme

_ OF, (x, X)

({1} T, 01,0(0)T7 76n,0(0)T>

c’est-a-dire :

T)= > rube (0u0(0)) " J] (6i0(0)T

|r|=q 0<i<n

Gl
+ > Tuame {1} Guo()D) " T (0
m+|r|=¢—1 0<i<n

i
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ou encore :

Cou(T) = Z T,br (%,0(0))”_1 H (0i0(0))" Tlrl=1

|r|=q e
+ > e {11 (0,00)™ 7 T Bi0(0))7 T
m+|r|=¢—1 0<i<n

Gl
On utilisera les notations :

Ou = (u,01u, ..., 0,u)

ou = (P1U; ..., PNU)

Les hypotheéses requises seront les suivantes :

(H\) Parmi les opérateurs {0;},;,, , il y en a un, disons 0, , qui est un bon
opérateur et qui domine strictement tous les autres 6;, y compris l'identité.

(H>) Cet opérateur 6, domine bien tous les opérateurs {p;}, ;< y

(Hs) Les deux polynémes C, (T') et C, ,(T') n'ont pas de racine commune.

Remarque :

Quitte a ré-indexer les 0;, on peut toujours supposer, si nécessaire, que . = n.
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Théoréme 3.1
Sous les hypothéses (H:) ,(H.) et (Hs) , toute série formelle de factorielles

solution de I'équation

Du = F (x,0pu, 01u, ..., 0hu, p1u, ..., onu) = 0

est convergente.

Démonstration :

1)Existence d’'une solution formelle.

L'équation Du = 0 peut s’écrire sous la forme

Fy(z,0u) = Ryy1 (z, Ou, pu) (3.2)

m)!

m>0
Laction suru des opérateurs triangulaires {0}, et{¢;}, < donne:

m! "
Oiu = Z @i,mi ou @i,m = Z Gi,k (m — k‘) Um—k
= (x,m+1) —
et
m! . i
pju = Z ‘I’j,mm ou  Pjm,= Z Pk (M = k) U
m>0 ’ k=0

En portant ces quantités dans I'équation (3.2 ), et en égalisant les coefficients de

——— dans les deux membres de cette équation, on obtient :
(x,m+1)



3.1 Singularité réguliere : 1°" théoreme 44

*) wug & partir de I'équation égalisant les coefficients de plus bas ordre q, a savoir :

S IO + S e [T (€107 =0

n
1=0 1=0

r[=g met|r|=q—1
et qui donne :
Z br H (91',0 (0) UO)ri + Z Qm,r H (91',0 (O) UO)ri =0
[r|=¢ =0 m+|r|=g—1 i=0
ou encore :
STb ] 000 (0)7 | (o) + > @ [ (050 (0)7 (o)™ =0
[r|=¢g =0 m/+|r|=¢—1 1=0

qui n’est rien d’autre que I'équation :
Cq (ug) =0

*) etu,, apartir de I'équation égalisant les coefficients d’ordre (¢+m — 1) apres

développement en séries de factorielles des différents produits

k! I
(2, k+1) (z,0+1)

apparaissant dans I'équation, d’ou :

Z brzri@i,m (©;0)" ! ﬁ (©j0)"

Jj=0
JFi

n
+ Z am’,rzri@i,m (©i0)" "
i=0

m/+|r|=¢—1

r|=q =0

s

(©5,0)%
§=0
VE)

Ml

= fm (©0,0,00,15 -, 00,m-1; 01,0, -+, O1m—1; i On0; -+, Onm—1;
D10, P11, P15 P20, s P2 15 s P05 s P 1, (A))
ou f,, estun polynéme en tous ses arguments, et (A) est le reste des arguments

de Ryq1 (x,0u, pu).
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Ce qui donne, en explicitant les ©; ,,,; et ®; ,,,y
U, { > by ribio (m) (050 (0) o)™ [ (6.0 (0) uo)™
[r|=¢q =0 J#i
+ Z am,,rZriGi’O (m 0) uO)ri_l H (9j70 (0) U[))rj }
m/+|r|=q—1 i=0 J#i
+szrzzgzkm kumk 10 uorl 1H ]O
r|=q¢ =0 k=1 j#i
+ Z Am/, Zrzzezk m — kum k zO U() rl 1H ]0
m/+|r|=¢—1 i=0 k=1 j#i
= fm(u(), ULy eeey Up—1; 9170 (O) UQ, 91,0 (1) uy + 9171 (0) UQ,y +-ey
m—1
017k ((m - 1) - k) u(mfl)fk; e 7071,0 (O) UQy -+
k=0
m—1
Hn,k ((m - 1) - k) U(m—1)—k> P10 (0) Ugy P10 (1) u1 + 2R (0) Uyt
k=0
m—1 m—1
Pk ((m - 1) - k) U(m—1)—k’ P20 (0) Ug sy ooy P2,k ((m - - k) U(m—1)—k>
k=0 k=0

m—1
PN (0)u07"' 72 PNk ((m_
k=0

On note par Fy ,, (uo) I'expression :

ug) = {Zbrzriei,o (m

lr|=¢ =0

+ Z am/’rZriH@O (m) (0 0 (O)

m/+|r|=¢—1 =0

1) - k) U(m—1)—k> (A))

o)™ [ (6.0 (0) uo)™

JFi

J#i

o)™ T (850 (0) uo)™
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Par conséquent w.,, peut étre obtenu a partir de I'équation :

Fym (u0) wm = Pp(uo, ut, ..., um—1,61,0 (0) ug, (01,0 (1) u1 + 01,1 (0) uo) , -

3

N

01 (M —1) = k) Ugm—1)—; - On,0 (0) uo, ...,

k=0
m—1
en,k ((m - 1) - k) U(m—1)—k> P10 (O) Ug s (901,0 (1) up + P11 (0) uo) EERRD
k=0
m—1 m—1
Pik ((m - 1) - k) U(m—1)—k’ P20 (O) Ugy ey P2,k ((m - 1) - k) U(m—1)—k>
k=0 k=0

m—1
3PN (O) Ugy ="y Z PNk ((m - 1) - k) U(m—1)—k> (A))
k=0

ou P, est un polynéme en tous ses arguments.

Ainsi :

Pour toute racine uy du polynéme C, (T') qui vérifie F, , (ug) # 0 pour tout m,
I'équation Du = 0 admet une solution série formelle de factorielles , dont le pre-
mier terme est “0% .

Remarque :

Légalite F, ,,, (ug) = 0, pour certains m, n'implique pas la non existence d’une
solution pour I'équation Du = 0. Le but ici étant de montrer la convergence d’une
éventuelle solution, cette premiéere section de la démonstration sert seulement a
caractériser cette solution. Maintenant, si pour certains m, Fy ,, (ug) = 0, il est
facile de voir que seul un nombre fini de termes d’une série convergente devrait

étre modifié, ce qui ne changera pas la nature de cette série.
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2) Convergence d’une solution formelle.

D’apres I'hypothese (H,), 8,, est un bon opérateur qui domine strictement tous
les autres 0; , 0< i < n. Par conséquent il domine bien 6y = id.

Cela entraine I'existence d’une constante c, , telle que pour toutm = 0,1, ...

1< Co,0 |9u,0 (m)|

De la, on remarque que c, , # 0, et quitte a normaliser 0,, , on peut supposer que
Coo = L.

Par conséquent :

1<|0,0(m)|, Vm >0

D’ou, en particulier, 6,0 (m) #0, Vm >0

D-autres part, comme 6,, domine strictement tous les 0; , pouri = 0,1, ...,n, i #

91'70 (m)

lim =0, Vi
oo B, () 7 H
D'ou :
. Fym (u r,— T
tim Lo (0) S 0,0 (0) o)™ TT (B0 (0) o)
m—00 9# 0 (m) ;
' lr|=q J#u
+ Z Qm! Ty (G,M,O (0) uO)rH_l H (ej,o (O) UO)rj
m/+|r|=¢—1 JFH

= Cgu(uo) # 0

puisque uy est un zéro du polynéme C,, (T') .
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Par conséquent :

il existe un réel o > 0, et il existe m tel que pour tout m > m

>0

— 9

‘ Fq.m (o)
Op0 (m)

dou :
|Fgm (uo)| > o |00 (m)| , Ym>m

Pour les m < m , si Fyn, (ug) est toujours non nul , alors il existe un o’ > 0

(non nécessairement égal a o ) tel que

|Fym (w0)| > 0" |0,.0 (m)| , ¥m <1

On notera de la méme facon o et le minimum entre o et o', ce qui donne

|Fym (uo)| > 0 [0,0(m)] , Ym >0 (3.3)
et donc :
|um| < —=——=| Pm(uo, w1, ..., um—1,61,0(0) ug, (61,0 (1) u1 + 61,1 (0) uo) ,
‘Fq,m (UO) ‘
m—1
) Hl,k ((m_ 1) _k) u(mfl)fk;"wen,o (O) UQy -y
k=0
m—1

k=0
m—1 m—1

0,0 (M = 1) = k) m1)—15 Pag (0) gy ooy Y 2k (M= 1) = k) 1)k
k=0 k=0

m—1
PN (0) Ugs s Z PNk ((m - 1) - k) U(m—1)—k> (A))‘
k=0
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1
< — Py (uo,ut, ..oy um—1, 01,0 (0) uo, (61,0 (1) u1 + 61,1 (0) uo) ,
o 0o (m)] (uo, w1 1,01,0 (0) uo, (01,0 (1) w1 + 61,1 (0) uo)

m—1
o 3 O ((m = 1) = k) U1y - O 0 (0) i, ..
k=0

-1

3

en,k ((m - 1) - k) Um—1)—k> P10 (0) Ug (‘pl,o (1) U1 + Pr1 (0> uo) IREES)

b
Il
- o

3

(]

Pik ((m—1)—k) U(m—1)—k> P20 (0) Uy, -

e

k=0
-1
@ok (M —1) = k) Um—1)—k3 "3
k=0
m—1
Pno (O) Ugy Z PNk ((m — 1) — k) U(m—1)—k» (A))
k=0
Remarque :

Si pour certains m < m , Fy ., (uo) = 0, alors on peut voir que le reste de la
démonstration marche bien puisque seul un nombre fini de termes de la série u
pourrait changer, ce qui n’altére pas sa nature.

D’autre part, comme 6,, domine bien tous les opérateurs intervenant dans F,

— il existe des séries de factorielles

. m!
Ci(x) =1+ E o —
=6 (x,m+1)

convergentes telles que C;|diagb,,| domine 0;
i.e pour toutm > 0, |60; o (m)| < |00 (m)]

etpourtoutk, 1 <k<m:

61 (m— k)| < MRk D)

! - .
! 0,0 (m — k)| Cyy_y -1 OU
k—1
A Ny
:nfk,kfl = (pJﬂZ )C}cflfp

i
o
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— il existe des séries de factorielles

. m)!
Di(z) = 1 Qo
() +mz>0 ™(x,m+1)

convergentes telles que D;|diag,| domine ¢;
i.e pour toutm > 0, |pjo (m)| < [0,0 (m)]

etpourtoutk, 1<k<m:

(m — k)(k — 1)! : ‘
sk (m— k)| < o 10,0 (m — k)| Dfn_k7k_1 ou
k—1
j m—k\ i
Dfnfk,kfl = Z (p+p ) k—1-p
p=0

et ce, pour touti, 0 < i < n, etpourtoutj, 1<j <N

Les séries C;(x) et D;j(x) sont toutes convergentes. Comme elles sont en

nombre fini, on peut trouver un réel X' > 0 telles que toutes ces séries convergent

pour Re(x) > N.

Le reste de la démonstration consiste en la construction d’une série majorante

pour u(x), Soit :

V(z)=> Vn

m)!
= (x,m+1)

dont la convergence entrainera celle de u(z).
Pour cela, on considére I'équation analytique :

1 1 - r,
Ulmvzﬂlm + Z br‘iHO(Ci(x)V)

|r|=¢

m! r;
+ ) |am,r|mH(Ci($)V)

m+|r|=¢—1 1=0

+ Rl (2, V. Cr(2)V, -+, Co(2)V, Di(2)V, -+, Dy (2)V)

34)
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ou oy et i sont des nombres réels & déterminer, et |R,.1| est une série conver-
gente majorante pour R,.1, i.e qui la domine terme a terme. Rappelons que la
Proposition 2.1, et le fait que F' soit holomorphe, affirment I'existence de |R1].
Cette équation est obtenue a partir de (3.2) en prenant des séries majorantes et
en remplagant les X; par C;(x)V et les Y; par D;(x)V. Un terme d'ordre q est
ajouté pour le besoin des calculs. En appliquant a I'’équation (3.4) le changement
de variable V = iW, on peut montrer que I'équation ainsi obtenue satisfait aux
conditions du Théoréme des fonctions implicites pour les séries de factorielles ( cf
§1.4 ), ce qui permettra de conclure I'existence d’une unique solution W conver-
gente. D’ou la convergence et 'unicité de la solution V de (3.4).
Remarque :

Siq =1 on remplacera le terme en o1 par : o1V qui est d’ordre 1.

Le but maintenant est de montrer que pour un choix approprié des paramétres
o1 et u1, la série convergente V' devient une série majorante pour toute solution
u de I'équation Du = 0, ce qui entrainera la convergence de celle-ci.
Pour cela, on remarque que les coefficients de V' sont obtenus a partir de (3.4)

comme suit :

*) Vy a partir de I'équation :

oVo=m+ S el T 0+ 3 o] T (0"

r|=q 0<i<n m/+|r|=q—1 0<i<n
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*) V,, a partir de I'équation :

{al Yol D> w0 (Vo)

lr|l=¢  0<i<n j#i

m!+|r|=q—1 0<i<n j#i

S o zmmwnw}vm

STkl Gr (Vo Vi, Vi) + Y ams

Hm’,r (‘/07‘/17 o 7Vm—1)

[r|=q m/+|r|=¢—1
. (m — k)\(k — 1)!
+ Pm (1’, %7 V17 R Vm—l; { Z m mekcgn—k,k—l ;
q<k<m m>q
m—k)l(k—1)!
T Z ( r)n(' ) V-Gt k1 7
q<k<m ’ m>q

m)!

; “ e ;
q<k<m }m>q

N { SRR [

ou Gr (Vo,Vi,--+ ,Vin—1) (respectivement H,, . (Vo,Vi,---,Vin_1)), est le coef-

— 1)
’ 0<i<n
A
(respectivement du produit % H ((Ci(x) —1)V)™, et ou Py, est obtenu
’ 0<i<n

a partir de P,, en prenant les valeurs absolues des coefficients et en remplagant

les coefficients de la famille A par les majorants notés |A|.
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On peut maintenant faire notre choix des paramétres o, et p; de la fagon

suivante :
1. On choisit d’abord Vy tel que : |ug| < [0,,0(0)||uo| < Vo,

2. puis o1 tel que :

0 < =3 kel Y m ()R [

fl=¢  0<i<n it

— Z |l1m/,r r; (Vo)* H <o

m’—|—‘r|:q—1 0<i<n ]757,

Dot :

0<§ = bl > m ()T [ (Vo)

‘I‘| =q 0<Z<7’L _]75@
— Y aws] Y ma) T [Jw) < 1
m/+|r|=¢—1 0<i<n i

3. et enfin u tel que Vy soit solution de I'équation polynémiale :

J1‘/0 =+ Z |br| H (‘/O)L + Z ‘am’,r H (VvO)rz

r|=q 0<i<n m/+|r|=g—1 0<i<n

On montrera par récurrence surm que :
U] < |‘9u70(m)| [um| < Vin , ¥Ym >0

C’est déja vrai pour m = 0, suivant le choix qu’on a fait de V.

On supposera donc que

[upl < 10u0(p)] lupl <V, ¥p,0<p <m
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et on montrera que ceci est encore vrai pour p = m.

Comme pour toutk, 1 < k < m, et pourtouti,jona:

m — k)(k —1)! i
655 (m— k)| < P RE = D ) Gl
et
m — k) (k —1)! .
lojr (m — k)| < ( T)n(, ) 10,0 (m — k)| Din—k,k—l
alors :
m — k)l(k —1)! i
0 (m = ) sl < P EZ D ) I
(m — )k —1)! i
< p— Vin—kCrn—k k-1
et
m—k)l(k—1)! .
s (m— Bl ol < PTEED g k) 41D,
(m—k)(k — 1)! 4
= m Vm—kDin—k,k—l
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En revenant maintenant a la formule majorant |u.,,|, on obtient ainsi :

1
| € ———= 8 e G (Vo, Vi, -+, V1)
0
80} | =,
+ Z ‘am’,r Hm’,r (‘/07‘/17“' 7Vm—1)
m/+|r|=¢—1
m — k)l(k —1)!
+P;L z, Vo, Vi, Vin—1; Z ( 7)71(' ) Vm*kcronfk,kfl )
q<k<m ' m>q
(m —k)!l(k—1)! n
-.; { Z m! Vm—kcm_k7k_l ;--.;
q<k<m m>q
(m —k)!I(k—1)!
+{ > - Vi kDo o1 EEEE
q<k<m m>q
m — k)!(k —1)!
po s ey D b 04D
q<k<m ’
m>q

[um| < ;)D o1 — Z |be| Z r; (‘/())rFlH(‘/())rj

= (0]0uo(m t=¢  0<i<n i
— Z ’am’,r Z r; (VYO)ri_l H (‘/O)rj } Vin
m/+|r|=¢—1 0<i<n J#i
et donc :
1 . N
[O.0(m)lfum| < — {01 =D bl Y m ()R [ (W)
=g  0<i<n j#i

> () T [ 0)Y p Vin < Vi

0<i<n G#i

- E ’am’,r

m/+|r|=¢—1
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Mais on sait que 1 < |6, 0(m)| pour tout m, d’ou :

|| < ‘Qu,O(m)‘ (U] < Vin

Ce qui prouve que :

Vm 20, |um| < [6u0(m)][um| < Vi

Par conséquent,

m:

la série V (x) = Z Vyn——— domine la série u(z) = Z U

m>0

|
= (x,m+1)

Comme V (x) converge, alors u(x) converge aussi.

m)!

(x,m+1)
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3.2 Singularité réguliere : 2°"¢ théoreme
Dans ce qui suit, on considére une équation quasi-algébrique :

Du = F (z,0pu, 01u,...,0 ,u) = ZFp,M (z,60pu, O1u,...,0 yu) =0

P29
ou:

1. F(z, X0, X1,...,Xn) = F(x,X) est holomorphe dans un certain domaine
Re(x) > A, || X|| < p et vérifiant F (o0, 0, ...,0) = 0. X et p étant des réels
positifs, et X = (X0 X1,...,Xy) € CNTL Etles F, \s sont les polynémes
homogénes formant F', mais ou on ne prend que les termes de degré total

en X inférieur a M, ou M est un entier fixeé.
2. 0y,04,...,0N sont tous des opérateurs diagonaux.

On écrira I'équation ci-dessus sous la forme :
Fy (z,00u,01u, ..., 0pu) = Ryp1 v (2, Oou, 1y, ..., Onu) (3.5)

ou : q, F, sont définis comme dans (§3.1). Comme on supposera M assez grand,
F,n = F,. Et on rappelle quon ne garde dans F, que les n composantes
Oou, 61u, ..., 0,u qui interviennent explicitement, en supposant de plus n < N.

Comme précédemment, on construit les polynémes :
Cy(T)=F,({1},T,010(0)T, ... ,0,0(0)T)

et

_ O0F;(z,X)

CQ:”(T) ax

({1} 3T7 91,0(O)T7 79n,0(0)T)
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(voir page (41) et on supposera que :

(H}) 6,, domine strictement tous les 6; tels que i < n, et domine bien l'identité.

5) Les deux polynémes C, (T') et C,,,(T') n'ont pas de racine commune.

Ces deux hypothéses correspondent aux hypotheéses (Hy) et (H3) du théo-
reme précédent. Par contre I'hypothése (Hs) sera remplacée par une hypothese
plus faible qui nous sera suffisante.

Il s’agit de I'hypothése (H) ci-dessous.

On définit d’abord I'ensemble des G(m) pourm > 1 tels que :
Pour tout p (¢ < p < M), pour tout N + 2-tuples (r, sg, s1,---, sn), tels que

r + |s| = p, et pour toutes suites d’entiers naturels :

1 2 S0 . 1 2 S1 . .
{m07 mg, *=y Mg™ 5 My, My, ~-0 My 5 20 MM

satisfaisant :
r+mot+mi+ - +my=m+qg—1
OU-'mozm(l)+ m(z)—i— +m8°,m1:m%—|— m%+ +m‘f1,...,
my =mh + mi 4+ - +ma.
1 k k
Gm) = sy 1 oot < [T 1rotmbl x - ] 16wotm} )]
n,

1<k<S) 1<k<St 1<k<S,,
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Remarque :

Par convention, on omettra du produit définissant G(m) les vao(mf) corres-
pondant aux (m%) nuls. i.e on supposera que si (mY) est nul, alors 0;,(m*) n'in-
tervient pas dans le produit de G(m).

On peut maintenant formuler 'hypothése (H;) comme suit :

(Hf;) Lensemble de ces G(m) est uniformément borné.

Remarque :
Dans ce cas on peut supposer |G(m)| < 1 pour tout m > 1, quitte a renorma-

liser6,,.

Théoreme 3.2
Sous les hypotheses (H,) ,(H)) et (H}), toute série formelle de factorielles,

solution de I'équation
Du = F (z,0pu,01u,...,0 ,u) =0

est convergente.
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Démonstration :

1)Existence d’une solution formelle.

On procéde de la méme fagcon que pour le théoréme précédent.
!
Soitu = Z umL une solution formelle de I'équation (3.5), si elle existe.
= (x,m+1)

Comme les 0; sont tous diagonaux,

m)!

9iu = Z 9170(m)um(

=0 x,m+1)
Ce qui simplifie I'écriture du systeme et permet d’obtenir :

*) wug a partir de I'équation égalisant les coefficients de plus bas ordre q, a savoir :

n

S0 T 00 )% | (o) + > ans [ (10 (0)% (uo) ¥ =0

ls|=¢ =0 r+|s|l=¢—1 =0

qui n’est rien d’autre que I'équation :
Cq (ug) =0

*) et un,, pour m > 1, a partir de I'équation égalisant les coefficients d’ordre

(g +m — 1), a savoir,

Fym (uo) um = Pp(uo, ut, ...y um—1,01,0(0)ug, 01,0(1)ur, ..., 01,0(m — L)tp_1;
ceey 0n70(0)u0, Qn,g(l)ul, ceey Qn,o(m — 1)Um,1; ey

9N70<0)U(), 91\770(1)'&1, ce ,HNyo(m - 1)um_1; ey (A)) (36)
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ou P, est polynémial en tous ses arguments, et (A) est le reste des arguments
de :Rq-i-l,M (.%, Oou, . .. ,HNU) , et ou:

n

Fym (ug) = stzslﬁw (m) (0,0 (0) ug) >~ H (05,0 (0) ug)™

Is|=¢ =0 el
+ ) ansy siflio(m) (0i0(0)uo)® " ] ()0 (0) ug)®
r+|s|=¢—1 i=0 I

Ainsi pour toute racine uy du polynéme C, (T') qui vérifie Fy ., (uy) # 0 pour
tout m, I'équation Du = 0 admet une solution série formelle de factorielles , dont
le premier terme est “0% .

Cependant la condition F, , (up) = 0, pour certains m, n’exclut pas I'exis-

tence d’une solution formelle pour I'équation Du = 0. (cf page 47 )

Pour le besoin des calculs suivants, on explicite I'équation (3.6) en introduisant

les notations suivantes :

Ci(mj, 55) = Coy(mj, mj, -, my’) 0<j<n

qui sont les constantes universelles provenant de la formule du produit des séries
de factorielles intervenant dans I'équation.

Ce qui permet d’écrire I'équation ci-dessus comme suit :
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Fym(uo) um =

> ans > II Cotmo, s0)60.0(m)u,

r+|s|=¢g—1 r+mo+---+my=m+qg—1 1<k<sg
ml#m

X H C’1(m1,31)9170(m]f)um/f

1<k<sy
mBotm

X oo X H Ch(my, sn)Hnyo(me)umﬁ

1<k<sn
mk £m

— Z b Z H Co(mo, so)ﬁo,o(rn(]}')umg
Isl=q

mo+-+my=m-+q 1<k<sg
mb#m

X H Cl(ml,sl)gl,o(mlf)umzf

1<k<sy
mbtm

X X H Cn(mn7 Sn)en,o(mi)unﬁg

1<k<sn
mk £m

+ Z Z Qr, s Z H Co(’rrLo, 80)90’0(77L§)unl15

q<p<M r+|s|=p, |s|<m r+mo+--+my=m+qg—1 1<k<sg
mpE#m

I I k

X Cl(m17 81)9170(777,1 )u'rn)f
1<k<sp
mk #£m

Xoee X H C’N(mN,sN)HN,O(7715“\,)117111}-V
1<k<spy
mK £m

+ Z |bs| Z H Co(’ﬂlo, So)aovo(ﬂlg)umg

q<|s|<M mo+-+my=m-+q 1<k<sg
m’oc¢m

< JI Cilmi,s1)010(mb)u,,.
1<k<sq
mh#m

X oo X H Cn(mpy, SN)QN,U(m]fv)Um’fV
1<k<sn
m}"\/#n
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2) Convergence d’une solution formelle.

D’apres I'hypothese (H}) 0, qui est un bon opérateur car il est diagonal,
domine strictement tous les 9; tels que i < n, et domine bien l'identité.

Par conséquent, il existe une constante c, , telle que pour toutm = 0,1, ...
1< Co,0 ‘Qn,o(m)’
Comme c,, # 0, et quitte a normaliser 0,, , on peut supposer que c,, = 1.
ie
1<|0u0(m)| , ¥Ym =0
D’autre part, comme 6,, domine strictement tous les 6; , pouri =0,1,....n,1 #n

lim Oi0(m)

=0, Vi#n
Dou :

i 2 5 s (0 (0)uo)® T 630 (0)uo)™
\

m—0o0 ol\m .
“’ s|=q J#n

+ ) s (00 (0)uo)™ T (850 (0) wo)™

r+|s|=¢—1 J#u

= Cq,n(uo) # 0

d’aprés I'hypothése (H,).

Par conséquent, il existe o > 0 (cf page 48) tel que :

|Fq,m (ug)| > o |9n,0 (m)| , Ym >0
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Dou :

1
‘urn‘ S {—}
U‘en,o(m)‘

<) 2 landl >
r+|s|=¢—1

LI Co(mo, s0)100.0(m) [,
r4+mo+---+my=m-+4+q—1 1<k<sqg
mb#m

< [T Ci(ma,s0)161,0(mb)l]u,,.l

1<k<sy
mk£m

X X H Cn(mna 5n)|0n70(m’ﬁ)||umﬁ|

1<k<sn
mk #£m

—+ Z |bs| Z H CO(m07 50)|9050(m§)||u7n’5|
|sl=q mo—+-t+my=m+q 1<k<sg

m(’g #m

X H Cr(ma, 81)|‘91,0(mlf)||umf|

1<k<sy
mBtm

1<k<sn

mk £m

XX H Cr(mn, sn)|0n,0(mﬁ)||umﬁ|

—+ Z Z |a7-’s‘ Z H CO(mO» So)leo,o(mg)nurnlo“l
q<p<M r+|s|=p, |s|<m rhmotdmy=moqg—1 1<k<so

mpE#m

1<k<sy
mitm

x H Ch(m1, 51)1601,0(m5) |[wn]

x JI On(mn,sn)l0no(mi)llu,x |

1<k<sp
mlfv#m

o> bl >
q<|s|<M mo+-+my=m-+q 1<k<sg

11 Co(mo,So)\eo,o(mgm“mg\

m’g “m

x [T Ci(ma.s0)l01,0(mb)lu,.;l

1<k<sy
mh£m

X H CN(mNa SN)‘QN,U(m%)Hu'InlfV‘
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En tenant compte de I'hypothése (H}), on déduit :

1
‘Um,‘ S {7}
g

lar, s > I Colmo,so)lu,sl x T Cilma,si)luel

S
r+|s|=qg—1 r+mo+--+my=m+q—1 1<k<sg 1<k<sy
m’oc #m mbm
REREI I I Cr (M, 8n) [ty |
1<k<sn
mk £m

+9 > bl > II CGolmo,so)lusl x T Crlma,si)luyyl
1<k<sq

|s|=q mo+-+tmy=m+tq 1<k=<sqo
m109¢m mk£m

REREI H Cr (M 80) [ty |
1<k<sn
mk #m

X X
q<p<M r+|s|=p, |s|<m r+mo+---+my=m+qg—1 1<k<sg 1<k<sy
ml#£m mk£m

|ar,s‘ Z H CO(mO»SO)luyng‘ x H Cl(m1781)|u7n’f|

X oo X I I CN(m/stN”u'rn?V‘
1<k<spn
771.5‘;,#""

+ Z |bs| Z H C’U(mg,so)\umg| X H Cl(ml,sl)|um;i~,\
g<|s|<M mo+-+my=m-+q 1<k<sg 1<k<sq
mp£m mh£m

X oo X H CN(m/N7 3N)|um§\,‘
1<k<sn
m’]"\,¢m

On veut maintenant construire une série majorante pour u(x), Soit :

m!
V@) = L Ve
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dont la convergence entrainera celle de u(z).
Pour cela, on considére I'équation analytique :

1 1 s
Ulmvzulm + Z ‘bs|H(V)

’ Isl=¢ =0
n

|
+ Y rar,s|%ﬂ<v>3i+|ﬂzq+1,m 3.7)

r+|s|=¢—1 z,7+1) i=0
ou oy ety sontdes nombres réels a déterminer, et|R 1, 11| €st une série conver-
gente majorante pour R -

En appliquant le changement de variable V' = iW comme dans le cas du
théoreme précédent, on peut montrer que I'équation ainsi obtenue satisfait aux
conditions du Théoréme des fonctions implicites pour les séries de factorielles.
Ce qui permettra de conclure la convergence et 'unicité de la solution V de (3.2)

pour un choix fixé de Vj.

Le but maintenant est de montrer que pour un choix approprié des parameétres
o1 et uy, la série convergente V devient une série majorante pour toute solution
u de I'équation Du = 0, ce qui entrainera la convergence de celle-ci.

Pour cela, on note que les coefficients de V' sont obtenus comme suit :

*) Vy a partir de I'équation :

oo=m+ S sl [T 0+ 3 el [] 0)*

|s‘:q 0<i<n r+|s|:q—1 0<i<n

*) V,, a partir de I'équation :
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o= > |bal Y si (Vo) ] (Vo)

|s|=q 0<i<n J#i

-1 _

- > s (W [T ¢ Vi =
r+|s|=¢—1 0<i<n j#i

Z |ar,5\ Z H Co(ﬁlmSO)VmgX H Cl(’rIL1781)V

r+|s|=qg—1 r+mo+---+my=m-+q—1 1<k<sg 1<k<sy
mb#m mh#m
X oeee X I I Ch(my, Sn)sz
1<k<sn
mk Lm

+ Z |bé| Z H CQ(WL(),SO V k X H C’l(ml,sl)V k

mo+-+my=m+q 1<k<sg 1<k<sy

Isl=q
mb#m mh#m

X oo X H Cr(Mn, 80) Vi

1<k<sn

mk £m

+ Z Z ‘(1,,," s| Z H C()(mo, SU)VmS X H Cl (’ITI/l, Sl)V,,nL

q<p<M r+|s|=p, |s|<m r+mo+--+my=m-+q—1 1<k<sg 1<k<sy
mb#m mbtm

1<k<sy
~m

777

-+ E ‘bg‘ E I I Co(mO,So)Vmg X I I Cl(ﬂll,sl)v k
q<|s|<M mo+--+my=m+q 1<k<sgo 1<k<sy
nlg#m mktm

PERRIN H Cn(mpy, sn)V, ik,

1<k<spy
m’;;, #m
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On peut maintenant choisir les parametres o et 111 de la fagon suivante :
1. On choisit d’abord Vj tel que : |ug| < Vb,

2. puis o1 tel que :

0<Qor— Y Ibsl Y s (Vo) [ (Vo)

sl=¢  0<i<n i
= > arel D s ()T [0 <o
r+|s|=q—1 0<i<n j#i

3. et enfin uy tel que Vy soit solution de I'équation :

oVo=m+ > bl J] 0%+ Y lanel J[ 0

|s|=¢ 0<i<n r+|s|=q¢-1 0<i<n
Il reste a montrer que :

chose qu’on fera par récurrence sur m.
C’est déja vrai pour m = 0, suivant le choix qu’on a fait de V.

On supposera donc que
lupl <V, Vp,0<p<m

et on montrera que ceci est encore vrai pourp = m.
Mais ceci devient une simple déduction en appliquant I'hypothése de récurrence

a l'équation majorant |u,,|. Ce qui donne :
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1
[um| < > Z lar, s Z H CO(meaSO)Vm{;'

r+|s|=g—1 r+mo—+-+my=m+q—1 1<k<sg
mb#m

x H Cl('rrLl,sl)Vm?-X~~~>< H Cn(mn,sn)Vmﬁ

1<k<sy 1<k<sn
mb#m mk 4m

+ Z ‘bs‘ Z H Co(m/ov'SO)V'rn(";

|s|:q mo—+---+my=m-+q 1<k<sg
m,g#m,

X H Cl(mhsl)Vm;f REER H Cr (M, 80) Vi

1<k<sy 1<k<sp
mh#m mk #£m

+ Z Z ‘ar, s| Z H CO(""Oa gO)mec‘

q<p<M r+|s|=p, |s|<m r4+mo+---+my=m+qg—1 1<k<sqg
171,8#’"1.

x [T Gitmi sV x---x [ On(mn,sn)Vis

1<k<sy 1<k<spn
7n’f#7n m’};,#n

+ > bl > I Co(mo, s0)V,

q<|s|<M mo+-+my=m+q 1<k<sg
mg#m

X H Cl(nllasl)‘/mlf X e X H CN(’ITLN7 SN)Vmﬁ,

1<k<sy 1<k<sp
mh#m mK £m

Dou :

R D S S\ O | (0%

|s|=¢ 0<i<n J#i
= Y arsl Y s ()T [0 3 Vi < Vi
r+|sl=¢—1 0<i<n j#i

et ce pour tout m.
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Par conséquent,

!
la série V(x) = ) Vmwﬁ est une la série majorante pour la solution
m>0 ’

Z mﬂ:m—}—l)

m>0
Comme V (x) est convergente, alors u(x) est aussi convergente.
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3.3 Un théoreme de type Maillet pour

les séries de factorielles

L’ étude des series formelles de la forme ), -, ymz~"™ solutions d’une équa-
tion différentielle ordinaire linéaire singuliere irréguliere montre que de telles sé-
ries sont en faite dans une certaine classe Gevrey (c.a.d que les coefficients y,,
croissent au plus comme une certaine puissance fixée de m! quand m — o).

De plus J. P Ramis et Y. Sibuya ont montré que toutes les séries formelles
d’une classe Gevrey donnée, convergent au sens asymtotique de Poincaré.

Le cas des équations différentielles ordinaires singuliéres irreguliéres non li-
néaires a été étudié par E.Maillet' qui a aussi montré que les solutions formelles
de telles équations doivent étre dans une certaine classe Gevrey.

Ce résultat est appelé théoreme de Maillet , et tout résultat similaires dans le
cas d’autres types d’équations, sera dit de type Maillet.

Par ailleurs E. Maillet a aussi montré que les solutions ci-dessus sont som-
mables au sens de Borel.

Le théoreme de Maillet a été généralisé par R. Gérard (cf [GER 3]) pour des
équations différentielles algébriques a coefficients analytiques satisfaisant cer-

taines conditions de non dégénerence.

'E. Maillet, Sur les séries divergentes et les équations différentielles,

Ann. Ecole Normale (3) 20, pp 487 - 518
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Pour prouver son résultat, R. Gérard avait utilisé un argument de séries ma-
jorantes. Ce méme argument a été utilisé plutard par R. Gérard et D.A. Lutz (cf
[G-L 2]) dans le cas d’équations algébriques aux différences, aprés qu’ils aient
obtenu quelques extensions non linéaires du phénomene singulier régulier pour
les séries de factorielles solutions de certaines sortes d’équations algébriques
aux différences. (cf §3.1)

Ils ont ainsi obtenu le théoreme de type Maillet dont on va donner la preuve
dans la section suivante. Cette preuve, dde a Gérard et Lutz (cf [G-L 2]) suit la
méme approche que celle de Gérard dans son article [GER 3].

Il s’agit d’appliquer un changement de variables adéquat pour transformer le

probléme en un probléme , auquel on peut appliquer les théorémes ci-dessus.

Définition 3.2

Une série formelle de factorielle E am est dans la classe Gevrey
(x,m+1)
m>0
a(obaeRy)si:

lam| = O((m!)%) quand m — +o0

Exemple

Soitt € C*. Les solutions de I'équation aux différences :
A’a(z) =t — za(z) + a(x) (3.8)

sont dans la classe Gevrey o = 1.
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En effet :
!
2 _ 1 2 m.
A%a(z) Z(m +1) ami(:c,m =y
m>0
(cf page 36)
Etdonc :
m! m! m!
3.8) & m+1)2ay ————=t—x Up———— + Ay —————
B8 & 2t e = T L ) T & T D
2 )ap— T g — _oomt
@ 2 (m+1 1)am(rr:mHl) St Za”“(ac+1,m+1)
g m>1
m!
= (t - CLO) - %(m + 1)am+1m
m!
= — — 1 _
(t — ap) mZ;O[(m + 1am+1 mam]i(a;m =y
(cf page 12)
Donc :
_ 2 1 m! B
(3.8) « (a0 —1t)+ ngo[((m F 1P = L= m)am + (m o+ Dam] s =0
m!
& (ao—1t)+ ngo(m + 1)[man, + am“}m =0
ag = t
=
(m + 1)[mam + (Ierl] =0Vm>0
ag = t
54
Am+1 = —MaGy Ym >0

Ce qui donne :

Vm > 1 y Am41 = (—1)mm!a1
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Et donc :

am| _ |ai]
= ——0
m! m m—0

Cet exemple est choisi juste pour sa simplicité afin d’illustrer I'idée de classe Gevrey.
1l n’est pas important en lui méme puisqu’il donne une solution triviale.
Remarque :

Si une série est dans la classe Gevrey «, alors elle est dans toute classe Ge-

vrey o+ €, Ve > 0.

Le but de ce qui suit est de montrer que les séries formelles de factorielles
solutions de certaines équations aux différences quasi-algébriques, bien qu’elles
soient divergentes, sont en fait dans une certaine classe Gevrey.

Les équations qu’on considére sont de la forme :
Fq($>ya Aya ) Any) = Rq—i—l,M(xa Y, Ayv R ANZ/) (39)

c.a.d des équations de la forme (3.5)(cf page 57) avec les opérateurs particuliers

0; = AJetou:0<n<N.
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L'hypothese (H ) est satisfaite. (cf page 74 )
Et on supposera (H)) satisfaite i.e que les polynémes C, (T') et C,, , (T') n'ont pas

de racine commune.

Cela suffit pour conclure I'existence d’une solution série formelle de factorielle :

m!

m>0

A la différence du cas précédent, le probleme ici est que I'hypothése (H,) n’est
pas satisfaite, et donc y(z) n’est pas convergente.

Néanmoins, les coefficients de y(x) croissent d’une maniére qu’'on peut contréler.
Pour prouver ceci, on procéde a un changement de variables comme suit :

Pour o« > 0, on considere I'opérateur diagonal ¢ défini par ces éléments diago-
naux ¢o(0) =1, ¢o(m) = [(m — DY Vm > 1.

Alors :

m!

() = dule) =y + 3 [om— 1" s

m2>1

On pose pour tout j > 0

QjZAjo¢

Donc

Toute solution y de (3.9) correspond a une solution u de (3.5) et inversement.
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Eton a : 6y (= ¢) domine bien l'identité, du moment que

1 <[(m—-1DI%, Vm > 1 mais aussiVa.

De plus, on peut vérifier facilement que les opérateurs diagonaux 0; satisfont (H,)
(1050(m)| = (m +1)7 [(m — 1N Ym =>1).

L'hypothése (H,) est aussi satisfaite par les 0 ; du moment que : 6, (0) = A{)(O) , Vj.

Le but maintenant est de vérifier que, pour un bon choix de «, I'hypothése
(H;) est aussi satisfaite par les 6, ce qui prouvera la convergence de u et de la
on déduit que y est dans la classe Gevrey « car alors : u,, — 0
Et donc :

Ym|  _ um]

= 0

(m!)> m  m—oo

Théoréme 3.3
Si F, est tel que I'hnypothese (H,) soit satisfaite, alors toute solution formelle

de (3.8) est dans une certaine classe Gevrey.

Démonstration :
Il suffit maintenant de vérifier que les 6; définis ci-dessus, satisfont la condition
(H;) pour un choix approprié de c.
D’apreés la définition de ces opérateurs, on a :
|On0(m)| = ((m — 1)) (m +1)"

etpourtoutj=1,--- N, etpourtoutk, 1 <k <s;

0;0(m$)] = ((mf —11)" (m¥ +1)’
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D’autres part, on peut montrer par recurrence surl que pour foute suite finie de |

entiersp,,p,, - ,p, :

(p1)!(p2)! e (pz)! < (p1 +p, +pz)!

En effet,

Il suffit de remarquer que les coefficients binomiaux sont des entiers non nuls.

On a donc :
Dy +p2> (pl +p2)! *
=——=-cN
< I3 (p,)!(p,)!
et donc :
(p, +p,)!
~r 27>
() (p)! —

Ce qui implique bien :
(P, +p)! > (p)(p,)!

Le reste découle immédiatement gréce a l'associativite.

En appliquant donc ce résultat on tire :

[T ot =TT (6= 10)" (b +1)

1<k<s; 1<k<s;
B o
J
= [ II (es-o) II (wh+1)
| 1<k<s; 1<k<s;

INA
s
<o
2
—
/N
3
<o
_l_
—
~

IA
S
|
bCID
=
/N
S
L
+
[
~—
<
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Or
> b=, <
myj =m; = Vk, m; < m,
1<k<s;
— Vi, (m§ + 1>] < (mj + 1)/
= I o+ 17 < omy - 1)
1<k<s;
Dou :
I 18500m5)] < [(my — s,)1 (my + 1)
1<k<s;
et donc :

G = LT 0;0(m"
(m) = mn H.‘Lo(mj)‘

J=01<k<s;
1 N N
= ((m—=1H*mn H [(mj — s;)1" H (my + 1)7%
7=0 =0
1 A o N
= (m D) mr [T tmy=spr| TT(m+1)™
7=0 =

A
El
|
==
=
3
3
3 —
[~]=
3 |
|
D
1
El
+
=
Y
|

tq—p— D" (m+g)=i=07  (3.10)

IA

ou on a utilisé le fait que :
N

rtlsl=p,r+> mi=m+q-1,¢>1
7=0
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(m-1D-p-9) _ 1
(m —1)! (m—p+q)(m—-p+qg+1)---(m—-1)"

Mais puisque

lorsque m — +oo, le second membre de l'inégalité (3.3) devient de I'ordre de :

(X dsi)—n—(p—q)a
m

Pour assurer donc la borne voulue (G(m) < 1, ¥Ym), on doit prendre

N .
O
a > sup sup
q<p<M | |s|<p p—4q

Ainsi toutes les hypothéses du théoreme précédent sont satisfaite. Ce qui im-

plique la convergence de la série u(x) et finit la démonstration-



Conclusion

Gérard et Lutz, dans leurs travaux cités en bibliographie, ont étudié la pro-

priété de singularité réguliére de certains opérateurs agissant sur les séries de
factorielles.
La spécificité de ces séries a fait que le prototype de bon opérateur a considé-
rer n'est plus I'opérateur différentiel :1:% mais c’est plutét I'opérateur aux diffé-
rences A. Ce qui améne a considérer des équations analytiques aux différences,
linéaires et non linéaires.

Et ce qui surprenant, c’est qu’il était possible d’appliquer les techniques de R.
Gérard développées pour les équations différentielles, presque verbatim. Ce qui
rend les travaux de celui-ci beaucoup plus intéréssants.

Ceci leur a permis entre autre de démontrer le théoréme de Maillet pour les
séries de factorielles. Mais beaucoup reste encore a faire, ce qui rend ce domaine
de recherche assez riche.

Un des problemes ouverts intéressants a étudier, serait I'estimation d’'une
meilleure borne pour la classe Gevrey «, et/ou la détermination de valeurs pré-

cises possibles pour «.. Ce qui pourrait trés bien faire I'objet d’une thése d’état.
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