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INTRODUCTION :

L’¢étude des équations différentielles utilise la théorie des groupes algébriques linéaires et des
corps différentiels

Cette étude portera sur le cas non linéaire, elle s’inspire des travaux de Ritt [6], qui choisit
I’approche de I’algebre différentiel, de méme Kolchin [5], qui fait le lien avec les groupes

algébriques. Cette étude consistera a trouver la solution générale de type rationnelle pour des

équations différentielles ordinaires, par exemple, la solution générale de d_y +y?=0 est

X

| . _
= , OU C est une constante arbitraire.
x+c

Deux résultats importants sont présentés dans cette étude. Premi¢rement, une condition
nécessaire et suffisante pour qu’une équation différentielle ordinaire posséde une solution
générale rationnelle et aussi prouvé que la définition de solution générale d’une équation
différentielle ordinaire due a Ritt est équivalente a la définition au sens usuel, si les solutions
générales sont de types rationnelles.

Deuxiémement, un algorithme pour trouver une solution générale rationnelle d’une équation
différentielle du premier ordre est présenté. Il est prouvé que dans ce cas trouver une solution
générale rationnelle revient a trouver une solution particulicre.

L’algorithme est basé sur la paramétrisation des courbes algébriques planes. L’idée de base est
de considérer la variable et ses dérivées comme des variables indépendantes, alors 1’équation
différentielle ordinaire d’ordre 1 définit une courbe algébrique plane.

Cette étude est organisée comme suit :

Dans le chapitrel, plusieurs concepts de bases et notations sur les ensembles caractéristiques
sont introduits. Chapitre2 : définitions, notations et résultats de 1’algebre différentiel.
Chapitre3 : Critére d’existence d’une solution générale rationnelle.

Chapitre4 : Algorithme pour trouver la solution générale rationnelle pour une équation

différentielle ordinaire d’ordrel a ccefficients constants. Exemple.



Chapitrel : Conceptions de bases et ensembles caractéristiques :

Dans [18] Xiao-Shan Gao sur la base des travaux de J.F.Ritt [6] et Wu Wen Tsun [15], ... donne
une méthode d’¢élimination pour décomposer des systémes arbitraires de polyndomes a plusieurs
variables en systémes triangulaires en fournissant les décompositions des ensembles des zéros

associés.

Introduisons pour cela quelques concepts de bases et notations sur les ensembles caractéristiques.
Pour plus de détails se conférer a [4, 6, 15 ]

Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro et z; z>, .z, n_ indéterminées .

K[z, 72, 7, ] : I’anneau des polyndomes a n- indéterminées . Supposons un ordre fixé sur

I’ensemble des indéterminées. En considérant 1’ordre comme suit :z;( 2 (. ( Zn.

Considérons P un polyndme de K [ z;,z>. .z, ] , P s’écrit sous la forme suivante :

1 2 k
P=Zaa1....ak Zla .Zza .,.Zka cee (1)

Oules ay;.. 4k #0 sont dans le corps K et il existe un oy #0 .

Définitionl:
Le degré d’un polynome P par rapport a une indéterminée z; apparaissant effectivement dans le

polynomeP est la plus grande puissance de [’indéterminée z; dans P, et est noté deg(P, z;) et
Zdeg(P, z,) représente le degré total du polynome P et noté tdeg(P).
i=l1

la classe et la classe degré notés respectivement cls(P) et cdeg(P) d’un polynome

ceny



1. Si aucune indéterminée n’apparait dans le polynome P (P €K) alors par convention cls(P)=0
et cdeg(P)=0.
2. Si l'indéterminée z; apparait dans le polynome P et aucune indéterminée z; )z; n’apparait

dans le polynome P alors cls(P)=i et cdeg(P)=deg(P, z,) .

Ainsi n’importe quel polynéome P € K[ z;,z, ..z, ] , on peut lui associé une paire d’entiers de la

maniére suivante :

Type:K[z1,22,. zn ] ——» NxN

P —_ type (P)={(cls (P), cdeg(P)).

Donc un polynome P de classe j et de cdeg(P)=d s’écrit :
P=14(z1 22 ’__,Zj_l)Zjd +14:1(21,22 ... Zj1) zjd'l +...+10(z1,22 .. Zj1). (2)

Ou:1(z122.. z1)eK] 212> . zi1] pour t=0,..,d .

-Soit P un polyndme de classe j et de classe degré d, son polynome initial noté In (P) est le

polynome Iy (zi, 2, .., z.1) de I’équation (2) et S= —SP est appelé le séparant de P.
Z .
J

Soit Q un autre polyndme de classe q, P est dit réduit par rapport a Q si q>0 et
deg (Pan) <deg(Qa ZCI)'

Lemme 1 :

peey

polynémes B et R, et un entier positif s tel que :

In (P)’Q=qP+R 3).



Si s est le plus petit entier possible qui vérifie ’équation (3) , alors B et R sont uniques et dans ce
cas le polynome R est appelé le pseudo-reste de Q par rapport a P, et on note
Prem. (P, Q).

Soit maintenant A un ensemble fini de polyndmes de I’anneau K [ z;, 2z, .z, ] .

Définition 2 :
Un ensemble de polynomes A est une chaine ascendante si ses polynomes ne sont pas tous nuls et

peuvent étre arrangés dans la suite d’éléments suivante :

4:A4; A, A, 4)

Satisfaisant les conditions suivantes :

1. 0<cls (A;) <cls (42) <...<cls (4,) <n.

2. Aj est réduit par rapport a A;, pour tout i<j.

Chaque sous ensemble ascendant est fini et a au plus n- éléments.

- Pour un polynome A de 1’anneau K [ z;,z>,. .z, ] , A est réduit par rapport a une chaine
ascendante A si A est réduit par rapport a tout polyndéme en A.

Une chaine ascendante est irréductible si pour n’importe quels polyndmes A;, A, réduit par
rapport a A, alors prem (A, Aj, A2)#0.

Ainsi un ensemble triangulaire est obtenu a partir de chaines ascendantes A.

Probléme :

Etant donné un systéme d’équations, nous cherchons a obtenir des renseignements sur ses

solutions.

Calculons pour cela une famille d’ensembles particuliers (appelés ensembles caractéristiques)
dont la réunion des solutions coincide avec les solutions du systéme initial.

D’abords la définition suivante :

- Soit ) un systeme de polyndmes dans K [ z; 7> ..z, ] .



Définition 3 :
> est un idéal polynomial de K [z;z; ..z, ] si, pour chaque sous ensemble fini A; ,A,,... ,A,

de ettout C;,Cy,....Crdans K [z;z5 ...z, ], le polynome C1A; +CrA,+ ...+ C,A, est contenu
dans ).

- Soit alors I un idéal de I’anneau K [ z;, 7>z, ], considérons la famille de tous les

ensembles ascendants , ou chacune de ses composantes est dans I .

Si={A: Ay, Az,...,Ar (chaine ascendante) / A; € I, 1<i<r }.

L’¢élément minimal de S; (par rapport a I’ordre (sur les ensembles ascendants) est dit un
ensemble caractéristique.
-Soit Ay, A,,...,A; une chaine comme dans (4) , avec A; de classe positive et soit 2. un

systéme de polyndmes contenant les éléments de la chaine (4) .

Propositionl :
La chaine ascendante (4) est un ensemble caractéristique de 2'si, et seulement si, 2 'ne
contient aucun polynéme non nul réduit par rapport aux éléments de la suite (4).

On a alors la méthode suivante pour construire un ensemble caractéristique.

Méthode de construction d’un ensemble caractéristique

Définissons d’abord la notion de rang :

Soient Aj, A, deux polynomes de K[z, 2z, z,].

Supposons que les indéterminées z; apparaissent effectivement dans A, A,.

Si A, est de classe supérieure a Aj, A, est dit de rang supérieur a A; .Maintenant si Ajet A;
sont de méme classe positive p>0, et si A, est de degré supérieur a A, en z, alors A, est aussi
dit de rang supérieur a A;.

-Soit 2 un systéme de polynémes, qui ne sont pas tous nuls.

La méthode suivante pour construire un ensemble caractéristique de. peut actuellement étre
réalisée quand . est fini.

Soient A, A,, ....des polyndmes non nuls dans2., et soit A; le polynome de plus petit rang .



Si A; est de classe 0, c’est un ensemble caractéristique de ).

Maintenant si A; est de classe positive, si2, ne contient aucun polynéme non nul réduit par
rapport 2 A, alors A est un ensemble caractéristique.

Supposons maintenant que de tels polynomes réduits existent , ils sont tous de classe
supérieure a A; .Soit A, I’'un de ceux qui ont le plus petit rang , si 2. n’a aucun polyndme non
nul réduit par rapport a A; etA,, alors la chaine A, ,A, est un ensemble caractéristique . Si
de tels polyndmes réduits existent, soit Az I’un d’eux de plus petit rang, en continuant le

processus, la Chaine (4) est un ensemble caractéristique.

corollairel :
Le séparant et l'initial de A; sont notés respectivement S; et 1. Comme S et I sont réduits par

rapport a (4), alors ils ne peuvent étre contenus dans ) .

Définition 4 :

Un idéal 3 est parfait si A" €Y pour neN" implique A est contenu dans>.

-L’intersection d’un nombre fini d’idéaux parfait est un idéal parfait.

-Un idéal } est premier si, quand un produit AB est contenu dans >, au moins ['un des deux
est contenu dans), .

-Tout idéal premier est parfait.

Pour une chaine ascendante A.

-Soit I’ensemble Sat (A) = {Pe K[ z1,2,...z, ]/ 3 J tel que JP €ldéal(4y) }.

Ou J est un produit d’initiaux de polynomes en A.

Ritt [6], prouve que :

Lemme 2 :

L’ensemble Sat (4) est un idéal et dimg (Sat (4)) est égale a (n-r) ou r est le nombre de
polynémes en 4.

Si de plus A est irréductible alors [’ensemble Sat (4) est un idéal premier et la chaine A est

un ensemble caractéristique de [’ensemble Sat (4).



En se basant sur les propriétés des chaines ascendantes, il existe un algorithme qu’ont peut
utiliser pour décomposer 1’ensemble des zéros d’un systéme fini de polyndmes en une union
d’ensembles de zéros de 1’idéal saturé Sat (A).

Nous avons d’abords la définition suivante :

Définition 5 :

Pour un ensemble de polynémes PS, un élément (a;, a,, ..., a,) € E" est un zéro de PS sur E si
(a;, a,...,a,) annule tout polynome de PS ou E est une extension de K .

L’ensemble des zéros de PS sur toute extension du corps K est [’ensemble Zéro (PS).

Pour deux ensembles de polynomes PS et DS, posons :

Zéro (PS/DS)=Zéro (PS)- | | Zéro (d)

deDS

On aura besoin du théoréme de décomposition du zéro [6, 15] suivant :

Théorémel : (théoréeme de décomposition de I’ensemble des zéros) :
Pour un ensemble fini de polynomes PS, il existe des chaines ascendantes irréductibles Ak

tel que :
Zéro (PS)=\ ] Zéro (Sat (4.
k

Zéro générique :

Soit 2 un idéal premier non trivial de ’anneau K [ z;, 2, z, ] et E est une extension du corps
K.

Définition 6 :

Un zéron €E" de Y est un zéro générique de 2'si, pour n’importe quel polynome

2. est le noyau de I’homomorphisme de substitution K[ z;,z> .z, ] = K [N1, N2+ ;N ]

cela implique que 1 est un zéro générique de 2. précisément quand il existe un isomorphisme
de K-algebre K[n]j= K[z, 2

7, |/ 2 .d’ou la proposition suivante :

.....



Proposition 2 :

vy

si, et seulement si, il a un zéro générique.

Le degré transcendantal :
Définition 7 :
Soit 5= (m1, n2,...,nn) un zéro générique de Y, le degré transcendantale de

K (ni1, na,....,nn) sur K la dimension de n (notée par dim g (n ) ) qui est égale a dim g ().



Chapitre2 : Algébre différentielle :

Toutes les notions exposées dans ce chapitre se trouvent dans les ouvrages [4, 6, 11, 12].

Définition 1 :
Soit A un anneau commutatif.
-Un anneau différentiel (A,0) est un anneau A munit d’'une dérivation 0, qui est une
application 0 : A— A telle que
Va,beA O(a+b)=0a + 0b
et

d(ab)= adb + béa

-L’anneau des constantes de I’anneau A est I’ensemble :
Ca={xe€A /0x=0} , qui est un sous - anneau de A.
Si A est un corps alors (A,0) est un corps différentiels et Cy est le corps des constantes de

Notons par la suite (K, 0) le corps différentiel.

Soit (A,0)) et (B,0>) deux anneaux différentiels .
Un homomorphisme d’anneaux différentiels f : (A,0,) — (B,0,) est un homomorphisme au
sens algébrique qui commute avec les dérivations ie : fo0,-,0,0f ou encore (f(a’)=(f(a)’)).

( de la méme fagon sont définis un isomorphisme et un automorphisme d’anneaux

différentiels).

10



Définition 2:
Soit A un anneau différentiel.

Un idéal I de A est un idéal différentiel si a el implique a’ €l ou encore I'c 1.

Définition 3 :
Soient (K,0) et (L,0,) deux corps différentiels avec L une extension algébrique de K, alors L
est une extension différentielle de K si :0,/K=0.

Notations :

Les symboles vy, yi, y2,..., Y seront utilisés pour construire le polyndme différentiel.
Ou y : représente I’indéterminée et y; : représente la i™ dérivée de y.

On appellera y : I’indéterminée différentielle

Etles y; : les dérivées de I’indéterminée différentielle y.

Soit donné I’indéterminée différentielle y et ses dérivées yi, ya,...,yn , on définit un
polynome différentiel a une indéterminée y a ceefficients dans le corps K comme étant le
polyndéme en y, yi,ya,...,yn @ ceefficients dans K .

K{y} I’ensemble des polynomes différentielles a ccefficients dans le corps K.

Soit 2 un ensemble de polynémes différentiels sur I’anneau K {y} .

Définition 4 :

Un zéro de 2'est un élément d’une extension du corps K, qui annule tout polynéme
différentiel de),'.

L’ensemble des zéros de 2. sur K est noté Zéro (2.).

Si 2 a des zéros, I’ensemble de ses zéros, pour toute extension K; de K, est une variété de

Une variété d’un systeme de polyndmes est une variété algébrique.

11



Soient 7/ et 77 respectivement les variétés des ensembles de polyndmes 2 et 2.

Si Z4 est contenu dans 7%_on dira que 2, vérifie).; ou encore que 2, s’annule sur 7.
Une variété ZZest réductible si elle est la réunion de deux variétés pas nécessairement
mutuellement exclusifs, qui sont des parties propres de 7 Si 7/n’est pas réductible, il sera

dit irréductible.

Théoréme 1 :
Une variété #7d’un systéme de polynomes } est irréductible si, et seulement si, quand un

produit AB s’annule sur 7, au moins I’un des deux s’annule sur 7%

Notations :

Soit le polynome P(y) € K{y}.

L’ordre du polyndme différentiel P(y) est la plus grande dérivée de y apparaissant
effectivement dans le polynome différentiel P, noté ord (P(y))

En prenant ord(P(y)) = k , le polyndme différentiel P(y) pourra toujours étre regarder
comme un polyndme algébrique eny, yi,y2,...,yn a ceefficients dans K , alors I’initial ,
séparant , deg(P(y) , yi ) et tdeg(P(y)) sont définis comme dans le cas algébrique .

La t™ dérivée de P est noté par P, etona :

PY=Syu- R,
Ou R; est d’ordre plus petit que t+k.

La définition de zéro générique est toujours la méme que dans le cas algébrique.

Pour un polynome différentiel P(y) d’ordre k, un polyndme différentiel Q est réduit par

rapport & P(y) si ord (Q(y)) <k ou si ord (Q(y)) =k et deg (Q, yx) < deg (P, yx)).

Pour deux polynomes différentiels P(y) et Q(y) soit R = prem (P(y), Q(y)) le pseudo- reste de
P(y) par rapport a Q(y) .On a la formule du reste suivante :

J(@y) P(y)=3; Bi(y) Q' (y) + R(y). (5).

12



Ou j(y) est un produit de certaines puissances de I’initiale et du séparant de Q(y).

Q' (y) est la i™ dérivée de Q(y) et les Bi(y) sont des polyndmes différentiels.

Le polynome différentiel P(y) est irréductible, si il est algébriquement irréductible, c'est-a-

dire il ne peut s’écrire comme produit de deux polynomes différentiels de classes positives.

Définition 5 :
Soit Y un systeme de polynomes différentiels sur [’anneau K {y }.
> est un idéal différentiel de polynémes différentiels si ) satisfait les deux conditions

suivantes :

(a) - SiAj, As,...,A, est un sous - ensemble fini de polynomes différentiels dans)’, alors

CiA;+...+ C. A, est contenu dans ), ou les C; sont des polynomes différentiels quelconques de

Kiy}.

(b) - La dérivée de n’importe quel polynome différentiel dans )’ est contenue dans ).

Corollaire :

Les définitions d’idéaux premiers et d’idéaux parfaits sont les méme que dans le cas
algébrique [6].

L’idéal est non trivial, s’il est différent de l’idéal zéro et de l'idéal K{y} appelé l’idéal

unite.

Lemme 1 :

Si X est un idéal parfait, et si AB est contenu dansy., alors chaque A” BY est contenu

dans)).

Définition 6:
Soit A un system de polynomes différentiels dans K{y .

L’intersection de tous les idéaux contenant A est l’idéal engendré par A et noté [A].

13



Proposition 1 :
Un polynome différentiel A est contenu dans [A] si, et seulement si, A est une combinaison
linéaire de polynomes différentiels dans A et de leurs dérivées.
L’intersection de tous les idéaux parfaits contenant A est appelé l’idéal déterminé par A et
est note {A}.
Et {4} o/A].
La notation (A) représente la totalité¢ des combinaisons linéaires de polyndmes différentiels
dans A et, pour exprimer le fait qu’une différence A-B est dans (A) ,on pourra écrire : A =
B, (A).
Les formules A=B, [A] ; A=B, {A}, signifieront respectivement que A-B est contenu dans
[A] oudans {A}.

Il est prouvé dans [6] qu'un €lément de [A] est une puissance d’un élément de {A}.

Théoréme 2 :
Tout idéal parfait de polynomes différentiels de K{y } a une représentation comme
intersection d’un nombre fini d’idéaux premiers.

2=2N25N...N2, (%)
-Si I’idéal >, contient 1’idéal >, >, sera dit diviseur de ;.
-Maintenant supposons que la relation (*) soit vérifiée, si2; est un diviseur d’un;, on peut
alors supprimer X; de (¥).Sous cette hypothése supposons que la relation (*) et qu’aucun 2
ne divise un 2 pour j#i.
Soit 2.” un diviseur premier de Y, on pourra montrer que 2.’ est un diviseur de quelques
dans (*).
Un diviseur premier deX. qui n’est pas un diviseur d’un autre diviseur premier de > sera dit
diviseur essentiel premier deY . Les seuls diviseurs premiers essentiels de 2. sont les 2 ; dans

(*), d’ou le théoréme suivant :

Théoréme 3 :
Chagque idéal parfait a un nombre fini de diviseurs premiers essentiels, et il est
Dintersection de ses diviseurs.

On aura besoin du théoréme suivant :

14



Théoréme 4 :

Si 2'est un idéal parfait distinct de Iidéal unité, 3 posséde des zéros et chaque polynome

différentiel qui vérifie 3 est contenu dans Y .

Preuve :

Du théoréme précédant, 2. est ’intersection d’un nombre fini de diviseurs premiers
essentiels 2, i=1,...,p , aucun 2; n’est I’idéal unité. Pour chaque X;, on considére un zéro
générique, chacun de ces p — zéros est un zéro de2. .

Maintenant soit G un polynome différentiel qui vérifie ), comme G est annulé par chacun des

zéros génériques ; G est dans chaque 2; et donc dans Y. O

15



CHAPITRE 3 : Solutions générales rationnelles des équations
différentielles ordinaires:

II1.1 — Définition de solutions générales rationnelles :

Dans ce qui suit K= Q(x) le corps différentiel des fonctions rationnelles en x muni de

I’opérateur différentiel di et y ’'indéterminé sur le corps K.
X

Soit P € K{y} un polynome différentiel irréductible et
Y= {Ae K{y}/ SA=0 mod, {P(y)}} (6)-

Ou {P(y)} est I’idéal différentiel engendré par P(y) et S le séparant de P.

Corollaire :
Le théoreme 3 implique que A est dans2,, si A s ’annule pour chaque zéro de P qui
n’annule pas S.

Ritt [6], prouve que

Lemme 1 :

2, est un idéal différentiel premier de ’anneau K{y} et un polynome différentiel Q
appartient a 2, si, et seulement si le pseudo reste de P par rapport a Q est égale a zéro
(prem (P, Q)=0).

Preuve :

Montrons d’abords que, est un idéal.

(a) .1l est immédiat que la somme de deux polyndmes différentiels dans>., est contenu dans
2, en effet si A, B €2, ceci implique que SA =0 {P} et SB =0 {P} et comme

S (A+B) =SA+SB=0 {P} on a le résultat.

16



Et pour le produit d’un polynome différentiel dans2., par un polynome quelconque de K{y},
le produit est encore dans 2, en effet, siC € K{y} et A e X2,ona:
SA =0 {P} de plus : S (CA)=CSA=0 {P}.

(b). la formule (6) et lemme 1 du chapitre 2 , impliquent que SA’ € {P},ou A’ la dérivée de
A, d’ou (SA’ =0 {P} =A’€2,), ainsi2,, est un idéal de K{y} .

la preuve que I’idéal 2., est premier :

Soit AB dans., et soit ord (P) = m, le procédé de réduction pour obtenir les formules du reste

montrent ’existence des relations :
S*A=R, [P], S" B=T, [P] (8).

Avec R et T d’ordre au plus m.
la formule (8) implique , SRT =S*"**! AB, [P], en effet (S*A) (S° B) =RT [P] ce qui implique
S****1 AB= SRT [P] ou encore SRT= S***! AB, [P].
Comme le second membre de cette congruence est dans {P}, le premier membre 1’est aussi.
Soit alors :
(SRT) ¢ =MP+M,P " +.. +M, P ©.
Ona: p@= Sym+q tU, ou U est d’ordre inférieur a m+q.
On remplace ym+q dans P @ et dans M par —U/S, on trouve la relation :
SYRT)* =NP+N,P"+.. +N,, P,
De proche en proche en suivant le processus
S°(RT) “ est divisible par P, comme P est algébriquement irréductible, et n’est pas un facteur
de S, P doit é&tre un facteur d’au moins R ou T.
Supposons que R est divisible par P, par la formule (8) SA est dans {P} avec A est dans ),
.ainsi 2, est un idéal premier.
Prouvons maintenant que pour qu’un polyndme différentiel Q(y) soit dans 2, il est
nécessaire et suffisant que le reste de Q par rapport a P est 0.
Soit Q un polynome différentiel appartenant a_,, on a la relation :
S'Q =B, [P] 9).
Avec B d’ordre au plus m .Maintenant SB est dans {P} avec B est divisible par P, cela

signifie que le reste de Q est 0.
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Inversement, si le reste est zéro, la formule (9) est satisfaite avec B divisible par P donc Q est
dans 2, O

En particulier 2, ne contient pas S.

En effet, un résultat du Ritt (chapitre 2) montre que {P} =2, N {P, S}, ou 2, est un diviseur
premier essentiel de {P} et, dans la représentation de {P} comme intersection de diviseurs

premiers, il y a précisément un idéal premier nommé >, qui ne contient pas S.

Définition 2 :
Soit P(y) € K{y} un polynome différentiel irréductible. Une solution générale de |’équation
P(y) =0 est un zéro générique de 2.
Une solution générale rationnelle de [’équation P(y) =0 est une solution général de

I’équation P(y)=0 de la forme suivante :

n n-1
ax +a X +..+a,

m m—1
x"+b, X" +..+b,

y= (10)

Ou a;, b; sont des constantes arbitraires sur [’ensemble Q.
Posons :
degy(¥) = max{n,m}ou ¥ est définie comme dans la formule (10) et a,#0.

Soit P un polyndme de classe positive algébriquement irréductible.

Définition 3 :
Un zéro non singulier d’un polynome différentiel P de I’anneau K{y}, est un zéro qui
n’annule aucun séparant du polynéme P.
Chaque zéro non singulier de P est contenu dans la solution générale de P, les autres
composantes de la variété de P sont constituées des zéros singuliers.
Si un polynéme G s’annule sur tout zéro non singulier de P, alors G est dans 2,. C’est une
conséquence immédiate du fait qu’un zéro générique de 2, est un zéro non singulier de P.

Comme conséquence du lemme 3.1, ona:
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Lemme 2 :

Soit F € K{y} un polynome différentiel irréductible avec une solution générique n. Alors
pour un polynome différentiel P, P () = 0 si, et seulement si, prem (P, F)=0.

Un résultat intéressant dii a Ritt montre que le lemme 2 chapitre 3 est valable méme si

les fonctions considérées sont les fonctions méromorphes dans C.

Ilustration en analyse :

Il est question d’équations différentielles de 1’analyse classique.

Et A un domaine dans le plan de la variable complexe x. Notre corps K est le corps des
fonctions méromorphes dans A.

Etant donné un systéme.,, ces zéros sont définis comme suite : soit B un domaine
contenu dans A et soit y;(x), ...,ya(X) des fonctions analytique dans B , qui annulent
chaque polynome différentiel de 2. dans B. I’entité composée des yi(x) et B est le zéro

analytique, ou un zéro de ).

Définition 4 :
La totalité des zéros analytiques de 3 e appelé la variété restreinte de)!
Le cas ou K consiste en les fonctions méromorphes et, ou on utilise la variété restreinte,

est appelé le cas analytique.

Théoréme 1 :
Soit P(y) un polynome différentiel irréductible non constant, alors la variété restreinte
de ), n’est pas vide et un polynéme différentiel qui s’annule sur la variété restreinte de

2, est contenu dans 2,

cela vient du fait que le produit de G et du séparant vérifient la variété restreinte de P
donc la variété restreinte de Y, par le théoréme 2.4 le produit est dans X, avec G est dans
%,

La définition de solution générale de I’équation P(y) =0 est une famille de solutions avec
k paramétres indépendants ou k =ord (P(y)).la définition donnée par Ritt est plus précise,
par le théoréme 3 du chapitre 3 si 1’équation P(y)=0 a une solution générale rationnelle,

alors cette solution générale rationnelle a k parametres indépendants.
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III .2 Un critere pour ’existence des solutions générales rationnelles :

Soit le polynome différentielle en y [18] suivant :

n+l1 n+1 n+l
0 yn+l 1 yn ot m yn+l—m
n+2 n+2 n+2
yn+2 yn+1 ot yn+2ﬂn
0 1 m

n+m+.1 n+m-.|-1 S n+m;|-1
yn+m+1 yn+m : . . yn+1
0 1 m

Ou (kj sont les ceefficients binomiaux .

1

Si m=0, D (n, 0)=y.+1, dont les solutions sont c,x" +cn.1x" +...+co ou les ¢; sont des
Y

constantes indépendantes (#).

Lemme 3 :

Les solutions y de D, (v) =0 ont la forme suivante :

n n-1
ax"+a, x" +..+a,
b,x" +b, x""+..+b,

(11)

y=

Ou les a;, bj sont des constantes arbitraires.
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Preuve :

Raisonnons par récurrence sur m.

Si m=0, alors D, o(y)= ya+1 dont les solutions sont bien de la forme (11) d’apres (#).
Supposons que pour m <k+1 le théoréme est vrai, maintenant montrons le théoréme pour
m =k+1

Si By« (¥) =0, par hypothese de récurrence on a le résultat. Maintenant on suppose que

D« (¥) #0 comme D, +1(¥)=0, alors il existe Qo,Q1,...,Qk+1 dans K (non tous nuls ) tels que :
n+1) n+1) . n+1)
0 yn+l 1 yn ot k+1 yn—k QO
n+2)\. n+2)\. n+2)\, 0
. .. 1
0 yn+2 1 yn+l k + 1 yn+1—k

n+k+2). n+k+2). O (n+k+2) Qe
0 yn+k+2 1 yn+k+1 . o k+1 yn+1

Supposons que Q,,, = 0 (respectivement 1),alors:

k+1 ;
J |~ .
Z[i 10, =0 Pourj=n+l,..., n+k+2. #)

i=0
En prenant la différentielle de (#), on a:

(Z(i Aj—iQi)' = Z(j]j}j—HlQi + Z(i Aj—iQi’ =0 (12).

i=0 \ !
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La décomposition des coefficients binomiaux (

k+1

2

i=0

J+1,
l. yj—i+1

Qz’:Z

k+1

1

Alors la différence (12)-(13) implique que

k

2

i=0

0.., =0, implique :

k

2

i=0

qui s’écrit sous la forme suivante :

Comme D, x(¥)#0, alors Q

0! =0,,et0,” =0,,...0,"" = 0,,, =0 ce qui implique Q, = bys1 X! +...+bg ol les b;

i+1

= Q! pour i=0,

sont des constantes arbitraires et by =0 ou

j+1
i

|

...,k , donc

+

)

A

n+1

( k jyn—k
n+2

( k ]ynﬂ—k

A

n+k+1

|

. A(/—i(Q; - Qi+l) =0 pour j=n+tl,..., ntk+1]

[

A

yn+l

[JJy (0 =0,1) +0p,y =0, pour j=n+1,.. k1.
i

Q(; - Ql
Ql, - Qz
Qli - Qk+1

( j j o
) ,implique:
i—1

AR (7).
( .]yj—HlQi + Z(Z j—iQi-%—l =0
i=0

(13).

1 (car Q,,, =0 oul)alors,

(k +1)!
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k+1 + 1 n+l + 1
Z(” . jﬁanl‘ = Z(n ))A/,,,-HQi =0,
i=0

i=0 l i
ce qui implique ($Q,)"" =0

n n—1
anx +a,171x +...+a0
0,

Ou les a; sont des constants arbitraires. O

D’ou y=

Par le lemme 3 du chapitre3, le théoréme suivant est prouve :

Théoréme 2 :
Soit F(y) un polynome différentiel irréductible, alors I’équation F(y)=0 a une solution
générale rationnelle y si, et seulement si, il existe des entiers non négatifs n et m tel que

prem (D, wm(y), F(y)) =0.

Preuve :

Px)

Soit y =
(x)

une solution générale rationnelle de F(y) =0.

Soit n > deg(P(x)) et m > deg(Q(x) ) ,alors par les lemmes 3.2 et 3.3 :

Dy, m (¥) =0 implique que prem (Py, m(y), F(y))=0.

par le lemme 1 chapitre 3 , prem(Py m(y), F(y)) =0 implique que Ppm(y) € 2r .si m est le
plus petit entier tel que : D, m(y) € 2 alors tous les éléments dans la variété restreinte ded r

sont de la forme :

— _n — n-1

y= a,x +Cln_1X +...+Cl0
7. .m 7 m—1 7
b x"+b, x"" +.+b,

En particulier, le zéro générique de 2 r a la forme suivante :

n n-1
ax"+a, x" +..+a,
b x" +b, x""+.. +b,

y=
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avec by, 70, sinon I’équation B, .1(§) =0 qui implique que Dy m-1(y) € 2, qui est une

contradiction, comme le zéro générique a la forme (11), la preuve est compléte. [

I11.3 Le nombre de constantes indépendantes :
Dans ce qui suit, il est prouver que les ccefficients de la solution générale rationnelle de
I’équation F(y) =0 dépendent de k = ord (F(y)) parametres indépendants.

Premiérement, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4 :

L’application ¥ définie ci -dessous est birationnelle algébrique se conférer a [18] :

T - Kn+m+l R Kn+m+l

(ao,..., dn, bo,...,bm_ﬂ—b (y, y1,---,Yn+m) .
P(x)
[ ow
! (q(X)]

”

\o (gix;j p(X)= apx"+a,. x" '+, +ag
X

A

Ou:

O ()= x™ +bp x™" +...+by

o

Dans la transformation ci dessus, premierement, on regarde a; et b; comme des constantes

P(x)

arbitraires, on obtient les dérivées de
O(x)

, par suit on considére a; et b; comme des

indéterminées sur K.
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Preuve :

I est immédiat que les y; sont des fonctions rationnelles en a; et b; sur K, prouvons I’inverse

maintenant.

La transformation au dessus est équivalente aux relations suivantes :

kL (k |
(.}vk_,-Q(’EP(“ Pourk=0, 1,...,n (14).
—0 \ !

1

1

m(k :
( _Jyk_iQ(” =0 Pour k=n+1, n+2,...,n+m. (15)
=0 \ !

Ou P? etQ" signifient la i™ et j™ dérivée de Pet Q respectivement.

Soit O =0 —x™ ; Alors la relation (15) devient :
m k ) m—1 k . m k

[inkiQ(l) = Z[i)ykiQ(l) +Z[i)(xm)[yki =0.
i=0 i=0 i=0

Ca implique que:

n+1 n+1 n+l1 Ly

( O jynﬂ ( 1 jyn (m _ ljyn+2m j(x )i yn+1—i
n+2 n+2 n+2 n+2\ .
[ 0 JynJrZ [ 1 Jynﬂ : . . (m _ ljyrH}m P ( l j(‘x )[ yn+2—[

N\
S
+

4+ -

SN
M= 1ps

n+m n+m  (n+m oY i n+ml( ")
. X ) .
0 yn+m 1 yn+m—1 m— 1 yn+1 . l zyn+m—l
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Le principe de Cramer, implique que lesQ " sont des fonctions rationnelles en y, yi,...,Yam
Puisque
Q = bm_lxm_l + bm_zxm_2 .. .+b()

N
O — (me1) b x™2 + (M-2) bmax™> ...+b;

) (m=1)
O™ — (m-1)! b,
Les b; sont des fonctions rationnelles en y, yi,..., Ynrm sur K.
En remplacant Q" dans la formule (14), on peut voir les a; comme des fonctions rationnelles en

yb Yla~--, yn+m sur K

Théoreme 3 :
Soit F(y) un polynome différentiel d’ordre k. Si I’équation F(y) =0 a une solution générale

rationnelle de la forme (11), alors les a; et b; dépendent de k paramétres indépendants.

Preuve :

Soit § un zéro générique de 2 r de la forme (11).

Soit Y = (ay,..., an, bo,..., bm1) .Supposons que dimq (Y)=d .Alors on a besoin de montrer que
d=k, comme T (définie comme dans le lemme 3.5) est birationnelle, on a :

d=dimq (Y)= dimk (Y)= dimg (F(Y)).

Maintenant , considérons dimg (¥(Y)) , soit F(i)(y) la i ™ dérivée de F(y) pour i=0,...,n+m et

S(y) le séparant de F(y) .Considérons F(y) et S(y) comme des polyndmes algébriques en

K[y y1,..,¥nm]
Qu’on note F (Y, Yis---> Yorm) €t S(Y, Yi,--->¥Yn+m) -Alorson a :

F O (F(Y)) =0 et S (F(Y)) 0.
Soit F(Y) = (o, M., NMn+m). Comme les initiaux de FO(y,y1,...,ynm) pour i>0 sont les

S(Y.Y1,....¥nim) €t Vi est linéaire dans FO(y,y1,...,ynim) ,0na

Nei= (FY-Syii) ( F(Y)) / S(E(Y))
Donc d<k.
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Dans ce qui suit , on prouvera que Mo,1,...,Nk-1 sont algébriquement indépendants sur K,
.autrement il existe un polynéme G(y,yi,...,yk.1) dans K[y,y,...,yk-1] tel que G(no,ni,...,Nk-1 )=0.
Si on regarde G(y,y1,...,yk-1) comme polyndme différentiel G(y) , G(¥) = G(Mo,n1,---,Nk-1 )=0

ce qui implique que G(y) €Xr .Autrement dit prem(G(y) , F(y) )=0, d’ou une contradiction ,donc
d=k. 0

Corollaire 2 :
Le théoreme 3 chapitre 3 montre que la définition de solutions générales rationnelles donnée par
Ritt est éequivalente a la définition dans le sens usuel siles solutions générales sont de types

rationnelles.

Idéal implicite d’un ensemble d’équations rationnelles paramétriques d’un polynéme P :
Pour plus de détails se conféré a [2, 3]
Soit zy,..., Z,+m des indéterminées sur une extension E de K.
Pour des polyndmes non nuls Py, Py,..., Poim , Q0,Q1,...,Qnim dans K [z,..., Z,+m],]’ensemble des
équations suivant :

B _P

P
a, :Q—,al :E,....,Q,Hm :Qni (3,1)
0 1 n+m

est ’ensemble des équations rationnelles paramétriques. en supposant que les P;, Q; ne sont pas
tous dans Q et pged(P;i, Qi) =1.
L’image de (3.1) dans E" est
IM(F,,.....P,,..O0,.,) Z{(ao,al,...,anm)/ﬂt €eE":a, = g}
Dans [17] il est prouvé que IM( P ,Q) est une quasi variété, ie on peut trouver des ensembles de

polynomes PS; et des polynomes d; tel que

IM(P,Q) = J(zéro(PS,) - zéro({d, })

Définition 5 :
Soit V une variété algébrique irréductible de dimension d>0 dans E". Les équations
paramétriques de la forme (3.1) sont appelées équations paramétriques de V si

(1) IM(P,Q) cV
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et

(2) V-IM(P, Q) est contenu dans un ensemble algébrique de dimension inférieure a d.

Alors X.S, Gao prouve le théoréme suivant [3] :

Théoréme :
Les équations de la forme (3.1) sont les équations paramétriques d’une variété irréductible

dont la dimension est égale au degré transcendantale de K(Py/Q,, P»/Q;,...,PyQ3) sur K.
Preuve : (se conférer a [3]).[

En posant

ID(Y)={P € K[z,,2,,....2,., ]/ P(Y) = 0}

n+m

Ou Y est défini comme dans la preuve du théoréme 3 chapitre3

V=Z¢éro (ID(Y)) est une variété irréductible dont les équations paramétriques sont de la forme

3.1).

Proposition 1 :

ID(Y) est un idéal premier appelé [’idéal implicite de ’ensemble des équations rationnelles
paramétriques.

L’idéal ID(Y) est I’idéal dont les zéros sont les coefficients de la solution générale rationnelle de
I’équation différentielle P(y)=0

-Soit A une chaine ascendante irréductible de ID(Y), alors A peut étre calculer explicitement avec
la méthode des ensembles caractéristiques .Soit Z=%i—" ™" z; X, en remplacant y par z dans F(y),
soit PS I’ensemble des ccefficients des puissances de x dans F (z) qui est un ensemble de
polynomes en z;. Par le théoréme 2.1, on obtient la décomposition suivante de I’ensemble des

zéros PS :
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Zero (PS) = | zéro(sat(A4,)).

Ou les Aisont des chalnes ascendantes irréductibles et chaque Sat (A;) n’inclus aucun autre

saturé ; alors on a le théoréme suivant :

Théoréme 4 :
Supposons que I’équation F(y)=0 posséde une solution générale rationnelle de la forme (10),
alors il existe un unique A;pdans la décomposition ci dessus tel que Sat (4ig)= ID(Y), de plus

tout Sat (4;) excepté Sat (4i) satisfai la relation dimg (Sat (4;) <dimo(ID(Y)).

Preuve :
Soit ord (F(y))=k, alors dimq (ID(Y))=k.
Premiérement, on montre que pour chaque i, dimg (Sat (A;) <k.

Soit Yi= (Gi0,---GinMio.... Nim-1) un zéro générique de Sat (A;) et
- -1
Ei= Gn X"+t Go /X Nimr X+ Mo,

Soit Zi= {Pek{y} /P (&) =0} ,alors les %; sont des idéaux premiers différentiels et Z; sont leurs
z€ro génériques.

A partir du théoréme de Ritt p.32 ,on sait qu’il existe des polynomes différentiels G; (y)eK{y}tel
que les Z; soient des solutions générales de G;(y) .Posons Z; =Z ;i (X i comme dans (1)), le
théoréme 3 chapitre 3 implique que dim (Sat (A;)) =ord (G;j(y)) et comme =; e Zéro (PS),F(E;)=0,
ce qui implique que F(y)e X d’ou ord G; (y)<k .De la il vient que, dimq (Sat (A;) <k ; comme
Y eZéro(PS) ,il existe un Ajptel que Y eZéro(Sat (Aip)).On va prouver que Sat (Aj)= ID(Y)
.Comme Y est un Zéro générique de ID(Y), Sat (Aip) = ID(Y),d’ou dimq Sat (A;) =k, avec Sat
(Aio)=ID(Y).S’1l existe un autre Sat (4;) tel que dim Sat (A;)=k ,alors ord (Gj(y))=ord (Gio(y)=k
qui implique que F(y)=0 et Gi(y)=AGio(y) ou 0,AeK non tous nul d’ot Zjp=%;=ZF.

Soit P (2o, ..., Zy+m) € Sat (4;), alors :

P (T, yi,..., yarm) € K{y} ot T est définie comme dans le théoréme 3 chapitre 3, alors :
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P (F' (8)) =P (Y) =0 qui équivaut a P (F'(y, y1,-...¥nrm) € Z=Zio
Donc P (' (Zi) =P (Yi)) =0
Et P (2o,..., z,) € Sat (Aj).

D’ou Sat (Ax)= Sat (Aip) ; comme Sat( A;) n’inclus aucun autre saturé , la preuve est compléte.

Les ccefficients de I’équation F(y)=0n dans les sections ci dessus et dans cette section sont dans K
et ’ordre de F(y) est arbitraire. Dans la section suivante, on assumera toujours que 1’équation

F(y) a des ceefficients constants et est d’ordre 1.
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Chapitre 4 : Solutions générales rationnelles d’équations
différentielles ordinaires du 1° ordre :

Dans ce chapitre, le polyndme différentiel F(y) est un polynome différentiel non nul irréductible
du premier ordre a ccefficients constants dans Q.

une solution y de I’équation F(y) =0 est non triviale si degy ( y )>O0.

Lemme 1 :
. _ _ax"+..+a, , . . , S _
Soit y = ———"—="L une solution non triviale de I'équation F(y)=0, ou a,b,eQeta, #0.
x" +...+b,
Alors

a(x+c) +..+a,
(x+¢)" +...+ b,

y=

est une solution rationnelle de I’équation F(y)=0, ou c est une constante arbitraire .

Preuve :

Montrons que y est encore un zéro de .

Pour un polyndéme G(y) € K{y} satisfaisant G ( y )=0.

soit R(y)= prem( G(y), F(y)),alors R(  )=0.Supposons que R(y)# 0, comme F(y) est irréductible
et deg(R(y),y1)<deg(F(y), y1) , alors il existe deux polyndmes différentielles P(y), Q(y) e K{y}

tel que :

P(y) F(y) +Q(y) R(y) eK{y} et P(y) F(y) +Q(y) R(y) # 0.

Ainsi (PF + QR) ( )=0, parce que ¢ est une constante arbitraire qui est transcendante sur K, on a

P(y) F(y) +Q(y) R(y)=0 contradiction.
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D’ou I’équation R(y)=0, ce qui signifie que G(y) e Zret yp est un zéro générique de Zp.
Le lemme ci dessus réduit le probléme a trouver une solution générale rationnelle au probléme de
trouver une solution rationnelle non triviale.

Dans ce qui suit, on montrera comment trouver une solution rationnelle non triviale.

IV.1- paramétrisation rationnelle des courbes algébriques :
Dans cette partie, j’introduirai quelques concepts de bases concernant la paramétrisation d’une
courbe algébrique plane.

Soit F(y, z) un polyndme irréductible dans 1’anneau Q[y, z].

Définition 1 :
(v, z) = (r (1), s (1) est une paramétrisation rationnelle de [’équation F(y, z) = 0 si
Fr@),s ) =0 our(t),s(t) €0 (t) et non tous dans Q.
Une paramétrisation (r (1), s (t)) est propre si Q (v (1), s (t)) = O (¢).
Le théoreme de Luroth (voir la référence [16]) garantie toujours 1’existence d’une paramétrisation
propre si la paramétrisation existe.
Une paramétrisation propre a les propriétés suivantes [8] :
1. deg:(r (t)) =deg (F, z)
2. degi(s (1)) = deg (F, y)

at+b
ct+d

3. Si(p (1), q (t)) est une autre paramétrisation de F(y, z), alors il existe f(z) =

telque: p®)=r(f())et q(t)=s(f(®)).
IV.2- Equations différentielles ordinaires du premier ordre a ceefficients constants :
Comme le polyndme F(y) est d’ordrel et est a ccefficients constants, on peut le considérer

comme un polyndme algébrique envy, y;.

F(y) est considérer comme un polyndme algébrique en y, y; qui définit une courbe algébrique.
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Si ¥y =r1(x) est une solution rationnelle non triviale de I’équation F(y) = 0, alors (r(x), r’(x))
est une paramétrisation de I’équation F(y, y;) = 0. De plus, on montrera que (1(x), r’(x)) est

une paramétrisation propre de 1’équation F(y, y;) = 0.

Lemme 2 :

Soit f(x)= %x)) ¢ Q une fonction rationnelle en x tel que : p.g.c.d (P(x), O(x)) = 1.
q(x

Alors :
O (f(x)#0(f'(x)
Preuve :

Si f'(x) €Q alors le résultat est vrai, sinon comme f(x), f'(x) sont transcendantales sur Q,

siQ(f(x))=Q(f'(x)) par le théoréeme de la section (63) du [35],on a:

f(x)=% oua,b,c,d €Q

Et alors

p(x) _ a(p'(x)gq(x) = p(x)q'(x)) + bg(x)’
g(x)  c(p'(x)q(x) = p(x)q'(x)) + dg(x)*

Ce qui implique que g(x)divise cp(x)g'(x) carle p.g.c.d ( p(x),g(x)) =1. Ainsi ¢ =0 ou

q'(x) =0, ce qui implique que f(x)= (%)f’(x) +§ ou p(x)=c¢,p'(x)+c,,avec cy, c2€Q.

Ce qui est impossible, car f'(x)est une fonction rationnelle et p(x) est un polynéme non

constant si g(x) €Q.[]

Théoreme 1 :

Soit la fonction rationnelle en x, f(x)définie comme dans le lemme 2 chapitred, alors :

O(f(x), f'(x)) = O(x).
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Preuve :

Par le théoreme de Luroth (voir [16]), il existe g(x) = %x; tel que
v(x

Q(f(x), f'(x)) =Q(g(x)) ;ou u(x),v(x) €Q[x], p.g.c.d(u(x),v(x)) =1 et deg(u(x), v(x)=1
et deg(u ) > deg(v). Alorson a :

28 pa(e() _ g0 g, - pid)
TO= ey T e E

Ce qui implique que :
g'(x) e 0(g(x)).
Sig'(x)#Q,ona:
[Q®): Q(g’xN]=1[Q (x): Q(gx))] [Q (g(x)): Q(g'x))]

Cependant, on a
[Q (%) : Q (g(x))] = deg(x) et [Q (x): Q (g (x))] =2 deg(x)-1
d’ou:
[Q (%) : Q (gx)N]=[Q (x):Q(gX))]
I1 vient donc que Q (g(x)) = Q (g’(x)), qui est une contradiction par le lemme 4.2, d’ou :

2’(x)eQ, ce qui implique que g(x) = ax+b, d’ou le résultat. [

Lemme 3 :

Soit le polynome f(x) définie comme dans le lemmelchapitre 4, Alors :

deg(f(x))-1 = deg(f '(x)) < 2degi(f(x))-

Preuve :
L’inégalité deg,(f ’(x)) < 2deg(f(x)) est satisfaite.
Si q(x) est un polyndme constant sur 1Q

alors

On suppose que q(x) Q.

Soit g(x)=(x—a,)“(x—a,)*..(x—a,)” . Alors :
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p'H<x—ai>—p[iHai<x—aj)j

i=l j#i

(p(X)J: P'a—dp _ .
q(x) q’ (x—a)"(x—ay)*".(x ~a,)""
Les polynomes :

pTlG-a) —p(ZHa,»(x - a,)} et (x-a)"" (x—a)™" . (x—a,)""

i=l ji

n’ont aucun diviseur en commun , alors :

!

deg, (&j = max{deg(p) + r—1,deg(q) + r} > degx[&j ~-1.0
q(x) 4(x)

Le théoremelchapitre 4 implique que (), y,) est une paramétrisation de F(y, y;) =0 si y est une

solution rationnelle non triviale de F(y) = 0. Par les propriétés de la paramétrisation propre et du

lemme 3 chapitre 4, le théoreme suivant est prouvé :

Théoreme 2 :

Si I’équation F(y) = 0 posséde une solution générale rationnelle y , alors :

deg, (7) = deg(F(y), »)
deg(F (), y) =1 < deg(F(y),y) < 2deg(F(y), »)

Par le théoréeme 2 chapitre 3 et le théoréme 2 chapitre 4, on peut décider si I’équation F(y) =0 a
une solution générale rationnelle comme suit :

Soit d = deg(F(y), y1)

Alors I’équation F(y) = 0 a une solution générale rationnelle si, et seulement si,

prem (Dg 4, F(y))= 0.1l est possible de trouver une solution rationnelle de 1’équation F(y) =0
comme suit :

En substituant une fonction rationnelle arbitraire de degré d (appelons la (2)) dans F(y) =0, on a :
_PW)

F
(y) 00)

, ou P(x) et QO (x) sont des polynomes en x dont les ceefficients sont polynomiaux en

aj, bj .
Soit PS et DS les ensembles des ceefficients de P(x) et Q (x) respectivement. Alors (2)

est une solution rationnelle de F(y) = 0 si, et seulement si, a; ,b; sont dans Zéro(PS/ DS) .
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Cette méthode n’est pas efficace pour un d grand et vu qu’elle implique la solution d’un systeme
d’équations algébrique a 2d variables.

On donnera un algorithme plus efficace ci dessous.

Pour la propriété 3 de la paramétrisation propre, on peut construire une solution rationnelle non

triviale de F(y) = 0 pour une paramétrisation propre de F(y, y;) = 0.

Théoréme 3 :
Soit y =r(x), y; = s(x) une paramétrisation rationnelle propre de I’équation F(y, y;) =0, ou
r(x), s(x) €0(x).
Alors I’équation F(y) = 0 a une solution générale rationnelle si, et seulement si, les relations
suivantes sont satisfaites :
ar(x) =s(x) ou a(x—-b)’r(x) =s(x). (16)
oua,beQeta#l.

. . : . 1
Si I’une des relations ci dessus est vraie, alors en remplagant x par a(x+c) ou b-ﬁ dans
a(x+c

y =1(X), on obtient la solution générale rationnelle de I’équation F(y) =0, ou c est une

constante arbitraire.

Preuve :

Soit ¥y = g(x) une solution rationnelle non triviale de I’équation F(y) = 0 . Par le théoréme 1
chapitre 4, (q (x) ,g(x)") est toujours une paramétrisation propre de F(y,y;) =0, donc

ox+c

il existe f(x)=—"—2,avec cics-coc3 £ 0, tel que :
X +e,
q (x) =1(f(x)) , g(x)"=s(f(x)) = (r(f(x)" = f'(x)r'(f(x)) -(17)
si ¢c;= 0 ,alors f'(x) = U Par la formule (17), alors :
C4
s(f(x) = ar'(f(x)), ob f(x) = ax+c, a = L,c=2
¢, ¢,

Sur le corps des nombres complexes, soit s(x) = SOH (x—x,) et ar'(x)= tOH (x=y),

i=1 i=1

ousg,ty e C.Alors s(f(x)=s,] J(ax+c-x,)
i=1
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=ar'(f(x))
= toﬁ(ax +c—y,).

I1 est clair que s(x) et ar'(x) doivent avoir les méme racines, d’ou s(x) =ar'(x)

. B ¢
Sic3#0, f(x)= s —ci, .alors
cy(c3x = x,)
c
e (f(0)="1)
f(x) = (c164 —€y65) _ G
(c;x+¢,)’ €,C, —CyCy

Comme conséquence de (17), a(x-b) * '(x) = s(x)

2
Ou: a=— 3 e p=S.
€,Cy — CyCy s
Dans les deux cas, on obtient une solution rationnelle de 1’équation F(y) = 0 tel que
q(x) = r(f(x)) .
Par le lemmel chapitre4, la solution générale de 1’équation F(y) = 0 peut étre obtenu en
remplagant x par a(x+c).

L’autre sens du théoréme est facile. Si la formule (16) est satisfaite, soit q(x) = r (f(x)). la

formule (17) implique ¢(x)' = (r(f(x)), =5(f(x)) , qui implique que F(g(x),q(x)")=0.

D’ou q(x) est une solution rationnelle de 1’équation F(y) = 0. 0

IV-3-L’algorithme :

Algorithme : L’entrée est un polynome différentiel irréductible F(y) du premier ordre a
ceefficients constants dans Q. La sortie est une solution générale rationnelle de I’équation
F(y)=0 si elle existe.

1. soit d=deg(F(y),y1) et e = deg(f(y).y). Si e<d-1 ou e>2d, Alors par le théoréme 2 chapitre 4,

I’algorithme est terminée et I’équation F(y)=0 n’a pas de solutions générales rationnelles.
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2. Calculer une parametrisation propre ( y(x),y,(x))de F(y, y1) avec les algorithmes dans

[1,3,7,8].

3. Soit A== x' , par le théoréme 3 chapitre 4
y

(a) Si A=a €Q, alors en remplacant x par a(x+c) dans y, on obtient une solution générale
rationnelle y = y(a(x +¢)) pour I’équation F(y)=0.

ab(x+c)—-1

(b) Si A=a(x-b)? pour a, b €Q, alors en remplagant x par
a(x+c)

dans y, on obtient

la solution générale rationnelle y = )| ablx+e)=1 .
a(x+c)

(c) Autrement, par le théoréme 4 chapitre 4, 1’algorithme est terminé et 1’équation F(y)=0
n’a pas de solutions générales rationnelles.
Par le théoréme 3 chapitre 4, I’algorithme ci dessus est correct. La complexité de
I’algorithme au dessus dépend entiérement de la complexité de 1’algorithme de

parametrisation rationnelle [7, 8].

Exemple :

Soit I’équation

F()) =y +4 37 +Q27y> +4)y, +27y"

1. en posant d=deg(F(y),y:) et e = deg(f(y),y) alors d=3, e=4 et la condition du théoréme 2
chapitre4 d-1<e<2d est satisfaite.

24151 4 2151 4

2. T’équation F(y, y;)=0 a trois points doubles : (0,-2), (T’E)’(_ 5 ,g). D’aprés

I’algorithme de paramétrisation rationnelle [7,8] on obtient la parametrisation :
{ y=216x" +6x
y, =—3888x" —36x”

qui implique y’ = 648x> + 6, alors en posant :
A= y—l, =—6x" le théoréme 3 chapitre 4 .
y
Implique a= -6, b=0.
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D’ou

Loy 1 C(x+0)’ +1
(x+¢) 6(x+c) - (x+c¢)’

D =216
y (6

est la solution générale rationnelle de I’équation F(y)=0

V- Conclusion :
Il serait intéressant d’étudier la paramétrisation des variétés différentielles algébriques planes et
de trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une courbe différentielle F(y, z )=0

ait une paramétrisation rationnelle
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