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Résumé

L’objet de ce mémoire est 1'étude mathématique et numérique d’un probléme de
controlabilité frontiére de I’équation de convection diffusion dans un domaine borné.

On commence par ’étude de D'existence, I'unicité de la solution du probléme initial.
Ensuite, on étudie la controlabilité frontiére du probléme linéarisé et on s’intéresse au
probléme de controle optimal et on établit les conditions d’optimalité ainsi 1’existence et
I'unicité de la solution de ’état adjoint du probléme linéarisé. Enfin, on fait des implémen-
tations numériques en utilisant les éléments finis triangulaires de Lagrange pour résoudre
le probléme linéarisé et son état adjoint, et le gradient conjugué pour calculer le controle
optimal.

Mots-clés : Equations aux dérivées partielles paraboliques, controlabilité, équation de
convection diffusion semi linéaire, stabilisation.



Introduction

Notre travail est consacré a I’étude la stabilisation de la solution de I’équation linéarisée
de ’équation de convection diffusion semi linéaire suivante :

% —vAu+ V.Vu = expu —c dans Qr

ot
(0.0.1) u(-,0) = ug dans Q
ou
Va—n =0 sur X

Ou : Q est un ouvert borné de R? (d = 1,2, 3)

I' est la frontiére de 2.

n est le vecteur normal unitaire extérieure a I'.

Qr le cylindre 2x]0,T[ et X sa frontiére latérale

A, ¢, T et v des constantes strictement positives.

u représente la température d’un fluide incompressible de vitesse V' tel que div = 0,
dans 'ouvert €2.

R. Glowinski et J. W. He [7| ont montré que (0.0.1) admet un point d’équilibre instable

et la linéarisée en (0.0.1) est donnée par :

%_VAU+VVu—cu:O dans Qr

(0.0.2) u(-,0) = du, dans €
ou
u% =0 sur X

Ou du, est une petite perturbation de wu,.
Notre but est de stabiliser la solution du probléme (0.0.2) en utilisant la théorie du
controle optimal et en considérant le probléme de minimisation suivant :

(0.0.3) inf J (v),

avec U = L?(0,T; L*(T)) est I'espace des controles admissibles muni de la norme

2

T
ol = / [o(t) 22 dt
0
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Dans notre travail on considére des controles ne dépendent que du temps.

J est la fonction de cott définie par :

T0) = Sl "l raeay + e, T) e
T
_ %/|v(t) |2dt+%/u2dxdt+%/ W2(z, T)dx.
0 Qr Q

k1, ko deux constantes positives telles que ki + ko > 0.
u est I’état du systéme

%—yAu—i-V.Vu—cu:O dans Q7
(0.0.4) u(+,0) = ug = du, dans
V@_u = by
on =0 sur 2up.

Nous obtenons les conditions d’optimalités et I'état adjoint de (0.0.4)

0
—a—]Z —vAp —V.Vp —cp = kiu dans Qr
(0.0.5) p(,T) = kau(T) dans 2
0
V% =0 sur 2.

voir [7] et [9].

Dans ce travail, on utilise les éléments finis de Lagrange triangulaires pour résoudre
(0.0.4) et (0.0.5) et la méthode du gradient conjugué pour calculer le controle optimal.
Ces méthodes ont été utilisée par plusieurs auteurs citons, R. Glowinski et J. L. Lions 6],
R. Glowinski, H. B. Keller et L. Reinhart [5], T. Slawig [12].

Ce mémoire se compose de six chapitres comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux définitions et rappels de quelques notions de base
d’analyse fonctionnelle, de calcul différentiel et d’optimisation.

Dans le second chapitre, on étudie I'existence, I'unicité de la solution de 1’équation
de convection diffusion linéaire, ensuite on montrera I'existence et 'unicité locale de la
solution de I’équation semi linéaire ce chapitre comporte trois sections :

Dans la premiére section, on présentera le probléme a étudier et on donnera sa formu-
lation faible. Dans la deuxiéme section, on étudiera l’existence, I'unicité, la dépendance
par rapport aux données et on utilisera la méthode de Galerkin pour montrer I'existence
de la solution faible de cette équation. Dans la troisiéme section, on montrera ’existence
et I'unicité locale de la solution de I’équation de convection diffusion semi linéaire avec
des conditions au bord de type Neumann non homogénes.

On abordera ensuite, dans le troisiéme chapitre I’étude de la stabilité de I’équation de
convection diffusion semi linéaire et de sa linéarisée.
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Dans le quatriéme chapitre, on étudiera la controlabilité de I’équation linéarisée, ce
chapitre comporte trois sections :

On donnera dans la premiére section la formulation du probléme étudié, puis on mon-
trera l’existence et 'unicité du controle optimal, ensuite dans la troisiéme section, on
étudiera les caractéristiques du controle optimal.

Le cinquiéme chapitre est consacré a la présentation des méthodes numériques utilisées
dans ce travail, ce chapitre contient trois sections :

Dans la premiére section, on résoudra ’équation de convection diffusion linéaire avec
des conditions aux bords de type Neumann non homogénes par les éléments finis tri-
angulaires de Lagrange. Dans la deuxiéme section, on fera la méme chose pour trouver
la solution de I'équation adjointe. Dans la troisiéme section, on utilisera la méthode du
gradient conjugué pour calculer le controle optimal.

Dans le sixiéme chapitre, on affichera les résultats numériques de 'implémentation du
controle optimal, la solution de ’équation de convection diffusion linéarisée, la solution
de ’équation adjointe et on finira par une conclusion.



Chapitre 1

Rappels de quelques résultats
fondamentaux

Dans ce chapitre, on rappelle quelques définitions et résultats d’analyse fonctionnelle
et de calcul différentiel qui seront utilisés dans ce travail.

1.1 Espaces fonctionels

Soit €2 un ouvert borné de R™ de frontiére I' assez réguliére, on introduit les espaces
suivants :

1.1.1 Espace des distributions

D (2) = espace des fonctions ¢ indéfiniment différentables sur €2, a valeurs réelles
et & support compact dans € (le support dépendant de ), muni de la topologie limite
inductive sur D (£2) qui est définie de la fagon suivante : une suite ¢; € D (£2) tend vers
zéro si et seulement

i) les ¢; ont leurs supports dans un compact fixe de €.

ii) Yoo € N*, D*p; — 0 quand j — 400 uniformément sur €2, ot 'on a posé :

N olely
D= Dz {t...0xon’
avec a = {ay,...,an} € N et |a| =a; + ... + ay
D’ () = espace des distributions sur {2 = espace des formes ¢ — (f, ¥)p/(Q)xD(©)
linéaires continues sur D () (c’est-a-dire, (f, ¢;)p/(@)xp©) — 0 si ¢; — 0 dans D (Q2))
On dira que f; — f dans D' (Q) si (f;, ¢)p @) xp) — (f; ©)p(@)xp@), V¢ € D ().
Si f € D' () on définit D*f € D' () (et cela V o € N) par

(D, o) prayxp) = (=) f, DY)prqyxp) Ve € D ()

En outre application f — D*f de D' (Q) — D’ (£2) est continue.
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1.1.2 Espaces de Lebesgue LP((2)

Pour 1 < p < o0, on pose :
LP(2) = espace des fonctions mesurables sur 2 et telles que

HfHLP /'f |pd.CL' < 0 pour 1<p<oo

| f(z) |< ¢ p.p sur Q pour p = 00
| fllee@y=inf{c, | f(z) |<cp.psur Q}.

LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo, en particulier L*(€2) est un espace de
Hilbert muni du produit scalaire :

(f 9)@) /mw

A tout f € LP(Q2) on associe la distribution

90—>(f790>=/f90d1‘, p €D ().

1.1.3 Espaces de Sobolev W™? ()

On appelle espace de Sobolev d’ordre m sur L? (Q2) que 'on note WP () 1'espace
défini par :

(1.1.1) WmP(Q)={v| ve LP(Q), D € L* (Q), o] <m}.
Muni de la norme
1
lollwme@={ > D%l | »1<p<oo,
0<|al<m
||U||Wm,oo(Q) 0<H|15|%§ | D UHLOO Q)

WP (Q) est un espace de Banach.
Le cas p = 2 est fondamental. Pour simplifier ’écriture, on posera

W2 (Q) = H™ (),
muni du produit scalaire
(1.1.2) (V) ey = >, (D%u, D) 12
la|<m

c’est un espace de Hilbert.
On note Wy"" () la fermeture de D (Q) dans W™ (Q), lorsque p = 2, W' () =
Hg ().
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1.1.3.1 Théorémes de traces

On prendra garde que, sauf en dimension 1, une fonction v de H' () n’est pas néces-
sairement continue sur €2, ni a fortiori sur {2, on peut néamoins définir les traces de v sur
la frontiére I' de 2. Nous ferons ’hypothése :

i) © est un ouvert borné dont la frontiére I' est une variété de dimension (n — 1)

ii) de classe C*, Q étant localement d’un seul coté de I

On montre alors (voir par exemple Lions-Magenes [10] ) que, C* (ﬁ) désignant Iespace
des fonctions une fois continiiment différentiables dans Q, C* (Q2) est dense dans H' (12).
Pour v € C! (ﬁ) on posera

(1.1.3) Yov = v|p = "trace de v sur [ = valeur de v sur I'.
On note
L*(T') = {f| f mesurable et de carré sommable sur I' pour la mesure dI'},

muni du produit scalaire

(fs9)r = [ fgdl.
/

On a les résultas suivants :

Théoréme 1.1 Sous [’hypotheése ci-dessus, on peut définir de fagcon unique la trace v =
vl pour v € H'(Q) de fagon que yov coincide avec la définition usuelle (1.1.3) si v €
Ct (), v € L*(T) et Uapplication v — ~ov est linéaire continue de H' (Q) — L? (T).

r
Preuve Voir Lions-Magenes [10] O

Remarque 1.1 L’application v — D%v est linéaire continue de H'*F1 (Q) — H' (Q) ;
on peut donc définir

(1.1.4) {7 (D%);|la| <m—1} sive H™(Q).

En fait, puisque la connaissance de v sur I' entraine celle de ses dérivées tangentielles sur
T, il est préférable de remplacer [’ensemble des dérivées apparaissant dans (1.1.4) par les
dérivées normales d’ordre < m — 1

- {v, Ov amlv} e (L2(D)™ sive H™(Q).

on’ " onm-1

Théoréme 1.2 Le noyau de lapplication v coincide avec 'adhérence de D () dans

) am—l
H™ (). On note ce HY" (2) noyau, donc H* () =<v/ ve H™(Q), v = A —j] =0.
on onm-1
Preuve Voir Lions-Magenes [10] O

Comme H{* (£2) est un sous espace fermé de H™ (), alors H{" () est un espace de
Hilbert pour la structure induite par celle de H™ (£2). On désigne par H~™ () Pespace
dual de HJ" () en considérant L? () comme espace pivot.
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1.1.4 Les espaces H*(f)), s non nécessairement entier

Dans le cas particulier ou 2 = R™, on peut définir H™ (R") par la transformation de
Fourier. Si v est une fonction continue a support compact, sa transformée de Fourier ©
est définie par

o) = / exp (~2ime.£) v (x) dr, ot € = (€1,.., &) et 2.& =Y ik
=1

R

On peut définir H™ (R") (voir Lions-Magenes [10]) par (1.1.1) ou par
m (Ton 1 (TN 2\m/2 . 2 n
(1.1.5) H (R):{UMJES(R), 1+ veL (Rg)}

ou, S (R™) est 'espace des fonctions C™ & décroissance rapide ainsi que toutes les dérivées
(Vk € NVa e N" : |z|* |D*f ()] — 0), muni des semi-normes

|z|—00

{F— s (et |07 @)]) ke N a e},

zeR™

S" (R™) est l'espace dual de S (R™), muni de la topologie forte de dual.
Si u, v € H™ (R") la forme bilinéaire

m m
2 2

(116) (Cw Dy = (L +161)F 0, (14161 F o)

définie un produit scalaire équivalent a celui défini en (?7?)
Mais sous la forme (1.1.5), le fait que m soit entier, ou positive, n’intervient pas. On
peut donc definier, pour s € R quelconque

H (R = {ve s ®) (1+|)7 el (R},

qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(w0 = (1 +1€P) >, (1+ [¢*)* 0)

L2(Rn)

qui est équivalente & celui correspondant & 0.5()0.5(1.1.6) lorsque s = m.

On peut montrer (cf Lions Magenes [10] ) que H* (R™) est de type local : si ¢ € D (Q),
Papplication , u — u est linéaire continue de H* (R") dans lui méme.

Cela permet de définir ( par cartes locales) les espaces H*(I).

On a donc

(H*(R") = H
(H()) = H().
(Hy"() = H
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1.1.5 Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, )y et la norme associée || ||z,
on désigne par LP (0,T; H) l'espace des (classes de) fonctions t — [ (¢) mesurables de
10,T[ — H (pour la mesure dt)

1/p

T
| £ &) lrorsan= / IO dt | < oo (p# o),
0

1 (&) ooy = nf{e; [|f (Bl < ¢ p.psur ]0,T[}
En particulier L?(0,T; H) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

T

(f, 9)r20mm) = /(f(t),g(t))Hdt.

0

On désigne par D' (]0,T[; H) 'espace des distributions sur |0,7[ & valeurs dans H,
défini par
D'(10,T[; H) = L(D (0, T[); H) ,

'espace des applications linéaires continues de D (]0,T'[) a valeurs dans H.
A une fonction f € LP (0,T; H) correspond une distribution f sur ]0,7T[ & valeurs dans
H | définie par

f(@)Z/f(t)sO(t)dt oD (0.T)).

(ce qui définit bien une application ¢ — fv(go) linéaire continue de D (]0,7'[) dans H).
L’application f — fgst une injection; on identifiera f et f~En outre si f — 0
dans L? (0,T; H) alors f — 0 dans D’ (]0,T[; H), c’est-a-dire f(¢) — 0, pour tout
0 €D(0,T[; H). On a alors

L?(0,T;H) c D' (0, T[; H).
k

d
Pour f € D' (]0,T[; H), on définit W{ = f® par

F® () = (=1 f (W) ¥ peD(0,T]),

ce qui définit f*) € D' (]0,T[; H). En outre 'application f — f*) est linéaire continue
de D' (]0,T[; H) dans lui-méme.
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1.1.5.1 L’espace W (0,T;V,V’)

Soient H et V' deux espaces de Hilbert réels, on désigne par || - ||y (respectivement
| - |lv) la norme dans H (respectivement dans V) et par (-,-)y (respectivement (-,-)y)
les produits scalaires correspondants. On suppose que

i) V C H, l'injection de V' dans H est continue.
ii) V est dense dans H.

On identifie H a son dual. Alors, si V' désigne le dual de V', H s’identifie & un sous espace

de V' et I'on peut écrire :
VcHCcCV,

chaque espace étant dense dans le suivant avec une injection continue.
On définit espace W(0,T;V, V") par

!/ d !/
WO, T;V,V) = {u we L(0.T:V), = € L(0.T:V )} — (0, 7]; 1),

muni de la norme

T T
d 2
flwry = | [ 100 a+ [ o
0 0

est un espace de Hilbert.
C™([0,T]; V) = l'espace des fonctions f, m fois différentiables sur [0, 7| & valeurs dans
V muni de la norme
J)

dif
Jf (t)

” f ||Cm([0,T];v): max <sup

0<i<m \ o<t<T

est un espace de Banach.
On a les résultats suivants :

Théoréme 1.3 Toute fonction f € W(0,T;V, V,) est égale presque partout @ une fonc-
tion de C°([0, T); H) et on peut identifier W(0,T;V, V") & un sous espace de C°([0,T]; H)
et donc on peut écrire

W(0,T;V,V') — C°([0,T]; H)

ot C°([0,T]; H) est l'espace des fonctions continues de [0,T] a valeurs dans H.

Théoréme 1.4 (Formule d’intégration par parties)
Soient u et v € W(0,T;V, V') alors

(1.1.7) / V/th+/ vyt = W(T), o(T)) g — (0(0), u(0)) .
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1.2 Approximation de Galerkin dans un espace de Hil-
bert

Dans ce travail on utilise la méthode de Galerkin pour la construction de la solution
faible del’équation de convection diffusion linéaire. Présentons donc cette méthode

Définition 1.1 Soit V' un espace de Hilbert séparable et {Vy,}men une famille d’espaces
vectoriels de dimension finie vérifiant :

i) Vm, V,, CV , m=dimV,,.

it) Vin — V quand m — 400 au sens suivant :

Il existe V =) V,, un sous espace dense dans V' tel que pour tout v € V on peut trouver

m
une suite (Vy,)men verifiant :
Pour tout m, v,, € V,,, et v,, — v dans V' quand m — +oo.
L’espace V,,, s’appelle une approximation de Galerkin d’ordre m de V.

Schéma de la méthode
Soit (P) le probléeme exact pour lequel on cherche a montrer existence d’une solution
dans V', on suppose que la solution de (P) est unique. Aprés avoir fait un choix d’une
approximation de Galerkin de V, il convient de définir le probléme approché (P,,) dans
I’espace V,,, ayant une unique solution u,,. Le schéma posséde 5 étapes :
Etape 1 : On définit la solution w,, € V,,, du probléme (P,,).
Etape 2 : On montre que u,, est bornée dans V.

Etape 3 : En utilisant les résultats de compacité faible de la boule unité dans un es-
pace de Hilbert, on peut extraire une sous suite (U, )ren de (Um)men qui converge
faiblement vers une limite notée u.

Etape 4 : On montre que u est solution du probléme (P) donc la solution cherchée
d’aprés 'unicité.

Etape 5 : On montre que (,)men converge fortement vers u dans V.

1.3 Rappel de calcul différentiel et d’optimisation
Soit H un espace de Hilbert sur R muni de la norme || - || 5.

Définition 1.2 Soit J une fonctionelle définie sur H, J est dite différentiable en v € H
si et seulement s’il existe une application J (v) linéaire continue sur H & valeurs dans R
telle que pour tout dv dans H on a

J(v+6v) — J(v) = (J (v),00) . ir + R(||60]| 1) 1|60 -

ot le reste R tend vers 0 quand ||dv|| g tend vers 0.
De plus si pour tout v € H, J est différentiable en v, on dit que J est différentiable
sur H.
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Définition 1.3 On dit que J est convexe si et seulement si
Yo,we H, JOv+ (1 —0)w) <0J(v) + (1 —0)J(w) ,V0 €]0,1].
On dit que J est strictement convexe si et seulement si
Vo,we Hyv#w ,J(0v+ (1 —0)w) <0J(v)+ (1—6)J(w) ,V8€]o,1].

Définition 1.4 J est dite semi continue inférieurement (s.c.i) si et seulement si pour
tout A € R ['ensemble

[J< A ={veH Ju) <\

est fermé.
On montre les résultats suivants, voir H.Brézis [1].

Théoréme 1.5 Soit C' un sous ensemble convere de H. Alors C est faiblement fermé
pour la topologie faible o(H, H') si et seulement s’il est fortement fermé.

Corollaire 1.1 Soit ¢ une fonction conveze et s.c.i (pour la topologie forte) sur H a
valeurs dans | — 0o, 400|. Alors ¢ est s.c.i pour la topologie faible o(H, H').

En particulier si x,, — x pour la topologie faible o(H, H'), alors

(x) < liminf p(z,).

1.4 Rappel de quelques inégalités et théorémes fonda-
mentaux

1.4.1 Lemme de Gronwall

Lemme 1.1 [8] Soient 0 < to < t1, ¥ € L' (to,t1), ¥ > 0 p.p. et ¢ € L™ (tg,t1), ¢ >0
p.p., telles que

(1.4.1) wﬂ§K+L/¢@M$@,

avec K et L des constantes positives. Alors

o(t) < Kexp L/¢(s)ds , pour t € [ty , t1 .
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Preuve L’inégalité (1.4.1) est équivalente a

(1.4.2) <1

— Y

()
K+ L/w(s)qﬁ(s)ds

multiplions (1.4.2) par Li(t) et intégrons sur [ty , ¢ |, on trouve

j L(s)p(s)ds
v KL [ unerr

0

ds < L/¢(s)ds,

alors,
t ¢
log K+L/¢(s)¢(s)ds —logK < L/@/J(s)ds,

et finalement

t t
K+L/¢(s)¢(s)ds < Kexp L/@Z)(s)ds :
to to
en utilisant (1.4.1) dans le membre de gauche de cette inégalité on trouve le résultat. [

1.4.2 Inégalité de Young

Soient a et b deux nombres réels, alors on a

1
a4 , Ve > 0.

1.4.3 <
(143) jabl < Sa*+ o

1.4.3 Inégalité de Cauchy Schwarz
Théoréme 1.6 Soient f et g € L*(2), alors f.g € L*(Q) et on a

(1.4.4) [ 1231d2 <1l 9l
Q

Pour la preuve voir par exemple H.Brézis [1].

Soient X et Y deux espaces de Banach muni de normes || . || x et || . ||y respectivement.
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1.4.4 Théoréme du point fixe de Banach

Définition 1.5 Soit f une appliction définie de X a valeurs dans X, on dit que f est
contractante, st et seulement si, il existe une constante M telle que 0 < M < 1 et

1f(2) = FWlx <Mz —ylly VayeX

Définition 1.6 Soit f une appliction définie de X a valeurs dans X, on dit que x est un
point five de [ si et seulement si

fw) ==

Théoréme 1.7 Soit f une application définie de X a valeurs dans X, on suppose que f
soit contractante, alors elle admet un point fixe unique.

Remarque 1.2 Le résultat reste vrai si f est définie de B a valeurs dans B ou B est un
sous ensemble fermé dans X.

1.4.5 Théoréme de I’application ouverte

Théoréme 1.8 Soit f : X —— Y wune application linéaire continue et surjective, alors il
existe une constante A > 0 telle que

Preuve Voir par exemple H.Brézis [1] O

Corollaire 1.2 Soit f : X —— Y une application linéaire continue et bijective, alors f=!
est continue de Y dans X.

Preuve Voir par exemple H.Brézis [1]. O

1.4.6 Théoréme de Lax Milgram

Soient H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, ).

Théoréme 1.9 Soient a une forme bilinéaire, continue sur H x H et coercive, L une
forme linéaire continue sur H, alors le probleme

a(u,v) = L(v),Yv € H,

admet une solution unique v € H.
De plus, si a est symétrique , alors u est caractérisée par la propriété

we H et %a(u, u) — L(u) = min {%a(v, v) — L(v)}

veH

Preuve Voir par exemple H.Brézis [1]. O



Chapitre 2

Existence et unicité de la solution du
probléme de convection diffusion semi
linéaire

Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’étude de ’existence et I'unicité de la solution du
probléme de convection diffusion semi linéaire. D’abord, nous montrons que le probléme
linéaire admet une solution faible unique en utilisant la méthode de Galerkin, ensuite,
on donne des résultats sur la continuité par rapport aux données, enfin on montre que le
probléme semi linéaire admet une solution par un théoréme de point fixe.

2.1 Position du probléme

Soient Q un ouvert borné de R? (d = 1,2,3) de frontiére réguliére I" et T fixé. On note
Qr le cylindre Qx]0,T[ et X7 = I'x]0, T sa frontiére latérale. On considére le probléme
parabolique linéaire suivant

% —vAu+V.Vu=f dans Qr,
(2.1.1) u(-,0) = up(-) dans Q,
ou 5
Vo= sur Y.

Ou n est le vecteur normal unitaire extérieur a I.

Le probléme (2.1.1) modélise par exemple la propagation de la chaleur dans un fluide
contenu dans le domaine €2, la grandeur u(z,t) représente alors la température du fluide
au point x et a l'instant ¢, v sa conductibilité thermique, V sa vitesse et f la source
de puissance par unité de volume. La diffusion de la chaleur est modélisée par le terme
—vAu, alors que la convection I'est par le terme V.Vu.

Dans la suite de ce travail, on suppose que le fluide est incompressible, reste dans le
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domaine €2 et que sa conductibilité est strictement positive c¢’est a dire

Ve L>*(Q), divV =0,
(2.1.2) n.V =0,
v > 0.

2.1.1 Formulation faible

Avant de donner une formulation faible du probléme (2.1.1), on commencera par une
définition de la notion de solution classique dans le cas ou les données sont réguliéres, puis
on cherchera une notion plus générale de solution dite solution faible ou variationnelle dans
des espaces plus adéquats

Définition 2.1 Siug € C(Q), f € C(Q2x (0,7)), V€ C(Q)? et g € C(T x (0,T)). On
dit que u est une solution classique de (2.1.1) si et seulement si u € C*>'(Q x (0,T)) N
CHO(Q x (0,T))NC(Q x [0,T)), et elle vérifie (2.1.1) en tout point de Q x (0,T).

Soit u une solution classique de (2.1.1), dans toute la suite on notera en gras u(t) la
fonction u(-,¢). On multiplie la premiére équation de (2.1.1) par w € C*(Q2) et on intégre
par partie par rapport a x sur €2, on obtient

(2.1.3) / (aa—ltlw +vVu.Vuw + V.Vuw> dr = /fwdx + /gwdF.
Q T
Posons
(2.1.4) a(u,w) = /(VVu.Vw + V.Vuw)dz, ¥ w € C'(Q),
Q
et
(2.1.5) L(t,w) = /fwdx+/gwdF, YweC(Q), ppte(0,T).
Q T

t et u étant fixés, ces deux formes linéaire sont continues sur C*(Q) pour la norme de
H'(Q), donc elles sont prolongeables par densité a H*(f2). Donc, u vérifie pour p.p t €
(0,T)

(2.1.6) /Cfi—l:(t)wda: +a(u,w) = L(t,w), Yw € H(Q)
Q

du
Par suite 'application w — /%(t)wdx est une forme linéaire continue sur H'(), on

0
pourra donc la représenter par le produit de dualité usuel sur (H'(Q))’ et on obtient
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du
(2.1.7) < E(t)’w) >(H(Q),HL(Q) +a(u,w) = L(t,w), Yw € Hl(Q>

La forme bilinéaire a définie dans (2.1.4) aura toujours un sens si I'on suppose que V €
(L>=(2))". La forme linéaire L définie dans (2.1.4) aura aussi un sens si 'on suppose que

1
f e L*0,T;(HY(Q))) et g € L*(0,T; H 2(T)) et peut étre écrite sous la forme générale
suivante :

1, Ywe HY(Q).

L(tvw) =< f7w>(H1(Q)/,H1(Q) +<gaw> 1
H2(I),H2(T)

Dans toute la suite, on supposera que ug € L*(Q2), f € L*(0,T; L*(R)), g € L*(0,T; L*(T"))
et V € L>°(Q)? . On définit la forme bilinéaire a de H*(Q2) x H'(Q2) dans R par

(2.1.8) a(u,w) = /(I/Vu.Vw + V.Vuw) dz, Yu, w € H' (),

Q

et la forme linéaire L(t,.) de H'(Q2) dans R par pour p.p t € (0,7T)

(2.1.9) L(t,w) = /fwd$+/gwdf, vYw € HY(Q).
Q T

On adopte la définition suivante

Définition 2.2 Soit ug € L*(Q), f € L*0,T;L*(Q)), g € L*0,T;L*T)) et V €
L= (Q)4. On dit que u est une solution faible (2.1.1) si et seulement siu € L*(0,T; H*(Q)),
du

ﬁ(t) € L*(0,T; (HY(Q))), u vérifie (2.1.7) pour presque tout t €]0,T[ et u(0) = uy.
Remarque 2.1 Soit u € W(0,T; HX(Q), (H'(Q)") la solution faible de (2.1.1),d apres le
théoreme 1.3 u € C([0,T]; L*(Y)), done, la condition u(0) est licite. D’ot, la solution
faible de (2.1.1) est dans L*(0,T; H'(2)) (" C([0,T7]; L*(Q2)).

Remarque 2.2 On suppose que ug € C(Q), f € C(Q x (0,7)), V € C(Q)? et g €
C(T x (0,T)). Soit u la solution faible de (2.1.1), si u € C*1(Q x (0,7)) N CHO(Q x
(0, 7)) NC(Q x [0,T]), alors pour w € D(Q) on obtient par intégration par partie que

a(u,w) =< —vAu+ V.Vu,w >p ) p), Yw € D(Q),

L(t,w) = /fwdx, p.pte(0,7T).
9)

donc

u
< E, W >prQ),DOQ)=< f+vAu—V.Vuw >pr(Q),D(Q), W E D(Q)
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par suite, on a pour presque tout t €]0,T]

d
(2.1.10) d—ltl —vAu+V.Vu = f dans D'(Q),

En fait u vérifie (2.1.10) en tout point de Q x (0,T). Maintenant, soit w € D(2), on
a pour tout t € (0,T)
ou —
a(u,w) = [ (—vAuw + V.Vuw)dr — | v—wdl', Yw € D(Q),
r

on
Q

donc, on obtient
ou _
v— —g | wdl = 0,Yw € D(Q),
r \ on

0
ya—z =g, sur I'x]0,T7.

done, u est une solution classique de (2.1.1).

par suite

Proposition 2.1

L’application linéaire L(t,-) est continue sur H*(Q) p.p t €]0,T].

L’application bilinéaire a(-,-) est continue sur H'(Q) x HY(Q), de plus elle vérifie la
condition du coercivité suivante :

e e S

2 2
a(u,u) + 3 ||U||L2(Q) e ||“||H1(Q) , Yu € H'(Q).
Preuve
(i) Soit w € H'(Q), on a
|L(t,w)| < ||f||L2(Q) ||w||H1(Q) + ||g||L2(F) ||w||L2(F) 5
d’aprés le théoréme 1.1.2, il existe C' > 0 tel que
lwll 2y < Cllwllp gy, Yo € H'(Q).

par conséquent
|L(t,w)] < HwHHl(Q) )

avec C" dépend seulement de ¢.
(ii) Soient u,w € H'(Q), on a
|a(u, w)| < ¥+ V][ poe(ya) 1ell g0y 0] g1 g

donc, a est continue sur H'(Q) x H'(Q).
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(iii) Soit v € H'(2), on a
(2.1.12) a(u,u) = 1// \Vul? dz + /V.Vuudx,
Q Q
d’aprés les inégalitées Cauchy-Schwartz et de Young
Jvvuuds| < 1Vl 190l
Q
% 2 IV Iz o
< 9 ”VUHL2(Q) + oy ||u||L2(Q) )
d’ou
v 2 Vi@, o
(2.1.13) V.NVuudr > —3 IVullze ) — —5, lullz2q)
Q
de (2.1.12) et (2.1.13), on déduit que
2
v 2 VL@ 1o
a(u,u) > 9 ||Vu||L2(Q) T o, ||u||L2(Q) 5
donc
2 2
a(u, u) + B |ullfai) = allully g,
on choisit § et « tels que
V17 (e
B = —,
et 5
v
=inf(=,2).
a=nf(2, )
O

2.2 Existence et unicité de la solution du probléme li-
néaire
Dans cette section, on montre que le probléme (2.1.1) admet une solution faible unique

en utilisant la méthode de Galerkin. Comme H'(Q) est séparable, alors il existe une
base dénombrable ¢q, @, -+, @,, -+ de H'(Q) telle que la famille (V)0 ot V;, =

(p1, 02, ,©m) forme une suite croissante des sous espaces vectoriels de dimension finie
m + 1 telle que U V,, est dense dans H'(Q).
m>0

Comme H'(2) dense dans L*(€2), donc il existe une suite (o) qui converge vers g
dans L?(Q) telle que (ugy) € Vi, Vm € N, ug,, c’est la projection du ug sur V,,.
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En particulier, il existe aqq, ag1, ..., Qom uniques tels que
(221) Uom = ZO&QJ(,D@V?TL eN
i=0
Et il existe une constante C; indépendante de m telle que
(2.2.2) ||U0m||L2(Q) <C ||u0||L2(Q) J
On énonce le résultat principal de cette section
Théoréme 2.1 Siug € L*(Q), f € L*(0,T; L*(Q)), g € L*(0,T; L*(T)) et V € L=®(Q)<.

Alors le probléeme (2.1.1) admet une unique solution faiblen € L*(0,T; H*(Q)) (N C(0,T; L*(%)),

d
d—ltl € L*(0,T; (HY(Q))') de plus il existe une constante C(T) > 0 telle que

(2.2.3)
2 2 2 2 2
1al[720 7.1 @) Hllallcor. 2@y < C(T) (”fHL?(O,T;(Hl(Q))’) + ||g”L2(07T;H—%(F)) + HUOHL2(O,T;L2(Q)))

La démonstration se fait en plusieurs étapes, tout d’abord on démontre I'unicité de la
solution faible, puis on construit la solution en utilisant la méthode de Galerkin.

Remarque 2.3 En générale les fonctions de base p; sont choisies comme fonctions propres
de —A, dans ce travail, on utilise des fonctions de base quelconque ce qui nous facilitera
la tache lorsqu’on utilisera la méthode des éléments finis pour discrétiser notre probléeme.

2.2.1 Unicité

Lemme 2.1 Le probléeme (2.1.1) admet au plus une solution
Preuve On suppose que (2.1.1) admet deux solution faibles v; et vy, en posant
V=V] — Vg,
alors v vérifie
d

<—V,w> +a(v,w)=0 p.pte€l0,T]|
(2.2.4) dt (L)) H1()

v(0)=0

On montre que v = 0 p.p sur |0, 7| en particulier

d
<—V,V> +a(v,v) =0,
dt "/ )y @)

d’aprés le théoreme 1.4, on a

<d" > Ld )2
- vV =z IV 2(Q) »
dt oy e 2t L*()
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d’oun 1 d
>d ||V(t)||iz(g) = —a(v(t), v(1)),
en utilisant (2.1.11), on obtient
1d
(2.2.5) & ||V(t)||i2(n) < -a ||v(t)||ip(9) + 8 ||V(t)||i2(9) <p ||V(t)||i2(n) ;

en intégrant (2.2.5) entre 0 et ¢, on trouve
t
2 2
VOl < 28 | IV ds.
0

On applique le lemme de Gronwall (1.1) pour ¢(t) = ||U<t)||ig(g), K =0,L =20et
¥ (t) = 1, on obtient

||V(t)||2L?(Q) <0,
par suite v = 0 sur 2 x [0, 7. O

2.2.2 Existence

Dans cette partie on construit une solution faible en utilisant la méthode de Galerkin.
On a les résultats suivants

Lemme 2.2 Le probléme

/ m

Trouver vy, (x,t) = Y. ¢i(t)pi(z), telle que
i=0
dv,, .
(2.2.6) /W(t)sojdfr +a(vin(t), ¢;) = Lt @), pour 0 < j<m, te(0,T)
Q@ m
\ 7=l
. . . . dv,,
Ot uop, est définie par , admet une solution unique vérifiant v, € C([0,T]; V) et e €

Preuve On consideére le systéme différentiel suivant qui dérive formelement de (2.2.6) :

> ailt) /@i@jdm +Y calt)alen ;) = Lt,g;),  0<j<m,
=0 2 =0
Vin(2,0) = > ¢i(0)pi(x), ¢;(0) =g, , VO <i < m.

i=0

On l’écrit dans R™*!, sous la forme matricielle suivante

(2.2.7) { Mm%(t) + ApCin(t) = Fun(t), t € (0,T)

Cm(O) = Cmo-
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Avec
(Cin(t)); = ¢;(t)

o)

(Am)ij = b(ws, ;) = /(VV%-V% + V.Vpipj)de, 0<1i,j<m,

Q

(Fn(t); = L(t, ;) = [ fojde+ [ ge;dl, 0<j<m,
Q T

(Cmo)j = Q,j, 0<73<m.

La matrice M,, est symétrique définie positive, en effet soit 2 € R™*! on a

My z.z2 = Z /cpicpjdx
1=0 ]

z@z) ( ngpj) dx
7=0

> 0, si z # 0.
L*(Q)

3

O

Q

Z <iPi
i=0

Donc, M, est inversible et on a

(2.2.8) dt

dCln =M 1'F, — M 1A,.C,,
Cm(O) = Cmo-

2.2.8) admet une solution unique donnée par :
(
t
Cp(t) = exp(—tM 1 A,,)Crno + / exp(—(t — 8)M P A )M E,(s)ds
0

et donc C,,(t) € (HY(0,T))™ c (C([0,T]))™", par suite en posant v,,(z,t) =

doa(t)pi(x), vin, € C([0,T]; Vi), ;;n € L*(0,T;V,,) et v, est solution de (2.2.6). O
i=0

Lemme 2.3 Soit v, solution du (2.2.6), alors il existe deux constantes Co et Cy indé-
pendantes de m telles que

2 2
(2.2.9) nax ||Vm||L2 <Gy <||U0||L2(Q) + 1€l 20,7220 + ||g||L2(o,T;L2(r))) ,

et

2 2 2
(2.2.10) Vil z2 .18 ) < Cs <||Uo||L2(Q) 1l 220, 0200) + ||g||L2(0,T;L2(F))> ‘
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Preuve On multiplie (2.2.6) par ¢;(t) et 'on somme de 0 & m, on trouve

dv,,
[ S 00 + alvin(2),vn6)) = L v (0)

Q
d’ou
1d
(2211) 5 V)22 0 + a(¥m(t), vin(8)) = L(t, V()

en utilisant 'inégalité (2.1.11), on obtient :

1d
2dt
de plus, la continuité de L donne :

Vi (Ol 22y + @ Vi (Ol 1) < BI1Vin (Ol 72y + Lt vin(2)),

2 2
527 IV Olzz0) + @ VOl ) < BV 720y + IOl 20y [V ()l 1110
+C gl 20y [V Ol 1110

En utilisant I'inégalité de Young on obtient :

2 (0% 2 C 2
571 IV Olz20) + 5 [V 1) < B IV () 7200) + — Hf( Mrz + — 8@l

Par suite
1d =28 [y, ()| L& - NI T 2 2t
m\)llL2(q) € [[Vin( )HHl(Q) = £t )HL?(Q) + ||g( )”L?(F) e
2.dt 2 Q
Donc
1 d _ 2 (07 2 1 2 C2 2
S (P V) + S V) < — IEO 20 + — g2y
En intégrant par rapport au temps entre 0 et ¢ on obtient :

t

1 _ 2 o —28s 2 1 2 1 2
3¢ O+ 5 [ en i ds < 5 ol + 5 [ 160y

0
Cc? [
2
s [l
(0%
0

On utilise 2.2.2, on obtient :

t

1 9 o _93s 9 Ch 2 1 2
3¢ Zﬁtva(t)HLQ(Q)Jr§/e S Vi () ds < 7|’U0HL2(9)+5 [z dt

0
C? r
+ [ e e
0
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D’ou

=

T T
C 1 C?
2 1 2 2
Vol < V2 | Sty + 5 [ WOyt + - [ IOl |
0 0

et

T T T
s 2 Cl 2 1 ) 02 2
[ @ ey ds < 2 | Gl + 5 [ 1O de+ - [ IOl at
0 0 0

d’autre part
T

2 - 2
||Vm||L2(0,T;H1(Q)) < ezﬂT/e 200 HVm(S)HHl(Q) ds
0
d’ou

T T
ooy <\ 2o [ Ll = [0+ S [ el
0 0

et le résultat s’en suit. O

D=

Lemme 2.4 On peut extraire une sous suite (Vi Jken de (Vi) men possédant les propriétés
sutvantes :

(2.2.12) Vi, — V faiblex dans L=(0.T; L*(Q)) quand k — +o0,
et
(2.2.13) Vi, — V faible dans L*(0,T; H'(Q)) quand k — +o00

ot v € L0, T; H'(Q)) N L=(0.T; L*(5)).

Preuve De l'estimation (2.2.9) on déduit qu’on peut extraire une sous suite (Vi,, )ken
de (Vin)men convergeant vers v € L>®(0.7; L*(2)) ce qui veut dire que pour tout w €
LY(0.T;L*(2)) on a

T

T
Jim [ w0 = [ vl w)ar
ici (v, )72 désigne le produit scalaire dans L?*(Q2) d’autre part Iestimation (2.2.10)
montre que la suite (v, Jken est bornée dans L2(0, T; H'(€)) ce qui nous permet d’en ex-
triare une sous suite qu’on notera (v,,, Jken qui converge faiblement vers v* € L*(0,T; H'(Q))
ce qui veut dire que pour tout G € L*(0,T; (H'(Q))')

T

T
lim <G(t),mG(t))(Hl(Q)),’Hl(Q) :/o <G(t)vV*(t)>(H1(Q))’,H1(Q)’

Mk—co 0
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En particulier siw € L?(0.7; L*(Q2)) C L'(0.T; L*(2)) Papplication S défine sur L*(0.T; L*(92))
par

(5.} = / (wt), ) oo dt

est une forme linéaire sur continue L*(0,T; H'(Q)) par suite on déduit que
T T
i [ v O wO) ey = [ O W)
pour tout w € L*(0.7; L*(©)). I'unicité de la limite implique
v =v*€ L*0,T; H' () N L>(0.T; L*(2)).
U

Lemme 2.5 La limite v est la solution faible de (2.1.1) et on av € W(0,T; H'(Q), (H'(Q))
N C(0,T; L3(2)) de plus il existe une constante C(T) > 0 telle que
(2.2.14)

2 2 2 2 2
||VHL2(0,T;H1(Q)) + ||V||c(o,T;L2(Q)) <C(T) <||U0||L2(Q) + ||f||L2(0,T;L2(Q)) + ||g||L2(o,T;L2(F))>

Preuve Soient i € N et ¢ € C'([0,T]) vérifiant (T) = 0. Pour m > 4, on multiplie
(2.2.6) par ¥(t) et on intégre par partie en ¢, on obtient

[~ nl01 0Oy e+ [ om0 0000 = [ Lt 0O+ 60) [ wompds

Q

En passant a la limite quand m = mj — 00, on obtient en utilisant le lemme 2.4 et
en utilisant le fait que uo,, converge formtement dans L*(§2) vers g, on obtient

T T T
/ ), i) g2 9)1/1 dt—l—/a /L (t)dt 4 (0 )/uogoida:,
0 0 0

Q

Comme les combinaisons linéaires finies des ¢; sont, denses dans H'(Q), on a
(2.2.15)
T

/T L2oy ¥ (B)dt+ / a(v(t), w /T L(t, w)i(t)dt+1(0) / upwdz, Yw € H'(Q)

0

Maitenant soit ¢ € D(]0,T7), alors I'égalite (2.2.15) devient
(2.2.16)
T

/ — (V(t),w) gy ¥ (D)t + / a(v(t), w)p(t)dt = / L{t, wyp(t)dt, Yw € HY(Q)

0
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Pour presque tout ¢t € (0,7"), on note S(t) la distribution vectorielle & valeurs dans
(H'(Q))" definie par

(S(t), w)(Hl(Q))’,Hl(Q) = L(t,w) —a(v(t),w), Ywe H'(Q)
La continuité de a et L entrainent pour presque tout ¢t € (0,7)
1Sy < (v + 1VIzm) VOl + 1O 20y + 18D, . )

Par suite S € L*(0,T; ( ( ))) et (2 2. 16) devient, Vw € H'(Q),

T T T
of_ (V(t), w) o) ¥ bf W) (a1 yy,m ) V(D) dE = of (S(), w) gr(yy.m ) Y ()L,
Vi € D(]0, T[)etdochw € H'(Q),
(2.2.17)

_ </v(t)w’(t)dt,w> </s t)dt w> Vi € D(]0,T])

0 (HY(Q) H (O (H1(), H'(Q)
d’ott pour tout ¢ € D(]0,T7)

T

/ V() () = — / S(E)w(t)dt dans (H'(Q)), Yo € D(0, T)).
Finalement

dv / 1 '
i = S dans D'(]0, T[; (H*(£2))")

d
dot d—z e L2(0,T; (H'(Q))) et de (2.2.16) et (2.2.17) on obtient

d
<d—v,w> +a(v(t),w) = L(t,w), Yw € H(Q), p.pt € (0,T).
) oy o)

Maintenant, montrons que
V(O) = Up

La relation (2.2.15) devient pour ¥ € C'([0,T]) vérifiant ¥(0) = 1, ¥(T) = 0 et Yw €
H(Q),

/— (v(t), w) 20 w'(t)dt—l—/a(v(t),w)w(t)dt = /L(t,w)w(t)dt+/ upwdz, Yw € H'(Q)

En utilisant la formule d’intégration par partie donnée dans le théoréme 1.4 et la relation
2.2.15 on déduit

/V(O)wdx = /uowdx,‘v’w‘v’w c H'(Q)
Q Q
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Par passage a la limite dans , on obtient
OJ

Remarque 2.4 Grdce a l'unicité de la solution faible de (2.1.1), la suite (vy,)men vérifie

Uy — v faible* dans L*(0.T; L*(Q)) quand m — -+o0,
Uy — 0 faible dans L*(0,T; H'(Q)) quand m — +oco.

Lemme 2.6 La suite (v, )men converge vers v dans L*(0,T; H()) fortement.

Preuve On pose

XolT) = 3¢ o) = %Dy + [ € alwin(t) = V(D) v (6) = V(D)

T
48 [ v t) = V(0
0

d’aprés (2.2.9) , v, (T) reste bornée dans L?(Q), donc on peut extraire une sous suite
de (Vin)men notée (Vi )men tel que

Vu(T) — x faible dans L*(€2).

Soit ¢ € C1([0,T]) telle que 1(0) = 0 et ¢)(T) = 1, par raisonement analogue a celui fait
pour montrer v(0) = ug, on obtient

/ v(T)wdz — / W(Twde, Yw e HI(Q),

d’ou
v(T) = x(T)

compte tenu de la remarque (2.4), il en résulte
(2.2.18) Vi (T) — x(T) faible dans L*().

On a

T T
1 _ _ -
XolT) = 56 T VD)ot [ € awm(®) )45 [ 2 v O de4YoT),
0

0
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ou
1 T
V(D) = 5 (D) oy — > / vm(T)v(T)dz + / “Halv() vit)de
0
T T n
B / oy, (1) / “2Bta(v(t), v (1)) dt + 3 / e v ()12 dt
0 0 0

—28 / / v(t)dzdt,

en utilisant la remarque (2.4) et (2.2.18), on obtient

(2.2.19)
1 T T
Jim Y (7) = e (D) a0 [ € alvn®) w5 [ Iv(0) e
0 0

De la relation (2.2.11) on déduit

(2.2.20)

1d s _ _ _ _
5 (2 Vi) 2@y ) + €2 v (8), vin(8)) + B [v8) T2y = € Lt V(D).

en intégrant 2.2.20 entre 0 et 7', on trouve

T

1 _ _
2221) 3¢ (D + [ € a0t + 5 [ € (O]
0

T
1 -
= gl + [ L va)ar

0

d’ou

m—-+o0

T T
lim <%e25T ||Um(T)||22(Q) + L()[efzﬁta(vm(t),vm(t))dt +50fe*2ﬁt ||vm(t)||irz(m dt) (2.2.22)
1 T
— 5wl + [ L v

0
Comme Vv est solution faible de (2.1.1), on a alors

1d s _ _ _ _
52 (P IV g + e alv(t) v(0) + Be " V(1) gy = ¢ 1L V1),
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en intégrant cette relation entre 0 et 7', on trouve

T

T
1 _ _
(2223) e V(D)o + / e M a(v(t),v(t))dt + / e v (1)]|72 q it
0 0
T

1 _
— 5 ol + [ e Lt viear

0

de (2.2.19), (2.2.22) et (2.2.23), on déduit

(2.2.24) lim X (T) = 0.

m——+00

La relation (2.2.11) donne

T

0 < a [ vnlt) — olt)ln o di <
0

e Pla(v(t) — v(t), vin(t) — v(2))dt +

Ot — 5

T
H/é%WwAﬂ—WM@thS Xou(T),
0

D’autre part,

T T

26T
2 — — 2 (&
J 1 =¥l < € [ on®) = Oy e < - Xn(T),
0 0

et grace & (2.2.24) on obtient
vy, — v quand m — +oo dans L*(0,T; H'(Q))

O

2.3 Existence et unicité de la solution du probléme semi
linéaire

Dans cette section, on s’intéresse a l’existence et 1'unicité de la solution du probléme
semi linéaire. Pour faciliter la démarche de notre étude on va supposer que si les données
du probléme linéaire ug € C(Q), V € C(Q)%, g€ C(Q x [0,T)) et f € C(2 x [0,77]) alors
la solution faible de 2.1.1 est dans C(Q x [0,7T]). Sous ces conditions des résultats de
régularit plus fort sont démontrés dans par exemple [8|.
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On considére le probléme de convection diffusion semi-linéaire suivant :

ou vAu+ V.Vu = f(u) dans Qr,

ot
(2.3.1) u(-,0) = uo dans €,
O _ S
Vo= sur 2.

On suppose que 1y € C(Q), V € C(Q)?, g € C(T x [0,7]) et f est définie sur R a valeur
dans R et localement lipchitzienne. On transforme ce probléme en un probléme équivalent
de la maniére suivante : Soit w la solution du probléme linéaire suivant :

)
a_‘; —vAw+V.Vw =0 dans Qr,
(2.3.2) w(-,0) = up (") dans 2,
dw _ 5
Van =g sur T-

Remarque 2.5 D’aprés le théoréme 2.1, la solution faible w de (2.3.2) existe et est
UNLQUE.
On pose
vV=u-—w.

alors Uétude du probleme (2.3.1) revient o étudier le probléme suivant :

0
6_: —vAv +V.Vv = F(z,t,v) dans Qr,
(2.3.3) v(-,0) =0 sur €2,
ov
V% =0 sur Y.

F(z,t,v) = f(w(x,t) + v),

Donc montrer que le probléme (2.3.1) admet une solution faible u unique, revient &
montrer que (2.3.3) admet une solution faible u unique. L’approche qu’on va utiliser ici
est trés naive et s’inspire de la démonstration du théoréme de Cauchy Lipchitz pour les
équations différentielles, elle consiste & montrer I'existence d’'une solution bornée dans un
intervalle trés petit, cette solution pourra étre prolongée jusqu’a un intervalle maximal.

On a le résultat d’existence et d’unicité locale de la solution faible v du probléme

(2.3.3).

Théoréme 2.2 Siuy € C(Q), Ve C(Q)?, ge C(T x [0,T)) et f est localement lipchit-
zienne, alors il existe 0 <y < T tel que le probléme (2.3.3) admet une solution faible u
unique telle que v € C(2 x [0,T1]).
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Preuve Soit R > 0 fixé, et 0 < T} < T que 'on choisira ci dessous, Soit R > 0 fixé et
0<T1 <T que l'on choisira ci dessous. o
On note B(0, R) la boule fermée de C'(2) et

Brr, ={uc C(Qx[0,T1]) tel que u(.,t) € B(0, R),¥t € [0,T1]}

est fermé dans C'((Q2) x [0, T7]).

L’application ¢ définie de Brp, dans ER’Tl par :
o(v) =y

ou y est la solution du probléme :

0 ~
a—gz —vAy+V.Vy = F(x,t,v) dans Qr,

(2.3.4) y(-,0) =0 sur €2,
0
ya—TyL =0 sur 2.
telle que

~ [ F(x,t,v) siv € Bpnp
Fla,tv) = { F(z,t, R) sinon.

On choisira R et T} de telle facon que ER,T1 soit stable par ¢ et que ¢ soit contractante.

1) Stabilité de Brr, : On choisira T tel que ¢ (BR,T1) C Bpry,. En effet, soit v €
Bprr, donc F(x,t,v) € C(Q x [0,T]) et donc uniformément bornée et par le principe du
maximum on montre que

(2.3.5) 1y, D)oo gtHﬁH , pour t < T}

OO’QT

En effet, on pose z =y — ¢ Hﬁ” 0 et y est solution de 2.3.4, alors z est solution du
o0, T

probléme
0z ~ ~
a—qu—l—V.Vz:F—HFH o dans Qr,
oo,
(2.3.6) 2(-,0) =0 sur €2,
0
1/£ =0 sur 7.

On multiplie la premiére équation de (2.3.6) par z* et on intégre formelement par
partie, on obtient :

Ld [ 4y / +|I?
th/(z)da:Jrl/ V2" dz < 0.
Q Q

D’ou
2T =0
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Ce qui donne (2.3.5).

Donc, on pourra prendre pour le moment 7} < ‘ pour que ¢(v) € Brr

g
OO7QT

2) Contraction : B

On montre que ¢ est contractante, en effet soient vy, v € Brp et y1 = ¢(v1),
y2 = ¢(v9). Comme f est localement lipchitzienne, alors il existe une constante K > 0
qui dépend de R et T telle que

F(z,t,01) — F(z,t,0)| = | f(w(z,t) +v1) — f(w(z,t) +v9)| < K ||vg — v

00,Q1; *

D’autre part en posant z = y; — y2 = ¢(v1) — ¢(v2), en obtenant z solution du probléme :

% —vAz+VVz= f(x,t, V1) — ﬁ(:v,t,’vz) dans Qr

z(-,0) =0 dans 2
0
y% =0 sur X

et par le principe du maximum 4.3.4, on obtient

ly1(z,t) — ya(x, t)| < Ty || F(x,t,v1) — F(z,t,v9) < TV K ||vg — vy

oo
00,Qr, 7QT1

Donc
[o(v1) = d(v2)llor, < T U1 = v2ll o g, -

11 suffit de prendre T} < % pour assurer la contractante de ¢.
Donc, on choisit T telle que

R 1

7.,
OO7QT1

(2.3.7) Ty = AT < min

D’aprés le théoréme du point fixe de Banach (1.7), ¢ admet un unique point fixe v,
v € Bpyr C C(0,Ty; L*(9)). Ce point fixe est donc une solution faible du probléme

(2.3.3). 0

Remarque 2.6 Dans le raisonnement ci dessus on doit s’assurer que AT = min ( ﬁ
oo, i

,% ) # 0 sinon la formule (4.3.9) n’aura aucun sens. AT dépend fortement du type de
1

croissance de f; par exemple si g = 0 et f(u) = u, AT =1, si f(u) = u?, AT = Y7
et donc plus que R est grand plus AT est petit. Le meilleur choix de R repose sur une

estimation apriori du point fixe i.e. de la solution du probléeme de départ.

Remarque 2.7 Le théoréme 2.2 est un résultat d’existence et d’unicité locale sur [0, AT

avec AT = min (ﬁ, %) Cette solution peut étre prologée en construisant de la
o, s
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méme fagon une solution du probléme (2.3.1) avec comme donnée initiale u(T},-) avec
Ty € [0, A], cette solution sera défénie sur l'intervalle [Ty, Ty +AT'[ telle que AT" vérifiant
une relation de type (4.3.9). Ce processus peut étre répété jusqu’a obtention d’une solution
mazximale sur un intervalle maximale [0, Tha| avee Thae = 00 ou bien Trae < 00 et dans
ce cas limy,,, ||u(-,t)|| o = +oo. Lunicité de la solution mazimale s’obtient grace a
linégalité de Growall et de la condition Lipchitz locale imposée a f.



Chapitre 3

Etude de la stabilité du probléme de
convection diffusion semi linéaire

Dans ce chapitre on étudie la stabilité du point d’équilibre trivial du probléme convec-
tion diffusion semi linéaire ci dessus, puis on linéarise ce probléme, enfin on étudie la
stabilité du probléme linéarisé.

3.1 Position du probléme

On considére le probléme convection diffusion semi linéaire

% — vAu+ V.Vu = Xexp(u) — ¢, dans Qr,

(3.1.1) u(.,0) = uo, dans Q,
ou
Vo= 0, sur .

D’apres le théoreme 2.2 le probléme (3.1.1) admet une solution u unique locale telle que
u € C(Q X0, Thax]|) avec Tiax = +00 ou Tiax fini et dans ce cas . liTm ||u(t)||L2(Q) = +00.

3.2 Etude de la stabilité du probléme de convection
diffusion semi linéaire

On écrit le probléme (3.1.1) formelement sous forme d’une équation différentielle abs-
raite :

du
(3.2.1) i fu)
avec

fu) = vAu—V.Vu+ dexp(u) — c.
Dy = { u € C([0,T]; L*(Q) nW(0,T; H'(Q), (H(Q))) et — = 0}
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Définition 3.1 Une solution u de (3.2.1) si elle vérifie

est dite point d’équilibre.

On pose
—1o (E)
U g(y)

alors u. est un point d’équilibre trivial de (3.2.1). On remarque aussi que u,. est solution
de (3.2.1) avec
Uy = Ue

Définition 3.2 Le point d’équilibre u. est dit asymptotiquement stable si et seulement si,
il existe 6 > 0 tel que si || u(0) — ue [|r2(0)< 9, alors lim oo || u(t) — te ||L2()=0
ot u est une perturbtion de u,

Théoréme 3.1 Le point d’équilibre u. n’est pas asymptotiquement stable.
Preuve Soit du,. une petite perturbation de u., on pose
U= U + OU,
soit u la solution de (3.2.1) avec comme donnée initiale ug ci dessus. On pose
oU = U — U,
et donc u vérifie I’équation
telle que du, une petite perturbation de u. qui est constante par rapport a z, a alors

la solution u de (3.2.1) correspondant & cette donnée intiale est constante par rapport a
x et est solution de I’équation différentielle ordinaire suivante

(3.2.2) { % = Aexp(u) — ¢
u(0) = ue + Ou,
La solution de I’équation différentielle homogeéne est donnée par
u(t) = —log(—At — A),
la variation de la constante donne
(3.2.3) A'(t) = eXt + cA(t),

la solution de (3.2.3) est donnée par

At) = =)\t — A + yexp(ct), v € R,
c
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donc,
A
u(t) = —log(~ — yexp(ct)),

et \

7= 5 — exp(-uo),
d’on

A A

ult) = —log(* = (5 — exp(—up)) exp(ct))

A A
= —ct —log (— exp(—ct) + exp(—up) — —) .
c c

D’autre part, on a

i exp(—u,),

d’ou

u(t) = —ct — log (exp(—u. — ct) + exp(—up) — exp(—u.))

ou plus simplement

u(t) = ue — ct — log (exp(—ct) + exp(u, — ug) — 1).

On distinct deux cas pour que w soit bien définie :

1. Si ue < uyg, alors u est définie sur [0, ¢.[, avec

t ! 1 !
* — — O .
¢ 8\1C exp(ue — Up)

lim [|u(t)]| 2(q) = +00,

t—

et

*

et on a un phénomeéne d’explosion & temps fini et donc, on a une instabilité en temps
fini.

2. Si ue > ug, alors u est définie sur [0, +oo[. Dans ce cas, on a

lm [Ju(t) — uel| 20y = —o0,

t—o0

d’oti, on a une instabilité au temps infini.
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3.3 Linéarisation du probléme de convection diffusion
semi linéaire autour de u,

Dans cette section, on linéarise le probléme (3.1.1)autour de .

Proposition 3.1 Le probléeme linéarisé de (3.1.1) est donné par

% —vAu+V.NVu—cu=0, dans Qr,

(3.3.1) u(.,0) = up, dans 2,
0
Va—z =0, sur 2.

Preuve oJu, une petite perturbation de u,., on pose
U = Ue + OU,
soit u la solution de (3.1.1) avec comme donnée initiale ugy ci dessus. On pose

oU = U — U,

et donc u vérifie I’équation

du
dt

Le développement de Taylor a l'ordre 1 de f, est donné par
F (e + 6u) = F(ue) + Df (ue).0u + o | 6u ),
telle que D f(u.) est la différentielle du f en u.. On a
Df(u.).0u = vAdu — V.Vu + cou,

(3.3.2) = f(ue + du)

d’ou
f(ue + 6u) = vAdu — V.Vu + cou + o(|| ou ||),

on remplace f(u. + ou) par vA(du) — V.V (du) + cou (ceci est vrai lorsque du est trés

petite), on trouve

%(M) = vA(du) — V.V (du) + cdu,
et

du(0) = 0u,

donc, le probléme convection diffusion linéairisé est donné par

at(éu) — vA(0u) + V.V (0u) — cdu = 0, dans Qr

du(.,0) = due, dans Q
0

I/%(éu) =0, sur X
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3.4 Etude de la stabilité du probléme de convection
diffusion linéarisé

On montre dans cette section que le probléme (3.3.1) admet un point d’équilibre
instable. On écrit (3.3.1) sous forme le systéme dynamique suivant :

du

(3.4.1) i h(u)
hu) = vAu-—V.Vu+ cu.
Dy = { u € C([0,T); L*()) NW(0,T; H'(Q), (H'())') et % = 0}
On pose
ue = 0,

alors u, est un point d’équilibre de (3.4.1) avec uy = 0.
Théoréme 3.2 Le point d’équilibre u. n’est pas asymptotiquement stable.

Preuve Soit du. une petite perturbation de u. qui est constante par rapport a x, on
pose
U = Ue + OU,

en concluant que u solution de ’équation différentielle ordinaire
du

(3.4.2) a -
u(0) = ug = ue + Ou,

la solution de (3.4.2) est donnée par

u(t) = (ue + due)e”,

on a
lim (u(t) — u.) = 400
t—o0

donc, on a une instabilité au temps infini. 0

On peut se poser la question suivante : Peut on controler la solution du probléme
linéarisé (3.3.1) pour la raméner a I’état d’équilibre 0 en temps fini en agissant sur une
partie du bord de 2. Cette question sera abordée dans le chapitre suivant.

Cas ou la perturbation n’est pas constante

L’étude de la stabilité des points d’équilibres de (3.4.1) se fait par I'intermédiaire des
valeurs propres de 'opérateur —A, dans ce qui suit nous tenterons de donner les grandes
lignes de cette technique dans le cas ou V' = 0. Soit du. une petite perturbation du point
d’équilibre trivial v, = 0 qui n’est pas nécessairement constante par rapport a x, on pose

Uy = Ue + U,
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alors pour tout du. € L*(Q), la solution de (3.1.1) peut étre donnée par la série de
Fourier

u(t) =) yu(t)on,-

n>0

Avec A\, et ¢, sont respectivement les valeurs propres et les fonctions propres associées

a l'opérateur —A avec la condition de Neumann homogéne, rappelons que dans ce cas
)\0 == 0
Alors les harmoniques y, (t) vérifient

Ay
(3.4.3) { d_yt = (¢ = )y
Yn(0) = (ue)n

(0ue)y, étant la coordonnées de du, suivant la direction ¢,,. La solution de (3.4.3) est

donnée par
Yn(t) = (0ue)n exp((c — An)t)
Par suite on a si (due)o # 0
tlim yo(t) = o0.
Ce mode est donc instable. Les autres modes sont tous stables sauf ceux qui vérifient

(¢ — A\y) > 0 qui sont en nombre fini puisque la suite des valeurs propres est strictement
croissante et de limite infini.



Chapitre 4

Controlabilité du probléme de
convection diffusion linéarisé

Dans ce chapitre on étudie la controlabilité de I’équation de convection diffusion linéa-
risée, on s’intéresse a I'é¢tude de 'existence et I'unicité du controle optimal et on donne
ses caractérisations.

4.1 Formulation du probléme

On concidére le probléme convection diffusion linéarisé suivant

% —vAu+V.Vu—cu=0, dans Qr
u(0) = uo, dans Q
4.1.1 9
( ) Ly v, sur X
n
u
\ y% =0, sur Yo

M
Ou ¥y =vx]0,T[, v = |J vm (partie controlée). Les 7,,, m = 1,2, ..., M sont des parties

m=1
/dP > 0.

de la frontiére I' qui vérifient
TYm

¥y = X\ X (partie non controlée). v = (Up,)m=1,.. M-

Le probléme étudié est le suivant : Soit 7" > 0 donné, peut on pour tout uy donné
dans L?(Q) trouver un controle v qui raméne le probléme (4.1.1) a I’état d’équilibre 0,
si cela est possible on dit alors que le probléme est controlable a 'instant 7.De point de
vue numérique, I’état 0 n’est jamais exactement atteint a cause des erreurs d’arrondies
et d’approximations, pour cela la vraie question est de trouver un controle v tel que
u(T') soit aussi proche que possible de I'état d’équilibre 0. En réalité on ne s’intéresse qu’



4.1 Formulation du probléme

a la controlabilité approché de 1'état 0 qui peut étre donnée directement via la théorie
du contrdle optimal. La solution u est I’état du probléme (4.1.1) a controlé, dépend du
controle v, on la note par u(v).

Dans notre travail, on cherche un controle solution du probléme de minimisation sui-
vant

(4.1.2) inf J(v),

avec U = L?(0, T; RM) est 'espace des controles admissibles muni de la norme

2

T
ol = / o(t) P dt
0

J est la fonction de cott définie par :

T0) = ol + ) ey + (T, 0) ey
T
= %/ | u(t) | dt + % /u(v)Qd:cdt—i- %/(u(T,v)fda:.
0 Qr Q

avec k1 >0, ko > 0 et ki + ko > 0.

o = (0,0 = 3 vn(0)

m=1

Lemme 4.1 La fonction de coit J est strictement convexe, coercive et semi continue
inférieurement.

Preuve

1. J est strictement convexe :

Soient v, w € U tels que v # w, u(v) et u(w) les solutions de (4.1.1) correspondantes.
On a

JO0+ (1= 00w) = 00+ (1= Ol a0 + (1 0)0) Faoinzzon
2,00 4 (1~ 0)0) 0
D’autre part, on a
u(0v+(1—-0)w) = Qu(v)+(1—0)u(w) et u(T, v+ (1—0)w) = Ou(T,v)+(1-0)u(T, w).
D’ou
TO0+ (1= 0)w) = 1100+ (1= 00wl + L 6uo) + (1~ O)uw) o 11200

k
+§2||9U(T7 v) + (1= O)u(T, w720
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On utilise I'inégalité tiangulaire et I'inégalité de Young (1.4.3), on obtient

1 k k
T(O0+ (1= 0w) < SOlolly+ 2O u(o) B + 20N 0) [
1 k
5 (1= 02wl + (1 = 0 () Bagoirs200)
k
2 (1= 0P T, 0) 3y,

Comme 6 €]0, 1], alors
1 2 kl 2 k2 2
TO0+ (1= 0wy < SO0l L)ooy + 20T )

1 ky
+5 (L= Ollwlly + 5 (1 = O)lluw)lzzor,2)

k
+2(1 = O)JulT, ) a(a

Donc
J(Ov+ (1 —0)w) < 0J(v) + (1 —6)J(w).

2. Coercivité :
Soit v € U, on a

1
J(v) = S lvly

3. J est semi continue inférieurement :

D’aprés le théoréme 2.1 Papplication v — w est continue de U dans L?(0,T; H'(Q2)),
donc J est continue pour la topologie forte de . D’ou J est semi continue inférieu-
rement.

0

Définition 4.1 Un contréle v est solution de probléme de minimisation (4.1.2) s’appelle
contréle optimal.

4.2 Existence et unicité du contrdle optimal

Dans cette partie on montre I'existence et I’'unicité du controle optimal, on a le résultat
suivant

Théoréme 4.1 Le probléme (4.1.2) admet une solution unique.

Preuve
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Existence : Soit (v,)nen une suite de U telle que

J(vp) — igf J(v) quand n — +o0.

1
On a J est coercive, c’est a dire il existe C' = 5 telle que

(4.2.1) J(v) > C|lv|2, Yo eu

de (4.2.1), on déduit que la suite (v,) est bornée, d’ou on peut extraire une sous
suite (v, ) de (v,) telle que

Uy, — w faiblement dans U,

donc, on a
(4.2.2) J(w) > igf J(v).
D’aprés le lemme 4.1 et le corollaire 1.1, on déduit

(4.2.3) liminf J(v,, ) > J(w),

k—+o00

de (4.2.2) et (4.2.3) on obtient

irz}f J(v) = J(w).

Unicité : On suppose que ilz/llf J(v) est atteint en wy et en wy tels que wy # wy. On a

(4.2.4) J (wl ‘g “’2) > inf J(v).

D’autre part, d’aprés le lemme (4.1) J est strictement convexe, donc

wy + Wo .
(4.2.5) J( 5 > < 13f J(v),

de (4.2.4) et (4.2.5), on déduit que

4.3 Caractérisation du contréle optimal

Dans cette section, on donne quelques caractérisations du controle optimal.



4.3 Caractérisation du contréle optimal 43

4.3.1 Conditions d’optimalités

Dans cette partie on montre que la fonctionnelle J est différentiable sur U et on calcule
J' et on donne les conditions d’optimalités.

Proposition 4.1 J est différentiable sur U et on a

T
(J/(v),w)u/yu = /(v(t),w(t))dt—{— ky /u(v)z(w)dmdt+ kg/u(T, 0)2(T,w)dx, Yw, YvelU
0 Qr
ot z(w) est I’état du probléme convection diffusion linéarisé associe a le controle w
( 0z
5% vAz+V.Nz—cz=0, dans Qr
2(.,0) =0, dans €
4.3.1
( ) V% = w, sur dq
o
\ l/% =0, SUT Yy

Preuve Soient v, v € U, u(v) la solution de probléme (4.1.1) et y(v + dv) la solution
du probléme

( ay
5 vAy +V.Vy —cy =0, dans Qr
y(.,0) = uy, dans 2
0
) V—y:U+5U sur X,
n
\ l/a—z =0, sur 2o

on a

(4.3.2)J(v + ov) — J(v) = /o (v, 0v)pmdt + % g (y +u)(y — u)dxdt
ka

4.3.3
(433) 5

(W(T) — w(T)) (y(T) + u(T))da + % / 5uf? dt

On pose
ou =1y —u,

donc, du est la solution du probléme

(
%(5U) —vA(du) + V.V (éu) — cou = 0, dans Qr
du(0) = 0, dans 2
4.3.4
(43.4) Vaﬁ(éu) = dv, sur X
J
\ V%(éu) =0, sur X
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On remplace (y — u) par ou et y par (du + u) dans (4.3.2), on obtient

T
J(v+ ov) / v, 60)_,, dt + ki /u(v)(Su((Sv)d:Edt + ko /u(T, v)ou(T, dv)dx
0

Qr Q

—/ (0u(ov)) dazdt—l—%/ (6u(T, 60))* dx + = /|<5v| dt

Qr Q

d’aprés le théoréme (2.1), Papplication

ov — /(v,év)ﬂwdt%— ky /u(v)&u(év)dxdt+ kg/u(T, v)ou(T, du)dx
0
Qr

est linéaire continue de U dans R.
On pose

A(ov) = l;l/(éu)ddt+—/6u T))dx + = /|5v|2dt

Qr

De la dépendance continue par rapport aux données, il existe une constante B > 0
tella que

k k 1
A0l < (5 + 5245 ) ool

Donc
|A(60)]

m ——= =0
6]l =0 [[0v]],,

d’otu, J est différentiable en v pour tout v € U et on a

(J (), W)y oy = /(v(t), w(t)),,dt + ki /u(v)z(w)dxdt + kg/u(T, v)z(T,w)dx, Yw el

Qr Q

ou z(w) est la solution de (4.3.4). O

Théoréme 4.2 Soit v le contrdle optimal, alors on a

(4.3.5) Um = — /pdf SVm=1,.. M

TYm
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ou p est ’état du probléme

0
—a—It) —vAp — V.Vp — cp = kju(v), dans Qr
(4.3.6) p(.,T) = kop(.,T), dans Q
0
V—p =0, sur X
on

et u(v) l'état de probléme (4.1.1)
Preuve Soient v et v deux controles, u(v) est I’état de probléme (4.1.1) associe a v et
z(v) est I’état de probléme (4.3.1).

Donc p vérifie pour p.p. t € (0,7)

T dp T T ~ ) 1
dt+ | as(p,w)dt = k; u(v)wdxdt,Vw € L(0,T; H (),
o \ A /@y Jo 0o )

avec

(4.3.7) as(p,w) = /(pr.VW + V.Vwp — cpw)dz,Yw,p € L*(0,T; H'(Q)),
o)

en particulier pour w = z(v).
D’autre part on a :

T g T4
/< P > dit = / <—Z,p> dt — kou(T)z(T)
o \ 4t/ ey o \dt "/ iy

dz T TM
/ <E>P> dt = —/ a(z,p)dt+/ Z /de Updt,
0 (H(),H(Q) 0 0 m=1 -

a(z,p) = /(I/VZ.Vp + V.Vzp — czp)dz,Vz,p € LQ(O, T: Hl(Q))
Q

ou

Donc, on obtient

T T M T T
—/ a(z,p)dt—i—/ Z /de vde—/ as(p, z)dt—kou(T)z(T)ky :/ /u(?)zdwdt,
0 (i — 0 0
- Q

Donc

(4.3.8) ks / w(T)z(T)dx + ky / v)dadt = f i / pdl' | vndt,

Qr m=1

d’apres la proposition (4.1), J est différentiable en v et on a
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=
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L
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=
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:\
N

Il

o\ﬂ
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=

S
=
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~

+
=
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D

uzdxdt + kg/u(T)z(T)dx
Q

Donc

Ym m=1
La condition nécessaire pour que v soit le controle optimal est

’

J (0) =0,

Em:—/pdf om=1 ..M
TYm

ou p est la solution de (4.3.6) et u(v) est 'état du probléme (4.1.1). O

Définition 4.2 La solution p du probléme (4.3.6) est dite état adjoint de l’état u(v) du
probléme (4.1.1) associe au contrdle optimal T.

4.3.2 Etude du probléme adjoint

Dans cette partie, on étudie I’existence, 'unicité, dépendance par rapport aux données,
et la régularité de la solution de probléme (4.3.6). La formulation faible du probléme (4.3.6)
est donnée par

(4.3.10)

d
< _d_zt)yw > @)y, m(e) taz(p,w) = ki /uwdx Vw € HY(Q), p.pt € (0,T)

p(T) = kau(T)

Q

avec ap est définie par (4.3.7) est bilinéaire, continue sur H'(Q) x H'(Q) et vérifie la
condition de coercivité suivante :

il existe Ay € R, ag > 0 tel que
az(w, w) + Az || w ”%2(9)2 ay || w Hip(m,Vw € H'(Q)

L’application w — ky / uwdz est linéaire, continue sur H'().
Q
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Remarque 4.1 D’aprés la remarque (2.1) du chapitre 2, on déduit
p € C(0,T; L*()),

done, p(T) a un sens.

4.3.2.1 Existence et unicité de solution faible

Théoréme 4.3 Le probléme (4.3.6) admet une solution faible unique p € W (0, T; H'(Q), (H*(£2))")N
C(0,T; L*(Q)) de plus on a

max | p() I3 < CCT) [13 1 0(T) 12y 43 1 0 o rancon|

et
| p “%Q(O,T;Hl(ﬂ))g c(T) [k‘g | u(T) ”%Q(Q) "‘k% | u ||%2(0,T;H1(Q))]
Preuve On pose
alt) = p(T — 1), Vit € [0,T]

donc ¢ est solution du probléme suivant
(44

dt’
q(0) = kau(T)

w>(H1(Q)/7H1(Q) + CLQ(q, w) = k?l / U(T — t)’LUdZL', Yw € Hl(Q)

(4.3.11) o

d’aprés le théoréme (2.1), le probléme (4.3.11) admet une solution faible unique ¢ vérifie

SIS

0<t<T

T
max || g ||ra@< C(T) |k | w(T) [I72() +/€f/ (T = 1) gy dt|
0

(NI

T
It ez zsmn < C(T) |k | w(T) [l +kf/ I (T = 1) [[F1qy dt
0

Par conséquent

max | P(0) I3 < CT) [18 1 0(T) ooy +43 1 0 o rncon)

et
| p ||%2(0,T;H1(Q))§ c(T) [kg | u(T) ”%Q(Q) +kf | u ||%2(O,T;H1(Q))]
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4.3.3 Equation fonctionnelle

Dans cette partie, on donne une autre caractérisation du controle optimal, on introduit
lopérateur A défini sur U dans U par

M
Av = {vm—f—/ de}
Ym

m=1
ou p est I'état adjoint de I’état z(v) solution de probléme (4.3.1).

Proposition 4.2 L’opérateur A est symétrique, fortement elliptique, de plus A est un
1somorphisme de U dans U

Preuve
i) A est symétrique :
Soient vy et vy deux controles, p; (i = 1,2) I'état adjoint de 1'état z;(v;) solution de

(4.3.1). On a
T
(AU1,U2)M = /(.Avl)vgdt
0
T T M
= /Ul.vgdt—f—/Z/pﬂjgmdth
0 0 "=y,
On a
T J T T
4312 /< Z27p1> dt+/a z2,p1)dt:/2/plvgmdf‘dt
0 HI(Q) 0 0 m:l,ym

D’autre part, on a
(4.3.13)

T T
dz d

/< 2,p1> dt = — / <%,Zz> dt + kozo(T)p1(T),

) (@), H1(©) ) (@), H1(©)

et

(4.3.14) -

St~

d
<%7 Z2> dt = _/GQ(ZQ, p1>dt -+ kl /Z1Z2dl’dt.
Ll un@y e / J

De (4.3.12), (4.3.13) et (4.3.14), on obtient

T

(4.3.15) (Avy,vg)y = /Ul.Ugdt+kl/ZIZQdI'dt+kg/Zl(T)ZQ(T)d[E.
0 Or Q

D’out A est symétrique.
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ii) A est fortement elliptique :

Soit v un contréle non nul, d’aprés (4.3.15) on a
(4.3.16) (Av, ) 2| v [l

donc, A est fortement elliptique.
iii) A est un isomorphisme

D’aprés le théoréme (2.1) et le théoréme (4.3) , on déduit que 'opérateur A est continu
sur 4. Comme A est fortement elliptique, alors il est injectif, en effet soit v € U tel
que Av = 0, on utilise (4.3.16), on obtient

v=20

donc
ker A = {0}.
On montre que A est surjectif.

D’abord, on montre que A est d’image fermé, en effet soit (w,) une suite de Im.A qui
converge vers w dans U, donc il existe une suite (v,,) de U, telle que

Av,, = w,,.

D’autre part

et d’aprés I'inégalité de Young (1.4.3), on trouve

€ 1
(W, el < Sl + o onl,
donc
1 1 €
(4.3.17) (5 = 5wl < Sllwnlly,

on choisit € = 2, on obtient
(4.3.18) lvally, < 4llwally,
de (4.3.18), on conclut
||UTL - UmHQ < 4||wn - meZ? vnv m €N

comme (w,) est une suite de Cauchy, alors (v,) est une suite de Cauchy, donc elle
converge vers une limite notée v dans U. De la continuité de A on déduit que

w= Av

d’ott w € Im A.
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Maintenant on montre que

ImA=U

cela découle de la relation
Im A = (ker A*)"

et du fait que A est symétrique donc auto adjoint, d’ou
ImA=U

et A est bijectif.
D’aprés le corolaire (1.2) du chapitre 1, A™! est continu.
[
On a le résultat suivant

Théoréme 4.4 Soit U le controle optimal, alors U est solution de [’équation fonctionnelle

(4.3.19) Av =0
avec M
B=- /%ﬂ
Tm m=1

et Py ’état adjoint de I’état Uy associe au controle nul solution de probléeme (4.1.1).

Preuve Soient v le controle optimal, Py I'état adjoint de I’état Ugy solution de probléme
(4.1.1) associe & v = 0. On pose

u=u- U,,
(4.3.20) {ﬁzp—Ps
alors 'état T(v) est solution de (4.3.1) et P son état adjoint. Par suite
M
Av = 7, + / pdl’ ,
Ym m=1
et de (4.3.5) et (4.3.20), on déduit que
M
At = — / Pydl’
Im m=1
On pose
M
f=— /PMF
Ym m=1

et on obtient le résultat. L]
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4.3.4 Formulation faible

On a montré dans le paragraphe précédent que le controle optimal U est solution de
I'équation fonctionnelle (4.3.19). La formulation faible de (4.3.19) est donnée par

(4.3.21) { Trouver v € U

d(v,v) = L(v),Yv e U
ou

dv,v) = (Av,v)y

T

- / Tudt + ky / 2(0)z(v)dzdt + ks / 2(, T)z(v, T)dx

0 Qr Q

d est evidement bilinéaire, continue sur U x U, symétrique et coercive.

L) = — /T f: / Pou,dldt

m=1
Ym

L est linéaire continue sur U.

Proposition 4.3 le probleme (4.3.21) admet une solution unique caractérisée par
A(0,7) ~ L) = inf { 2d(0,v) ~ L)
50,7 v) =1nf | 5d(v,v v

Preuve D’aprés le théoréme de Lax Milgram 1.9, le probléme (4.3.21) admet une solution
unique v, de plus comme d est symétrique, v est caractérisée par

Sd(v.7) — £(2) = inf {%d(v’ i ﬁ(v)}



Chapitre 5

Approximation numérique par éléments
finis et par le gradient conjugué

Dans ce chapitre, on utilise les éléments finis de Lagrange triangulaires de type 1 pour
résoudre le probléme convection diffusion linéarisé

% —vAu+V.Vu—cu=0, dans Qr
u(0) = o, dans 2
5.0.1 9
( ) L% v, sur X
n
U
| v, = 0, sur Yo,

et son probléme adjoint

—% —vAp — V.Np —cp = kyu(v), dans Qr
(5.0.2) p(T) = kou(T), dans €
0
V% =0, sur 2,

enfin on applique la méthode du gradient conjugué pour résoudre le probléme.
inf
in J(v)

ou J(v) a été définie dans le chapitre 4. Dans toute la suite nous supposerons que 2 est
un domaine de R2.

5.1 Approximation par éléments finis de la solution faible
du probléme convection diffusion linéarisé

Dans cette section, on donne une approximation par éléments finis de Lagrange trian-
gulaires de la solution de (5.0.1).
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5.1.1 Semi discrétisation

Soient 2 un domaine polygonal de R? (74) une famille réguliére du triangulation
de Q et (K, Xk, Px)kem, une famille d’éléments finis de Lagrange triangulaires de type
1<k <3,

On définit 'espace V}, de dimension finie I(h) par :

Vi, ={veCQ),VK € 7,vx € Pk}

On suppose qu’on connait une base (v;)1<i<r) de Vi, bien entendu les fonctions v,

1 < i < I(h) sont les fonctions de base d’un élément fini (K, Xk, Px). On note u,(t) la

solution approchée de (5.0.1), et on considére le probléme semi discrétisé suivant
Trouver u,(t) € W(0,T, Vi, Vi)

du
(5.1.1) /d—:(t)vhdx + a(un(t),vn) = L(t, vn), Von € Vi
Q
un(0) = uon,

ol a et L ont été définis dans le chapitre 2. On peut choisir ug, égale la projection de uy
sur V3, dans L?(2), c’est a dire

(5.1.2) /uohvhdx = /uovhdx, Vo, € Vi,
Q Q

Théoréme 5.1 Le probléme (5.1.1) admet une seule solution.

Preuve La preuve est en tout point analougue a celle du théoréme 2.1. On pose

>

1(h)
Up, (t) = Cj (t)wja

J=1

et
I(h)
Uon = Z Coj¥j,
j=1

avec cg; € R et sont choisis de fagon a ce que (5.1.2) soit vérifice. Donc, on obtient le
systéme différentielle d’ordre 1 dans R/(®

dt

{ M) + Ruclt) = ()
c(0) = ¢

ou Mj est la matrice de masse définie par

(Mp)s; = / ibsda, 1<, j < I(h),
Q
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Rj, est la matrice de rigidité définie par
Fiu(t) = (Fi(H) h<i<imy, F3(t) = L(t, ¢;),

Co = (CO,j)a 1 S] S I(h)a

la marrice M), est symétrique définie positive, en effet soit € R'™, on a

I(h) I(h)
Myx.x = ZZ /wzw]dx T
=1 j=1
I(R)
:/ Zxﬂ/}j Zml% dx
o \J/=1

2
= Dz > 0siz#0,
=1 £2(Q)

par conséquent M}, est inversible, donc on obtient le probléme de Cauchy

dc 3 B
(5.1.3) = (0) = MU (t) = My Ryc(t)
c(0) = ¢
la fonction z — M, 'F},(t) — M, 'Ry est lipchitzienne, donc (5.1.3) admet une unique

solution. Il s’agit de résoudre numériquement (5.1.3). O
L’estimation de ’erreur est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 5.2 On suppose que (15,) une famille réguliére de triangulation de Q et (K, Xk, Pr)keh
une famille d’éléments finis de Lagrange triangulaires de type k tel que 1 < k < 3.

Alors il existe une constante C indépendante du h telle que si la solution faible de
(5.0.1) appartient & H*(Q) on a

H U — Up ”Hl(Q)S Chk ‘ u ’H’HI(Q)

Preuve Voir par exemple Raviart Thomas [11]. O

5.1.2 Discrétisation totale

Pour résoudre (5.1.3), on utilise le schéma d’Euler semi implicite, et pour cela on

partage U'intervalle [0,7] en N intervalles de méme longueur At = —

On pose
t; = iAt, 0 <i< N,
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Le probléme convection diffusion linéarisé totalement discrétisé est de calculer des
approximations u™ du wup(t,) la solution du probléme semi discrétisé (5.1.1) au moyen le
schéma d’Euler semi implicite suivant

(5.1.4)
( u® — unfl
/thdx+V/Vu”Vvhdx = c/u”_lvhdx—/V.Vu"_lvhdx
0 Q 0 0 \V/Uh € Vh,
+v”/vhdF 1§n§N
r
[ u® = ugp

Théoréme 5.3 Le probléme convection diffusion linéarisé totalement discrétisé (5.1.4)
admet une et une solution unique (u°,u',...,u’¥) € VN1,

Preuve On peut se limiter aux fonctions de base 1, %s, ..., ¥rp) pour les éléments vy,.

On pose
I(h)

ut =)
j=1

avec ¢} est une approximation de c;(t,) pour 1 < j < I(h) et 0 <n < N. Donc, (5.1.4)
s’écrit sous forme matricielle

(5.1.5) { (My, + vALAL) " = (M), — ALE), + AteMy)c™ ' + AtF? . 1<n< N
o COZCO

ol M, et co sont définis dans la semi discrétisation et

(An)ij = V/V¢iv¢de, 1<i,5 <I(h)
)

(B — / VVeibdr, 1<, < I(h)

Q
(Fp); =" / 0y, 1< j<I(h)
\ T

Le second membre de (5.1.5) est connu car il s’exprime au moyen des données v" ( v™ est
une approximation de v(¢,)) et le vecteur ¢"~! calculé au pas précédent, de plus la matrice
My, + vAtA, est inversible, en effet M, + vAtA;, est symétrique et définie positive. En
effet, soit € R'™_ on a

2

I(h) I(h) I(h)
(M, + vVAtAy)z.x = Z 0 + Atu/ Z Z xjx; Vi, Vb, | do
=1

L2(Q) Q Jj=1 i=1

2 () 2

I(h)
= Dz + At || 2V :
j=1

12(9) = L2(9)
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d’ou
I(h)
(M, + vAtA ) z.2 > ¢ | ijwj 1%1()> 0, si x # 0,
j=1
donc (5.1.5) admet une unique solution ¢” a chaque itération n, 1 <n < N. O

Remarque 5.1 A chaque itération n, 1 < n < N il faut résoudre le systéme linéaire
(5.1.6) (My, + vAtAp) " =
ot

B = (M), — AtEy, + AteMy,)c" ™ + AtE}

donc, B est calculé a itération n—1. Comme My, +vAtAy, est symétrique définie positive,
alors on peut utiliser la factorisation de Cholesky pour résoudre le systéme (5.1.6), de
plus la matrice My, + vAtAy, ne dépend pas de n, donc il suffit d’effectuer la factorisation
de Cholesky une fois pour toute, pour chaque n = 1,2,.... N et résoudre deur systemes
linéaires triangulaires

Remarque 5.2 Le schéma d’Euler semi implicite (5.1.4) s’écrit sous forme du schéma
d’FEuler implicite qui est stable.
5.1.2.1 Erreur de la discrétisation totale
Dans cette partie on donne l'estimation de ’erreur commise dans la discrétisation
totale. On introduit 'opérateur de projection elliptique P}, défini par
CL(PhU,Uh) = /uvhdx,Vvh eV,
Q

[’élément P,u existe et est unique par application du théoréme Lax Milgram (1.9), En
fait Pyu est ’approximation par éléments finis de la solution faible u de (5.0.1). D’aprés
théoréme 5.2 si u € H*1(Q), alors

|| u — Puh ||H1(Q)§ Chk | u |Hk+1(Q)

Théoréme 5.4 On suppose que la solution faible de (4.3.6) (5.0.1) u appartient a C1(0,T; H*1(Q))

alors la solution (u®,ul,...,u’v) de la méthode d’Euler semi implicite vérifie :

Il existe une constante C' indépendante de h et At telle que si la solution faible u de
(5.0.1) appartient & C?(0,T; L*(2)) on a

| u™ — up(tn) @< C(RF+ At) ,0<n<N

Preuve Voir par exemple Etienne Chevalier [4]. O

Remarque 5.3 La méthode d’Euler semi explicite est stable d’ordre 1.
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5.2 Approximation par éléments finis de la solution faible
du probléme adjoint

Dans cette section, on donne une approximation par les éléments finis de Lagrange
triangulaires de la solution de (5.0.2).

5.2.1 Semi discrétisation

On note py(t) la solution approchée de (4.3.10),et on considére le probléme semi dis-
crétisé suivant

Trouver pp(t) € W(0,T,Vy, Vi)

d
(5.2.1) - / %(t)vhdx + ax(up(t), vn) = k1 /Uhvhdﬂj Vo, € V),

ph?T) = kguh(T) N

ou V}, est définie dans la section 1.3 et uy, est la solution de (5.1.1).
Théoréme 5.5 Le probleme (5.2.1) admet une solution unique.

Preuve La preuve est en tout point analogue a celle du théoréme 5.1. On pose

()
pu(t) = Z ej(t)w;

ou Y1, P, ..., Y1) sont les vecteurs de base de V3. Donc, on obtient un systéme différentielle
d’ordre 1 dans R suivant

(5.2.2) { —Mh%(w + Rie(t) = ki Myc(t)

e(T) = kqc(T)
oll, M, est la matrice de masse définie dans le paragraphe précédent. R? est la matrice
de rigidité définie par
(R}%)z] - a2<¢i7¢j)v 1 S Z?] S ](h)a

c(t) est solution de (5.1.3). Comme M), est inversible, alors le probléme de Cauchy

(5.2.3) { %(t) = M Rle(t) — kyc(t)
G(T) = kQC(T),

admet une solution ¢ unique. 0
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5.2.2 Discrétisation totale

On résoud (5.2.3) numériquement, pour cela on subdivise I'intervalle [0, 7] en N in-

tervalles de longueur At = N On pose
t; =1At,0<it <N

Le probléme adjoint totalement discrétisé est de calculer des approximations p™ du py(t,,)
la solution du probléme semi discrétisé (5.2.1) au moyen le schéma d’Euler suivant
(5.2.4)

( N+1 — k u
pNH1
————updr + V/Vpvahdl‘ =k /quhdx, Yo, € Vi,

Q

P AZZ vhdx—i—l//Vp"Vvhdx = c/p”+1vhdx+k:1/unvhdw+/V.Vp"“v,@x,
Q Q

{O\{O\

(| pourn=N—1,..1

Théoréme 5.6 Le probleme (5.2.4) admet une solution unique (p*,p?,...,pN*1) € VN

Preuve La preuve est en tout point analogue a celle ci de théoréme 5.3. On pose

1(h)

p" = Ze?wj, pourn=12,....N+1
j=1

ou e} est 'approximation du e;(t,).,et en remplacant v, par 1;, on obtient la forme
matriciel de probléme (5.2.4)

4 €N+1 — kQCN
eN _ N+1
Mh— + VAheN = k?thCN
(5.2.5) AL
MhTt + vApe™ = cMpe™t + ki Myc® + Epe™tt, pour
n=N-—-1,..1.

\

telles que Ay et Ej, sont définies dans le paragraphe précédent et ¢ solution de (5.1.5).
On a (5.2.5) équivaut a

€N+1 — ]{ZQCN
(5 9 6) (Mh + VAtAh) N = (k)lAt + kJQ)MhCN
- (M, + vAtAg)e™ = (M), + cAtMy, + AtEy) + ki At Myc™, pour
n=N-—1,..,1.
Comme M} +vAtA, est inversible, alors (5.2.6) admet une solution unique (e!, 2, ..., eNF1).

O
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5.3 Algorithme du gradient conjugué

Dans cette partie, on étudie la méthode de gradient conjugué dans un Hilbert, et on
applique cette méthode pour calculer le controle optimal.

5.3.1 Meéthode du gradient conjugué dans un Hilbert

Soient V' un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.)y et de la norme |||y
associe a ce produit scalaire, d une forme bilinéaire, continue sur V' x V' et coercive, [ une
forme linéaire, continue sur V', de plus on suppose que d soit symétrique c’est a dire

d(v,w) = d(w,v), Yu,v € V.

D’aprés le théoréeme de Lax Milgram (1.9) le probléme

(5.3.1) { Trouver v € V' telle que

dv,w) = L(w) YweV
admet une solution unique qui vérifie :

%d(v, v) = £(v) = min Bd(v, w) — E(w)]

La méthode du gradient conjugué fait partie des méthodes de descente, qui ont comme
principe commun la recherche du minimum v suivant le procédé itératif

vo donné, vi1 = v + prds

avec dj, est la direction de descente et pj; est le pas de descente. L’algorithme du gradient
conjugué est le suivant :

Algorithme 1 L’algorithme se résume par les étapes suivantes :

Etape 1 : Initialisation

On donne vy et on résout le probleme variationnelle

Trouver go € V
(g0, w)y = d(vg,w) — L(w),Yw € V

On pose dy = go
Etape 2 : Pourn > 1, on suppose que v,, g,, et d, sont connus avec g, # 0, et d, # 0,
on calcule vy 1, Gni1, et dpiq.

On calcule )
AT
" d(dp,dy)’
et
Un+1 = Un — pndna
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Etape 3 : Tester la convergence et construire une nouvelle direction de descente On ré-
sout le probleme variationnelle

{ Trouver gni1 €V
(gn—i—h U)V - (gn7 U)V - pnd(dna U)J Vo eV

Si M <e, on prend v = V,y1,
[ gn |
sinon on calcule
N | gni1 I}
o= LA AV
| gn I}

dn+1 = gn+1+/7ndn

Faire n =n+1 et aller a ’étape 2.

On a le résultat suivant sur la convergence de ’algorithme de gradient conjugué et
pour la preuve voir par exemple [5].

Théoréme 5.7 On suppose que € = 0 dans 'algorithme, alors on a
lim ||v, —v|| =0, Yvy €V,

avec v est la solution de probleme (5.3.1). De plus, on a

VXa—1\"
= < C |l v — S
| v —v[[v<Cllvo—v v <\/ﬁ+1

ol Xq est le conditionnement de d tel que
sup d(v,v)
s

Xd= ~ 737~
1r§f d(v,v)

S={veVlvl|y=1}

5.3.2 Application de I’algorithme
On applique l'algorithme précédent pour résoudre le probléme

{ Trouver v € U

(5.3.2) d(v,v) = L(v),Yv e U

ou

dv,v) = (Av,v)y

_ /T Tudt + by / 2(B)(v)dwdt + ks / (5, T)2(v, T)dz

Qr Q
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d est bilinéaire, continue sur U X U, symétrique et coercive.

L(v) = — /T i / Pyvy, | dDdt

m=1
On obtient 'algorithme suivante

m

Algorithme 2 L’algorithme est donné par les étapes suivant :

Etape 1 : Soit vy donné dans U.
Etape 2 : Résoudre le probleme

[ ou°
o vAU + V.VU — cu’ =0, dans Qr
u®(0) = o, dans Q
0
l/%l = o, sur dq
G
V% =0, sSur Yo
\

Etape 3 : Résoudre le probléeme adjoint

0

_a% —vAp” = V.Vp’ — e’ = ki’ (v), dans Qr

pO(T) — k‘guO(T), dans €
a 0

Va_l; — 0, sur X

Etape 4 : Résoudre

Trouver go € U

T
T M
/ govdt = / > | vom + / p°dl | vdt, Yo e U
0
0

Ym

ou p° l'état adjoint de I'état u®(vy) solution de (5.0.1).

Poser
do = go

Etape 5 : Pourn > 0,v,, g" et d* sont connus. Résoudre le probleme

4 8_71
5; —vAu, + V.Vu, — cu, =0, dans Qr
Uny(.,0) =0, dans 2
V@un =d", sur Yq
G
| v 87’7 =0, sur Yo
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Ensuite le probleme

_% — vAp, — V.Np, — cp,, = k1, dans Qr
]_Qn('a T) = kQEn('a T)7 dans Q
’/% =0, sur X

puis le probléme

Trouver g, € U

. T
/ gnvdt:/
0
0

M
> | dum + / Dol | vmdt, Yo € U

m=1
TYm

T
/|gn|2dt
o

T )

/ g, d,dt

0
ﬂnJrl = En_pndna

In+1 = Gn — PnYn

Calculer

Etape 6 : Tester la convergence

Si

T
/|gnr2dt
o 000 <

: <
/|gn|2dt
0

€

prendre
E:En—i—ly
Sinon calculer
N | gnsr 17
L, = 0 U
| gn 7

dn+1 = Gn+1t f)/ndn
Etape 7: Faire n=n+1 et aller a [’étape 5.

Dans la pratique, on ne peut pas appliquer I'algorithme 2 directement, on fait
des approximations par éléments finis pour calculer wg, py, w,, p,, pour chaque
itération. Donc il faut discrétiser le probléme (5.3.2).
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5.3.3 Discrétisation du probléme de contréle optimal

On note J2! I'approximation du la fonction de cout J définie sur (R™)" a valeur dans

R par
At & [ k
At _ n |2 1 n (2 2 N |2
Jy (v)——2 El|v | +—2At§1/|u | dx+—2/\u |* dx
n= =10 Q

ou v" est 'approximation du v(t,) pour n = 1,2,..., N, u™ est la solution du probléme
(5.1.4).
On munit (R™)" du produit scalaire

N
(v, w)gm)yy = Ath”w"
n=1

N M
= AtY > wlul,

n=1 m=1

et la norme associée
M

[ P= (o).

m=1

Le probléme de minimisation approché est le suivant

(5.3.3) (ﬂg% IRt (v)

Théoréme 5.8 Le probleme (5.3.3) admet une solution unique.
Preuve Existence : Soit (v;)en une suite telle que

JP (vy) — (mi)r]lv J2(v) lorsque | — +oo.
Rm

On a JA est coercive
1
S 0) = 2

donc (v))1en est une suite de Cauchy, d’oul (v;);en converge vers w dans (R™)Y. Comme
JA est continue sur (R™)Y | alors on a

JAt — : JAt
w (W) = min Ji"(v)

Unicité : De la stricte convexité du J2¢, on déduit que w est unique U

Proposition 5.1 La fonctionnelle J~ est différentielle sur (R™)N et on a
M N
VIR (v) = vy, + /p”dF
Tm m=17 n=1

ot p" est solution de (5.2.4) et u™ solution de (5.1.4)
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Preuve La preuve est analogue en tout point a celle du la proposition (4.1). O
Donc la condition nécessaire pour que v soit le controle optimal est

m

(5.3.4) = —/p"dF, pourm=12 .. Metn=12 .. N
TYm
On introduit I'opérateur A5 défini par
Aﬁt (Rm)N N (Rm)N
M N
Aty = UT’}I%—/]_?”dF
Tm m=17 n=1

ol p" est la solution de (5.2.4) et " est la solution de (5.1.4) avec u® = 0.
D’aprés la proposition 4.2, Aﬁt est symétrique, définie positive, donc inversible.

Théoréme 5.9 Soit U le contréle optimal, alors v est solution du systéme linéaire

(5.3.5) AN T = pat
ol . N
= / Pydr
Ym m=17 n=1

B} est la solution de (5.2.4) avec u™ = UL solution de (5.1.4).

Preuve Soient v le controle optimal, p™ la solution de probléme (5.2.4) et u™ la solution
de probléme (5.1.4) associe & T. Soient U§ la solution de probléme (5.1.4) pour v = 0 et
P¥ la solution de probléme (5.1.4) pour u™ = UJ. On pose

u" =u" — Uy
P =p"— P

on obtient , u" est la solution de probléme (5.1.4) pour u® = 0 et p" est la solution de
probléme (5.1.4) pour u™ = u@". On déduit que

MOAN
AT =70+ / pdr ,
Tm m=17 n=1
de (5.3.4), on déduit que
M NN
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on pose
M N

oo Ml L

Ym m=17 n=1
on trouve le résultat. 0
Pour résoudre le systéme linéaire (5.3.5), on applique I’algorithme de gradient conjugué
suivant
Algorithme 3 L’algorithme est donné par les étapes suivantes :
Etape 1 : FEtape 1 : Soit Uy donné.
Etape 2 : Résoudre

( n __ n—1
/%vhdx—i-u/VugV’uhdx = c/uglvhdx
Q Y, € Vh,

Q Q
’ <n<
—/VVug_lvhd:v+Ug/vhdF lsnsN
Q

r

0 _

Etape 3 : Résoudre

(o = kou
pN — pNHI
/thd:c + V/VpNVvhd:c =k /quhda:, Yo, € V),
Q Q Q

n __ ,n+l
%vhd:ﬁ—l—u/Vp”Vvhdx = c/p”“vhdx—irkl/u”vhdx—l—/VVp”“vhd:c,
) 0

Q Q Q

pourn=N—1,..1

\

Etape 4 : Calculer

M N
Tm m=17 n=1
Poser
do = go

Etape 5 : Pour k > 1, on suppose que Uy, gi et dp sont connus.
1) Résoudre

—n __ =n—1
/ e / V! Vopde = ¢ / a0 Lopde — / V.V vde + dp / pdl ,lvghne <Vf;\’[

Q Q Q Q r
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2) Résoudre

oy —p
/kA—tkvhd:v + V/V]?,QVVvhdx =k /E,ivvhdx, Yo, € V),
Q Q Q

-=n __ =n+1
/%vhdx—i- I//VﬁZVvhdx = c/ﬁZ“vhd:r;—i- kl/Ethd:U—i- /V.Vﬁzﬂvhdx, pour
Q

Q
(n=N-1,..,1

Q Q Q

3) Calculer
M N

7, = %+/mﬂ

Tm m=17 n=1

N

n |2

E | g% |
_ n=1
- N

—n _n

E G dy
n=1

Vgt1 = U — Prdy

Jk+1 = Gk — PrJx

Pk

Etape 6 : Tester la convergence

Si
N
Z | G |2
n=1 <

N =6
S lar P
n=1

alors prendre
U = Ug41-

Sinon calculer
N
Z | Gk |2
_ n=1
-~ N
g P
n=1

di+1 = Gr+1 + Yedy
Etape 7 : Faire k =k + 1 et aller a l’étape 5.

Yk

Dans le chapitre suivant, on utilise ’algorithme (5.2.3) pour calculer le controle et
stabiliser la solution de 1’équation de convection diffusion linéarisé (5.0.1).



Chapitre 6

Simulations numériques

Dans ce chapitre on présente les résultats de la simulation numeérique correspondante
a I’étude mathématique précédente, c’est-a-dire le calcule du controle optimal et la stabi-
lisation de probléme linéairisé (5.0.1). Notre code a été implémenté en couplant le logiciel
Comsol Multiphysiques avec Matlab.

6.1 Présentation des logiciels

Matlab est un logiciel de calcul numérique produit par Math Work, c’est un langage
simple et treés efficace, il contient également une interface graphique puissante et des boites
a outils (toolbox) qui sont des ensembles de fonctions supplémentaires profilées pour des
applications particuliéres (optimisation, analyse, statistique,...).

Comsol multiphysiques est un logiciel qui résout les équations aux dérivées partielles
par les éléments finis dans 1 a 3 dimension, il nous donne les différents graphes de la
solution sans connaitre son expression explicite. Pour résoudre une équation aux dérivées
partielles avec Comsol multiphysiques, il suffit de définir la géométrie du domaine, les
coefficients de I’équation, les conditions aux bords et la condition initiale si ’équation est
de type parabolique ou hyperbolique. En particulier, Comsol résout les équations direct
et adjointe qui sont importantes dans le calcul du controle optimal, il ne fait pas ce calcul
directement

Pour cela on a codé des scripts matlab pour mettre en oeuvre notre stratégie globale.
Dans notre script on appelle les procédures de calcul des problémes, les résultats obtenus
a partir de Comsol sont utilisés pour calculer la fonction de cout et son gradient qu’on
injecte dans ’algorithme du gradient conjugué.

6.2 Position de probléme

Dans nos calcules, on considére € =|0, 1[x]0, 1] et la partie controlée

3
v = {a::(xl,xg)eﬂ, r1=0,] 25— 0.5 |< 3%}
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0 1

Onprend A=1,v=1,c=2et T = 1. Avec ces données ci dessus, on veut stabiliser
la solution de I’équation de convection diffusion linéairisé suivante :

( Ou
E—AuﬁLVVu—cu:O dans Q7
u(0) = ug dans Q
6.2.1
( ) | du _ sur >
9
% =0 sur o

avec X = yx]0, 1] et Xy = X\ 3.
Comme donnée initiale on prend une fonction dont les valeurs sont réparties d’une
maniére aléatoire équidistribuées dans l'intervalle [0, 2]

temps=0
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0.8

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Remarque 6.1 On peut utiliser d’autre triangulation réguliére de Q , on a choisit celle
dessus pour pouvoir comparer nos résultats avec ceux de R. Glowinski[7]

09r

08

07r

06r

0.5F

04r

0.3r

0.2r

01r

On résout le probléme linéairisé (6.2.1) avec le controle nul (sans controle optimal ),
le graphe de la fonction log (|| u(t) ||z2()) en fonction de temps voir la figure
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On remarque que la solution du probléme (6.2.1) explose en temps fini ce qui veut dire
que le point d’équilibre est instable dans ce cas.

6.3 Tests numériques

Dans cette partie on calcule le controle optimal dans deux cas le premier est pour
V =0 et le deuxiéme cas est pour est pour V' # 0 et dans les deux cas on prend différents
valeurs de ky et ko qui sont définis dans le chapitre 3, puis on résout le probléme linéarisé
(6.2.1) avec ce controle optimal et on regarde si cette solution tend vers zéros a T' = 1.

6.3.1 Résultat 1

On fait les calcules pour k; = 10%,10%,10%, ky = 102,10%,10% et ¢ = 2, on obtient les
résultats suivants :
Les graphes de log (|| u(t) ||r2()) en fonction du temps
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On observe que la solution se stabilise bien et que I’état nul est atteint & T = 1 dans
la plus part des cas sauf les cas instable pour (ki,ks) € {(10°,10%),(10%,102)}, ou les
controles associés arrivent a ramener I'état du systéme a zéros aux temps ¢ = 0.88 et
t = 0.9 puis ils n’arrivent pas a maitenir cet état nul jusqu’a ¢t = 1;.
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Les graphes de la norme du controéle final en fonction dutemps

control en fonction du temps

control en fonction du temps

control en fonction du temps

control en fonction du temps

control en fonction du temps

control en fonction du temps

control en fonction du temps

control en fonction du temps
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Les graphes des normes du gradient de descente ||gx|| en fonction des itérations k
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On remarque dans le cas k; = 10%, ky = 10°, la norme du gradient est constante par
rapport au itérations k. Lorsque k; = 10°, ky = 10° la méthode du gradient conjugué est
instable numériquement.
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Les graphes de la fonction coiit en fonction des itérations
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6.3.2 Résultat 2 : Probléme avec convection non nulle

Dans ce deuxiéme test, on prend

V(zy,20) = (—4sin(4drxy) cos(4dmas), 4 cos(4dmxy)sin(dmrxs))
ky = 10% ky = 10%

On peut vérifie que V' est a divergence nulle et que n.V =0 sur I’

On a les résultats les résultats suivants :

norme gradient norme solution en fonction du temps
T T 10 T T

5191 [

10

105 19]

1054 F | 10
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10

il 1 il 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

On remarque si on compare avec le résultat 1 dans le cas k; = 10%, ky = 10%, la méthode de
gradient conjugué est instable numériquement et la solution u de (6.2.1) est aussi instable.

Pour régler ce probléme on utilise la technique de chaterement [7]. Elle consiste a faire
varié la partie a controlée sous forme sinusoidale

6.3.3 Résultat 3

L’idée de la technique de chaterement est de controler sur une partie de la frontiére
qui n’est pas fixée, on prend

1
D(t) =0.5+ T sin(407t)

ou D(t) est la longueur de la partie controlée.
On a les résultats suivants :
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norme gradient
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On remarque si on compare avec le résultat 2 dans le cas k; = 10%, ky = 10*, la méthode
de gradient conjugué est stable numériquement et la solution u de (6.2.1) est aussi stable
jusqu’a t = 1.

Remarque 6.2 Nous signalons que pour obtenir nos résultats de simulations, nous avons
rencontrés plusieurs problemes d’ordre techniques, plus précisément le calcul de la fonction
cout qu’est basé sur la résolution de deux équations aux dérivées partielles et stoker les
solutions et faire des l’interpolations. Ces problemes ont été résolus par lutilisation de
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fonctions d’interpolation plus élaborées et utilisation judicieuse de la mémoire physique
pour stoker les résultats intermédiaires.



Conclusion

Nous avons présenté dans ce mémoire une application concréte de certains aspects de la
théorie du controle, pour stabiliser la solution de I’équation de convection diffusion linéa-
risée. Nous avons utilisé la méthode des éléments finis pour résoudre ’équation convection
diffusion linéarisée et son éqaution adjointe et la méthode de gradient conjugué pour cal-
culer le controle optimal. Nous avons fait des simulations numériques et nous sommes
arrivés a stabiliser la soultion de probléme étudié. Enfin signalons que nous étions limités
dans ce mémoire a I'étude de stabilisation de la solution de I’équation liéare , donc un
travail ultérieur pourrait aborder pour I’étude de stabilisation de la solution de I’équation
semi linéaire comme nous ’avons signalé.
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