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Résumé

L'objet de ce mémoire est l'étude mathématique et numérique d'un problème de
contrôlabilité frontière de l'équation de convection di�usion dans un domaine borné.

On commence par l'étude de l'existence, l'unicité de la solution du problème initial.
Ensuite, on étudie la contrôlabilité frontière du problème linéarisé et on s'intéresse au
problème de contrôle optimal et on établit les conditions d'optimalité ainsi l'existence et
l'unicité de la solution de l'état adjoint du problème linéarisé. En�n, on fait des implémen-
tations numériques en utilisant les éléments �nis triangulaires de Lagrange pour résoudre
le problème linéarisé et son état adjoint, et le gradient conjugué pour calculer le contrôle
optimal.
Mots-clés : Equations aux dérivées partielles paraboliques, contrôlabilité, équation de
convection di�usion semi linéaire, stabilisation.



Introduction

Notre travail est consacré à l'étude la stabilisation de la solution de l'équation linéarisée
de l'équation de convection di�usion semi linéaire suivante :

(0.0.1)





∂u

∂t
− ν∆u + V.∇u = λ exp u− c dans QT

u(·, 0) = u0 dans Ω

ν
∂u

∂n
= 0 sur ΣT

Où : Ω est un ouvert borné de Rd (d = 1, 2, 3)
Γ est la frontière de Ω.
n est le vecteur normal unitaire extérieure à Γ.
QT le cylindre Ω×]0, T [ et ΣT sa frontière latérale
λ, c, T et ν des constantes strictement positives.
u représente la température d'un �uide incompressible de vitesse V tel que div = 0,

dans l'ouvert Ω.
R. Glowinski et J. W. He [7] ont montré que (0.0.1) admet un point d'équilibre instable

ue = log
( c

λ

)

et la linéarisée en (0.0.1) est donnée par :

(0.0.2)





∂u

∂t
− ν∆u + V.∇u− cu = 0 dans QT

u(·, 0) = δue dans Ω

ν
∂u

∂n
= 0 sur ΣT

Où δue est une petite perturbation de ue.
Notre but est de stabiliser la solution du problème (0.0.2) en utilisant la théorie du

contrôle optimal et en considérant le problème de minimisation suivant :

(0.0.3) inf
U

J(v),

avec U = L2(0, T ; L2(Γ)) est l'espace des contrôles admissibles muni de la norme

‖v‖U =




T∫

0

‖v(t)‖2
L2(Γ) dt




1
2
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Dans notre travail on considère des contrôles ne dépendent que du temps.

J est la fonction de coût dé�nie par :

J(v) =
1

2
‖v‖2

U +
k1

2
‖u‖2

L2(0,T,L2(Ω)) +
k2

2
‖u(x, T )‖2

L2(Ω)

=
1

2

T∫

0

| v(t) |2 dt +
k1

2

∫

QT

u2dxdt +
k2

2

∫

Ω

u2(x, T )dx.

k1, k2 deux constantes positives telles que k1 + k2 > 0.
u est l'état du système

(0.0.4)





∂u

∂t
− ν∆u + V.∇u− cu = 0 dans QT

u(·, 0) = u0 = δue dans Ω

ν
∂u

∂n
= v sur ΣT .

Nous obtenons les conditions d'optimalités et l'état adjoint de (0.0.4)

(0.0.5)





−∂p

∂t
− ν∆p− V.∇p− cp = k1u dans QT

p(·, T ) = k2u(T ) dans Ω

ν
∂p

∂n
= 0 sur ΣT .

voir [7] et [9].
Dans ce travail, on utilise les éléments �nis de Lagrange triangulaires pour résoudre

(0.0.4) et (0.0.5) et la méthode du gradient conjugué pour calculer le contrôle optimal.
Ces méthodes ont été utilisée par plusieurs auteurs citons, R. Glowinski et J. L. Lions [6],
R. Glowinski, H. B. Keller et L. Reinhart [5], T. Slawig [12].

Ce mémoire se compose de six chapitres comme suit :
Le premier chapitre est consacré aux dé�nitions et rappels de quelques notions de base

d'analyse fonctionnelle, de calcul di�érentiel et d'optimisation.
Dans le second chapitre, on étudie l'existence, l'unicité de la solution de l'équation

de convection di�usion linéaire, ensuite on montrera l'existence et l'unicité locale de la
solution de l'équation semi linéaire ce chapitre comporte trois sections :

Dans la première section, on présentera le problème à étudier et on donnera sa formu-
lation faible. Dans la deuxième section, on étudiera l'existence, l'unicité, la dépendance
par rapport aux données et on utilisera la méthode de Galerkin pour montrer l'existence
de la solution faible de cette équation. Dans la troisième section, on montrera l'existence
et l'unicité locale de la solution de l'équation de convection di�usion semi linéaire avec
des conditions au bord de type Neumann non homogènes.

On abordera ensuite, dans le troisième chapitre l'étude de la stabilité de l'équation de
convection di�usion semi linéaire et de sa linéarisée.
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Dans le quatrième chapitre, on étudiera la contrôlabilité de l'équation linéarisée, ce
chapitre comporte trois sections :

On donnera dans la première section la formulation du problème étudié, puis on mon-
trera l'existence et l'unicité du contrôle optimal, ensuite dans la troisième section, on
étudiera les caractéristiques du contrôle optimal.

Le cinquième chapitre est consacré à la présentation des méthodes numériques utilisées
dans ce travail, ce chapitre contient trois sections :

Dans la première section, on résoudra l'équation de convection di�usion linéaire avec
des conditions aux bords de type Neumann non homogènes par les éléments �nis tri-
angulaires de Lagrange. Dans la deuxième section, on fera la même chose pour trouver
la solution de l'équation adjointe. Dans la troisième section, on utilisera la méthode du
gradient conjugué pour calculer le contrôle optimal.

Dans le sixième chapitre, on a�chera les résultats numériques de l'implémentation du
contrôle optimal, la solution de l'équation de convection di�usion linéarisée, la solution
de l'équation adjointe et on �nira par une conclusion.



Chapitre 1

Rappels de quelques résultats
fondamentaux

Dans ce chapitre, on rappelle quelques dé�nitions et résultats d'analyse fonctionnelle
et de calcul di�érentiel qui seront utilisés dans ce travail.

1.1 Espaces fonctionels
Soit Ω un ouvert borné de Rn de frontière Γ assez régulière, on introduit les espaces

suivants :

1.1.1 Espace des distributions
D (Ω) = espace des fonctions ϕ indé�niment di�érentables sur Ω, à valeurs réelles

et à support compact dans Ω (le support dépendant de ϕ), muni de la topologie limite
inductive sur D (Ω) qui est dé�nie de la façon suivante : une suite ϕj ∈ D (Ω) tend vers
zéro si et seulement

i) les ϕj ont leurs supports dans un compact �xe de Ω.
ii) ∀α ∈ Nn, Dαϕj −→ 0 quand j → +∞ uniformément sur Ω, où l'on a posé :

Dαϕ =
∂|α|ϕ

∂xα1
1 ...∂xαn

n

,

avec α = {α1, ..., αn} ∈ Nn et |α| = α1 + ... + αn

D′ (Ω) = espace des distributions sur Ω = espace des formes ϕ −→ 〈f, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω)

linéaires continues sur D (Ω) (c'est-à-dire, 〈f, ϕj〉D′(Ω)×D(Ω) −→ 0 si ϕj −→ 0 dans D (Ω))
On dira que fj −→ f dans D′ (Ω) si 〈fj, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) −→ 〈f, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω), ∀ϕ ∈ D (Ω) .

Si f ∈ D′ (Ω) on dé�nit Dαf ∈ D′ (Ω) (et cela ∀ α ∈ Nn) par

〈Dαf, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) = (−1)|α|〈f, Dαϕ〉D′(Ω)×D(Ω) , ∀ϕ ∈ D (Ω)

En outre l'application f −→ Dαf de D′ (Ω) −→ D′ (Ω) est continue.
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1.1.2 Espaces de Lebesgue Lp(Ω)

Pour 1 ≤ p ≤ ∞, on pose :
Lp(Ω) = espace des fonctions mesurables sur Ω et telles que

‖ f ‖Lp(Ω)=




∫

Ω

| f(x) |p dx




1
p

< ∞ pour 1 ≤ p < ∞

| f(x) |< c p.p sur Ω pour p = ∞
‖ f ‖L∞(Ω)= inf {c, | f(x) |< c p.p sur Ω} .

Lp est un espace de Banach pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, en particulier L2(Ω) est un espace de
Hilbert muni du produit scalaire :

(f, g)L2(Ω) =

∫

Ω

fgdx.

A tout f ∈ Lp(Ω) on associe la distribution

ϕ → 〈f, ϕ〉 =

∫

Ω

fϕdx, ϕ ∈ D′ (Ω) .

1.1.3 Espaces de Sobolev Wm,p (Ω)

On appelle espace de Sobolev d'ordre m sur Lp (Ω) que l'on note Wm,p (Ω) l'espace
dé�ni par :

(1.1.1) Wm,p (Ω) = {v| v ∈ Lp (Ω) , Dαv ∈ Lp (Ω) , |α| ≤ m} .
Muni de la norme

‖ v ‖W m,p(Ω)=

(
∑

0≤|α|≤m

‖Dαv‖p
Lp(Ω)

) 1
P

, 1 ≤ p < ∞,

‖v‖W m,∞(Ω) = max
0≤|α|≤m

‖Dαv‖L∞(Ω) .

Wm,p (Ω) est un espace de Banach.
Le cas p = 2 est fondamental. Pour simpli�er l'écriture, on posera

Wm,2 (Ω) = Hm (Ω) ,

muni du produit scalaire

(1.1.2) (u, v)Hm(Ω) =
∑

|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω)

c'est un espace de Hilbert.
On note Wm,p

0 (Ω) la fermeture de D (Ω) dans Wm,p (Ω), lorsque p = 2, Wm,p
0 (Ω) =

Hm
0 (Ω).
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1.1.3.1 Théorèmes de traces
On prendra garde que, sauf en dimension 1, une fonction v de H1 (Ω) n'est pas néces-

sairement continue sur Ω, ni a fortiori sur Ω, on peut néamoins dé�nir les traces de v sur
la frontière Γ de Ω. Nous ferons l'hypothèse :
i) Ω est un ouvert borné dont la frontière Γ est une variété de dimension (n− 1)

ii) de classe C1, Ω étant localement d'un seul côté de Γ.

On montre alors (voir par exemple Lions-Magenes [10] ) que, C1
(
Ω

)
désignant l'espace

des fonctions une fois continûment di�érentiables dans Ω, C1
(
Ω

)
est dense dans H1 (Ω).

Pour v ∈ C1
(
Ω

)
on posera

(1.1.3) γ0v = v|Γ = �trace de v sur Γ� = valeur de v sur Γ.

On note

L2 (Γ) = {f | f mesurable et de carré sommable sur Γ pour la mesure dΓ} ,
muni du produit scalaire

(f, g)Γ =

∫

Γ

fgdΓ.

On a les résultas suivants :

Théorème 1.1 Sous l'hypothèse ci-dessus, on peut dé�nir de façon unique la trace γ0v =
v|Γ pour v ∈ H1 (Ω) de façon que γ0v coïncide avec la dé�nition usuelle (1.1.3) si v ∈
C1

(
Ω

)
, γ0v ∈ L2 (Γ) et l'application v −→ γ0v est linéaire continue de H1 (Ω) −→ L2 (Γ).

Preuve Voir Lions-Magenes [10] ¤

Remarque 1.1 L'application v −→ Dαv est linéaire continue de H |α|+1 (Ω) −→ H1 (Ω) ;
on peut donc dé�nir

(1.1.4) {γ0 (Dαv) ; |α| ≤ m− 1} si v ∈ Hm (Ω) .

En fait, puisque la connaissance de v sur Γ entraîne celle de ses dérivées tangentielles sur
Γ, il est préférable de remplacer l'ensemble des dérivées apparaissant dans (1.1.4) par les
dérivées normales d'ordre ≤ m− 1

γv =

{
v,

∂v

∂n
, ...,

∂m−1v

∂nm−1

}
∈ (

L2 (Γ)
)m si v ∈ Hm (Ω) .

Théorème 1.2 Le noyau de l'application γ coïncide avec l'adhérence de D (Ω) dans
Hm (Ω). On note ce Hm

0 (Ω) noyau, donc Hm
0 (Ω) =

{
v/ v ∈ Hm (Ω) , v =

∂v

∂n
= ... =

∂m−1v

∂nm−1
= 0

}
.

Preuve Voir Lions-Magenes [10] ¤
Comme Hm

0 (Ω) est un sous espace fermé de Hm (Ω), alors Hm
0 (Ω) est un espace de

Hilbert pour la structure induite par celle de Hm (Ω) . On désigne par H−m (Ω) l'espace
dual de Hm

0 (Ω) en considérant L2 (Ω) comme espace pivot.
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1.1.4 Les espaces Hs (Ω), s non nécessairement entier
Dans le cas particulier où Ω = Rn, on peut dé�nir Hm (Rn) par la transformation de

Fourier. Si v est une fonction continue à support compact, sa transformée de Fourier v̂
est dé�nie par

v̂ (ξ) =

∫

Rn

exp (−2iπx.ξ) v (x) dx, où ξ = (ξ1, ..., ξn) et x.ξ =
n∑

i=1

xiξi.

On peut dé�nir Hm (Rn) (voir Lions-Magenes [10]) par (1.1.1) ou par

(1.1.5) Hm (Rn) =
{

v| v ∈ S ′ (Rn) ,
(
1 + |ξ|2)m/2

v̂ ∈ L2
(
Rn

ξ

)}

où, S (Rn) est l'espace des fonctions C∞ à décroissance rapide ainsi que toutes les dérivées
(∀k ∈ N,∀α ∈ Nn : |x|k |Dαf (x)| −→

|x|−→∞
0), muni des semi-normes

{
f 7−→ sup

x∈Rn

(
|x|k |Dαf (x)|

)
, k ∈ N, α ∈ Nn

}
.

S ′ (Rn) est l'espace dual de S (Rn), muni de la topologie forte de dual.
Si u, v ∈ Hm (Rn) la forme bilinéaire

(1.1.6) ((u, v))Hm(Rn) =
((

1 + |ξ|2)
m
2 v̂,

(
1 + |ξ|2)

m
2 v̂

)
L2(Rn)

dé�nie un produit scalaire équivalent a celui dé�ni en (??)
Mais sous la forme (1.1.5), le fait que m soit entier, ou positive, n'intervient pas. On

peut donc de�nier, pour s ∈ R quelconque

Hs (Rn) =
{

v ∈ S ′ (Rn)| (
1 + |ξ|2)

s
2 v̂ ∈ L2

(
Rn

ξ

)}
,

qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

((u, v))Hs(Rn) =
((

1 + |ξ|2)
s
2 û,

(
1 + |ξ|2)

s
2 v̂

)
L2(Rn)

qui est équivalente à celui correspondant à 0.5()0.5(1.1.6) lorsque s = m.
On peut montrer (cf Lions Magenes [10] ) que Hs (Rn) est de type local : si ϕ ∈ D (Ω),

l'application , u −→ ϕu est linéaire continue de Hs (Rn) dans lui même.
Cela permet de dé�nir ( par cartes locales) les espacesHs(Γ).
On a donc

(Hs (Rn))′ = H−s (Rn) .
(Hs(Γ))′ = H−s(Γ).

(Hm
0 (Ω))′ = H−m(Ω).
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1.1.5 Espaces de fonctions à valeurs vectorielles
Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (·, ·)H et la norme associée ‖ ‖H ,

on désigne par Lp (0, T ; H) l'espace des (classes de) fonctions t −→ f (t) mesurables de
]0, T [ −→ H (pour la mesure dt)

‖ f (t) ‖Lp(0,T ;H)=




T∫

0

‖f(t)‖p
H dt




1/p

< ∞ (p 6= ∞),

‖ f (t) ‖L∞(0,T ;H)= inf {c; ‖f(t)‖H < c p.p sur ]0, T [}

En particulier L2(0, T ; H) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(f, g)L2(0,T ;H) =

T∫

0

(f(t), g(t))Hdt.

On désigne par D′ (]0, T [ ; H) l'espace des distributions sur ]0, T [ à valeurs dans H,
dé�ni par

D′ (]0, T [ ; H) = L (D (]0, T [) ; H) ,
l'espace des applications linéaires continues de D (]0, T [) à valeurs dans H.

A une fonction f ∈ Lp (0, T ; H) correspond une distribution f̃ sur ]0, T [ à valeurs dans
H, dé�nie par

f̃ (ϕ) =

T∫

0

f (t) ϕ (t) dt , ϕ ∈ D (]0, T [) ,

(ce qui dé�nit bien une application ϕ −→ f̃ (ϕ) linéaire continue de D (]0, T [) dans H).
L'application f −→ f̃ est une injection ; on identi�era f et f̃ . En outre si f −→ 0
dans Lp (0, T ; H) alors f̃ −→ 0 dans D′ (]0, T [ ; H), c'est-à-dire f̃ (ϕ) −→ 0, pour tout
ϕ ∈ D (]0, T [ ; H). On a alors

Lp (0, T ; H) ⊂ D′ (]0, T [ ; H) .

Pour f ∈ D′ (]0, T [ ; H), on dé�nit dkf

dtk
= f (k) par

f (k) (ϕ) = (−1)k f
(
ϕ(k)

)
, ∀ ϕ ∈ D (]0, T [) ,

ce qui dé�nit f (k) ∈ D′ (]0, T [ ; H). En outre l'application f −→ f (k) est linéaire continue
de D′ (]0, T [ ; H) dans lui-même.
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1.1.5.1 L'espace W (0, T ; V, V ′)

Soient H et V deux espaces de Hilbert réels, on désigne par ‖ · ‖H (respectivement
‖ · ‖V ) la norme dans H (respectivement dans V ) et par (·, ·)H (respectivement (·, ·)V )
les produits scalaires correspondants. On suppose que

i) V ⊂ H, l'injection de V dans H est continue.
ii) V est dense dans H.

On identi�e H à son dual. Alors, si V ′ désigne le dual de V , H s'identi�e à un sous espace
de V ′ et l'on peut écrire :

V ⊂ H ⊂ V ′,

chaque espace étant dense dans le suivant avec une injection continue.
On dé�nit l'espace W (0, T ; V, V

′
) par

W (0, T ; V, V
′
) =

{
u, u ∈ L2(0, T ; V ),

du

dt
∈ L2(0, T ; V

′
)

}
↪→ C0([0, T ]; H),

muni de la norme

‖f‖W (0,T ;V,V ′ ) =




T∫

0

‖f(t)‖2
V dt +

T∫

0

∥∥∥∥
df

dt
(t)

∥∥∥∥
2

V ′
dt




1
2

,

est un espace de Hilbert.
Cm([0, T ]; V ) = l'espace des fonctions f , m fois di�érentiables sur [0, T ] à valeurs dans

V muni de la norme

‖ f ‖Cm([0,T ];V )= max
0≤l≤m

(
sup

0≤t≤T

∥∥∥∥
dlf

dlt
(t)

∥∥∥∥
V

)
,

est un espace de Banach.
On a les résultats suivants :

Théorème 1.3 Toute fonction f ∈ W (0, T ; V, V
′
) est égale presque partout à une fonc-

tion de C0([0, T ]; H) et on peut identi�er W (0, T ; V, V
′
) à un sous espace de C0([0, T ]; H)

et donc on peut écrire
W (0, T ; V, V

′
) ↪→ C0([0, T ]; H)

où C0([0, T ]; H) est l'espace des fonctions continues de [0, T ] à valeurs dans H.

Théorème 1.4 (Formule d'intégration par parties)
Soient u et v ∈ W (0, T ; V, V

′
) alors

(1.1.7)
T∫

0

〈u′(t), v(t)〉V ′,V dt +

T∫

0

〈v′(t), u(t)〉V ′,V dt = (u(T ), v(T ))H − (v(0), u(0))H .
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1.2 Approximation de Galerkin dans un espace de Hil-
bert

Dans ce travail on utilise la méthode de Galerkin pour la construction de la solution
faible del'équation de convection di�usion linéaire. Présentons donc cette méthode

Dé�nition 1.1 Soit V un espace de Hilbert séparable et {Vm}m∈N une famille d'espaces
vectoriels de dimension �nie véri�ant :

i) ∀m, Vm ⊂ V , m = dim Vm.
ii) Vm → V quand m → +∞ au sens suivant :
Il existe V =

⋃
m

Vm un sous espace dense dans V tel que pour tout v ∈ V on peut trouver
une suite (vm)m∈N véri�ant :

Pour tout m, vm ∈ Vm et vm → v dans V quand m → +∞.
L'espace Vm s'appelle une approximation de Galerkin d'ordre m de V.

Schéma de la méthode
Soit (P ) le problème exact pour lequel on cherche à montrer l'existence d'une solution
dans V , on suppose que la solution de (P ) est unique. Après avoir fait un choix d'une
approximation de Galerkin de V , il convient de dé�nir le problème approché (Pm) dans
l'espace Vm ayant une unique solution um. Le schéma possède 5 étapes :
Etape 1 : On dé�nit la solution um ∈ Vm du problème (Pm) .

Etape 2 : On montre que um est bornée dans V .
Etape 3 : En utilisant les résultats de compacité faible de la boule unité dans un es-

pace de Hilbert, on peut extraire une sous suite (umk
)k∈N de (um)m∈N qui converge

faiblement vers une limite notée u.

Etape 4 : On montre que u est solution du problème (P ) donc la solution cherchée
d'après l'unicité.

Etape 5 : On montre que (um)m∈N converge fortement vers u dans V .

1.3 Rappel de calcul di�érentiel et d'optimisation
Soit H un espace de Hilbert sur R muni de la norme ‖ · ‖H .

Dé�nition 1.2 Soit J une fonctionelle dé�nie sur H, J est dite di�érentiable en v ∈ H
si et seulement s'il existe une application J

′
(v) linéaire continue sur H à valeurs dans R

telle que pour tout δv dans H on a

J(v + δv)− J(v) = 〈J ′
(v), δv〉H′,H + R(‖δv‖H)‖δv‖H .

où le reste R tend vers 0 quand ‖δv‖H tend vers 0.
De plus si pour tout v ∈ H, J est di�érentiable en v, on dit que J est di�érentiable

sur H.
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Dé�nition 1.3 On dit que J est convexe si et seulement si

∀v, w ∈ H, J(θv + (1− θ)w) ≤ θJ(v) + (1− θ)J(w) , ∀θ ∈]0, 1[.

On dit que J est strictement convexe si et seulement si

∀v, w ∈ H, v 6= w , J(θv + (1− θ)w) < θJ(v) + (1− θ)J(w) ,∀θ ∈]0, 1[.

Dé�nition 1.4 J est dite semi continue inférieurement (s.c.i) si et seulement si pour
tout λ ∈ R l'ensemble

[J ≤ λ] = {v ∈ H, J(v) ≤ λ}
est fermé.

On montre les résultats suivants, voir H.Brézis [1].

Théorème 1.5 Soit C un sous ensemble convexe de H. Alors C est faiblement fermé
pour la topologie faible σ(H,H ′) si et seulement s'il est fortement fermé.

Corollaire 1.1 Soit ϕ une fonction convexe et s.c.i (pour la topologie forte) sur H à
valeurs dans ]−∞, +∞]. Alors ϕ est s.c.i pour la topologie faible σ(H, H ′).

En particulier si xn ⇀ x pour la topologie faible σ(H,H ′), alors

ϕ(x) ≤ lim inf ϕ(xn).

1.4 Rappel de quelques inégalités et théorèmes fonda-
mentaux

1.4.1 Lemme de Gronwall
Lemme 1.1 [8] Soient 0 ≤ t0 ≤ t1, ψ ∈ L1 (t0, t1), ψ ≥ 0 p.p. et φ ∈ L∞ (t0, t1), φ ≥ 0
p.p., telles que

(1.4.1) φ(t) ≤ K + L

t∫

t0

ψ(s)φ(s)ds,

avec K et L des constantes positives. Alors

φ(t) ≤ K exp


L

t∫

t0

ψ(s)ds


 , pour t ∈ [t0 , t1 ] .
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Preuve L'inégalité (1.4.1) est équivalente à

(1.4.2) φ(t)

K + L

t∫

t0

ψ(s)φ(s)ds

≤ 1,

multiplions (1.4.2) par Lψ(t) et intégrons sur [t0 , t1 ], on trouve
t∫

t0

Lψ(s)φ(s)ds

K + L

s∫

t0

ψ(τ)φ(τ)dτ

ds ≤ L

t∫

t0

ψ(s)ds,

alors,

log


K + L

t∫

t0

ψ(s)φ(s)ds


− log K ≤ L

t∫

t0

ψ(s)ds,

et �nalement

K + L

t∫

t0

ψ(s)φ(s)ds ≤ K exp


L

t∫

t0

ψ(s)ds


 ,

en utilisant (1.4.1) dans le membre de gauche de cette inégalité on trouve le résultat. ¤

1.4.2 Inégalité de Young
Soient a et b deux nombres réels, alors on a

(1.4.3) |ab| ≤ ε

2
a2 +

1

2ε
b2 , ∀ε > 0.

1.4.3 Inégalité de Cauchy Schwarz
Théorème 1.6 Soient f et g ∈ L2(Ω), alors f.g ∈ L1(Ω) et on a

(1.4.4)
∫

Ω

|f.g| dx ≤ ‖f‖L2(Ω) ‖g‖L2(Ω) .

Pour la preuve voir par exemple H.Brézis [1].

Soient X et Y deux espaces de Banach muni de normes ‖ . ‖X et ‖ . ‖Y respectivement.
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1.4.4 Théorème du point �xe de Banach
Dé�nition 1.5 Soit f une appliction dé�nie de X à valeurs dans X, on dit que f est
contractante, si et seulement si, il existe une constante M telle que 0 < M < 1 et

‖f(x)− f(y)‖X ≤ M ‖x− y‖X ,∀ x, y ∈ X.

Dé�nition 1.6 Soit f une appliction dé�nie de X à valeurs dans X, on dit que x est un
point �xe de f si et seulement si

f(x) = x

Théorème 1.7 Soit f une application dé�nie de X à valeurs dans X, on suppose que f
soit contractante, alors elle admet un point �xe unique.

Remarque 1.2 Le résultat reste vrai si f est dé�nie de B à valeurs dans B où B est un
sous ensemble fermé dans X.

1.4.5 Théorème de l'application ouverte
Théorème 1.8 Soit f : X 7−→ Y une application linéaire continue et surjective, alors il
existe une constante A > 0 telle que

(1.4.5) f(BX(0, 1)) ⊃ BY (0, A)

Preuve Voir par exemple H.Brézis [1] ¤

Corollaire 1.2 Soit f : X 7−→ Y une application linéaire continue et bijective, alors f−1

est continue de Y dans X.

Preuve Voir par exemple H.Brézis [1]. ¤

1.4.6 Théorème de Lax Milgram
Soient H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (·, ·)H .

Théorème 1.9 Soient a une forme bilinéaire, continue sur H × H et coercive, L une
forme linéaire continue sur H, alors le problème

a(u, v) = L(v), ∀v ∈ H,

admet une solution unique u ∈ H.
De plus, si a est symétrique , alors u est caractérisée par la propriété

u ∈ H et 1

2
a(u, u)− L(u) = min

v∈H

{
1

2
a(v, v)− L(v)

}

Preuve Voir par exemple H.Brézis [1]. ¤



Chapitre 2

Existence et unicité de la solution du
problème de convection di�usion semi
linéaire

Dans ce chapitre, on s'intéresse à l'étude de l'existence et l'unicité de la solution du
problème de convection di�usion semi linéaire. D'abord, nous montrons que le problème
linéaire admet une solution faible unique en utilisant la méthode de Galerkin, ensuite,
on donne des résultats sur la continuité par rapport aux données, en�n on montre que le
problème semi linéaire admet une solution par un théorème de point �xe.

2.1 Position du problème
Soient Ω un ouvert borné de Rd (d = 1, 2, 3) de frontière régulière Γ et T �xé. On note

QT le cylindre Ω×]0, T [ et ΣT = Γ×]0, T [ sa frontière latérale. On considère le problème
parabolique linéaire suivant

(2.1.1)





∂u

∂t
− ν∆u + V.∇u = f dans QT ,

u(·, 0) = u0(·) dans Ω,

ν
∂u

∂n
= g sur ΣT .

Où n est le vecteur normal unitaire extérieur à Γ.
Le problème (2.1.1) modélise par exemple la propagation de la chaleur dans un �uide

contenu dans le domaine Ω, la grandeur u(x, t) représente alors la température du �uide
au point x et à l'instant t, ν sa conductibilité thermique, V sa vitesse et f la source
de puissance par unité de volume. La di�usion de la chaleur est modélisée par le terme
−ν∆u, alors que la convection l'est par le terme V.∇u.

Dans la suite de ce travail, on suppose que le �uide est incompressible, reste dans le
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domaine Ω et que sa conductibilité est strictement positive c'est a dire

(2.1.2)
V ∈ L∞(Ω), div V = 0,
n.V = 0,
ν > 0.

2.1.1 Formulation faible
Avant de donner une formulation faible du problème (2.1.1), on commencera par une

dé�nition de la notion de solution classique dans le cas où les données sont régulières, puis
on cherchera une notion plus générale de solution dite solution faible ou variationnelle dans
des espaces plus adéquats

Dé�nition 2.1 Si u0 ∈ C(Ω), f ∈ C(Ω × (0, T )), V ∈ C(Ω)d et g ∈ C(Γ × (0, T )). On
dit que u est une solution classique de (2.1.1) si et seulement si u ∈ C2,1(Ω × (0, T )) ∩
C1,0(Ω× (0, T )) ∩ C(Ω× [0, T ]), et elle véri�e (2.1.1) en tout point de Ω× (0, T ).

Soit u une solution classique de (2.1.1), dans toute la suite on notera en gras u(t) la
fonction u(·, t). On multiplie la première équation de (2.1.1) par w ∈ C1(Ω) et on intègre
par partie par rapport à x sur Ω, on obtient

(2.1.3)
∫

Ω

(
∂u

∂t
w + ν∇u.∇w + V.∇uw

)
dx =

∫

Ω

fwdx +

∫

Γ

gwdΓ.

Posons

(2.1.4) a(u, w) =

∫

Ω

(ν∇u.∇w + V.∇uw) dx, ∀ w ∈ C1(Ω),

et

(2.1.5) L(t, w) =

∫

Ω

fwdx +

∫

Γ

gwdΓ, ∀ w ∈ C1(Ω), p.p t ∈ (0, T ).

t et u étant �xés, ces deux formes linéaire sont continues sur C1(Ω) pour la norme de
H1(Ω), donc elles sont prolongeables par densité à H1(Ω). Donc, u véri�e pour p.p t ∈
(0, T )

(2.1.6)
∫

Ω

du

dt
(t)wdx + a(u, w) = L(t, w), ∀w ∈ H1(Ω)

Par suite l'application w 7−→
∫

Ω

du

dt
(t)wdx est une forme linéaire continue sur H1(Ω), on

pourra donc la représenter par le produit de dualité usuel sur (H1(Ω))′ et on obtient
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(2.1.7) <
du

dt
(t), w) >(H1(Ω))′,H1(Ω) +a(u, w) = L(t, w), ∀w ∈ H1(Ω).

La forme bilinéaire a dé�nie dans (2.1.4) aura toujours un sens si l'on suppose que V ∈
(L∞(Ω))d. La forme linéaire L dé�nie dans (2.1.4) aura aussi un sens si l'on suppose que
f ∈ L2(0, T ; (H1(Ω))′) et g ∈ L2(0, T ; H−1

2 (Γ)) et peut être écrite sous la forme générale
suivante :

L(t, w) =< f,w >(H1(Ω)′,H1(Ω) + < g, w >
H
−1

2 (Γ),H
1
2 (Γ)

, ∀w ∈ H1(Ω).

Dans toute la suite, on supposera que u0 ∈ L2(Ω), f ∈ L2(0, T ; L2(Ω)), g ∈ L2(0, T ; L2(Γ))
et V ∈ L∞(Ω)d . On dé�nit la forme bilinéaire a de H1(Ω)×H1(Ω) dans R par

(2.1.8) a(u,w) =

∫

Ω

(ν∇u.∇w + V.∇uw) dx, ∀u, w ∈ H1(Ω),

et la forme linéaire L(t, .) de H1(Ω) dans R par pour p.p t ∈ (0, T )

(2.1.9) L(t, w) =

∫

Ω

fwdx +

∫

Γ

gwdΓ, ∀w ∈ H1(Ω).

On adopte la dé�nition suivante

Dé�nition 2.2 Soit u0 ∈ L2(Ω), f ∈ L2(0, T ; L2(Ω)), g ∈ L2(0, T ; L2(Γ)) et V ∈
L∞(Ω)d. On dit que u est une solution faible (2.1.1) si et seulement si u ∈ L2(0, T ; H1(Ω)),
du

dt
(t) ∈ L2(0, T ; (H1(Ω))′), u véri�e (2.1.7) pour presque tout t ∈]0, T [ et u(0) = u0.

Remarque 2.1 Soit u ∈ W (0, T ; H1(Ω), (H1(Ω)′) la solution faible de (2.1.1),d'après le
théorème 1.3 u ∈ C([0, T ]; L2(Ω)), donc, la condition u(0) est licite. D'où, la solution
faible de (2.1.1) est dans L2(0, T ; H1(Ω))

⋂
C([0, T ]; L2(Ω)).

Remarque 2.2 On suppose que u0 ∈ C(Ω), f ∈ C(Ω × (0, T )), V ∈ C(Ω)d et g ∈
C(Γ × (0, T )). Soit u la solution faible de (2.1.1), si u ∈ C2,1(Ω × (0, T )) ∩ C1,0(Ω ×
(0, T )) ∩ C(Ω× [0, T ]), alors pour w ∈ D(Ω) on obtient par intégration par partie que

a(u, w) =< −ν∆u + V.∇u, w >D′(Ω),D(Ω), ∀w ∈ D(Ω),

L(t, w) =

∫

Ω

fwdx, p.p t ∈ (0, T ).

donc
<

du

dt
, w >D′(Ω),D(Ω)=< f + ν∆u− V.∇u, w >D′(Ω),D(Ω), w ∈ D(Ω).
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par suite, on a pour presque tout t ∈]0, T ]

(2.1.10) du

dt
− ν∆u + V.∇u = f dans D′(Ω),

En fait u véri�e (2.1.10) en tout point de Ω× (0, T ). Maintenant, soit w ∈ D(Ω), on
a pour tout t ∈ (0, T )

a(u, w) =

∫

Ω

(−ν∆uw + V.∇uw) dx−
∫

Γ

ν
∂u

∂n
wdΓ, ∀w ∈ D(Ω),

donc, on obtient ∫

Γ

(
ν
∂u

∂n
− g

)
wdΓ = 0,∀w ∈ D(Ω),

par suite
ν
∂u

∂n
= g, sur Γ×]0, T [.

donc, u est une solution classique de (2.1.1).

Proposition 2.1
L'application linéaire L(t, ·) est continue sur H1(Ω) p.p t ∈]0, T [.
L'application bilinéaire a(·, ·) est continue sur H1(Ω) × H1(Ω), de plus elle véri�e la

condition du coercivité suivante :

(2.1.11)
{ Il existe β ∈ R et α > 0 tels que

a(u, u) + β ‖u‖2
L2(Ω) ≥ α ‖u‖2

H1(Ω) , ∀u ∈ H1(Ω).

Preuve
(i) Soit w ∈ H1(Ω), on a

|L(t, w)| ≤ ‖f‖L2(Ω) ‖w‖H1(Ω) + ‖g‖L2(Γ) ‖w‖L2(Γ) ,

d'après le théorème 1.1.2, il existe C > 0 tel que

‖w‖L2(Γ) ≤ C ‖w‖H1(Ω) ,∀w ∈ H1(Ω).

par conséquent
|L(t, w)| ≤ C ′ ‖w‖H1(Ω) ,

avec C ′ dépend seulement de t.

(ii) Soient u,w ∈ H1(Ω), on a

|a(u,w)| ≤ (ν + ‖V ‖L∞(Ω)d) ‖u‖H1(Ω) ‖w‖H1(Ω) ,

donc, a est continue sur H1(Ω)×H1(Ω).
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(iii) Soit u ∈ H1(Ω), on a

(2.1.12) a(u, u) = ν

∫

Ω

|∇u|2 dx +

∫

Ω

V.∇uudx,

d'après les inégalitées Cauchy-Schwartz et de Young
∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

V.∇uudx

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖V ‖L∞(Ω)d ‖∇u‖L2(Ω) ‖u‖L2(Ω)

≤ ν

2
‖∇u‖2

L2(Ω) +
‖V ‖2

L∞(Ω)d

2ν
‖u‖2

L2(Ω) ,

d'où

(2.1.13)
∫

Ω

V.∇uudx ≥ −ν

2
‖∇u‖2

L2(Ω) −
‖V ‖2

L∞(Ω)d

2ν
‖u‖2

L2(Ω) ,

de (2.1.12) et (2.1.13), on déduit que

a(u, u) ≥ ν

2
‖∇u‖2

L2(Ω) −
‖V ‖2

L∞(Ω)d

2ν
‖u‖2

L2(Ω) ,

donc
a(u, u) + β ‖u‖2

L2(Ω) ≥ α ‖u‖2
H1(Ω) ,

on choisit β et α tels que

β =
‖V ‖2

L∞(Ω)d

ν
,

et
α = inf(

ν

2
,
β

2
).

¤

2.2 Existence et unicité de la solution du problème li-
néaire

Dans cette section, on montre que le problème (2.1.1) admet une solution faible unique
en utilisant la méthode de Galerkin. Comme H1(Ω) est séparable, alors il existe une
base dénombrable ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn, · · · de H1(Ω) telle que la famille (Vm)m≥0 où Vm =
〈ϕ1, ϕ2, · · · , ϕm〉 forme une suite croissante des sous espaces vectoriels de dimension �nie
m + 1 telle que

⋃
m≥0

Vm est dense dans H1(Ω).

Comme H1(Ω) dense dans L2(Ω), donc il existe une suite (u0m)m qui converge vers u0

dans L2(Ω) telle que (u0m) ∈ Vm,∀m ∈ N, u0m c'est la projection du u0 sur Vm.
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En particulier, il existe α00, α01, ..., α0m uniques tels que

(2.2.1) u0m =
m∑

i=0

α0,iϕi,∀m ∈ N

Et il existe une constante C1 indépendante de m telle que

(2.2.2) ‖u0m‖L2(Ω) ≤ C1 ‖u0‖L2(Ω) ,

On énonce le résultat principal de cette section

Théorème 2.1 Si u0 ∈ L2(Ω), f ∈ L2(0, T ; L2(Ω)), g ∈ L2(0, T ; L2(Γ)) et V ∈ L∞(Ω)d.
Alors le problème (2.1.1) admet une unique solution faible u ∈ L2(0, T ; H1(Ω))

⋂
C(0, T ; L2(Ω)),

du

dt
∈ L2(0, T ; (H1(Ω))′) de plus il existe une constante C(T ) > 0 telle que

(2.2.3)
‖u‖2

L2(0,T ;H1(Ω))+‖u‖2
C(0,T ;L2(Ω)) ≤ C(T )

(
‖f‖2

L2(0,T ;(H1(Ω))′) + ‖g‖2

L2(0,T ;H− 1
2 (Γ))

+ ‖u0‖2
L2(0,T ;L2(Ω))

)

La démonstration se fait en plusieurs étapes, tout d'abord on démontre l'unicité de la
solution faible, puis on construit la solution en utilisant la méthode de Galerkin.

Remarque 2.3 En générale les fonctions de base ϕi sont choisies comme fonctions propres
de −∆, dans ce travail, on utilise des fonctions de base quelconque ce qui nous facilitera
la tache lorsqu'on utilisera la méthode des éléments �nis pour discrétiser notre problème.

2.2.1 Unicité
Lemme 2.1 Le problème (2.1.1) admet au plus une solution

Preuve On suppose que (2.1.1) admet deux solution faibles v1 et v2, en posant

v = v1 − v2,

alors v véri�e

(2.2.4)





〈
dv

dt
, w

〉

(H1(Ω))′,H1(Ω)

+ a(v, w) = 0 p.p t ∈]0, T [

v(0) = 0

On montre que v ≡ 0 p.p sur ]0, T [ en particulier
〈

dv

dt
,v

〉

(H1(Ω))
′
,H1(Ω)

+ a(v,v) = 0,

d'après le théorème 1.4, on a
〈

dv

dt
,v

〉

(H1(Ω))
′
,H1(Ω)

=
1

2

d

dt
‖v(t)‖2

L2(Ω) ,
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d'où
1

2

d

dt
‖v(t)‖2

L2(Ω) = −a(v(t),v(t)),

en utilisant (2.1.11), on obtient

(2.2.5) 1

2

d

dt
‖v(t)‖2

L2(Ω) ≤ −α ‖v(t)‖2
H1(Ω) + β ‖v(t)‖2

L2(Ω) ≤ β ‖v(t)‖2
L2(Ω) ,

en intégrant (2.2.5) entre 0 et t, on trouve

‖v(t)‖2
L2(Ω) ≤ 2β

t∫

0

‖v(t)‖2
L2(Ω) ds.

On applique le lemme de Gronwall (1.1) pour φ(t) = ‖v(t)‖2
L2(Ω), K = 0, L = 2β et

ψ(t) = 1, on obtient
‖v(t)‖2

L2(Ω) ≤ 0,

par suite v ≡ 0 sur Ω× [0, T ]. ¤

2.2.2 Existence
Dans cette partie on construit une solution faible en utilisant la méthode de Galerkin.

On a les résultats suivants

Lemme 2.2 Le problème

(2.2.6)





Trouver vm(x, t) =
m∑

i=0

ci(t)ϕi(x), telle que
∫

Ω

dvm

dt
(t)ϕjdx + a(vm(t), ϕj) = L(t, ϕj), pour 0 ≤ j ≤ m, t ∈ (0, T )

vm(x, 0) =
m∑

i=0

ci(0)ϕi(x).

Où u0m est dé�nie par , admet une solution unique véri�ant vm ∈ C([0, T ]; Vm) et dvm

dt
∈

L2([0, T ]; Vm).

Preuve On considère le système di�érentiel suivant qui dérive formelement de (2.2.6) :




m∑
i=0

c
′
i(t)

∫

Ω

ϕiϕjdx +
m∑

i=0

ci(t)a(ϕi, ϕj) = L(t, ϕj), 0 ≤ j ≤ m,

vm(x, 0) =
m∑

i=0

ci(0)ϕi(x), ci(0) = α0,i , ∀0 ≤ i ≤ m.

On l'écrit dans Rm+1, sous la forme matricielle suivante

(2.2.7)
{

Mm
dCm

dt
(t) + AmCm(t) = Fm(t), t ∈ (0, T )

Cm(0) = cm0.
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Avec
(Cm(t))j = cj(t)

(Mm)ij =

∫

Ω

ϕiϕjdx, 0 ≤ i, j ≤ m,

(Am)ij = b(ϕi, ϕj) =

∫

Ω

(ν∇ϕi.∇ϕj + V.∇ϕiϕj)dx, 0 ≤ i, j ≤ m,

(Fm(t))j = L(t, ϕj) =
∫
Ω

fϕjdx +
∫
Γ

gϕjdΓ, 0 ≤ j ≤ m,

(cm0)j = α0,j, 0 ≤ j ≤ m.

La matrice Mm est symétrique dé�nie positive, en e�et soit z ∈ Rm+1, on a

Mmz.z =
m∑

i=0

m∑
j=0

zizj

∫

Ω

ϕiϕjdx

=

∫

Ω

(
m∑

i=0

ziϕi

)(
m∑

j=0

zjϕj

)
dx

=

∥∥∥∥∥
m∑

i=0

ziϕi

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

> 0, si z 6= 0.

Donc, Mm est inversible et on a

(2.2.8)
{

dCm

dt
= M−1

m Fm −M−1
m AmCm,

Cm(0) = cm0.

(2.2.8) admet une solution unique donnée par :

Cm(t) = exp(−tM−1
m Am)Cm0 +

∫ t

0

exp(−(t− s)M−1
m Am)M−1

m Fm(s)ds

et donc Cm(t) ∈ (H1(0, T ))m+1 ⊂ (C([0, T ]))m+1, par suite en posant vm(x, t) =
m∑

i=0

ci(t)ϕi(x), vm ∈ C([0, T ];Vm), dvm

dt
∈ L2(0, T ; Vm) et vm est solution de (2.2.6). ¤

Lemme 2.3 Soit vm solution du (2.2.6), alors il existe deux constantes C2 et C3 indé-
pendantes de m telles que

(2.2.9) max
0≤t≤T

‖vm‖2
L2(Ω) ≤ C2

(
‖u0‖2

L2(Ω) + ‖f‖L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖g‖2
L2(0,T ;L2(Γ))

)
,

et

(2.2.10) ‖vm‖2
L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ C3

(
‖u0‖2

L2(Ω) + ‖f‖L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖g‖2
L2(0,T ;L2(Γ))

)
.
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Preuve On multiplie (2.2.6) par cj(t) et l'on somme de 0 à m, on trouve
∫

Ω

dvm

dt
(t)vm(t)dx + a(vm(t),vm(t)) = L(t,vm(t)),

d'où

(2.2.11) 1

2

d

dt
‖vm(t)‖2

L2(Ω) + a(vm(t),vm(t)) = L(t,vm(t)),

en utilisant l'inégalité (2.1.11), on obtient :
1

2

d

dt
‖vm(t)‖2

L2(Ω) + α ‖vm(t)‖2
H1(Ω) ≤ β ‖vm(t)‖2

L2(Ω) + L(t,vm(t)),

de plus, la continuité de L donne :
1

2

d

dt
‖vm(t)‖2

L2(Ω) + α ‖vm(t)‖2
H1(Ω) ≤ β ‖vm(t)‖2

L2(Ω) + ‖f(t)‖L2(Ω) ‖vm(t)‖H1(Ω)

+C ‖g(t)‖L2(Γ) ‖vm(t)‖H1(Ω) .

En utilisant l'inégalité de Young on obtient :
1

2

d

dt
‖vm(t)‖2

L2(Ω) +
α

2
‖vm(t)‖2

H1(Ω) ≤ β ‖vm(t)‖2
L2(Ω) +

1

α
‖f(t)‖2

L2(Ω) +
C2

α
‖g(t)‖2

L2(Γ) .

Par suite
1

2

d

dt

(
e−2βt ‖vm(t)‖2

L2(Ω)

)
+

α

2
e−2βt ‖vm(t)‖2

H1(Ω) ≤
(

1

α
‖f(t)‖2

L2(Ω) +
C2

α
‖g(t)‖2

L2(Γ)

)
e−2βt.

Donc
1

2

d

dt

(
e−2βt ‖vm(t)‖2

L2(Ω)

)
+

α

2
e−2βt ‖vm(t)‖2

H1(Ω) ≤
1

α
‖f(t)‖2

L2(Ω) +
C2

α
‖g(t)‖2

L2(Γ) .

En intégrant par rapport au temps entre 0 et t on obtient :

1

2
e−2βt ‖vm(t)‖2

L2(Ω) +
α

2

t∫

0

e−2βs ‖vm(s)‖2
H1(Ω) ds ≤ 1

2
‖u0m‖2

L2(Ω) +
1

α

T∫

0

‖f(t)‖2
L2(Ω) dt

+
C2

α

T∫

0

‖g(t)‖2
L2(Γ) dt.

On utilise 2.2.2, on obtient :

1

2
e−2βt ‖vm(t)‖2

L2(Ω) +
α

2

t∫

0

e−2βs ‖vm(s)‖2
H1(Ω) ds ≤ C1

2
‖u0‖2

L2(Ω) +
1

α

T∫

0

‖f(t)‖2
L2(Ω) dt

+
C2

α

T∫

0

‖g(t)‖2
L2(Γ) dt.
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D'où

‖vm‖2
L2(Ω) ≤

√
2eβT


C1

2
‖u0‖2

L2(Ω) +
1

α

T∫

0

‖f(t)‖2
L2(Ω) dt +

C2

α

T∫

0

‖g(t)‖2
L2(Γ) dt




1
2

,

et
T∫

0

e−2βs ‖vm(s)‖2
H1(Ω) ds ≤ 2

α


C1

2
‖u0‖2

L2(Ω) +
1

α

T∫

0

‖f(t)‖2
L2(Ω) dt +

C2

α

T∫

0

‖g(t)‖2
L2(Γ) dt


 .

d'autre part

‖vm‖2
L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ e2βT

T∫

0

e−2βs ‖vm(s)‖2
H1(Ω) ds

d'où

‖vm‖2
L2(0,T ;H1(Ω)) ≤

√
2

α
eβT


C1

2
‖u0‖2

L2(Ω) +
1

α

T∫

0

‖f(t)‖2
L2(Ω) dt +

C2

α

T∫

0

‖g(t)‖2
L2(Γ) dt




1
2

,

et le résultat s'en suit. ¤

Lemme 2.4 On peut extraire une sous suite (vmk
)k∈N de (vm)m∈N possèdant les propriétés

suivantes :

(2.2.12) vmk
⇀ v faible ∗ dans L∞(0.T ; L2(Ω)) quand k → +∞,

et

(2.2.13) vmk
⇀ v faible dans L2(0, T ; H1(Ω)) quand k → +∞

où v ∈ L2(0, T ; H1(Ω)) ∩ L∞(0.T ; L2(Ω)).

Preuve De l'estimation (2.2.9) on déduit qu'on peut extraire une sous suite (vmk
)k∈N

de (vm)m∈N convergeant vers v ∈ L∞(0.T ; L2(Ω)) ce qui veut dire que pour tout w ∈
L1(0.T ; L2(Ω)) on a

lim
mk→∞

∫ T

0

(vmk
(t), w(t))dt =

∫ T

0

(v(t), w(t))dt,

ici (·, ·)L2(Ω) désigne le produit scalaire dans L2(Ω) d'autre part l'estimation (2.2.10)

montre que la suite (vmk
)k∈N est bornée dans L2(0, T ; H1(Ω)) ce qui nous permet d'en ex-

triare une sous suite qu'on notera (vmk
)k∈N qui converge faiblement vers v∗ ∈ L2(0, T ; H1(Ω))

ce qui veut dire que pour tout G ∈ L2(0, T ; (H1(Ω))′)

lim
mk→∞

∫ T

0

〈G(t),vmk
(t)〉(H1(Ω))′,H1(Ω) =

∫ T

0

〈G(t),v∗(t)〉(H1(Ω))′,H1(Ω) ,
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En particulier si w ∈L2(0.T ; L2(Ω))⊂ L1(0.T ; L2(Ω)) l'application S dé�ne sur L2(0.T ; L2(Ω))
par

〈S, ·〉 =

∫ T

0

(w(t), ·)L2(Ω) dt,

est une forme linéaire sur continue L2(0, T ; H1(Ω)) par suite on déduit que

lim
mk→∞

∫ T

0

(vmk
(t),w(t))L2(Ω) =

∫ T

0

(v∗(t),w(t))L2(Ω) ,

pour tout w ∈ L2(0.T ; L2(Ω)). l'unicité de la limite implique

v = v∗ ∈ L2(0, T ; H1(Ω)) ∩ L∞(0.T ; L2(Ω)).

¤

Lemme 2.5 La limite v est la solution faible de (2.1.1) et on a v ∈ W (0, T ; H1(Ω), (H1(Ω)′)⋂
C(0, T ; L2(Ω)) de plus il existe une constante C(T ) > 0 telle que

(2.2.14)
‖v‖2

L2(0,T ;H1(Ω)) + ‖v‖2
C(0,T ;L2(Ω)) ≤ C(T )

(
‖u0‖2

L2(Ω) + ‖f‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖g‖2

L2(0,T ;L2(Γ))

)

Preuve Soient i ∈ N et ψ ∈ C1([0, T ]) véri�ant ψ(T ) = 0. Pour m ≥ i, on multiplie
(2.2.6) par ψ(t) et on intègre par partie en t, on obtient

T∫

0

− (vm(t), ψ′(t)ϕi)L2(Ω) dt+

T∫

0

a(vm(t), ψ(t)ϕi)dt =

T∫

0

L(t, ψ(t)ϕi)dt+ψ(0)

∫

Ω

u0mϕidx,

En passant à la limite quand m = mk → ∞, on obtient en utilisant le lemme 2.4 et
en utilisant le fait que u0m converge formtement dans L2(Ω) vers u0, on obtient

T∫

0

− (v(t), ϕi)L2(Ω) ψ′(t)dt +

T∫

0

a(v(t), ϕi)ψ(t)dt =

T∫

0

L(t, ϕi)ψ(t)dt + ψ(0)

∫

Ω

u0ϕidx,

Comme les combinaisons linéaires �nies des ϕi sont denses dans H1(Ω), on a
(2.2.15)

T∫

0

− (v(t), w)L2(Ω) ψ′(t)dt+

T∫

0

a(v(t), w)ψ(t)dt =

T∫

0

L(t, w)ψ(t)dt+ψ(0)

∫

Ω

u0wdx, ∀w ∈ H1(Ω)

Maitenant soit ψ ∈ D(]0, T [), alors l'égalite (2.2.15) devient
(2.2.16)

T∫

0

− (v(t), w)L2(Ω) ψ′(t)dt +

T∫

0

a(v(t), w)ψ(t)dt =

T∫

0

L(t, w)ψ(t)dt, ∀w ∈ H1(Ω)
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Pour presque tout t ∈ (0, T ), on note S(t) la distribution vectorielle à valeurs dans
(H1(Ω))′ de�nie par

〈S(t), w〉(H1(Ω))′,H1(Ω) = L(t, w)− a(v(t), w), ∀w ∈ H1(Ω)

La continuité de a et L entraînent pour presque tout t ∈ (0, T )

‖S(t)‖(H1(Ω))′ ≤
((

ν + ‖V ‖L∞(Ω)

)
‖v(t)‖H1(Ω) + ‖f(t)‖L2(Ω) + ‖g(t)‖

L2(Γ)

)

Par suite S ∈ L2(0, T ; (H1(Ω))′) et (2.2.16) devient, ∀w ∈ H1(Ω),
T∫
0

− (v(t), w)L2(Ω) ψ′(t)dt =
T∫
0

−〈v(t), w〉(H1(Ω))′,H1(Ω) ψ′(t)dt =
T∫
0

〈S(t), w〉(H1(Ω))′,H1(Ω) ψ(t)dt,

∀ψ ∈ D(]0, T [)etdonc∀w ∈ H1(Ω),
(2.2.17)

−
〈 T∫

0

v(t)ψ′(t)dt, w

〉

(H1(Ω))′,H1(Ω)

=

〈 T∫

0

S(t)ψ(t)dt, w

〉

(H1(Ω))′,H1(Ω)

,∀ψ ∈ D(]0, T [)

d'où pour tout ψ ∈ D(]0, T [)

T∫

0

v(t)ψ′(t) = −
T∫

0

S(t)ψ(t)dt dans (H1(Ω))′, ∀ψ ∈ D(]0, T [).

Finalement
dv

dt
= S dans D′(]0, T [; (H1(Ω))′)

d'où dv

dt
∈ L2(0, T ; (H1(Ω))′) et de (2.2.16) et (2.2.17) on obtient

〈
dv

dt
, w

〉

(H1(Ω))′,H1(Ω)

+ a(v(t), w) = L(t, w), ∀w ∈ H1(Ω), p.p t ∈ (0, T ).

Maintenant, montrons que
v(0) = u0

La relation (2.2.15) devient pour ψ ∈ C1([0, T ]) véri�ant ψ(0) = 1, ψ(T ) = 0 et ∀w ∈
H1(Ω),

T∫

0

− (v(t), w)L2(Ω) ψ′(t)dt+

T∫

0

a(v(t), w)ψ(t)dt =

T∫

0

L(t, w)ψ(t)dt+

∫

Ω

u0wdx, ∀w ∈ H1(Ω)

En utilisant la formule d'intégration par partie donnée dans le théorème 1.4 et la relation
2.2.15 on déduit ∫

Ω

v(0)wdx =

∫

Ω

u0wdx, ∀w∀w ∈ H1(Ω)
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Par passage à la limite dans , on obtient
¤

Remarque 2.4 Grâce à l'unicité de la solution faible de (2.1.1), la suite (vm)m∈N véri�e

vm ⇀ v faible ∗ dans L∞(0.T ; L2(Ω)) quand m → +∞,

vm ⇀ v faible dans L2(0, T ; H1(Ω)) quand m → +∞.

Lemme 2.6 La suite (vm)m∈N converge vers v dans L2(0, T ; H1(Ω)) fortement.

Preuve On pose

Xm(T ) =
1

2
e−2βT ‖vm(T )− v(T )‖2

L2(Ω) +

T∫

0

e−2βta(vm(t)− v(t),vm(t)− v(t))dt

+β

T∫

0

e−2βt ‖vm(t)− v(t)‖2
L2(Ω) dt,

d'après (2.2.9) , vm(T ) reste bornée dans L2(Ω), donc on peut extraire une sous suite
de (vm)m∈N notée (vm)m∈N tel que

vm(T ) ⇀ χ faible dans L2(Ω).

Soit ψ ∈ C1([0, T ]) telle que ψ(0) = 0 et ψ(T ) = 1, par raisonement analogue à celui fait
pour montrer v(0) = u0, on obtient

∫

Ω

v(T )wdx =

∫

Ω

χ(T )wdx, ∀w ∈ H1(Ω),

d'où
v(T ) = χ(T )

compte tenu de la remarque (2.4), il en résulte

(2.2.18) vm(T ) ⇀ χ(T ) faible dans L2(Ω).

On a

Xm(T ) =
1

2
e−2βT ‖vm(T )‖2

L2(Ω)+

T∫

0

e−2βta(vm(t),vm(t))dt+β

T∫

0

e−2βt ‖vm(t)‖2
L2(Ω) dt+Ym(T ),
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où

Ym(T ) =
1

2
e−2βT ‖v(T )‖2

L2(Ω) − e−2βT

∫

Ω

vm(T )v(T )dx +

T∫

0

e−2βta(v(t),v(t))dt

−
T∫

0

e−2βta(vm(t),v(t))dt−
T∫

0

e−2βta(v(t),vm(t))dt + β

T∫

0

e−2βt ‖v(t)‖2
L2(Ω) dt

−2β

T∫

0

∫

Ω

e−2βtvm(t)v(t)dxdt,

en utilisant la remarque (2.4) et (2.2.18), on obtient
(2.2.19)

lim
m→+∞

Ym(T ) = −1

2
e−2βT ‖v(T )‖2

L2(Ω)−
T∫

0

e−2βta(vm(t),vm(t))dt−β

T∫

0

e−2βt ‖v(t)‖2
L2(Ω) dt,

De la relation (2.2.11) on déduit
(2.2.20)
1

2

d

dt

(
e−2βt ‖vm(t)‖2

L2(Ω)

)
+ e−2βta(vm(t),vm(t)) + βe−2βt ‖vm(t)‖2

L2(Ω) = e−2βtL(t,vm(t)),

en intégrant 2.2.20 entre 0 et T , on trouve

1

2
e−2βT ‖vm(T )‖2

L2(Ω) +

T∫

0

e−2βta(vm(t),vm(t))dt + β

T∫

0

e−2βt ‖vm(t)‖2
L2(Ω) dt(2.2.21)

=
1

2
‖u0m‖2

L2(Ω) +

T∫

0

e−2βtL(t,vm(t))dt,

d'où

lim
m→+∞

(
1
2
e−2βT ‖vm(T )‖2

L2(Ω) +
T∫
0

e−2βta(vm(t),vm(t))dt + β
T∫
0

e−2βt ‖vm(t)‖2
L2(Ω) dt

)
(2.2.22)

= 1

2
‖u0‖2

L2(Ω) +

T∫

0

e−2βtL(t,v(t))dt.

Comme v est solution faible de (2.1.1), on a alors

1

2

d

dt

(
e−2βt ‖v(t)‖2

L2(Ω)

)
+ e−2βta(v(t),v(t)) + βe−2βt ‖v(t)‖2

L2(Ω) = e−2βtL(t,v(t)),
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en intègrant cette relation entre 0 et T , on trouve

1

2
e−2βT ‖v(T )‖2

L2(Ω) +

T∫

0

e−2βta(v(t),v(t))dt + β

T∫

0

e−2βt ‖v(t)‖2
L2(Ω) dt(2.2.23)

=
1

2
‖u0‖2

L2(Ω) +

T∫

0

e−2βtL(t,v(t))dt,

de (2.2.19), (2.2.22) et (2.2.23), on déduit

(2.2.24) lim
m→+∞

Xm(T ) = 0.

La relation (2.2.11) donne

0 ≤ α

T∫

0

e−2βt ‖vm(t)− v(t)‖2
H1(Ω) dt ≤

T∫

0

e−2βta(vm(t)− v(t),vm(t)− v(t))dt +

β

T∫

0

e−2βt ‖vm(t)− v(t)‖2
L2(Ω) dt ≤ Xm(T ),

D'autre part,
T∫

0

‖vm − v‖2
H1(Ω) ≤ e−2βT

T∫

0

e−2βt ‖vm(t)− v(t)‖2
H1(Ω) dt ≤ e2βT

α
Xm(T ),

et gràce à (2.2.24) on obtient

vm → v quand m → +∞ dans L2(0, T ; H1(Ω))

¤

2.3 Existence et unicité de la solution du problème semi
linéaire

Dans cette section, on s'intéresse à l'existence et l'unicité de la solution du problème
semi linéaire. Pour faciliter la démarche de notre étude on va supposer que si les données
du problème linéaire u0 ∈ C(Ω), V ∈ C(Ω)d, g ∈ C(Ω× [0, T ]) et f ∈ C(Ω× [0, T ]) alors
la solution faible de 2.1.1 est dans C(Ω × [0, T ]). Sous ces conditions des résultats de
régularit plus fort sont démontrés dans par exemple [8].
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On considère le problème de convection di�usion semi-linéaire suivant :

(2.3.1)





∂u

∂t
− ν∆u + V.∇u = f(u) dans QT ,

u(·, 0) = u0 dans Ω,

ν
∂u

∂n
= g sur ΣT .

On suppose que u0 ∈ C(Ω), V ∈ C(Ω)d, g ∈ C(Γ× [0, T ]) et f est dé�nie sur R à valeur
dans R et localement lipchitzienne. On transforme ce problème en un problème équivalent
de la manière suivante : Soit w la solution du problème linéaire suivant :

(2.3.2)





∂w

∂t
− ν∆w + V.∇w = 0 dans QT ,

w(·, 0) = u0(·) dans Ω,

ν
∂w

∂n
= g sur ΣT .

Remarque 2.5 D'après le théorème 2.1, la solution faible w de (2.3.2) existe et est
unique.

On pose
v = u−w.

alors l'étude du problème (2.3.1) revient à étudier le problème suivant :

(2.3.3)





∂v

∂t
− ν∆v + V.∇v = F (x, t, v) dans QT ,

v(·, 0) = 0 sur Ω,

ν
∂v

∂n
= 0 sur ΣT .

où
F (x, t, v) = f(w(x, t) + v),

Donc montrer que le problème (2.3.1) admet une solution faible u unique, revient à
montrer que (2.3.3) admet une solution faible u unique. L'approche qu'on va utiliser ici
est très naïve et s'inspire de la démonstration du théorème de Cauchy Lipchitz pour les
équations di�érentielles, elle consiste à montrer l'existence d'une solution bornée dans un
intervalle très petit, cette solution pourra être prolongée jusqu'à un intervalle maximal.

On a le résultat d'existence et d'unicité locale de la solution faible v du problème
(2.3.3).

Théorème 2.2 Si u0 ∈ C(Ω), V ∈ C(Ω)d, g ∈ C(Γ× [0, T ]) et f est localement lipchit-
zienne, alors il existe 0 < T1 < T tel que le problème (2.3.3) admet une solution faible u
unique telle que u ∈ C(Ω× [0, T1]).
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Preuve Soit R > 0 �xé, et 0 < T1 < T que l'on choisira ci dessous, Soit R > 0 �xé et
0 ≤ T1 ≤ T que l'on choisira ci dessous.

On note B(0, R) la boule fermée de C(Ω) et

BR,T1 = {u ∈ C(Ω× [0, T1]) tel que u(., t) ∈ B(0, R),∀t ∈ [0, T1]}

est fermé dans C((Ω)× [0, T1]).
L'application φ dé�nie de BR,T1 dans BR,T1 par :

φ(v) = y

où y est la solution du problème :

(2.3.4)





∂y

∂t
− ν∆y + V.∇y = F̃ (x, t, v) dans QT ,

y(·, 0) = 0 sur Ω,

ν
∂y

∂n
= 0 sur ΣT .

telle que
F̃ (x, t, v) =

{
F (x, t, v) si v ∈ BR,T1

F (x, t, R) sinon.

On choisira R et T1 de telle façon que BR,T1 soit stable par φ et que φ soit contractante.
1) Stabilité de BR,T1 : On choisira T1 tel que φ

(
BR,T1

) ⊂ BR,T1 . En e�et, soit v ∈
BR,T1 donc F̃ (x, t, v) ∈ C(Ω× [0, T ]) et donc uniformément bornée et par le principe du
maximum on montre que

(2.3.5) ‖y(·, t)‖∞,Ω ≤ t
∥∥∥F̃

∥∥∥
∞,QT

, pour t ≤ T1

En e�et, on pose z = y − t
∥∥∥F̃

∥∥∥
∞,QT

et y est solution de 2.3.4, alors z est solution du
problème

(2.3.6)





∂z

∂t
− ν∆z + V.∇z = F̃ −

∥∥∥F̃
∥∥∥
∞,QT

dans QT ,

z(·, 0) = 0 sur Ω,

ν
∂z

∂n
= 0 sur ΣT .

On multiplie la première équation de (2.3.6) par z+ et on intègre formelement par
partie, on obtient :

1

2

d

dt

∫

Ω

(z+)2dx + ν

∫

Ω

∥∥∇z+
∥∥2

dx ≤ 0.

D'où
z+ = 0
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Ce qui donne (2.3.5).
Donc, on pourra prendre pour le moment T1 ≤ R∥∥∥F̃

∥∥∥
∞,QT

pour que φ(v) ∈ BR,T1

2) Contraction :
On montre que φ est contractante, en e�et soient v1, v2 ∈ BR,T1 et y1 = φ(v1),

y2 = φ(v2). Comme f est localement lipchitzienne, alors il existe une constante K > 0
qui dépend de R et T telle que

∣∣∣F̃ (x, t, v1)− F̃ (x, t, v2)
∣∣∣ = |f(w(x, t) + v1)− f(w(x, t) + v2)| ≤ K ‖v1 − v2‖∞,QT1

.

D'autre part en posant z = y1− y2 = φ(v1)− φ(v2), en obtenant z solution du problème :




∂z

∂t
− ν∆z + V∇z = F̃ (x, t, v1)− F̃ (x, t, v2) dans QT

z(·, 0) = 0 dans Ω

ν
∂z

∂n
= 0 sur ΣT

et par le principe du maximum 4.3.4, on obtient

|y1(x, t)− y2(x, t)| ≤ T1

∥∥∥F̃ (x, t, v1)− F̃ (x, t, v2)
∥∥∥
∞,QT1

≤ T1K ‖v1 − v2‖∞,QT1

Donc
‖φ(v1)− φ(v2)‖∞,QT1

≤ T1K ‖v1 − v2‖∞,QT1
.

Il su�t de prendre T1 < 1
K

pour assurer la contractante de φ.
Donc, on choisit T1 telle que

(2.3.7) T1 = ∆T < min


 R∥∥∥F̃

∥∥∥
∞,QT1

,
1

K




D'après le théorème du point �xe de Banach (1.7), φ admet un unique point �xe v,
v ∈ BT1,R ⊂ C(0, T1; L

2(Ω)). Ce point �xe est donc une solution faible du problème
(2.3.3). ¤

Remarque 2.6 Dans le raisonnement ci dessus on doit s'assurer que ∆T = min ( R
‖f‖∞,QT1

, 1
K

) 6= 0 sinon la formule (4.3.9) n'aura aucun sens. ∆T dépend fortement du type de
croissance de f ; par exemple si g = 0 et f(u) = u, ∆T = 1, si f(u) = u2, ∆T =

1

2R
et donc plus que R est grand plus ∆T est petit. Le meilleur choix de R repose sur une
estimation apriori du point �xe i.e. de la solution du problème de départ.

Remarque 2.7 Le théorème 2.2 est un résultat d'existence et d'unicité locale sur [0, ∆T [

avec ∆T = min

(
R

‖f‖∞,QT1

, 1
K

)
. Cette solution peut être prologée en construisant de la
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même façon une solution du problème (2.3.1) avec comme donnée initiale u(T1, ·) avec
T1 ∈ [0, ∆[, cette solution sera défénie sur l'intervalle [T1, T1+∆T ′[ telle que ∆T ′ véri�ant
une relation de type (4.3.9). Ce processus peut être répété jusqu'à obtention d'une solution
maximale sur un intervalle maximale [0, Tmax[ avec Tmax = ∞ ou bien Tmax < ∞ et dans
ce cas limt→Tmax ‖u(·, t)‖∞,Ω = +∞. L'unicité de la solution maximale s'obtient gràce à
l'inégalité de Growall et de la condition Lipchitz locale imposée à f.



Chapitre 3

Etude de la stabilité du problème de
convection di�usion semi linéaire

Dans ce chapitre on étudie la stabilité du point d'équilibre trivial du problème convec-
tion di�usion semi linéaire ci dessus, puis on linéarise ce problème, en�n on étudie la
stabilité du problème linéarisé.

3.1 Position du problème
On considère le problème convection di�usion semi linéaire

(3.1.1)





∂u

∂t
− ν∆u + V.∇u = λ exp(u)− c, dans QT ,

u(., 0) = u0, dans Ω,

ν
∂u

∂n
= 0, sur ΣT .

D'après le théorème 2.2 le problème (3.1.1) admet une solution u unique locale telle que
u ∈ C(Ω× [0, Tmax]) avec Tmax = +∞ ou Tmax �ni et dans ce cas lim

t→Tmax

‖u(t)‖L2(Ω) = +∞.

3.2 Etude de la stabilité du problème de convection
di�usion semi linéaire

On écrit le problème (3.1.1) formelement sous forme d'une équation di�érentielle abs-
raite :

(3.2.1) du

dt
= f(u)

avec

f(u) = ν∆u− V.∇u + λ exp(u)− c.

Df =

{
u ∈ C([0, T ]; L2(Ω)) ∩W (0, T ; H1(Ω), (H1(Ω))′) et ∂u

∂n
= 0

}
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Dé�nition 3.1 Une solution u de (3.2.1) si elle véri�e

f(u) = 0,

est dite point d'équilibre.

On pose
ue = log

( c

λ

)
,

alors ue est un point d'équilibre trivial de (3.2.1). On remarque aussi que ue est solution
de (3.2.1) avec

u0 = ue

Dé�nition 3.2 Le point d'équilibre ue est dit asymptotiquement stable si et seulement si,
il existe δ > 0 tel que si ‖ u(0)− ue ‖L2(Ω)< δ, alors limt→∞ ‖ u(t)− ue ‖L2(Ω)= 0

où u est une perturbtion de ue

Théorème 3.1 Le point d'équilibre ue n'est pas asymptotiquement stable.

Preuve Soit δue une petite perturbation de ue, on pose

u = ue + δue

soit u la solution de (3.2.1) avec comme donnée initiale u0 ci dessus. On pose

δu = u− ue

et donc u véri�e l'équation
telle que δue une petite perturbation de ue qui est constante par rapport à x, a alors

la solution u de (3.2.1) correspondant à cette donnée intiale est constante par rapport à
x et est solution de l'équation di�érentielle ordinaire suivante

(3.2.2)
{

du

dt
= λ exp(u)− c

u(0) = ue + δue

La solution de l'équation di�érentielle homogène est donnée par

u(t) = − log(−λt− A),

la variation de la constante donne

(3.2.3) A′(t) = cλt + cA(t),

la solution de (3.2.3) est donnée par

A(t) = −λt− λ

c
+ γ exp(ct), γ ∈ R,
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donc,
u(t) = − log(

λ

c
− γ exp(ct)),

et
γ =

λ

c
− exp(−u0),

d'où

u(t) = − log(
λ

c
− (

λ

c
− exp(−u0)) exp(ct))

= −ct− log

(
λ

c
exp(−ct) + exp(−u0)− λ

c

)
.

D'autre part, on a
λ

c
= exp(−ue),

d'où
u(t) = −ct− log (exp(−ue − ct) + exp(−u0)− exp(−ue))

ou plus simplement

u(t) = ue − ct− log (exp(−ct) + exp(ue − u0)− 1) .

On distinct deux cas pour que u soit bien dé�nie :
1. Si ue < u0, alors u est dé�nie sur [0, t∗[, avec

t∗ =
1

c
log

(
1

1− exp(ue − u0)

)
.

et
lim
t→t−∗

‖u(t)‖L2(Ω) = +∞,

et on a un phénomène d'explosion à temps �ni et donc, on a une instabilité en temps
�ni.

2. Si ue > u0, alors u est dé�nie sur [0, +∞[. Dans ce cas, on a

lim
t→∞

‖u(t)− ue‖L2(Ω) = −∞,

d'où, on a une instabilité au temps in�ni.
¤
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3.3 Linéarisation du problème de convection di�usion
semi linéaire autour de ue

Dans cette section, on linéarise le problème (3.1.1)autour de ue.

Proposition 3.1 Le problème linéarisé de (3.1.1) est donné par

(3.3.1)





∂u

∂t
− ν∆u + V.∇u− cu = 0, dans QT ,

u(., 0) = u0, dans Ω,

ν
∂u

∂n
= 0, sur ΣT .

Preuve δue une petite perturbation de ue, on pose

u = ue + δue

soit u la solution de (3.1.1) avec comme donnée initiale u0 ci dessus. On pose

δu = u− ue

et donc u véri�e l'équation

(3.3.2) du

dt
= f(ue + δu)

Le développement de Taylor à l'ordre 1 de f , est donné par

f(ue + δu) = f(ue) + Df(ue).δu + o(‖ δu ‖),
telle que Df(ue) est la di�érentielle du f en ue. On a

Df(ue).δu = ν∆δu− V.∇δu + cδu,

d'où
f(ue + δu) = ν∆δu− V.∇δu + cδu + o(‖ δu ‖),

on remplace f(ue + δu) par ν∆(δu) − V.∇(δu) + cδu (ceci est vrai lorsque δu est très
petite), on trouve

d

dt
(δu) = ν∆(δu)− V.∇(δu) + cδu,

et
δu(0) = δue,

donc, le problème convection di�usion linéairisé est donné par




∂

∂t
(δu)− ν∆(δu) + V.∇(δu)− cδu = 0, dans QT

δu(., 0) = δue, dans Ω

ν
∂

∂n
(δu) = 0, sur ΣT

. ¤
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3.4 Etude de la stabilité du problème de convection
di�usion linéarisé

On montre dans cette section que le problème (3.3.1) admet un point d'équilibre
instable. On écrit (3.3.1) sous forme le système dynamique suivant :

(3.4.1) du

dt
= h(u)

avec

h(u) = ν∆u− V.∇u + cu.

Dh =

{
u ∈ C([0, T ]; L2(Ω)) ∩W (0, T ; H1(Ω), (H1(Ω))′) et ∂u

∂n
= 0

}

On pose
ue = 0,

alors ue est un point d'équilibre de (3.4.1) avec u0 = 0.

Théorème 3.2 Le point d'équilibre ue n'est pas asymptotiquement stable.

Preuve Soit δue une petite perturbation de ue qui est constante par rapport à x, on
pose

u = ue + δue

en concluant que u solution de l'équation di�érentielle ordinaire

(3.4.2)
{

du

dt
= cu

u(0) = u0 = ue + δue

la solution de (3.4.2) est donnée par

u(t) = (ue + δue)e
ct,

on a
lim
t→∞

(u(t)− ue) = +∞
donc, on a une instabilité au temps in�ni. ¤

On peut se poser la question suivante : Peut on contrôler la solution du problème
linéarisé (3.3.1) pour la ramèner à l'état d'équilibre 0 en temps �ni en agissant sur une
partie du bord de Ω. Cette question sera abordée dans le chapitre suivant.

Cas où la perturbation n'est pas constante
L'étude de la stabilité des points d'équilibres de (3.4.1) se fait par l'intermédiaire des

valeurs propres de l'opérateur −∆, dans ce qui suit nous tenterons de donner les grandes
lignes de cette technique dans le cas où V = 0. Soit δue une petite perturbation du point
d'équilibre trivial ue = 0 qui n'est pas nécessairement constante par rapport à x, on pose

u0 = ue + δue,
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alors pour tout δue ∈ L2(Ω), la solution de (3.1.1) peut être donnée par la série de
Fourier

u(t) =
∑
n≥0

yn(t)φλn .

Avec λn et φn sont respectivement les valeurs propres et les fonctions propres associées
à l'opérateur −∆ avec la condition de Neumann homogène, rappelons que dans ce cas
λ0 = 0.

Alors les harmoniques yn(t) véri�ent

(3.4.3)
{

dyn

dt
= (c− λn)yn

yn(0) = (δue)n

(δue)n étant la coordonnées de δue suivant la direction φλn . La solution de (3.4.3) est

donnée par
yn(t) = (δue)n exp((c− λn)t)

Par suite on a si (δue)0 6= 0
lim
t→∞

y0(t) = ∞.

Ce mode est donc instable. Les autres modes sont tous stables sauf ceux qui véri�ent
(c− λn) > 0 qui sont en nombre �ni puisque la suite des valeurs propres est strictement
croissante et de limite in�ni.



Chapitre 4

Contrôlabilité du problème de
convection di�usion linéarisé

Dans ce chapitre on étudie la contrôlabilité de l'équation de convection di�usion linéa-
risée, on s'intéresse à l'étude de l'existence et l'unicité du contrôle optimal et on donne
ses caractérisations.

4.1 Formulation du problème
On concidère le problème convection di�usion linéarisé suivant

(4.1.1)





∂u

∂t
− ν∆u + V.∇u− cu = 0, dans QT

u(0) = u0, dans Ω

ν
∂u

∂n
= v, sur Σ1

ν
∂u

∂n
= 0, sur Σ2

Où Σ1 = γ×]0, T [, γ =
M⋃

m=1

γm (partie contrôlée). Les γm, m = 1, 2, ..., M sont des parties
de la frontière Γ qui véri�ent ∫

γm

dΓ > 0.

Σ2 = Σ�Σ1(partie non contrôlée). v = (vm)m=1,...,M .
Le problème étudié est le suivant : Soit T > 0 donné, peut on pour tout u0 donné

dans L2(Ω) trouver un contrôle v qui ramène le problème (4.1.1) à l'état d'équilibre 0,
si cela est possible on dit alors que le problème est contrôlable à l'instant T.De point de
vue numérique, l'état 0 n'est jamais exactement atteint à cause des erreurs d'arrondies
et d'approximations, pour cela la vraie question est de trouver un contrôle v tel que
u(T ) soit aussi proche que possible de l'état d'équilibre 0. En réalité on ne s'intéresse qu'
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à la contrôlabilité approché de l'état 0 qui peut être donnée directement via la théorie
du contrôle optimal. La solution u est l'état du problème (4.1.1) à contrôlé, dépend du
contrôle v, on la note par u(v).

Dans notre travail, on cherche un contrôle solution du problème de minimisation sui-
vant

(4.1.2) inf
U

J(v),

avec U = L2(0, T ;RM) est l'espace des contrôles admissibles muni de la norme

‖v‖U =




T∫

0

| v(t) |2 dt




1
2

.

J est la fonction de coût dé�nie par :

J(v) =
1

2
‖v‖2

U +
k1

2
‖u(v)‖2

L2(0,T,L2(Ω)) +
k2

2
‖u(T, v)‖2

L2(Ω)

=
1

2

T∫

0

| v(t) |2 dt +
k1

2

∫

QT

u(v)2dxdt +
k2

2

∫

Ω

(u(T, v))2dx.

avec k1 ≥ 0, k2 ≥ 0 et k1 + k2 > 0.

|v|2 = (v, v)
RM

=
M∑

m=1

vm(t)2.

Lemme 4.1 La fonction de coût J est strictement convexe, coercive et semi continue
inférieurement.

Preuve
1. J est strictement convexe :

Soient v, w ∈ U tels que v 6= w, u(v) et u(w) les solutions de (4.1.1) correspondantes.
On a

J(θv + (1− θ)w) =
1

2
‖θv + (1− θ)w‖2

U +
k1

2
‖u(θv + (1− θ)w)‖2

L2(0,T,L2(Ω))

+
k2

2
‖u(T, θv + (1− θ)w)‖2

L2(Ω).

D'autre part, on a

u(θv+(1−θ)w) = θu(v)+(1−θ)u(w) et u(T, θv+(1−θ)w) = θu(T, v)+(1−θ)u(T, w).

D'où

J(θv + (1− θ)w) =
1

2
‖θv + (1− θ)w‖2

U +
k1

2
‖θu(v) + (1− θ)u(w)‖2

L2(0,T,L2(Ω))

+
k2

2
‖θu(T, v) + (1− θ)u(T, w)‖2

L2(Ω).



4.2 Existence et unicité du contrôle optimal 41

On utilise l'inégalité tiangulaire et l'inégalité de Young (1.4.3), on obtient

J(θv + (1− θ)w) ≤ 1

2
θ2‖v‖2

U +
k1

2
θ2‖u(v)‖2

L2(0,T,L2(Ω)) +
k2

2
θ2‖u(T, v)‖2

L2(Ω)

+
1

2
(1− θ)2‖w‖2

U +
k1

2
(1− θ)2‖u(w)‖2

L2(0,T,L2(Ω))

+
k2

2
(1− θ)2‖u(T, w)‖2

L2(Ω).

Comme θ ∈]0, 1[, alors

J(θv + (1− θ)w) <
1

2
θ‖v‖2

U +
k1

2
θ‖u(v)‖2

L2(0,T,L2(Ω)) +
k2

2
θ‖u(T, v)‖2

L2(Ω)

+
1

2
(1− θ)‖w‖2

U +
k1

2
(1− θ)‖u(w)‖2

L2(0,T,L2(Ω))

+
k2

2
(1− θ)‖u(T, w)‖2

L2(Ω).

Donc
J(θv + (1− θ)w) < θJ(v) + (1− θ)J(w).

2. Coercivité :
Soit v ∈ U , on a

J(v) ≥ 1

2
‖v‖2

U

3. J est semi continue inférieurement :
D'après le théorème 2.1 l'application v 7→ u est continue de U dans L2(0, T ; H1(Ω)),
donc J est continue pour la topologie forte de U . D'où J est semi continue inférieu-
rement.

¤

Dé�nition 4.1 Un contrôle v est solution de problème de minimisation (4.1.2) s'appelle
contrôle optimal.

4.2 Existence et unicité du contrôle optimal
Dans cette partie on montre l'existence et l'unicité du contrôle optimal, on a le résultat

suivant

Théorème 4.1 Le problème (4.1.2) admet une solution unique.

Preuve
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Existence : Soit (vn)n∈N une suite de U telle que

J(vn) → inf
U

J(v) quand n → +∞.

On a J est coercive, c'est a dire il existe C =
1

2
telle que

(4.2.1) J(v) ≥ C‖v‖2
U , ∀v ∈ U

de (4.2.1), on déduit que la suite (vn) est bornée, d'où on peut extraire une sous
suite (vnk

) de (vn) telle que

vnk
⇀ w faiblement dans U ,

donc, on a

(4.2.2) J(w) ≥ inf
U

J(v).

D'aprés le lemme 4.1 et le corollaire 1.1, on déduit

(4.2.3) lim inf
k→+∞

J(vnk
) ≥ J(w),

de (4.2.2) et (4.2.3) on obtient

inf
U

J(v) = J(w).

Unicité : On suppose que inf
U

J(v) est atteint en w1 et en w2 tels que w1 6= w2. On a

(4.2.4) J

(
w1 + w2

2

)
≥ inf

U
J(v).

D'autre part, d'aprés le lemme (4.1) J est strictement convexe, donc

(4.2.5) J

(
w1 + w2

2

)
< inf

U
J(v),

de (4.2.4) et (4.2.5), on déduit que

w1 = w2.

¤

4.3 Caractérisation du contrôle optimal
Dans cette section, on donne quelques caractérisations du contrôle optimal.
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4.3.1 Conditions d'optimalités
Dans cette partie on montre que la fonctionnelle J est di�érentiable sur U et on calcule

J ′ et on donne les conditions d'optimalités.

Proposition 4.1 J est di�érentiable sur U et on a

〈J ′
(v), w〉U ′ ,U =

T∫

0

(v(t), w(t))dt + k1

∫

QT

u(v)z(w)dxdt + k2

∫

Ω

u(T, v)z(T, w)dx, ∀w, ∀v ∈ U

où z(w) est l'état du problème convection di�usion linéarisé associe à le contrôle w

(4.3.1)





∂z

∂t
− ν∆z + V.∇z − cz = 0, dans QT

z(., 0) = 0, dans Ω

ν
∂z

∂n
= w, sur Σ1

ν
∂z

∂n
= 0, sur Σ2

Preuve Soient v, δv ∈ U , u(v) la solution de problème (4.1.1) et y(v + δv) la solution
du problème 




∂y

∂t
− ν∆y + V.∇y − cy = 0, dans QT

y(., 0) = u0, dans Ω

ν
∂y

∂n
= v + δv sur Σ1

ν
∂y

∂n
= 0, sur Σ2

on a

J(v + δv)− J(v) =

∫ T

0

(v, δv)RM dt +
k1

2

∫

QT

(y + u)(y − u)dxdt(4.3.2)

+
k2

2

∫

Ω

(y(T )− u(T ))(y(T ) + u(T ))dx +
1

2

∫ T

0

|δv|2 dt(4.3.3)

On pose
δu = y − u,

donc, δu est la solution du problème

(4.3.4)





∂

∂t
(δu)− ν∆(δu) + V.∇(δu)− cδu = 0, dans QT

δu(0) = 0, dans Ω

ν
∂

∂n
(δu) = δv, sur Σ1

ν
∂

∂n
(δu) = 0, sur Σ2
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On remplace (y − u) par δu et y par (δu + u) dans (4.3.2), on obtient

J(v + δv)− J(v) =

T∫

0

(v, δv)
RM

dt + k1

∫

QT

u(v)δu(δv)dxdt + k2

∫

Ω

u(T, v)δu(T, δv)dx

+
k1

2

∫

QT

(δu(δv))2 dxdt +
k2

2

∫

Ω

(δu(T, δv))2 dx +
1

2

T∫

0

|δv|2 dt

d'après le théorème (2.1), l'application

δv →
T∫

0

(v, δv)
RM

dt + k1

∫

QT

u(v)δu(δv)dxdt + k2

∫

Ω

u(T, v)δu(T, δu)dx

est linéaire continue de U dans R.
On pose

A(δv) =
k1

2

∫

QT

(δu)2dxdt +
k2

2

∫

Ω

(δu(T ))2dx +
1

2

T∫

0

| δv |2 dt.

De la dépendance continue par rapport aux données, il existe une constante B > 0
tella que

|A(δv)| ≤
(

k1

2
+

k2

2
+

1

2

)
‖δv‖2

U .

Donc
lim

‖δv‖U→0

|A(δv)|
‖δv‖U

= 0

d'où, J est di�érentiable en v pour tout v ∈ U et on a

〈J ′
(v), w〉U ′×U =

T∫

0

(v(t), w(t))
RM

dt + k1

∫

QT

u(v)z(w)dxdt + k2

∫

Ω

u(T, v)z(T, w)dx, ∀w ∈ U

où z(w) est la solution de (4.3.4). ¤

Théorème 4.2 Soit v le contrôle optimal, alors on a

(4.3.5) vm = −
∫

γm

pdΓ ,∀m = 1, ..., M
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où p est l'état du problème

(4.3.6)





−∂p

∂t
− ν∆p− V.∇p− cp = k1u(v), dans QT

p(., T ) = k2p(., T ), dans Ω

ν
∂p

∂n
= 0, sur ΣT

et u(v) l'état de problème (4.1.1)
Preuve Soient v et v deux contrôles, u(v) est l'état de problème (4.1.1) associe à v et
z(v) est l'état de problème (4.3.1).

Donc p véri�e pour p.p. t ∈ (0, T )

∫ T

0

〈
−dp

dt
,w

〉

(H1(Ω))′,H1(Ω)

dt+

∫ T

0

a2(p,w)dt = k1

∫ T

0

∫

Ω

u(v)wdxdt, ∀w ∈ L2(0, T ; H1(Ω)),

avec

(4.3.7) a2(p,w) =

∫

Ω

(ν∇p.∇w + V.∇wp− cpw)dx,∀w,p ∈ L2(0, T ; H1(Ω)),

en particulier pour w = z(v).
D'autre part on a :

∫ T

0

〈
−dp

dt
, z

〉

(H1(Ω))′,H1(Ω)

dt =

∫ T

0

〈
dz

dt
,p

〉

(H1(Ω))′,H1(Ω)

dt− k2u(T)z(T)

∫ T

0

〈
dz

dt
,p

〉

(H1(Ω))′,H1(Ω)

dt = −
∫ T

0

a(z,p)dt +

∫ T

0

M∑
m=1




∫

γm

pdΓ


 vmdt,

où
a(z,p) =

∫

Ω

(ν∇z.∇p + V.∇zp− czp)dx,∀z,p ∈ L2(0, T ; H1(Ω))

Donc, on obtient

−
∫ T

0

a(z,p)dt+

∫ T

0

M∑
m=1




∫

γm

pdΓ


 vmdt+

∫ T

0

a2(p, z)dt−k2u(T)z(T)k1 =

∫ T

0

∫

Ω

u(v)zdxdt,

Donc

(4.3.8) k2

∫

Ω

u(T )z(T )dx + k1

∫

QT

u(v)z(v)dxdt =

T∫

0

M∑
m=1




∫

γm

pdΓ


 vmdt,

d'après la proposition (4.1), J est di�érentiable en v et on a
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(4.3.9) 〈J ′
(v), v〉U ′ ,U =

T∫

0

v(t)v(t)dt + k1

∫ T

0

∫

Ω

uzdxdt + k2

∫

Ω

u(T )z(T )dx

de (4.3.9) et, on conclut que

〈
J
′
(v), v

〉
U ′ ,U

=

T∫

0

M∑
m=1


vm +

∫

γm

pdΓ


 vm.

Donc

J
′
(v) =



vm +

∫

γm

pdΓ





M

m=1

.

La condition nécessaire pour que v soit le contrôle optimal est

J
′
(v) = 0,

d'où
vm = −

∫

γm

pdΓ ,m = 1, ...,M

où p est la solution de (4.3.6) et u(v) est l'état du problème (4.1.1). ¤

Dé�nition 4.2 La solution p du problème (4.3.6) est dite état adjoint de l'état u(v) du
problème (4.1.1) associe au contrôle optimal v.

4.3.2 Etude du problème adjoint
Dans cette partie, on étudie l'existence, l'unicité, dépendance par rapport aux données,

et la régularité de la solution de problème (4.3.6). La formulation faible du problème (4.3.6)
est donnée par

(4.3.10)



< −dp

dt
, w >(H1(Ω))′,H1(Ω) +a2(p, w) = k1

∫

Ω

uwdx , ∀w ∈ H1(Ω), p.p t ∈ (0, T )

p(T ) = k2u(T )

avec a2 est dé�nie par (4.3.7) est bilinéaire, continue sur H1(Ω) × H1(Ω) et véri�e la
condition de coercivité suivante :

{ il existe λ2 ∈ R, α2 > 0 tel que
a2(w,w) + λ2 ‖ w ‖2

L2(Ω)≥ α2 ‖ w ‖2
H1(Ω),∀w ∈ H1(Ω)

L'application w → k1

∫

Ω

uwdx est linéaire, continue sur H1(Ω).
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Remarque 4.1 D'après la remarque (2.1) du chapitre 2, on déduit

p ∈ C(0, T ; L2(Ω)),

donc, p(T ) a un sens.

4.3.2.1 Existence et unicité de solution faible
Théorème 4.3 Le problème (4.3.6) admet une solution faible unique p ∈ W (0, T ; H1(Ω), (H1(Ω))′)∩
C(0, T ; L2(Ω)) de plus on a

max
0≤t≤T

‖ p(t) ‖2
L2(Ω)≤ C(T )

[
k2

2 ‖ u(T ) ‖2
L2(Ω) +k2

1 ‖ u ‖2
L2(0,T ;H1(Ω))

]

et
‖ p ‖2

L2(0,T ;H1(Ω))≤ C(T )
[
k2

2 ‖ u(T ) ‖2
L2(Ω) +k2

1 ‖ u ‖2
L2(0,T ;H1(Ω))

]

Preuve On pose
q(t) = p(T − t), ∀t ∈ [0, T ]

donc q est solution du problème suivant

(4.3.11)




〈dq
dt

, w〉(H1(Ω)′,H1(Ω) + a2(q, w) = k1

∫

Ω

u(T − t)wdx, ∀w ∈ H1(Ω)

q(0) = k2u(T )

d'après le théorème (2.1), le problème (4.3.11) admet une solution faible unique q véri�e

max
0≤t≤T

‖ q ‖L2(Ω)≤ C(T )


k2

2 ‖ u(T ) ‖2
L2(Ω) +k2

1

T∫

0

‖ u(T − t) ‖2
H1(Ω) dt




1
2

,

‖ q ‖L2(0,T ;H1(Ω))≤ C(T )


k2

2 ‖ u(T ) ‖2
L2(Ω) +k2

1

T∫

0

‖ u(T − t) ‖2
H1(Ω) dt




1
2

.

Par conséquent

max
0≤t≤T

‖ p(t) ‖2
L2(Ω)≤ C(T )

[
k2

2 ‖ u(T ) ‖2
L2(Ω) +k2

1 ‖ u ‖2
L2(0,T ;H1(Ω))

]

et
‖ p ‖2

L2(0,T ;H1(Ω))≤ C(T )
[
k2

2 ‖ u(T ) ‖2
L2(Ω) +k2

1 ‖ u ‖2
L2(0,T ;H1(Ω))

]

¤
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4.3.3 Equation fonctionnelle
Dans cette partie, on donne une autre caractérisation du contrôle optimal, on introduit

l'opérateur A dé�ni sur U dans U par

Av =

{
vm +

∫

γm

pdΓ

}M

m=1

où p est l'état adjoint de l'état z(v) solution de problème (4.3.1).
Proposition 4.2 L'opérateur A est symétrique, fortement elliptique, de plus A est un
isomorphisme de U dans U
Preuve
i) A est symétrique :
Soient v1 et v2 deux contrôles, pi (i = 1, 2) l'état adjoint de l'état zi(vi) solution de

(4.3.1). On a

(Av1, v2)U =

T∫

0

(Av1) v2dt

=

T∫

0

v1.v2dt +

T∫

0

M∑
m=1

∫

γm

p1v2mdΓdt

On a

(4.3.12)
T∫

0

〈
dz2

dt
,p1

〉

(H1(Ω))′,H1(Ω)

dt +

T∫

0

a(z2,p1)dt =

T∫

0

M∑
m=1

∫

γm

p1v2mdΓdt.

D'autre part, on a
(4.3.13)

T∫

0

〈
dz2

dt
,p1

〉

(H1(Ω))′,H1(Ω)

dt = −
T∫

0

〈
dp1

dt
, z2

〉

(H1(Ω))′,H1(Ω)

dt + k2z2(T )p1(T ),

et

(4.3.14) −
T∫

0

〈
dp1

dt
, z2

〉

(H1(Ω))′,H1(Ω)

dt = −
T∫

0

a2(z2,p1)dt + k1

∫

QT

z1z2dxdt.

De (4.3.12), (4.3.13) et (4.3.14), on obtient

(4.3.15) (Av1, v2)U =

T∫

0

v1.v2dt + k1

∫

QT

z1z2dxdt + k2

∫

Ω

z1(T )z2(T )dx.

D'où A est symétrique.
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ii) A est fortement elliptique :
Soit v un contrôle non nul, d'après (4.3.15) on a

(4.3.16) (Av, v)U ≥‖ v ‖2
U ,

donc, A est fortement elliptique.
iii) A est un isomorphisme
D'après le théorème (2.1) et le théorème (4.3) , on déduit que l'opérateur A est continu

sur U . Comme A est fortement elliptique, alors il est injectif, en e�et soit v ∈ U tel
que Av = 0, on utilise (4.3.16), on obtient

v = 0

donc
kerA = {0}.

On montre que A est surjectif.
D'abord, on montre que A est d'image fermé, en e�et soit (wn) une suite de ImA qui

converge vers w dans U , donc il existe une suite (vn) de U , telle que

Avn = wn.

D'autre part
(wn, vn)U = (Avn, vn)U ≥ 1

2
‖vn‖2

U ,

et d'après l'inégalité de Young (1.4.3), on trouve

(wn, vn)U ≤ ε

2
‖wn‖2

U +
1

2ε
‖vn‖2

U ,

donc

(4.3.17) (
1

2
− 1

2ε
)‖vn‖2

U ≤
ε

2
‖wn‖2

U ,

on choisit ε = 2, on obtient

(4.3.18) ‖vn‖2
U ≤ 4‖wn‖2

U ,

de (4.3.18), on conclut

‖vn − vm‖2
U ≤ 4‖wn − wm‖2

U , ∀n, m ∈ N

comme (wn) est une suite de Cauchy, alors (vn) est une suite de Cauchy, donc elle
converge vers une limite notée v dans U . De la continuité de A on déduit que

w = Av

d'où w ∈ ImA.
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Maintenant on montre que
ImA = U

cela découle de la relation
ImA = (kerA∗)⊥

et du fait que A est symétrique donc auto adjoint, d'où

ImA = U
et A est bijectif.

D'après le corolaire (1.2) du chapitre 1, A−1 est continu.
¤

On a le résultat suivant

Théorème 4.4 Soit v le contrôle optimal, alors v est solution de l'équation fonctionnelle

(4.3.19) Av = β

avec

β = −




∫

γm

P0dΓ





M

m=1

et P0 l'état adjoint de l'état U0 associe au contrôle nul solution de problème (4.1.1).

Preuve Soient v le contrôle optimal, P0 l'état adjoint de l'état U0 solution de problème
(4.1.1) associe à v = 0. On pose

(4.3.20)
{

u = u−U0,
p = p−P0

alors l'état u(v) est solution de (4.3.1) et p son état adjoint. Par suite

Av =



vm +

∫

γm

pdΓ





M

m=1

,

et de (4.3.5) et (4.3.20), on déduit que

Av = −




∫

γm

P0dΓ





M

m=1

.

On pose

β = −




∫

γm

P0dΓ





M

m=1

et on obtient le résultat. ¤
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4.3.4 Formulation faible
On a montré dans le paragraphe précédent que le contrôle optimal v est solution de

l'équation fonctionnelle (4.3.19). La formulation faible de (4.3.19) est donnée par

(4.3.21)
{

Trouver v ∈ U
d(v, v) = L(v),∀v ∈ U

où

d(v, v) = (Av, v)U

=

T∫

0

vvdt + k1

∫

QT

z(v)z(v)dxdt + k2

∫

Ω

z(v, T )z(v, T )dx

d est evidement bilinéaire, continue sur U × U , symétrique et coercive.

L(v) = −
T∫

0

M∑
m=1

∫

γm

P0vmdΓdt

L est linéaire continue sur U .

Proposition 4.3 le problème (4.3.21) admet une solution unique caractérisée par

1

2
d(v, v)− L(v) = inf

U

{
1

2
d(v, v)− L(v)

}

Preuve D'après le théorème de Lax Milgram 1.9, le problème (4.3.21) admet une solution
unique v, de plus comme d est symétrique, v est caractérisée par

1

2
d(v, v)− L(v) = inf

U

{
1

2
d(v, v)− L(v)

}

¤



Chapitre 5

Approximation numérique par éléments
�nis et par le gradient conjugué

Dans ce chapitre, on utilise les éléments �nis de Lagrange triangulaires de type 1 pour
résoudre le problème convection di�usion linéarisé

(5.0.1)





∂u

∂t
− ν∆u + V.∇u− cu = 0, dans QT

u(0) = u0, dans Ω

ν
∂u

∂n
= v, sur Σ1

ν
∂u

∂n
= 0, sur Σ2,

et son problème adjoint

(5.0.2)





−∂p

∂t
− ν∆p− V.∇p− cp = k1u(v), dans QT

p(T ) = k2u(T ), dans Ω

ν
∂p

∂n
= 0, sur Σ,

en�n on applique la méthode du gradient conjugué pour résoudre le problème.

inf
U

J(v)

où J(v) a été dé�nie dans le chapitre 4. Dans toute la suite nous supposerons que Ω est
un domaine de R2.

5.1 Approximation par éléments �nis de la solution faible
du problème convection di�usion linéarisé

Dans cette section, on donne une approximation par éléments �nis de Lagrange trian-
gulaires de la solution de (5.0.1).
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5.1.1 Semi discrétisation
Soient Ω un domaine polygonal de R2, (τh) une famille régulière du triangulation

de Ω et (K, ΣK ,PK)K∈τh une famille d'éléments �nis de Lagrange triangulaires de type
1 ≤ k ≤ 3.

On dé�nit l'espace Vh de dimension �nie I(h) par :

Vh =
{
v ∈ C(Ω),∀K ∈ τh, vK ∈ PK

}

On suppose qu'on connait une base (ψi)1≤i≤I(h) de Vh, bien entendu les fonctions ψi,
1 ≤ i ≤ I(h) sont les fonctions de base d'un élément �ni (K, ΣK ,PK). On note uh(t) la
solution approchée de (5.0.1), et on considère le problème semi discrétisé suivant

(5.1.1)





Trouver uh(t) ∈ W (0, T, Vh, Vh)∫

Ω

duh

dt
(t)vhdx + a(uh(t), vh) = L(t, vh), ∀vh ∈ Vh

uh(0) = u0h

où a et L ont été dé�nis dans le chapitre 2. On peut choisir u0h égale la projection de u0

sur Vh dans L2(Ω), c'est à dire

(5.1.2)
∫

Ω

u0hvhdx =

∫

Ω

u0vhdx, ∀vh ∈ Vh .

Théorème 5.1 Le problème (5.1.1) admet une seule solution.

Preuve La preuve est en tout point analougue à celle du théorème 2.1. On pose

uh(t) =

I(h)∑
j=1

cj(t)ψj,

et

u0h =

I(h)∑
j=1

c0jψj,

avec c0j ∈ R et sont choisis de façon à ce que (5.1.2) soit véri�ée. Donc, on obtient le
système di�érentielle d'ordre 1 dans RI(h)

{
Mh

dc

dt
(t) + Rhc(t) = Fh(t)

c(0) = c0

où Mh est la matrice de masse dé�nie par

(Mh)ij =

∫

Ω

ψiψjdx, 1 ≤ i, j ≤ I(h),
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Rh est la matrice de rigidité dé�nie par

(Rh)ij = a(ψi, ψj), 1 ≤ i, j ≤ I(h),

Fh(t) = (Fj(t))1≤j≤I(h), Fj(t) = L(t, ψj),

c0 = (c0,j), 1 ≤ j ≤ I(h),

la marrice Mh est symétrique dé�nie positive, en e�et soit x ∈ RI(h), on a

Mhx.x =

I(h)∑
i=1

I(h)∑
j=1




∫

Ω

ψiψjdx


 xixj

=

∫

Ω




I(h)∑
j=1

xjψj







I(h)∑
i=1

xiψi


 dx

=

∥∥∥∥∥∥

I(h)∑
j=1

xjψj

∥∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

> 0 si x 6= 0,

par conséquent Mh est inversible, donc on obtient le problème de Cauchy

(5.1.3)
{

dc

dt
(t) = M−1

h Fh(t)−M−1
h Rhc(t)

c(0) = c0

la fonction x → M−1
h Fh(t) − M−1

h Rhx est lipchitzienne, donc (5.1.3) admet une unique
solution. Il s'agit de résoudre numériquement (5.1.3). ¤

L'estimation de l'erreur est donnée par le théorème suivant :

Théorème 5.2 On suppose que (τh) une famille régulière de triangulation de Ω et (K, ΣK ,PK)K∈τh

une famille d'éléments �nis de Lagrange triangulaires de type k tel que 1 ≤ k ≤ 3.
Alors il existe une constante C indépendante du h telle que si la solution faible de

(5.0.1) appartient à Hk+1(Ω) on a

‖ u− uh ‖H1(Ω)≤ Chk | u |Hk+1(Ω)

Preuve Voir par exemple Raviart Thomas [11]. ¤

5.1.2 Discrétisation totale
Pour résoudre (5.1.3), on utilise le schéma d'Euler semi implicite, et pour cela on

partage l'intervalle [0, T ] en N intervalles de même longueur ∆t =
T

N
.

On pose
ti = i∆t, 0 ≤ i ≤ N.
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Le problème convection di�usion linéarisé totalement discrétisé est de calculer des
approximations un du uh(tn) la solution du problème semi discrétisé (5.1.1) au moyen le
schéma d'Euler semi implicite suivant
(5.1.4)



∫

Ω

un − un−1

∆t
vhdx + ν

∫

Ω

∇un∇vhdx = c

∫

Ω

un−1vhdx−
∫

Ω

V.∇un−1vhdx

+vn

∫

Γ

vhdΓ
,

∀vh ∈ Vh,
1 ≤ n ≤ N

u0 = u0h

Théorème 5.3 Le problème convection di�usion linéarisé totalement discrétisé (5.1.4)
admet une et une solution unique (u0, u1, ..., uN) ∈ V N+1

h .

Preuve On peut se limiter aux fonctions de base ψ1, ψ2, ..., ψI(h) pour les éléments vh.
On pose

un =

I(h)∑
j=1

cn
j ψj

avec cn
j est une approximation de cj(tn) pour 1 ≤ j ≤ I(h) et 0 ≤ n ≤ N . Donc, (5.1.4)

s'écrit sous forme matricielle

(5.1.5)
{

(Mh + ν∆tAh)c
n = (Mh −∆tEh + ∆tcMh)c

n−1 + ∆tF n
h , 1 ≤ n ≤ N

c0 = c0

où Mh et c0 sont dé�nis dans la semi discrétisation et




(Ah)ij = ν

∫

Ω

∇ψi∇ψjdx, 1 ≤ i, j ≤ I(h)

(Eh)ij =

∫

Ω

V.∇ψiψjdx, 1 ≤ i, j ≤ I(h)

(F n
h )j = vn

∫

Γ

ψjdΓ, 1 ≤ j ≤ I(h)

Le second membre de (5.1.5) est connu car il s'exprime au moyen des données vn ( vn est
une approximation de v(tn)) et le vecteur cn−1 calculé au pas précèdent, de plus la matrice
Mh + ν∆tAh est inversible, en e�et Mh + ν∆tAh est symétrique et dé�nie positive. En
e�et, soit x ∈ RI(h), on a

(Mh + ν∆tAh)x.x =

∥∥∥∥∥∥

I(h)∑
j=1

xjψj

∥∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+ ∆tν

∫

Ω




I(h)∑
j=1

I(h)∑
i=1

xjxi∇ψi∇ψj


 dx

=

∥∥∥∥∥∥

I(h)∑
j=1

xjψj

∥∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+ ∆tν

∥∥∥∥∥∥

I(h)∑
j=1

xj∇ψj

∥∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

,
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d'où

(Mh + ν∆tAh)x.x ≥ c
′ ‖

I(h)∑
j=1

xjψj ‖2
H1(Ω)> 0, si x 6= 0,

donc (5.1.5) admet une unique solution cn à chaque itération n, 1 ≤ n ≤ N. ¤

Remarque 5.1 A chaque itération n, 1 ≤ n ≤ N il faut résoudre le système linéaire

(5.1.6) (Mh + ν∆tAh)c
n = β

où
β = (Mh −∆tEh + ∆tcMh)c

n−1 + ∆tF n
h

donc, β est calculé à l'itération n−1. Comme Mh +ν∆tAh est symétrique dé�nie positive,
alors on peut utiliser la factorisation de Cholesky pour résoudre le système (5.1.6), de
plus la matrice Mh + ν∆tAh ne dépend pas de n, donc il su�t d'e�ectuer la factorisation
de Cholesky une fois pour toute, pour chaque n = 1, 2, ..., N et résoudre deux systèmes
linéaires triangulaires

Remarque 5.2 Le schéma d'Euler semi implicite (5.1.4) s'écrit sous forme du schéma
d'Euler implicite qui est stable.

5.1.2.1 Erreur de la discrétisation totale
Dans cette partie on donne l'estimation de l'erreur commise dans la discrétisation

totale. On introduit l'opérateur de projection elliptique Ph dé�ni par

a(Phu, vh) =

∫

Ω

uvhdx, ∀vh ∈ Vh

L'élément Phu existe et est unique par application du théorème Lax Milgram (1.9), En
fait Phu est l'approximation par éléments �nis de la solution faible u de (5.0.1). D'après
théorème 5.2 si u ∈ Hk+1(Ω), alors

‖ u− Puh ‖H1(Ω)≤ Chk | u |Hk+1(Ω)

Théorème 5.4 On suppose que la solution faible de (4.3.6) (5.0.1) u appartient à C1(0, T ; Hk+1(Ω))
alors la solution (u0, u1, ..., uN) de la méthode d'Euler semi implicite véri�e :

Il existe une constante C indépendante de h et ∆t telle que si la solution faible u de
(5.0.1) appartient à C2(0, T ; L2(Ω)) on a

‖ un − uh(tn) ‖H1(Ω)≤ C(hk + ∆t) , 0 ≤ n ≤ N

Preuve Voir par exemple Etienne Chevalier [4]. ¤

Remarque 5.3 La méthode d'Euler semi explicite est stable d'ordre 1.
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5.2 Approximation par éléments �nis de la solution faible
du problème adjoint

Dans cette section, on donne une approximation par les éléments �nis de Lagrange
triangulaires de la solution de (5.0.2).

5.2.1 Semi discrétisation
On note ph(t) la solution approchée de (4.3.10),et on considère le problème semi dis-

crétisé suivant

(5.2.1)





Trouver ph(t) ∈ W (0, T, Vh, Vh)

−
∫

Ω

dph

dt
(t)vhdx + a2(uh(t), vh) = k1

∫

Ω

uhvhdx , ∀vh ∈ Vh

ph(T ) = k2uh(T )

où Vh est dé�nie dans la section 1.3 et uh est la solution de (5.1.1).

Théorème 5.5 Le problème (5.2.1) admet une solution unique.

Preuve La preuve est en tout point analogue à celle du théorème 5.1. On pose

ph(t) =

I(h)∑
j=1

ej(t)ψj

où ψ1, ψ2, ..., ψI(h) sont les vecteurs de base de Vh. Donc, on obtient un système di�érentielle
d'ordre 1 dans RI(h) suivant

(5.2.2)
{
−Mh

de

dt
(t) + R2

he(t) = k1Mhc(t)

e(T ) = k2c(T )

où, Mh est la matrice de masse dé�nie dans le paragraphe précédent. R2
h est la matrice

de rigidité dé�nie par
(R2

h)ij = a2(ψi, ψj), 1 ≤ i, j ≤ I(h),

c(t) est solution de (5.1.3). Comme Mh est inversible, alors le problème de Cauchy

(5.2.3)
{

de

dt
(t) = M−1

h R2
he(t)− k1c(t)

e(T ) = k2c(T ),

admet une solution c unique. ¤
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5.2.2 Discrétisation totale
On résoud (5.2.3) numériquement, pour cela on subdivise l'intervalle [0, T ] en N in-

tervalles de longueur ∆t =
T

N
. On pose

ti = i∆t, 0 ≤ i ≤ N

Le problème adjoint totalement discrétisé est de calculer des approximations pn du ph(tn)
la solution du problème semi discrétisé (5.2.1) au moyen le schéma d'Euler suivant
(5.2.4)



pN+1 = k2u
N

∫

Ω

pN − pN+1

∆t
vhdx + ν

∫

Ω

∇pN∇vhdx = k1

∫

Ω

uNvhdx, ∀vh ∈ Vh

∫

Ω

pn − pn+1

∆t
vhdx + ν

∫

Ω

∇pn∇vhdx = c

∫

Ω

pn+1vhdx + k1

∫

Ω

unvhdx +

∫

Ω

V.∇pn+1vhdx,

pour n = N − 1, ..., 1

Théorème 5.6 Le problème (5.2.4) admet une solution unique (p1, p2, ..., pN+1) ∈ V N+1
h

Preuve La preuve est en tout point analogue à celle ci de théorème 5.3. On pose

pn =

I(h)∑
j=1

en
j ψj, pour n = 1, 2, ..., N + 1

où en
j est l'approximation du ej(tn).,et en remplaçant vh par ψj, on obtient la forme

matriciel de problème (5.2.4)

(5.2.5)





eN+1 = k2c
N

Mh
eN − eN+1

∆t
+ νAhe

N = k1Mhc
N

Mh
en − en+1

∆t
+ νAhe

n = cMhe
n+1 + k1Mhc

n + Ehe
n+1, pour

n = N − 1, ..., 1.

telles que Ah et Eh sont dé�nies dans le paragraphe précédent et cn solution de (5.1.5).
On a (5.2.5) équivaut à

(5.2.6)





eN+1 = k2c
N

(Mh + ν∆tAh)e
N = (k1∆t + k2)Mhc

N

(Mh + ν∆tAh)e
n = (Mh + c∆tMh + ∆tEh) + k1∆tMhc

n, pour
n = N − 1, ..., 1.

Comme Mh+ν∆tAh est inversible, alors (5.2.6) admet une solution unique (e1, e2, ..., eN+1).
¤
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5.3 Algorithme du gradient conjugué
Dans cette partie, on étudie la méthode de gradient conjugué dans un Hilbert, et on

applique cette méthode pour calculer le contrôle optimal.

5.3.1 Méthode du gradient conjugué dans un Hilbert
Soient V un espace de Hilbert muni du produit scalaire (., .)V et de la norme ‖.‖V

associe à ce produit scalaire, d une forme bilinéaire, continue sur V ×V et coercive, l une
forme linéaire, continue sur V , de plus on suppose que d soit symétrique c'est à dire

d(v, w) = d(w, v), ∀u, v ∈ V.

D'après le théorème de Lax Milgram (1.9) le problème

(5.3.1)
{

Trouver v ∈ V telle que
d(v, w) = L(w) ∀w ∈ V

admet une solution unique qui véri�e :

1

2
d(v, v)− L(v) = min

V

[
1

2
d(v, w)− L(w)

]

La méthode du gradient conjugué fait partie des méthodes de descente, qui ont comme
principe commun la recherche du minimum v suivant le procédé itératif

v0 donné, vk+1 = vk + ρkdk

avec dk est la direction de descente et ρk est le pas de descente. L'algorithme du gradient
conjugué est le suivant :

Algorithme 1 L'algorithme se résume par les étapes suivantes :
Etape 1 : Initialisation
On donne v0 et on résout le problème variationnelle

{
Trouver g0 ∈ V
(g0, w)V = d(v0, w)− L(w),∀w ∈ V

On pose d0 = g0

Etape 2 : Pour n ≥ 1, on suppose que vn, gn, et dn sont connus avec gn 6= 0, et dn 6= 0,
on calcule vn+1, gn+1, et dn+1.

On calcule
ρn =

‖ gn ‖2
V

d(dn, dn)
,

et
vn+1 = vn − ρndn,
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Etape 3 : Tester la convergence et construire une nouvelle direction de descente On ré-
sout le problème variationnelle

{
Trouver gn+1 ∈ V
(gn+1, v)V = (gn, v)V − ρnd(dn, v), ∀v ∈ V

Si ‖gn+1‖
‖gn‖ ≤ ε, on prend v = vn+1,

sinon on calcule

γn =
‖ gn+1 ‖2

V

‖ gn ‖2
V

,

dn+1 = gn+1 + γndn.

Faire n = n + 1 et aller à l'étape 2.

On a le résultat suivant sur la convergence de l'algorithme de gradient conjugué et
pour la preuve voir par exemple [5].

Théorème 5.7 On suppose que ε = 0 dans l'algorithme, alors on a

lim
n→∞

‖vn − v‖ = 0, ∀v0 ∈ V,

avec v est la solution de problème (5.3.1). De plus, on a

‖ vn − v ‖V≤ C ‖ v0 − v ‖V

(√
χd − 1√
χd + 1

)n

où χd est le conditionnement de d tel que

χd =

sup
S

d(v, v)

inf
S

d(v, v)

S = {v ∈ V, ‖ v ‖V = 1}

5.3.2 Application de l'algorithme
On applique l'algorithme précédent pour résoudre le problème

(5.3.2)
{

Trouver v ∈ U
d(v, v) = L(v),∀v ∈ U

où

d(v, v) = (Av, v)U

=

T∫

0

vvdt + k1

∫

QT

z(v)z(v)dxdt + k2

∫

Ω

z(v, T )z(v, T )dx
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d est bilinéaire, continue sur U × U , symétrique et coercive.

L(v) = −
T∫

0

M∑
m=1




∫

γm

P0vm


 dΓdt

On obtient l'algorithme suivante

Algorithme 2 L'algorithme est donné par les étapes suivant :
Etape 1 : Soit v0 donné dans U .

Etape 2 : Résoudre le problème




∂u0

∂t
− ν∆u0 + V.∇u0 − cu0 = 0, dans QT

u0(0) = u0, dans Ω

ν
∂u0

∂n
= v0, sur Σ1

ν
∂u0

∂n
= 0, sur Σ2

Etape 3 : Résoudre le problème adjoint




−∂p0

∂t
− ν∆p0 − V.∇p0 − cp0 = k1u

0(v), dans QT

p0(T ) = k2u
0(T ), dans Ω

ν
∂p0

∂n
= 0, sur Σ

Etape 4 : Résoudre




Trouver g0 ∈ U
∫ T

0

g0vdt =

T∫

0

M∑
m=1


v0m +

∫

γm

p0dΓ


 vmdt, ∀v ∈ U

où p0 l'état adjoint de l'état u0(v0) solution de (5.0.1).
Poser

d0 = g0

Etape 5 : Pour n ≥ 0, vn, gn et dn sont connus. Résoudre le problème




∂un

∂t
− ν∆un + V.∇un − cun = 0, dans QT

un(., 0) = 0, dans Ω

ν
∂un

∂n
= dn, sur Σ1

ν
∂un

∂n
= 0, sur Σ2
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Ensuite le problème




−∂pn

∂t
− ν∆pn − V.∇pn − cpn = k1un, dans QT

pn(., T ) = k2un(·, T ), dans Ω

ν
∂pn

∂n
= 0, sur Σ

puis le problème




Trouver gn ∈ U
∫ T

0

gnvdt =

T∫

0

M∑
m=1


dnm +

∫

γm

pndΓ


 vmdt, ∀v ∈ U

Calculer

ρn =

T∫

0

| gn |2 dt

T∫

0

gndndt

,

vn+1 = vn − ρndn,

gn+1 = gn − ρngn

Etape 6 : Tester la convergence
Si

T∫

0

| gn |2 dt

T∫

0

| gn |2 dt

≤ ε

prendre
v = vn+1,

Sinon calculer

γn =
‖ gn+1 ‖2

U
‖ gn ‖2

U
,

dn+1 = gn+1 + γndn.

Etape 7 : Faire n = n + 1 et aller à l'étape 5.

Dans la pratique, on ne peut pas appliquer l'algorithme 2 directement, on fait
des approximations par éléments �nis pour calculer u0, p0, un, pn pour chaque
itération. Donc il faut discrétiser le problème (5.3.2).
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5.3.3 Discrétisation du problème de contrôle optimal
On note J∆t l'approximation du la fonction de cout J dé�nie sur (Rm)N a valeur dans

R par

J∆t
h (v) =

∆t

2

N∑
n=1

| vn |2 +
k1

2
∆t

N∑
n=1

∫

Ω

| un |2 dx +
k2

2

∫

Ω

| uN |2 dx

où vn est l'approximation du v(tn) pour n = 1, 2, ..., N , un est la solution du problème
(5.1.4).

On munit (Rm)N du produit scalaire

(v, w)(Rm)N = ∆t

N∑
n=1

vnwn

= ∆t

N∑
n=1

M∑
m=1

vn
mwn

m,

et la norme associée

| vn |2=
M∑

m=1

(vn
m)2.

Le problème de minimisation approché est le suivant

(5.3.3) min
(Rm)N

J∆t
h (v)

Théorème 5.8 Le problème (5.3.3) admet une solution unique.

Preuve Existence : Soit (vl)l∈N une suite telle que

J∆t
h (vl) → min

(Rm)N
J∆t

h (v) lorsque l → +∞.

On a J∆t
h est coercive

J∆t
h (vl) ≥ 1

2
‖ vl ‖2

(Rm)N ,

donc (vl)l∈N est une suite de Cauchy, d'où (vl)l∈N converge vers w dans (Rm)N . Comme
J∆t

h est continue sur (Rm)N , alors on a

J∆t
h (w) = min

(Rm)N
J∆t

h (v)

Unicité : De la stricte convexité du J∆t
h , on déduit que w est unique ¤

Proposition 5.1 La fonctionnelle J∆t
h est di�érentielle sur (Rm)N et on a

∇J∆t
h (v) =







vn

m +

∫

γm

pndΓ





M

m=1





N

n=1

où pn est solution de (5.2.4) et un solution de (5.1.4)
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Preuve La preuve est analogue en tout point à celle du la proposition (4.1). ¤
Donc la condition nécessaire pour que v soit le contrôle optimal est

(5.3.4) vn
m = −

∫

γm

pndΓ, pour m = 1, 2, ...,M et n = 1, 2, ..., N

On introduit l'opérateur A∆t
h dé�ni par

A∆t
h (Rm)N 7→ (Rm)N

A∆t
h .v =







vn

m +

∫

γm

pndΓ





M

m=1





N

n=1

où pn est la solution de (5.2.4) et un est la solution de (5.1.4) avec u0 = 0.
D'après la proposition 4.2, A∆t

h est symétrique, dé�nie positive, donc inversible.

Théorème 5.9 Soit v le contrôle optimal, alors v est solution du système linéaire

(5.3.5) A∆t
h .v = β∆t

h

où

β∆t
h = −









∫

γm

P n
0 dΓ





M

m=1





N

n=1

P n
0 est la solution de (5.2.4) avec un = UN

0 solution de (5.1.4).

Preuve Soient v le contrôle optimal, pn la solution de problème (5.2.4) et un la solution
de problème (5.1.4) associe à v. Soient Un

0 la solution de problème (5.1.4) pour v = 0 et
P n

0 la solution de problème (5.1.4) pour un = Un
0 . On pose

{
un = un − Un

0

pn = pn − P n
0

,

on obtient , un est la solution de problème (5.1.4) pour u0 = 0 et pn est la solution de
problème (5.1.4) pour un = un. On déduit que

A∆t
h v =







vn

m +

∫

γm

pndΓ





M

m=1





N

n=1

,

de (5.3.4), on déduit que

A∆t
h v = −









∫

γm

P n
0 dΓ





M

m=1





N

n=1

,
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on pose

β∆t
h = −









∫

γm

P n
0 dΓ





M

m=1





N

n=1

,

on trouve le résultat. ¤
Pour résoudre le système linéaire (5.3.5), on applique l'algorithme de gradient conjugué

suivant

Algorithme 3 L'algorithme est donné par les étapes suivantes :
Etape 1 : Etape 1 : Soit v0 donné.
Etape 2 : Résoudre





∫

Ω

un
0 − un−1

0

∆t
vhdx + ν

∫

Ω

∇un
0∇vhdx = c

∫

Ω

un−1
0 vhdx

−
∫

Ω

V.∇un−1
0 vhdx + vn

0

∫

Γ

vhdΓ
,

∀vh ∈ Vh,
1 ≤ n ≤ N

u0
0 = u0h

Etape 3 : Résoudre




pN+1
0 = k2u

N
0∫

Ω

pN − pN+1

∆t
vhdx + ν

∫

Ω

∇pN∇vhdx = k1

∫

Ω

uNvhdx, ∀vh ∈ Vh

∫

Ω

pn − pn+1

∆t
vhdx + ν

∫

Ω

∇pn∇vhdx = c

∫

Ω

pn+1vhdx + k1

∫

Ω

unvhdx +

∫

Ω

V.∇pn+1vhdx,

pour n = N − 1, ..., 1

Etape 4 : Calculer

g0 =







vn

0m +

∫

γm

pn
0dΓ





M

m=1





N

n=1

.

Poser
d0 = g0

Etape 5 : Pour k ≥ 1, on suppose que vk, gk et dk sont connus.
1) Résoudre





∫

Ω

un
k − un−1

k

∆t
vhdx + ν

∫

Ω

∇un
k∇vhdx = c

∫

Ω

un−1
k vhdx−

∫

Ω

V.∇un−1
k vhdx + dn

k

∫

Γ

vhdΓ
,∀vh ∈ Vh,
1 ≤ n ≤ N

u0 = 0
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2) Résoudre




pN+1
k = k2u

N
k∫

Ω

pN
k − pN+1

k

∆t
vhdx + ν

∫

Ω

∇pN
k ∇vhdx = k1

∫

Ω

uN
k vhdx, ∀vh ∈ Vh

∫

Ω

pn
k − pn+1

k

∆t
vhdx + ν

∫

Ω

∇pn
k∇vhdx = c

∫

Ω

pn+1
k vhdx + k1

∫

Ω

un
kvhdx +

∫

Ω

V.∇pn+1
k vhdx, pour

n = N − 1, ..., 1

3) Calculer

gk =







dn

km +

∫

γm

pn
kdΓ





M

m=1





N

n=1

ρk =

N∑
n=1

| gn
k |2

N∑
n=1

gn
kd

n
k

vk+1 = vk − ρkdk

gk+1 = gk − ρkgk

Etape 6 : Tester la convergence
Si

N∑
n=1

| gn
k+1 |2

N∑
n=1

| gn
0 |2

≤ ε,

alors prendre
v = vk+1.

Sinon calculer

γk =

N∑
n=1

| gn
k+1 |2

N∑
n=1

| gn
k |2

dk+1 = gk+1 + γkdk

Etape 7 : Faire k = k + 1 et aller à l'étape 5.

Dans le chapitre suivant, on utilise l'algorithme (5.2.3) pour calculer le contrôle et
stabiliser la solution de l'équation de convection di�usion linéarisé (5.0.1).



Chapitre 6

Simulations numériques

Dans ce chapitre on présente les résultats de la simulation numérique correspondante
à l'étude mathématique précédente, c'est-à-dire le calcule du contrôle optimal et la stabi-
lisation de problème linéairisé (5.0.1). Notre code à été implémenté en couplant le logiciel
Comsol Multiphysiques avec Matlab.

6.1 Présentation des logiciels
Matlab est un logiciel de calcul numérique produit par Math Work, c'est un langage

simple et très e�cace, il contient également une interface graphique puissante et des boites
à outils (toolbox) qui sont des ensembles de fonctions supplémentaires pro�lées pour des
applications particulières (optimisation, analyse, statistique,. . . ).

Comsol multiphysiques est un logiciel qui résout les équations aux dérivées partielles
par les éléments �nis dans 1 à 3 dimension, il nous donne les di�érents graphes de la
solution sans connaître son expression explicite. Pour résoudre une équation aux dérivées
partielles avec Comsol multiphysiques, il su�t de dé�nir la géométrie du domaine, les
coe�cients de l'équation, les conditions aux bords et la condition initiale si l'équation est
de type parabolique ou hyperbolique. En particulier, Comsol résout les équations direct
et adjointe qui sont importantes dans le calcul du contrôle optimal, il ne fait pas ce calcul
directement

Pour cela on a codé des scripts matlab pour mettre en oeuvre notre stratégie globale.
Dans notre script on appelle les procédures de calcul des problèmes, les résultats obtenus
a partir de Comsol sont utilisés pour calculer la fonction de cout et son gradient qu'on
injecte dans l'algorithme du gradient conjugué.

6.2 Position de problème
Dans nos calcules, on considère Ω =]0, 1[×]0, 1[ et la partie contrôlée

γ =

{
x = (x1, x2) ∈ Ω, x1 = 0, | x2 − 0.5 |<

√
3

32

}
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x
1

x
2

1

1

0

Ωγ d
c

On prend λ = 1, ν = 1, c = 2 et T = 1. Avec ces données ci dessus, on veut stabiliser
la solution de l'équation de convection di�usion linéairisé suivante :

(6.2.1)





∂u

∂t
−∆u + V.∇u− cu = 0 dans QT

u(0) = u0 dans Ω
∂u

∂n
= v sur Σ1

∂u

∂n
= 0 sur Σ2

avec Σ1 = γ×]0, 1[ et Σ2 = Σ\Σ2.
Comme donnée initiale on prend une fonction dont les valeurs sont réparties d'une

manière aléatoire équidistribuées dans l'intervalle [0, 2]

On considère une triangulation régulière de Ω de pas h ( h = 1
64

, h = 1
256

)
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Remarque 6.1 On peut utiliser d'autre triangulation régulière de Ω , on a choisit celle
dessus pour pouvoir comparer nos résultats avec ceux de R. Glowinski[7]

On résout le problème linéairisé (6.2.1) avec le contrôle nul (sans contrôle optimal ),
le graphe de la fonction log

(‖ u(t) ‖L2(Ω)

)
en fonction de temps voir la �gure
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On remarque que la solution du problème (6.2.1) explose en temps �ni ce qui veut dire
que le point d'équilibre est instable dans ce cas.

6.3 Tests numériques
Dans cette partie on calcule le contrôle optimal dans deux cas le premier est pour

V = 0 et le deuxième cas est pour est pour V 6= 0 et dans les deux cas on prend di�érents
valeurs de k1 et k2 qui sont dé�nis dans le chapitre 3, puis on résout le problème linéarisé
(6.2.1) avec ce contrôle optimal et on regarde si cette solution tend vers zéros à T = 1.

6.3.1 Résultat 1
On fait les calcules pour k1 = 102, 104, 106, k2 = 102, 104, 106 et c = 2, on obtient les

résultats suivants :
Les graphes de log

(‖ u(t) ‖L2(Ω)

)
en fonction du temps



6.3 Tests numériques 71

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

10
0

k
1
=102

k
2
=106

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

10
0

k
1
=104

k
2
=106

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

10
0

k
1
=106

k
2
=106

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

10
0

k
1
=102

k
2
=104

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

10
0

k
1
=104

k
2
=104

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

10
0

k
1
=106

k
2
=104

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

10
0

k
1
=102

k
2
=102

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

10
0

k
1
=104

k
2
=102

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

10
0

k
1
=106

k
2
=102

On observe que la solution se stabilise bien et que l'état nul est atteint à T = 1 dans
la plus part des cas sauf les cas instable pour (k1, k2) ∈ {(106, 104), (106, 102)}, où les
contrôles associés arrivent à ramener l'état du système à zéros aux temps t = 0.88 et
t = 0.9 puis ils n'arrivent pas à maitenir cet état nul jusqu'à t = 1; .
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Les graphes de la norme du contrôle �nal en fonction dutemps
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Les graphes des normes du gradient de descente ‖gk‖ en fonction des itérations k
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On remarque dans le cas k1 = 102, k2 = 106, la norme du gradient est constante par
rapport au itérations k. Lorsque k1 = 106, k2 = 106 la méthode du gradient conjugué est
instable numériquement.
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Les graphes de la fonction coût en fonction des itérations k
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6.3.2 Résultat 2 : Problème avec convection non nulle
Dans ce deuxième test, on prend

V (x1, x2) = (−4 sin(4πx1) cos(4πx2), 4 cos(4πx1) sin(4πx2))

k1 = 104, k2 = 104.

On peut véri�e que V est à divergence nulle et que n.V = 0 sur Γ

On a les résultats les résultats suivants :
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On remarque si on compare avec le résultat 1 dans le cas k1 = 104, k2 = 104, la méthode de
gradient conjugué est instable numériquement et la solution u de (6.2.1) est aussi instable.

Pour régler ce problème on utilise la technique de chaterement [7]. Elle consiste à faire
varié la partie à contrôlée sous forme sinusoïdale

6.3.3 Résultat 3
L'idée de la technique de chaterement est de contrôler sur une partie de la frontière

qui n'est pas �xée, on prend

D(t) = 0.5 +
1

16
sin(40πt)

où D(t) est la longueur de la partie contrôlée.
On a les résultats suivants :
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On remarque si on compare avec le résultat 2 dans le cas k1 = 104, k2 = 104, la méthode
de gradient conjugué est stable numériquement et la solution u de (6.2.1) est aussi stable
jusqu'a t = 1.

Remarque 6.2 Nous signalons que pour obtenir nos résultats de simulations, nous avons
rencontrés plusieurs problèmes d'ordre techniques, plus précisément le calcul de la fonction
cout qu'est basé sur la résolution de deux équations aux dérivées partielles et stoker les
solutions et faire des l'interpolations. Ces problèmes ont été résolus par l'utilisation de
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fonctions d'interpolation plus élaborées et utilisation judicieuse de la mémoire physique
pour stoker les résultats intermédiaires.



Conclusion

Nous avons présenté dans ce mémoire une application concrète de certains aspects de la
théorie du contrôle, pour stabiliser la solution de l'équation de convection di�usion linéa-
risée. Nous avons utilisé la méthode des éléments �nis pour résoudre l'équation convection
di�usion linéarisée et son éqaution adjointe et la méthode de gradient conjugué pour cal-
culer le contrôle optimal. Nous avons fait des simulations numériques et nous sommes
arrivés à stabiliser la soultion de problème étudié. En�n signalons que nous étions limités
dans ce mémoire à l'étude de stabilisation de la solution de l'équation liéare , donc un
travail ultérieur pourrait aborder pour l'étude de stabilisation de la solution de l'équation
semi linéaire comme nous l'avons signalé.
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