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Notations

Notations

L, K, M, N, . . . : Corps de nombres

L/K : Extension de corps de nombres

[L : K] : Degré de l’extension L/K

Min (α, K,X) ou Irr (α, K,X) : Le polynôme minimal de α sur K

Gal (L/K) : Groupe de Galois deL sur K

Gal (P/K) : Groupe de Galois du polynômeP sur K

Sn : Groupe de permutation de degré n

OK : Anneau des entiers du corps K

disc (f) : Le discriminant du polynôme f

TrL/K (x): Trace de l’endomorphisme multiplication par x du K − automorphisme

det (u): Déterminant de l’endomorphisme u

Pu (X): Polynôme caractéristique de l’endomorphismeu

NB/A (x) et TrB/A (x): La norme et la trace dex ∈ B relativement à A

D (x1, . . . , xn): Discriminant du système {x1, . . . , xn}
dK : Discriminant du corpsK

DB/A: Idéal discriminant de B sur A

℘, b, p, q: Idéaux premiers

NL/K (℘): Norme sur L/K de l’idéal ℘

kK =
OK

p
: Corps résiduel de l’idéal premier p

|x|p: Valeur absolue p-adique de x

vp (x): Valuation p-adique de x

vp (a): Valuation p-adique de a

e (p) et f (p): Indice de ramification et degré résiduel de l’idéal p

i (θ) = (OK : Z [θ]): Indice du sous-groupe Z [θ] dans le groupe additif OK

Qp: Corps des nombres p-adiques

Zp: Anneau des entiers de Qp

D (E/F ) : Différente de l’extension E/F

i (K) : Indice du corps K,
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Introduction

L’objet de ce mémoire est l’étude de la détermination du discriminant d’un

corps de nombre défini engendré sur Q par une racine d’un polynôme irréduc-

tible à coefficients dans l’anneau des entiers rationnels. Cette détermination a

été examinée par P. Llorente, E. Nart et N. Vila dans une publication parue

dans Acta Arithmetica (1984). Cette publication traite de la notion de po-

lygone de Newton que Ore a expoité pour la détermination de l’indice d’un

entier algébrique. Les travaux de Ö. Ore ont permis la généralisation des tra-

vaux de Dedekind sur la ramification d’un nombre premier p dans l’anneau

des entiers du corps de nombres. Les résultats donnés par Ore et précisés par

les auteurs ci- dessus dans une publication parue en 1991 ont été généralisés

par S.D. Cohen, A.C. Movahhedi et A. Salinier en 2000 dans une publication

parue dans le jounal of Algebra.

Soit f (X) = Xn + AXs + B ∈ Z [X ], (n, s) = 1 et 1 ≤ s < n, un trinôme

irréductible sur Q. Soit α := α1, . . . , αn les différentes racines de f dans une

clôture algébrique de Q. On note par K = Q (α) et N = Q (α1, . . . , αn) res-

pectivement le corps de rupture et le corps de décompositions de f sur Q et

soit OK l’anneau d’entiers de K.

On note par i (α) = [OK : Z [α]] l’indice du groupe Z [α] dans le groupe

additif OK

Le discriminant Df du trinôme f est donné par :

D = (−1)n(n−1)2Bs−1
[
nnBn−s + (−1)n−1 (n− s)n−s ssAn

]
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Introduction

il est lié au discriminant dK du corps K par la relation

D = i (θ)2 d.

La démarche des auteurs consiste en la détermination de la valuation p-

adique vp (dK) du discriminant dK en un nombre premier p divisant le discri-

minant Df du trinôme f (X) sachant qu’ils sont liés par la relation

Df = i (α)2 dK

où i (α) désigne l’indice de Z [α] dans le groupe additif de l’anneau OK des

entiers du corpsK. Les auteurs, dans une large partie de leur travail, s’appuient

pour cela sur le résultat de Ore donnant la valuation p-adique de l’entier i (α).

Ce mémoire se décline en trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré à la revue des résutats de base en théo-

rie algébrique des nombres. Nous évoquerons les différentes notions relatives à

l’arithmétique des corps de nombres. Nous donnerons un exposé sur les notions

d’anneaux d’entiers, de normes d’un entier et d’un idéal ainsi que la notion de

discriminant d’une base d’entiers. Nous donnerons un apperçu sur les anneaux

de Dedekind afin de définir la notion de factorisation en produit d’idéaux pre-

miers d’un idéal dans l’anneau OK des entiers d’un corps de nombre OK .

La ramification est un outil très déterminant dans l’étude de l’arithmé-

tique des corps de nombres. Cette connaissance est rendue possible grâce aux

corps p-adique, c’est l’objet du second chapitre. Pour exprimer les résultats de

l’arithmétique au niveau local (dans les extensions du corps p-adique Qp) au

niveau global ( dans les extensions du corps Q), nous donnons un dictionnaire

permettant de faire le lien entre les ramifications et les discriminants pour

chacun des contextes.

Le chapitre 3 est consacré à la recherche du discriminant d’un corps de nombre

K = Q (α) engendré par une racine d’un trinôme irréductible f (X) = Xn +

2



Introduction

AXs + B, où n et s sont des entiers premiers entre eux, une étude due

à Llorente-Nart et Villa (un article paru en 1984 dans Journal of Number

Theory). Par la suite nous donnerons une généralisation du théorème de Ore

sur la ramification d’un nombre premier p dans l’anneau des entiers du corps

de rupture du trinôme f(X). Cette généralisation est due à S.D. COHEN, A.

MOVAHHEDI et A. SALINIER , parue en 2000 dans Journal of Algebra.

3
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Chapitre 1

Extensions de corps de nombres

1.1 Notions d’extensions

1.1.1 Définitions et notations :

Soit K un corps commutatif

Définition 1.1 :On appelle extension du corps K, tout corps L le contenant.

Dans ce cas , on note L/K ou bien K ⊂ L l’extension de K.

Exemple 1

1. L’ensemble
{
a+ b

√
2 ; a, b ∈ Q

}
muni des opérations + et õ ,addition et

multiplication,est une extension du corps Q.

2. R est une extension de Q.

3. Cest une extension de Q.

4. C est une extension de R.

Proposition 1.2 Une extension L d’un corps K est un K-espace vectoriel

preuve :K est un sous-corps de L donc L est un K-espace vectoriel.

5



Chapitre 1. Extensions de corps de nombres

Définition 1.3 La dimension de L comme K-espace vectoriel est appelée de-

gré de l’extension L/K qu’on note[L : K].

On dit que l’extension L/K est finie si[L : K] est finie.

• si [L : K] = 2,on dit que l’extension L/K est quadratique.

– Si [L : K] = 3, on dit que l’extension L/K est cubique.

Exemple 2

1. Soit L={a+b
√
2,avec a∈ Q et b∈Q}.(1,

√
2) est une base deL comme Q-

espace vectoriel, alors [L : Q] = 2 et L/Q est une extension quadratique

.

2. C/R est une extension quadratique dont une base est {1, i} comme R-

espace vectoriel , alors [C : R] = 2.

3. R/Q est une extension infinie.

4. M =
{
a+ bα + cα2 ; a, b, c ∈ Q et α = 3

√
2
}
est un Q-espace vectoriel

dont une base est {1, α, α2}, c’est donc une extension cubique de Q.

Proposition 1.4 Soient L/K et M/L deux extensions, alors M/K est une

extension de degré fini si et seulement si les extensions L/K et M/L sont de

degrés finis et dans ce cas on a : [M : K] = [M : L] [L : K]

Preuve : Si L/K et M/L sont de degrés finis, soit [L : K] = k et [M : L] =

m, alors il existe {x1, . . . , xk}une K-base de L et {y1, . . . , ym} une L-base de

M , ce qui entraine que ∀z ∈ M, , z =

m∑

i=1

aiyi, où ai ∈ L. D’autre part, on a

6



1.1. Notions d’extensions

ai =

k∑

j=1

ajixj , où aji ∈ K, ce qui donne

z =
∑

1 ≤ i ≤ m

1 ≤ j ≤ k

ajixjyi

Ainsi, M est un K-espace vectoriel de dimension finie de base {xjyi} et donc

[M : K] = km = [M : L] [L : K].

Réciproquement, supposons que M/K est finie, il en sera de même de L/K,

car tout élément de L est un élément de M . D’autre part, M/L est aussi fini,

sinon M/K ne le serait pas.

Exemple 3

1. Soient L =
{
a + b

√
2, a, b ∈ Q

}
etM = Q (j) = {a+ bj, a, b ∈ L et j2 + j + 1 = 0}.

Alors, [L : Q] = 2 et [M : L] = 2 ce qui donne [M : Q] = [M : L].[L :

Q] = 4.M est un Q-espace vectoriel de dimension 4 dont une base est

(1,
√
2, j , j

√
2)

Remarque 1 La proposition précédente peut se généraliser à une tour de n

extensions de degrés finis :

Proposition 1.5 Soit la tour d’extensions K=K1⊂ K2⊂ K3⊂ ... ⊂ Kn = M

, alors M/K est finie si et seulement si Ki+1/Ki , 1 ≤ i ≤ n − 1, est finie .

Dans ces cas, on a

[M : K] = [M : Kn−1] . . . [K2 : K] =
n−1∏

i=1

[Ki+1 : Ki]

7



Chapitre 1. Extensions de corps de nombres

1.1.2 Extensions algébriques :

Définition 1.6 SoitL/K une extension de corps .Un élément α de L est dit

algébrique sur K s’il existe un polynôme non nul P de K[X] tel que P (α) = 0.

Définition 1.7 On dit qu’une extension L/K est algébrique si tout élément

de L est algébrique sur K c-à-d tout élément de L est racine d’un polynôme à

coéfficients dans K .

Exemple 4 Q
(√

2
)
/Qest une extension algébrique.

Proposition 1.8 Soit L/K une extension de corps telle que L=K(α),où αde

L est algébrique sur K, alors L/K est une extension algébrique, et plus géné-

ralement, L = L(A) avec A={α,αalgébrique sur K}

Preuve : Soit α ∈ L algébrique sur K de degrén, alorsK(α) est unK-espace

vectoriel de dimensionn dont une base est {1 , α, α2,α3,...,αn−1}.

Soitx ∈ L,alors la famille 1, x, x2, x3, ..., xn est liée, donc ils existent des λide

K avec 0≤ i ≤ n non tous nuls tels que :λ0 + λ1x+ λ2x
2 + ...+ λnx

n = 0.

Ce qui montre que tout élément x de L est algébrique surK et par conséquent,L/K

est une extension algébrique.

Proposition 1.9 Toute extension finie L/K est une extension algébrique.

Preuve : Soitx∈ L, alors K(x)/K est une extension de degré fini,donc x est

algébrique surK, par conséquent L est algébrique sur K.

Définition 1.10 On appelle corps de nombres, toute extension finie du corps

Q des nombres rationnels.

8



1.1. Notions d’extensions

Définition 1.11 SoientK un corps ,L/K une extension de corps et α un élé-

ment deL algébrique surK.

L’unique polynome unitaireP deK[X ] de degré minimal s’annulant en αest

appelé polynome minimal de αsurK.On le noteP = min(α,X,K).

Si le degré de Pest n,on dit que α est de degré n sur K

Proposition 1.12 :Soient K un corps , L/K une extension de corps et α un

élément de L algébrique surK de polynôme minimalP surK , alors on a les

propriétées suivantes :

1. Tout polynome de K[X ] s’annulant en α est divisible parP .

2. P est irréductible sur K.

3. Si β ∈ L etP (β) = 0 alors min(β,X,K)=P

Preuve :

1. Sif(X)∈ K[X ] etf(α) = 0alorsf(α) ∈ (P) doncf(X) est divisible parP .

2. Supposons que P est réductible sur K ,alorsP = UV avecUetV deux

polynomes deK[X ] tels quedegU ≥ 1et degV ≥ 1etU(α)V (α) 6= 0

sinonP 6= min(α,X,K) d’oùP (α) 6= 0ce qui est absurde ,par conséquentP

est irréductible.

3. Si β ∈ L etP (β) = 0 alorsP = λmin(β,X,K) avec λ ∈ K∗,commeP et

min(β,X,K) sont unitaires alors λ = 1 doncP = min(β,X,K)

Exemple 5

1. X2−3 ∈ Q
(√

3
)
.
√
3est racine de X2−3 donc

√
3est algébrique surQ.D’autre

part X2−3est irréductible sur Q car
√
3 et−

√
3 /∈ Q doncmin(

√
3,Q, X) =

X2 − 3 et
√
3est de degré 2 sur Q.

9



Chapitre 1. Extensions de corps de nombres

2. soitP = X2 + 2X + 2 ∈ R[X ]de racines α = −1− i et β = −1 + i.α /∈ R

et β /∈ R donc X2 + 2X + 2 est irréductible sur R et min(α,R, X) =

X2 + 2X + 2 et α est de degré 2 surR.

3. Soit α une racine de X3 + 2X + 2 ∈ Q[X ] alors α est algébrique sur

Q.Soient u ∈ Z et v ∈ Ntel que(u/v)3 + 2(u/v) + 2 = 0 doncu/v ∈
{−2,−1, 1, 2} or -2,-1,1,2 ne sont pas racines de X3 + 2X + 2donc ce

polynome est irréductible sur Q.

Par conséquent Min(α,Q,X)=X3+2X+2 et [Q(α) : Q] = 3

Le critère d’Eisenstein est utilisé pour décider de l’irréductibilité d’un po-

lynôme

Proposition 1.13 Soient P(X)=anX
n + an−1X

n−1 + ...+ a1X + a0 ∈ Z et p

un nombre premier

si p\aipour tout i,0≤ i ≤ n− 1 et p∤ anet p2∤ a0alors P(X) est irréductible

sur Q.On dit alors que P(X)est d’Eisenstein en p.

Exemple 6

1. P(X)=X3 + 6X2 − 4X + 2 , on remarque que P(X) est d’eisenstein en

p=2 donc P est irréductible sur Q .

2. P(X)=X3 + 7X2 + 5X + 1, On ne peut appliquer le critère d’Eisen-

stein(il n’existe pas de p premier divisant 1,5,7).Mais comme Q(X)=P(X-

1)=X3 + 4X2 − 6X + 2 est d’Eisenstein en p=2 alors P est irréductible

sur Q

Définition 1.14 SoitK un corps,on appelle clôture algébrique de K , toute

extensionL/K telle que tout polynômeP∈ L[X ] de degré degP ≥ 1 admet au

moins une racine dansL

10



1.1. Notions d’extensions

1.1.3 Extensions séparables, extensions normales

Définition 1.15 SoitK un corps, on dit qu’un polynômef ∈ K[X ] de degrén

est séparable s’il admet exactementn racines distinctes dans une clôture algé-

brique deK

Exemple 7

1. X3 − 3 admet trois racines distinctes dans C, alors X3 − 3est séparable

sur Q.

2. Soit p un nombre premier, K = Fp [T
p] un sous corps du corps des frac-

tions rationnelles L = Fp [T ] . Le polynôme P = Xp−T p est irréductible

sur K, mais P = (X − T )p est décomposé dans L, alors P est non sépa-

rable sur K.

La caractérisation des polynômes séparables est donnée par

Proposition 1.16 SoientK un corps et P un polynôme deK[X ] , alors P est

séparable sur K si et seulement si P et sa dérivée formelle P ′ sont premiers

entre eux

Preuve : [cf. J.Ca, p. 43]

Corollaire 1.17 Soient K un corps de caractéristique 0, P un polynôme non

constant et irréductible dans K [X ], alors P est séparable sur K.

Preuve : [cf. J.Ca, p. 43]

Exemple 8 Le polynômeP (X) = X4−3X2+6X+3 ∈ Q[X ] est d’Eisenstein

en p = 3, alors P est irréductible et séparable sur Q

11



Chapitre 1. Extensions de corps de nombres

Corollaire 1.18 SoientK un corps de caractéristique un nombre premier p et

f(X) un polynôme de K[X],degf≥ 1 alors f est inséparable sur K si et seulement

si ∃g∈ K [X ]tel que f(X)=g(Xp)

Preuve : [cf. J.Ca, Théorème 324 p. 43]

Définition 1.19 SoientL/K une extension de corps ,α un élément deL al-

gébrique surK. On dit que α est séparable surK si son polynôme minimal

irr(α,K,X) est séparable surK

On dit qu’une extensionL/K est séparable surK si tout élément deL est sépa-

rable surK

Théorème 1.20 (Théorème de l’élément primitif)

SoientK un corps ,L/K une extension de degré fini. SiL/K est séparable,

alors il existe α ∈ L tel queL = K(α).

Dans ce cas α est appelé élément primitif deL

Preuve : [voir cf J.c p46. }

Proposition 1.21 SoitK ⊂ L ⊂ M une tour d’extensions de corps de degrés

finis, alorsM/K est séparable si et seulement siM/L est séparable et L/K est

séparable

Définition 1.22 SoitL/K une extension de corps .On dit queL est séparable

surK si le polynome minimal Irr(α,K,X) de tout élémentα ∈ L est séparable

surK.

Définition 1.23 On dit qu’une extensionL/K de degré fini est normale surK

si et seulement si le polynôme minimal ,Irr(α,K,X) de tout élémentα ∈ L a

toutes ses racines dansL

12



1.2. Anneaux d’entiers et discriminants de corps des nombres

Exemple 9

1. Q
(√

2
)
/Q est une extension de degré 2, normale sur Q car α =

√
2a

pour polynôme minimal X2 − 2 dont les racines sont dans Q(
√
2).

2. L’extension Q(exp(2iΠ
5
))/Q est une extension normale sur Q car l’élément

α=exp(2iπ
5
) a pour polynôme minimal P (X) = X4 +X3 +X2 +X + 1

qui a pour racines αk = exp(2ikπ
5
)avec 0 ≤ k ≤ 4 qui sont toutes dans

Q(exp(2iπ
5

)).

3. L’extension Q( 3
√
3)/Q n’est pas normale car le polynôme minimal de

α = 3
√
3est X3− 3 qui admet pour autres racines les nombres complexes

non réels αj, αj2tq j=exp(2iπ
3
) qui ne sont pas dans Q( 3

√
3).

1.2 Anneaux d’entiers et discriminants de corps

des nombres

1.2.1 normes , traces et discriminant

1.2.1.1 normes

Définition 1.24 on appelle norme sur un anneauA de C toute applicationN

de A dans Z, multiplicative càd vérifiant :∀α, β ∈ A :N (αβ)=N(α)N (β)

Exemple 1.1 soit A=Z[
√
d]=
{
a + b

√
d; a, bǫZ

}
oùd∈ Z, est sans facteur carré.

N : A−→ Z tel queN(a + b
√
d) = a2 − db2 est une norme

Proposition 1.25 soitA un sous-anneau de C ;α, β ∈ A etN une norme

surA.Si αdivise βdansA alorsN(α)divise N(β) dans Z .

En particulier,siN(α)est premier dans Z,alors α est irréductible dansA.De

plus α est une unité deA si et seulement siN(α) = ±1.
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Chapitre 1. Extensions de corps de nombres

Preuve : [cf. Z.I. Bo]

Exemple 1.2 1)Z[i] est un anneau euclidien donc factoriel c.à.d tout élèment

de Z[i] s’écrit comme produit de facteurs irréductibles de Z[i] et ce de façon

unique à l’ordre des facteurs prés.

2)Z[
√
−5]est un anneau non factoriel .N(a+ b

√
−5) = a2 +5b2.On a deux

factorisations pour 6.

6=2*3=(1+
√
−5)(1-

√
−5) et chacun des nombres 2,3,1+

√
−5,1-

√
−5 est

irrédutible.

soitL|K une extension de corps séparable, n = [L : K].Ωune clôture algébrique

deK etL. On note σi,1≤ i ≤ n les K-morphismes deL dans Ω .Pour tout

x ∈ L, soitmx l’applicationK-linéaire :L −→ L

tq: mx(u) = ux

Définition 1.26 On appelle Trace(resp Norme, Polynôme caractéristique) de

x ∈ L sur K , et on le noteTrL|K(x)(respNL|K(x),PL|K(x)), la trace (resp le

determinant ,le polynôme caractéristique)de mx.

On a doncPL|K(x) = det(xIdL −mx).

Remarques :Notons que pour tout x, y∈ L et α ∈ K on a :mx + my =

mx+y ;mx ◦my = mxy et αmx = mαx.

Proposition 1.27 soit x ∈ L , on a :PL|K(mx) = 0

Preuve : SoitPL|K,x(X) = anX
n+an−1X

n−1+...+a1X+a0. Par le théoréme

de Cayley-Hamilton, PL|K,x(mx) = 0. D’autre part par la remarque précédente :

PL|K,x(mx) = anm
n
x + an−1m

n−1
x + ...+ a0I

= anmxn + an−1mxn−1 + ...+ a0m1

= manxn+...+a0 = mPL|K,x(x)(x)

14



1.2. Anneaux d’entiers et discriminants de corps des nombres

Ainsi ,manxn+...+a0 = 0 d’oùmPL|K ,x(x)(1) = 0

Preuve : [cf. J.P. Es]

Proposition 1.28 Il en résulte que la condition nécessaire et suffisante pour

que les polynômes caractéristique et minimal dex ∈ L sur K soient égaux est

que x soit un élément primitif deL|K.

Proposition 1 L’application trace :TrL|K :L−→ K est une forme linéaire de

K-espace vectoriel L . L’application Norme :NL|K :L−→ K induit un mor-

phisme de groupes multiplicatifs de L∗ vers K∗ .Pour tout x∈ K on a :TrL|K(x)

=nx et NL|K(x)= xn

Preuve : On a :NL|K(xy)=det(mxy)=det(mx◦my)=det(mx).det(my)=NL|K(x).NL|K(y)

Proposition 2 D’autre part si x ∈ K , la matrice de mxdans une base de K

est x Idn , d’où les valeurs de TrL|K(x) et NL|K(x) dans ce cas.

Proposition 1.29 SoientK ⊂ M ⊂ L une suite d’extensions de corps ,m =

[M : K] ;r = [L : M ]etn = [L : K] = mr .Pour toutxǫM on a :PL|K,x(X) =

PM |K,x(X)r

Preuve : Soit (e1, e2, ..., en) une base de L surM et (f1, f2, ..., fn)une base

deM surK . En tant queK-espace vectoriel , on a :L =Me1⊕Me2⊕ ...⊕Mer

etMej a(f1ej , f2ej , ..., fmej)pour base surK .Pour x ∈ M , les sous-K-espaces

vectorielsMej sont stables parmx : L −→ L, u 7−→ ux.SoitB la matrice de

mxdans la base des(fiej)et A la matrice de m̃x :M −→ M,u 7−→ ux dans la

base (f1, f2, ..., fm)alorsB est diagonale par blocs avec r blocs diagonaux égaux

à A .En prenant les détérminants , on en déduit le résultat.
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Chapitre 1. Extensions de corps de nombres

Corollaire 1.30 Soit L une extension finie de K.Pour toutx ∈ K ,le poly-

nôme caractéristique dex ∈ K est une puissance de son polynôme minimal.

Preuve : On applique la proposition précédente aux extensionsK ⊂ K(x) ⊂
L.

Proposition 1.31 SoitL une extension finie séparable deKde degré n et σi, 1 ≤
i ≤ n, lesK −morphismes deL dans une clôture algébrique de K etL.

Pour tout x ∈ L , le polynôme caractéristique de x sur K est :PL|K,x(X) =
n∏

i=1

(X − σi(x)).

Preuve : on a : K ⊂ M = K (x) ⊂ L ⊂ Ω,oùΩ est une clôture algébrique

deL.

Supposons d’abord L = K (x), les σi sont distincts et le polynôme minimal

de x sur K est :
n∏

i=1

(X − σi(x)),qui coincide avec le polynôme caractéristique

puisque x est primitif .

1.2.2 Discriminant

Définition 1.32 SoitL/K une extension de corps.Soient x1, x2, ..., xndes élé-

ments de L ,le discriminant DL/K(x1, x2, ..., xn) de ce n-uplet est défini par :

DL/K(x1, x2,...,xn)=(det(σi(xj))
2.

Exemple 10 L = Q
(√

2
)
et K = Q.σ1

(√
2
)
=
√
2 et σ2

(√
2
)
= −
√
2.Ainsi

DL/K

(
1,
√
2
)
=

(∣∣∣∣∣
1
√
2

1 −
√
2

∣∣∣∣∣

)2

=8

Proposition 1.33 Pour (x1, x2, ...., xn)∈Ln,on a : DL/K(x1, x2, ...., xn)=det(TrL/K(xixj)

et DL/K(x1, x2,....,xn) ∈ K.
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1.2. Anneaux d’entiers et discriminants de corps des nombres

Preuve : Soit A = (σi(xj)),on a :det(At) = det(A) donc DL/K(x1, x2, ..., xn) =

det(AtA) et le coefficient ij de cette matrice est :
n∑

k=1

σk(xi)σk(xj)=
n∑

k=1

σk(xixj) = TrL/K(xixj)∈

K.

Proposition 1.34 Soit L/K une extension séparable et x un élément primitif

de L/K.Soit f le polynôme minimal de x sur K. AlorsDL/K(1, x, x
2, ..., xn−1)=(-

1)
n(n−1)

2

∏

i 6=j

(σi(x)− σj(x)) = (−1)
n(n−1)

2 NL/K(f
′
(x))

En particulier :DL/K(1, x, x
2,...,xn−1) 6=0

Preuve : Par définitionDL/K(1, x, x
2,...,xn−1)=(det(σi(xj)))2 = (det(σi(x))

j)2

(σi(x
j))=((σi(x))j) est la matrice de Vandermonde du n-uplet (σ1(x),σ2(x),...,σn(x))

donc det(σi(xj))=
∏

i<j

(σi(x)− σj(x)) et puis :

DL/K(1, x, x
2, ..., xn−1) =

∏

i<j

(σi(x)− σj(x))2 = (−1)n(n−1)
2

∏

i 6=j

(σi(x)− σj(x)) = (−1)
n(n−1)

2

n∏

i=1

∏

j 6=i

(σi(

D’autre part , on sait que : f(X) =
n∏

i=1

(X − σi(x)) pour tout i : 1 ≤ i ≤ n

.

σi(f
′
(x))=f

′
(σi(x))=

∏

j 6=i

(σi(x)− σj(x)) Par conséquent :DL/K(1, x, x
2, ..., xn−1) =

(−1)
n(n−1)

2

n∏

i=1

σi(f
′
(x)) =(−1)

n(n−1)
2 NK/Q(f

′
(x))

Comme les σi(x) sont distincts , on a bien DL/K(1, x, x
2, ..., xn−1) 6= 0

Exemple 11 f(x) = x3 + px+ q irréductible avec p, q ∈ Q

α une racine de f(x), alors (1, α, α2) est une base du Q-espace vectoriel

Q(α) . La matrice de mf(α) dans la base (1, α, α2) est




p −3q 0

0 2p −3q
3 0 2p
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Chapitre 1. Extensions de corps de nombres

Son determinant est :4p3+27q2 Par la proposition précédente :DK/Q(1, α, α
2) =

−(4p3 + 27q2)

Lemme 1.35 Soit L/K une extension séparable de degré n et x1, x2, ..., xn ∈
L

Si B = (bik) est une matrice n×n à coefficients dansK et yj =
n∑

k=1

bjk xkalors

DL/K(y1, y2, ..., yn) = (det(B))2DL/K(x1, x2, ..., xn)

Preuve : DL/K(x1, x2, ..., xn) = (det(σk(xj)))
2 et σk(yj)=

n∑

k=1

bjiσk(yi)

si bien que :σk(yj) = B.(σk(xj)) d’où le résultat

Proposition 1.36 Soit L/K une extension séparable de degré n.

y1, y2, ..., yn des éléments de L, alors les (yj) forment une base de L si et

seulement si D
L/K

(y1, y2, ..., yn) 6= 0

Preuve : Soit x ∈ L tel que L = K(x) , alors (1, x, x2, ..., xn−1) est une base

du K−espace vectoriel L .On peut écrire yj =
n∑

k=1

bjkx
k−1avec bjk ∈ K

Et on aura : DL/K(y1, y2, ..., yn) = (detB)2DL/K(1, x, x
2, ..., xn−1)

L/K extension séparable et x élément primitif de L/K. f le polynôme

minimal de x sur K alors DL/K(1, x, x
2, ..., xn−1) = (−1)n(n−1)

2 NL/K(f
′
(x))

En particulier DL/K(1, x, x
2, ..., xn−1) 6= 0 , donc DL/K(y1, y2, ..., yn) 6= 0 si

et seulement si detB 6= 0 soit encore si et seulement si les yiforment une base

du K−espace vectoriel L.

1.2.3 Intégralité :

Définition 1.37 (entier) Soit L un corps et A ⊂ L un sous-anneau deL.On

dit que α ∈ L est entier sur A s’il existe P ∈ A[X ] unitaire tel que P (α) = 0.

18



1.2. Anneaux d’entiers et discriminants de corps des nombres

Exemple 12 Soit α =
√
3+

√
7

2
∈ R, on a :α4 − 5α2 + 1 = 0 , donc α est entier

sur Z.

Théorème 1.38 (fondamental) Soit L un corps ,A un sous-anneau de L et

α ∈ A . Les conditions suivantes sont équivalentes :

i)α est entier sur A.

ii)L’anneau A[α] engendré par A et α est un sous-Amodule de type fini de

L .

iii)Il existe un sous-anneau B de L contenant α et A qui est un sous -

Amodule de type fini de L.

iv)Il existe un sous-Amodule non nul E de type fini de L tel que αE ⊂ E .

Preuve : i) =⇒ ii) soit αentier sur A .Il existe f(x) ∈ A[X ] unitaire de

degré n tel que f(α) = 0.Soit g(X) ∈ A[X ],comme f(X) est unitaire ,on peut

effectuer la division

euclidienne par f(X) dans A[X ].Ils existent q(X)et r(X) avec deg(r) ≤
n − 1 tel que g(X) = q(X).f(X) + r(X), d′oùg(α) = r(α) .Ainsi le sous-

Amodule A(α) ⊂ L

admet (1, x, x2, ........, xn−1)comme système générateur.

ii) =⇒ iii) =⇒ iv) triviales .

iv) =⇒ i)supposons qu’il existe un sous-Amodule de type fini non nul E

de L tel que αE ⊂ E engendré par (e1, e2, ..., en). Les relations αei ∈ E se

traduisent

par l’existence d’une matrice M = (aij)1≤i,j≤n à coefficients dans A telle

que :

{
αe1=a11e1+a12e2+...+a1nen

αe2 = a21e1 + a22e2 + ... + a2nen
..............................................................................

αen=an1e1+an2e2+...+annen

Comme E 6= 0 ,il existe m tel que em 6= 0 et les formules de Cramer

donnent det(xIdn −M)ui=0 . Les ui n’étant pas tous nuls car E 6= 0 ,on a :

det(x.Idn −M) = 0.

En developpant , on aura la relation de dépendance intégrale pour x.
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Définition 1.39 (Anneau entier , fini) Soit L un corps et A ⊂ B deux sous-

anneaux de L. On dit que B est entier sur A si tout y∈ B est entier sur A.

On dit que B est fini sur A si c’est un A-module de type fini .

Par le théorème précédent si B est fini sur A , alors il est entier sur A.

Définition 1.40 (Fermeture et clôture intégrale )

L’ensemble C des x∈ L entiers sur A est la fermeture intégrale de A dans L.

Si A est intégre , sa férméture intégrale dans son corps des fractions s’appelle

sa clôture intégrale.

Définition 1.41 (Intégralement clos ) :On dit qu’un anneau intégre A est

intégralement clos si sa clôture intégrale est A lui même.

Théorème 1.42 Soit L un corps et A ⊂ L un anneau .Soit C la clôture

intégrale de A dans L ,alors C est un anneau intégralement clos contenant A

.

Preuve : Soient x, y∈ C, alors A[x] est fini sur A etA[x, y] = (A[x])[y] est fini

sur A[x], donc aussi sur A. Or x + y et xy étant dans A[x, y], ils sont entiers

sur A , donc ils appartiennent à C .

Soit x ∈ L entier dans C , il existe une relation de dépendance intégrale

xn + cn−1x
n−1 + ...+ c1x+ c0 = 0où les cisont entiers sur A.

Dans la suite d’inclusion :A ⊂ A [c0] ⊂ A [c0, c1] ⊂ ... ⊂ A [c0, c1, ..., cn−1] ⊂
A [c0, c1, ..., cn−1, x].

Chaque anneau est entier sur celui qui le précéde et par application répétée

, on aura A [c0, c1, ..., cn−1, x]est fini sur A, donc x ∈ C.
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Proposition 1.43 Soit A un anneau intégralement clos , K son corps des

fractions supposé de caractéristique 0 ,L une extension fini de K et B la fer-

meture intégrale de A dans L ,

alors :

i)L est le corps des fractions de B.

ii)Il existe un élément primitif de L sur K appartenant à B .

iii)Un élément z∈ L est dans B si et seulement si son polynôme caracté-

ristique(respéctivement minimal) est à coéfficients dans A.

Preuve : i) soit y ∈ L de polynôme minimal f (X) ∈ K [X ]. En multipliant

par un dénominateur commun a des coefficients , la relation f(y) = 0

peut s’écrire : ayn + an−1y
n−1 + ....+ a1y + a0 = 0 où les ai sont dans A .

En posant b = ay et en multipliant par an−1, on aura : bn+an−1b
n−1+ ...+

a1a
n−2b+a0a

n−1 = 0 .

Tout y ∈ L est de type y = b
a

, où a ∈ A, b ∈ B donc L est le corps des

fractions de B .

ii) L’extension L/K est séparable car K est de caractéristique 0. Soit y un

élément primitif de L sur K , avec les notations précédentes il existe a ∈ A tel

que b = ay ∈ B et l’élément primitif b est aussi primitif de L sur K .

iii) Puisque L/K est séparable de degré n , il y a exactement nK−morphismes

de L dans Ω une clôture algébrique de K et L ; notons-les σi avec 1 ≤ i ≤ n

. Si x ∈ L , l’application K−linéaire mx : L → L, u 7−→ ux a pour polynôme

caractéristique

px (X) = pL/K,x (X) =
n∏

i=1

(X − σi(x))
Soit x ∈ L, si px(X) est à coéfficients dans A , alors la relation px (x) = 0

est une relation de dépendance intégrale de x sur A, donc x ∈ B.

Réciproquement , si x ∈ B , les σi(x) sont aussi entiers sur A car vérifiant

les mêmes relations de dépendance intégrale que x. Les coefficients de px(X)

sont les fonctions symétriques fondamentales de σi(x), donc appartiennent

à K et sont entiers sur A , donc sont dans A puisque A est intégralement clôs
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. Donc pour tout x ∈ L, px(X) ∈ A [X ]si et seulement si z ∈ B.

L’assertion sur le polynôme minimal résulte de l’application de ce qui pré-

céde au cas où L = K (x).

Corollaire 1.44 Soit A un anneau intégralement clos , K son corps des frac-

tions supposé de caractéristique 0 , L une extension finie de K et B la ferme-

ture intégrale de A dans L . Alors pour tout α ∈ B et α1, α2, ..., αn ∈ B, on

a : TrL/K (α), NL/K (α) ∈ A et DL/K (α1, α2, ..., αn) ∈ A.

Preuve : L’extension L/K est séparable car elle est de caractéristique 0. Les

nombres TrL/K (α),NL/K (α) sont au signe prés des coefficients du polynôme

caractéristique de α sur K , que l’on sait être à coefficients dans A , d’où le

résultat.

Définition 1.45 SoitK un corps de nombres .Les éléments deK qui sont ra-

cines de polynomes unitaires à coefficients dansZ s’appellent les entiers deK.

Ces entiers deK forment l’anneau des entiers deK qu’on note OK

Proposition 1.46 Soit K une extension quadratique de Q . Il existe d ∈
Z \ {0, 1} et d sans facteurs carrés tel que : K = Q

(√
d
)

(où
√
d désigne un

complexe dont le carré est d ) .

Preuve : Soit u un élément primitif de l’extension K/Q et M (X)=X2+bX+c

son polynôme minimal , avec b, c ∈ Q.

On a :M (X) =
(
X + b

2

)2 − b2−4c
4

donc

{
v = 2u+ b

M(u)=0
vérifie v2 = b2 − 4c

D’où K =Q (u) = Q (v) . Comme b2 − 4c ∈ Q, notons b2 − 4c = r
s

avec

r ∈ Z et s ∈ N∗donc w = sv vérifie w2 = rs2 et K = Q (v) = Q (w) .

Dans Z∗, rs se décompose ainsi : rs = m2d avec d ne possédant pas de

facteurs carrés . Donc K = Q (w) = Q
(
w
m

)
et comme d =

(
w
m

)2
on aura :
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1.2. Anneaux d’entiers et discriminants de corps des nombres

K = Q
(√

d
)
=Q

(
−
√
d
)
et d /∈ {0, 1}car K 6= Q.

Définition 1.47 . On dit que Q
(√

d
)
est un corps quadratique réel (resp com-

plexe) si d > 0 (res d < 0).

Théorème 1.48 -Soit d ∈ Z\ {0, 1} sans facteurs carrés .Une Z− base d’en-

tiers de Q
(√

d
)
est donné par

(
1,
√
d
)
si d ≡ 2, 3mod (4) et par

(
1, 1+

√
d

2

)
si

d ≡ 1mod (4) .

Les discriminants de ces corps sont : 4d si d ≡ 2, 3mod (4) et d si d ≡
1mod (4).

Preuve : Posons K = Q
(√

d
)
. Les deux isomorphismes de K sont : l’identité

et σ : a + b
√
d 7−→ a − b

√
d (qui est un automorphisme puisque K/Qest

normale).Soit x = a + b
√
d ∈ OK , avec a, b ∈ Q.On a donc , d’aprés le

corollaire 47 :

TrK/Q (x) = x+ σ (x) = 2a ∈ Z et NK/Q (x) = xσ (x) = a2 − db2 ∈ Z.

Réciproquement : Si TrK/Q (x) , NK/Q (x) ∈ Z , alors la relation de dépen-

dance intégralepour xest : x2 + TrK/Q (x) x+NK/Q (x)=0.

Distinguons deux possibilités :

i)On suppose a ∈ Z,donc db2 ∈ Z.Posons b = u
v
avec u et v entiers premiers

entre eux ,on aura : db2 = du2

v2
d’où v2 | d et v = ±1puisque d est sans

facteurs carrés .Donc b ∈ Z.Comme la réciproque est évidente , le cas i)donne

les éléments de Z
[√

d
]

.

ii) On suppose a /∈ Z, on a donc a = α
2

avec α entier impair .Mais a2−db2 =
α2−4db2

4
d’où α2 − 4db2 ∈ 4Z.

On a donc 4db2 = d (2b)2 ∈ Z et comme ci-dessus , on en déduit que :

2b ∈ Z d’où b = β
2

avec β ∈ Z.

Pour la réciproque distinguons deux cas selon les valeurs de d modulo4 .

iia)Sid ≡ 2 , 3mod(4) alors α2 − 4db2 = α2 − dβ2 ∈ 4Z, comme α2 ≡
1mod (4)et β2 ≡ 0mod (4)on aura α2 − db2 ≡ 1 , 2 ou 3 mod (4)
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ce qui est absurde , donc dans ce cas , il n’est pas possible que a /∈ Zet

i)donne tous les entiers possibles .

iib)Si d ≡ 1mod (4)alors α2 − dβ2 ≡ 1 − β2mod (4) d”où β impair et

x =
(
α + β

√
d
)
/2 avec α , β impairs .

Réciproquement , un tel xest entier car il est racine du polnôme X2−αX+
α2−dβ2

4
∈ Z [X ] .

On peut écrire dans ce cas : x =α−β
2

+ β 1+
√
d

2
= γ + β 1+

√
d

2
avec γ, β ∈ Z.

Comme 1+
√
d

2
est entier ( prendre le polynôme ci-dessus avec α = β = 1), le

résul tat est démontré .Il reste à calculer les discriminants .

Si d ≡ 2, 3(resp1)mod (4) alors D =

∣∣∣∣∣
1
√
d

1 −
√
d

∣∣∣∣∣

2

= 4d , respectivement

D =

∣∣∣∣∣
1 1+

√
d

2

1 −1+
√
d

2

∣∣∣∣∣

2

= d.

Remarque 2 Si d ≡ 1mod (4)alors OK={α+β
√
d

2
, αet β de même parité} .En

particulier OK ⊂{α + β
√
d avec α, β ∈ Z}

L’anneau des entiers de Q
(√
−3
)
est Z [w] avec w = e

iπ
3 et non Z

[√
−3
]
puisque

-3≡ 1 mod (4) .

Remarque 3 Si d > 0, l’anneau OKest dense dans R car ce n’est pas un

sous-groupe additif monogène .

Si d < 0 , l’anneau OK est un réseau du plan complexe .

Si d < 0 et d ≡ 2, 3mod (4), une base de ce réseau est
(
1,
√
d
)
.Ces deux

vecteurs sont orthogonaux , car
√
d est immaginaire pur et les mailles de ce

réseau sont des rectangles .

Si d < 0 et d ≡ 1mod (4) , alors une base de ce réseau (1, α)où α = 1+
√
d

2

. Mais α+α=1 , donc (α, α) est aussi une base de ce réseau dont les mailles

sont donc des losanges .
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1.2. Anneaux d’entiers et discriminants de corps des nombres

Détérminons le groupe des unités de l’anneau des entiers d’un corps qua-

dratique immaginaire .

Proposition 1.49 Soit d < 0 un entier sans facteurs carrés et K = Q
(√

d
)
.

Alors O×
K = {−1,+1}sauf dans les deux cas suivants :

i) d = −1 donc OK = Z
[√
−1
]
et alors O×

K = {−1,+1, i,−i}.
ii) d=-3 , donc OK = Z

[
1+

√
−3

2

]
et alors O×

K = {wk,0≤ k ≤ 5} où w = e
iπ
3

.

Preuve : i) d ≡ 2, 3mod (4), dans ce cas OK = Z
[√

d
]

i) d ≡ 2, 3mod (4). Dans ce cas OK = Z
[√

d
]

.

Soit ε = α + β
√
d ∈ OK , alors NK/Q (ε) = α2 − bβ2 . On a :

ε ∈ O×
K ⇔ α2 − dβ2 = 1⇔

{
α2=1

−dβ2=0
ou

{
α2=0

−dβ2=1

Le premier système conduit à (α = ±1, β = 0) et le second à (α = 0, d = −1, β = ±1)d’où

les unités sont ±1, ±
√
−1de Z

[√
−1
]
.

ii)d ≡ 1mod (4), dans ce cas OK = Z
[
1+

√
d

2

]
. Soit ε=α+β

√
d

2
∈ OK avec

α, β de même parité , alors NK/Q (ε) = α2−dβ2

4
.Supposons α, βpairs, on aura :

ε ∈ O×
K⇐⇒α2 − dβ2 = 4⇐⇒

{
α2=4

−dβ2=0
ou

{
α2=0

−dβ2=4
.

Le premier système conduit à (α = ±2, β = 0) , le second n’a pas de solu-

tion . Donc dans ce cas ,on récupère les unités ±1.Supposons α, β impaires ,

on aura : ε ∈ O×
K ⇐⇒ α2 − dβ2 = 4 ⇐⇒

{
α2=1

dβ2=−3
ou

{
α2=3

dβ2=−1
.

Le premier système conduit à ( α = ±1, d = −3, et β = ±1) , d’où les

unités de Z [w]sont :1+
√
−3

2
= w, 1−

√
−3

2
= w5,−1+

√
−3

2
=w2 et −1−

√
−3

2
= w4 . Le

second système n’a pas de solution car d ≡ 1mod (4).

25



Chapitre 1. Extensions de corps de nombres

1.3 les Idéaux dans un corps de nombres

1.3.1 Structure d’idéaux dans un corps de nombre

Définition 1.50 (corps de nombres) .On appelle corps de nombres K une

extension finie (donc algébrique)de Q. Le degré de K est [K : Q] . On notera

OK la fermeture intégrale de Z dans K . Si α ∈ K est entier sur Z, on parlera

plus simplement d’entier s’il n’y a pas de risque de confusion avec les éléments

de Z, qu’on appelera entier rationnel .

Lemme 1.51 Soit L/K une extension de corps de nombres alors OL ∩K =

OK.

Preuve : x ∈ OL ∩ K si et seulement si x ∈ K et x vérifie la relation de

dépendance intégrale sur Z, si et seulement si x ∈ K ∩OK .

Or K ∩ OK = OK car OKest intégralement clos .

Proposition 1.52 Soit α ∈ K. Il existe un a ∈ Z tel que aα ∈ OK . D’aprés

le corollaire 48 appliqué à A = Z , l’anneau OK est un Z − module libre de

rang n .

Définition 1.53 ( Base intégrale ) : Une Z−base de OK en tant que Z-module

s’appelle une base intégrale de K .

En fait tout idéal non nul de OK est un Z−module libre de rang n .

Définition 1.54 ( Discriminant d’un idéal ) : L’entier ainsi défini qui ne

dépend pas de la base de b choisie pour le calculer s’ appelle le discriminant

de b et se note Db. En particulier ,si b = OK , on l’appelle le discriminant de

K , et on le notera DK.
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1.3. les Idéaux dans un corps de nombres

Proposition 1.55 soit (x1, x2, ..., xn) des entiers de K formant une base de

K . Si le discriminant DK/Q (x1, x2, ..., xn) est sans facteurs carrés , alors

(x1, x2, ..., xn) est une base intégrale de OK .

Preuve : Si (β1, β2, ..., βn) est une base intégrale de OK , en écrivant xi =
n∑

j=1

aijβj le lemme 38 montre que :

DK/Q (x1, x2, ..., xn) = (det(aij)
2)DK/Q (β1, β2, ..., βn) CommeDK/Q (x1, x2, ..., xn)

est sans facteurs carrés alors

det (aij) = ±1 et (x1, x2, ..., xn) est une base intégrale de OK .

Exemple 13 Soit K = Q (α)où α est une racine du polynôme x3 + 2x2 + 1

alors DK/Q (1, α, α2) = 59 or 59 est premier (à fortiori sans facteurs carrés) ,

donc OK = Z [α] .

Définition 1.56 Soit K un corps de nombres . Pour x ∈ K , la norme

NK/Q (x) est le déterminant de l’application Q−linéaire mx : K−→K ,x 7−→
ux si x ∈ OK , alors NK/Q (x) ∈ Z.

-Soit b un idéal non nul de OK. Le nombre [OK : b]s’appelle la norme de

b et se note NK (b).

Proposition 1.57 Soit α ∈ OKnon nul et b=(α). Alors NK (b) = |NK/Q (α) |
.

Preuve : Soit (θ1, θ2, ..., θn)une base intégrale de OK adaptée à b . Il existe

donc q1, q2,...,qn dans Z/ {0} tels que (q1θ1, q2θ2, ..., qnθn) est une Z− base de b

, donc : OK/♮ =
n
⊕
i=1

Zθi/
n
⊕
i=1

Zqiθi≃
n∏

i=1

Zθi/Zqiθi ⋍
n∏

i=1

Z/qiZ.

D’où NK(b) = [OK : b] =|q1...qn|. D’autre part en notant DK le discrimi-

nant de K,

DK/Q (q1θ1, ..., qnθn) = det(σi(qjθj))
2=

n∏
j=1

q2jDK .
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Chapitre 1. Extensions de corps de nombres

D’où DK/Q (q1θ1, ..., qnθn) = (NK(b))
2DK .............1.1

Mais (αθ1, ..., αθn) est une autre Z−base de b.

doncDK/Q (q1θ1, ..., qnθn) =DK/Q (αθ1, ..., αθn) et commeDK/Q (αθ1, ..., αθn)=det(σi(αθj))
2=det(σi(α)σi(θj

D’où NK(b)=|NK/Q(α)| en comparant avec 1.1 puisque DK 6= 0 .

Corollaire 1.58 Soit b un idéal non nul de OK. Alors Db = (NK(b))
2DK .

Preuve : Le résultat découle de l’équation 1.1, puisque l’entier Dbne dépend

pas de la base choisie pour le calculer .

Proposition 1.59 Soient a et b deux idéaux non nuls de OK . Alors NK (ab)=

NK (a)NK (b) .

Preuve : [cf. P. Sa]

1.4 Anneaux de Dedekind

1.4.1 DEFINITIONS

Définition 1.60 On dit qu’un anneau A est Noetherien si tout idéal de A est

de type fini.

Nous allons dans ce qui suit caractériser les anneaux Noethériens.

Lemme 1.61 Soit A un anneau, alors les propositions suivantes sont équiva-

lentes

1. Tout idéal de A est de type fini
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1.4. Anneaux de Dedekind

(a) Toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire

(b) Toute famille non vide d’idéaux de A admet un élément maximal

Preuve : Montrons que (1) =⇒ (2)

Soit (In)n≥0 une suite croissante d’idéaux de A, I0 ⊆ I1 ⊆ .... , alors, I =
⋃

n≥0

In

est un idéal de A, donc de type fini. Ainsi, il existe n0 tel que In0 contient tous

les générateurs qui sont en nombre fini. Par conséquent I = In0 ce qui montre

que pour n ≥ n0 on a In = In0 .

Montrons que (2) =⇒ (3)

Par l’absurde, supposons qu’un tel élément maximal n’existe pas, alors il existe

une suite strictement croissante infinie d’idéaux de A ce qui contredit l’hypo-

thèse (2).

Montrons que (3) =⇒ (1)

Pour tout idéal I de A, considérons l’ensemble SI des idéaux de A contenu

dans I. SI est non vide car (0) ⊆ I, par suite SI admet un élément maximal

qu’on note I1.

Si I = I1 c’est fini, sinon on considère l’idéal I2 = (x1, I1) avec x1 ∈ I − I1 ,

alors I2 ∈ SI et I1 ⊂ I2 ce qui contredit la maximalité de I1.

Corollaire 1.62 L’anneau OK des entiers d’un corps de nombres est un an-

neau Noetherien.

Preuve : Soit I = I0 ⊆ I1 ⊆ ... une suite croissante d’idéaux de OK , on

suppose que I0 6= 0. CommeOKI est fini, alors il exist seulement un nombre fini

d’idéaux de OK contenant I, en particulier la suite croissante I = I0 ⊆ I1 ⊆ ...

sera stationnaire, ce qui par le lemme précédent entraine la Noetherianité de

A.
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Chapitre 1. Extensions de corps de nombres

Définition 1.63 On appelle dimension ( de KRULL) d’un anneau A, le plus

grand entier n ≥ 0 telle qu’il existe une suite croissante p0 ⊂ p1 ⊂ p2 ⊂ · · · ⊂
pn d’idéaux premiers pi de A et on note cette dimension dim (A) = n

Lemme 1.64 Soit A un anneau intègre, alors

• dim (A) = 0 si, et seulement si A est un corps

– dim (A) ≤ 1 si, et seulement si tout idéal premier non nul de A est

maximal.

Preuve :

• dimA = 0 équivaut à dire que tout idéal premier p est maximal, ce qui

est équivalent à Ap est un corps.

– Notons que dimA ≤ 1 ⇐⇒ dimA = 0 ou dimA = 1.

Si dimA = 1, alors pour tout idéal premier p la longueur de la chaine

d’idéaux premiers (0) ⊂ p est maximale, donc p est maximal. La

réciproque est évidente.

En combinant avec la première proposition on obtient le résultat

voulu

Proposition 1.65 Soit I un idéal non nul d’un anneau OK des entiers de

corps de nombres, alors l’anneau quotient OKI est fini

Comme corollaire à la proposition précédente on obtient :

Corollaire 1.66 Si K est un corps de nombres, alors son anneau d’entiers

OK est de dimension 1
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1.4. Anneaux de Dedekind

Preuve : Comme OK ∩ Q = Z, alors OK n’est pas un corps. Ainsi, par le

lemme précédent, dimOK = 1 ⇐⇒ tout idéal premier p de OK est maximal.

Etant donné que OK est intègre, alors OKp est fini et est donc un corps, ce

qui montre que p est maximal.

Définition 1.67 Un anneau A est dit de Dedekind s’il est intègre, Noetherien,

intégralement clos et de dimension 1.

De cette définition résulte

Théorème 1.68 Si K est un corps de nombres, alors son anneau d’entiers

OK est de Dedekind.

Soient I et J deux idéaux d’un anneau A , on définit le produit IJ comme

étant le plus petit idéal contenant tous les produits xy avec x ∈ I et y ∈ J .

Si I = (ai)−1≤i≤m et J = (bj)1≤j≤n, alors

IJ = {aibj/ 1 ≤ i ≤ m ; 1 ≤ j ≤ n}

Définition 1.69 On dit qu’un anneau A est factoriel si tout idéal propre de

A se décompose de manière unique en produit d’idéaux premiers.

Exemple 14 Nous allons illustrer par des exemples la notion de factorialité.

1. Considérons l’anneau Z
[√
−5
]

et examinons la factorisation de l’entier

6 dans cet anneau :

6 = 2× 3 =
(
1−
√
−5
) (

1 +
√
−5
)

On vérifie que chacun des nombres 2, 3, 1 −
√
−5 et 1 +

√
−5 est irré-

ductible, ceci en utilisant la norme définie sur cet anneau.s

En effet, examinons la situation pour le nombre 2. Si x = a+b
√
−5 divise
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2 dans Z
[√
−5
]
, alors N (x) divise N(2) =4 . Ainsi, les valeurs possibles

de N (x) sont 1, 2 et 4.

En premier lieu, N (x) = a2+5b2 = 2 n’a pas de soluton dans Z, et donc

2 n’a pas de diviseur propre

D’autre part, N (x) = 1 ou 4 entraine que x est soit une unité, soit il est

associé avec 2.

Par conséquent, il n’y a pas d’unicité de la décomposition en facteurs

irréductibles. Par contre, et Kummer y a pensé, il y unicité de la décom-

position en facteurs d’idéaux premiers Pour cela, considérons les idéaux

suivants :

p1 =
(
2, 1 +

√
−5
)
, p2 =

(
3, 1−

√
−5
)

et p3 =
(
3, 1 +

√
−5
)

Comme 2 et 1 +
√
−5 ∈ p1, alors 1 −

√
−5 ∈ p1 et on peut écrire p1 =(

2, 1−
√
−5
)

et on aura

p21 =
(
4, 2− 2

√
−5, 2 + 2

√
−5, 6

)

D’autre part, (2) =
(
2, 1−

√
−5
) (

2, 1 +
√
−5
)

et 2 = 4 − 6 ∈ p21, alors

(2) = p21.

Par le même procédé on trouve (3) = p2p3, ce qui entraine 6 = p1p1p2p3.

(a) Considérons la factorisation en facteurs irréductibles de 4 dans l’an-

neau Z
[√
−3
]

:

4 = 2× 2 =
(
1−
√
−3
) (

1 +
√
−3
)

où on montre, par le même procédé ci-dessus, que 2, 1−
√
−3 et 1+√

−3 sont irréductibles dans Z
[√
−3
]
.

Pour exprimer cette factorisation en terme d’idéaux premiers, po-
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1.4. Anneaux de Dedekind

sons q =
(
2, 1 +

√
−3
)
, alors on aura

q2 =
(
4, 2 + 2

√
−3,−2 + 2

√
−3
)
=
(
4, 2 + 2

√
−3
)
= 2q

puisque −2+2
√
−3 = 4−

(
2 + 2

√
−3
)

et, contrairement à l’exemple

précédent, 1 +
√
−3 /∈ (2) qui donneq 6= (2). Ainsi, on a exhibé un

défaut de factorisation unique en produit d’idéaux premiers dans

Z
[√
−3
]

. Remarquons que dans l’anneau Z

[−1 +
√
−3

2

]
on a 1+

√
−3 ∈ (2) et donc (2) =

(
2, 1 +

√
−3
)
, ce qui corrige le défaut

précédent puisque cet anneau, et on le verra juste après, est l’anneau

des entiers d’un corps de nombres

Théorème 1.70 Tout anneauA de Dedekind est factoriel.

Preuve : [Cf. S. La]

Pour démontrer ce théorème nous aurons besoin de quelques résultats inter-

médiaires.

Lemme 1.71 Soient I1, . . . , In des idéaux d’un anneau A et p un idéal premier

de cet anneau. Si I1I2 . . . In ⊆ p, alors il existe j, 1 ≤ j ≤ n, tel que Ij ⊆ p.

Preuve : Supposons que ∀j, 1 ≤ j ≤ n, Ij 6⊆ p, alors ∃αj ∈ Ij tels que

αj /∈ pj. D’autre part, α1...αn ∈ I1 . . . In ⊆ p, et comme p est premier, entraine

l’existence d’un αi ∈ p, 1 ≤ i ≤ n, ce qui est absurde.

Lemme 1.72 Soit A un anneau Noetherien, alors pour tout idéal non nul I

il existe des idéaux premiers non nuls p1, . . . , pn de A tels que p1 . . . pn ⊆ I.

Preuve : Soit S l’ensemble des idéaux de I qui ne vérifient pas la propriété

précédente.
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Si S 6= ∅ et A est Noetherien, alors S admet un élément maximal J et, par

définition de S, J n’est pas premier, ce qui montre que ∃x, y ∈ A tels que

xy ∈ J avec x, y /∈ J . Considérons les idéaux de A suivants

a = (a, J) et b = (b, J)

où on a J ⊂ a et J ⊂ b. Par maximalité de J on aura

p1 . . . pr ⊂ a, q1 . . . qs ⊂ b

où pi et qj sont des idéaux premiers non nuls de A.

Comme ab ⊆ J , alors p1 . . . prq1 . . . qs ⊂J ce qui est contradictoire, et par

conséquent S = ∅

Soit A un anneau d’entier de corps de fractions K, et soit I un idéal non nul

de cet anneau.

On définit la partie de K notée I−1 donnée par

I−1 = {x ∈ K/xI ⊂ A} .

I−1 est un sous-A-module de K et on a A ⊆ I−1, et si I = (x) est principal

alors I−1 = Ra−1.

Proposition 1.73 Soit A un anneau de Dedekind et I un idéal non nul de A.

Pour tout idéal premier non nul p on a p−1I 6= I.

Preuve : [Cf. P. Sa, p58]

Corollaire 1.74 Soit A un anneau de Dedekind et p un idéal premier non nul

de A, alors p−1p = A
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Preuve : Par définition on a xp ∈ A, ∀x ∈ p−1 et comme A ⊆ p−1, alors

p ⊆ p−1p ⊆ A.

Sachant que A est de diemnsion 1, alors p−1p = A.

Théorème 1.75 Tout anneau de Dedekind est factoriel

Preuve : Soit A un anneau de Dedekind, nous savons que tout idéal de A se

factorise de façon unique en produit d’idéaux premiers.

Commençons par montrer l’unicité d’une telle décomposition si elle existe.

Considérons les deux décompositions suivantes

I = p1p2...pr = q1q2 . . . qs

Alors p1p2...pr = q1q2 . . . qs ⊆ q1, et comme q1 est premier i exite i, 1 ≤ i ≤
r , te ue pi ⊆ q1. En changeant de numérotation, on suppose que p1 ⊂ q1, avec

p1 maximal, puisque A est de dimension 1, alors p1 = q1. En multipiant les

deux membre de l’égalité précédente par q−1
1 on aboutit à l’équation suivante

p2...pr = q2 . . . qs

puis on réitère le raisonnement précédent et de proche en proche on montre

que pi = qi et r = s.

Pour montrer l’unicité d’une telle décompoition, on considère l’ensemble S des

idéaux de A qui ne se décomposent pas de la façon ci-dessus. Comme A est

Noetherien, alors S contient un élément maximal J qui sera contenu dans un

idéal maximal p. Comme A ⊆ p−1, on aura

J ⊆ Jp−1 ⊆ pp−1 = A.

Par la propoition 75 on a Jp−1 6= p et du fait de la maximalité de J on tire

que Jp−1 = p1p2...pr, ce ui entraine que J = p1p2...prp ce qui montre que S
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est vide.

Théorème 1.76 Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions

, L une extension de degré fini de K et A′ la fermeture intégrale de A dans L

.

On suppose K de caractéristique 0. Alors A′ est un anneau de Dedekind et

un A-module de type fini.

Preuve : En effet A′ est intégralement clos par construction , noethérien et

A-module de type fini.Reste à montrer que tout idéal premier p′ 6= (0) de A’

est maximal . Or prenons un élément x 6= 0 de p′ et

une équation de dépendance intégrale de x sur A, de degré minimum :

1) xn+an−1x
n−1 + ... + a1x+ a0 = 0 ...(ai ∈ A)

On a a0 6= 0 , sinon on simplifierait par x , et on obtiendrait une équation

de dépendance intégrale de degré n− 1 .Par (1)on a , a0 ∈ A′x ∩A ⊂ p′ ∩A ;

On a donc p′ ∩A 6= (0) .Or p′ ∩ A est un idéal

premier de A. Alors p′∩A est un idéal maximal de A, car A est un anneau

de Dedekind, et donc A/p′ ∩ A est un corps. Mais A/p′ ∩ A s’identifie à un

sous-anneau de A′/p′, A′/p′ est entier sur A′/p′ ∩ A car A′ est entier sur A.

Comme A/p′∩A est un corps et A′/p′ est un corps si, et seulement si, A/p′∩A
est un corps, alorsp′ est maximal.

Exemple 15 Considérons l’anneau des entiers A = Z
[√
−5
]

de Q
[√
−5
]
,

on a

2)
(
1 +
√
−5
)(
1−
√
−5
)
= 2.3

Les normes des quatres facteurs sont respectivement 6,6,4 et 9 ; or 1+
√
−5

ne peut avoir de diviseur non trivial dans A , car la norme d’un tel diviseur

devrait être un diviseur non trivial de 6, et que les équations
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a2 + 5b2 = 2 et a2 + 5b2 = 3

n’ont pas de solutions dans Z.Si A était principal , l’élément 1 +
√
−5,

qui divise le produit 2.3 par (1), devrait diviser l’un de ses facteurs ;Mais , en

prenant les normes 6 diviserait 4 ou 9, ce qui n’est pas.

Théorème 1.77 Soient A un anneau de Dedekind , P l’ensemble des idéaux

premiers non nuls de A.

a)Tout idéal fractionnaire non nul bde A s’écrit , d’une façon et d’une seule

, sous la forme

4. b = Π
p ∈ p

pnp(b)

où les np(b) sont les entiers relatifs , presque tous nuls .

b) Le monoide des idéaux fractionnaires non nuls de A est un groupe .

Preuve : [Cf. P. Sa. théorème 3 p61]

1.4.2 Décomposition d’un idéal premier dans une exten-

sion

On désigne par A un anneau de Dedekind de caractéristique 0, par K son

corps des fractions, par L une extension de degré fini n de K, et par B la

fermeture intégrale de A dans L. On rappelle que B est un anneau de

Dedekind .

Soit pun idéal premier non nul de A. Alors Bp est un idéal de B dont on

a une décomposition

1. Bp =
q∏

i=1

P
ei
i

où les Pi sont des idéaux premiers de B, deux à deux distincts, et où les

ei sont des entiers ≥ 1 .

Proposition 1.78 Les Pisont exactement les idéaux premiers D de B tels

que D ∩ A = p.
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Preuve : En effet, pour un idéal premier D de B, la relation D ∩ A = p

équivaut à D ⊃ pB (⇒ évident ; ⇐car D∩A est un idéal premier de A et que

pest maximal ).

Ainsi A/p s’identifie à un sous-anneau de B/Pi. Ces deux anneaux sont des

corps . Comme B est un A-module de type fini , B/Pi est un espace vectoriel

de dimension finie sur A/p ; nous noterons fi
cette dimension, et l’appellerons le degré résiduel de Pisur A. L’exposant

ei dans (1) s’appelle l’indice de ramification de Pisur A. Notons enfin qu’on a

Bp ∩ A = p (⊃évidente ; ⊂résulte de Pi ∩ A = p), de sorte que B/Bp est

un espace vectoriel sur A/p de dimension finie comme ci-dessus.

Théorème 1.79 Avec les notations précédentes on a
q∑

i=1

eifi = [B/Bp : A/p] = n

Preuve : La premiere égalité est facile. Considérons la suite d’idéaux

B ⊃ P1 ⊃ P2
1 ⊃ ... ⊃ Pe1

1 ⊃ Pe1
1 P2 ⊃ ... ⊃ Pe1

1 P
e2
2 ⊃ ... ⊃ Pe1

1 P
e2
2 ...P

eq
q =

Bp.

Deux termes consécutifs sont de la forme B et BPi ; or, comme il n’y a pas

d’idéaux strictement compris entre B et BPi, B/BPi est un espace vectoriel

de dimension 1 sur B/Pi ; c’est donc un

espace vectoriel de dimension fi sur A/p.

Or, dans la suite ci-dessus il ya ei quotients de termes consécutifs de la

forme B/BPi avec i donné . Au total la dimension [B/Bp : A/p] est égale à

la somme des dimmensions de ces quotients, donc à
q∑

i=1

eifi

La seconde égalité est facile dans le cas où B est un A-module libre , en

particulier lorsque A est principal : en effet une base (x1, x2, ..., xn) du A-

module B donne, par réduction mod.

Bp, une base de B/Bp sur A/p. Nous allons nous ramener à ce cas en

considérant la partie multiplicativement stable S = A− p de A et les anneaux

de fractions A′ = S−1A et B′ = S−1B.
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1.4. Anneaux de Dedekind

On sait que A′ est un anneau principal dont pA′ est le seul idéal maximal

, et que B′ est la fermeture intégrale de A′ dans L . Par le cas principal , on a

donc [B′/pB′ : A′/pA′] = n.Considérons alors

la décomposition de l’idéal pB′ dans l’anneau de Dedekind B′ : de pB =
q∏

i=1

Pei
i on déduit pB′ =

q∏
i=1

(B′Pi)
ei .Comme Pi∩A = p, on a Pi∩S = Ø et

B′Pi est un idéal premier non nul de B′.

La premiere partie de la démonstration nous donne donc

[B′/pB′ : A′/pA′] =
q∑

i=1

ei [B
′/B′Pi :A

′/pA′] . Or, on a A′/pA′ ≃ A/p et

B′/B′Pi ≃ B/Pi. D’où en combinisant nos égalités, n = [B′/pB′ : A′/pA′] =
q∑

i=1

eifi .

Proposition 1.80 Avec les mêmes notations, l’anneau B/Bp est isomorphe

à
q∏

i=1

B/Pei
i .

Preuve : En effet, comme Pi est le seul idéal maximal de B qui contient Pei
i ,

alors on a Pei
i +Pej

j = B pour i 6= j .On applique (1)et le lemme1(page 22 de

samuel).

Exemples des corps cyclotomiques .

Soient p un nombre premier, et z ∈ C une racine primitive pr − ème de

l’unité. Les racines pr−ème de l’unité, dans C, sont alors les zj(f = 1, 2, ........, pr) ;

parmi elles les racines primitives sont les zj telles que j ne soit multiple de p,

et sont donc au nombre de : ϕ (pr) = pr − pr−1 = pr−1 (p− 1)

Ces racines pr− èmes de l’unité sont les racines du polynôme cyclotomique

3. F (X) = Xpr−1

Xpr−1−1
= Xpr−1(p−1) +Xpr−1(p−2) + ...+Xpr−1

+ 1

Nous nous proposons de redémontrer ici qu’on a [Q [z] : Q] = pr−1(p− 1),

c’est -à-dire que F (X) est irréductible .(Samuel p50)

Posons e = pr−1 (p− 1) , et soient z1, z2, ..., ze les racines primitives pr-ème

de l’unité . Comme le terme constant de F (X + 1) est p, on a
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e∏
j=1

(zj − 1) = ±p.

Soit B l’anneau des entiers de Q [z] ; on a évidemment zj∈ B, et aussi

(zj − 1) ∈ B (zk − 1)pour tous j, k car zjest une puisance zqk de zk

et qu’on a zqk − 1 = (zk − 1)
(
zq−1
k + ...+ zk + 1

)
; ainsi tous les idéaux

B (zk − 1)sont égaux .on a donc Bp = B (z1 − 1)e.

Or écrivons Bp =
q∏

i=1

P
ei
i où les Pisont les idéaux premiers de B.Les ei sont

donc tous les multiples de e.Mais on a e ≥ [Q [
√
z] : Q] (par (3)), d’où

e ≥
q∏

i=1

eifi . DE ces inégalités en sens contraire on déduit que q = 1, e =

e1, [Q [z] : Q] = e. En résumé :

a)[Q [z] : Q] = e = pr−1 (p− 1)

b)B (z1 − 1)est un idéal premier de B,de degré résiduel 1

c)Bp = B (z1 − 1)e

1.4.3 Discriminant et ramification

Avec les notations précédentes (soitBp =
q∏

i=1

P
ei
i ) on dit qu’un idéal premier p

de A se ramifie dans B (ou dans L )

si l’un des indices de ramifications

si on prend les classes de B modulo Bp, on voit , dans le second cas ,que

a+ b
(

1+
√
d

2

)
(avec b impair) est congru à a+ (b+ p)

(
1+

√
d

2

)
,

qui est élément de Z+ Z
√
d. Donc, dans tous les cas , on a

B/Bp≃
(
Z+ Z

√
d
)
/ (p) .

Or Z+ Z
√
d≃Z [X ] / (X2 − d) .D’où

B/Bp≃Z [X ] / (p,X2 − d)≃(Z [X ] / (p)) / (X2 − d)≃Fp [X ] /
(
X2 − d̄

)
,

où d̄ désigne la classe de d modulo p . Or l’assertion que p est décomposé

(resp.est inerte, se ramifie ) dans B signifie que B/Bpest produit de deux corps

(res.est un corps, a des éléments nilpotents) ;
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1.4. Anneaux de Dedekind

ceci signifie donc que , dans Fp [X ] , le polynôme X2 − d̄ est produit de

deux facteurs distincts du premier degré (resp.est irréductible, est un carré) ;

or ceci se produit si d̄ est un carré non nul dans Fp

(resp. n’est pas un carré dans Fp, est nul dans Fp).Lorsque d̄ est un carré

non nul dans Fp(resp.n’est pas un carré dans Fp), on dit que d estun résidu

quadratique (resp.un non résidu) modulo p.

Traitons maintenant le cas p = 2 . Si d ≡ 2, 3 (mod4) , on a B = Z+Z
√
d,

d’où, comme plus haut B/2B ≃F2 [X ] /
(
X2 − d̄

)
; or, X2− d̄ vaut X2ou X2+

1 = (X + 1)2 , et est donc un carré ;

ainsi 2 se ramifie dans B . Si d ≡ 1(mod4) , 1+
√
d

2
admet X2−X− d−1

4
pour

polynôme minimal , d’où , comme plus haut, B/2B ≃ F2 [X ]/(X2 −X − δ)où

δ est la classe mod.2 de d−1
4
; pour

d ≡ 1 (mod.8)on a δ = 0 et X2 −X − δ = X (X − 1) , de sorte que 2 est

décomposé ; pour d ≡ 5 (mod.8), on a δ = 1 et X2 −X − δ = X2 +X+1 est

irréductible dans F2 [X ], de sorte que 2 est inerte .

En résumé , on a démontré les résultats suivants

Proposition 1.81 Soit L = Q
[√

d
]

un corps quadratique, où d ∈ Z est sans

facteurs carrés .

a)Sont décomposés dans L, les nombres premiers impairs p tels que d soit

résidu quadratique mod.p, et 2 si d ≡ 1 (mod.8) ;

b)Sont inertes dans L, les nombres premiers impairs p tels que d soit non

résidu mod.p, et 2 si d ≡ 5 (mod.8) ;

c)Se ramifient dans L,les diviseurs premiers impairs de d , et 2 si d ≡
2ou3 (mod.4)

Preuve : [Cf. P. Sam, Proposition 1, p91]
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Chapitre 2

Corps de nombres p-adiques

2.1 Anneaux de valutions

Proposition 2.1 L’ensemble E des suites de cauchy , muni de l’addition et

de la multiplication usuelles des suites est un anneau commutatif. De plus,

l’ensemble I =

{
(un) ∈ E , tels que lim

n→+∞
un = 0

}
est un idéal et l’anneau

quotient
E
I

vérifie :

• Q ⊂ E
I

,

• E
I

est un corps commutatif

• la valeur absolue | |p sur
E
I

prolonge celle de Q

• Q est dense dans
E
I

qui est complet.

Le corps
E
I

est noté Qp.

Preuve : (Cf. E. Ha, p 74)
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2.2 Extensions et completion

Proposition 2.2 Soit K un corps muni d’une valeur absolue | |. Il existe un

surcorps K̂ de K muni d’une valeur absolue prolongeant celle de K et complet

pour cette valeur absolue et tel que K soit dense dans K̂.De plus ce sur-corps

est unique à isomorphisme près. K̂ est appelé le complété de K pour la valeur

absolue | |.

Preuve : On construit le complété deK pour | | . Les suites de Cauchy définies

sur K forment un anneau A dans lequel K s’injectent.

L’déal I formé des suites de Cauchy tendant vers 0 est maximal dans A. Le

complété de K pour | | est le corps
A

I
noté K̂. La valeur absolue | | définie sur

K est prolongeable par continuité au corps K̂.

Si la valeur absolue | | sur K est ultramétrique, alors l’ensemble des valeurs

prises par | | sur K est le même que celui sur le complété .

Si la valeur absolue | | sur K provient d’une valuation discrète, il en est de

même de son prolongement au complété

Proposition 2.3 Soit K corps local ( un corps complet pour une valeur abso-

lue provenant d’une valuation discrète) dont on note A l’anneau de valuation.

On considère une extension L de K de degré fini, alors le corps L est local

d’anneau de valuation la fermeture intégrale B de A dans L. L’anneau B est

un anneau de valuation discrète, c’est à dire qu’il est local, principal et distinct

de son corps des fractions.

De plus, si on note m et M les idéaux maximaux respectivement de A et B,

alors mB = Me et

[
B

M
:
A

m

]
= f où ef = [L : K].

Preuve : [Cf. J.P. Se]
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Proposition 2.4 Soit L un corps muni d’une valeur absolue | | et K un sous

corps de L tel que l’extension L/K soit de degré fini . Alors le complété L̂ de L

pour cette valeur absolue contient le complété K̂ de K pour la valeur absolue

| ||K induite de | | par restriction à K. De plus, L̂/K̂ est une extension de

degré fini et on a
[
L̂ : K̂

]
≤ [L : K].

Soit p un nombre premier, K un corps de nombres algébrique d’anneau d’entier

OK .

Soit pun idéal premier de OK au dessus de p.

Le complété Kp de K pour la valeur absolue | |p associée à p est une extension

de degré fini et on a

[Kp : Qp] ≤ [K : Q] .

2.3 Les corps des nombres p-adiques

2.3.1 Notations et définitions

Soit p ∈ N un nombre premier.

Définition 2.5 On appelle corps de nombres p-adiques toute extension finie

de Qp.

Le corps Qp est le complété du corps Q des nombre rationnels pour la valuation

p-adique.

Proposition 2.6 L’ensemble noté

Zp =
{
x ∈ Qp tel que |x|p ≤ 1

}

est l’anneau des entiers de Qp. Cest un anneau local et principal.

Preuve : [Cf. Y. Am]
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Théorème 2.7 On a l’isomorphisme suivant

Zp

pZp

≃ Z

pZ

2.3.2 Anneau des entiers d’un corps de nombres p-adiques

2.4 Anneau des entiers d’un corps de nombres

p-adiques

Soit K une extension de Qp de degré n.

la valeur absolue p-adique définie sur K est l’application

| |p : K −→ R+

vérifiant

∀x ∈ K, |x|p =
∣∣NK/Qp (x)

∣∣ 1n
p
.

Soit AK =
{
x ∈ K tel que |x|p ≤ 1

}
. On vérifie que AK est un sous-anneau

de K, et c’est un anneau de valuation discrète pour la valuation vp définie par

vp : K −→ 1
n
Z ∪ {+∞}

x −→ vp (x)

et vérifiant 


vp (0) = +∞
vp (x) =

1
n
vp
(
NK/Qp (x)

)
, si x 6= 0

Proposition 2.8 L’anneau de valuation AK est l’anneau des entiers de K et

il est principal.

Preuve : Montrons tout d’abord que l’annau AK est l’anneau des entiers de

K.
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Soty α ∈ AK de polynôme minimal Pα (X) = Xd+ad−1X
d−1+ · · ·+a1X+a0.

Soit L = Qp (α1, . . . , αd) le corps des racines de Pα (X), où α1, . . . , αd sont ses

racines distinctes.

Pour tout i ∈ {1, . . . , d} on a

∣∣NL/Qp (αi)
∣∣

1

[L : Qp] =
∣∣NQp(αi)/Qp (αi)

∣∣
1

d =
∣∣NQp(α)/Qp (α)

∣∣
1

d =
∣∣NK/Qp (α)

∣∣
1

d

Par suite, comme |αp| ≤ 1 alors |αi|p ≤ 1, ∀i ∈ {0, . . . , d− 1}.
Comme les coefficients aj sont des sommes des produits de αi, alors |aj |p ≤ 1

pour tout j ∈ {0, 1, . . . , d− 1}. Par conséquent, Pα (X) ∈ Zp [X ] et donc

α ∈ AK est un entier sur Zp.

Réciproquement, on suppose que α est un entier sur Zp, soit f (X) ∈ Zp [X ]

son polynôme minimal. Alors on aura

NK/Qp (α) = (−1)d f (0) , d = [K : Qp]

Comme f (0) ∈ Zp,alors
∣∣NK/Qp (α)

∣∣ ≤ 1 ce qui entraine |α|p ≤ 1 et donc

α ∈ AK .

par conséquent, AK est l’anneau des entiers de K.

Pour montrer la principalité de AK , on considère l’idéal MK de AK donné par

MK =
{
x ∈ AK , telque |x|p < 1

}

Comme AK est de Dedekind, alors

M2
K ⊂MK , avecM2

K 6= MK

alors il existe Π ∈MK et Π /∈M2
K tel que

ΠAK = (Π) et ΠAK ⊂MK
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Par suite, on a

Mr
K = ΠAK , avec r ∈ N∗

ce qui entraine que r = 1, car sinon Π2 ∈MK , et donc MK = (Π) dans AK .

De plus, si I 6= 0 est un idéal quelconque de AK , alors

I = Me
K = ΠeAK = (Πe)

et donc I est principal, ce qui entraine que AK est principal.

Notons que l’idéal MK est maximal et il est unique défini par

MK = ΠAK , avec vp (Π) =
1

e
, si pAK = Me

K

Π est appelé uniformisante de K.

2.5 Extension de corps de nombres p adiques

Proposition 2.9 Il y a une correspondance biunivoque entre les idéaux pre-

miers de OK au dessus d’un nombre premier p et les corps de nombres p-

adiques dans lesquel K est dense.

Notons Specp (OK) et ExtQp (K),respectivement l’ensembles des idéaux premier

de OK au dessus de p et l’ensembles des extension de Qp de degré fini dans

lesquel K est dense.

Pour tout E ∈ ExtQp (K), soit pE l’unique idéal maximal de E, on a

Specp (OK) −→ ExtQp (K)

p 7−→ Kp

pE ∩ OK ←− E

De plus, si O′ est l’anneau des entiers de Kp et m son unique idéal maximal,
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alors

1. l’idéal pO′ est premier dans O′ : pO′ = m,

2.
OK

p
≃ O

′

m
de dimension commune sur Fp égale à fp,

3. les indices de ramification de p sur Z et de m sur Zp sont les mêmes :

pO′ = mep.

L’extension Kpsur Qp est de degré epfp.

Preuve : [Cf. E. Ha]

Examinons de façon précise le cas d’un corps de nombres algébrique K engen-

dré par une racine d’un polynôme unitaire irréductible sur Q.

Soit f (X) ∈ Z un polynôme unitaire et irréductible, alors f (X) est séparable

et il sera donc sans facteur carré sur Zp [X ], p étant un nombre premier.

Soit f (X) =
r∏

i=1

fj (X) la décomposition de f (X) en facteurs irréductibles et

unitaire sur Zp [X ].

Théorème 2.10 Soit f ∈ Z [X ] un polynôme unitaire et irréductible sur Q,

K un corps de nombre engendré par une racine de f dans Q.

Il y a une correspondance biunivoque entre les facteurs irréductible de f dans

Zp [X ] et les idéaux premiers de OK au dessus de p

Preuve : Considérons g ∈ Zp [X ] un diviseur unitaire et irréductible de f

dans Zp [X ].Soit E une extension de Qp de degré celui de g.

Soit

ϕ : Q [X ] −→ Qp [X ] /(g)

un morphisme injectif d’anneaux, alors kerϕ ≃ Q [X ] ∩ gQp [X ] = fQ [X ] car

les idéaux (f) et (g) sont maximaux, ce qui entraine que
Q [X ]

(f)
et

Qp [X ]

(g)
sont

des corps. Par suite, E est donc une extension de K et OK ⊂ OE .
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Or OE est un anneau de valuation discrète, c’est donc un anneau local d’idéal

maximal que l’on note M. Ainsi M ∩ OK est premier dans OK et il est au

dessus de p, puisque

M ∩OK ∩ Z = M ∩ Z = (M ∩ Zp) ∩ Zp = pZp ∩ Z = pZ.

Par conséquent, à tout facteur irréductible g de f dans Zp [X ], g irréductible et

unitaire, est associé un idéal premier de OK au dessus de p, à savoir M∩OK .

Inversement, soit p un idéal premier de OK au dessus de p, Kp le complété

de K pour la valeur absolue | |p. Alors Kp/K est une extension de Qp avec

[Kp : Qp] = epfp. Ainsi Kp = Qp (θ), où θ ∈ OK est une racine d’un polynôme

irréductible G (X) sur Qp.Par conséquent, G (X) est un facteur irréductible

unitaire de f dans Zp [X ], ce qui donne la correspondance entre l’idéal premier

p de OK au dessus de p et un diviseur irréductible G (X) de f (X) dans Zp [X ].

Théorème 2.11 (Lemme de HENSEL)

Soit le polynôme f (X) = Xd + a1X
d−1 + · · ·+ ad ∈ Zp [X ]. On suppose qu’il

existe deux polynômes g (X) et h (X) dans Fp [X ] tels que

• g (X) est unitaire ,

• g (X) et h (X) premiers entre eux dans Fp [X ].

Alors il existe deux polynômes G (X) et H (X) dans Zp [X ] tels que




G (X) = g (X)

H (X) = h (X)

Corollaire 2.12 Soit f (X) ∈ Zp [X ] un polynôme unitaire.

On suppose que f (X) possède une racine simple dans Fp [X ], alors f (X)

possède une racine simple dans Zp [X ] .
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2.5.1 Ramification dans une extension de Qp

Soit p un nombre premier et E un corps de nombres p-adiques , clairement E

est une extension finie de Qp.

On note OE l’anneau des entiers de E, c’est un anneau local, de valuation

discrète d’idéal maximal M, et on a

pOE = Me

où e est l’indice de ramificaction de l’extension E/Qp. Le degré résiduel f est

donné par

f =

[
E

M
: Fp

]

et on a [E : Qp] = ef .

De façon plus générale, si K ⊂ L deux corps de nombres p-adiques d’idéaux

maximaux p et ℘ respectivement des anneaux d’entiers OK et OLavec p =

OK∩℘ alors [L : K] = ef où e et f sont respectivement l’indice de ramification

et le degré résiduel de l’extension L/K :

pOL = ℘e, et

[OL

℘
:
OK

p

]
= f

Définition 2.13 Soit L/K une extension de corps p-adiques.

• On dit que l’extension L/K est non ramifiée si et seulement si e = 1,

• On dit que l’extension L/K est totalement ramifiée si, et seulement si,

e = n,

• On dit que l’extension L/K est sauvagement ramifiée si et seulement si

p divise e, sinon on dit que l’extension est modérément ramifiée.
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2.6 Groupe de Galois

Soit L/K une extension normale de corps p-adiques, de groupe de Galois G.

Soit ℘ l’idéal premier de l’anneau OL des entiers de L sur K.

Définition 2.14 On appelle groupe d’inertie de ℘ dans L, le sous groupe G0

du groupe de Galois G donné par

G0 = {σ ∈ G, σ (x) ≡ xmod ℘} .

Pour tout i ≥ 1, le groupe Gi du groupe d’inertie donné par

Gi =
{
σ ∈ G0, σ (x) ≡ xmod℘i+1

}

est appelé i-ème groupe de ramification.

Par la théorie de Galois, à chaque sous groupe Gi, i ≥ 0, correpond un sous-

corps Li laissé fixé par Gi qui est le groupe de Galois de l’extension galoisienne

L/Li.

Théorème 2.15 Sous les hypothèses ci dessous on a

1. L’extension maximale non ramifiée L0/K contenue dans L correspond à

G0.

G0 est normal dans G et est d’ordre e (L/K) et le groupe quotient est

cyclique d’ordre f (L/K) = [kL : kK ].

2. L’extension maximale modérément ramifiée L1/K contenue dans L cor-

respond au premier groupe de ramification G1.

Le groupe G1 est normal dans G0 ; c’est un p-groupe et le groupe quotient
G0

G1
est cyclique d’ordre non divisible par p.

Preuve : [Cf. N. Na]
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Corollaire 2.16 Si L/K est non ramifiée, alors le groupe de Galois est cy-

clique d’ordre f (L/K).

Le critère de Van de Waerden-Dedekind exprime le lien entre la ramification

d’un nombre premier p dans un corps de nombres K et les cycles composants

des sous groupes du groupe de Galois de la clôture normale de K sur Q.

Théorème 2.17 (Critère de van der Waerden-Dedekind)

Soit K un corps de nombres algébrique et L la clôture normale de K sur Q de

groupe de Galois G.

Soit ℘ un idéal premier de L au dessus d’un nombre premier p.

On considère D℘ et I℘ les deux sous groupes de G que sont respectivement le

groupe de décomposition et le groupe d’inertie de ℘ dans L.

On suppose que la décomposition de pOK est de la forme

pOK = pe11 . . . pegg , avec NK/Q (pi) = pfi , fi =

[OK

pi
:
Z

pZ

]

On considère l’action de G sur K = HomQ (K,L) par composition à gauche,

alors K se décopose en g D℘-orbites de longueurs respectives eifi et chacune

d’elles se décompose en fi I℘-orbites de longueur fi.

Preuve : [Cf. E. Ha]

Théorème 2.18

Proposition 2.19 Soit L/K une extension galoisienne, | |L une valeur ab-

solue définie sur L. Alors L̂/K̂ est une extension galoisienne et Gal
(
L̂/K̂

)

s’identifie canoniquement au sous-groupe de Gal (L/K) qui préserve la valeur

absolue | |L.
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Exemple 16 Soit F (X) = X5 + 20X + 16, il est irréductible sur Q puisque

g (X) = F (X − 1) = X5 − 5X4 + 10X3 − 10X2 + 25X − 5 est d’Eisentein en

p = 5.

Soit L le corps de décomposition de F sur Q, alors le groupe de Galois G de

L/K est un sous-groupe de S5.

D’autre part, le disciminat de F est égal à 216×56,c’est un carré, alors G ⊂ A5.

Comme G opère transitivement sur les racines de F , et les sous groupes tran-

sitifs de A5sont : C5 qui est cyclique d’ordre 5, le sous-groupe Dihédral D5

d’ordre 10 est A5.

Soit θ une racine de F dans L, la décomposition de 2 dans K = Q (θ) est

2 = p4q. Alors par le critère de Van der Waerden-Dedekindlegroupe d’inertie

contient un cycle d’ordre 4, ce qui montre que l’ordre de G est divisible par 4.

Par conséquent, G ≃ A5.

2.7 La différente

Soit F un corps de nombres p-adique et E une extension galoisiennne de F d

degré n = Gal (E/F ).

Soit ℘ l’idéal maximal de l’anneau OE des entiers de E sur F , et on note

D (E/F ) la différente de l’extension E/F .

Théorème 2.20 La différente D (E/F ) est donnée par

D (E/F ) = ℘

e−1+

t∑

i=1

(card Gi − 1)

où Gt est le dernier groupe de ramification, e = e (E/F ) est l’indice de rami-

fication de l’extension E/F .

Preuve : [Cf. J.P. Se]
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Remarque 4 notons quelques conséquences du théorème précédent :

• Si p ∤ e, alors E/F est modérément ramifiée et G1 est d’ordre 1 et il en

sera de mêmes de tous les i-èmes groupes de ramification Gi, i ≥ 2. Par

conséquent, on aura

D (E/F ) = ℘e−1.

• Si p | e, alors l’extension E/F est sauvagement ramifiée, Ainsi D (E/F )

est divisible par ℘e et donc on a D (E/F ) = ℘d avec d ≥ e

Comme application du dernier résultat, examinons la situation d’une extension

normale L/Qp de degré fini.

Soit e = e (L/Qp) et f = f (L/Qp) l’indice de ramification et le degré résiduel

de l’extension normale L/Qp, alors n = [L : Qp] = ef .

Soit ℘ l’idéal maximal de OL, alors

D (L/Qp) = ℘d, où

{
d = e− 1, si p ∤ e

d ≥ e, si p | e
et NL/Qp (℘) = pf .

Le discriminant dL/Qp de l’extension L/Qp est donné par la relation

dL/Qp = NL/Qp (D (L/Qp)) = pfd

Nous sommes en mesure de déduire quelques résultats de l’aritmétique des

corps au niveau local et global.

Commençons par l’isomorphisme suivant

K⊗Qp ≃
g∏

i=1

Ki.

Q

Du point de vue des dimension, on aura

n = dimQK = dimQp (K ⊗Q Qp)
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= dimQp

g∏

i=1

Ki =

g∑

i=1

dimQp Ki

=

g∑

i=1

ni =

g∑

i=1

eifi.

Du point de vue des anneaux des entiers on a

OK ⊗ Zp ≃
g∏

i=1

OKi
,

ainsi les discriminants de K et des Ki sont liés par la relation

discK =

g∏

i=1

discKi

par suite

vp (discK) =

g∑

i=1

vp (discKi)

ce qui assure le passage du local au global.

Exemple 17 Etude d’une situation locale.

Examinons un exemple d’une extension locale dont le discriminat de valuation

p-adique petite.

Soit E un corps de nombres p-adique, p premier, dont les notations sont re-

groupées dans la ligne suivante

Γ = Gal
(
Egal/Qp

)
I = I

(
Egal/Qp

)
E = HomQp

(
E,Egal

)

Soit DE/Qp la différente de l’extension E/Qp, q l’idéal maximal de OE, on pose

DE/Qp = qd, m = vp (discE)
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alors on a

m = fd, avec

{
d = e− 1, si p ∤ e

d ≥ e si p | e
.

Connclusions :

Le valeurs de e, f , n et p du tableau sont obtenues en utilisant directement les

relations suivantes

m = fd, n = ef et





e = d+ 1, si p ∤ e

e ≤ d, si p | e

Pour cerner le groupe d’inertie I, nous utilisons le critère de Van der Waerden-

Dedekind ainsi que les résultats suivants :

• Le groupe Γ est constitué de permutations paires de Perm (E) si, et

seulement si, discE ∈ (Qp)
2.

• Soit O l’anneau des entiers de Egal et q l’idéal maximal de O. Alors

I = {σ ∈ Γ, σ (x) ≡ x mod q, ∀x ∈ O}

est le groupe d’inertie de q dans Egal , et on a

I1 =
{
σ ∈ i, σ (x) ≡ x mod q2

}

est le 1er groupe de ramification, et on a I ≃ I1 × I/I1, où I1 est un

groupe cyclique d’ordre premier avec p.

Ainsi, l’extension Egal/Qp est modérément ramifiée si et seulement si

# I1 = 1, et par suite I est cyclique.
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Chapitre 3

Discriminant de corps de nombres

3.1 Motivations

Dans cette section nous exposerons le travail de Lorente, Nart et Villa [LNV]

autour de la question de la détermination du discriminant dK d’un corps de

nombres K = Q (α), de degré n, engendré par une racine α d’un trinôme

irréductible f ∈ Z [X ].

La démarche des auteurs consiste en la détermination de la valuation p-adique

vp (dK) du discriminant dK en un nombre premier p divisant le discriminant

Df du trinôme f (X) sachant qu’ils sont liés par la relation

Df = i (α)2 dK

où i (α) désigne l’indice de Z [α] dans le groupe additif de l’anneau OK des en-

tiers du corps K. Les auteurs, dans une large partie de leur travail, s’appuient

pour cela sur le résultat de Ore donnant la valuation p-adique de l’entier i (α).

Dans la dernière partie de ce chapitre nous utiliserons ces résultats pour dé-

terminer dans certains cas le groupe de Galois.
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3.1.1 Notations

Soit f (X) = Xn + AXs + B ∈ Z [X ], (n, s) = 1 et 1 ≤ s < n, un trinôme

irréductible sur Q. Soit α := α1, . . . , αn les différentes racines de f dans une

clôture algébrique de Q. On note par K = Q (α) et N = Q (α1, . . . , αn) res-

pectivement le corps de rupture et le corps de décompositions de f sur Q et

soit OK l’anneau d’entiers de K.

On note par i (α) = [OK : Z [α]] l’indice du groupe Z [α] dans le groupe

additif OK

Le discriminant Df du trinôme f est donné par :

D = (−1)n(n−1)2Bs−1
[
nnBn−s + (−1)n−1 (n− s)n−s ssAn

]

il est lié au discriminant dK du corps K par la relation

D = i (θ)2 d.

Nous allons examiner dans ce qui suit la valuation p-adique vp (dK) du discri-

minant du corps K pour un diviseur premier p du discriminant Df du trinôme

f .

Notons que les diviseurs premiers de Df sont soit de B, soit de D0 =

nnBn−s + (−1)n−1 (n− s)n−s ssAn.

Remarque 5 On suppose que p ne divise pas B.

si p divise A et ne divise pas n, ou si p ne divise pas A et divise n, alors p ne

divise pas D0, par conséquent p ne divise pas Df . Sachant que les diviseurs de

dK sont parmi ceux de Df , alors vp (dK) = 0.

• On pose :

Ap = Apvp(A) , Bp = Bpvp(B) , ap = (n, vp(B)) ; bp = (n− s , vp(A)) ,
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cp = (s , vp(B)− vp(A)) , Mp = (n− s)vp (B)− nvp(A)

3.1.2 Calcul de vp (dK) si p ∤ AB

Dans ce cas nous étudierons la valuation proposée selon que p divise ou ne

divise pas ns (n− s)).

1. Si p | ns (n− s) et comme n et s sont premiers entre eux, alors p divise

exclusisement que l’un des nombres n, s ou (n− s), ce qui entraine que

p ne divise pas D0 et donc ne divise pas Df . Par conséquent p ne divise

pas d et donc vp (dk) = 0

• vp (d) = 0

• alors vp (D) = 0

2. Si p ∤ ns (n− s) , alors nous supposerons que p 6= 2. Comme p ∤ n (n− s),
alors f ′ (X) = Xs−1 (nXn−s + sA) (modp) n’admet pas de racine mul-

tiple, par suite f (X) (mod p) admet des racines au plus d’ordre 2. Soit

α l’une de ces racines multiples, alors on a

αn−s = −sAn

ce qui entraine

αs =
−nB

(n− s)A
et implique que α ∈ ZpZ. D’autre part, si β est une autre racine multiple

de f , alors on aura (
α

β

)s

=

(
α

β

)n−s

ce qui entraine α = β, puisque s et (n− s) sont premiers entre eux. Par

conséquent, f admet au plus une racine multiple α, d’ordre au plus égal
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2, ce qui qui donne la factorisation de f (X) (mod p) suivante

f (X) = (X − α)2 ϕ1 (X) . . . ϕr (X) .

Par le lemme de Hensel, cette factorisation de f (X) (mod p) coorespond

à la factorisation suivante en idéaux premiers de pOK

p = ap1 . . . pr

où a est un idéal de OK et les pi, 1 ≤ i ≤ r, sont des idéaux premiers de

OK de normes

NK/Q (a) = p2 et NK/Q (pi) = pdegϕi.

Cette décomposition permet de conclure que si p | d, alors p est ramifié

dans K et on aura a = p2, où p est un idéal premier de OK .

En combinant les résultats ci-dessus on obtient

Théorème 3.1 Soit f (X) = Xn+AXs+B ∈ Z [X ] un polynôme irréductible

sur Q de degré n, où n et s sont des entiers premiers entre eux avec 1 ≤ s < n.

soit p un nombre premier ne divisant pas AB, alors la valuation p-adique

vp (dK) du discriminant du corps K est

vp (d) =

{
0 si vp (D) est paire

1 sinon

3.1.3 Calcul de vp (dK) lorsque p divise à la fois A et B

Dans ce paragraphe on se donne un nombre premier p divisant à la fois A et

B et tel que p | A et B. Dans ce cas nous étudierons la valuation p-adique

vp (dK) du corpsK selon les valeurs prises par l’entier Mp défini précédemment.
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1. On supposera pour commencer que Mp = 0 . Dans ce cas nous aurons

(n− s) vp (B) = nvp (A)

ce qui entraine que vp(A) = (n − s) et vp(B) = n, puisque n et (n − s)
sont premiers entre eux. On considère alors le polynôme g ∈ Q [X ] défini

par

g (X) =
1

pn
f (pX) = Xn +BpX

s + Ap,

et on note D′ son discriminant. Alors β = αp est une racine de g(X) et

engendre sur Q le même corps K .

Par ce qui précède, comme p ne divise pas ApBp, on aura le résultat

suivant :

Théorème 3.2 La valuation p-adique du discriminant dK du corps K

est donné par

vp (dK) =





0 si vp (D′) est paire

1 sinon

2. Dans ce qui suivra nous supposerons que Mp 6= 0. Nous aurons besoin

d’introduire la notion de polygone de Newton associé à un polynôme

relatif à un nombre premier p.

Soit g (X) = Xn +

n−1∑

i=1

aiX
n−i + anX

n ∈ Z [X ] un polynôme unitaire à

coefficients entiers.

Définition 3.3 On appelle polygone de Newton associé au polynôme

g(X) et relatif au nombre premier p, l’enveloppe convexe supérieure de

l’ensemble des points suivants {(i, vp(ai)), 1 ≤ i ≤ n}.
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On note ǫi = pgcd(ℓi, hi) et λi = ℓi/ǫi.

Si Si commence par le point (r, vp(ar)) , on pose rj = r + jλi, et on

considère les entiers bjsuivants :

bj =

{
arj/p

vp(arj)si
0 sinon

(rj, vp(arj)) ∈ si

On appelle polynôme associé au côté Si, le polynôme gi défini par les

coefficients bj donnés par

gi(Y ) = b0Y
ǫi + · · ·+ bǫi

On dit que gi∑ est régulier si p ne divise aucun des discriminants des gi.

Cette notion permet d’exprimer la valuation vp (i(θ)) de l’indice i (θ) =

[OK : Z [θ]] du groupe monogène Z [θ] dans le groupe additif de l’anneau

OK des entiers du corps K = Q (θ).Ore montre le résultat suivant :

Théorème 3.4 (Théorème de l’indice) Soit f (X) = Xn+
∑

1≤i≤n

aiX
n−i ∈

Z [X ] un polynôme irréductible. Soit θ une racine de f dans Q et K =

Q (θ) et p un nombre premier

Alors la valuation p-adique vp (i (θ)) de l’indice de θ est

vp (iθ) =
k∑

j=2

ℓi

(
j−1∑

s=1

hs

)
+

1

2

k∑

i=1

[ℓi (hi − 1)− hi + ǫi]

Selon les valeurs de l’entier Mp et en utilisant le théorème de Ore ci-dessus,

nous déterminerons dans ce qui suit la valuation p-adique vp (i(θ)) de l’indice

i (θ). Cette valeur sera donnée, comme indiquée dans ce théorème, suivant le

nombre de côtés du polygone de Newton de Xn + AXs +B sous la condition

que les entiers A et B vérifient Mp = nvp(A) − (n − s)vp(B) 6= 0. En effet,

nous aurons à examiner les cas selon que Mp < 0 ou Mp > 0 ce qui précisera,
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comme on le verra, le polygone de Newton associé au polynôme f et relatif au

nombre premier p.

En premier, déterminons l’ensemble des points qui définiront l’enveleoppe

convexe supérieur de ce polygone de Newton. Cet ensemble sera formé des

points suivants

(0, 0) , ((n− s) , vp (A)) et (n, vp (B))

et l’enveloppe convexe supérieure sera déterminée selon l’ordre sur les

pentes des segments formés par, d’un côté le segment reliant les points (0, 0)

et ((n− s) , vp (A)) et de l’autre côté celui reliant les points (0, 0) et (n, vp (B))

de pentes respectivement égales à vp (A)n− s et vp (B)n . Ainsi le polygone de

Newton associé à f(X) relativement au nombre premier p est formé d’un côté

ou de deux côtés selon que vp (B)n < vp (A)n− s ou non, ce qui correspond à

Mp < 0 ou Mp > 0.

On suppose que Mp < 0, alors le polygone de Newton relatif à p est formé

d’un côté S1 reliant les points (0, 0) et (n, vp (B)) de pente vp(B)n, ainsi

ǫ1 =pgcd(vp(B), n) et λ1 =
n

ǫ1
. Sachant que ce côté contient seulement les

points (0, 0) et (n, vp (B)) et qu’il démarre du point (0, 0), alors les seuls co-

efficients bj définissant le polynôme associé sont b0 = 1 et bǫ1 . Dans ce cas, le

polynôme associé au côté S1 et relatif au premier p est g1(Y ) = Y bp + Bp de

discriminant ±bbpp Bbp−1
p 6= 0 ( mod p), ce qui montre que f est p-régulier.

Proposition 3.5 Soientt f (X) = Xn + AXs +B ∈ Z [X ] un polynôme irré-

ductible et p un nombre premier tel que p divise à la fois les entiers A et B

dont les valuations p-adiques vérifient (n− s)vp(B)− nvp(A) < 0. Soit θ une

racine de f dans une clôture algébrique de Q et K = Q (θ) le corps de rupture

de f sur Q. Alors la valuation p-adique vp (i(θ)), de l’indice i (θ) de Z [θ] dans

l’anneau OK des entier de K , est égale à vp (i(θ)) =
1

2
[(n− 1) vp(B)− n+ bp]

Preuve : Comme indiqué précédemment, le polygome associé à f et relatif à

p est formé d’un coté reliant les points (0, 0) et (n, vp(B)) et sous les hypothèse
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de la proposition le théorème de Ore sur l’indice entraine que

vp (i(θ)) =
1

2
[n (vp(B)− 1)− vp (B) + bp]

ce qui entraine

vp (i(θ)) =
1

2
[(n− 1) vp(B)− n+ bp]

On suppose maintenant que Mp > 0, alors le polygone de Newton relatif à p

est formé de 2 côtés : S1 reliant les points (0, 0) et (n− s , vp (A)) et S2 reliant

les points (n− s , vp(A)) et (n , vp (B)).

Pour le côté S1, sa pente est vp(A)n− s avec ǫ1 =pgcd (n− s , vp(A)) et λ1 =
n− s
ǫ1

et sachant qu’il démarre du point (0, 0) et qu’il ne contient en plus que

le point (n − s , vp(A)), alors le polynôme associé à ce côté est Y ap + Ap qui

est régulier puisque son discriminant est ±aapp Aap−1 n’est pas divisibe par p.

Pour le côté S2, sa pente est vp(B)− vp(A)s avec ǫ2 =pgcd (s , vp(B)− vp(A))
et λ2 =

s

ǫ2
et sachant qu’il démarre du point (n−s , vp(A)) et qu’il ne contient

en plus que le point (s , vp(B)− vp(A)), alors le polynôme associé à ce côté est

ApY
cp + Bp. Comme ce polynôme est de discriminant ±ccpp ApB

cp
p , alors il est

régulier en p.

Proposition 3.6 Soientt f (X) = Xn + AXs +B ∈ Z [X ] un polynôme irré-

ductible et p un nombre premier tel que p divise à la fois les entiers A et B dont

les valuations p-adiques vérifient (n− s)vp(B)−nvp(A) > 0. Soit θ une racine

de f dans une clôture algébrique de Q et K = Q (θ) le corps de rupture de f sur

Q. Alors la valuation p-adique vp (i(θ)), de l’indice i (θ) de Z [θ] dans l’anneau

OK des entier de K , est égale à vp (i(θ)) =
1

2
[n (vp(A)− 1)− (s− 1)vp (B) + ap + cp].
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Preuve : Sous les hypothèses de la proposition, le théorème de Ore sur l’indice

donne

vp (i (θ)) = svp(A) +
1

2
[(n− s) (vp(A)− 1)− vp(A) + (s− 1) (vp(B)− vp(A))− s+ ap + cp]

=
1

2
[n (vp(A)− 1) + (s− 1)vp(B) + ap + cp]

De la relation D = i (θ)2 dK on tire la valuation vp (dK)

vp (dK) = vp (D)− 2vp (i(θ)) (3.1)

ce qui nous permet de déterminer la valeur de dK en connaissant sa valuation

p-adique en un diviseur prmier p du discriminant Df du trinôme f .

La section précédente nous a permis de déterminer la valuation p-adique

vp (i(θ)) de l’indice i (θ) dont la valeur est donnée selon le polygone de newton

associé au polynôme f et relatif au nombre premier p . Ainsi,

2vp (i (θ)) =

{
n (vp (B)− 1)− vp (B)− bp si Mp < 0

nvp (A) + (s− 1) vp (B)− n+ ap + cp si Mp > 0
(3.2)

D’autre part, comme le discriminant Df du trinôme f est donné par

Df = (−1)n(n−1)2Bs−1
[
nnBn−s + (−)n−1 (n− s)n−s ssAn

]

alors sa valuation p-adique vp (Df ) est donnée par

vp (D) = (s− 1) vp (B)+inf {nvp (n) + (n− s) vp (B) ; svp (s) + (n− s) vp (n− s) + nvp (A)}
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cette valuation est précisée selon que le polygone de Newton est formé d’un

ou de 2 côtéq. En effet, si Mp < 0, donc −Mp > 0, alors on aura

inf {nvp (n) + (n− s) vp (B) ; svp (s) + (n− s) vp (n− s) + nvp (A)} = (n−s)vp(B)+inf {nvp(n), svp(s) + (n−

Par contre, si Mp > 0 on aura

inf {nvp (n) + (n− s) vp (B) ; svp (s) + (n− s) vp (n− s) + nvp (A)} = nvp(A)+inf {Mp,max {svp(s); (n− s)vp

En combinant les dernière égalités on tire

vp (Df) =

{
(n− 1)vp(B) + inf {nvp(n), svp(s) + (n− s)vp(n− s)−Mp} siMp < 0

+ inf {Mp ; max {svp(s) ; (n− s)vp (n− s)}} si Mp > 0

ce qui permet de déterminer la valuation vp (dK) du discriminant du corps de

nombres K suivant la relation (1) et (2) on aura

vp (d) =

{
n− bp − inf {−Mp, nvp(n)} siMp < 0

n− l −m+ inf {Mp ; max {svp(s) ; (n− s)vp (n− s)}} si Mp > 0

Exemples

Nous donnerons dans ce qui suit des éxemples qui illustrent la déterminantion

du discriminant d’un corps de nombre par l’utilisation du théorème de Ore sur

l’indice d’un entier algébrique qui engendre ce corps de nombres.

1. On considère le trinôme f (X) = X5 + 5X + 5. Soit α une racine de f

dans Q, K = Q (α) et N la clôture normale de K sur Q.

Le discriminant du trinôme est D = 55 × 881 . Nous allons déterminer

la valuation p-adique du discriminant dK du corps de nombre K suivant

les diviseurs premiers p de D.

Pour p = 5, le polygone de Newton associé au trinôme f et relatif au

nombre premier p = 5 est formé d’ un côté reliant les points (0, 0) et

(5, 1)
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Par conséquent, le polynôme associé à ce côté et relatif àp = 5 est Y +1,

qui esr régulier.

D’autre part on a M5 = −1 < 0, alors v5 (d) = 5.

Pour p = 881, on a v881 (d) = 1

Comme v881(d) = 1, alors le groupe de Galois G(f) contient une trans-

position, c’est donc S5.

2. On considère le trinôme f (X) = X5 + 5X + 25. Soit α une racine de f

dans Q, K = Q (α) et N la cloture normale de K sur Q.

Le discriminant : D = 55 × 17× 22993

Pour p = 5, M5 = 3 > 0, le polygone de Newton est formé de 2 côtés : le

côté reliant les points (0, 0) et (4, 1) ; et le côté reliant les points (4, 1)

et (5, 2).

Ainsi, les polynômes associés respectivement à chacun des côtés du po-

lygone de Newton sont : Y + 1 et Y + 1 et sont réguliers.

La formule de la valuation vp (dK) du discriminant dK du corps K pour

p = 5 donne v5 (d) = 3.

Pour p = 17ou p = 22993, p ∤ 5 et p ∤ 4 et comme vp(D) = 1 et impaire,

alors vp(dK) = 1.

Par conséquent, d = 53 × 17× 22993

3.2 Théorème de Ore et ramification

Soit K un corps de nombre, AK son anneau d’entiers et disc (K) son discrimi-

nant absolu.

La détermination de la décomposition en idéaux premiers dansAK d’un nombre

premier, le calcul de disc (K) et la construction d’une base de AK comme

Z−module sont trois problèmes intimement liés en théorie algébrique des

nombres.

Après les travaux de Hensel, les trois questions peuvent être réduites dans le
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cas local, mais plus que cela, une solution effctive en terme d’équation définie

pour K peut être donnée de façon algorithmique.

Parmi les procédures directes de résolution de ces problèmes, notons la réponse

très partielle donnée par le célèbre théorème de Dedekind, qui est une version

plus soft du résultat de Kummer.

Soit f (X) ∈ Z [X ] un polynôme unitaire irréductible, θ une racine de f (X),

et ind (θ) = (AK : Z [θ]) l’indic de f (X), alors

disc (f) = ind (θ)2 disc (K) .

Soit p ∈ Z un nombre premier et soit f (X) le polynôme de Fp [X ] obtenu de

f (X) par réduction modulop de ses coefficients. Soit

f (X) = ϕ1 (X)e1 . . . ϕr (X)er (3.3)

sa factorisation dans Fp [X ] en produit de puissances de polynômes irréduc-

tibles. de KUMMER

On suppose que p ∤ disc (f), dans ce cas e1 = · · · = er = 1. Alors

pAK = p1 . . . pr

où, ∀i pi = pAK + ϕi (θ)AK est un idéal premier de AK au dessus de p de

degré résiduel f (pi/p) = degϕi (X).

de DEDEKIND

On suppose que p ∤ ind (θ), alors

pAK = pe11 . . . perr

où, ∀i, pi = pAK+ϕi (θ)AK est un idéal premier de Ak au dessus de p d’indice

de ramification e (pi/p) = ei et de degré résiduel f (pi/p) = fi = degϕi (X).

Pour appliquer ce résultat de façon effective, nous aurons besoin d’un
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critère permettant de savoir lorsque la condition p ∤ ind (f) est satisfaite.

Ceci est donné par le critère de DEDEKIND avec les notations ci-dessus,

soit g1 (X) , . . . , gr (X) des polynômes unitaires arbitraires de Z [X ] tels que

gi (X) = ϕ (X) et soit

g (X) =
1

p
(f (X)− g1 (X)e1 . . . gr (X)er) .

Alors p ∤ ind (f) si et seulement si ∀i, ei = 1 ou bien ϕi (X) ∤ g (X) dans

Fp [X ].

Un résultat qui n’est pas bien connu est le théorème de ORE qui constitue

très grande généralisation de ces résultats. Par le lemme de HENSEL, nous

obtenons à partir de (1) la factorisation dans Zp [X ] :

f (X) = f1 (X) . . . fr (X) , fi (X) = ϕi (X)ei .

Si p ∤ ind (f) n’ont pas besoin d’être irréductibles dans Zp [X ] et le problème

est de déterminer une telle décomposition en produit de facteurs irréductibles.

Mieux que cela, ce qui reste à trouver, pour chaque facteur irréductible, l’in-

dice de ramification, le degré résiduel, le discriminant et la bas d’entiers de

l’extension locale correspondante.

Ore considère à cet effet le polygone de Newton pour chaque i, dont les côtés

détermine la factorisation de fi (X) dans Zp [X ] et des informations partielles

sur les indices de ramification, etc....

De plus, il associe à chaque côté S un polynôme (fi)S (Y ) ∈ Fqi [Y ] , qi =

pdegϕi(X), dont la factorisation dans Fqi [Y ] produit une telle décomposition

d’un facteur de fi (X) correspondant à ce côté. Finalement, montre que lorsque

ces polynômes (fi)S (Y ) n’ont pas de facteurs multiples, alors tous ces facteurs

de fi (X) sont irréductibles et l’enveloppe du polygone ainsi que les degrés des

facteurs irréductibles de (fi)S (Y ) donne les données nécessaires pour complé-

ter la connaissance complète de tous les indices de ramification et les degrés
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résiduels.

Le but de cet article est de donner une généralisation de ces résultats de Ore

dans le même esprit que le théorème de Dédekind généralisant celui de Kum-

mer. Nous trouvons une condition, jouant le même rôle que “p ∤ ind (f) ” qui

rend possible l’obtention la décomposition complète de pAK même si le poly-

nôme (fi)S (Y ) comporte des facteurs multiples.

La multiplicité de ces facteurs contribue aussi pour les indices de ramification

des idéaux premiers au dessus de p. Finalement, nous trouvons aussi un critère

analogue à celui de Dedekind, pour décider si la condition est satisfaite.

La méthode de Ore produit une formule explicite pour ind (f)( ainsi que le

calcul du discriminant d (K)de K) et permet de construire une base d’entiers.

Les mêmes résultats restent valides dans les situation plus générales que nous

considérons.

3.3 Les travaux de Ore et les polygones de New-

ton

FIxons un nombre premier p ∈ Z, et les clôtures algébriques Qp, Fp de Qp et

Fp. Pour toute extension finie L de Qp nous notons par AL l’anneau des entiers,

pL l’idéal premier de L, vL la valuation de Qp prolongée en une valuation de

L, et par FL le corps résiduel que nous supponsons injecté dans Fp .

Pour tout polynôme irréductible ψ (X) ∈ FL (X) nous fixons une fois pour

tout un polynôme unitaire dans AL [X ]par réduction de ψ (X) mod pL et on

le note par le même symbole ψ (X).

Nous prenons une extension finie K de Qp et on note A = AK , p = pK , v = vK

et F = FK . On fixe un élément π ∈ A, un polynôme unitaire irréductible

ϕ (X) ∈ F [X ] de degré m ≥ 1 et une racine ζ ∈ Fp de ϕ (X). Soit T l’extension

non ramifiée de K de degré m.On a FT = F (ζ).

Soit f (X) ∈ A [X ] un polynôme de degré m ≥ 1. Il peut être écrit de façon
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unique

f (X) =

[n/m]∑

i=0

ai (X) .ϕ (X)i

où ai (X) ∈ A [X ] et deg ai (X) < m ou ai (X) = 0. Soit si la plus grande

puissance telle que πsi divise tous le coefficients de ai (X).

Définition 3.7 Le ϕ (X)−polygone de f (X) est l’enveloppe convexe supé-

rieure de l’ensemble des points (i , si) .

Le polygone de Newton classique correspond au cas ϕ (X) = X.

L’ensemble des côtés de pentes positives constitue la partie principale de ce

polygone. Leur projections sur l’axe OX ont des longueurs égales à la plus

grande puissance ℓ telle que ϕ (X)ℓ divise f (X) ∈ F [X ].

Soit S un segment d’origine et d’extrémité (r, s) et (r + E , s+H) , respecti-

vement, à coordonnées entière, où r, s, E et H sont des entiers non négatifs.

On dnote

d = ppcm (E,H) , e = E/d, h = H/d

avec la convention que e = h = 0 lorsque E = H = 0. On suppose que sur la

verticale passant par les points à coordonnées entières appartenant à S il n’ya

aucun point du ϕ (X)−polygone de f (X) se trouvant endessous de S.

On associe à chacun de ces points un élément de FT et prenons ces éléments

comme les coefficients d’un polynôme fS (Y ) ∈ FT [Y ] que nous appellerons

polynôme associé à f (X) et S. EN fait, les polynômes

bi (X) = πs+jhar+je (X) , 0 ≤ j ≤ d
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sont à coefficients entier et on peut définir

fS (Y ) =

d∑

j=0

bj (ζ) .Y
j ∈ FT [Y ]

Les coefficients non nuls de fS (Y ) correspondent aux points du ϕ (X)−polygone

de f (X) se trouvant sur S. En particulier, dans le cas considéré par Ore, tel

que S est précisemment l’un des côtés du ϕ (X)−polygone de f (X), ce po-

lynôme fS (Y ) est de degré exactement d et de terme constant non nul. (du

produit ) Soient f1 (X) , . . . , fr (X) ∈ A [X ] des polynômes unitaires et posons

f (X) = f1 (X) . . . fr (X). la partie principale du ϕ (X)−polygone de f (X)

est formé en joignant tous les côtés de la partie principale de ϕ (X)−polygone

de tous les fi (X) dans l’ordre croissant des pentes. De plus, pour chaque côté

S de pente positive du ϕ (X)−polygone de f (X) on a

fS (Y ) = (fi1)S1
(Y ) . . . (fit)St

(Y ) ,

où {i1, . . . , it} ⊆ {1, . . . , r} et S1, . . . , St sont tous les côtés de même pente que

S appartenant à chacun des ϕ (X)−polygone de f1 (X) , . . . , fr (X).

(du polygone ) Soit f (X) ∈ A [X ] un polynôme unitaire et on suppose

que le ϕ (X)−polygone est formé de r côtés différents S1, . . . , Sr de pentes

h1/e1 < h2/e2 < · · · < hr/er. Alors f (X) admet la factorisation f (X) =

f1 (X) . . . fr (X) où les fi (X) son,t des polynômes unitaires dans A [X ] dont

le ϕ (X)−polygone est formé d’un seul côté de même pente que Si et tel que

le polynôme de FT [Y ] associé à ce côté est égal à fSi
(Y ) .

De plus, ∀i, si θ est une racine de fi (X) on a v (ϕ (θ))hi/ei.

(de ORE ) Soit f (X) ∈ A [X ] un polynôme unitaire dont le ϕ (X)−polygone

est formé d’un seul c^té S et soit e, h comme définis ci-dessus. Soit

fS (Y ) = ψ1 (Y )
e1 . . . ψt (Y )

et
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la factorisation de fS (Y ) en produit de puissances de polynômes unitaires

irréductibles de FT [Y ]. Alors f (X) sz factorise sous la forme

f (X) = f1 (X) . . . fr (X) ,

où chaque fi (X) est un polynôme de A [X ] de ϕ (X)−polygone formé d’un

seul côté Si de même pente que S et de polynôme associé (fi)Si
(Y ) = ψi (Y )

ei.

De plus, si e1 = · · · = et = 1, alors f1 (X) , . . . , ft (X) sont irréductibles et, ∀i,
si θ est une racine de fi (X) et L = K (θ) on a pL =

(
ϕ (θ)b /πc

)
AL, où b et

c sont des entiers positifs tels que bh− ce = 1 et

e (L/K) = e, f (L/K) = m. degψi (Y )

Une généralisation de ce résultt est donné dans [CMS].

On se donne un polynôme f(X) ∈ Qp[X ] ; de degré n, e tφ(X) un polynôme

unitaire de degré m

et à coefficients entiers p-adiques. Le développement de f suivant les puis-

sances de φ(X), donné par la division euclidienne, est

f(X) =

t∑

j=O

pαjQj(X)φ(X)t−j (3.4)

où les polynômes Qj(X) ∈ Z[X ] sont de degrés degQj(X) < m pour tout

j, et t le plus grand entier vérifiant t ≤ n
m

. Dans l’égalité (2.1), les coefficients

de Qj(X) ne divisent pas tous le nombre premier p , sauf si Qj = 0 et dans ce

cas le terme correspondant est omis de la somme.

Si f(X) est unitaire, on a α0 = 0.

Le développement donné dans (1.1) est appelé décomposition canonique de

f(X).

Le (p, φ) polygone de f(X) est défini par :

Définition 3.8 Le (p, φ)−polygone de f(X) est la frontière de l’enveloppe
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convexe supérieure de l’ensemble des points (j, αj), sans la partie verticale. La

partie du (p, φ)−polygone diminuée de la partie horizontale (s’il y a lieu) est

appelée partie principale du (p, φ)−polygone.

Soient S1, ..., Sk les côtéss de la partie principale du (p, φ)−polygone~de f(X)

de pentes croissantes.

On définit :

l0 := longueur du côté horizontal

li := longueur de la projection de Si sur l’axe des x.

hi := longueur de la projection de Si sur l’axe des y.

On pose

ǫi = pgcd(li, hi), λi =
li
ǫi

et ki =
ki
ǫi

Par rapport au côté Si, considérons la somme des termes pαjQj(X)φ(X)t−j

dans la décomposition canonique de f(X) correspondant aux points (j, αj) ∈
Si. Cette somme fait apparaître un facteur commun

φ(X)t−l0−...−liph1+...+hi−1

de l’expression

Ri,0(X)φ(X)li +Ri,1p
kiφ(X)li−λi

+Ri,2(X)p2kiφ(X)li−2λi + ... +Ri,ǫi(X)phi

où les polynômes Ri,j(X) sont de degré < m. En particulier, Ri,0(X) est

premier avec φ(X), dans Fp[X ], il existe alors un polynôme

Ai(X) ∈ Z[X ] tel que

Ri,0(X)Ai(X) ≡ 1 mod (p, φ(X))

On définit alors le polynôme Si,j(X) donné par
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Si,j(X) = Ai(X).Ri,j(X).

Définition 3.9 On appelle polynôme associé à f(X) et relatif au côté Si, le

polynôme Fi(X, Y ) donné par

Fi(X, Y ) = Y ǫi + Si,1(X)Y ǫi−1 + ...+ Si,ǫi(X).

Par construction, le polynôme Fi(X, Y ) dépend du choix de Ai(X), ce qui n’est

pas le cas de sa classe modulo l’idéal (p, φ(X)).

La relation entre (p, φ)−polygone et ramification est donnée par [11, Theoreme

1.5] Soit f(X) ∈ Z[X ] un polynôme unitaire irréductible tel que f(X) mod p

n’est pas irréductible, et soit θ une racine de f(X) dans une clôture algébrique

de Q fixée. On considère la factorisation modulo p de f(X)

f(X) ≡ φ1(X)a1 ...φs(X)as(mod p)

où φν(X) ∈ Z[X ] de degré degφ(X) = mν . Alors,

p = a1...as

où les aν sont des idéaux de K = Q(θ) tels que NK(ai) = paνmν

( NK désigne la norme absolue du corps K).

A chaque idél a = aν correspond un facteur irréductible φ(X) = φν(X). On

détermine ainsi le (Qp, φ) polygone de f(X). Pour chaque au côté Si de la

partie principale de ce polygone, on considère la factorisation modulo (p, φ)

du polynôme associé Fi(X, Y )

Fi(X, Y ) ≡ F
(i)
1 (X, Y )a

(i)
1 ...F

(i)
ti (X, Y )a

(i)
ti mod(p, φ(X))
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Alors

a =

k∏

i=1

ti∏

j=1

[c
(i)
j ]λi

oï¿1
2
λi = li/ǫi est le paramètre défini au dessus et les c

(i)
j sont des idéaux de

K premiers entre eux. De plus

NK(c
(i)
j ) = pm.m

(i)
j a

(i)
j , m

(i)
j = degY F

(i)
j (X, Y )

En outre, si a(i)j = 1, alors l’idéal c(i)j est premier.

Exemple 18 Soit f (X) = X3− 2 ∈ Z [X ], alors est d’Eisenstein en p = 2 ce

qui montre qu’il est irréductible sur Q

Soit θ une racine de f (X) dans Qalg et K = Q (θ), alors K est une extension

de degré 3 sur Q, on note OKson anneau d’entiers.

Déterminons la factorisation de l’idéal 5OK dans OK , pour cela nous aurons

besoin en premier lieu de la factorisation de f (X) modulo 5 :

f (X) = (X + 2)
(
X2 + 3X + 4

)
∈ Z

71Z
[X ]

On pose

ϕ1 (X) = X + 2, et ϕ2 (X) = X2 + 3X + 4 .

Ainsi, la factorisation de f (X) modulo 5 donne :

5OK = a1a2

oï¿1
2

les ai et a2 sont des idéaux de OK premiers entre eux tels que NK/Q (a1) =

5 et NK/Q (a2) = 25.

La division de f (X) suivant les puissances croissantes de ϕ1 (X) puis par

ϕ2 (X) donne

f (X) = −10 + 12ϕ1 (X)− 6ϕ1 (X)2 + ϕ1 (X)3
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et

f (X) = 5 (X + 2) + (X − 3)ϕ2 (X)

Par la théorie de Ore, la partie principale du (5, ϕ1)-polygone de f (X) est

formée d’un seul côté reliant les points (2, 0) et (3, 1), il lui est associé le poly-

nôme G1 (Y ) = 12Y − 2 qui est séparable modulo 5. Alors a1 = p1 est un idéal

premier non nul de OK de norme absolue égale à NK/Q (p1) = 5.

La partie principale du (5, ϕ2)-polygone de f (X) est formée d’un seul côté re-

liant les points (0, 0) et (1, 1), il lui est associé le polynôme G2 (Y ) = Y + 1

qui est séparable modulo 5. Alors a2 = p2 est un idéal premier non nul de OK

de norme absolue égale à NK/Q (p2) = 25.

Par conséquent, 5OK = p1p2 avec

[OK

p1
: F5

]
= 1 et

[OK

p2
: F5

]
= 2, où p1 et p2

sont des idéaux distincts puisqu’il sont de normes différentes.
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