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Introduction

Les deux méthodes principales qui permettent de représenter une fonction holomorphe dans un
domaine borné D CC C™ suffisamment régulier en fonction de ses valeurs sur le bord 9D de

D, sont : le noyau de Szegd S(z,£) et le noyau de Cauchy-Fantappié F(z, &) associés a D.

La question est de savoir si I'un de ces deux noyaux peut étre exprimé en fonction de l'autre :
Stein & Kerzmann ont fourni une réponse positive dans le cas ou D CC C™ est un domaine

strictement pseudo convexe, lisse & bord de classe C*.

Il est bien connu que le noyau de Szegd fournit la projection orthogonale S : L?(0D,do) +—
H?(0D) définie par : Su(z) = / S(z,&)u(f)doe, z € D ot H*(OD) est I'ensemble des
fonctions v € L?(0D,do) tel qu’ilgizili)ste une fonction holomorphe U dans D (nécessairement
unique) vérifiant : U(€ + ev(€)) — u(€) dans L*(0D,dog) on v(€) est la normale intérieure

unitaire a D en £ € 0D.

I1 est bien admis, par ailleurs, que les propriétés non triviales du noyau de Szegd S(z, &) sont
tres difficiles & mettre en évidence, tandis que le noyau de Henkin-Ramirez H(z,¢) est tres
bien connu; de plus, sa singularité en z = & est précisément celle du terme dominant dans le
développement asymptotique de S(z,€) : 'idée naturelle est alors d’essayer d’exprimer S en
fonction de H ; toutefois, il n’est pas possible, généralement, de déterminer une fonction de

Leray pour D telle que S = H.

Fefferman [6] et Boutet de Monvel & Sjéstrand [3] notamment, ont étudié¢ la singularité
du terme dominant du noyau de Szegd S(z,£) en z = £ en utilisant les estimations de Kohn
pour le ” 9 —Neumann problem 7, ce qui a rendu leur démarche tres complexe : les résultats
de Stein & Kerzman [10] fournissent des résultats plus explicites : c’est cette méthode qui

constitue le corps de notre travail, organisé de la maniere suivante :

Dans un chapitre 1, nous rappelons quelques définitions et résultats généraux sur les fonctions

holomorphes, les variétés et les formes différentielles.

Dans un chapitre 2, nous présentons une synthese des formules classiques de représentation
intégrale des formes différentielles de classe C! dans un domaine borné de C* a bord de classe

C! par morceaux.



Dans un chapitre 3, nous rappelons la construction du noyau de Szego6 pour un domaine borné

de C™ a bord de classe C'.

Le chapitre 4 est consacré a la mise en évidence d’une relation entre le noyau de Szego et le
noyau de Henkin-Ramirez pour les domaines strictement pseudo-convexes de C™ a bord de

classe C'.



Chapitre 1

Notations et définitions

On note par R I'ensemble des nombres réels, et C I’ensemble des nombres complexes. On désigne
par R™ et C" les espaces réels et complexes a n dimension.

Les points de l'espace R™ sont désignés par (zq,zs,...,%,); les points de l'espace C™ par
(21, eey 2n)-

On munit C" des coordonnées z;, j = 1,...,n; on pose x; = Re(z;) et x4, = Img(z;) alors
zj =x; +i%j4n; (@), Tj0n) € R

L’isomorphisme de R-espace vectoriel 7 : C* — R?™ défini par (21, ..., 2,) ~ (T1, T14n, s Tny Tan)
permet d’identifier C" & R?".

Les fonctions coordonnées complexes z; et leurs imaginaires conjugées z; ont pour différentielle

dans R?"

de = d[[‘j +id$j+n

dz; =da; —idxj,
alors

1

Ly = 05— 5
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e Soit D C C™ un ouvert de C™, notons par

C°’(D) ={f: D C C" — C continue}

et par C¥(D) I'ensemble des fonctions définies sur D & valeurs dans C, k — fois contintiment
différentiables (k € N*).
e Si feCYD) alors :

— (0f of
df = Z (aTd$]+x—dJ]J+n>
7=1

J 0 j+n
& (af of .
_jzl (0zjdzj+82jdzj)
avec
o _1(0 19
Oz 2 \ Oxp i O%pin
9 _1(0 10
(‘%k 2 ka iaka
On note
N 9f
Gf—za—zjdz]
7j=1
N Of
7j=1
alors

df =0f+0f dans D

Définition 1.1 Une fonction f € CY(D) est dite holomorphe dans D si Of = 0 dans D. ”La

condition” est dite "FEquation de Cauchy-Riemann”.

1.1 Applications holomorphes

Définition 1.2 Soient D, D' deux ouverts de C" et C™ respectivement. Une application
f: D — D' est dite holomorphe s’il existe m fonctions holomorphes fi, ..., fm sur D telles

que :
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Définition 1.3 Soient D et D’ deux sous-ensembles ouverts de C™. Une application
f: D — D' est dite biholomorphe sur D si
a. elle est bijective de D sur D'.

b. f et f~! sont holomorphes sur D et D' respectivement.

1.2 Variétés

Une variété est un objet sur lequel on doit pouvoire faire les mémes calculs différentiels que sur
R™. Pour calculer une dérivée par exemple, il suffit de connaitre la fonction dans un voisinage
du point considéré : donc on va munir une variété d'une structure locale provenant de celle

d’un sous ensemble de R".

1.2.1 Définitions

Etant donné un espace topologique M, une carte (ou application de coordonnées locales) est
la donnée d'un ouvert U C M, d’un ouvert V' C R" et d’'un homéomorphisme ¢ : U — V.
L’application réciproque s’appelle une paramétrisation de U. Un atlas est une collection de cartes
(Us, ;) qui recouvrent M. La régularité de 1'atlas est donnée par la régularité des applications

de recollement (ou de changements de cartes). Formellement :

Définition 1.4 Un atlas de classe CP? de M est un recouvrement de M par des ouverts U; sur
lesquels sont définies des cartes ; telles que :

o M C UUi (les U; recouvrent M) ;

o U i—> Vi est un homéomorphisme de U; sur un ouvert V; de R™;

o Uj; =U,NU; # @, alors ¢;; = (p; 0 @fl)

0:(Us;) €5t un difféeomorphisme de classe CP sur

©0;(Usj) (ce qui a bien un sens car p;; est définie d’un ouvert V; de R" dans un autre ouvert

V; de R™).

Deux atlas sont équivalents si leur concaténation produit un nouvel atlas de méme classe, ce
qui revient a demander que les changements de cartes d’une carte d’'un atlas vers une carte de

I’autre atlas aient la bonne régularité.

Définition 1.5 Une variété (C*) de dimension n est la donnée d’un espace topologique séparé

M, et d’une classe d’équivalence d’atlas (de classe C*).
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1.2.2 Variété analytique complexe

Une variété analytique complexe M de dimension n sur C"(~ R?*") est une variété C*> de

dimension réelle 2n munie d'un Atlas {(Uj, ¢;)};.; satisfaisant aux conditions suivantes :

a. Vi € I, U; est un ouvert de M et UUi = M.
iel
b. Vjel,p;: U CM— V; CR* ~ C" est un difféomorphisme de U; sur un ouvert noté
V; de R** ~ C".

c. iel,etVjel

g0j @) 90;1 : gOl(Ul N Uj> C Cn —_— QOJ(Ul N Uj> C Cn

est une application biholomorphe.

e (V,9) est un systeme de coordonnées holomorphes dans U si la famille {(U;, ;) },c; U (V,¢)
satisfait aux conditions a, b et ¢ précédentes.

e Une famille (V;,v;),i € I est appelée atlas holomorphe de M, si chaque couple (V;, ;) est

un systeme de coordonnées hololmorphes et M = UV;.
iel
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1.3 Formes différentielles

1.3.1 Algébre tensorielle

E désigne un espace vectoriel sur un corps K, I'espace dual E* est ’espace vectoriel des appli-

cations K — linéaires de E¥ dans K, appelées aussi formes linéaires.

Définition 1.6 On appelle forme k — linéaire sur E toute application
k fois

L EXEx---xE—=K

telle que les applications partielles
Ly — L(Ila"' ,.Tk)
sotent des formes linéaires sur E.

Définition 1.7 Le produit tensoriel d’une forme k — linéaire f et d’une forme | — linéaire g

est la forme k + 1 — linéaire donnée par

(f®@g)(vr, s vkp) = fon, o vk) g (Vken, 5 Ukg)

Définition 1.8 On appelle algébre tensorielle de E*, et l'on désigne par T(E*), la somme

directe
o k
DR~
k=0

munie du produit obtenu en prolongeant @ par linéarité.

Définition 1.9 Une forme k — linéaire f sera dite alternée si pour toute permutation o de

1,---,kona
f(xla'” 73:]6) :e(o_)f(xo(l)a"' axcr(k))a

ot l'on a désigné par € (o) la signature de o. L’entier k est le degré de f.
k
On désigne par /\ E* Vespace vectoriel des formes k — linéaires alternées .

Définition 1.10 L’antisymétrisée d’une forme k — linéaire f, notée Alt f, est donnée par
1
(Alt f) (xla T ,l’k) = E ZE(U)f (xa(l)a T 7'7;0'(]6)) )
.O'ES]C
ot l'on a désigné par Sy le groupe des permutations de {1,2,---  k}, et par €(o) la signature

de la permutation o.
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k !
Définition 1.11 Le produit extérieur de f € /\ E* et g€ /\ E*, noté f Ng, estla (k+1)—

forme
(k+1)!

FAhg ==

Alt (f®g).

Propriétés
k !
1. Anticommutativité : g A f = (—1)klf/\g si fe /\ E*et g€ /\ E*.
k l m
2. Associativité : fA(gAR)=(fAg)ANh sif€ /\ E*etge /\E*, h € /\ E*.

fiz) - fi(21)
3. (AN A f)(zg, -+ 1) =

filer) - i (@)
Définition 1.12 L’algébre extérieure de E* est [’espace vectoriel

A=A

k=0

munt du produit obtenu en prologeant N\ par linéarité.

Définition 1.13 Soient E et F' deux espaces vectoriels, et f : E — F une application linéaire.

La transposée de f, notée tf, est Uapplication de F* dans E* donnée par
‘f(L)=Lo .

La définition s’étend immédiatement au cas ou L est une application multilinéaire, en posant

de méme
(tf(L)) ({L‘l, T 7Ik) =L (f(xl)a e 7f(xk:))

Il est bien connu que :

fSeT)="f(S)e 'f(T),

et que ' f () est alternée des que S l'est. On a aussi

"FSAT)="f(S)A "f(T)
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1.3.2 Formes différentielles sur un ouvert d’un espace vectoriel

Définition 1.14 Une forme différentielle de degré 1 sur un ouvert U d’un espace vectoriel est

une application de classe C*° de U dans E*.

On notera Q' (U) 'ensemble de ces formes. Une forme o s’écrit

ZO./Z‘ dlL’i7
i=1
a; € C* (U) pour tout i et dz; la base de E*.

Définition 1.15 Une forme différentielle de degré p sur un ouvert U d’un espace vectoriel E

est une application de classe C*° de U dans /\pE*. Une forme o s’écrit

o = Z Oéil,---,ipdxil /\/\d.fzp

1<iy<-<ip<n

dim(U)
L’espace vectoriel des formes de degré p sur U est noté QP (U) . On pose Q (U) = @ QF (U)
k=0

Une forme qui appartient a une composante de cette somme directe est dite homogene.

Définition 1.16 Soient U et V des ouverts d’espaces vectoriels, et f € C* (U, V). L’image

réciproque par f de o € Q (V) notée f*a, est la forme sur U définie par
(fra), =" (Tof) - af(2)

Proposition 1.1

1. Si feC>®(UV) etsia,BeQ(V), alors
[rlans)=(fra)N(f8).
2. SifeC®(UV)etsigeC=(V,W), alors

(gof) =foyg"

1.3.3 Différentielle des formes

La définition de I'image réciproque s’applique parfaitement aux tenseurs covariants, c’est-a-dire
aux applications C* d’un ouvert U de R™ dans T (R™). Par contre, une propriété spécifique

des formes différentielles est la possibilité de leur étendre la différentielle des fonctions.
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Théoréme 1.2 [l existe une application linéaire d : QU) — Q(U) et une seule ayant les

Propriétés suivantes :
1. deg(da) =p+1 sidega =p.
2. Sur Q°(U), d est la différentielle des fonctions.
3. Si « est homogéne, d(aAB) =da B+ (=1)"C*andf

4. dod =0.

Définition 1.17 L’opérateur d s’appelle la différentielle extérieure, ou plus brievement

la différentielle.
Si « est une forme différentielle de degré p, s’écrivant
a = Z ai1,~~-,ip d[L’Z‘l VANERIVAN d[L‘Z‘p
1<ig <-<ip<n

alors

da = Z dail,m,ip/\dxh/\"'/\dxip

1<i < <ip<n
Proposition 1.3 La différentielle et 'image réciproque commutent. Autrement dit, si U et V

sont des ouverts d’espaces vectoriels et si ¢ € C* (U, V), on a
e (da) =d(¢*a) Va € Q(V)

Définition 1.18 Une forme différentielle de degré p sur un ouvert de R™ est dite fermée si
da =0; on dira qu’elle est exacte s’il existe une forme 3 de degré p — 1 telle que d 3 =« : on

dira alors que (3 est une primitive de .

1.3.4 Formes différentielles sur une variété

Si M est une sous-variété de dimension m de R", et a € Q (R"), on peut définir naturellement
la restriction de a a M : pour chaque x € M, la restriction a T, M de la forme p — linéaire
alternée «, est encore p-linéaire alternée. On peut définir les formes différentielles sur une
variété de classe C* en s’inspirant de cette remarque : on se donne pour tout x € M une forme
p — linéaire alternée sur T, M. Pour une variété M de classe C*°, on désigne par /\pT*M la

réunion disjointe

[INTM

zeM
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Définitions
1. On appelle /\pT *M le fibré des formes alternées sur M ; pour p = 1, le fibré obtenu, noté
T*M, s’appelle le fibré cotangent.
2. Une forme différentielle de degré p sur une variété M est une section de m, c¢’est-a-dire

une application de classe C>* o : M — /\pT*]\/[ telle que pour tout z, a(z) € /\pT;M )

Comme dans le cas des ouverts de R™ | I'ensemble des formes différentielles de degré p sur M
se note QP (M) , et 'on pose de méme

dim M

QM) = o ()

p=0
Le produit extérieur de deux formes « et § de degrés respectifs p et ¢ est la forme de degré
p + q définie par

(O‘/\ﬁ>w :O‘m/\ﬁw

Proposition 1.4 Si « est une forme différentielle de degré p sur M et (U, o1, ,pn) une

carte, 1l existe des fonctions de classe C* Qi iy (avecl < iy < -+ <, <n )surlU,
déterminées de maniere unique, telles que
Ve e U a, = Z i, iy () dpyy () Ao Adopy, ()

1<i1 < <ip<n

Théoreme 1.5 Si M est une variété de classe C*, il existe une application linéaire

d: QM) — Q(M) et une seule ayant les propriétés suivantes :

1. degda=p+1 si dega = p.

2. Sur Q°(M), d est la différentielle des fonctions.

3. Si a est homogéne, d (a A ) =da A B+ (—1)*F*andj

4. dod =0.
Théoreme 1.6 Si M est une variété de C*, tout point x € M est contenu dans un ouvert U
ayant la propriété suivante : si a € QP(U) est fermée, il existe une forme 5 € QP~1(U) telle

que d 8 = a.

L’orientation de C"

L’orientation de C" est définie par la forme différentielle
dl‘l A d(L’Q VANPIAN d[Egn

ou 21, ..., Ta, sont les coordonnées réelles et z; = z; + ix,4, les coordonnées complexes.
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Intégration partielle des formes différentielles

Soient M et M deux variétés différentielles de classe C*°de dimension n, m respectivement et f
une p — forme différentielle définie sur le produit M x M. Si y1, ya, ..., Y, sont les coordonnées

locales sur M alors la forme différentielle f s’écrit de fagcon unique :

fley)= > filz,y) ndy'

[I|<deg f
ou

dy" =dyi, A Adyi D = (in,.nip); I =p

et fr(x,y) la forme différentielle de degré deg f — |I| sur M dépend de y € M.

Si M est orientée et si 'intégrale / fr(z,y) existe pour chaque y € M " et pour tout
|I| = deg f — dimg M "

On définit

/M ) = Y /M file,y)) dy!

|I|=deg f—degr
Valeur absolue d’une forme différentielle

Soit M une variété différentielle orientée de classe C*° de dimension n, et soit a une forme

différentielle de degré maximal n sur M qui s’écrit

o = al,._.,ndxl VAN /\dﬂ?n

ou aj.., est une fonction a valeurs complexes et x4, ..., z, sont les coordonnées locales sur M

tels que dxy A ... Adx, défine 'orientation de C". La valeur absolue de f est définie par :

la| = |ay.. n|dzy Ao Aday,

Za SJZM

Formes différentielles sur un ouvert de C"

si a est intégrable, alors

Soient (21, ..., z,) les coordonnées complexes de C". Alors toute n — forme différentielle sur un

ouvert D de C" (ou de type (p,q)) s’écrit d’une fagon unique :
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/
f= > frsdz'nadz’

lI1=p,|T|=q
ptg=n

ou I = (i1, ..., %), J = (J1, ..., jq) sont des multi-indices avec [I| <net |J|<net0<p,g<n
ou

d2! = dzyy Ao ANdz, , d 7z = dz; A...Adz;, etfr; sont des fonctions sur D

Changement de variable

Soit h = (hy,...,hy) : D — C™ une application holomorphe et soit D’ C C™ un ensemble
ouvert tel que h(D) C D',
Si f est une forme différentielle sur D', on note par h*f le changement de variable de f défini

par :

/
Rfo= > (froh)dhy A Adhy, AdRy A AdDy,

[ I|=p,|J|=q

Proposition 1.7 Pour chaque (p,q)—forme f continue dans D, on a :

1. h*f est une (p,q) — forme dans D'.

2. Oh*f = h*0f et Oh*f =h*Of

1.4 Pseudo-convexité
Soit €2 un domaine borné de C" a frontiere réguliere. Plus précisément, on suppose que

Q={2=1(z1,...,2,) €C" | 0(2) <0}

ol o est une fonction de classe C*° définie dans un voisinage de Q telle que d ¢ ne s’annule pas

sur

N={z=(2z1,...,2,) €C" | 0(2) =0}.

Une telle fonction o est appelée fonction définissante pour le domaine Q.
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Définition 1.19 Soit D C C" et soit v une fonction de classe C* définie sur D.On dit que r

est plurisousharmonique dans D si

9%
—1 (?zj 8§k

(2) 68, >0 zeD, £eC

J:k

On dit que r est strictement plurisousharmonique dans D si linégalité est stricte.

La forme hermitienne
n 2
o°r

—1 aZj Zﬁk

(2) fjgkz

gk

est appelée Hessien complexe de r en z. La matrice corespondante est appelée matrice hessienne

complexe.

Définition 1.20 Un domaine 2 dans C" est dit pseudo-conveze si la fonction
z — —Indist (z, 09)

est plurisousharmonique.

Remarque 1 Il y a identité entre les domaines pseudo-convezes et les domaines d’holomor-
phies. Lorsque la frontiere de €0 est réqulicre, la pseudo-convexité s’exprime en termes du Hes-

sien de la fonction définissante.

Proposition 1.8 On suppose Q) défini a l’aide de la fonction définissante o. Alors € est pseudo-

convexe si est seulement si
n az@ _ .
Za—k(Z)fjkaO z € 8Q,f€C

lorsque

Le sous-espace vectoriel de dimension (n — 1) formé des £ € C" tels que

~ Je
162’]'

(2)§ =0

j:
est appelé espace tangent complexe a 0€) en z.
La restriction du Hessien complexe a I'espace tangent complexe est apellée forme de Levi,

donc la pseudo-convexité de €2 est équivalente a la positivité de la forme de Levi.



Chapitre 1. Notations et définitions 18

Définition 1.21 Lorsque la forme de Levi est définie positive, on dit que le domaine §2 est

strictement pseudo-conveze.

On peut démontrer alors le résultat suivant : [§]

Proposition 1.9 Un domaine strictement pseudo-convexe posséde une fonction définissante

strictement plurisousharmonique.

Lorsque €2 est pseudo-convexe sans étre strictement pseudo-convexe, on dit que €2 est faiblement
pseudo-convexe. Il n’est plus vrai qu'un domaine faiblement pseudo-convexe ait une fonction

définissante plurisousharmonique.



Chapitre 2

Représentations Intégrales

Cette partie est consacrée a la démonstration des formules intégrales classiques : la formule de
Bochner-Martinelli, formule de Koppelman, formule de Leray et la formule de Cauchy-Fantappié

(Koppelman-Leray)

2.1 Préliminaires

Soit D un ouvert de C" et f une forme différentielle sur D de type (p,q), p et ¢ € N
f= Y fapdz*ndz’
loe|=p,|B|=q
ouna=(ag, ,an), = (01, -, 0, sont des multi-indices, avec |a| = a3 + -+ a,, < n,
18] <n, 0<p,q<n,et f,zsont des fonctions définies sur D a valeurs dans C; on définit la

différentielle de f par la relation

df=0f+0f

avec

af:i > aafo‘ﬁdzj/\dzaAdzﬁ

- Zj
J=1 |a|=p,|Bl=¢

ar=> > aaf; dz; Adz* AdZ’
=1 lal=p|8l=¢ "’
9 _1(9 10
62']' N 2 8mj if)xj+n ’

9 1(9 19
8@- a 2 (91:]- i@an

19

etpour 7 =1,...n
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ol (21, ..., xa,) les éléments de R?" tels que z; = x; + ixj4p.
Of est une (p + 1,q) forme et Of est de type (p,q + 1).

— La forme volume dans C" est définie par :

dv(z) = dzZ;AdZa A AdZ,Adzr Ao Ad 2,

= (2)"dx; Adxa A ... Adxa,
et doy Aday A ... Adxg, estla forme volume dans R?”.

Définition 2.1 (Ouvert a bord de classe C' par morceaux) Soit D CC C" un ouvert
borné de C™ : le bord 0D de D est dit de classe C' par morceaux s’il existe un nombre fini

de fonctions a valeurs réelles de classe Ct, py,--- ,pr définies sur C" telles que
D={2e€C" pj(z) <0,j=1,..,k}

et
dpj (2) A ... Adpj,(2) # 0

pour tout multi-indices 1 < j1 < --- < js < k et pour tout z € D vérifiant

pi(2) =" =p;.(2) =0

2.2 Les formes différentielles w(u) et w'(v)

Soit M une variété réelle de classe C! et soient v = (uy, -+ ,u,) € M — C",
v= (v, ,v,) € M — C" des applications de classe C! sur M.
On définit alors :

w(u) =dus A.... Nduy,

W(v) = Z(—l)jﬂvj dvi A Adoj A Adu,
=1
we(u) =dgug A oo Ay up
wh(v) = Z(—l)jHUj dyvr AL A m Ao ANdy o,
=1

ou dwvj signifie que dv; est omise.

On note

n
<U, U> = Z U; V4
=1
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Les résultats suivants sont utiles pour la suite :
Lemme 2.1 Pour chaque 2 € C" et £ >0

Preuve.

On va appliquer la formule de Stokes a la forme différentielle
W'(Z) Aw(z)

et a la variété a bord B(z/,¢) on trouve

Comme dw (z) = 0, alors, on a

dw @) Awz)] = do' @) Aw )+ (-1)"'W (Z) Adw(2)

= nw(Z) Aw(z)
posons Z = z — 2 alors

wZ) = wE@E-7)=dEZ —Z)A ... ANd(Z, — 2y)

= dZ A .. AdZ,
= w(?)
donc
/ nw(Z)ANw(z) = / nw(z)Aw(z)
B(Z/,E) B(O,E)
= / n (20)"dzy A ... Adza,
B(0,e)
= n (22)"/ dz; A ... ANd oy,
B(0,e)
|

Proposition 2.2 Soit M une variété réelle de classe C™, et soient u,v : M — C" deux
cartes de classe C' ; la forme différentielle

W'(v) Aw(u)
(u, v)"

est fermée pour tout v € M, si (u(x),v(z)) # 0.
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Preuve. Il suffit de montrer que d [

W' (v) Aw(u)

- =0 . Pour cela, on a
(u,v)

a| L] (o) o) Al

(u, v)"

= d(u,v) " AW (V) Aw(u) + (u,v) " d W' (v) Aw(u)]

d’une part
dw'(v) Aw(u)] = dw'(v) Aw(u) + (=1)"" ' (v) Adw(u) (2.1)
et comme dw(u) = 0 alors, on obtient
dw () Aw()] = d [Z(-UJ‘“vj dvg A Adv A Adwg | Aw(u)
j=1

d’autre part

d{v,u) " AW (V) Aw(u)

puisque w(u) contient les

donc

d{v,u) ™ AW (v) Aw(u)

= Y (-1 dy Ado A Adyy A Ad o, Aw(u)
j=1

j=1
= nw) Aw(u)

= —n{v,u) " d{v,u) Aw'(v) Aw(u) (2.2)

n

= —n{o,u) Y (uy d v dug) AW (0) A w(u)

i=1
= —n{v,u) " ! Z w; dv; Aw'(v) Aw(u) + Z vidu; AW (v) Aw(u)
=1 =1

facteurs du; A ... Adu, , alors on a

n

Zvidui Aw'(v) Aw(u) =0

i=1

= —nv,u) ! Z uidv; Aw'(v) Aw(u)

i=1

= —n{v,u) " ! Zuidvi A Z(—l)j“vj dvi A Adoy A Ado, Aw(u)
i=1 J=1

= —n(v,u)‘”_lzuividvl/\../\dvj/\../\dvn/\w(u)
i=1
= —n{v,u) " Hu,v)w(v) Awu)

= —n(v,u) "w(v) Aw(u)
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finalement, de 2.1 et 2.2 , on déduit

d [(u,v) "wv) Aw(u)] = —n{v,u)"w(v) Aw(u) + nv, u)"w(v) Aw(u)

=0
]

Proposition 2.3 Soit x = x;(£), j = 1,2,...,n les coordonnées réelles de & € C™ avec

& =x;(§) + ixj4n (). Alors pour tout z € C"
de [W'(€—2) Aw(&)] =n(20)"day Adas A ... Adaa,

Preuve.

de [ (€ —2) Aw(§)] = dew(€ —7) Aw(§) + (=1)" /(€ —2) Adw(§)
comme d w(§) =0 alors

de [/ (€ =2) Aw(©)] = d¢ ' (E—7) Aw(§)

= de (—1)j+1(§j—zj)dEl/\...AcTZ;/\...AdEn A w(€)

j=1

= ) (-1y*d Ej/\dfl/\.../\d/\fj/\.../\dfn/\w(g)
j=1

= nw(€) Aw(§)

= n(20)"dxy A Adxg,

Proposition 2.4 Pour chaque fonction W sur M, on a :

W'(Tv) = 0" (v)
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Preuve. Par définition

n

W' (Uv) = Z (1)’ o, d (Toy) A - - A A (T)

—Z j+1\I/U] (dPv +¥do) A Ao A (d Vo, + Tdo,)

<.

—Z ) o, (Wdo) A=A A (Tdwy,)

<.

:\If”Z(—l)j“vjdvlAm/\.--/\dvn

j=1

= 0" (v)

2.3 Formule de Bochner -Martinelli

2.3.1 Noyau de Bochner-Martinelli

Notons

w(@) =d& A NdE,

et

n

WE=2) =) (-1)T(E —Z)dE A LA EE\j A AdE,

j=1
Définition 2.2 On appelle noyau de Bochner — Martinelli la forme différentielle de type
(n,n — 1) sur C*xC" \ A définie pour chaque z € C" (fixé) par

wi (€ —7) Aw(§)

€ — 2>

o

A ={(z,¢ e C"xC"|z = ¢}

est la diagonale de C"xC".
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2.3.2 L’opérateur By pour une forme de type (0,1) et Byp pour une

fonction

— Si D est un domaine borné dans C" & bord de classe C! par morceaux, et f est une forme

différentielle bornée sur D, on définit I'opérateur By par :

(D[ €= A

(2m0)" Jeep € — 2™

(Bpf)(2) =

— Si D est un domaine borné de C" & bord de classe C! par morceaux, et f est une fonction

bornée sur 0D, alors on définit I'opérateur Byp par :

(Bapf)(2) =

(n—1)! wW(€ =) Aw(§)
@) /@Df O

On peut établir la formule de représentation intégrale suivante :

2.3.3 La formule de Bochner-Martinelli [8]

Théoréme 2.5 Soient D C C" un domaine borné a bord de classe C* par morceauz, et f une

fonction continue sur D telle que Of soit aussi continue sur D ; alors
f(z) = Bonf)(2) — (BpOf)(2)  VzeD

Preuve. Pour z € C" (fixé), on pose

0(¢) = (n—1)! Wé(g—?) Aw() _ (n— 1)!w,§(§—z) Aw(§)
@iy e — 2 @mi)" (E—z6—2)

et
De =D\ B(z,¢)

avec
B(z,¢) ={¢ € D||§ — 2| < e}
Pour ¢ infiniment petit, on applique la formule de Stokes a la forme différentielle

W€ —72) Aw()
& — 2"

et & la variété a bord De = D\ B(z,¢), on obtient

§— f(&)

76000 = [ delr©pe) (23)

0D e
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tel que
de [f()0(E)] = [0ef(€) +Def ()] AO(E) + F(§)dO (€)
= Oef(E) NO(E) +Def (E) NO(€)
= e f (E)NO(8)
or que
Def (E)NO(E) = Zag—f)dfj A (?27;,)13! Tf(_gz_’j) AdELA ... N dE,
_ 0
de [F(E)0(E)] = Def (&) NO(€)
2.3 devient

REGE / RGIGE /D Bef (€) A0 (E) (2.4)

/ FO6E) = F2)— o)+ / F(£)6(6)
OB(z,)

OB(z,)

e /a CE /8 RCUGE /a R0
_ /a RGE /8 RGO

avec

[ D E-DAN® -t
/83(2,5)9(5) B /z—§|€ (2mi)™ € — 2 ~ (2mi)ren /|z—§5 (€ —2) Aw()

D’apres le Lemme 2.1 et la proposition 2.2 on a

] e
/aB(z,g)e(g)  (2mi)nen /Z£<E de [w'(€—7%) Aw(E)]
~ (n=1)! - i
 (2mi)nen /3(078) (20)"dzy A ... A dsy,
(n)!

= —(2¢)" dzy A ... Ndzy, =1
(2mi)™ 82”( i) /B(O,é) o 2

n!
= " 2n/ dﬂ?l/\/\dl’gnzl
T ET JB(0)
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et

(n—1)!
(2mi)ne2n=t

we(€ —2) Aw(§)

e — 2|

| v@-rewe-

W'(€ %) Aw(§)
€ — =]

/ (&)~ £ (2))
j€—2|==

Comme est borné dans D, il existe une constante C' < oo indépendante de

¢ telle que

[0 Eme) <0 omax 156 -5 ()
Au total

FE0(E) — F (=) + / (F(2) = F(€))8(€) = /D 3f(6) N 6(©)

oD 0B(z,¢)

Quand e — O et 2 — &

o lim [, Of (€) N6(&) = [,0f (€) NO(€)

S

elim [on. . (f(2) = f(£)
Lebesgue car (f(z) — f(£))

Comme f est continue sur D, f(z) — f (§) lorsque z — ¢

&) = f(’)B(z,e) 6liino(f(z) — f(£)0 (&) (d’apres le théoreme de

(&) est localement intégrable).

>

A la limite 2.4 devient

FE0(6) — f(2) = /D Bf () A (E)

fz) = 8Df(£)9(€)— af (&) N0 (&)

IR W€ —F)Aw§) (n—1)! [ Of (&) Awi(§—7) Aw(E)
f(z) = (27 )" /BD F(6) |€_Z’2” (2mi)m /; |5_Z’2n

oD

donc
f(2) =Bopf(z) —Bpdf (2)
| |

Remarque 2 Pourn =1

£e) =5 —

omi Jop €— 2  2mi

1 f&dg 1 /5f(§)Ad£
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c’est la formule de Cauchy-Green dans C .

St f est holomophe

oy L[ 1

21 oD f—Z

la formule de Cauchy dans C.

2.3.4 Noyau de Bochner-Martinelli-Koppelman

Sur I’ensemble N défini par :

N ={(¢,n) € C" x C™: (¢,n) # 0} on considere la forme différentielle p définie sur N par :

W () Aw(n)
(¢, m"

L’application h de C™ x C" . A dans C" x C" définie par

n(¢,n) =

h(Ez) = (E—7,6—2)

a donc son image dans N. On considere alors la forme différentielle ﬁ*u qui est de classe C™

sur C" x C" \. A et fermée puisque p est fermée dans N d’apres la proposition 2.2.

Définition 2.3 On appelle noyau de Bochner-Martinelli-Koppelman la forme différentielle sur
C" x C" A définie par

De maniere explicite :

3

ST1THE - 7) N (dE, — dz) Aw (€ - 2)
(n - 1)' 7=1 s#j
(2mi)" € — 2"

B(z,§) =

On sait que B se décompose de maniere unique :

B= > B

0<p<n
0<¢<n—1

ot BY est de type (p,q) en z et (n—p,n—q—1) en & On pose également B | =
Lemme 2.6 Pour tout (2,£) € C" x C" N A, on a

0B (2,€) =0 et 9.BY(z,§) = —0:Bl,, (2,€).

En particulier 9¢BY (2,€) = 0.
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—)!
Hu (Z, ) la forme différentielle de classe C* sur C" privé
(271)

de 0, c’est une (n,n —1) — forme et par conséquent dKpy = OKpy + 0Ky = 0Ky

Preuve. Notons Kgy () =

Remarquons que B = 7*Kp), ou 7 est 'application holomorphe de C™ x C™ dans C" définie

(n—1)I~
h*p et dy = 0 on

Qmy*

a donc 0B = dB = 0. On obtient la seconde relation en comparant les bidegrés c¢’est-a-dire

0.¢B (2,6) = 0.B (2,€) + 0¢B (2,€) = 0 implique que

par 7 (z,€) = £ — z, on en déduit donc que dB = B. Comme B =

9:B (2,€) = —0¢B (2,€)
comme B est de type (p,q) en z et (n —p,n —q— 1) en £ on trouve
5235 (2,6) = _5§B§+1 (2,6)
[

Proposition 2.7 Le noyau de Bochner—Martinelli— K oppelman B est une forme différentielle

localement intégrable.

Preuve. Soient 'application 7 : C" x C" — C", (z,£) — z — £ et Kpy la forme différentielle

de classe C*> sur C" \ {0} définie par

-1 & .
Kpu(z) = (”—,2 2|72 (=17 \dE A w(x)
(2mi) =1 i#s
Les coefficients de Kpjs sont localement intégrables dans C" car ce sont des O (|x|72n+1) et

par conséquent B = 7*K gy, est localement intégrable sur C* x C". m

Lemme 2.8

e—0

lim Amwf@ABMOAw@F44VqlwﬂOAw@

Preuve. On consideére 'automorphisme 7' : C"xC"* — C"xC", (z,w) — T(z,w) = (z, z4w)

L’application T' transforme C"x .S (0,¢) en {(z2,£) € C* x C"/ |z —£| = £}, et par conséquent

e:/ FE NB(2.6) Ap(2)

|z—¢€|=¢

:/‘ T*(f(€) A B(2,€) A (2))
CrxS(0,e)

/ T f(z,w) NT*B (z,w) ANT" ¢ (z,w)
CnxS(0,e)
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or que

= Y fu(©)d& ndE,

[I|=p
|| =q
On remplace £ par z + w on trouve
o T*f Z Jro(z+w)d(z+w), Nd(z+w),
|I||J\p:q
T =2 _
« T°B(z.w) = (n | N (z 4w z)/\w(zw:l—w z)
(2mi)" |2+ w — 2|
(n=1)W(w) Aw(w)
(2mi)m |w|*"
_ )
= O || " W(@) Aw(w) ot Cp = (?2 _)>
)"

o T (z,w) = (2)

donc

!/

zf/@ oy 2o Uiz w)d (4w AdEFELA [Colo] ™ /(@) Aw(w)] A (2)
xS5(0,e I]=p

|J] =q

comme la somme est finie, on peut donc appliquer le théoreme de Fubini

o yrwy p L@ AT = s
! Z /n /s(o,g)cnf”( +w) A |2n d(z+w) ANd(z+ )J/\SO()

= [w .
\J\ =q
- /_ A T
p+q Z / Cnf[J(Z—FIU)/\L;(IU) dz;/\dEJ/\go(z)
T|=p n [JS5(0,e) ’U)’ J
|J| =q

on pose / Cn fry(z+w)A L/%;u(w) = J.(2)
S(0,e)

comme —————= = O(e'*") sur S(0,¢) donc lintégrale J.(z) est bornée et indépendant
de € et de z.

Le théoreme de Lebesgue affirme que

hm[ = (— p+q Z / hmJ dZ[/\dZJ/\(,O()

e—0
[I|=p
[J] =q

Finalement, il reste a montrer que

lim J. (2) = f1; (2)

e—0
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En effet
[ LA G g [t
S(0,¢) |w|*" 5(0,¢) B
- [ o @A)
s0e) w]
+/ CanJ(erw)L/\g:j(w)
S(0,6) |w|
5@+ Co [ i) = fus )
S(0,e)
comme
o, L Aww)
S(0,6) w|™

d’apres la formule de Bochner-Martinelli

(W) Aw(w)

S(0,e)
puisque f est continue le passage a la limite donne

i, [ ()= i () S

=0 J5(0,¢)
Finalement, on obtient

Eli_f)ﬂoja (2) = frs(2)

donc

lim 1. = (—=1)"* Z fU Ydz ANdZs Ao (2)
Il=p
|||J| =q
= p+q/ ZfIJ dZ[/\d_J/\QO()
|Illﬂlp—q

=04V”Af@Aw@)

d’ou le lemme. =

(W) A w(w)

|w|2n

|w|2n

(frr (z +w) — f15(2)) T <max |fr;(w+z) = f1s(2)]

W'(w) A w(w)
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2.3.5 Les opérateurs B et Byp pour des formes différentielles de

degré arbitraire

Soit B le noyeau de Bochner — Martinelli — Koppelman

o Si f est une forme différentielle bornée définie sur D, on pose pour z € D :

(Bof)(z / F(6) A B(2,€) (2.5)

¢eD
Puisque B a une singularité intégrable en £ = z, la forme différentielle B f est bien définie

sur D .

o Si f est une forme différentielle bornée sur 9D, on pose pour z € D :

(Bonf)(2 /f ) A B(2,€) (2.6)

€€dD

La forme différentielle Byp f est de classe C*° dans D.

Le noyau de Bochner-Martinelli-Koppelman permet de reproduire les formes différentielles

définies dans un domaine borné de classe C! par morceaux ; de maniere precise (Cf [8]).

2.3.6 Formule de Bochner-Martinelli-Koppelman

Nous allons prouver maintenant une formule de représentation intégrale, la formule de Bochner-

Martinelli-Koppelman.

Théoréme 2.9 Soient D un domaine borné de C" a bord de classe C* par morceaus, et
f une (p,q) — forme différentielle continue sur D telle que Of soit aussi continue sur D

(0<p<mnet0<qg<n) alors :

/ (€ AB (=€) - / Bef(€) A BY (2.6) + 0. / F(E)A B (2.6) = (“1)P*0f(2) sur D.

¢eaD ¢eD ¢eD

ot 0, est défini au sens des courants.

Preuve.
Soit ¢ une forme différentielle de classe C* de bidegré (n — p,n — ¢) a support compact dans

D , on a au sens des courants

(0T, ¢) = (=1)""*(T,9p)
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ou T est un courant de bidegré (p,q — 1) ; le théoreme est équivalant alors a
—1)”+q/%pf A Op = (—1)p+q/f Ap— /‘Bapf A+ /%Dgf Ap (2.7)
D D D D

Pour que 2.5 ait un sens, il faut que le bidegré de ¢ soit (n — p,n — ¢), du fait que Byp f et
Bpdf sont de bidegrés (p,q) et (p,q — 1) respectivement.

La formule 2.7 devient

/ F(6) A B2(2,6) A o) — / Bef(€) A B2(2,6) A ol2)

(2,£)eDx0D (2,£)eDxD
1)re / F(€) ABy_1(2,6) N Dp(2) “’+q/f Aoz
(2,£)eDxD z€D

De plus, par des considérations de bidegrés, on peut remplacer les composantes BY de B par B,

Of par d f et dy par d . Il faut donc prouver

/ F(6) A B(2,€) A plz) — / AF(€) A B(2.6) A o(2)

(2,£)€eDx0D (2,£)eDxD
P+q / f /\B S)Ad(ﬁ p+Q/f /\(,0
(2,£)eDxD z€D

On considere 'ouvert A, de C"* x C™ défini par
A.=DxD\{(z,§) e DxD:|z—¢& <¢}
Son bord 0A, est la réunion de
Fi.=0(DxD)\{(2,§) e DxD:|z—¢& <¢}

et de
Foo={(6)€DxD:|z—¢ =¢}

Comme ¢ est a support compact dans D, la forme différentielle f(£) A B(z,£) A ¢(z) est nulle
sur 0D x D.

Par ailleurs si £ € 0D et z € supp ¢ on a

£ — 2| > d (suppp,C" \ D)
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et par conséquent si ¢ < d (suppp, C"\ D), Pensemble supp ¢ x 9D est inclus dans F; .. On

obtient donc
| ronBeorde = [ H9rBEOAE)
(2,6£)€EDxBD (z.0)€F ¢

De plus si z € suppp et [€ — z| = € alors £ appartient a {¢ € C" : d((, suppyp) < €} qui est un
compact de D si € < d(suppyp,C"* \ D) donc pour € assez petit si z € suppyp et (2,€) € Fy,,

alors (z, &) varie dans un compact de D x D et donc
| rorBeonrce = [ HOABEOA
|z—¢|=¢ (z.8)€F2 e
Finalement pour € < d(suppp, C* \ D), on obtient
[ ronBeorde - [ OABeOND = [ HOABEO AR
(2,£)eDx0D |z—&|=¢ (2,6)€0A,

La formule de Stokes donne alors

/ F(6) A B(=. /f ) AB(.6) A l(2)
(2,£)eDxHD |z—&|=¢
_ / 0o (F(6) A B(2, ) A ol2)
(2,£)EAe
_ / 0F(€) A B(2,€) A p(2) + (—1)7F! / F(6) A B(2,€) A di(2)
(z,£)eAe (z,£)eAe

car dB = 0 sur A,

On a

e—0
(z,£)€Ae (&,2)€eDxD

im [ df(E) A B(=.6) A plz) = / 0 (€) A B(=,€) A p(2) (2.8)

lim / FE) A B(2,€) Adp(z) = / AF(E) A B(2,) A dip(2) (2.9)

e—0
(z,£)eAe (&,2)eDxD
D’apres le lemme 2.8 on a

lim / F(E) AN B(2,6) Np(2) p+q/f A p(z (2.10)

e—0
|z—¢|=¢ zeD

la formule de Martinelli-Bochner-Koppelman se déduit de 2.8, 2.9 et 2.10. =
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Remarque : La formule de Bochner-Martinelli-Koppelman est une généralisation de la formule

de Bochner-Martinelli pour les formes différentielles.

Pour n > 2, le noyau de Bochner — Martinelli ne dépend pas holomorphiquement en z, 'objet
de ce paragraphe est de prouver des nouvelles formules intégrales (Leray, Cauchy — Fantappié)
que nous déduisons également de la formule de Stokes, les noyaux que nous construisons pren-

dront en compte dans un certain sens la géométrie du bord du domaine.

2.4 Formule de Leray

2.4.1 Section de Leray

Définition 2.4 Soit D un domaine borné de C™. Une application

’LU(Z,g) = (wl (z7€)7' ©y Wn (275))

de classe Ct, pour z € D et & dans un voisinage Uyp de D d valeurs dans C* est une section

de Leray pour D si :
(w(z,€),& —2) # 0 pour tout (2,€) € D x 0D

Exemple 2.10 L’application w(z, &) = €—Z est une section de Leray pour tout domaine borné

D de C™. En effet

(w(z,6),6—2)=(E-Z7€—z) =6 —2"#0si 2 #¢

Pour D un domaine borné de C" & bord de classe C! par morceaux, on définit alors la forme

différentielle suivante :

n

A" (2, 6 0)) Aw(€) = D (1) (2, € \)dea(n' (2,6, 1) A

A der(P (2, € ) A+ Adea (2 (2,6, 0)) Aw(€)

qui est continue en ¢ et pour tout A € [0, 1]

Uw (2757/\) = (1 - )‘)
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2.4.2 L’opérateur L}, pour une fonction et RY, pour (0,1) — forme

— Si f est une fonction bornée sur 0D, on définit 'opérateur LY, par la relation

(n—1)! /5 an 3 we(w(z §)) Awl) z€D

L) = iy (.62

— Si f (0,1) — forme est bornée sur 0D, on définit I'opérateur RY,, par :

(n—1)!
(2ma)"

(RE,f)(2) = / FE) N (5 EN) Aw(),  z€D
(£, 0)€dDx[0,1]

2.4.3 La formule de Leray [8]

C'est une généralisation de la formule de Bochner-Martinelli, en remplacant la section & — Z

par la section w(z, )

Théoréme 2.11 Soient D un domaine borné dans C* & bord de classe C* par morceausz, et
w(z, &) une section de Leray sur D ; alors pour toute fonction f continue sur D telle que of

soit aussi continue sur D on a

f=Lgf—Ry,0f —Bpdf , z€D
Preuve. D’apres la formule de Bochner-Martinelli
f=Bonf —Bpdf

le probleme devient

REpdf = Lgpf — Bopf sur D
En effet, pour z € D (fixé), £ € Ugp et A € [0, 1]
(n“(2,6,A),§ —2) =1
et la proposition 2.2 donne
ey [wea(n"(2,6, X)) Aw(€)] =0

Pour z € D (fixé), on va appliquer la formule de Stokes sur l'ouvert 9D x [0,1] a la forme

différentielle f(£)(w\(n"(2,€, X)) Aw(€)

/ FEwe A (2,€0) Aw(§) =/ dex [F(E)(wir (1 (2,6, 0)) Aw()]
d(dDx[0,1])

aDx[0,1]
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tel que

de [f(E)(Wen(n" (2,6 N) Aw(€))] = deaf(€) A [(wea(n”(2,6,) Aw(§)]
+ [(€)dgn [wea(n”(2,6,0) Aw(§)]

or que
dex [we (" (2,6 0) Aw(§)] =0

et comme w(§) contient les facteurs d&§; A ... A d§,, on a

Oe f(§) Nw(§) =0
donc
df,)\ [f(f)(wé,/\(nw(zvga )‘)) A w(f)] = gﬁf(f) N wé)\(nw(za€> )‘)) N w(f)

et I'intégrale devient

/ FIE) (A (1(2, €, 1)) A wl€) = / Bef(€) Awlr (1" (2 € ) Aw(E)
0D x{0}udDx{1} 0D x[0,1]

Maintenant la rotation donne

/ FEO (e (2,6 0) Aw(§) —/ FEO(we (2, & N) Aw(€) (1)
(€, ))€dDx{0}

(6 \)€dDx{1}

:/ Def (&) Awen (1" (2,6, 1) Aw(€)
aDx[0,1]

pour A = 0, et d’apres la proposition 2.4

e e () Aw(E)
5,)\(77 ( ’§7>‘))/\ (5)_ (w(z,f),ﬁ—z)"

et pour A =1

donc (1) devient :

wg(w(z,f)) Aw(€) B wg(E—z) Aw(§)
RS oy il IR e e

:/ Bef(€) Nn(11”(2,6,0)) A w(€)
(6 0)€dDx[0,1]

or que
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/ Tef (6) A wlor(1(2,6,\)) A w(€) = REDS
(€ )€dDx[0,1]

et
we(w(z, ) Nw(€)
LGBD f(g) <w(275)7€ - Z>n a Lan
WE-Z) Aw(E)
L, O™ e = B!

d’ou le théoréeme. m

Corollaire 2.1 Soit D un domaine borné de C"a bord de classe C', et w(z,£) une section de

Leray pour D. Alors pour toute fonction f continue sur D et holomorphe dans D
f=Lypf surD
Remarque 3 i w(z,&) = & — Z alors
Lyp =Bop et Ry, =0

et la formule devient, la formule de Bochner-Martinelli.

2.5 Formule de Cauchy-Fantappié

Dans toute la suite : D désignera un domaine borné a bord de classe C! par morceaux de C”,

et w(z, &) une section de Leray pour D. On pose pour A € [0, 1]

n

Der (17 (2:60) = 30 (=170 (2.6.8) (e + o) nf’ (2,6 ) A

j=1
(awﬁw EN N A (D +da) iy (2,6, )
pour z € D et
K™ (2, ) = 1) Woen (0" (2,6, 0) Aw(€ = 2)

(2im)"

pour z € D, § € Upyp satisfaisant (w(z,§),£ — z) # 0. On note également

w, Z 5) z{wl(zag)/\

—

A 8z,£wj<z7§> AREE Agz,ﬁwn(za 5)
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w . s ) )
KY(z,6) = Qi) W . E— ) pour z € D et £ € Usp

tels que (w(z,&),& —z) # 0.

Remarquons que K& est le noyau de Bochner — Martinelli B défini au paragraphe précédent.
Le noyau K" (z,&, M) est une forme différentielle continue de degré 2n — 1 sur

{(2,6, ) € D x Ugp x [0,1] : (w(2,§),& — z) # 0} . Le noyau K" (z, ) est une forme différentielle
continue de bidegré (n,n — 1) sur 'ensemble {(z,£) € D x Usp : (w(z,§),& — z) # 0}.

Lemme 2.12

i) On a, au sens des distributions
(5z,§ + d)\)an (27 57 )‘) =0

size D et&eUsp et Ael0,1]

”) K (2757 >‘) |>\=0: K" (Zaf) et K" (z,§, )‘> ’)\21: B(Z7£>

Preuve. Puisque la fonction £ — z est holomorphe en (z,€) et indépendante de A

(@.¢ + da)w(E —2) =0

et par conséquent

= w nl — w

(Oog + )K" (2,6, 7) = W(az,s +dy) [\ Dee+d)E (26N Aw (€ = 2)
1<k<n

mais sur D x 9D x [0,1] on a (n*(2,&, ), — z) = 1, ce qui implique

n

D (&= %) P+ danp(2,6,0) =0

J=1

On en déduit que pour tout z € D,§ € Usp et A € [0, 1]

N e+ d)ni(2,6,0) =0

1<k<n

ce qui prouve que (9, ¢ + dy) K" (2,£,\) =0

L’assertion ii. se déduit des définitions des formes différentielles K7, K™ et du résultat

o) = (o ) At
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2.5.1 Les opérateurs £}, et R} pour des formes de degré arbitraire

o Si f est une forme différentielle bornée sur D, on définit 'opérateur £, f par :

(8 f)(2) = /.ﬂ@Ak@@@) 2eD (2.11)

€€dD

o Si f est une forme différentielle bornée sur 0D, on définit 'opérateur Ry, f par :
R = [ OAKT (6N zeD (2.12)
(&,0)€dDX[0,1]

On obtient alors (CF.[8]) le résultat cité dans la formule suivante :

2.5.2 Formule de Cauchy-Fantappié

Théoréme 2.13 ( Formule de Cauchy-Fantappié ) Soient D un domaine borné de C* a bord
de classe C et w(z,€) une section de Leray pour D. On suppose que w est de classe C* par
rapport a z et que les dérivées partielles de w d’ordre inférieur ou égal a 2 par rapport a z sont
continues sur D x Uyp.

Alors : si f est une (p,q) — forme différentielle (p = 0,--- ,n,q = 0,--+ ,n) continue sur D

telle que Of soit aussi continue sur D, on a :
(=1)PHaf = 80 f — (R4, + Bp)of + I(Re, + Bp) f dans D (2.13)

Preuve. Grace a la formule de Koppelman, pour obtenir la formule 2.13, il suffit de prouver

que pour toute forme ¢ de bidegré (n — p,n — q) a support compact dans D

«4V”/ FE) A K™ (2,6,0) ATip(2) =
(2,6£,\)EDx0Dx|0,1]

/ ﬂOAB@OAw@%i/ F(E) AK(2,6) A p(2)
(2,£)eDx0D

(2,£)eDx0D

+/' BFE) AK™ (2,60 A=)
(2,6,\)€EDx0Dx[0,1]

Appliquons la formule de Stokes sur D x 9D x [0,1] a la forme différentielle

FIE)NK™ (2,6, 0) N p(2)

/ (do + dg +dy) (F(E) ANK™ (2,6, 0) Np(2)) =
(2:6,\)€DxIDX[0,1]

/ FE) AT (2,60 A o(2)
(2,6 M)€d(DxODx[0,1])
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Comme ¢ est & support compact dans D et 0 (D x 9D x [0,1]) = 0D x dD x [0,1] + D x
(0D x {0} — 0D x {1}), on déduit du Lemme 2.12, ii que

/ FE AKY (2,6 0) A (=) =
(2,6,\)€0(Dx0Dx[0,1])
/ ﬂ@AK%a@Ama—/' J(6) A B, ) A l2)
(2,£)eDx0D (2,£)eDx0D

Pour des raisons de bidegré

(de+dg +d2) (FO AK™ (2,6 N A p(2)) = (Dag +da) (F(O) AK" (2,60 A p(2))
= If(ONKT (2,6,X) Ap(2)
(=D FE) A (Dee +da) K7 (2,6, 1) Agp(2)
H(=1PFL () A K™ (2,6,0) A Dp(2)
or d’apres le Lemme 2.12.i
(0.6 +dy) K™ (2,6,2) =0

et donc
/ (d: e+ ) (F(O) A K™ (2,60 A 9(2) =
(2,£,A)€Dx0Dx[0,1]

/ BEE) A K (5,6, 1) A ()
(2,£,A)€eDx0Dx[0,1]

b (—1yrrett / FE) A K™ (2,6 A) A Bip(2)
(2,6£,\)EDx0Dx[0,1]

d’ou la formule 2.13 =
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2.6 Construction du noyau de Henkin-Ramirez H(z,¢)

Cette partie consiste a déterminer le noyau de Henkin — Ramirez dans un domaine
D cc C" strictement pseudo-convexe qui va nous permettre d’utiliser la formule de représentation

intégrale de Cauchy — Fantappié. Nous avons besoin auparavant des notations suivantes :

2.6.1 Notations

Soit D un domaine de C™. On note par C*°(D) I’ensemble des fonctions de classe C*> a valeurs
complexes dans D, et Z&il)l’ensemble des (0, 1)—formes de classe C* dans D telles que of = 0.
Les résultats qui suivent et dont les démonstrations se trouvent dans [8] , sont utiles pour la

suite :

Lemme 2.14 Soient D CC C" un domaine strictement pseudo-conveze, et Uy un voisinage

de D ; alors il existe un opérateur linéaire T - Z5y(Up ) = C=(D) tel que :

5Tf =f dans D, pour tout f € Z(OSJ)(UE)

Lemme 2.15 Soient ) CC C" un ouvert de C", et p une fonction strictement plurisoushar-

monique de classe C*définie dans un voisinage de Q. On pose

Lo Pl
p= gmm Z agjaffjg’“'

gegecn f¢gl=17+=1
et on considére les fonctions aj, € C*(Ug) définies par [8] vérifient :

PpE)| _ B

max |a; — < — L k=1,...n

O Ggoe | e
Soit aussi € > 0 assez petit de telle sorte que :

’p(§)  Pp(z) | _ B
— — L k=1,...,2
S,zeg}\?i(dgg Ox;j0x,  Ox;0xg| — 2n? pour-J. v S

ou xj = x;(§) sont les coordonnées réelles de & = (&1, -+ ,&,) € C* avec &§ = x;(€) +ixj4n(€).

Pour &,z € Q on définit le polynome G(z,€) par :

G(z,) = - [22 Ll =)+ 3 O~ ) - )

Alors pour tout &,z € Q vérifiant | € — 2 |< e, on a (CF.[8]) :

ReG(z,€) > p(&) — p(z) + B¢ — 2
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On peut maintenant énoncer le résultat important suivant :

Théoreme 2.16 Soient D CC C" un domaine strictement pseudo-convexe, et © un voisinage
de OD. Soit p une fonction plurisousharmonique de classe C? définie dans un voisinage de ©

telle que
DNO ={2€0:p(z) <0}

Soient €, 3 et G(z,€) tels que définis dans le lemme 2.15, ot € est choisit assez petit pour que
{z e C"|€ — z| <2} C O, pour chaque £ € 0D

Alors il existe une fonction H(z,€) de classe Ctdéfinie pour tout & dans un voisinage Usp C ©

de OD et z € Up = D UUyp telle que :

(1) H(z,&) est holomorphe en z € Up.
(1) H(z,§) A0V 2 € Up et £ € Ugp avec |€ — z| > ¢.

(¢ii) Il existe une fonction M(z,&) # 0 de classe C* définie pour tous les points

2z € Up,& € Ugp avec |€ — z| < e, et telle que

H(z,8) = G(2,§)M(2,€) pour z € Up,§ € Usp avec |€ — z| < e

2.6.2 La solution de (w(z,£),§ — 2) = H(z,€)

La fonction H étant déterminée dans le théoreme 2.16, on va déterminer une section de Leray

w(z, &) pour D vérifiant

<U)(Z,€>,£ - Z> = H(27£>;

Les résultats intermédiaires suivants établis par Henkin dans [8] sont utiles pour la suite :

Lemme 2.17 Soient D CC C™ un domaine strictement pseudo-conveze, My = {z € C",z = 0},
et Up un voisinage de D. Alors pour toute fonction holomorphe f dans My NUT, il existe une

fonction holomorphe fv dans D telle que
]7: f dans MiND

Lemme 2.18 Soient D CC C" un domaine strictement pseudo-convexe,

M, ={2€Cz1=..=2,=0} 1 < k < n, et Us un voisinage de D. Alors, pour toute
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fonction holomorphe f dans U avec f =0 dans My NUp, il existe des fonctions holomorphes
fi, . fx dans D telles que

k

f(z) = szfj(z) pour tout z € D.

j=1
Si U C C" est un ouvert de C", on notera par Hol(U) l'espace des fonctions holomorphes dans
U, muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de U, et par Holy (U) le
sous-espace des fonctions f € Hol(U) telles que f =0dans Y NU ou Y C C".

On note également Hol*(U) = Hol(U) @ ...® Hol(U) (k fois).

Lemme 2.19 Avec les méme hypothése du lemme 2.18, il existe un opérateur linéaire continu
T; : Holy, (Up) +— Hol(D) tel que pour tout f € Holy, (UD)

k

f(z) = ZZ](T]f)(Z) pour tout z € D

J=1

Théoréme 2.20 (lemme de Oka-Hefer) Soit D CC C" un dommaine strictement pseudo-

convexe, et soit Up un voisinage de D. Alors il existe une application linéaire continue

T; : Hol(Up) +— Hol(D x D) telle que pour tout f € Hol(Up)
(&) = f(2) = Y_(& = 2)(T3/)(2,€) pour tout 2§ € D
j=1

On peut alors énoncer le résultat essentiel de cette partie :

Théoréme 2.21 Soit D CC C" un domaine strictement pseudo-conveze, et soient Usp, Up, H(z, &)
tels que définis dans le théoréeme 2.16. On suppose que Vyp est un voisinage de 0D tel que :

Vap CC Ugp et Vg = Vap U D est strictement pseudo-convexe. Alors il existe une application
linéaire continue T; : Hol(Up) — Hol(Vy x V) telle que Uapplication w = (wy, ..., w,) définie
par :

w;(z,€) = T(H(,§))(2,€),  £€Vop,z€Vp
possede les propriétés suivantes :
(1) (w(z,£),& —z) = H(z,&) pourtout & € Vyp, et z € Vp,
(17) w(z,&) est holomorphe en z € Vg,

(1i1) w(z,&) est une application de Leray pour D.
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La construction explicite de la fonction de Leray pour 'ouvert strictement pseudo-convexe D
permet d’une part, de représenter les fonctions holomorphes dans D connaissant leurs valeurs
au bord, et d’autre part de résoudre I’équation du = f avec une estimation L>(D).

De maniere précise :

Théoréme 2.22 Soit D CC C" un domaine strictement pseudo-conveze & bord de classe C?,
si f est holomorphe dans D, alors :

f(z) = H(z,6)f ()

€€oD

(n— 1! W (w(z,€)) Aw ()
(2im)r < w(z,§),§ —z >
précédemment.

ou H(z,§) = et w(z,§) la fonction de Leray pour D construite

On peut énoncer aussi :

Théoréme 2.23 Soit D CC C" un domaine strictement pseudo-conveze & bord de classe C2, et

soit w(z, &) Uapplication de Leray pour D du théoréme précédent. Alors il existe une constante

C > 0 (finie) telle que :

(i) pour tout forme différentielle continue f dans D
HR}?UDfH%,D <C|fllo.p
(i1) pour tout f (0,q)-forme continue dans D et Of =0 dans D on a
u= (“D)URYpS +Bpf).  g=1 ..
u est une solution de l'équation Ou = f dans D telle que
lulyp < Cllflp  avecue C, (D)

De plus u € C(Ofmfl)(D) pour tout 0 < a < 1, et si f € C¥ dans D (k € N) alors u € Cé“ofqoil)(D)

pour tout 0 < o < 1.

Preuve. C’est une simple application de la formule (CF.[8]) m
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Le Noyau de Szego

3.1 Notations

On considere 'espace C™ muni du produit scalaire hermitien

n
(z]t) =)zt
j=1
et de la norme hermitienne

2 2
[

Sur C", on considere la forme différentielle de type (1,1)

|- 1<
7(2):§Zdzj/\dzj:;dej/\dijrn'
7=1

j=1

L’espace C™ est orienté par la forme différentielle

n!
P(z) =" = ;Hdajj ANd .

j=1
Soit D un domaine borné de C", a bord D de classe C*. On oriente D par 1|, ; le bord 0D
est alors muni de I'orientation compatible avec la formule de Stokes sur D.
On note A(D) l'espace des fonctions continues dans D et holomorphes dans D. Soit A(OD)
I'espace des restrictions a 9D des éléments de A(D). L’application de restriction

A(D) — A(9D)
f— flap

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Si g € A(9D), son extension holomorphe g a D est

donnée par l'intégrale de Bochner-Martinelli

3(z) = /ﬁeaDm,@)g(@, (3.1)

46
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ou Y(z,£) est le noyau de Bochner-Martinelli

_ (TL— 1)!d§1/\.../\d£n/\wé (E_E)
59 = iy € ==

?

avec
n

W@ =2) =) (-1)(E —Z)dE A LA (TE\J. A AdE,

3.2 Espace H? et noyau de Szego

3.2.1 Espace H?

Soit D un domaine borné de C", & bord 9D de classe C*. On note v(§) = (v1(£),...,vn(€)) la
normale extérieure unitaire a D en & € 0D. Le bord 0D est muni de la forme volume do (de
degré 2n — 1) définie par

do=v|yY

(produit intérieur de la forme ¢ et du champ v).

On désigne par L* (0D, d o) l'espace des fonctions de carré intégrable sur D par rapport & d o
et par H? (0D) I'adhérence de A(OD) dans L* (0D, d o) (espace de Hilbert).

Soit Hol(D) I'espace des fonctions holomorphes sur D, muni de la topologie de la convergence

uniforme sur tout compact de D.

Proposition 3.1 L’application g — g définie par (3.1) est une application continue de A(0D),
muni de la topologie induite par celle de I'espace de Hilbert L? (0D, d o), dans l’espace Hol(D).

De la proposition 3.1, on déduit que I'application s’étend en une injection continue de I’espace
de Hilbert H?(0D) dans Hol(D). Soit p cette application et soit H?*(D) son image. On munit
H?(D) de la structure d’espace de Hilbert de H?*(9D) transportée par p. Pour g € H*(9D), la

fonction pg € H?(D) est appelée extension holomorphe de f a D.

Proposition 3.2 Pour tout f € H*(D), l'unique fonction g € H*(OD) telle que pg = f est
déterminée par

= i 2

g = lim f., (3-2)

ou la limite est prise au sens de L*(OD) et f. est définie, pour € suffisamment petit et positif,

par

f&) = f(€—ev(€))  (£€aD).
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L’existence d’une telle limite résulte des propriétés du noyau de Poisson.

La fonction g € H2(0D) définie par (3.2) est appelée valeur au bord (au sens L?) de la fonction
holomorphe f € H?(D); elle est notée f|,;, ou méme simplement f.
L’espace de Hilbert H?(D) est un espace de Hilbert des fonctions holomorphes, car I'injectioin

H?(D) — Hol(D) est continue; son produit scalaire est défini par

(f.9) = apf lap (§) glap (§)do (€)

3.2.2 Noyau de Szego

Soit z € D la fonction d’évaluation en z
Y, : H*(D) — C
définie par
v:(f) =f(z)  (f € HAD))
est une forme linéaire continue. Par le théoréme de représentation de Riesz, il existe k, € H*(D)
tel que pour tout f € H?(D)
Ibz(f) =< f7 /{32 >7

c’est-a-dire

1) = /d E©f€)do (o).

Définition 3.1 Le noyau de Szego est la fonction sur D x D définie par

S(z,{):kz(ﬁ), (Z€D7 SED)

Proposition 3.3 Soit (p;) une base hilbertienne (systéme orthonormé complet) de l’espace

H2(D). Le noyau de Szegé de D est égal a

S(z,€) = Zsoj(zm(i)-

La série du second membre converge absolument et uniformément sur tout compact de D x D.

Pour z € D fizé, cette série converge dans H*(D).

Corollaire 3.1 Le noyau de Szego vérifie

S(z,6) = 5(&, 2).

La fonction (z,€) — S(z,€) est holomorphe sur D x D. Pour & € D, la fonction z — S(z, &)

est holomorphe et appartient a H*(D).
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2
Proposition 3.4 Soit P(z,§) = M (z € D, € 0D).

S(z,2)
Pour tout f € H*(D), on a
f(z) = 8Df(€)P(Z,£)d0'(€)-

Preuve. Soit z € D fixé, et f € A(D) on pose :

U(e) = f(aggjﬁ;’ §coD
Alors U est un élément de H*(9D); (car € € 9D). Pour § = 2
U(z) = f(z)ggz: 3
=
= f(2)
donc
f(z) =U(z)
_ /a  PEOUEdo(E)
~ [ stong S
- /a G ’Ss(fz’, Z))' o)
_ /BD f(&)P(z,€)do(€)

d’ou la proposition. m

3.3 Noyau de Szego de la boule

Comme le noyau de Bergman ; le noyau de Szego ne peut presque jamais étre calculé explicite-
ment. Nous pouvons cependant le calculer pour la boule unité; pour cela on peut prendre les

fonctions {z°} comme une base orthogonale dans H?(0D) (o « est un multi-indice). Posons

o = / [ do(z).
0B

} ot || = /A, done

z
[zl

On obtient la base orthonormale {

yu(04

S0 =3 28

Vo

[0
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Lemme 3.5

Preuve.

D’apres Fubini

et
2 2 2 2
{/ e ™ ] = [/ e ™ ds] {/ et dt}
R R R
= / e_”(52+t2)dt
R2
on pose
s =1 cost, = r sinf
6 € [0,2n], r € [0, 00]
donc
9 o 27 00 )
/ — (s>t >dsdt :/ / e ™ r drdf
R2 o Jo
27 fe’e) )
:/ [/ e_wrdr} df
0 0
27 )
_ / [_1 e] 0
0 —27 0
27 1
o 2
donc
/e‘”Zd:E =1
R
Alors :
/ e‘”'"F”"2 =1 d’ou le Lemme.
RN
]
Soit wy , =o(S¥ ) =0(0By), By={zeRY:|z]<1}

Lemme 3.6

ou I' est la fonction d’Euler.



Chapitre 3. Le Noyau de Szego

51

Preuve. D’apres le Lemme 3.5

o 2 _ 2 _ 2
1:/ el :/e il dxl.../e el dr
RN R R

N

On pose; x; =7r&; et sur la sphere Z &Z=1
i=1

donc

1_/+Oo —7r|r€12d(7,£1)m/6—7r|r§N|2d(r§N)
R

—7'r7’ ‘fll +.. +‘£N‘] N— 1d€1d£N

/ —7rr21 N ldg dSN
/ e ™ PN 1d7"/ dé;..déy
0 SN—1

posons fstl déy..déy = wy |

donc
& 2
1= WN_1/ e ™ Nty
0
1 o 2
= e ™ Nl
Wy_4 0
posons 12 =35 alors: ds=2rdr.
N N dr ds ds
T = S 2 _—= — =—
’ r o 2r2  2s
alors :

donc
00 S\>7lds > s
/ es<—) / eS > 2 W%
0 ™ T 0 S
= (/ e 557 1ds) X2
0
N
=T(5)xm+
donc N
2w 2
T
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Pour B C C", soient
n(k) = / P do(z);  N(k) = / A dV(z), keN
OB B
ou do la mesure de Lebesgue, dV volume de la boule unité
Lemme 3.7

20k k!
(k+n—1)

/B|zl|2k dV(z) = (/aB|Zl|2k da(z)> (/017’2’“7‘2"_1d7“)

1 2%
Im/ag'“' do2)

n(k) =m

Preuve.

Or que n(k) = 2(k + n)N (k)

Solent z = (21,2'); 2 = (22,...,2,) alors:

o LS ) — LS .
Vo= [ v /[/|¢—|' 4V (=)

Dans labouleona: |z 4+ [Z°<1 = |zn| < 4/1—|2[. Donc

N(k) = 2 /| L /0 mr.rzkdr)d\/(z’)

dv (2"

dv (2

2k V-l
e [ Lol
|Z/|<1 2]{: + 2 0

(1 - |y
2m /|Z,|<1 [ 20k + 1)

™

o N 2/2 k+1 Z/
——(kﬂ)/lzldu PV ()

dV (Z)

1
NS
1
T dr
_ . 1 — p2)k+ig2yn—14"
k + 1{")2 3/0 ( ) r
T ds

1
= —w2n3/ (1 —s)Ftsn=t = (s =17
k 0

1 2.5
T

T 2(k+1)

ou B est la fonction Beta, définie par :

B(p,q) = /Olt”‘l(l — )" dt
I'(p)T'(q)

L(p+q)

Won—3 B(n — 1, k + 2)
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Comm _ na:
() GWQn_g—F(n_l) on a :
T I(n—1)I'(k+2) T 20"t T(n — 1D)D(k + 2)
w — =
2k+1) " Tn+k+1) 2k+1)T(n—1) Lk+n+1)
_ m ,n_n—l F(k+2)
(k+1) I'k+n+1)
or que
L(k+2)  (k+1)
L(k+n+1) (k+n)
Donc
T ™ (k+1)!
57 W2n-3 =
2(k+1) (k+1) (k+n)!
o (k1R
(k+1) (k+n)!
k!
~ (k+n)!
Donc
T
Nk = ——— -
(k) 2(k+1)w2n 3
k!
~ (k+n)!
]

Lemme 3.8 Soit 1 = (1,0, ...,0) ; alors

(n—1! 1
27 (1 — 2z

S(z,1) =

ZOL
(B

Preuve. Comme { } est une base pour la boule unité alors :

2% 1«
S = X e T
_ Z 2%l
1251132
A
- kzom

2 L (n—1) ™
_ (n—=1)! 1
o2 (1—z)m
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Lemme 3.9 Soit p wune rotation unitaire dans C"; pour z € B, ( € OB, on a
S(pz. p¢) = S(z,¢)

Preuve. Posons p( = ¢ alors p~'¢ = (. Soit f € H*(B), alors fop '€ H*B) et

/ S(pz ) F(OAVI(C) = / S(p= O f (07O | Ter (O av(0)
- / Sz Of(pOdV(e)  car |Jep (O =1
= Fp ) e = £(2)

Théoreme 3.10 Le noyau de Szego dans la boule de C™ est

(n—1)! 1

S(Z, C) = 2 (1 - ZZ)"

Preuve. Soit z € B un point quelconque. Soit p la rotation unitaire telle que p(z) = 1. Par le

Lemme 3.9

S(z,¢)=S(p'1,()  (p7'=p doncp'l=pl=1)
= 5(1, p¢)
=S(p¢, 1) (propriété de S(z,¢) )
_ (n—1)! 1
(1= (0 1)
_ (n—=1)! 1
T Gy
_ (n—1)! 1
3 (1=



Chapitre 4

Relations entre le noyau de Szego et les

noyaux de Cauchy-Fantappié

Dans ce chapitre on va exprimer le noyau de Szego S en fonction du noyau de Cauchy-Fantappié

E dans un domaine strictement pseudo-convexe D CC C" de C* (Cf.[10]).

4.1 Le noyau H(z,§) = E(z,&)+ C(2,€)

Cette partie consiste a déterminer un noyau H(z,§) pour un domaine D CC C" strictement
pseudo-convexe ; ce noyau se compose de deux parties, E(z,§) la partie dominante de H(z,§)
appelée noyau de Cauchy-Fantappié, et C(z,&) une fonction a expliciter. Nous avons besoin

auparavant des notations suivantes :

4.1.1 Notations

On suppose ici que D CC C" est un domaine strictement pseudo-convexe a bord 0D de classe
C*. On note sa fonction définissante A € C°>°(C™), définie par : A < 0 dans D, A = 0 sur 9D et
A > 0 en dehors de D, vérifiant gradient de A(£) # 0 pour tout £ € 9D et

“~ 02\ _
Y (Ot =clt]f, ¢ecC teC (4.1)
z‘,j:1a§ia€j

ou ¢ > 0 est une constante indépendante de & et de t.

La restriction de la formule 4.1 au plan tangent complexe s’appelle forme de Levi associée au

domaine strictement pseudo-convexe D.

25
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Si ¢ et  sont deux fonctions définies sur C”, on dira que ¢ < ¢ §'il existe une constante k > 0
telle que [c(2)| < k|p(2)| pour tous ces z qui donnent un sens a cette inégalité : on dira que

L= st S et o < Dans la suite, les a, (3, a, et ¢ désignent des constantes positives.

4.1.2 Construction de E(z,¢)

On va construire le noyau de Cauchy-Fantappié F(z,£),z € D, € 0D dans un domaine
D ccC C" strictement pseudo-convexe de C".

Soit E(z,&)doe une forme de Cauchy-Fantappié définie par :

N(z,§)do
E(z&8)=—"2""z€Dete€dD
R TEL
ou dog est la mesure de Lebesgue sur 0D et
n(n—1) " e
N (z,&)doe = (1) 2 (n=D)!2mi) ™" Y (=1 " g;0cq1A...NDegiN... NDegn NdE, A...AdE,
j=1
(4.2)
et
9(2,6) = S (6 — 2)9i(2.€), pour = € C" et £ € DD (4.3)

i=1
ou les fonctions g;(z,&), pour i = 1, ...,n sont construites de la maniere suivante :
Pour & € 0D (fixé), le polynéme de Levi au point £ est donné par la relation :

n

9(2,6) =Y (& — 2)3i(2,€) (4.4)

=1

ol
o)) "0\
og, )+ 2 e,

et A la fonction définissante de D du domaine strictement pseudo-convexe D.

9i(z,€) =2 )z - &), z2€C” (4.5)

De maniere explicite : le polynome de Levi est donné comme suit :

a - 82)\
92,8 => (&— =) [ 8@8@ —fj)]

=1

[22 o, —&)+ Z 8{1853 —&)(z fj)] pour tout £ € 9D, z € C"
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Lemme 4.1 II eziste un nombre réel C' > 0 tel que : Reg(z,€) > C |z — &€ € OD et
z€ D¢ = {zeCmd(z,D) < oz|z—§|2}, avec |z —£| < a.

Preuve. D’apres la formule de Taylor de la fonction définissante A au piont & on a (Cf.[10]) :

A(z) = A€) —Reg(z,§) + Z (2= &) (5 — &) +ollz =&

= 13&35
pour £ € 0D,z € D2, et |z —&| < a ou a et a sont des constantes >0 assez petites pour que
la formule de Taylor soit valide au voisinage de .

Par définition A(§) = 0, pour tout £ € 9D

d’ou

Az ):—Regz£+z

1,7=1

e © (mGIE-T)tol~ &P, ceopzeDy ool <a
par suite,

n

Reg(z,¢) = —I—Z

i,j=1

a&ag ~&)(FG &) rolz—¢€l°, €€dD,zeDg, |2—¢& <a

d’autre part

" 9%\ —
E:%@ZQM%—&Mz—@)>OV—ﬂ2 £eC’, z—¢eC"
i©S;

i,j=1

et comme A(z) < 0 dans D on a
Reg(z,&) > C |z—§]2, E€dD,ze D |z—¢&| <a (4.6)

Donc

Reg(z,§) #0,V§ € dD et z € D ||z —§| <a (4.7)

d’ou le lemme. =

On définit alors les g;(z, &) pour i = 1,...,n par ’homotopie des fonctions :

o ¢(z,&) = (]z — &|) est une fonction d’une variable réelle ayant les propriétés suivantes :

a. Y € C®(D)

b.0<y <1
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, 1
.. w(s) _ 1si s< (5) S0

0sis > sg,

1
avec S = (§> a, et a une constante indépendante de & € dD.

Les fonctions g;(z,&) pour i = 1,....,n, z € D, £ € 9D s’appellent sections de Leray pour D et

vérifient les propriétés suivantes :

Lemme 4.2 On a

n

a. g(z,8) = Z(fz — 21)9i(2,€) est de classe C>® sur D x C".
i—1

b. g(z,&) #0,YV €D, et z€ D ={z€C", d(z,D) < a|z — §|2} ; oll @ est une constante
positive (indépendante de &) .

Preuve.
1. L’assertion a) est immédiate d’apres la construction méme des g; et en tenant compte du
fait que la fonction déffinissante A de D est de classe C*°.

2. En effet; 4.4 et 4.8 génerent :

n n n

D (E=2)gi(2,6) = 6(2,6) > (&=2) Gi(z, O+ = 6(2,6) 1> _(&—2)(§—=2) pour i = 1,...n

=1 =1 i=1

4.9 est déduite des définitions de g(z, &) et g(z,§)

9(2,8) = 6(2,8)7(2, &) + [1 — ¢(2, 9] |€ — 2|*, pour { € ID, et z € C" (4.9)

On va montrer que Reg(z,§) # 0,V £ € D, et 2z € Dg.

d’apres 4.9 on a
Reg(z,&) = Reg(z,&) # 0, pour tout £ € 9D,z € D, et |z —¢| <a (4.10)

c’est-a-dire g(2, &) # 0, pour tout § € 9D, et z € D¢. m
N
D’ou la construction de E(z,§) = Ne) au point £ € 9D, et z € D?.

l9(=2,&)]"

Notons que

Le noyau E(z,€) et les fonctions g;(z, &) sont holomorphes en z si |z — £ < 1so,2 € Dg, car

dans ce cas ¢z, &) = 1, et gi(2,€) = Gi(2,€).
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4.1.3 Construction de C(z,¢)

Soit W5 = {z € C",d(z, D) < 0} un domaine pseudo-convexe, ot § > 0 et soit F'(z,{) une

(0,1) — forme en z € Wy définie par :

_ [0.E(z,§) zeW;nDg
F(Z’g)_{o zeW;— D¢

(car 0,E(z,&) = 0, pour z dans un voisinage de &).

(4.11)

Remarque 4 F(z,&) est une (0,1) forme 0 — fermée en z et (n,n — 1) forme en & i.e

0,F(z,€) =0.

La solution de I’équation

0.C(2,&) = —F(z,¢) dans z € W

est donnée par :
C(2,§) = —P.F(2,§), pour £ € 0D,z € W

ou P, est un opérateur linéaire continu. L’existence d'une telle solution est assurée par le

résultat bien connu suivant etabli par L.O. Hérmander [9] :

Théoreme 4.3 Si W5 un domaine pseudo-conveze, f € L%p’q)(W(;),q > 0 et f satisfait la

condition Of = 0, il existe une forme u € L%Mfl)(Wg) telle que :

ou=f

Choisissons maintenant W C C" de telle sorte que :

D CC W CC Wy et restreignons les valeurs prises par E(z, &) pour z € Df ou Df est un
domaine défini par B < « de telle sorte que D§B ccw ,V & € dD. Ce qui acheve la construction
de C(z,8).

Les résultats qui suivent sont utiles pour la suite :

Théoréeme 4.4 (Uniformité des noyaur par des petites perturbations de D) Soit {

une fonction réelle de classe C *°(0D) et D(€) un domaine borné dans C* a bord
0D(e) = {&(e) € C",{(€) = &+ €elvw(§) avec & € 0D}

ot v(&) est le vecteur normal extérieur a 0D au point € et |¢| < €. Alors, les noyauz E. et C.
sont construits pour D(e) avec H.(z,&(€)) — H(z,&) uniformément en & € 0D,z € Q C C D

quand € — 0 pour tout compact ) de D.
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Preuve. Il suffit de choisir un domaine Wy = {z € C",d(z, D) < 0} ou 0 est un nombre positif,

tel que W soit pseudo-convexe, commun a tous les domaines D(e) C C™ dont le bord est donné
par 0D(e) = {&(e) € C",&(€) = £+ elw(§) avec £ € OD}. Alors P opere sur les formes dans

W et est le méme pour V ¢, |¢| < €, ce qui démontre le théoreme 4.2. =

Lemme 4.5 Pour nimporte quelle forme de Cauchy — Fantappié E(z,£) sur D strictement

pseudo-convexe, on a le résultat suivant :
0.E(2,€) = 0¢E(z,§) ze€DetéedD (4.12)
ol E(z,f) est calculé en fonction de g;(z,€), i =1,...,n et
E(z,f) =0 pour tout (z,€) € D x D tel que 0,g;(2,6) =0, i=1,...n (4.13)

Preuve. En effet,
si E(z,&) la forme de Cauchy— Fantappié de type (n,n—1) en £ définie par : g,(z,£), ..., gn(2, &),
et B(z,€) la forme de Bochner — Martinelli est donnée par : v, = (£, —Z1), ..., Yo = (€, — %)
alors :

E(2,€) = B(2,€) = 0:A(2,¢)
(car E — B est O-fermé et D est strictement pseudo-convexe )
ou A s’écrit en fonction de g; et de 7;, i = 1,...,n (Cf. [8]).

Notons

E(z,€) = 0,A(z, ) (4.14)

ou 5/2 signifie que les v;(z, &) (pas les g;) sont considérées constantes en z. Comme EIZB (2,€) =0,

et EIZE(z,f’) = 0.E(z,€) on obtient :

donc

d’ou le lemme. =
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Lemme 4.6 Pour toute fonction u holomorphe dans D et continue sur D on a :

o(z) = /geaD F(z,)u(€)doe =0, ze€W; (4.15)

Preuve. ¢(z) est une (0, 1) forme de classe C *(Wj) telle que ¢(z) =0 si z € D.
— En effet, F(2,£) = 0.E(z,&) pour tout & € 9D selon le premier cas de la formule 4.11.
On a

¢(2) u(§)dor

| e
£€dD
| 9.ECuEdn,
¢coD

I
Ql

z E(Z7€)U(£)d(7€
€eaD

Ql

Lu(z) =0  (car E est reproduisant, et u est holomorphe)

de plus ¢(z) = 0, pour tout z € D (d’apres le théoreme 4.4 )
— On considére maintenant, z € Wy — D.

Soit d tel que défini dans le domaine W, ou § est choisit assez petit pour que, pour tout

zeWs—D.
i) z € D¢ si ]S—z|2%30,§€8D.

i) I'intersection de la boule B(z) = {£ € C", |¢ — z| < £s0} et OD c’est 'ensemble R(z), et

notons dR(z) son bord.

De la, si £ € R(z), alors F(z,£) = 0 (car E est holomorphe en z), donc on peut appliquer les
deux cas de 4.11, et si £ € 0D — R(z) alors :
d’une part F(z,¢) = 0.E(z,§), et

o(2) = / 0.E(z,&)u(é)dos z€Ws— D. (4.16)
£€OD—R(z)

et d’autre part pour n’importe quelle forme de Cauchy — Fantappié E(z,§), on a le résultat

suivant ( d’apres le Lemme 4.5 )
0.E(z,8) = 0¢E(2,§) (4.17)

Par application du théoreme de Stokes sur le domaine 0D — R(z) a la forme E(z7 &u(€), pour
E€dDet zeWs—D,ona

/feaD—Roz) [ B u00)] = /568[8D—R(z)] B e)ute)
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or que

donc

/ OE(z,6) Au(z) = / E(z,€) A du(€) + / E(z,&)u(€)
£€8D—R(z) £€0D—R(z) £€OR(2)

d’apres 4.12 on a

b(z) = - /é o, PUORE ) /ﬁ oy B

comme 1 est holomorphe, on a
et d’apres 4.13

Donc le lemme est prouvé. m

Théoreme 4.7 [l existe un voisinage W o D, un nombre B > 0 et des fonctions g(z,&),

N(z,8), et C(z,€) de classe C*, pour chaque z € W et & € 0D tels que

g(z,8) #0, £ e oD, zEDf

avec
Df ={zeC" d(z,D) < Bl —z|*}
Notons
N(ng) B
E = — 0D D
R e
et
H(z,6) = E(z,6) +C(2,6)  £€aD,zeDP
Alors

a. siu est une fonction continue sur D et holomorphe dans D, on a la formule suivante :

u(z) = / H(z, &)u(&)doe zeD (4.18)
¢ €D

ot do désigne la mesure de Lebesque sur 0D.
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b. H(z,&) est holomorphe en z € Df pour tout & € OD.
c. pour& € 0D,z € W ona:
n—1)__
N = Pt j9r©)] 1(6) + efz, € (4.19)

ou L(§) est le produit de (n — 1) wvaleurs propres de la forme de Levi 4.1 sur l’espace

tangent complexe de 0D a &, et |VA(E)] est

"L O\ O\ .
VAP = (%)2 + (8_y->2 : § =z +1y;.
j=1 J J

le terme correctif est

(2,8 Sle—€l, zeW, £e€aD (4.20)

d. si& et z € dD alors

19(2,6) = 3(&,2)| S |2 — & (4.21)

Preuve. D’apres la construction de E, les fonctions g(z,&), N(z,€) sont de classe C* pour

z € T/IN/, et § € 0D, avec g(z,§) # 0, pour tout z € Dg.
La continuité de C(z,¢)
La forme F'(z,&) est de type (0,1) en z.

Soit D, l'opérateur différentielle sur 9D. Alors la fonction C(z, &) est différentiable par rapport

azetona

D.C(z,€) = D,(—P.F(2,£)) z€ W;,& € 0D,

et comme l'opérateur P est linéaire alors, on a

D.(—P,F(2,€)) = —P.(D,F(z,£) =€ W;, &€ 0D

donc

D.C(z,€) = —P.(D,F(,€)) , 2 eWs, £€0D (4.22)

De plus la convergence au sens L? sur Ws implique la convergence uniforme sur tout compact

de W par le résultat suivant :
Lemme 4.8 Siv(z) est une fonction lisse dans une boule B = {z € C",|z| < r} alors

) < €, {sup 0] + s

ou C, une constante indépendante de v.
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Donc C(z,€) € C*(W x D).
Preuve de la propriété reproduisante de H
Supposons u holomorphe sur D, et d’apres le théoreme 4.4 u holomorphe dans D.
On a H = F + C avec F le noyau de Cauchy — Fanappié, par une intégration on aura :
HQu©doc= [ B gu@doc+ [ Ceoule)do,
£eoD £edD ¢£edbD
—ue)+ [ CEOu©do., zeD
¢€dD
=u(z) — P/ F(z,8)u(&)doe z€ D
¢€aD
d’apres le lemme 4.6
/ F(z,§)u(é)doe =0, pour tout z e W
¢€dD
donc
H (2, ©)u(€)doe = u(2)

¢€oD
preuve de (c)
On va considérer £ € 0D, et z dans un voisinage de €.
D’apres 4.2

N(z,&)doe = C, Z(—l)j_lgjggl Ao A Ogi Ao NOgn NdE, A ... NdE,
j=1
ou
C, = (=)™ (n — 1)!(2m)™"
donc on peut écrire 4.2 comme suit :
1 n—1 _
N(z,&)doe = (2ﬂ>nG /\kzl(a(;) (4.23)

avec

G= Zgj(z7 £)d§J

et comme z et £ dans le méme voisinage, on a g;(z,&) = g;(z,§)

c’est-a-dire

1)) 9%\
+

o, )+ 2 deoe,

9i(2,6) =2 )z — &)

donc 4.23 devient
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n—1

N(z,€)doe = ———2"0\ /\ (DON)(€) + e(z, ) (4.24)

1
(2mi)"

ot Je(2,€)| S |2 —¢l.
Un calcul direct donne 4.19 .

Finalement, la formule de Taylor prouve 4.21

En effet,
9(2,6) = D (6 — 2)9i(2.6)
i=1
d’apres 4.5
- oA 92\
9(z,8) = ) (& —2) [25-(§) )z — £)
; 652 1 8&65] J J
. 8)\ n 82/\
=9 ; €, ()& — z) + €,0¢; (&) (& Zz)(Zj fg)
posons
8)\ 82>\
o6 Mo 0608, Aij
donc

2926 = D2 MO~ ) + (O — E)(z — &)

=D [N(2) + AG(2)(& — 2) + Mg (2)(E — )] (20— &)+

A~ E)(— &) +

ou

R=0|z—¢|’

Par suite

et comme € € dD, et z € D, ona M) = \(z) =0 et |g(2,&) —G(£,2)] S|z =€)
z€ 0D, £€ 0D dou le théoreme 4.7. m
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4.2 Les Noyaux E(z,€) et E(z,€) — E(€, 2),

Dans cette partie on doit procéder a I’étude de la singularité des noyaux E(z, &) et

E(z,€) — E(£, 2); cette étude s’avere importante pour établir la relation entre le noyau de
Henkin-Ramirez H et le noyau de Szego S.

L’idée principale est d’étudier I'osculation du bord d’un domaine strictement pseudo-convexe
D ccC C™ par la surface de Heisenberg S,,_1.

Considérons la variété (C"* x R) munie des coordonnées ((i, ..., (,1.t) et le groupe noté tra-

ditionnellement H,_; C C* ! x R dont la loi est définie par
()¢ ) =+ t+t'+2Im¢), ¢(eC ' teR
ou
¢ =2 4
=1

H, 1 est appelé ”groupe de Heisenberg” par G.B Folland et E.M.Stein dans [7].

La surface de Heisenberg est définie alors, et toujours selon G.B.Folland et E.M.Stein, par

n—1
Snfl = {(ClaC% "'7Cn717t+7’. T): avee 7T = Z |C]‘2}

j=1

G.B.Folland et E.M.Stein affirme que le groupe
Hoo1 ={(¢,1),(eC | teR}

paramétrise S,,_1

4.2.1 L’osculation du bord 0D et le groupe de Heisenberg.

Soient &1, ..., &, les coordonnées courantes de C*, D C C" un ouvert strictement pseudo-convexe

de C". Considérons un ensemble ouvert "petit” U € 0D contenant un point p de dD.

On peut déterminer (Cf G.B Folland et E.M Stein [7]) en chaque point p € U, un systeme de

coordonnées locales holomorphes noté ©,, d’origine p, ayant les propriétés suivantes :
a. Les coordonnées 0y(&, p), 61(&,p), ..., On—1(&, p) sont de classe C>® en &, p € U, pour |£ — p| < «

et @ > 0 indépendante de p € U. (Il faut choisir a petit pour que g;(§,p) = g:i(§,p) si

1€ — p| < «, avec les g; et les g; sont définies dans le théoreme 12. Le diametre de U < %)

0y est donné par :
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0o(&,p) =1g(&,p), avecpel, et |E—pl<a

ou g est le dénominateur de E(z,¢).

b. Soit ¢ = (C1, G2y s 1) = C(€,p) = (01, .., 05—1). (Co nexiste pas)

et

00 =1t %-i T

avec

7(&§,p) = Reg(§, p)

t(€,p) = —Img(&, p)

I est bien connu (Cf G.B Folland et E.M Stein [7]) que H,_; est muni d’une norme notée

p (¢, t) vérifiant les propriétés suivantes :
pt=1C"+£p>0

plag,a’t) = ap(¢,t),  pour a >0

On a le résultat important suivant :

Lemme 4.9 Le bord 0D a une paramétrisation

=P+ &) (4.25)

out="1(&p), =C&p)E€edD,peUlE—p| <aetle terme correctif E((E,p), (&, p)) de

classe C* en &, p avec

E(¢ < P’

c. Pour tout z € U,§ € U C 9D 'évaluation donne :(voir [7])
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pP(2,6) Sz =€l S p(6)
et
19(2,8)] = [g(&, 2)| = p*(2,€) = p*(§, 2)

l9(=, &) = [9(&, )| < p*(2,€)

Il est bien connu par ailleurs que :

+oosie<(
/ [P(C,)] " dV = toosie=0
p<1

finisie >0

ou dV =dxidy...dx,1dy,—1dt, et § =a; +iy;, j=1,...,n—1.

Maintenant, on va étudier les deux noyaux E(z,&) — E(€, 2) et E(z,€)

Le noyau F(z,¢)

(4.26)

Le noyau de Cauchy-Fantappié F(z,§), z € 0D, et £ € 0D qui a été auparavant défini par :

O |, el

BeO =G or T hmeor

(4.25)

avec |£ — z| < (%) a, et ¢(§) une fonction réelle de classe C*, possede la propriété suivante :

|E(z,8)| ~ [p(z,£)] "

Le résultat d’osculation (lemme 4.9) donne :

9(z,&) =7 —it = (" —it — &(2,€)

oué el (=((z¢),t=t(z7E) et &(z,&) de classe C* vérifiant :

[&1(2,0)| < [p(2,6))

d’apres le théoreme 4.7 et la formule 4.27 on a :

G(6,2) = g(2,8) — & = ¢ — it — &s(2,€)

(4.26)

(4.27)

(4.28)
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1E3(2,€)| S [p(2, )]

Le terme |C ]2 — 1t dans les formules 4.27 et 4.28 est appelé le terme dominant de g noté M ou
M = M(z,6) = [¢(2.€)" — it(z,€) (4.29)

Le noyau K(z,¢) = E(z,€) — E(¢, 2)

Nous allons montrer que le noyau K est de type 1 au sens de G.B Folland et E.M Stein [7]. On

rappelle qu’un noyau de type A est défini comme suit :

Définition 4.1 Soit A un nombre réel positif. Une fonction L (z,€) sur 0D x 0D est dite un

noyau de type X\ si pour tout entier m >0 on a :

ou N = N(m), et le terme d’erreur E,, satisfait :

a. B, € C"(0D x D)

i.e B, est m fois continument différentielle.

b. a;,b; € C*(9D), pouri=1,....,N.

c. L; est de classe C*° sur (0D x OD\D), a support compact dans U N{(z,€) : p(2,&) <1},
et pour p (z,€) suffisament petit, la fonction L;(z,£) est représentée dans les coordonnées
©, par : Li(2,&) = §({(2,£),t(2,£)) ; ot ;(C,t) est homogéne (au sens H ,,_1) de degré
Ai avec Ay = A —2n — 2 — p; et p; un entier positif.

Dans [10] on établit le résultat suivant :
Théoréeme 4.10 K(z,§) est un noyau de type 1.

Preuve. La preuve se fera en deux étapes.
Etape 1 (L’estimation du noyau K)

D’apres la formule 4.27 on a :
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eI~ P*”(ﬁ>]

ou 7 est la fonction d’une variable définie par :

et la relation 4.28 donne

ool <y
satisfait
IS pour s <5 (4.31)
par suite
(2,6 = B(:.8) = Bl6,2) = TG + Tt Tt Tt Ty (4.32)
tel que :

n=wee [ (i)
ecsecafin(5)
- —%@>(ﬁ)

Ty = —M"6(z)y (%)

oil nous avons utilisé le fait que ¢(z) = @(z)

Maintenant, en résulte que K est absolument intégrable car :

K (28 <oz (4.33)

Etape 2 (analyse de 4.32)
La partition de I'unité et le fait que toute fonction f € C*(9D x D), s’écrit
f= E:OLZ ) + u(z,€), o a,b et u sont des fonctions de classe C*, et p est nulle pour

un ordre supérieur a N sur la diagonale A montrent qu’il suffit de vérifier 4.30 pour le noyau

K(z,&€a(2)b(§) ou b e C(U),a € C*(U), et a(z) =0si |z — & > % pour chaque z € U.

Les cinq termes dans 4.32 sont traités de la méme maniére ; alors on traite 75 = M ~"¢(€)~y ( ]\/1[>

a titre d’exemple.

Pour un ordre J = J(m) on développe 7 (s) au point s =0

() -Se () ()

ou R (s) est nul pour un ordre grand que J au point s = 0, avec C; sont des constantes.
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En développant T3 on obtient :

T3 = M™"¢(§)

s (i) +n(3)
ZJ: C;M" 8 + MR (%)]

Jj=1

= ¢(&)

Pour J assez grand le terme M "R (%) € C>® (0D x 0D) car

classe C* (0D x 0D); de plus ce terme est inclus dans E,,.

&
M' < p, avec € et M sont de

Donc le probleme se réduit a 1’étude du terme
M8 avec j fixé (4.34)

par coordonnées normales ©,

I

E(2,6) = _bi(§)pi(¢,t) + R(=,€) (4.35)

i=1
ou p; un polynéme homogene de degré i (au sens de H,,_1) et b; € C*.
Le reste R(z, &) est nul pour un ordre grand (supérieur) au point z = &, et la formule 4.34

devient

I
M8 (2,6) = 3 M7, (€) (G, 1) + M IR(z,6)
i=1

Pour I = I(m,j) assez grand, le terme M "7 R(z,£) est inclus dans lerreur E,,; les p; ayant
des coefficients b; non nul pour i > 2j + 1 car |£7 | < p¥ ou p; cités dans la formule 4.35.
On doit prendre @ > 35 = 25 + 7 > 25 + 1; donc M homogene de degré 2 d’ou il en résulte
M= p;(¢,t) est homogene de degré > 2n — 25 +2j + 1 =2n + 1.

Donc T3 est de type 1.

L’opérateur K associé au noyau K (z,¢)

On définit 'opérateur K par la relation

Ku(z) = /geaD [E(z,f) — EB(¢, z)} w()doe, z€0D

On dit que K est un opérateur de type 1 associé au noyau de type 1 (d’apres [7])
L’opérateur K jouit des propriétés suivantes, et dont les démonstrations se trouvent dans G.B

Folland et E.M Stein [7]
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Théoreme 4.11 K est un opérateur borné de LP dans LP,1 < p < oo.

Théoreme 4.12 K est un opérateur borné de Sy dans S,k € N 1<p<oo ot

k+17
S (D) ={ue L (D) :Va,|a| < k,Jv, € LP (D) ,v, = 0*u} lespace de Sobolev .

Théoreme 4.13 Si Ku =wv et u € I'g, alors v € I'g11,0 < B < o0 ou I'g désigne l'espace de

Lipschitz.

Siue LP,p>2nalorsvels, f=1-2n/p.
En particulier, K est une application de classe C>*(9D) dans C>*(9D).

L’opérateur E. associé au noyau F(z,¢)

On définit 'opérateur E. par :

Ecu(z) = / E(z,§u(f)doe, ze€ 0D
£€0D, |g(z,£)|>€

E. est un opérateur singulier associé au noyau singulier E(z, &) d’apres [7]

Les théoremes qui suivent donnent les propriétés de E..

Théoreme 4.14 Pour tout p, 1 < p < oo lopérateurs E. est uniformément borné dans LPet
converge fortement dans LP si e — 0 (c’est-a-dire E.u est de Cauchy dans LP pour tout

u € LP). Lopérateur de limite E : LP — LPest borné.

Preuve. On considere la fonction v € LP,1 < p < oo alors :

Eou(z) = /E  B{aQug)dne, €D

ol E.(z,€) est défini par le lemme 15.8 [7] comme suit :

{Es(zaf) = E(Zaf) si p(/Z?f) > €
E.(2,§) =0 si non

donc E.(z, &) est une fonction bornée a support compact, et d’apres le lemme 15.5 [7] Popérateur
E. est de Cauchy dans LP;1 < p < oc.

Il reste a montrer que 'opérateur E, est borné dans LP uniformément en €; pour 1 < p < 00,
pour cela p = 2 le lemme 15.6 [7] montre que Popérateur E, est uniformément borné dans L?
i.e pour p = 2, et les lemmes 15.8 [7] et 15.9 [7] donnent : 'opérateur E.u est borné pour toute

fonction u € LPsil <p < 2.



Chapitre 4. Relations entre le noyau de Szego et les noyaux de Cauchy-Fantappié 73

Maintenant, on considere la fonction adjointe de la fonction E définie par :

E*(2,€) = E(&, 2)
E* est un noyau singulier, son opérateur associé

Elu(z) = lim E*(z,§)u(&)doe, z€ 0D

=0 JecoD
est borné dans LP,1 < p < 2 uniformément en ¢
mais
| ®w e = [ ) Eg) e
z€0D z€0D
et d’apres l'inégalité de Holder . est un opérateur borné dans L, pour 2 < p < o0,

d’ou le lemme. =

Théoréme 4.15 E est un opérateur borné de Sy, dans St et deT's dansTy ,1 <p < oo,k € N*

,0 < 6 < o0.

En particulier, E est une application de classe C>(0D) dans C>*(9D).
Lemme 4.16 La convergence uniforme en p € 0D donne

1
a(p,€) = / E(p,§)doe — 5
€€OD, [g(€,p)|>e

Preuve. La formule dans le lemme 4.16 devient :

1
B(p,¢) = lim E(p+vd,&)doe — -
0=0 Jeeon, [g(e.p)l<e 0 2
. . : 1 .
ou 0 > 0 et v la normale intérieure de D au point p telle que : |v| = —\V/\( )|, et A la fonction
p

définissante de D.

Soit z = p + vd; d’apres le théoreme 4.7 (¢, (d et le lemme d’osculation on a :
9(2,8) =G(&,p) +6+E=THit +6+E=|CP +it+I+E

et comme

9(z,8) = [¢*+it+ &

alors : on peut remplacer 'ensemble {£ € 9D, |g(&,p)| < €} par {C;T = |§|2 , ||§|2 + z't| < 5};

. e oo ; 2
donc la fonction définissante A sera définie dans les nouvelles coordonnées |(|” — 7.
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et comme le numérateur de E est

(n—1!_
N(z8) = Sl AL () + (2, 6)

on a
—1)! —n
B(p,e) = limWTH/ [P+t +6] "av +¢&
=0 - m |I¢[2+it| <e

La fonction ((,t) — (\/5(,(515) donne :

- 1! —n
limB(p, €) = uz”*2 lim [[CPP +at+1] "av
0 ™ B=oo Jliepvit|<r
et d’apres [15] on a :
—1)! -n 1
Q F=o0 J| (¢ +it|<r 2

d’ou le lemme. m

Les lemmes qui suivent sont utiles pour la suite :

Lemme 4.17 Soient p € U C 9D, et les boules
Bi(p,e) ={£ € OD,p*(&,p) < ¢}

Bs(p,€) = {§ € 0D, p*(p,€)
By(p,e) ={£ € 0D, [g(§,p)| < €}
Bu(p,e) ={£ € 0D, |g(p,€)| < e}

alors on a, pour tout i, j

<€}

(
(

b,

lir% (|E&, p)| +|E®,§)|)doe — 0 uniformément en p € 0D (4.36)
e Bi(p7€)_Bj(p7€)

Lemme 4.18 Soient B;(§,€) les boules du lemme 4.17, 1 = 1,2,3,4, pour tout i,j on a

Deu(z) = / |E(z,&)| u(§)dog z € 0D (4.37)
£€B;(z,6)—Bj(z€)

alors D, est borné dans LP;1 < p < oo et sa norme ||D.|| est un opérateur de LP dans LP tel

que || D.|]| — 0 si e — 0.

Remarque 5 On aura le méme résultat si on remplace g(z,€&) par g, 2), p(z,€) ou p(§, z).
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4.3 Le projecteur de Szego S et le projecteur H

Dans cette partie on va écrire la formule du projecteur H associé au noyau H = E + C, et la
formule S associé au noyau S, et on va exprimer S en fonction de H .
On sait que la fonction C(z,¢) € C®°(D x dD), et la singularité de H(z,§) est exactement la

méme que celle de F(z,§) au point z = &.

4.3.1 Le projecteur de Szego S

Soit D un domaine borné de C" a bord de classe C*. Le projecteur de Szego est par définition
le projecteur orthogonal S de L*(0D, do) sur H*(9D). On cherche ici & montrer que S est, en

un certain sens, associé a un noyau .S. Donc

S: L*(dD,do) — H*(OD) (4.38)

olt H?(OD) est un sous espace fermé de L*(9D), c’est I'ensemble des fonctions u € L*(0D, do)

tel qu’il existe une fonction holomorphe U (nécessairement unique) dans D vérifiant :

U(é+ ev(€)) — u(§) dans L*(D, do¢), € € 0D (4.39)

e—0

ou v(§) est la normale intérieure unitaire & D au point €. Dans la suite
Nous identifierons souvent v € H*(dD) avec son extension unique V. (4.40)

Le noyau de Szegd S(z,€),z € D, £ € D est caractérisé par :

— quelque soit z € D

S(&,2) € H*(OD) (4.41)
— pour tout u € L*(0D,d o)
Su(z) = / S(z,&)u(§)doe zeD (4.42)
¢edD

— de plus S est orthogonal c¢’est-a-dire

S*=§ (4.43)
et

S(z,6) = S(&, 2) &z€D (4.44)
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4.3.2 Le projecteur H

Pour tout u € L*(0D, do) la fonction

p(z) = con H(z, &)u(&)doe zeD (4.45)

est holomorphe dans D car H(z,&) est holomorphe en z.

L’existence du projecteur H est donné par le théoreme suivant :

Théoréme 4.19

a) Il existe une fonction unique Hu € H*(OD) telle que p(E+ev(€)) — Hu(€) dans L*(0D, do)
st € — 0.
b) L’application H : L?(0D,do) — H2(OD) est un opérateur linéaire borné dans la norme
L*(0D,do), et H*=H.
c) Siu € C®(AD) alors Hu € C*(D).
d) H a une représentation intégrable singuliére
Hu(z) = %u(z) + vp. H(z, &)u(&)doe (4.46)
¢eap
o vp. (la valeur principale de Cauchy) signifie lalim._o H.u au sens de la norme L*(9D, do)
et
Heu(z) = / H(z, &)u(&)doe z € 0D (4.47)
£€0D,[g(&:2)|>e

Remarque 6 L’ezistence de la limite de Hou quand € — 0 est assurée par le théoreme 4.14

Preuve.
Premier cas :
e Supposons que u € C*(0D), d’apres 4.45 on a la fonction holomorphe

wu(z) = H(z, &)u(&)doe zeD
¢edD

donc 4 a une extension continue p & D dont la restriction sur le bord 0D est

w(z) =u(z) + H(z,&) (u(€) —u(z)) dog z € 0D (4.48)

£€oD

qui est déduite de la propriété reproduisante de H, et par application de la formule 4.45 a la

variable z 4+ dv(z) avec 0 tend vers zéro. Donc (a) est vérifié en prenant Hu = p sur 0D.
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Appliquons le lemme 4.16 sur la formule 4.48, on obtient :

1
Hu(z) = u(z) = =u(z) 4 lim H(z, &)u(é)doe , z € 0D
2 <=0 Jecon Jg(.2)|>e

avec la limite uniforme en & € 9D, donc (d) est prouvé si u € C*.

Par le théoreme 4.15 on déduit que la fonction Hu € C*°(9D), de plus Hu est harmonique dans
D selon 4.40, ce qui montre que Hu € C>°(D). Donc (c) est prouvé.

Deuxieme cas :

On généralise les résultats du théoréme 4.19 pour tout u € L?(0D), en utilisant le fait que
'espace C*(9D) soit dense dans L?(0D). En effet

e Siue L*(0D,do) et u; € C*(ID), alors uj; — u dans L*(0D,do), ot Hu; est une suite de

Cauchy dans L?*(0D, do) ; notons Hu sa limite, et d’apres le lemme suivant :

Lemme 4.20 Si h est harmonique dans un domaine lisse D et continue dans D alors :

Il1h (& + ev(€))]| < C||h|| ot C est une constante indépendante de h et €.

Dot ||u(€ + ev(§))]] < C ||u|| pour tout u € L*(0D), sachant que H(z,£) € C®(Q x dD) et Q
un compact de D, et par I'inégalité triangulaire (a) est vérifié.
De la propriété reproduisante de H et, si v € H*(OD) et V son extension holomorphe, on a
v(z) =V(z2) = H(z,&)v(€)doe zeD
€€dD
Le théoreme 4.4 donne Hv = v et H? = H, d’ott (b) est vérifié.
Finalement (d) est vérifié car dans la formule 4.46, les opérateurs sont bornés dans L?(9D, do),

car ce sont de classe C>*°(0D). m

4.3.3 L’opérateur adjoint H*

Pour donner la formule reliant le noyau H et le noyau de Szego S, on doit passer par I'opérateur
adjoint H* associé au noyau H.

Notons que :

A(z,€) = H(E, 2) — H(z,€) £,2€0D,E+ 2 (4.49)
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donc
A(z,f) = E(f, Z) + 6(5, 2) - E(Za g) - 0(275)
= B(&,2)— E(z,8) +C(£,2) — C(z,6)
= -K(2,6) +C(& 2) - C(2,6)

E(&,2) — B(2,6) = —K(2,€) et C(2,£) € C®(0D x dD).

Par suite, comme |K(z,€)| < [p(z,€)]>"" on a

/ |A(2z,€)|doe <71 avec vy, constante indépendante de z € 9D (4.50)
¢eaD

et
/ |A(z,€)| do, <~vs avec 7y, constante indépendante de £ € 9D (4.51)
z€0D

Lemme 4.21 Pour tout u € L*(0D), on définit 'opérateur T par :
[eu(z) = / H (&, 2)u(é)doe z € 0D (4.52)
£€0D,|g(z,€)|>€

Alors Teu(z) converge dans L? vers une fonction Tu , et T': uw — Tu est un opérateur borné
dans L*.

Siu € C®(0D) alors T'cu converge uniformément.

Preuve. D’apres le lemme 4.17 et comme A(z,£) définit un opérateur borné dans L? (cf.[7]),
en remplacant H par H dans la formule 4.47, le lemme sera prouvé. m

H* est 'opérateur adjoint de H (espace hilbertien) défini par :
(Hu, v) = (u, H*v) pour tout u,v € L*(0D, do)
Comme H est un opérateur borné de L?(0D,do) — L*(0D,do) H* T'est aussi.

Théoréeme 4.22 L’opérateur H* est défini dans L*(0D, do) par :

H*=H+ A (4.53)
ou
Au(z) = A(z,&)u(€)doe z € 0D (4.54)
¢eaD
et pour tout u € L*(0D, do)
Hu(z) = %u(z) vop [ H(zOul)do -eaD (4.55)

€€dD
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Preuve. Premier cas :
Siu, v eC®(0D) alors
(Heu,v) = (u, ') (4.56)

avec HY = I'. par suite,

On fait tendre € vers zéro, on obtient :

(Hu, v) = <u %U> + (u, Tv) (4.57)

et comme (Hu,v) = (u, H*v) on a :

(u, H0) = <u %U> + (u,T)

d’ou 4.55 valable pour u € C*(9D).
Deuxiéme cas :
Si u € L*(0D,do), les opérateurs H* H, A et ' sont bornés et comme C>®(0D) = L*(dD) le

théoreme est prouvé. m

Remarque 7 L’opérateur H est borné, en effet :
pour u € C>*(0D),Hu € C>*(0D) (d’aprés le théoréme 4.19).
Et pour tout

M) = (Blu, H)
= (u, H"Hu)
= (u, (H + A) Hu) < Jlul| ([|ECu| + [[A[][|Ewl) = lufl [Hu] 1+ Al

et par suite H est un opérateur borné dans L?, avec la norme |[H|| < 1+ ||A|| et I’espace C*(OD)

dense dans L?(0D).

4.3.4 Formule intégrale reliant S et H

L’idée centrale introduite par N. Kerzman est de pouvoir retrouver le projecteur orthogonal S
a partir du projecteur oblique H (qui est connu explicitement). Comme S et H coincident avec

I'application identique sur H?(0D), on a en effet
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SH = H (4.58)

HS =S (4.59)

Prenons les adjoints dans la premiere et la seconde égalité. Comme S*= S, on trouve

H*S = H* (4.60)

SH*= S (4.61)

Soustrayons maintenant la premiere égalité et introduisons l'opérateur A = H*—H

Il vient

SA = SH*—SH =S — H (4.62)

soit encore

S(1-A)=H (4.63)

ot 1 est Uopérateur identité sur L?(0D, do).
Lemme 4.23 A : L?(0D) — L*(OD) est un opérateur compact et 1 — A est bijectif.

Preuve. D’apres le théoréme 4.12 A est un opérateur borné de L?*(0D) dans S} C LQ%7 avec
l'inclusion est borné dans I’espace de Sobolev usuel LZ% (voir [7]). Le lemme de Rellich montre
que A est un opérateur compact, de plus la décomposition spectrale de 1'opérateur compact
auto-adjoint ¢A montre que 1 — A est injectif, et d’apres le théoreme (Alternative de Fredholm)

1 — A est bijectif, ce qui prouve le lemme. =

Le lemme montre qu’on peut calculer S a partir de H par la formule
S=H(1-A)" (4.64)
D’autre part, l'itération de 4.62 donne

S = H 4 HA + HA?+... +HA"4-SAF! (4.65)



Chapitre 4. Relations entre le noyau de Szego et les noyaux de Cauchy-Fantappié 81

Prenons les adjoints dans 1’égalété 4.65. Comme H*=H + A, A*= —A, et S*=S, on trouve
S=(H+A) — AH+ A) + A>(H + A)+..+ (1) A*H + A) + (—1)"'AMIS  (4.66)
Le reste Ry, = SAF*!dans la relation 4.65 est le méme que celui dans 4.66 et
S:5;— S gqeN (4.67)

est un opérateur borné (on prend k = p et on applique les théoremes 4.11 et 4.12), et comme

4 .72 2 . .
A est un opérateur compact alors, le reste Ry : L® —— Sj | est un opérateur borné.
Maintenant, on peut résumer la relation entre S et H dans le théoreme suivant :

Théoreme 4.24 Pour D C C" un domaine strictement pseudo-convexe, le projecteur de

Szeqo S et le projecteur H associé au noyau H = E + C sont reliés par :

S=H(1-A)" (4.68)
et
S=H+ ) HA (4.69)
j=1
ou le reste

Rey1 =S —H— ) HA

j=1
est un opérateur borné de L*(0D, do) dans C**) (D) avec a(k) — 0o si k — oo et A est un

opérateur compact dans L*(0D, do) défini par :
Au(z) = / [ﬁ(f, z) — H(z,ﬁ)] u(§)doy z € 0D
¢€oD
En fonction des noyaux explicites E(z,&) et K(z,&) = E(z,€) — E(€, 2)

S=E+ i E(-K)’ (4.70)

Preuve. Ona R, : L? — S,irl C espace de Sobolev L%k+1)/2 c ™), des opérateurs bornés.
En effet, comme H = E 4+ C' et C' un opérateur associé au noyau C(z,&) € C*(0D x 0D),
( idem pour A et —K ) donc I'expression 4.70 résulte de 4.69. m
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4.3.5 Formule reliant les noyaux S et H

On veut obtenir le noyau de Szegd S(z,&) a partir de la projection S :

Lemme 4.25 Soit p(z,£) ,z € D, £ € D le noyau de Poisson, pour n’importe quel domaine
D cc C" lisse on a :
S(z,€) = Sp(z,§) z€D (4.71)

ou S en fonction de &, et p est une fonction a valeurs réelles.

Preuve. Si u € H?(0D), alors u est harmonique et

u(z) =/ p(z, §u(§)doe = (u(.),p(z,.)) = (u(.),Sp(z,.)), z€D
¢€aD

Mais,

Par 'unicité

Corollaire 4.1 Pour chaque z € D, D un domaine strictement pseudo-conveze, le noyau

S(z,€) est de classe C* en & .

Preuve. Comme

avec

p(z,.) € C*(0D)

et
S:C*(0D) — C>(0D)

et d’apres 4.67, qu C Lz, le corollaire est prouvé. m

D’ou le résultat essentiel suivant :
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Théoréme 4.26 Soient D CC C" un domaine strictement pseudo-conveze, F(z,§), z € D,
¢ € 0D le noyau explicite associé a D, et K(z,6) = E(z,&)— E(&, 2) pour tout €,z € 0D et
& # z, alors : le noyau de Szego de D au point a € 0D, z € D est donné par :

S(z,a) = E(z,a) +

J

(_1>jEOK(j)(Zv Cl) + Rk+1 (27 (l)

k
=1

o

Riyi(z,a) € C*®(D) en z, pour chaque a € 0D

et a(k) — oo si k — 0

et
FoK9) (2, q) = / / Be ) K (b, ta) K (5 1,4V K (£, a)do(t1)..dor(t;)
t1€0D  Jt;eaD

Preuve. K est absolument intégrable d’apres 4.50 et 4.51. Le théoreme de Fubini montre que
l'intégral en ¢s, ..., t; est une fonction dans L' par rapport a t;, et EyKUY)(z,a) de classe C* en

z € D. Soit ¢.(§) € C*(ID) une approximation d’une fonction ¢ sur 9D au point a, telle que :

[o=1620

d’apres le corollaire 4.1 on a

S(z,a) =lm [ S(z,a)p.(§)doe = 113(1) Sée(2) (4.72)

e—0

et

Lemme 4.27
(Ag)(€) — A(&,a) dans L' (OD), sie — 0

Donc finalement,
si k = k(a) est grand, alors SA*™ ¢, converge dans C**'(9D) vers une fonction R = SA*(A(€, a))
de classe C*™! (en utilisant la relation 4.67, le lemme précédent, et les théoremes 4.11, 4.12,

donc R est harmonique dans D (holomorphe), et R € C%(D), de plus 4.72 , 4.65 donnent
k
S(z,a) = H(z,a) + Y HyAY)(z,a) + R(2)
j=1
En remplagant H(z,a) par E(z,a) + C(z,a), et A(t;ts) par —K (t1,t2) + C(t1,t2) — C(t1,t2) et

on vas entrer le terme C dans le reste R. m
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Preuve du lemme 4.27. On a

(Ado)(€) — A€, a)] < / A1) — A(E, )| (1) do

par suite

1(A60)(€) — A€, )| oy < / o(t)be(t)dor

0= [ 1460 - A& o)l do

mais ¢(t) est continue en t et ¢(a) = 0, d’ou : |[(Ade)(§) — a)|l < [o(t)¢e(t)dor = 0 ie
que : (Ad) (&) — A(&,a) .

avec
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