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Introduction
Pendant les deux dernières décennies, une classe d�équations d�évolutions non linéaires,

connue sous le nom d�équations d�évolution, est devenue d�intérêt croissant pour les physi-
ciens théoriciens ([18, 17]). Elles sont largement répandues comme modèles pour décrire
des phénomènes physiques complexes dans divers domaines des sciences. De telles équa-
tions ont une solution particulière, qui prend une forme localement perturbée, connue
sous le nom de soliton. Les solitons ont des applications dans des secteurs divers de la
physique comprenant la dynamique des �uides, le ferromagnétisme, la quantum optique,
et les dislocations en cristal. La solution des équations d�évolution est importante pour
modéliser le comportement de soliton. Employant fréquemment la méthode "inverse scat-
tering transform", l�application de cette méthode (IST) sur des équations di¢ ciles, n�est
pas trivial en analyse. La propriété de Painlevé, est un indicateur puissant pour dire si
une équation est résoluble par cette méthode.
Dans l�histoire de l�analyse de Painlevé il y a eu deux grandes écoles principales. L�école

de Painlevé ([16].[15]), Fuchs, Poincaré, Chazy ([14]) et Bureau ([13]) intéressée à dé�nir
des nouvelles classes de fonctions transcendantes uniformes, solutions générales des EDO
dans le plan complexe. Le problème est posé ainsi ([12], p.59) :
"Déterminer toutes les équations di¤érentielles algébriques du premier ordre, puis du

second ordre, puis du troisième ordre, etc, dont l�intégrale générale est uniforme."
D�autre part, l�école de Hoyer ([11]) et Kowalevskaya ([10],[9]), était intéressée par le

rapport entre l�intégrabilité complète des systèmes mécaniques classiques (dans le sens de
Liouville) et les solutions méromorphes.
L�intérêt courant pour la propriété de Painlevé provient de l�observation d�Ablowitz et

Segur ([1]), que les réductions des EDP de type soliton ( Une EDP non linéaire est dite
de classe IST si n�importe quelle solution non triviale de cette EDP peut être trouvée en
résolvant une équation intégrale linéaire de forme Gelfand-Levitan-Marchenko), donnent
des EDO dont les singularités mobiles sont seulement des pôles. Ils ont essayé de voir la
possibilité d�obtenir certaines équations intégrales linéaires par la méthode IST. Ceci les
ramène à leur conjecture célèbre ([2].[3]) (ARS) ([8]) : «Toutes les EDO obtenues à partir
d�une EDP complètement intégrable par réduction de symétrie possèdent la propriété de
Painlevé "; ils ont signi�é par cette conjecture que chaque solution devrait être méro-
morphe. En suivant la technique de Kowalevskaya, en représentant le pôle sous la forme
d�une série de Laurent, ils ont présenté un algorithme (essentiellement équivalent à celui de
Kowalevskaya [54.55] et Gambier ([4]-411) connu sous le nom de «test de Painlevé» , pour
donner des conditions nécessaires pour qu�une ED soit de type Painlevé. Plus tard Weiss,
Tabor et Carnevale ([6]) (WTC) ont prolongé cet algorithme pour mani-puler directement
les EDP non linéaires. Deux modi�cations peuvent être employées pour simpli�er les
calculs laborieux impliqués : la première ([5]), si on est seulement intéressé à examiner
l�équation, la seconde ([7]), si on s�intéresse à extraire toutes les informations possibles à
partir du test de WTC (procédé y compris de troncation).
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Chapitre 1

Rappels et Dé�nitions
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1 Rappels et Dé�nitions

1.1 Introduction

Les singularités sont les points qui déterminent la limitation du domaine de la validité
des développements de Taylor, ainsi leurs études sont obligatoires. Il y a une di¤érence
profonde entre les singularités des solutions des équations di¤érentielles selon que ces
équations sont linéaires ou non linéaires. Dans le cas linéaire, la solution générale (SG)
n�a aucune autre singularité que celles des coe¢ cients de l�équation (voir [20]), et donc
elles ne dépendent pas des conditions initiales. Elles sont appelées, points singuliers �xes.
Par contre, dans le cas non linéaire, d�autres singularités peuvent surgir; ces singularités
dépendent des constantes d�intégrations, et donc dépendent des conditions initiales. Elles
sont appelées point singuliers mobiles.

1.1.1 Point singulier

Dé�nition 1 Un point z0 est dit point singulier isolé pour une fonction f dé�nie sur un
ouvert de C ou de la sphère de Riemann, s�il existe un disque � de centre z0 tel que la
fonction soit analytique dans �� fz0g:

Dans ce cas : 8 z 2 �� fz0g; f(z) =
n=1X
n=�1

an(z � z0)n:

Remarque 2 Il existe des points singuliers non isolés.

Exemple 3 La fonction f(z) = 1
sin( 1

z
)
; dont le dénominateur s�annulle pour tous les points

de l�axe réel d�abscisse xn = 1
n�
; n entier.

Quand n tend vers l�in�ni, ces points s�accumulent vers z0 = 0; qui est alors un point
singulier non isolé

1.1.2 Fonction uniforme

Si à chaque valeur de z correspond une valeur unique de w, nous dirons que w = f(z) est
une fonction uniforme de z; ou que f(z) est uniforme.

Exemple 4 w = f(z) = z2 est une fonction uniforme de z:

1.1.3 Fonction Multiforme

Si à chaque valeur de z correspondent plusieurs valeurs de w, nous dirons que w = f(z)
est une fonction multiforme de z.
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Exemple 5 w = f(z) =
p
z � a est une "fonction" multiforme car à chaque valeur de z;

correspondent deux valeurs de w:
En e¤et, pour z� a = r � exp(i�); on a w1 =

p
jrj � exp( i�

2
); pour z� a = r � exp(i(�+2�))

on a w2 = �
p
jrj �exp( i�

2
) = �w1: Dans ce cas on dit que w = f(z) a deux déterminations

ou branchements.

1.1.4 Point critique

Un point critique d�une application de la sphère de Riemann sur elle-même est un point
singulier, qui est isolé ou non, autour duquel on a au moins deux déterminations qui se
permutent. Ces points critiques sont aussi appelés points de branchements ou points de
rami�cation et se répartissent en deux catégories: algébriques et non algébriques.

Remarque 6 Au voisinages des points de branchement, les applications ne peuvent pas
être uniformes.

1.1.5 Point critique algébrique

Dé�nition 7 z0 est dit point algébrique de f(z); si f peut se mettre au voisinage de z0
sous la forme :

f(z) = a0 + a1(z � z0)1=n + a2(z � z0)2=n + a3(z � z0)3=n + :::+ am(z � z0)m=n + :::

ou bien

f(z) =
a�l

(z � z0)l=n
+

a�l+1
(z � z0)(l�1)=n

+:::+
a�1

(z � z0)1=n
+a0+a1(z�z0)1=n+:::+am(z�z0)m=n+:::

avec (n; l) 2 N� � N:

1.1.6 Point critique non algébrique (logarithmique ou essentiel)

Dé�nition 8 Un point z0 est dit point singulier non algébrique de la fonction multiforme
f(z), si f(z) ne peut être considérée comme solution d�une équation algébrique. Il y a deux
types de points critiques non algébriques : transcendant et essentiel.

� Point transcendant, si limz!z0f(z) existe (qu�elle soit �nie ou non)

� Point essentiel, si limz!z0f(z) n�existe pas.

Exemple 9 1. z0 = c1 est un point de branchement logarithmique de la fonction

f(z) = ln(z � c1) + c2:

Point de branchement car:

w(z) = ln(z � c1) + c2
= ln jz � c1j+ i arg(z � c1) + c2;
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après avoir contourné c1; w(z) devient

w(z) = ln jz � c1j+ i[arg(z � c1) + 2�] + c2
= ln jz � c1j+ i arg(z � c1) + c2 + 2�i
= ln(z � c1) + c2 + 2�i:

Logarithmique car limz�!c1 f(z) =1.
2. f(z) = ln(z)
z0 = 0 est un point de branchement logarithmique car limz�!0 f(z) =1.
3. f(z) = exp(1=z)
z0 = 0 est un point singulier essentiel car limz�!0 f(z) n�existe pas.
4. f(z) = sin(log(z � 1))
z0 = 1 est un point singulier essentiel car limz�!1 f(z) n�existe pas.
5. f(z) = log(z)

z
; z0 = 0 est un point de branchement logarithmique car, limz�!0 f(z) = 0

1.1.7 Uniformisation-coupures

Pour une application multiforme donnée f(z), il existe une méthode classique pour l�uniformiser.
Le problème vient du fait que, lorsque z décrit une courbe entourant le point de branche-
ment de f(z) la fonction change de valeur. Si nous utilisons le plan complexe privé d�un
certain nombre de demi droites ou segments issus des points critiques, nous évitons de
contourner ces points donc f(z) reprend la même valeur lorsque z revient au point de
départ. Comme ça nous dirons qu�on a uniformisé f(z). Ces demi droites ou segments
sont appelées coupures.

1.1.8 Point singulier �xe et point singulier mobile

point singulier �xe

Dé�nition 10 Un point est dit point singulier �xe d�une équation di¤érentielle, s�il est
un point singulier de sa solution, et ne dépend pas des constantes d�intégration.

Exemple

1. Les points singuliers d�une EDO linéaire, sont �xes, et les zéros de leurs solutions
générales dépendent des constantes d�intégration, c�est pour cette raison qu�ils sont
appelés des zéros mobiles (voir [19])

2. L�équation di¤érentielle:
z � w0(z) + w(z) = 0 (1)

dont l�intégrale générale est :
w(z) =

c

z

admet un pôle simple �xe, qui est z0 = 0
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Point singulier mobile

Dé�nition 11 Un point est dit point singulier mobile d�une équation di¤érentielle s�il
est un point singulier de sa solution, et dépend des constantes d�intégration (voir [19]),
autrement dit s�il change de position chaque fois qu�on change de condition initiale.

Exemple 12 L�équation de Riccati:

w0(z) + w2(z) = 0 (2)

dont l�intégrale générale est :

w(z) =
1

(z � c)
admet z0 = c comme pôle simple mobile, car z0 dépend de la constante d�intégration c:

Remarque :
1- Les seuls points algébriques non critiques sont les pôles.
2- L�absence de certains types de singularités (par exemple points de branchements

mobiles), est un indicateur fort pour dire si l�équation est complètement intégrable.
Théorème I (Cauchy, Picard). On considère une EDO d�ordre N , donnée sous la

forme canonique:
duN

dxN
= K[x; u; u(1); :::; u(N�1)]

Soit (x0; u0) un point dans C�CN , u0 = (u10; u20; :::; uN0 ). Si K est holomorphe par rapport
à ses variables en v1 = (x0; u0) alors :
� il existe une solution u qui véri�e les conditions initiales:

u(x0) = u
1
0; u

0(x0) = u
2
0; :::; u

(N�1)(x0) = u
N
0

� elle est unique,
� elle est holomorphe dans un domaine qui contient x0.

Lemma 13 ( de Poincaré, Mécanique céleste [27]). On considère une EDO d�ordre N ,
qui dépend d�un petit paramètre complexe "; donnée sous la forme canonique:

duN

dxN
= K[x; u; u(1); :::; u(N�1); "]; x 2 C; u 2 C; u(1) 2 C; :::; u(N�1) 2 C; " 2 C (3)

soit (x0; u0; 0) 2 C�CN �C; u0 = (u10; u20; :::; uN0 ). Si K est holomorphe par rapport à ses
variables en (x0; u0; "); alors la solution du problème de Cauchy

u(x0) = u
1
0; u

0(x0) = u
2
0; :::; u

(n�1)(x0) = u
n
0 ;

existe. Elle est unique et holomorphe dans un domaine qui contient x0.
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On se donne une équation di¤érentielle :

E � E[x; u; "] = duN

dxN
= K[x; "; u; u; :::; u(N�1)]; x 2 C; u 2 C; " 2 C (4)

cherchons sa solution sous la forme :

u =

+1X
n=0

"nu(n) (5)

après avoir injecté (5) dans (4) on trouve :

E =

+1X
n=0

"nE(n)

Théorème II (Poincaré 1890) Avec les mêmes hypothèses que le lemme précédent, si
la solution générale de (4) est à valeur uniforme par rapport à ses variables en (x0; u0; ");
à l�exception peut-être en " = 0, alors :
� la solution générale est également à valeur uniforme en " = 0
� chaque u(n) est à valeur uniforme.
Preuve : ([29])

1. Ce théorème demeure valide si on remplace «à valeur uniforme» (version de Painlevé)
par «périodique» (version de Poincaré) ou «qui n�a pas de point critique mobile»
(version de Bureau).

2. Les deux théorèmes (I,II)s�appliquent seulement aux EDO écrites sous la forme
canonique de Cauchy.
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Chapitre 2

Résonance Positive dans le Test de Painlevé
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2 Résonance Positive

2.1 INTRODUCTION

Le test de Painlevé est une technique bien connue dans les branches de l�analyse mathéma-
tique non linéaire. Cette technique indique une interdépendance profonde entre l�intégrabilité
d�EDP par la méthode IST et l�intégrabilité de certaines réductions aux équations ordi-
naires.
Une ED est dite de type Painlevé si les seules singularités mobiles qui peuvent exister

dans les solutions de cette ED, sont des pôles non critiques.

2.2 Présentation du Test de Painlevé

On va décrire un algorithme qui nous permet de dire, si une EDO non linéaire (ou un
système d�EDO) admet des points de branchements mobiles. La présentation peut être
simpli�ée, si on considère les deux suppositions suivantes :

1. Le système d�EDO d�ordre n a la forme :

dwj
dz

= Fj(z;w1; w2; :::; wn); j = 1; :::n; (6)

avec chaque Fj analytique en z et rationnelle en ses autres arguments.
Un cas important est l�EDO d�ordre n qui a la forme :

dnw

dzn
= F (z;w;w(1); :::; w(n�1)); (7)

avec F analytique en z et rationnelle en ses autres arguments.

2. Au voisinage du point singulier mobile z0; la fonction solution est équivalent.à :

wj � �j � (z � z0)pj ; quand z �! z0 (8)

Remarque :
a) Cela n�exclue pas les points de branchements logarithmiques.
b) Une EDO sans point de branchement mobile, pourrait admettre des points singuliers

essentiels mobiles. Et donc cette méthode n�identi�e pas les points singuliers essentiels,
alors elle nous fournit des conditions nécessaires pour que l�EDO soit de type Painlevé.
c) La raison pour laquelle une singularité essentielle mobile crée des di¢ cultés est

l�inexistence de méthodes pour exprimer des conditions pour qu�elle soit non critique (voir
[19]).
d) Ces conditions fournies ne sont pas su¢ santes pour dire que l�EDO est de type

Painlevé, et donc il faut voir avec la solution de l�EDO.
Dans ce travail on s�intéresse à étudier les EDO non linéaires, en supposant que la

fonction devienne in�nie aux points singuliers.
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2.3 Présentation de l�algorithme

L�algorithme est réparti en trois parties
1i�ere étape

Partie dominante:
On cherche la solution de (7) sous la forme

w � �(z � z0)p avec : Re(p) < 0, z0 arbitraire: (9)

On injecte (9) dans (7), pour certaines valeurs de p; au moins deux termes se simpli�ent
entre eux, et le reste va disparaître en faisant tendre z vers z0: Alors pour chacun de ces
choix possibles de p; les termes qui se simpli�ent s�appellent les termes dominants (ils ont
la plus petite puissance), et l�équation formée par ces termes à partir de l�EDO s�appelle
l�équation simpli�ée.
En général, l�équation simpli�ée d�une EDO non linéaire qui véri�ée (7), peut se mettre
sous la forme:

a0(z) � w(n) +
X

1��pj�n;j2N

aj(z)w
(n+pj)wj (10)

+
X

0�k<1�n
p
;s 6=�kp;k2N; p�n�kp

p�n+s 2N

[
n�1X
s=0

bs;k(z)(w
(n�s))

p�n�kp
p�n+s � wk]

+
X

0<k<n
2
+p;(k;n+2p�k)2N2

bk(z) � ww(k)w(n+2p�k)

+
X
CD3

bk2k3(z) � ww(k2)w(k3)w(n+3p�k2�k3)

+
X
CD4

bk2;k3;k4(z) � ww(k2)w(k3)w(k4)w(n+4p�k2�k3�k4) +

...

+
X
CDt

bk2;k3;:::;kt(z) � ww(k2)w(k3)w(k4):::w(kt)w(n+tp�k2�k3�k4�:::�kt)

= 0;

avec:
CD3 : 0 � k2 � k3 � n+ 3p� k2 � k3

(k2; k3; n+ 3p� k2 � k3) 2 N3

(k2; k3; n+ 3p� k2 � k3) 6= (k2; k2; k2)

6= (0; k3; k3)

6= (0; 0; n+ 3p)
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CD4 : 0 � k2 � k3 � k4 � n+ 4p� k2 � k3 � k4

(k2; k3; k4; n+ 4p� k2 � k3 � k4) 2 N4

(k2; k3; k4; n+ 4p� k2 � k3 � k4) 6= (k2; k2; k2; k2)

6= (0; k3; k3; k3)

6= (0; 0; k4; k4)

6= (0; 0; 0; n+ 4p)

CDt : 0 � k2 � k3 � k4 � ::: � kt � n+ tp� k2 � k3 � k4:::� kt

(k2; k3; k4; :::; kt; n+ tp� k2 � k3 � k4:::� kt) 2 Nt

6= (k2; k2; :::; k2)

6= (0; k3; :::; k3)

6= (0; 0; k4; :::; k4)
...

6= (0; 0; :::; 0; kt�1; kt�1)

6= (0; 0; :::; n+ tp)

Avec : n 2 N�, [(n+ pj) 2 N, j 2 N�; 1 � j � �n
p
:]

p�n�pk
p�n+s 2 N

� � f1g; (n� s) 2 N�; s 2 N; [k 2 N; 0 � k < 1� n
p
]

Remarque (*): On peut toujours réduire au même dénominateur, pour avoir les
puissances en w positives.
Justi�cation de l�équation simpli�ée
On a pris :

1. p�n�kp
p�n+s 6= 0 =) k 6= 1� n

p
; sinon (si k = (1� n

p
) 2 N)

(w(n�s))
p�n�kp
p�n+s wk = w1�

n
p ;

qu�on peut avoir à partir de w(n+pj)wj en posant n+ pj = 0:

2. p�n�kp
p�n+s 6= 1 =) s 6= �kp; sinon (w(n�s))

p�n�kp
p�n+s wk = w(n�s)wk, qu�on peut avoir à

partir de w(n+pj)wj en posant n+ pj = n� s, donc j = �s
p
= kp

p
= k:

3. On a: (n � s) > 0 et p < 0; donc : p � (n � s) < 0, comme p�n�kp
p�n+s 2 N =)

p�n�kp < 0 alors : p�n < kp =) 0 � k < 1� n
p
(k � 0 d�aprés la remarque (*)).

4. n� s > 0; =) s � n� 1; sinon n� s = 0 =) n = s;

donc (w(n�s))
p�n�kp
p�n+s �wk = w1�

n
p , qu�on peut avoir à partir de w(n+pj)wj en posant n+

pj = 0:

5. On ne peut pas avoir : (s; k) = (0; 0); sinon on va avoir : (w(n�s))
p�n�kp
p�n+s wk = w(n),

donc il y a un terme déjà existant qui se répéte:
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6. On ne peut pas avoir s = �kp; sinon on va avoir : (w(n�s))
p�n�kp
p�n+s wk = w(n�s)wk,

donc il y a un terme déjà existant qui se répéte:

Après avoir trouvé la valeur de p; on la remplace dans l�équation qui nous a permis
de déterminer cette valeur, on trouve une équation dont l�inconnue est �; de cette façon
on détermine le couple (p; �); ou bien on prend (9) on l�injecte dans (10) et on trouve la
forme suivante :

� �R � (z � z0)p�n = 0
avec :

R = a0(z)p(p� 1):::(p� n+ 1)
+

X
1�j��n

p

aj(z)�
jfp(p� 1):::(p� n� pj + 1)g

+
X

0�k<1�n
p
;s 6=�kp

[
n�1X
s=0

bs;k(z)� �(
p�n�kp
p�n+s +k�1)f[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]

p�n�kp
p�n+s g

+
X

0<k<n
2
+p;(k;n+2p�k)2N2

bk(z)�
2fp(p� 1):::(p� k + 1)p(p� 1):::(p� n� 2p+ k + 1)g

+
X
CD3

bk2;k3(z)�
3fp(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1)

�p(p� 1):::(p� n� 3p+ k2 + k3 + 1)g+
...

+
X
CDt

bk2;k3;:::;kt(z)�
tfp(p� 1):::(p� k2 + 1)� p(p� 1):::(p� k3 + 1)� :::

�p(p� 1):::(p� kt + 1)p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)g

Cette dernière relation nous permet de déterminer �:

Notation 14 On note

l�équation simpli�ée : ES

les termes dominants: TD

Remarque 15 D�aprés le théoreme de Painlevé, pour qu�une équation soit à point critique
�xe il est nécessaire que son équation simpli�ée soit à point critique �xe.

Dans la suite, on étudie l�équation simpli�ée pour avoir des conditions nécessaires pour
la stabilité de l�équation (pour que l�ED soit de type Painlevé).
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Exemple 16 Soit l�équation di¤érentielle non linéaire suivante:

w(3) + ww(2) � 2w3 + �w2 + �w = 0 (11)

Cherchons la partie dominante (ça consiste à chercher le � et le p). En injectant (9)
dans (11), on trouve:

�p3(z � z0)p�3 � 3�p2(z � z0)p�3 + 2�p(z � z0)p�3 (12)

+�2(z � z0)2p�2[p2 � p]� 2�3(z � z0)3p + ��2(z � z0)2p + ��(z � z0)p

= 0

en divisant (12) par (z � z0)p�3 on trouve :

�p3 � 3�p2 + 2�p+ �2(p2 � p)(z � z0)p+1 (13)

�2�3(z � z0)2p+3 + ��2(z � z0)p+3 + ��(z � z0)3

= 0:

Si on prend p+ 1 = 0 =) p = �1 dans (13), et on fait tendre z ! z0 on trouve :

2�(�� 3) = 0

qui a pour solution � = 0; � = 3: Si on prend � = 0 on va avoir w = 0; ce n�est pas
intéressant (ça n�aboutit à rien), donc on évite � = 0; ainsi on prend � = 3: Dans ce cas :

w � 3(z � z0)�1;

les TD sont ceux qui ont les plus petites puissances dans l�équation (12) (avec p = �1) :
w(3); ww(2); l�ES est :

w(3) + ww(2) = 0:

Si on prend 2p+ 3 = 0 =) p = �2
3
dans (13), on ne peut pas faire tendre z ! z0; car on

a une puissance négative en (z � z0); ainsi on ne peut pas prendre p = �2
3
:

Si on prend p+ 3 = 0 =) p = �3 dans (13), on ne peut pas faire tendre z ! z0 car on a
une puissance négative en (z � z0); ainsi on ne peut pas prendre p = �3:
Si on divise (12) par (z � z0)2p�2 on aboutit au même résultat trouvé.ci dessus c à d :

w � 3(z � z0)�1

Si on divise (12) par (z � z0)3p on trouve :

�p3(z � z0)�2p�3 � 3�p2(z � z0)�2p�3 + 2�p(z � z0)�2p�3 (14)

+�2(z � z0)�p�2[p2 � p]� 2�3 + ��2(z � z0)�p + ��(z � z0)�2p

= 0

Si on prend �2p�3 = 0 =) p = �3
2
dans (14), et on fait tendre z ! z0 on trouve l�in�ni,

donc la valeur de p = �3
2
est rejetée, car on ne peut pas déterminer �:

Si on prend �p� 2 = 0 =) p = �2 dans (14), et on fait tendre z ! z0; on trouve :

2�2(3� �) = 0:
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qui a pour solution : � = 0; 3; la valeur 0 est rejetée car ça donne w = 0, donc il reste
� = 3; ainsi :

w � 3(z � z0)�2;
les TD sont : ww(2); 2w3; l�ES est :

ww(2) � 2w3 = 0:

On ne peut pas prendre p = 0; car par hypothèse on a Re(p) < 0:
Si on divise (12) par (z � z0)2p on trouve :

�p3(z � z0)�p�3 � 3�p2(z � z0)�p�3 + 2�p(z � z0)�p�3 (15)

+�2(z � z0)�2[p2 � p]� 2�3(z � z0)p + ��2 + ��(z � z0)�p

= 0:

Si on prend �p� 3 = 0 =) p = �3 dans (15), et on fait tendre z ! z0 on trouve l�in�ni,
(� 6= 0); donc la valeur p = �3 est rejetée, car on ne peut pas déterminer �:
Si on divise (12) par (z � z0)p on trouve :

�p3(z � z0)�3 � 3�p2(z � z0)�3 + 2�p(z � z0)�3 + �2(z � z0)p�2[p2 � p]
�2�3(z � z0)2p + ��2(z � z0)p + ��

= 0;

dans ce cas on ne peut pas prendre p � 2 = 0; car on aura p = 2; qui est rejetée par
hypothèse. Idem pour p = 0:

Exemple 17 Soit l�équation di¤érentielle non linéaire suivante:

w(3) + aww(2) + b(w(1))2 + cw4 + dww(1) + ew3 + fw2 + gw = 0 (16)

Cherchons la partie dominante (ça consiste à chercher le � et le p). Injectons (9)
dans (16) les puissances de (z � z0) trouvées sont respectivement : p � 3; 2p � 2; 2p �
2; 4p; 2p� 1; 3p; 2p; p::

Si : p� 3 = 2p� 2 = 4p =) p = �1
Si : p� 3 = 2p� 1 =) p = �2
Si : 2p� 2 = 3p =) p = �2

Si : 4p = 2p� 1 =) p = �1
2

Si : 2p� 1 = 3p =) p = 1

Si : 2p� 1 = p =) p = 1 (rejet�ee)

Si on injecte (9) dans (16) avec p = �1, les puissances qu�on va trouver sont respective-
ment : �4;�4;�4;�4;�3;�3;�2;�1: Dans ce cas, on peut prendre p = �1; les termes
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dominants sont ceux qui correspondent à la puissance �4: (pour p = �1) c à d : les 4
premiers termes de l�EDO, l�équation simpli�ée est :

w(3) + aww(2) + b(w(1))2 + cw4 = 0: (17)

Cherchons le � qui correspond a p = �1, il su¢ t de remplacer p par sa valeur (p = �1)
dans (17), on trouve :

� �R � (z � z0)�4 = 0
avec :

R = �6 + (2a+ b)�+ c�3 = 0; (18)

alors � est solution de (18):
Si on injecte (9) dans (16) avec p = �2; les puissances qu�on va trouver sont respective-
ment :�5;�6;�6;�8;�5;�6;�4;�2. On remarque que la plus petite puissance est �8,
il n�existe qu�un seul terme qui a cette puissance, donc on ne peut pas la prendre.
Si on injecte (9) dans (16) avec p = �1

2
; les puissances qu�on va trouver sont respective-

ment : �7
2
;�3;�3;�2;�2; �3

2
;�1; �1

2
: La plus petite puissance est �7

2
; il n�existe qu�un

seul terme qui a cette puissance, donc on ne peut pas la prendre, �nalement le seul choix
possible de p; est p = �1:

Exemple 18 Soit l�équation di¤érentielle non linéaire suivante:

w(2) =
2w(w(1))2

(w2 � 1)

ou bien:
w(2)(w2 � 1)� 2w(w(1))2 = 0; (w2 � 1) 6= 0 (19)

Cherchons la partie dominante: Injectons (9) dans (19) on trouve :

��3p2(z � z0)3p�2 � �p2(z � z0)p�2 � �3p(z � z0)3p�2 + �p(z � z0)p�2 = 0 (20)

les puissances de (z � z0) sont respectivement : 3p� 2; p� 2; 3p� 2; p� 2 :

si on prend : 3p� 2 = p� 2 =) p = 0 (rejetée).

divisons (20) par (z � z0)3p�2 on trouve :

��3p2 � �p2(z � z0)�2p � �3p+ �p(z � z0)�2p = 0

quand on fait tendre z �! z0 on trouve :

��3p(p+ 1) = 0; (21)

qui a pour solutions : � = 0; p = 0; p = �1. Les deux premières valeurs sont rejetées, car
pour � = 0 on aura w = 0 ce n�est pas intéressant, pour la valeur p = 0 on ne peut pas la
prendre car on a par hypothèse Re(p) < 0:
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Donc on prend p = �1, on remplace cette valeur dans (21) on trouve 0 = 0, on deduit
donc que � est arbitraire, les termes dominants sont :

w(2)w2; 2w(w(1))2;

l�équation simpli�ée qui lui correspond est :

w(2)w2 � 2w(w(1))2 = 0

Si on divise (20) par (z � z0)p�2 on trouve :

��3p2(z � z0)2p � �p2 � �3p(z � z0)2p + �p = 0;

on ne peut pas faire tendre z �! z0; car la puissance de (z � z0) est négative, donc on a
qu�un seul choix de p (trouvé ultérieurement); p = �1:
On peut avoir plusieurs choix de p. Si un de ces choix possibles n�est pas entier, et si (9)
est asymptotique au voisinage de z0; alors ce dernier représente le comportement dominant
d�un point de branchement mobile algébrique d�ordre p: L�existence d�un tel point signi�e
que l�EDO n�est pas de type Painlevé.
Pour prouver que (9) est asymptotique, on dé�nit une nouvelle variable

v = w
1
p (22)

et on réécrit l�EDO en fonction de v. Par construction v disparaît en z0, et v0 est �nie.
On doit montrer à partir de l�EDO que v(z) est analytique en z0; :ensuite il vient de (22)
que w a un point de branchement mobile d�ordre p en z0:

Exemple 19 Soit l�équation di¤érentielle non linéaire suivante:

w(2) + 10w4 = 0 (23)

Cherchons la partie dominante : Injectons (9) dans (23) on trouve :

p(�p2 � �p)(z � z0)p�2 + 10�4(z � z0)4p = 0;

si on pose :
p� 2 = 4p

On trouve :p = �2
3
:

Puisque p n�est pas entier, cherchons si (9) est asymptotique au voisinage de z0:
On fait le changement de variable suivant :

v(z) = w
1
p (z) = w�

3
2 (z) (24)

On écrit (23) en fonction de (24) on trouve :

(v(1))2 � 3
5
v(2)v + (3)2 = 0; (25)
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il y a une solution analytique pour (25) au voisinage de z0 si :

v(z0) = 0; v
(1)(z0) = �3i; v(2)(z0) est �nie,

donc v est analytique au voisinage de z0; alors (9) est asymptotique au voisinage de ce
point, d�aprés (24) l�EDO a un point de branchement mobile d�ordre �2

3
; ainsi l�EDO n�est

pas de type Painlevé.

Remarque 20 Pour montrer qu�on a une solution analytique au voisinage d�un point, il
su¢ t de montrer que les dérivées existent et sont bornées dans ce voisinage.

La donnée d�une EDO qui a un point de branchement, une simple transformation peut
la rendre de type Painlevé.

Exemple 21 Soit l�équation di¤érentielle non linéaire suivante:

ww(2) =
5

2
(w(1))2 (26)

Cherchons la partie dominante :En injectant (9) dans (26), on trouve :

�3
2
�2p2(z � z0)2p�2 � �2p(z � z0)2p�2 = 0

=) �2p(z � z0)2p�2(�
3

2
p� 1) = 0

=) �2p(�3
2
p� 1)(z � z0)2p�2 = 0

=) � = 0; p = 0; p = �2
3

On prend : p = �2
3
(on ne peut pas prendre les autres valeurs car pour � = 0; on aura

w = 0; pour p = 0; on a une contradiction avec l�hypothèse Re(p) < 0; donc on prend :
p = �2

3
et � est arbitraire). Ainsi :

w = �(z � z0)�
2
3 (27)

p n�est pas entier, cherchons si w est asymptotique au voisinage de z0. Pour cela on procède
au changement de variable suivant :
On pose :

v = w�
3
2 (28)

On écrit (26) en fonction de (28), on trouve :

10
9
[v(1)(z)]2

v
8
3 (z)

� 2
3
v(2)(z)

v
5
3 (z)

v
2
3 (z)

� 10
9

[v(1)(z)]2

v
10
3 (z)

= 0

�2
3

v(2)(z)

v
7
3 (z)

= 0

v(2)(z) = 0
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donc on aura une équation linéaire, ce qui implique qu�on n�a pas de point singulier mobile,
donc l�EDO est de type Painlevé.

Remarque 22 Si tous les cas possibles de p sont entiers, alors (9) peut représenter le
premier terme d�une série de Laurent, dé�nie dans un voisinage pointé du pôle mobile z0;
dans ce cas, la solution de (7) est de la forme:

w(z) = (z � z0)p
1X
i=0

ci(z � z0)i; 0 < jz � z0j < R: (29)

Ici z0 est une constante arbitraire. Si (n � 1) des coe¢ cients fcjg sont aussi arbitraires,
alors ils constituent les constants d�intégrations de l�EDO, et (29) est la solution générale
de l�EDO dans un voisinage pointé de z0: Les puissances i pour lesquelles les coe¢ cients
ci sont arbitraires s�appellent les résonances.
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2i�eme étape

Introduction
Pour chaque (p; �) trouvé à l�étape 1, après avoir obtenu l�équation simpli�ée, qui

ne contient que les termes dominants de l�équation initiale, on cherche dans cette étape
les résonances qui correspondent aux puissances i; pour lesquelles les coe¢ cients ci sont
arbitraires dans la solution générale de l�ED.
Cherchons la résonance:
Soit :

w(z) = (z � z0)p
1X
i=0

ci(z � z0)i; 0 < jz � z0j < R: (30)

la solution générale de l�équation simpli�ée. Si on injecte (30) dans l�ES, et on cherche
le coe¢ cient de (z � z0)p+m�n, on peut l�écrire sous la forme :

Q(m) � cm(z0) +Hm(z0; �; c1; c2; :::; cm�1):

Ce dernier doit être nul pour chaque m � 0 (ça ressemble à la méthode de Frobenius
pour la résolution des problèmes linéaires aux voisinages des points singuliers réguliers);
alors les indices m pour lesquels les coe¢ cients cm(z) sont arbitraires, se déterminent en
annulant le polynôme Q(m), et dans ce cas le terme Hm(z0; �; c1; c2; :::; cm�1) s�annule
aussi, les racines de Q(m) sont appelées les résonances.
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La forme générale de Hm est donnée par la formule suivante :

Hm =
X

1��pj�n

X
CD10

aj(z)cm�s(z)(p+m� s):::(p+m� s� n� pj + 1)�

Cj�lj :(ck(z))
j�l l!

l1!l2!:::ll!
:(cs1(z))

l1(cs2(z))
l2(cs3(z))

l3 :::(csl(z))
ll

+
X

0�k<1�n
p
;

s 6=�kp;k2N

X
CD20

bs;k(z)C
h�u
h [cl(z)(p+ l)(p+ l � 1):::(p+ l � n+ s+ 1)]h�u �

u!

l01!l
0
2!:::l

0
u!
[cs01(z)(p+ s

0
1):::(p+ s

0
1 � n+ s+ 1)]l

0
1 [cs02(z)(p+ s

0
2):::(p+ s

0
2 � n+ s+ 1)]l

0
2 �

:::[cs0u(z)(p+ s
0
u):::(p+ s

0
u � n+ s+ 1)]l

0
u :�

Ck�ek [cb(z)]
k�e e!

l001 !l
00
2 !:::l

00
e !
:[cs001 (z)]

l001 [cs002 (z)]
l002 :::[cs00e (z)]

l00e

+
X

0<k<n
2
+p;

(k;n+2p�k)2N2

bk(z)
X
CD2�

�i:ci1(z)ci2(z)(p+ i2):(p+ i2 � 1):::(p+ i2 � k + 1)�

ci3(z)(p+ i3):::(p+ i3 � n� 2p+ k + 1)

+
tX
j=3

X
CDj

bk2:::kj(z)
X
CDj�

�ici1(z)ci2(z)(p+ i2):::(p+ i2 � k2 + 1)�

:::ciq(z)(p+ iq):::(p+ iq � kq + 1):::cij(z0)(p+ ij):::(p+ ij � kj + 1)
cij+1(z)(p+ ij+1):::(p+ ij+1 � n� jp+ k2 + k3 + :::+ kj + 1)
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avec :

CD10 :

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

m� s 2 Z+; j � l 2 Z+; fl; s; s1; s2; :::; sl; l1; :::; llg � Z+
l1s1 + l2s2 + :::+ llsl = s+ k(l � j)
l1 + l2 + :::+ ll = l
(m� s; k; l) 6= (0; 0; 1);car (m� s; k; l) = (0; 0; 1) on le trouve dans Q(m)
s 6= 0;car s = 0 on la trouve dans Q(m)
si s = 0 alors: l1s1 + l2s2 + :::+ llsl = k(l � j) qui à lieu si elle est nulle
(car l1s1 + l2s2 + :::+ llsl � 0 et k(l � j) � 0)
ce qui exige que si = 0 8i 2 f1; ::; lg ^ (l � j) = 0; on ne peut pas avoir k = 0;
d�aprés la formule du Binôme

CD20 :

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

fp�n�kp
p�n+s = h; (h� u); u; e; l

0
1; l

0
2; :::; l

0
u; s

0
1; s

0
2; :::; s

0
u; l

00
1 ; l

00
2 ; :::; l

00
e ; s

00
1; s

00
2; :::; s

00
eg � Z+

l01 + l
0
2 + :::+ l

0
u = u;

l001 + l
00
2 + :::l

00
e = e;

(s01l
0
1 + s

0
2l
0
2 + :::+ s

0
ul
0
u) + (s

00
1l
00
1 + s

00
2l
00
2 + :::+ s

00
e l
00
e ) = m� l(h� u)� b(k � e)

(l; u; b; e) 6= (0; 0; 0; 0) car (l; u; b; e) = (0; 0; 0; 0) ça correspond
au coe¢ cient de (z � z0)p�n et pas au coe¢ cient de (z � z0)p+m�n
(l; u; b; e) =2 f(0; 1; 0; 0); (0; 0; 0; 1)g car (l; u; b; e) 2 f(0; 1; 0; 0),(0; 0; 0; 1)g
on les trouve dans Q(m)

CD2� :

8>>>>>><>>>>>>:

fi1; i2; i3g � Z+
i1 + i2 + i3 = m
(i1; i2; i3) 6= (0; 0; 0) car (i1; i2; i3) = (0; 0; 0) ça correspond au coe¢ cient
de (z � z0)p�n et pas au coe¢ cient de (z � z0)p+m�n
(i1; i2; i3) =2 f(m; 0; 0); (0;m; 0); (0; 0;m)gcar on les trouve dansQ(m)
i est le nombre des iq qui sont nuls, q 2 f1; 2; 3g; 0 � i � 1

...

CDj� :

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

fi1; i2; :::; ij; ij+1g � Z+
i1 + i2 + :::+ ij + ij+1 = m
(i1; i2; :::; ij+1) 6= (0; 0; :::; 0); car (i1; i2; :::; ij+1) = (0; 0; :::; 0) ça correspond
au coe¢ cient de (z � z0)p�n et pas au coe¢ cient de (z � z0)p+m�n
(i1; i2; :::; ij+1) =2 f(m; 0; :::; 0); (0;m; :::; 0); (0; 0;m; :::; 0); :::; (0; :::;m; 0); (0; :::; 0;m)gcar
on les trouve dans Q(m)
i est le nombre des iq qui sont nuls, q 2 f1; ::; j + 1g; 0 � i � j � 1

et :
La forme générale de Q(m) est donnée par la formule suivante
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Q(m) = a0(z)(p+m)(p+m� 1):::(p+m� n+ 1)
+

X
� 1
p
�1�:j��n

p

aj(z)�
jfp(p� 1):::(p� n� pj + 1)(j)

+(p+m)(p+m� 1):::(p+m� n� pj + 1)g

+
X

0�k<1�n
p
;s 6=�kp

n�1X
s=0

bs;k(z)(�)
p�n�kp
p�n+s +k�1f[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]

p�n�kp
p�n+s (k)

+
p� n� kp
p� n+ s [p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]

p�n�kp
p�n+s �1 �

(p+m)(p+m� 1):::(p+m� n+ s+ 1)g
+

X
CD2=0<k<

n
2
+p;(k;n+2p�k)2N2

bk(z)�
2fp(p� 1):::(p� k + 1)p(p� 1):::(p� n� 2p+ k + 1)

+p(p� 1):::(p� k + 1):(p+m)(p+m� 1):::(p+m� n� 2p+ k + 1)
+(p+m)(p+m� 1):::(p+m� k + 1)p(p� 1):::(p� n� 2p+ k + 1)g:
+
X
CD3

bk2k3(z)�
3fp(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1)

(p+m)(p+m� 1):::(p+m� n� 3p+ k2 + k3 + 1)
+p(p� 1):::(p� k2 + 1)(p+m)(p+m� 1):::(p+m� k3 + 1)
�p(p� 1):::(p� n� 3p+ k2 + k3 + 1)
+(p+m)(p+m� 1):::(p+m� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1)
�p(p� 1)::(p� n� 3p+ k2 + k3 + 1)
+p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1)p(p� 1):::(p� n� 3p+ k2 + k3 + 1)g+
...

+
X
CDt

bk2;k3;:::;kt(z)�
tfp(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::�

p(p� 1):::(p� kt + 1)(p+m)(p+m� 1):::(p+m� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)
+p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::p(p� 1):::(p� kt�1 + 1)� :
(p+m)(p+m� 1):::(p+m� kt + 1)p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)
+p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::p(p� 1):::(p� kt�2 + 1)�
(p+m)(p+m� 1):::(p+m� kt�1 + 1)p(p� 1):::(p� kt + 1):�
p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1) + :::
+(p+m)(p+m� 1):::(p+m� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::p(p� 1):::�
(p� kt + 1):p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)
+p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::p(p� 1):::(p� kt + 1)p(p� 1):::�
(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)g
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Dans cette partie du test au lieu d�injecter toute la série dans l�équation simpli�ée on
injecte seulement

w = �(z � z0)p + �(z � z0)p+r (31)

dans cette dernière, et on cherche le coe¢ cient de � qu�on trouve sous la forme :

Q(r)(z � z0)q = 0; q � p+ r � n (32)

Q(r) est donnée plus haut. Les racines de Q(r) sont appelées résonances.de l�équation.

Remarque 23 Le polynome Q ainsi obtenu est le même que si on injecte toute la série
solution.

Proposition 24 Si le terme correspondant au plus haut degré de dérivation de l�équation
initiale est parmi les termes dominants, alors q = p + r � n et Q(r) est un polynôme en
r d�ordre n. Sinon q > p + r � n, et l�ordre de Q(r) est égal à l�ordre de la plus grande
dérivée parmi les termes dominants (< n).

Preuve. Si le terme correspondant au plus haut degré de dérivation de l�équation initiale
(= n) est parmi les termes dominants, dans ce cas on dérive (31) n fois pour déterminer le
degré du polynôme en (z�z0) coe¢ cient de �; qui est égal dans ce cas à p+ r�n, et Q(r)
sera un polynôme en r de degré n. Si l�orde de l�équation simpli�ée est égal à n

0
< n, on

dérive (31) n
0
fois pour déterminer le degré du polynôme en (z � z0) coe¢ cient de � qui

est égal dans ce cas à p+ r� n0 > p+ r� n, et Q(r) sera un polynôme en r d�ordre n0:

Proposition 25 �1 est une racine pour le polynôme Q(r):

Preuve. Faisons la démonstration par récurrence sur l�entier j; j � 2. En formulant la
propriété P (J) :

QJ(�1) = (1�
n

p
)RJ

avec : j l�indice qui correspond à la condition j.
Pour j = 2; on a :

Q2(�1) = a0(z)(p� 1)(p� 2):::(p� n)
+

X
1�j��n

p

aj(z)�
jfp(p� 1):::(p� n� pj + 1)(j) + (p� 1)(p� 2):::(p� n� pj)g

+
X

0�k<1�n
p
;s 6=�kp

[

n�1X
s=0

bs;k(z):�
p�n�kp
p�n+s +k�1f[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]

p�n�kp
p�n+s (k)

+
p� n� kp
p� n+ s [p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]

p�n�kp
p�n+s �1(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s)g

+
X

0<k<n
2
+p;(k;n+2p�k)2N2

bk(z)�
2:fp(p� 1):::(p� k + 1)p(p� 1):::(p� n� 2p+ k + 1)

+p(p� 1):::(p� k + 1)(p� 1)(p� 2):::(p� n� 2p+ k)
+(p� 1)(p� 2):::(p� k)p(p� 1):::(p� n� 2p+ k + 1)g
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qu�on peut écrire sous la forme :

Q2(�1) = a0(z)fp(p� 1)(p� 2):::(p� n+ 1)�
n

p
� p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ 1)g

+
X

1�j��n
p

aj(z)�
jf(p� 1):::(p� n� pj + 1):[pj + (p� n� pj)]g

+
X

0�k<1�n
p
;s 6=�kp

[

n�1X
s=1

bs;k(z)(�)
p�n�kp
p�n+s +k�1f[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]

p�n�kp
p�n+s

�[k + (p� n� kp)(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s)
(p� n+ s)p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]g

+
X

0<k<n
2
+p;(k;n+2p�k)2N2

bk(z)�
2fp(p� 1):::(p� k + 1)p(p� 1):::(p� n� 2p+ k + 1)

�[1 + 1
p
(p� n� 2p+ k) + 1

p
(p� k)]

ce qui donne :

Q2(�1) = a0(z):fp(p� 1)(p� 2):::(p� n+ 1) (1�
n

p
)

+
X

1�j��n
p

aj(z):�
j:p(p� 1):::(p� n� pj + 1) (1� n

p
)

+
X

0�k<1�n
p
;

s 6=�kp

[
n�1X
s=0

bs;k(z)(�)
p�n�kp
p�n+s +k�1[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]

p�n�kp
p�n+s (1� n

p
)

+
X

0<k<n
2
+p;

(k;n+2p�k)2N2

bk(z)�
2p(p� 1):::(p� k + 1)p(p� 1):::(p� n� 2p+ k + 1)(1� n

p
)

ainsi :
Q2(�1) = (1�

n

p
)R2

Nous avons montré que cette relation est vraie pour j = 2, supposons qu�elle est vraie
jusqu�à l�ordre (t � 1) c à d: Qt�1(�1) = (1 � n

p
)Rt�1; et montrons qu�elle est vraie à

25



l�ordre t.

Qt(r) = Qt�1(r) +
X
CDt

bk2;k3;:::;kt(z)�
tfp(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::

�p(p� 1):::(p� kt + 1)(p+ r)(p+ r � 1):::(p+ r � n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)
+p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::p(p� 1):::(p� kt�1 + 1):
�(p+ r)(p+ r � 1):::(p+ r � kt + 1)p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)
+p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::p(p� 1):::(p� kt�2 + 1)
�(p+ r)(p+ r � 1):::(p+ r � kt�1 + 1)p(p� 1):::(p� kt + 1):
�p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1) + :::+
(p+ r)(p+ r � 1):::(p+ r � k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::
�p(p� 1):::(p� kt + 1):p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)
+p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::p(p� 1):::(p� kt + 1)p(p� 1):::
�(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)g

D�autre part on a :

Rt = Rt�1 +
X
CDt

bk2;k3;:::;kt(z)�
tfp(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1)� :::

:::p(p� 1):::(p� kt + 1):p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)g

et :

Qt(�1) = Qt�1(�1) +
X
CDt

bk2;k3;:::;kt(z)�
tfp(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::

�p(p� 1):::(p� kt + 1)(p� 1)(p� 2):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt)
+p(p� 1):::(p� k2 + 1):p(p� 1):::(p� k3 + 1):::p(p� 1):::(p� kt�1 + 1):
�(p� 1)(p� 2):::(p� kt):p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)
+p(p� 1):::(p� k2 + 1):p(p� 1):::(p� k3 + 1):::p(p� 1):::(p� kt�2 + 1)
�(p� 1)(p� 2):::(p� kt�1):p(p� 1):::(p� kt + 1)
�p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1) +
...

+(p� 1)(p� 2):::(p� k2):p(p� 1):::(p� k3 + 1):::
�p(p� 1):::(p� kt + 1):p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt+ 1)
+p(p� 1):::(p� k2 + 1):p(p� 1):::(p� k3 + 1):::p(p� 1):::(p� kt + 1)p(p� 1):::
�(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)g
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donc :

Qt(�1) = (1� n
p
)Rt�1 + f

X
CDt

bk2;k3;:::;kt(z)�
tfp(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::

:::p(p� 1)(p� 2):::(p� kt + 1)
�p(p� 1)(p� 2):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)g

�[1
p
(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt) +

1

p
(p� kt) +

1

p
(p� kt�1) + :::+

1

p
(p� k2) + 1]

c.-à-d:

Qt(�1) = (1� n
p
)Rt�1 +

X
CDt

bk2;k3;:::;kt(z)�
tfp(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1)� :::

p(p� 1)(p� 2):::(p� kt + 1)� p(p� 1)(p� 2):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)g

�[(1� n
p
� t+ k2

p
+
k3
p
+ :::+

kt
p
) + (1� kt

p
) + (1� kt�1

p
) + :::+ (1� k2

p
) + 1]

alors :

Qt(�1) = (1� n
p
)Rt�1 + f

X
CDt

bk2;k3;:::;kt(z)�
tfp(p� 1):::(p� k2 + 1):p(p� 1):::(p� k3 + 1)�

:::p(p� 1)(p� 2):::(p� kt + 1):p(p� 1)(p� 2):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)g
�(1� n

p
� t+ t)

ce qui donne :

Qt(�1) = (1� n
p
)[Rt�1 +

X
CDt

bk2;k3;:::;kt(z)�
t

�fp(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::
�p(p� 1)(p� 2):::(p� kt + 1)
�p(p� 1)(p� 2):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)g]

�nalement :
Qt(�1) = (1�

n

p
)Rt

Comme : Rt = 0 (car �:Rt:(z � z0)p�n = 0) alors :

Qt(�1) = 0

donc
Q(�1) = 0:

Remarque 26 Si � est arbitraire, alors tous les coe¢ cients des puissances de � dans le
polynôme R sont nuls. Donc :
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1. a0(z0) est nul, car il correspond au coe¢ cient de �0; donc w(n) n�existe pas dans R:

2. Le coe¢ cient du terme correspondant à la plus grande puissance de � dans R; peut
être calculé à partir de :X

1�j��n
p

aj(z)�
jfp(p� 1):::(p� n� pj + 1) (33)

ou bien de X
1�j��n

p

aj(z):w
(n+pj)wj

en posant:
n+ pj = 0 =) j = �n

p
, avec w = �(z � z0)p

Dans ce cas, la plus grande puissance possible de � dans R est �n
p
(dans le cas où :

�n
p
2 N). Cherchons maintenant le coe¢ cient de ��

n
p ; qui est nul si � est arbitraire,

tout d�abord existe-t-il des puissances de � égales à �n
p
dans les sommes :

X
0�k<1�n

p
;s 6=�kp

[
n�1X
s=0

bs;k(z)(�)
p�n�kp
p�n+s +k�1�f[p(p�1)(p�2):::(p�n+s+1)]

p�n�kp
p�n+s (34)

et de X
CDm

bk2;k3;:::;km(z)�
mfp(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1)::: (35)

�p(p� 1):::(p� km + 1):p(p� 1):::(p� n�mp+ k2 + k3 + :::+ km + 1)

avec 2 � m � t:; dans le cas où m = 2 ça correspond à :X
0<k<n

2
+p;(k;n+2p�k)2N2

bk(z)�
2fp(p� 1):::(p� k + 1)p(p� 1):::(p� n� 2p+ k + 1)g:

Supposons qu�on peut trouver un coe¢ cient de ��
n
p à partir de (34) dans ce cas,

9(k; s) 2 N� f0; 1; :::; n� 1g, 0 � k < 1� n
p
; s 6= �kp tq :

�n
p

=
p� n� kp
p� n+ s + k � 1

p� n
p

=
p� n� kp+ kp� kn+ ks

p� n+ s
(p� n)(p� n+ s) = p(p� n� kn+ ks)
ps� np+ n2 � ns = �pkn+ pks

n(n+ pk � p) = s(n+ pk � p)
=) n = s , [(n+ pk � p) 6= 0; car k 6= 1� n

p
]

ce qui donne : n = s absurde, car 1 � s � n� 1
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et donc on ne peut pas avoir: �n
p
= p�n�kp

p�n+s + k � 1:

Supposons maintenant qu�on peut trouver un coe¢ cient de ��
n
p à partir de (35). Dans

ce cas

9 m, 2 � m � t véri�ant la condition CDm tq :
�n
p
= m

�n
p
= m =) n+m:p = 0

mais on a d�après la condition CDm; n + mp � k2 � k3 � k4 � ::: � km 2 N =) �k2 �
k3�k4� :::�km = 0; de plus (k2; k3; k4; :::; km) 2 Nt�1 =)(k2; k3; k4; :::; km) = (0; 0; :::; 0);
contradiction avec la condition CDm; et donc on ne peut pas avoir �n

p
= m: Ainsi le seul

coe¢ cient qu�on peut avoir de ��
n
p est celui qu�on peut tirer de (33), qui est nul dans le

cas où � est arbitraire.(dans le cas où �n
p
2 N).

Notation 27 On note�
bs;k(z) = b

k
sj(z0)

bs;k(z) = 0

si
sinon

p�n�kp
p�n+s + k � 1 = j 2 N; 0 � k < 1�

n
p
; s 6= �kp; 0 � s � n� 1

Proposition 28 Si � est arbitraire; alors Q(0) = 0:

Preuve. D�aprés ce qu�on a ci-dessus on peut écrire si � est arbitraire :

R =
X

1�j��n
p
�1

aj(z)�
jfp(p� 1):::(p� n� pj + 1)g

+
X

0�k<1�n
p
;s 6=�kp

( p�n�kp
p�n+s +k�1)=j

[
n�1X
s=0

bksj(z):(�)
j:[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]j+1�k

+
X

0<k<n
2
+p;(k;n+2p�k)2N2

bk(z)�
2:p(p� 1):::(p� k + 1)p(p� 1):::(p� n� 2p+ k + 1)

+
X
CD3

bk2k3(z)�
3:p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1)

�p(p� 1):::(p� n� 3p+ k2 + k3 + 1) +
...

+
X
CDt

bk2;k3;:::;kt(z)�
tp(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::

�p(p� 1):::(p� kt + 1)p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)
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en developpant on obtient :

R = [a1(z)p(p� 1):::(p� n+ (�p) + 1)

+
X

0�k<1�n
p
;s 6=�kp

n�1X
s=0

bks1(z)[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]2�k]�1

+fa2(z0)p(p� 1):::(p� n+ (�2p) + 1)

+
X

0�k<1�n
p
;s 6=�kp

n�1X
s=0

bks2(z)[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]3�k

+
X

0<k<n
2
+p;(k;n+2p�k)2N2

bk(z):p(p� 1):::(p� k + 1)p(p� 1):::(p� n� 2p+ k + 1)g�2

+fa3(z0)p(p� 1):::(p� n+ (�3p) + 1)

+
X

0�k<1�n
p
;s 6=�kp

n�1X
s=0

bks3(z)[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]4�k

+
X
CD3

bk2k3(z)p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1)

�p(p� 1):::(p� n� 3p+ k2 + k3 + 1)g�3 +
...

+fat(z)p(p� 1):::(p� n+ (�tp) + 1)

+
X

0�k<1�n
p
;s 6=�kp

n�1X
s=0

bkst(z)[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]t+1�k

+
X
CDt

bk2;k3;:::;kt(z)p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::

�p(p� 1):::(p� kt + 1)p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)g�t

+fat+1(z0)p(p� 1):::(p� n+ (�(t+ 1)p) + 1)

+
X

0�k<1�n
p
;s 6=�kp

n�1X
s=0

bks(t+1)(z)[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)](t+1)+1�kg�t+1 +

...

Sachant que si � est arbitraire, alors tous les coe¢ cients de puissance de � dans R sont
nuls. Ce qui donne :

[a1(z)p(p� 1):::(p�n+ (�p) + 1)+
XX

bks1(z)[p(p� 1)(p� 2):::(p�n+ s+1)]2�k] = 0

a2(z):p:(p� 1):::(p� n+ (�2p) + 1) +
XX

bks2(z)[p:(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]3�k
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+
X

0<k<n
2
+p;(k;n+2p�k)2N2

bk(z):p:(p� 1):::(p� k + 1)� p(p� 1):::(p� n� 2p+ k + 1) = 0

a3(z):p:(p� 1):::(p�n+ (�3p) + 1)+
XX

bks3(z):[p:(p� 1)(p� 2):::(p�n+ s+1)]4�k+X
CD3

bk2k3(z)p(p�1):::(p�k2+1)p(p�1):::(p�k3+1)p(p�1):::(p�n�3p+k2+k3+1) = 0

...

at(z)p(p� 1):::(p� n+ (�tp) + 1) +
XX

bkst(z)[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]t+1�k+X
CDt

bk2;k3;:::;kt(z)p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::p(p� 1):::(p� kt + 1)�

p:(p� 1):(p� 2):(p� 3):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1) = 0

at+1(z)p(p�1):::(p�n�(�(t+1)p)+1)+
XX

bks(t+1)(z)[p(p�1)(p�2):::(p�n+s+1)](t+1)+1�k = 0

...

a�n
p
�1(z)p(p�1):::(p�n�(�

n

p
�1)p+1)+

XX
bk
s(�n

p
�1)(z)[p(p�1)(p�2):::(p�n+s+1)]

�n
p
�k = 0

Calculons Q(0) pour � arbitraire.

Q(0) =
X

� 1
p
�1�j<�n

p
;j2N

aj(z)�
jfp(p� 1):::(p� n� pj + 1)(j) + p(p� 1):::(p� n� pj + 1)g+

+
X

0�k<1�n
p
;s 6=�kp

[
n�1X
s=0

bksj(z)(�)
jf[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]j+1�k(k)

+(j + 1� k)[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)](j�k)p(p� 1):::(p� n+ s+ 1)g
+

X
0<k<n

2
+p;(k;n+2p�k)2N2

bk(z)�
2fp(p� 1):::(p� k + 1)

p(p� 1):::(p� n� 2p+ k + 1) + p(p� 1):::(p� k + 1)�
p(p� 1):::(p� n� 2p+ k + 1) + p(p� 1):::(p� k + 1)p(p� 1):::(p� n� 2p+ k + 1)g
+
X
CD3

bk2k3(z)�
3fp(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1)

�p(p� 1):::(p� n� 3p+ k2 + k3 + 1) + p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1)
�p(p� 1):::(p� n� 3p+ k2 + k3 + 1) + p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1)
�p(p� 1)::(p� n� 3p+ k2 + k3 + 1)
+p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1)p(p� 1):::(p� n� 3p+ k2 + k3 + 1)g+
...
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...

+
X
CDt

bk2;k3;:::;kt(z)�
tfp(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::

�p(p� 1):::(p� kt + 1)p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)
+p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::p(p� 1):::(p� kt�1 + 1):
�p(p� 1):::(p� kt + 1)p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)
+p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::p(p� 1):::(p� kt�2 + 1)
�p(p� 1):::(p� kt�1 + 1)p(p� 1):::(p� kt + 1)
�p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1) + :::+
+p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::p(p� 1):::(p� kt + 1)p(p� 1)::
�(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)g

on a :X
� 1
p
�1�j<�n

p
;j2N

aj(z)�
jfp(p� 1):::(p� n� pj + 1)(j) + p(p� 1):::(p� n� pj + 1)g

=
X

� 1
p
�1�j<�n

p
;j2N

aj(z)�
jp(p� 1):::(p� n� pj + 1)(j + 1):

X
0�k<1�n

p
;s 6=�kp

[
n�1X
s=0

bksj(z)(�)
jf[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]j+1�k(k)

+(j + 1� k)[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)](j�k)p(p� 1):::(p� n+ s+ 1)g

=
X

0�k<1�n
p
;s 6=�kp

n�1X
s=0

bksj(z)(�)
j[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]j+1�k(j + 1):

donc :

Q(0) =
X

� 1
p
�1�j<�n

p
;j2N

aj(z)�
jp(p� 1):::(p� n� pj + 1)(j + 1)

+
X

0�k<1�n
p
;s 6=�kp

n�1X
s=0

bksj(z)(�)
j[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]j+1�k(j + 1)

+
X

0<k<n
2
+p;(k;n+2p�k)2N2

3:bk(z)�
2p(p� 1):::(p� k + 1)p(p� 1):::(p� n� 2p+ k + 1)

+
X
CD3

4:bk2k3(z)�
3p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1)

�p(p� 1):::(p� n� 3p+ k2 + k3 + 1)
...

+
X
CDt

(t+ 1):bk2;k3;:::;kt(z)�
t:p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::

�p(p� 1):::(p� kt + 1)p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)
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alors :

Q(0) = 2:[a1(z)p(p� 1):::(p� n+ (�p) + 1)
+

X
( p�n�kp
p�n+s +k�1)=1

X
bks1(z)[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]2�k]�1

+3fa2(z)p(p� 1):::(p� n+ (�2p) + 1)
+

X
( p�n�kp
p�n+s +k�1)=2

X
bks2(z)[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]3�k

+
X

0<k<n
2
+p;(k;n+2p�k)2N2

bk(z):p(p� 1):::(p� k + 1)p(p� 1):::(p� n� 2p+ k + 1)g�2

+4fa3(z0)p(p� 1):::(p� n+ (�3p) + 1)
+

X
( p�n�kp
p�n+s +k�1)=3

X
bks3(z)[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]4�k

+
X
CD3

bk2k3(z)p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1)

�p(p� 1):::(p� n� 3p+ k2 + k3 + 1)g�3
...

+(t+ 1)fat(z)p(p� 1):::(p� n+ (�tp) + 1)
+

X
( p�n�kp
p�n+s +k�1)=t

X
bkst(z)[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]t+1�k

+
X
CDt

bk2;k3;:::;kt(z)p(p� 1):::(p� k2 + 1)p(p� 1):::(p� k3 + 1):::p(p� 1):::

�(p� kt + 1)p(p� 1):::(p� n� tp+ k2 + k3 + :::+ kt + 1)g�t

+(t+ 2)fat+1(z)p(p� 1):::(p� n+ (�(t+ 1)p) + 1)
+

X
( p�n�kp
p�n+s +k�1)=t+1

X
bks(t+1)(z)[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)](t+1)+1�kg�t+1 +

...

...

+(�n
p
)fa�n

p
�1(z)p(p� 1):::(p� n� (�

n

p
� 1)p+ 1)

+
X

( p�n�kp
p�n+s +k�1)=

�n
p
�1

X
bk
s(�n

p
�1)(z)[p(p� 1)(p� 2):::(p� n+ s+ 1)]

�n
p
�kg�

�n
p
�1

Ce qui donne d�après ce qui précède Q(0) = 0:
Question : Si r = 0:est une racine pour Q(r); est-ce-que cela implique que � est

arbitraire ? La réponse est en génerale non.

33



Exemple 29 On considère l�EDO non linéaire donnée par :

w(2) + 4ww(1) + 2w3 = 0 (36)

on sait que :
w � �(z � z0)�1 (37)

avec � solution de

2�(�� 1)2 = 0 =) (� = 0) _ (� = 1 est une racine double.)

et L�ES est l�EDO toute entière. Cherchons Q(r); on substitue (31) dans (36) et on cherche
le coe¢ cient de � on trouve :

Q(r)(z � z0)p+r�n = 0;

avec :
Q(r) = r(r + 1):

dans ce cas, on a r = 0 est une racine de Q(r), cependant � = 1 n�est pas arbitraire. Donc
(37) ne peut être le premier terme de la série de Laurent, solution générale de (36).car s�il
est solution on doit avoir dans ce cas � arbitraire, ce qui n�est pas le cas.

Remarque 30 On ignore les racinés de Q(r) telles que Re(r) < 0; elles sont traitées
indépendamment dans la deuxième partie de ce travail.

Proposition 31 Si on a : Re(r) > 0; et r n�est pas un entier réel alors z = z0 est un
point de branchement mobile.

Preuve. Montrons la, par la contraposée (A =) B) () (nonB =) nonA): On le
fait pour (Re(r) > 0). Supposons qu�on n�a pas de point de branchement dans la solution
générale, que nous cherchons sous la forme w(z) =

X
j 2I

aj(z � z0)p+j; 0 < jz � z0j < R

alors (p+ j) 2 Z, 8 j 2 I, en particulier pour j = r c-à-d p+ r 2 Z et comme p 2 Z alors
r 2 Z.ça signi�e que r est un entier réel.(cqfd).

Exemple 32 On considère l�EDO non linéaire donnée par :

w(3) + ww(2) � 2w3 + �w2 + �w = 0: (38)

Nous avons trouvé w � 3(z � z0)�1 et l�E.S est :

w(3) + ww(2) = 0: (39)

Cherchons Q(r);on substitue (31) dans (39) et on cherche le coe¢ cient de � on trouve :

Q(r)(z � z0)p+r�n = Q(r)(z � z0)�4+r = 0
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avec
Q(r) = (r + 1)(r � (2 + i

p
2))(r � (2� i

p
2)):

Q(r) = 0 ()

8<:
r = �1
r = (2 + i

p
2)

r = (2� i
p
2):

: Alors on a Re((2 + i
p
2)) > 0 et (2 + i

p
2) n�est pas

entier, cela signi�e qu�on a un point de branchement en z = z0: Donc l 0EDO n�est pas de
type Painlevé.

Proposition 33 Si pour tous les choix possibles de (p; �) trouvés à l�étape 1; toutes les
racines de Q(r) (à part �1; 0) sont positives réelles entières, alors on n�a pas de point de
branchement.algébrique.

Preuve. Supposons qu�on a un point de branchement algébrique en z = z0; donc au
voisinage de z0 la solution s�écrit sous la forme : w =

X
j2I
aj(z � z0)p+j avec j rationnel

non entier (p 2 Z), .donc p + j est rationnel 8 j 2 I en particulier pour j = r mais on a
r réel entier par hypothèse donc p+ r est réel entier ce qui est absurde. Ce qui revient à
dire qu�on ne peut pas avoir de point de branchement.
On passe à l�étape suivante qui consiste à chercher les points logarithmiques.dans le

cas où on n�a pas de point de branchement

Proposition 34 Si Q(r) a une racine multiple, alors on a un point de branchement log-
arithmique mobile en z = z0 avec un coe¢ cient arbitraire.

Proposition 35 Pour représenter la solution générale d�une EDO d�ordre n dans un
voisinage d�un pôle mobile, Q(r) doit avoir (n � 1) racines positives, distinctes deux à
deux et entières. Si pour les valeurs de (p; �) trouvées dans la première étape, Q(r) n�a
pas (n� 1) racines; aucune solution locale n�est générale, ça signi�e que (9) ne peut être
partie principale de la solution générale.

Preuve. Les solutions de Q(r) nous donnent (n� 1) constantes d�intégration arbitraires
et z0 est la n i�eme constante arbitraire.
Conclusion : Si l�EDO est d�ordre n; et si l�E.S contient le terme qui correspond

au plus grand degré de dérivation de l�équation initiale, alors Q(r) est un polynôme en r
d�ordre n; ainsi Q(r) a au plus n racines. Si parmi ces racines il existe une racine multiple,
ça signi�e qu�on a un point de branchement (d�après la proposition précédente) et donc
l�algorithme s�arrête, cela veut dire qu�on ne peut pas avoir la solution générale. Pour
pouvoir représenter la solution générale au voisinage du pôle mobile, il faut avoir (n� 1)
racines simples autres que �1. S�il existe une racine qui n�est pas entière; à part la racine
�1; alors d�après la proposition (34) on a un point de branchement et donc l�algorithme
s�arrête.
Si L�ES ne contient pas le terme qui correspond au plus grand ordre de dérivation de
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l�équation initiale, alors Q(r) est un polynôme en r d�ordre n0 avec (n0 < n): Ainsi Q(r)
a au plus n0 racines, comme �1 est une racine donc il lui reste (n0 � 1) racines (avec
Re(r) > 0; le cas Re(r) < 0 n�est pas traité dans cette partie). Comme L�EDO est d�ordre
n; donc la solution doit avoir n constantes d�intégrations, ce qui n�a pas lieu car Q(r) a
au plus n0(� n� 1) racines, ce n0 représente le nombres des constantes d�intégrations qui
est inférieure à n:
Pour représenter la solution générale d�une EDO au voisinage du pôle mobile, Q(r)

doit avoir (n � 1) racines distinctes, entières, positives, sinon on ne peut pas représenter
la solution générale de L�EDO au voisinage du pôle mobile. Et ça signi�e que (8) ne peut
être partie principale de la solution.générale.
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3i�eme étape Cherchons les constantes d�intégration :
Pour les valeurs de (p; �) trouver à l�étape 1; soient :r1 < r2 < � � � < rs les racines

entières positives de Q(r); (s � n� 1): Injectons :

w = �(z � z0)p +
r1X
j=1

aj(z � z0)p+j (40)

dans (7); et déterminons les aj 1 � j � r1:(Cette partie de l�analyse est semblable à
la méthode de Frobenius pour des problèmes linéaires.), le coe¢ cient de (z � z0)p+j�n
(1 � j � r1) est :

Q(j)aj �Rj(z; �; a1; a2; :::aj�1) = 0; 1 � j � r1 (41)

si j < r1; (41) détermine aj;
si j = r1; (41) devient :

0� ar1 �Rr1(z; �; a1; a2; :::ar1�1) = 0; (42)

si
Rr1(z; �; a1; a2; :::ar1�1) = 0; (43)

on a dans ce cas ar1 qui est arbitraire, on passe a l�étape suivante en posant :

w = �(z � z0)p +
r2X
j=1

aj(z � z0)p+j (44)

dans cette étape nous avons les valeurs des aj; 1 � j � r1; il reste à déterminer les aj;
r1+1 � j � r2; pour cela faisons le même travail qu�à l�étape précédente. En injectant (44)
dans (7); on trouve le coe¢ cient de (z � z0)p+j�n qui vaut :

Q(j)aj �Rj(z0; �; a1; a2; :::aj�1) = 0; (r1+1 � j � r2) (45)

Pour j < r2; (45) détermine aj; :pour j = r2; (45) devient :

0� ar2 �Rr2(z0; �; a1; a2; :::ar2�1) = 0;
si

Rr2(z0; �; a1; a2; :::; ar1�1) = 0:

on a dans ce cas ar2 qui est arbitraire, on continue le processus jusqu�à arriver à la dernière
étape où on pose:

w = �(z � z0)p +
rsX
j=1

aj(z � z0)p+j
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et on fait le même travail. Si parmi ses étapes on trouve qu�il existe un ri; 1 � i � s; tel
que ri ne soit pas arbitraire c-à-d :

Rri(z0; �; a1; a2; :::; ari�1) 6= 0;

ce qui veut dire qu�on n�a pas de solution sous la forme

w = �(z � z0)p +
riX
j=1

aj(z � z0)p+j; (46)

pour rendre ari arbitraire et Rri = 0; on introduit un terme logarithmique dans la solution,
en remplaçant (46) par :

w = �(z � z0)p +
ri�1X
j=1

aj(z � z0)p+j + [ari + bri ln(z � z0)](z � z0)p+ri : (47)

Dans ce cas le coe¢ cient de [(z � z0)p+ri�n ln(z � z0)] est Q(ri)bri = 0; et briest déterminé
en annulant le coe¢ cient de (z � z0)p+ri�n; ari et dans ce cas arbitraire, on procède de
la même manière pour les autres résonances c�est à dire on introduit des termes logarith-
miques chaque fois qu�on à Rrj(z; �; a1; a2; :::arj�1) 6= 0; j = 1; :::; s.

Alors la solution générale au voisinage épointé de z0 est représentée par (47). Elle
admet un point de branchement logarithmique mobile en z = z0: L�EDO n�est pas de type
Painlevé.

Si aucun terme logarithmique n�est introduit en chaque résonance pour toutes les
valeurs possibles de (p; �) trouvées à l�étape 1, on dit que l�équation véri�e les conditions
nécessaires pour qu�elle soit de type Painlevé, est dans ce cas la solution est donnée sous
la forme :

w = �(z � z0)p +
rsX
j=1

aj(z � z0)p+j
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2.4 Application

Exemple 36 On considère l�EDO donnée par :

w(4) = 27w(2)w2 + 21w(1)w3 � 9w5 (48)

Cherchons la partie dominante: Injectons w = �(z � z0)p dans (48) on trouve :

�(p4 � 6p3 + 11p2 � 6p)(z � z0)p�4 + 27�3p(1� p)(z � z0)3p�2 (49)

�21�4p(z � z0)4p�1 + 9�5(z � z0)5p

= 0:

Les puissances de (z� z0) dans (49) sont d�ordres suivants :(p� 4); (3p� 2); (4p� 1); 5p:
Si on prend : (p� 4) = (3p� 2) = (4p� 1) = 5p alors p = �1:
Les TD sont les termes de l�EDO, l�ES est l�EDO toute entière et pour la détermination
de �; on remplace p par sa valeur dans (49) on trouve :

3�(�� 1)(3�3 + 10�2 � 8�� 8)(z � z0)�5 = 0;

donc
R = 3(�� 1)(3�3 + 10�2 � 8�� 8)

ce qui donne : � = 1; et trois autres solutions.
Si on prend � = 1; dans ce cas w = (z � z0)�1:
Cherchons la résonance (p = �1; � = 1): on substitue (31) dans (49) et on cherche le
coe¢ cient de � on trouve :

Q(r)(z � z0)p+r�n = Q(r)(z � z0)r�5;

avec:
Q(r) = (r + 1)(r � 1)2(r � 9):

Comme r = 1 est une racine double de Q(r), alors d�après la proposition on a un point de
branchement logarithmique en z = z0; donc l�EDO n�est pas de type Painlevé.

Exemple 37 On considère la 1i�eme équation de Painlevé (voir [20] page 345 Chapitre
XIV )

w(2) = 6w2 + z (50)

Cherchons la partie dominante: Injectons (9) dans (50) on trouve :

�p2(z � z0)p�2 � �p(z � z0)p�2 � 6�2(z � z0)2p � z = 0;

Si on divise par (z � z0)p�2 on trouve :

�p2 � �p� 6�2(z � z0)p+2 � z(z � z0)�p+2 = 0: (51)
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Choisissons dans ce cas : p + 2 = 0 =) p = �2; on remplace cette valeur dans (51)
ensuite en fait tendre z �! z0 on trouve :

6�� 6�2 = 0;

qui a pour solutions : � = 0; 1; la valeur 0 est rejetée. Donc :

w = (z � z0)�2:

Les TD sont : w(2); 6w2 et l�équation simpli�ée dans ce cas est :

w(2) = 6w2 (52)

On aboutit au même résultat si on divise par (z � z0)2p:

Cherchons la résonance: on substitue (31) dans (52) et on cherche le coe¢ cient de
� on trouve:

Q(r)(z � z0)p+r�n = Q(r)(z � z0)r�4;
ce qui donne :

Q(r) = (r + 1)(r � 6):
Cherchons les constantes d�intégration :
les racinées de Q(r) sont �1; 6: Injectons :

w = �(z � z0)�2 +
r=6X
j=1

aj(z � z0)j�2

dans (50), pour déterminer aj on annule le coe¢ cient de (z � z0)p+j�n = (z � z0)j�4:
le coe¢ cient de a1 correspond à (z � z0)�3; qui est égal à :

�10a1 = 0 =) a1 = 0

le coe¢ cient de a2 correspond à (z � z0)�2; qui est égal à :

�12a2 � 6a21 = 0 =) a2 = 0

le coe¢ cient de a3 correspond à (z � z0)�1; qui est égal à :

�12a3 = 0 =) a3 = 0

le coe¢ cient de a4 correspond à (z � z0)0; qui est égal à :

�10a4 � z0 = 0 =) a4 =
�1
10
z0

le coe¢ cient de a5 correspond à (z � z0)1; qui est égal à

�1� 6a5 = 0 =) a5 =
�1
6
:
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Donc la solution générale de l�EDO dans un voisinage pointé de z0 : 0 < jz � z0j < R0 est
donnée par la formule suivante :

w(z) = (z � z0)�2 �
1

10
z0(z � z0)2 �

1

6
(z � z0)3 + c(z � z0)4 + :::; c est arbitraire.

On dit dans ce cas que l�EDO véri�ée les conditions nécessaires pour qu�elle soit de type
Painlevé.

Remarque 38 Les équations de Painlevé sont à points critiques �xes.

Exemple 39 2i�eme équation de Painlevé (voir [20] page 345 Chapitre XIV )

w(2) = 2w3 + zw +  (53)

Cherchons la partie dominante : Injectons (9) dans (53) on trouve :

�p2(z � z0)p�2 � �p(z � z0)p�2 � 2�3(z � z0)3p � z�(z � z0)p �  = 0 (54)

on divise par (z � z0)p�2 on trouve :

�p2 � �p� 2�3(z � z0)2p+2 � z�(z � z0)2 = 0 (55)

Choisissons dans ce cas : 2p + 2 = 0 =) p = �1; on remplace cette valeur dans (55)
ensuite en fait tendre z �! z0 on trouve :

2�� 2�3 = 0

qui a pour solutions : � = 0; 1;�1: La valeur 0 est rejetée.

Donc on a deux valeurs pour w :

w = (z � z0)�1 ,w = �(z � z0)�1

Les TD qui leurs correspondent sont : w(2); 2w3;
et l�ES est :

w(2) = 2w3 (56)

Cherchons la résonance (p = �1; � = 1) :
On substitue : w = (z � z0)�1 + �(z � z0)r�1 dans (56) et on cherche le coe¢ cient de

� on trouve :
Q(r)(z � z0)p+r�n = Q(r)(z � z0)r�3

avec :
Q(r) = (r + 1)(r � 4)

Cherchons les constantes d�intégration :
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les racines de Q(r) sont �1; 4; injectons :

w = (z � z0)�1 +
r=4X
j=1

aj(z � z0)j�1

dans l�EDO (53); pour déterminer aj on annule le coe¢ cient de (z�z0)p+j�n = (z�z0)j�3:
Le coe¢ cient de a1; correspond à (z � z0)�2; il est égal à :

�6a1 = 0 =) a1 = 0;

le coe¢ cient de a2; correspond à (z � z0)�1; il est égal à :

�6a2 � z0 = 0 =) a2 =
�1
6
z0;

le coe¢ cient de a3; correspond à (z � z0)0; il est égal à :

�4a3 � 1�  = 0 =) a3 =
�1
4
� 1
4
;

le coe¢ cient de a4; correspond à (z � z0)1; il est égal à :

0:a4 = 0 =) a4 est arbitraire.

Donc la solution générale de l�EDO au voisinage pointé du pôle mobile z0 est donnée par
la formule suivante :

w = (z � z0)�1 �
1

6
z0(z � z0) + (

�1
4
� 1
4
)(z � z0)�2 + c(z � z0)�3 + :::; c est arbitraire.

Cherchons la résonance (p = �1; � = �1) :
On substitue : w = �(z� z0)�1 +�(z� z0)r�1 dans (56) et on cherche le coe¢ cient de

� on trouve :
Q(r)(z � z0)p+r�n = Q(r)(z � z0)r�3;

avec :
Q(r) = (r + 1)(r � 4):

Cherchons les constantes d�intégration :
les racines de Q(r) sont �1; 4; injectons :

w = �(z � z0)�1 +
r=4X
j=1

cj(z � z0)j�1;

dans (53), pour déterminer cj; on annule le coe¢ cient de (z � z0)p+j�n = (z � z0)j�3:
le coe¢ cient de c1; correspond à (z � z0)�2; il est égal à :

c1 = 0
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le coe¢ cient de c2; correspond à (z � z0)�1; il est égal à :

�6c2 + z0 = 0 =) c2 =
1

6
z0

le coe¢ cient de c3; correspond à (z � z0)0; il est égal à :

�4c3 + 1�  = 0 =) c3 =
1

4
� 1
4


le coe¢ cient de c4; correspond à (z � z0)1; il est égal à :

0:c4 = 0 =) c4 est arbitraire.

Donc la solution générale de l�EDO au voisinage pointé du pôle mobile z0 est donnée par
la formule suivante :

w = �(z � z0)�1 +
1

6
z0(z � z0) + (

1

4
� 1
4
)(z � z0)�2 + c(z � z0)�3 + :::; c est arbitraire.

donc l�EDO véri�e les conditions nécessaires pour qu�elle soit de type Painlevé.

Exemple 40 4i�eme équation de Painlevé (voir [20] page 345 Chapitre XIV)

w(2) =
1

2w
(w(1))2 +

3

2
w3 + 4zw2 + 2(z2 � �)w + �

w
(57)

Cherchons la partie dominante: Injectons (9) dans (57) on trouve :

1

2
�p2(z � z0)p�2 � �p(z � z0)p�2 �

3

2
�3(z � z0)3p (58)

�4z�2(z � z0)2p � 2�z2(z � z0)p + 2��(z � z0)p �
�

�
(z � z0)�p

= 0

on divise par (z � z0)p�2 on trouve :
1

2
�p2 � �p� 3

2
�3(z � z0)2p+2 (59)

�4z�2(z � z0)p+2 � 2�z2(z � z0)2 + 2��(z � z0)2 �
�

�
(z � z0)�2p+2

= 0

Si on prend : 2p + 2 = 0 =) p = �1; on remplace cette valeur dans (59) ensuite en fait
tendre z �! z0 on trouve :

3

2
�(1� �2) = 0 =) � = 0; 1;�1

La valeur 0 est rejetée, donc :

w = (z � z0)�1; w = �(z � z0)�1

Les termes dominant sont : w(2); 1
2w
(w(1))2; 3

2
w3:
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et l�ES est :
w(2) =

1

2w
(w(1))2 +

3

2
w3 (60)

qu�on peut la mettre sous la forme :

ww(2) =
1

2
(w(1))2 +

3

2
w4

Exemple 41 dans (58) on peut diviser par (z � z0)3p au lieu de (z � z0)p�2, on aboutit
au même résultat, cependant on ne peut pas diviser par (z � z0)2p car pour le seul choix
possible de p quand z tend vers z0; on ne peut pas déterminer �; car la limite de la partie
gauche de l�équation pour ce choix de p; est égale à l�in�ni.

Cherchons la résonance (p = �1; � = 1):
On substitue : w = (z � z0)�1 + �(z � z0)r�1 dans (60) et on cherche le coe¢ cient de �
on trouve :

Q(r)(z � z0)p+r�n
0
= Q(r)(z � z0)r�3

avec :
Q(r) = (r + 1)(r � 3)

Cherchons les constantes d�intégration :
les racines de Q(r) sont �1; 3; injectons :

w = (z � z0)�1 +
r=3X
j=1

aj(z � z0)j�1

dans (57), alors pour déterminer aj; on annule le coe¢ cient de (z � z0)p+j�n:

Remarque 42 Dans ce cas on doit prendre notre n = 3, pour pouvoir appliquer la formule
qui nous permet de déterminer les constantes d�intégration. Ce choix est fait à partir des
essais numériques.

Pour déterminer aj; on annule le coe¢ cient de (z � z0)p+j�n = (z � z0)j�4
le coe¢ cient de a1; correspond à (z � z0)�3; il est égal à :

�4a1 � 4z0 = 0 =) a1 = �z0

le coe¢ cient de a2; correspond à (z � z0)�2; il est égal à :

�3a2 + z20 � 4 + 2� = 0 =) a2 =
z20 � 4 + 2�

3

le coe¢ cient de a3; correspond à (z � z0)�1; il est égal à :

6z0(
5

3
z20 �

8

3
+
4

3
�) + 6z0(

1

3
z20 �

4

3
+
2

3
�)

�4z0(4z20 � 4 + 2�) + 8z0 + 4(z20 � �)z0
= 0
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on trouve :
0 = 0

ça signi�e que a4 est arbitraire.
Donc la solution générale de l�EDO au voisinage pointé du pôle mobile z0 est donnée

par la formule suivante

w = (z � z0)�1 � z0 +
z20 � 4 + 2�

3
(z � z0) + c(z � z0)2 + :::; c est arbitraire.

Cherchons la résonance (p = �1, � = �1): on substitue : w = �(z� z0)�1+�(z�
z0)

r�1 dans (60) et on cherche le coe¢ cient de � on trouve :

Q(r)�(z � z0)p+r�n
0
= Q(r)�(z � z0)r�3

avec :

Q(r) = (r + 1)(r � 3)
Cherchons les constants d�intégration :
les racines de Q(r) sont �1; 3; injectons :

w = �(z � z0)�1 +
r=3X
j=1

bj(z � z0)j�1

dans (57); pour déterminer bj; on annule le coe¢ cient de (z � z0)p+j�n = (z � z0)j�4

Remarque 43 Nous avons pris n = 3 pour les mêmes causes que précédemment.

le coe¢ cient de b1; correspond à (z � z0)�3; il est égal à :

4b1 + 4z0 = 0 =) b1 = �z0

le coe¢ cient de b2; correspond à (z � z0)�2; il est égal à :

3b2 + z
2
0 + 4 + 2� = 0 =) b2 = �(

z20 + 4 + 2�

3
)

le coe¢ cient de b3; correspond à (z � z0)�1; il est égal à :

6z0(
5

3
z20 +

8

3
+
4

3
�) + 6z0(�

1

3
z20 �

4

3
� 2
3
�)

�4z0(�4z20 � 4� 2�) + 8z0 � 4(z20 � �)z0
= 0

on trouve :
0 = 0
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ça signi�e que b4 est arbitraire.
La solution générale de l�EDO au voisinage pointé du pôle mobile z0 est donnée par la

formule suivante

w =
�1

(z � z0)
� z0 � (

z20 + 4 + 2�

3
):(z � z0) + c(z � z0)2 + :::; c est arbitraire,

donc l�EDO véri�e les conditions nécessaires pour qu�elle soit de type Painlevé.

Remarque 44 Une ED qui véri�e les conditions de l�algorithme, ne veut pas dire qu�elle
n�admet pas de point singulier essentiel mobile.

Exemple 45 L�équation di¤érentielle:

w(2) =
(w(1))2(2w � 1)
(w2 + 1)

admet comme solution générale

w = tan ln(az + b); a; b arbitraires,

qui a un point singulier essentiel mobile au point z0 = � b
a
; alors que l�EDO véri�e les

conditions de l�algorithme.
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Chapitre 3

Résonance Négative
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3 Résonance négative

3.1 Introduction

La majorité des méthodes, utilisées, pour ce genre de problème, sont analytiques (c.à.d on
cherche la solution sous la forme d�une série) dans lesquelles on introduit un paramètre
complexe " assez petit pour pouvoir appliquer le Théorème de Painlevé (qui consiste à
étudier le système réduit). La méthode qu�on va entamer (Méthode perturbée de Painlevé)
est parmi ces méthodes, elle nous permet d�extraire les informations concernant l�indice
négatif ([21]), ainsi de pouvoir obtenir d�autres conditions nécessaires pour l�absence des
points critiques mobiles de type logarithmique ([22]). Avant de présenter cette méthode
on va donner quelques dé�nitions.

Dé�nition 46 Le couple (u(0)0 ; p); avec p l�ordre du pôle, u
(0)
0 le coe¢ cient correspondant

à cet ordre.dans le développement de la solution d�une ED non linéaire est appelé Une
famille

Dé�nition 47 Une famille maximale d�une ED, est une famille dont le nombre des indices
est égal à l�ordre de l�équation di¤érentielle en question.

Dé�nition 48 Une famille principale est une famille maximale, dont tous les indices à
part �1 sont entiers, positifs et simples.

Dé�nition 49 Un développement générique, est un développement dans lequel le nombre
des coe¢ cients arbitraires est égal à l�ordre de l�ED en question, et donc il représente la
solution générale de l�ED au voisinage du point pour lequel on fait le développement.

Remarque 50 Une condition nécessaire pour que le développement au voisinage d�un pôle
en série de Laurent, soit générique dans le cas d�une EDO, ou bien d�une EDP (et non
un système) et que les indices à part �1 soient des nombres entiers positifs distincts.

Dé�nition 51 Une solution singulière est une solution qui n�est pas particulière, donc ne
peut pas se déduire de la solution générale (elle ne véri�ée pas la condition d�unicité du
théorème de Cauchy).

Exemple 52 L�équation de type Clairaut :

2(u0)2 � xu0 + u = 0

a pour :

8<:
solution générale cx� 2c2;
solution singulière x2=8;
une solution particulier x� 2:

Remarque 53 ([31]) était le premier à noter l�absence de corrélation entre la structure
des singularités de la solution générale et de la solution singulière.
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Exemple 54 L�équation di¤érentielle non linéaire ([30])

(u(3) � 2u0u(2))2 + 4(u(2))2(u(2) � (u0)2 � 1) = 0;

a pour :

(
solution générale : u = e

c1x+c2
c1 +

c21�4
4c1
x+ c3; qui est uniforme

solution singulière : u = C2 � Logcos(x� C1); qui possède un point singulier logarithmique.

Exemple 55 L�équation di¤érentielle non linéaire ([32])

27u(u0)3 � 12xu0 + 8u = 0;

a pour :
�
solution générale : u3 = c(x� c)2; qui possède un point critique mobile.
solution singulière : u3 = (4=27)x3; qui est uniforme

Exemple 56 L�équation di¤érentielle non linéaire ([33])

(u00)2 + 4(u0)3 + 2(xu0 � u) = 0;

a pour :
�
solution générale : u = (1=2)(v0)2 � 2v3 � xv; v00 = 6v2 + x; qui est uniforme
solution singulière : u = Cx+ 2C3; qui est uniforme

Remarque 57 Dans le cas où on n�a pas assez de coe¢ cients arbitraires le développement.

u =
1X
j=0

uj�
p+j; � = x� x0; u0 6= 0; p 2 Z�� (61)

qu�on appelle développement de Painlevé, représente une solution particulière (où même
une solution singulière), cela est du à plusieurs raisons, soit la famille n�est pas maximale,
ou on a un indice qui n�est pas entier, ou bien un indice négative di¤érent de �1: La
méthode qu�on va présenter (La méthode de perturbation de Painlevé) consiste à associer
un coe¢ cient arbitraire à chaque indice.

Théorème 58 Les seuls bijections qui peuvent exister sur la sphère de Riemann, sont les
transformations homographiques :

z �! �z + �

z + �
; �� � � 6= 0;

avec (�; �; ; �) des constantes complexes arbitraires.

Théorème 59 .La propriété de Painlevé pour une EDO E(u; x) = 0 est invariante via
une transformation homographique arbitraire de la variable dépendante u et un changement
holomorphe arbitraire de la variable indépendante x :

(u; x)! (U;X) : u =
�(x)U + �(x)

(x)U + �(x)
; X = �(x); �� � � 6= 0; (62)

où �; �; ; �; � dénotent des fonctions analytiques arbitraires.
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Preuve :voir ([19])

Notation 60 Un élément de ce groupe homographique (62) sera dénoté : T (�; �; ; �; �)
ou simplement T (�; �; �) dans le cas ( = 0; � = 1).

Remarque 61 L�équation représentative (par cette transformation (62) est choisie a�n
de simpli�er une certaine expression.

Remarque 62 .La propriété de Painlevé est également invariante sous un plus grand
groupe ([24],[16]) de transformations birationnelles, par exemple :

(u; x) ! (U;X) : u = r(x; U;
dU

dX
; :::;

dN�1U

dxN�1
) = 0; x = �(X);

(U;X) ! (u; x) : U = R(X; u;
du

dx
; :::;

dN�1u

dxN�1
) = 0; X = �(x);

N est l�ordre de l�équation di¤érentielle, r (resp R) est rationnelle en u (resp U) et leurs
dérivées, analytique en x; (resp X):

Remarque 63 Un changement de variable en dehors de ces transformations ((62) et le
groupe de transformation birationnelles), peut changer le type d�une ED

Exemple 64 L�équation di¤érentielle non linéaire

2uu0 � 1 = 0

qui a comme solution u(z) =
p
z + c; admet z0 = �c, comme point critique mobile,

cependant si on fait le changement du variable suivant : u2(z) = t(z); l�ED devient une
ED

t0 � 1 = 0
qui admet une solution à valeur uniforme : t(z) = z:

Remarque 65 Si l�équation :
y00 = R(y0; y; z)

où R désigne une fonction rationnelle en y0, algébrique en y et analytique en z, est trans-
formable par une transformation de (62) à une des 50+ 3 équations trouvées par Painlevé
et ses étudiants, alors elle est à point critique �xe, si non elle est à points critiques mobiles
([19]).
L�équation :

y0 = R(y; z)

est à point critique �xe, si elle est transformable par une transformation de (62) à une
équation de Ricatti.
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3.2 La méthode de perturbation de Painlevé

La méthode perturbée de Painlevé consiste à chercher un développement de Laurent,
pour n�importe qu�elle solution, proche de la solution obtenue par la méthode de Painlevé
classique. Nous faisons ceci en considérant une expansion de perturbation. Ainsi notre
perturbation prolonge la solution particulière en une représentation de la solution générale.
Soit

E � K[u; x]
une EDO non linéaire d�ordre N et soit

u(0) =
+1X
j=0

u
(0)
j �

p+j

une solution de cette ED, avec p l�ordre du pôle. Supposons que nous avons une famille
maximale non principale, ce qui nous permet d�appliquer la méthode de Painlevé. Cher-
chons dans ce cas la solution perturbée proche de u(0); pour cela on va chercher la solution
générale sous la forme :

u =
+1X
n=0

"nu(n); :" n�apparaît pas dans l�équation initiale (63)

avec:

u(n) =
+1X
j=n�

u
(n)
j �

p+j; � est le plus petit indice de Fuchs,

Remarque 66 Pour u(n); nous avons commencé par j = n� pour avoir toutes les condi-
tions de compatibilités pour chaque indice de Fuchs quand on injecte u(n) dans l�ED.

Si on injecte (63) dans l�équation initiale, E s�écrit sous la forme :

E =
+1X
n=0

"nE(n)

avec :
pour n = 0 : E(0) = E(x; u(0)) = 0 (64)

8n � 1 : E(n) = Ê 0(x; u(0))u(n) +R(n)(x; u(0); u(1); :::u(n�1)) = 0 (65)

Dans laquelle Ê 0 est l�opérateur dé�ni par la formule :

Ê 0(x; u(0))v = lim
�!0

1

�
[Ê(x; u(0) + �v)� Ê(x; u(0))]

Ê est la partie dominante de E, R(n) est un polynôme des termes précédents du développe-
ment. R(1) est identiquement égal à zéro. Notre objectif est de déterminer des conditions
sous lesquelles l�ED soit de type Painlevé, pour cela on va utiliser le théorème II de Poincaré
qui exige que :
- la solution générale u(0) de (64) n�a aucun point critique mobile,
- la solution générale u(n) de (65) n�a aucun point critique mobile pour chaque n � 1.
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� à l�ordre zéro : La solution u(0) de l�équation (64) qui est non linéaire ne doit pas
avoir de point critique mobile, u(0) représente une solution particulière contenant un
certain nombre de coe¢ cients arbitraires égal à un (indice �1) auquel on ajoute le
nombre d�indices de Fuchs positifs.

� à l�ordre un : L�équation est linéaire:

E(1) = Ê 0(x; u(0))u(1) = 0 (66)

avec :

u(1) =

+1X
j=�

u
(1)
j �

p+j; � est le plus petit indice de Fuchs

donc (66) peut se mettre sous la forme :

E(1) =
+1X
j=�

E
(1)
j �

p+j

avec :
E
(1)
j � Q(j)u(1)j +H

(1)
j = 0;

à cette étape on détermine la série de Laurent u(1), on utilise la Méthode de Frobe-
nius, u(1) représente la solution générale de (66), elle contient un nombre de coef-
�cients arbitraires égal au nombre d�indices de Fuchs, de plus les indices de Fuchs
de (66) sont au nombre de i + p où les nombres i sont les indices de Fuchs trouvés
auparavant dans E(0) et on a un coe¢ cient arbitraire introduit à chaque indice de
Fuchs (car l�ED est linéaire) qui doit véri�er la condition de compatibilité :

H
(1)
i = 0; i indice de Fuchs

- à l�ordre supérieur : on a

E(n) = Ê 0(x; u(0))u(n) +R(n)(x; u(0); u(1); :::u(n�1)) = 0;8n � 2

avec :

u(n) =

+1X
j=n�

u
(n)
j �

p+j; � est le plus petit indice de Fuchs

donc E(n) peut se mettre sous la forme :

E(n) =

+1X
j=n�

E
(n)
j �p+j; � est le plus petit indice de Fuchs

et par suite on a :

E
(n)
j � Q(j)u(n)j +H

(n)
j (x; fu(n

0)
j0 g) = 0; j � n�
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avec :
n0 � n; j0 � n0� � j � n�; (n0; j0) 6= (n; j);

à cette étape on détermine la série de Laurent u(n), qui véri�e une équation linéaire non
homogène, avec la même équation indicielle pour chaque n � 1 et R(n) di¤érent pour
chaque n � 2 et chaque indice de Fuchs doit véri�er la condition de compatibilité

8n � 0; H(n)
i = 0: pour chaque (i) indice de Fuchs

Ces conditions sont identiques à la condition d�absence de points logarithmiques
A chaque étape nous avons un nombre de conditions nécessaires pour la stabilité de

l�ED et toutes ces conditions constituent des conditions nécessaires de stabilité, si une de
ces conditions n�est pas véri�ée alors l�ED n�est pas de type Painlevé.

Remarque 67 : Nous ne savons pas s�il y a une limite supérieure pour n (ordre de
perturbation) pour laquelle on s�arrête pour conclure que l�ED véri�e, ou non les conditions
nécessaires de stabilité à part les deux cas suivants, on s�arrête quand :

� la condition de compatibilité H(n)
i = 0: i indice de Fuchs n�est pas véri�é (n ordre

de perturbation)

où bien

� On a une famille maximale principale dont les u(0)0 trouvés ne sont pas multiples.
Dans ce cas on se restreint à l�ordre zéro de perturbation, car elle correspond à la
méthode classique. Ce qui nous pousse à dire, si les conditions de compatibilité sont
véri�ées à l�ordre zéro, alors elles sont véri�ées pour chaque ordre supérieur à zéro.

Question : Si on �xe le n (l�ordre de perturbation) à quel ordre sur la somme (pour

chaque terme u(k) =
+1X
j=k�

u
(k)
j �

p+j ,k � n) on s�arrête ?

R�eponse :

� A�n d�obtenir des conditions de stabilité, le côté pratique de cette technique montre
qu�on a seulement besoin des premiers �n� coe¢ cients pour chaque expression (�
est le plus petit indice de Fuchs)

u(k) =
+1X
j=k�

u
(k)
j �

p+j; k � n; n est l�ordre de perturbation

c à d :

u(k) =

k��n��1X
j=k�

u
(k)
j �

p+j; n est l�ordre de perturbation, (n est �xé)

car au delà de cet ordre il n�y a pas des conditions de stabilités qui peuvent surgir
d�une part et d�autre part les termes qui suivent le terme u(k) ne vont dépendre que
de ces premiers �n� coe¢ cients.
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La double expansion de la solution u (Taylor en ", Laurent en �) peut être réécrite
comme série de Laurent en � qui s�étend à l�in�ni dans les deux extrémités on a :

u =

+1X
n=0

"nu(n)

=

+1X
n=0

"n
+1X
j=n�

u
(n)
j �

p+j

comme : 0 � n < +1 et � � �1 alors : n� > �1 et puisque n� = j � +1 ce qui nous
permet de dire que :�1 � j � +1 ainsi on peut écrire :

u =

+1X
j=�1

uj�
p+j:

� La méthode perturbée de Painlevé est utile si et seulement si l�ordre zéro n = 0
échoue à décrire la solution générale. Ceci peut se produire quand il y a présence
d�un indice négatif de Fuchs en plus de �1.

� S�il existe des familles pour lesquelles le test est véri�é, alors ces familles maximales
donnent des représentations locales, uniformes de la solution générale de l�ED en
question au voisinage du point singulier z0.

� Le test de Painlevé ne vise pas à donner tous les cas possibles de stabilité, mais à
donner plus de conditions

3.3 Application

Les exemples qu�on va présenter exposent en détail toutes les étapes de ce test, et dévoilent
un de ses avantages en trouvant la solution générale de l�ED au voisinage des pôles mobiles,
de plus on donne les cas pour lesquelles on peut appliquer cette technique (Perturbation
de Painlevé).

Exemple 68 ([28] p108) On considère l�EDO non linéaire E qui a pour solution générale
:

u =
1

x� a +
1

x� b; a et b sont arbitraires

à savoir :
E � K[u] � uxx + 3uux + u3 = 0; (67)

on va voir si on peut appliquer la méthode de perturbation de Painlevé, et s�il est possible
d�aboutir au même résultat, tout d�abord on va déterminer toutes les familles de (67),
Injectons

u = u
(0)
0 �

p (68)
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dans (67) on trouve :

p(u
(0)
0 p� u

(0)
0 )�

p�2 + 3(u
(0)
0 )

2p�2p�1 + (u
(0)
0 )

3�3p = 0 (69)

Cherchons le nombre p < 0 a�n d�équilibrer les puissances minimales des termes de l�ED,
posons : q = min (p� 2; 2p� 1; 3p), on a le cas suivant pour le choix de p; q

p� 2 = 2p� 1 = 3p = q

qui donne :
(p; q) = (�1;�3);

l�équation simpli�ée dans ce cas qu�on note Ê est :

Ê � E

on remplace p = �1 dans (69), on la divise par ��3; on obtient :

2u
(0)
0 � 3(u(0)0 )2 + (u

(0)
0 )

3 = u
(0)
0 (u

(0)
0 � 2)(u(0)0 � 1) = 0

puisque u(0)0 6= 0; alors :
u
(0)
0 = 2; 1

on a deux familles :
(p; u

(0)
0 ) = (�1; 1); (�1; 2):

Cherchons les indices de Fuchs, injectons :

u
(0)
0 �

�1 + ��r�1

dans l�ES on trouve :

Q(r) = (r � 1)(r � 2) + 3[u(0)0 (r � 1)� u
(0)
0 + (u

(0)
0 )

2]

par conséquent :

(
pour u(0)0 = 1 on a :Q(r) = (r � 1)(r + 1); les indices de Fuchs sont :�1; 1
pour u(0)0 = 2 on a :Q(r) = (r + 1)(r + 2); les indices de Fuchs sont :�1;�2

On remarque que les deux familles sont maximales, donc l�application de la méthode
de perturbation de Painlevé est faisable pour ces deux familles.

� �Pour la première famille (p; u(0)0 ) = (�1; 1); cherchons la série de Painlevé (so-
lution générale au voisinage de � = 0) sous la forme :

u =
+1X
n=0

"nu(n) (70)

= u(0) + "u(1) + "2u(2) + "3u(3) + :::+ "ju(j) + :::
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avec :

u(n) =
+1X
j=n:�

u
(n)
j :�

p+j; � est le plus petit indice de Fuchs, n � 0

En injectant (70) dans (67) on trouve :

E = u(0)xx + 3u
(0):u(0)x + (u(0))3| {z } (71)

+"f[u(1)xx + 3u(0):u(1)x + 3u(1)u(0)x + 3(u(0))2u(1)| {z }] + 0|{z}g
+"2f[u(2)xx + 3u(0):u(2)x + 3u(2)u(0)x + 3(u(0))2u(2)| {z }] + [3u(1):u(1)x + 3(u(1))2u(0)]| {z }g
+"3f[u(3)xx + 3u(0):u(3)x + 3u(3)u(0)x + 3(u(0))2u(3)| {z }] + [3(u(1)u(2))x + (u(1))3]| {z }g
+
...

+"nfÊ 0(x; u(0))u(n)| {z }+R(n)(x; u(0); u(1); :::u(n�1))| {z }g
+
...

= 0

qui ce met sous la forme suivante :

E =
+1X
n=0

"nE(n)

avec :

E(0) = E(x; u(0))

E(n) � Ê 0(x; u(0))u(n)| {z }+R(n)(x; u(0); u(1); :::u(n�1))| {z }; n � 1
et

Ê 0(x; u(0))v = lim
�!0

1

�
[Ê(x; u(0) + �v)� Ê(x; u(0))]

= lim
�!0

1

�
f(u(0)xx + �vxx) + 3[(u(0) + �v)(u(0)x + �vx)] + (u

(0) + �v)3

�[u(0)xx + 3u(0)u(0)x + (u(0))3]g
= vxx + 3u

(0)vx + 3vu
(0)
x + 3(u(0))2v

d�où :
Ê 0(x; u(0)) = K 0

d[u
(0)] � @2x + 3u(0):@x + 3u(0)x + 3(u(0))2

� pour E(0) on a :

E(0) = E(x; u(0)) (72)

= u(0)xx + 3u
(0):u(0)x + (u(0))3
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en remplaçant u(0) par la série :

u(0) =

+1X
j=0

u
(0)
j :�

p+j; p = �1

dans (72) on trouve :

E(0) = 0:��3 + 0:��2 + [3u02 + 3(u
0
1)
2]��1 (73)

+[8u03 + (u
0
1)
3 + 9u01u

0
2]

+[15u04 + 3(u1)
2u2 + 6(u2)

2 + 12u1u3]�

+
...

= 0

d�autre part on a :

E(0) =
X
j�0

E
(0)
j �

j+q; q = �3 (74)

=
X
j�0
[Q(j)u0j +H

(0)
j ]�

j�3

pour u00 = 1; en identi�ant (74) et (73) on trouve :

� Q(0)u00 +H
(0)
0 = 0 =) �1 +H(0)

0 = 0 =) H
(0)
0 = 1

� Q(1)u01 +H
(0)
1 = 0 =) H

(0)
1 = 0 et u01 = c arbitraire

� Q(2)u02 +H
(0)
2 = 3u02 + 3(u

0
1)
2 = 0; ce qui donne

�
u02 = �(c)2

H
(0)
2 = 3(u01)

2 = 3(c)2

� Q(3)u03 +H
(0)
3 = 8u03 + (u

0
1)
3 + 9u01u

0
2 = 0, ce qui donne u

0
3 = c

3

� Q(4)u04 +H
(0)
4 = 15u04 + 3(u1)

2u2 + 6(u2)
2 + 12u1u3 = 0, ce qui donne

u4 = �c4

donc le premier terme de notre sérié de Painlevé pour la famille
(p; u0) = (�1; 1) est :

u(0) = ��1 + c� (c)2�+ c3�2 � c4�3 + :::; c est arbitraire

qui se met sous la forme :

u(0) = ��1 +
c

1 + c�
; 0 < j�j < jcj�1

= ��1 + c
1X
j=1

(�c�)j�1

Cherchons maintenant le deuxième terme u(1)
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� pour E(1) on a :

E(1) = Ê 0(x; u(0))u(1) (75)

= u(1)xx + 3u
(0):u(1)x + 3u(1)u(0)x + 3(u(0))2u(1)| {z }

en remplaçant u(1) par la série

u(1) =

+1X
j=�1

u
(1)
j :�

p+j; p = �1

dans (75) on trouve :

E(1) = �u10��3 + [3u02u1�1 + 3u01u10 + 3(u01)2u1�1]��2 (76)

+[6u01u
1
1 + 6u

0
2u
1
0 + 3(u

0
1)
2u10 + 6u

0
3u
1
�1 + 6u

0
1u
0
2u
1
�1 + 3u

1
2]�

�1

+
...

d�autre part on a :
E(1) =

X
j��1

[Q(j)u1j +H
(1)
j ]�

j�3 (77)

en identi�ant (76) et (77) on trouve :

� Q(�1)u1�1 +H
(1)
�1 = 0 =) H

(1)
�1 = 0; u

1
�1 = A1 arbitraire

� Q(0)u10 +H
(1)
0 = �u10 = 0 =) H

(1)
0 = 0

� Q(1)u11 +H
(1)
1 = 3u02u

1
�1 + 3u

0
1u
1
0 + 3(u

0
1)
2u1�1 = 0

=)
�
H
(1)
1 = 3u02u

1
�1 + 3u

0
1u
1
0 + 3(u

0
1)
2u1�1 = 0

u11 = B1 arbitraire; u
1
0 = 0

� Q(2)u12 +H
(1)
2 = 0

=) 3u12 + 6u
0
1u
1
1 + 6u

0
2u
1
0 + 3(u

0
1)
2u10 + 6u

0
3u
1
�1 + 6u

0
1u
0
2u
1
�1 = 0

=)
u12 = �2cB1

� Q(3)u13 +H
(1)
3 = 0

=) 8u13+6u
0
1u
0
2u
1
0+9u

1
0u
0
3+9u

1
0u
1
2+9u

0
2u
1
1+3(u

0
1)
2u11+9u

1
�1u

0
4+3(u

0
2)
2u1�1+6u

0
1u
0
3u
1
�1 = 0

=)
u13 = 3(c)

2B1

donc le deuxième terme de notre série de Painlevé pour la famille
(p; u

(0)
0 ) = (�1; 1) est :

u(1) = A1�
�2 +B1 � 2cB1�+ 3(c)2B1�2 + :::
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� Cherchons maintenant le troisième terme u(2) on a :

E(2) = u(2)xx + 3u
(0):u(2)x + 3u(2)u(0)x + 3(u(0))2u(2) (78)

+3u(1):u(1)x + 3(u(1))2u(0)

en remplaçant u(2) par la série

u(2) =
+1X
j=�2

u
(2)
j :�

p+j; p = �1

dans (78) et u(1) ,u(0) par leurs séries on trouve :

E(2) = [�3(u1�1)2 + 3u2�2]��5 (79)

+[�3u1�1u10 � 3u01u2�2 + 3u01(u1�1)2]��4

+[�u20 + 6u01u1�1u10 + 3u02(u1�1)2 + 3(u10)2u2�2]��3 +
+[3u1�1u

1
2 + 3(u

0
1)
2u2�1 + 3u

0
1(u

1
0)
2 + 3(u1�1)

2u03 + 6u
0
1u
0
2u
2
�2

+3u10u
1
1 + 6u

0
2u
1
�1u

1
0 + 3u

0
3u
2
�2 + 3u

0
2u
2
�1 + 6u

0
1u
1
�1u

1
1]�

�2

+[3u2�2(u
0
2)
2 + 6u2�2u

0
3u
0
1 + 6u

0
1u
1
0u
1
1 + 6u

2
�1u

0
3 + 3(u

1
�1)

2u04
+3u20(u

0
1)
2 + 6u1�1u

1
3 + 6u

0
1u
2
1 + 6u

0
1u
1
�1u

1
2 + 6u

1
2u
1
0 + 6u

0
1u
0
2u
2
�1

+6u1�1u
1
1u
0
2 + 6u

1
�1u

1
0u
0
3 + 6u

0
2u
2
0 + 6u

0
4u
2
�2 + 3(u

1
1)
2

+3u02(u
1
0)
2 + 3u22]�

�1

+
...

d�autre part on a :

E(2) =
X
j��2

E
(2)
j �

j+q; q = �3 (80)

=
X
j��2

[Q(j)u2j +H
(2)
j ]�

j�3

en identi�ant (79) avec (80) on trouve :

� Q(�2)u2�2 +H
(2)
�2 = �3(u1�1)2 + 3u2�2 = 0; ce qui donne :

u2�2 = (u
1
�1)

2 = (A1)
2

� Q(�1)u2�1 +H
(2)
�1 = �3u1�1u10 � 3u01u2�2 + 3u01(u1�1)2 = 0; ce qui donne :

H
(2)
�1 = �3u1�1u10 � 3u01u2�2 + 3u01(u1�1)2 = 0; u2�1=A2 arbitraire
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� Q(0)u20 +H
(2)
0 = �u20 + 6u10u1�1u10 + 3u02(u1�1)2 + 3(u10)2u2�2 = 0

=)
u20 = �3(c)2(A1)2

� Q(1)u21 +H
(2)
1 = 3u1�1u

1
2 + 3(u

0
1)
2u2�1 + 3u

0
1(u

1
0)
2 + 3(u1�1)

2u03 + 6u
0
1u
0
2u
2
�2

+3u10u
1
1 + 6u

0
2u
1
�1u

1
0 + 3u

0
3u
2
�2 + 3u

0
2u
2
�1 + 6u

0
1u
1
�1u

1
1 = 0

=)
H
(2)
1 = 0; u21 = B2 arbitraire

� �

Q(2)u22 +H
(2)
2 = 3u22 + 3u

2
�2(u

0
2)
2 + 6u2�2u

0
3u
0
1 + 6u

0
1u
1
0u
1
1 + 6u

2
�1u

0
3

+3(u1�1)
2u04 + 3u

2
0(u

0
1)
2 + 6u1�1u

1
3 + 6u

0
1u
2
1 + 6u

0
1u
1
�1u

1
2

+6u12u
1
0 + 6u

0
1u
0
2u
2
�1 + 6u

1
�1u

1
1u
0
2 + 6u

1
�1u

1
0u
0
3 + 6u

0
2u
2
0

+6u04u
2
�2 + 3(u

1
1)
2 + 3u02(u

1
0)
2

= 0

=)
u22 = 3(c)

4(A1)
2 � 2cB2 � 2(c)4 � (B1)2

donc on peut écrire :

u2 = (A1)
2��3 + A2�

�2 � 3(c)2(A1)2��1 +B2
+[3(c)4(A1)

2 � 2cB2 � 2(c)4 � (B1)2]�

+
...

En suivant ce procédé, on détermine la série de Painlevé pour la famille (p; u(0)0 ) =
(�1; 1) qui est donnée par la formule :

u = ��1 + c
1X
j=1

(�c�)j�1

+"fA1��2 +B1 � 2cB1�+ 3(c)2B1�2 + :::g
+"2f(A1)2��3 + A2��2 � 3(c)2(A1)2��1 +B2
+[3(c)4(A1)

2 � 2cB2 � 2(c)4 � (B1)2]�+ :::g

+
...

u = ("A1

�2X
j=�1

("A1)
�j�2�j) + ��1 + (C1

+1X
j=0

(�C1�)j); C1 = c+ "B1
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qui se met sous la forme :

u =
"A1�

�2

1� "A1��1
+ ��1 +

C1
1 + C1�

=
1

�� "A1
+

C1
1 + C1�

=
1

x� (x0 + "A1)
+

1

x� (x0 � 1=C1)

=
1

x� (x0 + "A1)
+

1

x� [x0 � 1
(c+"B1)

]

=
1

x� a +
1

x� b;

avec :

a = (x0 + "A1)

b = (x0 � 1=C1)

Finalement on peut dire, pour la famille (p; u(0)0 ) = (�1; 1) nous avons pu écrire la solution
sous la forme lancée au début.

� Pour la deuxième famille (p; u(0)0 ) = (�1; 2) qui est maximale non principale; :la
solution de l�ED au voisinage de � = 0 à l�ordre zéro de perturbation est réduite à
un seul terme (solution particulière, on ne peut pas appliquer la méthode classique
de Painlevé car on a un indice négative)

u(0) = 2��1

� Cherchons le deuxième terme u(1)

pour E(1) on a :

E(1) = u(1)xx + 3u
(0):u(1)x + 3u(1)u(0)x + 3(u(0))2u(1) (81)

si on remplace u(0) par la valeur u(0) = 2��1; et u(1) par la série :

u(1) =

+1X
j=�=�2

u
(1)
j :�

p+j

= u
(1)
�2�

�3 + u
(1)
�1�

�2 + u
(1)
0 �

�1 + u
(1)
1 + :::

dans (81) on trouve :

2u
(1)
0 �

�3 + 6u
(1)
1 �

�2 + 12u
(1)
2 �

�1 + 20u
(1)
3 + 30u

(1)
4 �+ ::: (82)
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qui se met sous la forme :

E(1) =
X
j��2

[Q(j)u1j +H
(1)
j ]�

j�3 (83)

avec :
Q(r) = (r + 1)(r + 2)

en identi�ant (82) et (83) on trouve

� [Q(�2)u1�2 +H
(1)
�2 ]�

�5 = 0 =) H
(1)
�2 = 0; u

1
�2 = A1 arbitraire

� [Q(�1)u1�1 +H
(1)
�1 ]�

�4 = 0 =) H
(1)
�1 = 0; u

1
�1 = B1 arbitraire

� [Q(0)u10 +H
(1)
0 ]�

�3 = 2u
(1)
0 �

�3 = 0 =) H
(1)
0 = 0; u

(1)
0 = 0

� [Q(1)u11 +H
(1)
1 ]�

�2 = 6u
(1)
1 �

�2 = 0 =) H
(1)
1 = 0; u

(1)
1 = 0

� [Q(2)u12 +H
(1)
2 ]�

�1 = 12u
(1)
2 �

�1 = 0 =) H
(1)
2 = 0; u

(1)
2 = 0

� ...

ce qui implique que les deux coe¢ cients u(1)�2; u
(1)
�1 sont arbitraires et les autres sont nuls.

Alors la série u(1) est donnée par la formule :

u(1) = A1�
�3 +B1�

�2; A1; B1 sont arbitraires

Cherchons le terme u(2) on a :

E(2) = [u(2)xx + 3u
(0):u(2)x + 3u(2)u(0)x + 3(u(0))2u(2)| {z }] (84)

+ [3u(1):u(1)x + 3(u(1))2u(0)]| {z }
� remplaçons u(0); u(1); u(2) dans (84), respectivement par : 2��1; A1��3 +B1��2;

+1X
j=2�=�4

u
(2)
j :�

p+j = u
(2)
�4�

�5 + u
(2)
�3�

�4 + u
(2)
�2�

�3 + u
(2)
�1�

�2 + :::

on trouve :

E(2) = [6u
(2)
�4 � 3(A1)2]��7 + [2u

(2)
�3 � 3A1B1]��6 + 2u

(2)
0 �

�3 (85)

+6u
(2)
1 �

�2 + 12u
(2)
2 �

�1 + 20u
(2)
3 + 30u

(2)
4 �+ :::
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qui se met sous la forme :

E(2) =

+1X
j=2�=�4

E
(2)
j :�

q+j

= E
(2)
�4�

�7 + E
(2)
�3�

�6 + E
(2)
�2�

�5 + E
(2)
�1�

�4 ++E
(2)
0 �

�3:::

=
X

j=2�=�4
[Q(j)u2j +H

(2)
j ]�

j�3 (86)

en identi�ant (85) et (86) on trouve :

� Q(�4)u2�4 +H
(2)
�4 = 6u

(2)
�4 � 3(A1)2 = 0) u

(2)
�4 =

1
2
(A1)

2 = H
(2)
�4

� Q(�3)u2�3 +H
(2)
�3 = [2u

(2)
�3 � 3A1B1 = 0) u

(2)
�3 =

3
2
A1B1

� Q(�2)u(2)�2 +H
(2)
�2 = 0) u

(2)
�2 = A1 arbitraire et H

(2)
�2 = 0

� Q(�1)u2�1 +H
(2)
�1 = 0) u

(2)
�1 = B1 arbitraire et H

(2)
�1 = 0

...
Finalement on a :

u(2) =
1

2
(A1)

2��5 +
3

2
A1B1�

�4 + :::

Cherchons le terme u(3) on a :

E(3) = [u(3)xx + 3u
(0):u(3)x + 3u(3)u(0)x + 3(u(0))2u(3)| {z }] (87)

+ [3(u(1)u(2))x + (u
(1))3]| {z }g

= 0

si on remplace u(0); u(1), u(2)par leurs valeurs et u(3) par la série

u(3) =
+1X

j=3�=�6
u
(3)
j :�

p+j

dans (87) on trouve :

E(3) = (20u3�6 � 5(A1)3)��9 + [12u3�5 � 15(A1)2B1]��8 (88)

+(6u3�4 � 6A1(B1)2)��7 + [2u3�3 + (B1)3]��6

+0:��5 + 0:��4 + 2u30�
�3 + :::

qui se met sous la forme :

E(3) =

+1X
j=2�=�6

E
(3)
j :�

q+j

=
X

j=2�=�6
[Q(j)u3j +H

(3)
j ]�

j�3 (89)

en identi�ant (89) et (88) on trouve :
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� Q(�6)u3�6 +H
(3)
�6 = 20u

3
�6 � 5(A1)3 = 0) u3�6 =

1
4
(A1)

3

� Q(�5)u3�5 +H
(3)
�5 = 12u

3
�5 � 15(A1)2B1 = 0) u3�5 =

5
4
(A1)

2B1

� Q(�4)u3�4 +H
(3)
�4 = 6u

3
�4 � 6A1(B1)2 � 6A1A1 = 0

)
u3�4 = A1(B1)

2 + A1A1

� Q(�3)u3�3 +H
(3)
�3 = 2u

3
�3 � 3B1A1 + (B1)3 � 3A1B1 )

u3�3 =
3

2
B1A1 �

1

2
(B1)

3 +
3

2
A1B1

� Q(�2)u(3)�2 +H
(3)
�2 = 0)

u
(3)
�2 = A1 arbitraire et H

(3)
�2 = 0

� Q(�1)u(3)�1 +H
(3)
�1 = 0)

u
(3)
�1 = B1 arbitraire et H

(3)
�1 = 0

ainsi on a :

u(3) =
1

4
(A1)

3��7 +
5

4
(A1)

2B1�
�6 + [A1(B1)

2]��5

+[�1
2
(B1)

3]��4 + :::

donc :

u = 2��1 + "(A1�
�3 +B1�

�2) + "2(
1

2
(A1)

2��5 +
3

2
A1B1�

�4)

+"3f1
4
(A1)

3��7 +
5

4
(A1)

2B1�
�6 + [A1(B1)

2 + A1A1]�
�5

+[
3

2
B1A1 �

1

2
(B1)

3 +
3

2
A1B1]�

�4 + A1�
�3 +B1�

�2g

+
...

dans ce cas on trouve :

u = 2��1 + "(A1�
�3 +B1�

�2) + "2(
1

2
(A1)

2��5 +
3

2
A1B1�

�4)

+"3f1
4
(A1)

3��7 +
5

4
(A1)

2B1�
�6 + A1(B1)

2��5 � 1
2
(B1)

3��4g

+
...
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qu�on peut la mettre sous la forme d�une série de Laurent :

u = 2��1 + "B1�
�2 + "A1�

�3 + ["2
3

2
A1B1 �

1

2
"3(B1)

3]��4 + :::

d�autre part on a :

u =
1

�� a +
1

�� b (90)

=
1

�

1

(1� a
�
)
+
1

�

1

(1� b
�
)

=
1

�

X
j�0
(
a

�
)
j

+
1

�

X
j�0
(
b

�
)
j

;

����a�
���� < 1; ���� b�

���� < 1
=

X
j�0

aj��j�1 +
X
j�0

bj��j�1

=
X
j�0
(aj + bj)��j�1; (car les 2 séries sont cv) (91)

comme :
u = 2��1 + "B1�

�2 + "A1�
�3 + ["2

3

2
A1B1 �

1

2
"3(B1)

3]��4 + ::: (92)

en identi�ant (91) et (92) on trouve :

� (a+ b) = "B1

� (a2 + b2) = "A1

...
comme (a+ b)2 = ("B1)2 = a2 + b2 + 2ab
alors : "A1 + 2ab = ("B1)2

ainsi : ab = 1
2
[("B1)

2 � "A1]
on peut écrire :

u =
1

�� a +
1

�� b

=
2�� (a+ b)
(�� a)(�� b)

=
2�� "B1

�2 � �(a+ b) + ab

=
2�� "B1

�2 � �"B1 + 1
2
[("B1)2 � "A1]

65



d�autre part : a+ b = "B1 =) a = "B1 � b:
et a2 + b2 = "A1 =)

("B1 � b)2 + b2 = "A1

2b2 � 2b"B1 = "A1 � ("B1)2

b2 � 2b"B1
2
+ (
"B1
2
)2 � ("B1

2
)2 =

1

2
["A1 � ("B1)2]

(b� "B1
2
)2 =

1

2
["A1 � ("B1)2] + (

"B1
2
)2

(b� "B1
2
)2 =

1

4
[2"A1 � ("B1)2]

b =
1

2
("B1 �

1

2

p
[2"A1 � ("B1)2])

même chose pour a

a =
1

2
("A1 �

1

2

p
[2"B1 � ("A1)2])

Finalement on peut dire, que le pôle simple de (92) dont le résidu est égal à 2, trouvé
par la méthode de perturbation, est transformé par un changement de variable en deux
pôles simples de (90) avec un résidu 1 pour chaque pôle, aux deux endroits arbitraires
1
2
("B1 � 1

2

p
[2"A1 � ("B1)2]):

Conséquence : Par la méthode de perturbation de Painlevé nous avons obtenu le
même résultat annoncé au début (même solution).

Exemple 69 On considère l�EDO non linéaire suivante :

u00 + 4uu0 + 2u3 = 0 (93)

Cherchons toutes les familles de (93), injectons u(0)0 �
p dans (93) on trouve :

u
(0)
0 p

2�p�2 � u(0)0 p�p�2 + 4(u
(0)
0 )

2p�2p�1 + 2(u
(0)
0 )

3�3p (94)

Cherchons le nombre p < 0; a�n d�équilibrer les puissances minimales des termes de l�ED,
on pose :

q = min(p� 2; 2p� 1; 3p);
on a les cas suivants pour le choix de p; q

8>><>>:
p� 2 = 2p� 1 = q et q � 3p
p� 2 = 3p = q et q � 2p� 1
2p� 1 = 3p = q et q � p� 2
p� 2 = p� 2 = q et q � min(3p; 2p� 1)

Le seul cas qu�on peut prendre pour le couple (p; q) est :

(p; q) = (�1;�3);
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l�équation simpli�ée dans ce cas qu�on note Ê est :

Ê � E

on remplace p = �1 dans (94), on divise par ��3; on obtient :

2u
(0)
0 (1� u

(0)
0 )

2 = 0 (95)

comme u(0)0 6= 0 =)
u
(0)
0 = 1; est une valeur double.

Donc on a la famille (u(0)0 ; p) = (1;�1)
cherchons la résonance, injectons :

u
(0)
0 �

�1 + ��r�1

dans (93) on trouve :
Q(r) = r(r + 1)

on a 2 indices de Fuchs �1; 0; la valeur 0 ici correspond a u(0)0 qui doit être arbitraire.(ce
n�est pas le cas, car on a u(0)0 = 1). Dans une telle situation on exécute la méthode de
perturbation de Painlevé
pour u(0)0 = 1 et p = �1; cherchons la solution générale sous la forme :

u =
+1X
n=0

"nu(n) (96a)

on injecte (96a) dans (93) on trouve :

u(0)xx + 4u
(0):u(0)x + 2(u(0))3| {z }+

"f[u(1)xx + 4u(0):u(1)x + 4u(1)u(0)x + 2:3(u(0))2u(1)| {z }] + 0|{z}g+
"2f[u(2)xx + 4u(0):u(2)x + 4u(2)u(0)x + 2:3(u(0))2u(2)| {z }] + [4u(1):u(1)x + 2:3(u(1))2u(0)]| {z }g
+
...

qui se met sous la forme

E =

+1X
n=0

"nE(n)

avec :
E(0) = u(0)xx + 4u

(0):u(0)x + 2(u(0))3| {z }
E(1) = [u(1)xx + 4u

(0):u(1)x + 4u(1)u(0)x + 2:3(u(0))2u(1)| {z }
E(2) = f[u(2)xx + 4u(0):u(2)x + 4u(2)u(0)x + 2:3(u(0))2u(2)| {z }] + [4u(1):u(1)x + 2:3(u(1))2u(0)]| {z }
...
E(n) � Ê 0(x; u(0))u(n)| {z }+R(n)(x; u(0); u(1); :::u(n�1))| {z }; n � 1
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� Pour E(0) on a :

E(0) = E(x; u(0))

= u(0)xx + 4u
(0):u(0)x + 2(u(0))3 (97)

qui admet
u(0) = ��1;

solution particulière.(on ne peut pas déterminer la solution générale de (97), car le coef-
�cient qui correspond a l�indice de Fuchs r = 0 ne peut être arbitraire dans la solution
générale de (97)).

� Pour E(1) on a:

E(1) = u(1)xx + 4u
(0):u(1)x + 4u(1)u(0)x + 2:3(u(0))2u(1) (98)

= 0

si on remplace u(0) par sa valeur ��1 et u(1) par la sérié

u(1) =
+1X

j=�=�1
u
(1)
j :�

j�1

= u
(1)
�1�

�2 + u
(1)
0 �

�1 + u
(1)
1 + :::

dans (98) on trouve :

2u
(1)
1 �

�2 + 6u
(1)
2 �

�1 + 12u
(1)
3 + 20u

(1)
4 �+ 30u

(1)
5 �

2 + ::: = 0 (99)

qui s�écrit sous la forme :

E(1) =
+1X
j=�1

E
(1)
j �

j�3 (100)

=

+1X
j=�1

[Q(j)u
(1)
j +H

(1)
j ]�

j�3

en identi�ant (100) et (99) on trouve :8>>>>>><>>>>>>:

E
(1)
�1 = 0 =) Q(�1)u(1)�1 +H

(1)
(�1) = H

(1)
(�1) = 0 =) u

(1)
�1 = A arbitraire

E
(1)
0 = 0 =) Q(0)u

(1)
0 +H

(1)
(0) = H

(1)
(0) = 0 =) u

(1)
0 = B arbitraire

E
(1)
1 = 0;=) Q(1)u

(1)
1 +H

(1)
1 = 2u

(1)
1 = 0 =) u

(1)
1 = 0

E
(1)
2 = 0;=) Q(2)u

(1)
2 +H

(1)
2 = 6u

(1)
2 = 0 =) u

(1)
2 = 0

E
(1)
3 = 0;=) Q(3)u

(1)
3 +H

(1)
3 = 12u

(1)
3 = 0 =) u

(1)
3 = 0

donc :
u(1) = A:��2 +B:��1;

avec :A arbitraire, B arbitraire et tous les autres coe¢ cients sont nuls.
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� Pour u(2) on a :

E2 = u(2)xx + 4u
(0):u(2)x + 4u(2)u(0)x + 2:3(u(0))2u(2) (101)

+4u(1):u(1)x + 2:3(u(1))2u(0)

= 0

si on remplace u(0); u(1)par leurs valeurs et u(2) par la série

u(2) =

+1X
j=2�=�2

u
(2)
j :�

j�1

= u
(2)
�2�

�3 + u
(2)
�1�

�2 + u
(2)
0 �

�1 + :::

dans (101) on trouve :

E2 = (2u
(2)
�2 � 8A2)��5 + (6u

(2)
0 A

2 � 12AB)��4 (102)

+(�4B2 + 12u(2)0 AB)��3 + (2u
(2)
1 + 6u

(2)
0 B

2)��2

+(6u
(2)
�2)�

�1 + :::

qui s�écrit sous la forme :

E(2) =
+1X
j=�2

E
(2)
j �

j�3 (103)

=
+1X
j=�2

[Q(j)u
(2)
j +H

(2)
j (x; fu

(0)
j0 ; u

(1)
j0 g)]�j�3

= E
(2)
�2�

�5 + E
(2)
�1�

�4 + E
(2)
0 �

�3 + E
(2)
1 �

�2 + E
(2)
2 �

�1 + E
(2)
3 + :::

en identi�ant (102) et (103) on trouve :

� Q(�2)u2�2 +H
(2)
�2 = 2(u

(2)
�2 � 4A2) = 0 =) u

(2)
�2 = 4A

2

� Q(�1)u2�1 +H
(2)
�1 = 6(u

(2)
0 A

2 � 2AB) = 0

=) u
(2)
0 =

2B

A
;A 6= 0; u(2)�1 arbitraire

� Q(0)u20 +H
(2)
0 = 0:u20 +H

(2)
0 6= 4(�B2 + 3u(2)0 AB); (H

(2)
0 ne contient pas u(2)0 )

=)on introduit un terme logarithmique à l�ordre 2 et on cherche u(2) sous la forme :

u(2) = 4:A2��3 + A2�
�2 + [a+ b log(�)]��1 + u

(2)
0 �

�1 + ::: (104)

et on répète les mêmes étapes, on injecte (104) dans l�équation qui correspond a E(2) on
trouve :
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u(2) = (�2u(1)0 )2(��1Log�� ��1):
Le point de branchement logarithmique mobile est donc détecté d�une manière systé-

matique à l�ordre n = 2; et indice de Fuchs i = 0. Donc l�ED n�est pas de type Painlevé.

Remarque 70 La nécessité d�e¤ectuer une perturbation résulte de la racine multiple
u
(0)
0 = 0 de l�équation (95), responsable du nombre insu¢ sant du coe¢ cient arbitraire
de la série u(0).

Remarque 71 A�n de résoudre ce problème, ARS exécutent un changement de variable
(� transformation)

(u; x)! (U;X) : x = x0 + � exp(
1

x
); u = ��1U exp(

1

X
);

ils ont montré que ce problème admet un point de branchement de type logarithmique.

Exemple 72 On considère l�EDO non linéaire suivante

E � �u00 � uu0+ u3 + fu+ g = 0 (105)

Cherchons les familles de (105), injectons

u = u
(0)
0 �

p

dans (105) on trouve :

�u(0)0 p(p� 1)�p�2 � (u00)2p�2p�1 + (u00)3�3p + fu00 + g = 0 (106)

Cherchons le nombre p < 0 a�n d�équilibrer les puissances minimales des termes de
l�ED, on pose q = min(p� 2; 2p� 1; 3p; 0), on a les cas suivants pour le choix de p; q8>>>><>>>>:

p� 2 = 2p� 1 = q et q � 3p
p� 2 = 3p = q et q � 2p� 1
p� 2 = 0 = q et q � min(2p� 1,3p) et rejetée car p = 2
2p� 1 = 3p = q et q � p� 2
3p = 0 et q � min(p� 2; 2p� 1) et rejetée car par hypothèse p < 0

le seul cas possible pour le couple (p; q) est (�1;�3); et le dominant de E qu�on note
Ê est celui qui correspond à q = �3, donc :

Ê � �u00 � uu0+ u3 (107)

on remplace p = �1 dans (106), on divise par �3p en faisant tendre � vers zéro on trouve :

�2u(0)0 + (u
(0)
0 )

2 + (u
(0)
0 )

3 = 0

u
(0)
0 (u

(0)
0 + 2)(u

(0)
0 � 1) = 0
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comme u(0)0 6= 0 =)
u
(0)
0 = 1;�2

ainsi on a deux familles maximales : (p; u(0)0 ) = (�1; 1); (�1;�2):
Cherchons la résonance, injectons

u
(0)
0 �

�1 + ��r�1

dans (107) on trouve

Q(r) = �(r � 1)(r � 2)� (r � 1)u(0)0 + u
(0)
0 + 3(u

(0)
0 )

2

pour u(0)0 = 1 on a :
Q(r) = (r + 1)(r � 3)

les indices de Fuchs sont
�1; 3

� pour u(0)0 = �2 on a :
Q(r) = (r + 1)(r � 6)

les indices de Fuchs sont
�1; 6:

Puisque les familles sont maximales, on peut dans ce cas appliquer la méthode Per-
turbée de Painlevé, on pose :

u =
+1X
n=0

"nu(n)

et on l�injecte dans (105) on trouve :

E = [�u(0)xx � u(0)u(0)x + (u(0))3 + fu(0) + g]

+"[�u(1)xx � u(0)u(1)x � u(1)u(0)x + 3(u(0))2u(1) + fu(1)]

+"2[�u(2)xx � u(0)u(2)x � u(2)u(0)x + 3(u(0))2u(2) + fu(2)| {z }�u(1)u(1)x| {z }]
+"3[�u(3)xx � u(0)u(3)x � u(3)u(0)x + 3(u(0))2u(3) + fu(3)| {z }�u(1)u(2)x � u(2)u(1)x| {z }]
+
...

+"n Ê 0(x; u(0))u(n)| {z }+R(n)(x; u(0); u(1); :::u(n�1))| {z }; n � 1
+
...

qu�on peut la mettre sous la forme :

E =

+1X
n=0

"nE(n)
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avec :

E(0) = E(x; u(0))

E(n) � Ê 0(x; u(0))u(n)| {z }+R(n)(x; u(0); u(1); :::u(n�1))| {z }; n � 1
et

Ê 0(x; u(0))v = lim
�!0

1

�
[Ê(x; u(0) + �v)� Ê(x; u(0))]

= lim
�!0

1

�
f�(u(0)xx + �vxx)� [(u(0) + �v)(u(0)x + �vx)] + (u

(0) + �v)3

�[�u(0)xx � u(0)u(0)x + (u(0))3]g
= �vxx � u(0)vx � vu(0)x + 3(u(0))2v

d�où :
Ê 0(x; u(0)) = K 0

d[u
(0)] � �@2x � u(0):@x � u(0)x + 3(u(0))2

pour E(0) on a :

E(0) = E(x; u(0))

= �u(0)xx � u(0)u(0)x + (u(0))3 + fu(0) + g (108)

on remplace u(0) par la série :

u(0) =
+1X
j=0

u
(0)
j :�

p+j; p = �1

et f; g par leurs développement de Taylor au voisinage de � = 0 dans (108) on trouve
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:

[�2u(0)0 + (u
(0)
0 )

2 + (u
(0)
0 )

3]��3 (109)

+[u
(0)
0 u

(0)
1 + 3(u

(0)
0 )

2u
(0)
1 ]�

�2

+[3u
(0)
0 (u

(0)
1 )

2 + 3u
(0)
2 (u

(0)
0 )

2 + f0u
(0)
0 ]�

�1

+[f0u
(0)
1 � u(0)1 u

(0)
2 + g0 + 6u

(0)
0 u

(0)
1 u

(0)
2 + (f)0u

(0)
0 � u(0)0 u

(0)
3 + (u

(0)
1 )

3

�2u(0)3 + 3u
(0)
3 (u

(0)
0 )

2]

+[f0u
(0)
2 � 2u(0)1 u

(0)
3 + 3u

(0)
2 (u

(0)
1 )

2 + 3u
(0)
0 (u

(0)
2 )

2 + 6u
(0)
0 u

(0)
1 u

(0)
3 � (u(0)2 )2 + (f)0u

(0)
1

1

2
(f)00u

(0)
0 � 2u(0)1 u

(0)
4 + 6u

(0)
0 u

(0)
1 u

(0)
3 � 6u(0)4 + 3u

(0)
4 (u

(0)
0 )

2 � 2u(0)0 u
(0)
4 + (g)0]�1

+[
1

2
(g)00 +

1

2
(f)00u

(0)
1 + 3u

(0)
1 (u

(0)
2 )

2 +
1

6
(f)000u

(0)
0 + (f)0u

(0)
2 + f0u

(0)
3 � 3u(0)5 u

(0)
0

�3u(0)1 u
(0)
4 + 6u

(0)
0 u

(0)
3 u

(0)
2 ++6u

(0)
0 u

(0)
4 u

(0)
1 � 3u(0)2 u

(0)
3 + 3u

(0)
3 (u

(0)
1 )

2

�12u(0)5 + 3u
(0)
5 (u

(0)
0 )

2]�2

+[
1

6
(f)000u

(0)
1 +

1

2
(f)00u

(0)
2 + (u

(0)
2 )

3 +
1

6
(g)000 +

1

24
(f)(4)u

(0)
0 � 2(u(0)3 )2 + (f)0u

(0)
3

�4u(0)4 u
(0)
2 � 4u(0)0 u

(0)
6 � 4u(0)1 u

(0)
5 + 3u

(0)
4 (u

(0)
1 )

2 + f0u
(0)
4 + 6u

(0)
1 u

(0)
3 u

(0)
2 + 6u

(0)
0 u

(0)
4 u

(0)
2

+6u
(0)
0 u

(0)
1 u

(0)
5 + 3u

(0)
0 (u

(0)
3 )

2 � 20u(0)6 + 3u
(0)
6 (u

(0)
0 )

2]�3 +
...

+

qui se met sous la forme :

E(0) =
X
j�0

E
(0)
j �

j+q; avec q = �3

=
X
j�0
(Q(j)u0j +H

(0)
j ):�

j�3 (110)

� donc pour u(0)0 = 1 on a :
Q(i) = (i+ 1)(i� 3)

en identi�ant (109) et (110) on trouve :

� Q(0)u00 +H
(0)
0 = �2u(0)0 + (u

(0)
0 )

2 + (u
(0)
0 )

3 = 0 =) H
(0)
0 = 3

� Q(1)u01 +H
(0)
1 = u

(0)
0 u

(0)
1 + 3(u

(0)
0 )

2u
(0)
1 = 0 =) H

(0)
1 = 0; u

(0)
1 = 0

� Q(2)u02 +H
(0)
2 = 3u

(0)
0 (u

(0)
1 )

2 + 3u
(0)
2 (u

(0)
0 )

2 + f0u
(0)
0 = 0 =) u02 =

�f0
3
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�
Q(3)u03 +H

(0)
3 = f0u

(0)
1 � u(0)1 u

(0)
2 + g0 + 6u

(0)
0 u

(0)
1 u

(0)
2 + (f)0u

(0)
0

�u(0)0 u
(0)
3 + (u

(0)
1 )

3 � 2u(0)3 + 3u
(0)
3 (u

(0)
0 )

2

= g0 + (f)
0

= 0

ce qui donne

H
(0)
3 = g0 + (f)

0 (111)

= 0 et u(0)3 arbitraire

qui est la condition nécessaire de stabilité (dans le cas ou u(0)0 = 1):

� Cherchons maintenant les conditions nécessaires de stabilité dans le cas ou u(0)0 = �2:
Dans ce cas on a :

Q(i) = (i+ 1)(i� 6)
en identi�ant (109) et (110) on trouve :

� Q(0)u00 +H
(0)
0 = �2u(0)0 + (u

(0)
0 )

2 + (u
(0)
0 )

3 = 0 =) H
(0)
0 = �12

� Q(1)u01 +H
(0)
1 = u

(0)
0 u

(0)
1 + 3(u

(0)
0 )

2u
(0)
1 = 0 =) H

(0)
1 = 0; u

(0)
1 = 0

� Q(2)u02 +H
(0)
2 = 3u

(0)
0 (u

(0)
1 )

2 + 3u
(0)
2 (u

(0)
0 )

2 + f0u
(0)
0 = 0 =) u

(0)
2 = �f0

6

�
Q(2)u02 +H

(0)
2 = f0u

(0)
1 � u(0)1 u

(0)
2 + g0 + 6u

(0)
0 u

(0)
1 u

(0)
2 + (f)0u

(0)
0 � u(0)0 u

(0)
3

+(u
(0)
1 )

3 � 2u(0)3 + 3u
(0)
3 (u

(0)
0 )

2

= g0 � 2(f)0 + 12u(0)3
= 0

ce qui donne :

H
(0)
3 = 2(f)0 � g0 = 12u(0)3 ; u

(0)
3 = [

1

6
(f)0 � 1

12
g0]

� pour la suivante on a :
f0u

(0)
2 � 2u(0)1 u

(0)
3 + 3u

(0)
2 (u

(0)
1 )

2 + 3u
(0)
0 (u

(0)
2 )

2 + 6u
(0)
0 u

(0)
1 u

(0)
3 � (u(0)2 )2 + (f)0u

(0)
1 +

1

2
(f)00u

(0)
0 � 2u(0)1 u

(0)
4 + 6u

(0)
0 u

(0)
1 u

(0)
3 � 6u(0)4 + 3u

(0)
4 (u

(0)
0 )

2 � 2u(0)0 u
(0)
4 + (g)0

= � 1
36
(f0)

2 � (f)00 + 10u(0)4 + (g)0

= Q(4):u
(0)
4 +H

(0)
4

= �10u(0)4 +H
(0)
4

= 0
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ce qui donne :

H
(0)
4 = 10u

(0)
4 ; u

(0)
4 =

1

10
[
(f0)

2

36
+ (f)00 � (g)0]

pour la suivante on a :

1

2
(g)00 +

1

2
(f)00u

(0)
1 + 3u

(0)
1 (u

(0)
2 )

2 +
1

6
(f)000u

(0)
0 + (f)0u

(0)
2 + f0u

(0)
3

�3u(0)5 u
(0)
0 � 3u(0)1 u

(0)
4 + 6u

(0)
0 u

(0)
3 u

(0)
2 + 6u

(0)
0 u

(0)
4 u

(0)
1 � 3u(0)2 u

(0)
3

+3u
(0)
3 (u

(0)
1 )

2 � 12u(0)5 + 3u
(0)
5 (u

(0)
0 )

2

=
1

2
(g)00 � 1

3
(f)000 +

1

6
(f)0f0 �

3

2
f0u

(0)
3 + 6u

(0)
5

= Q(5)::u
(0)
5 +H

(0)
5

= 0

ce qui donne :

H
(0)
5 = 6u

(0)
5 ; u

(0)
5 =

1

6

�
1

3
(f)000 � 1

2
(g)00 � 1

6
(f)0f0 +

3

2
f0u

(0)
3

�
pour la suivante on a :

1

6
(f)000u

(0)
1 +

1

2
(f)00u

(0)
2 + (u

(0)
2 )

3 +
1

6
(g)000 +

1

24
(f)(4)u

(0)
0 � 2(u(0)3 )2 + (f)0u

(0)
3

�4u(0)4 u
(0)
2 � 4u(0)0 u

(0)
6 � 4u(0)1 u

(0)
5 + 3u

(0)
4 (u

(0)
1 )

2 + f0u
(0)
4 + 6u

(0)
1 u

(0)
3 u

(0)
2 + 6u

(0)
0 u

(0)
4 u

(0)
2 +

+6u
(0)
0 u

(0)
1 u

(0)
5 + 3u

(0)
0 (u

(0)
3 )

2 � 20u(0)6 + 3u
(0)
6 (u

(0)
0 )

2

=
1

2
(f)00u

(0)
2 + (u

(0)
2 )

3 +
1

6
(g)000 � 1

12
(f)(4) + (f)0u

(0)
3 + f0u

(0)
4 � 16u(0)4 u

(0)
2 � 8(u(0)3 )2

= (f)0u
(0)
3 +

1

6
(g)000 � 1

12
(f)(4) � 8(u(0)3 )2 +

1

12
(f)00f0 + (

1

6
f0)

3 � 5
3
f0u

(0)
4

= Q(6):u
(0)
6 +H

(0)
6

= 0

donc :

H
(0)
6 = (f)0u

(0)
3 +

1

6
(g)000 � 1

12
(f)(4) � 8(u(0)3 )2 +

1

12
(f)00f0 + (

1

6
f0)

3 � 5
3
f0u

(0)
4

= (f)0[
(f)0

6
� g0
12
] +

1

6
(g)000 � 1

12
(f)(4) � 8([(f)

0

6
� g0
12
])2 +

1

12
(f)00f0 + (

1

6
f0)

3 � 5
3
f0u

(0)
4

=
1

6
[(f)0]2 � 1

12
g0(f)

0 � 8:[1
6
(f)0]2 � 8[ 1

12
g0]

2 + 16
1

6
(f)0

1

12
g0 +

1

6
(g)000 � 1

12
(f)(4) +

1

12
(f)00f0 + (

1

6
f0)

3 � 5
3
f0
1

10
[
(f0)

2

36
+ (f)00 � (g)0]

= � 1
36
[�6(g)000 + 3(f)(4) + 2[(f)0]2 + 2[g0]2 � 5g0(f)0 � 6f0(g)0 + 3f0(f)00]

= 0
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ce qui donne la condition nécessaire de stabilité (dans le cas ou u(0)0 = �2) qui est :

�6(g)000 + 3(f)(4) + 2[(f)0]2 + 2[g0]2 � 5g0(f)0 � 6f0(g)0 + 3f0(f)00 = 0; (112)

u
(0)
6 est arbitraire

Remarque 73 Aucune de ces deux familles ne donne des conditions su¢ santes de sta-
bilités, chaque famille donne une condition nécessaire di¤érente pour avoir l�uniformité
locale de la solution générale au voisinage du pôle en question. Dans le but ou la solution
générale soit uniforme on a besoin de ces deux conditions.(111) ,(112).ce qui donne la
condition

g = �(f)0; [(f)00 + 1
2
(f)2]00 = 0 (113)

Remarque 74 Pour cet exemple Bureau a montré que les conditions (113) sont néces-
saires et su¢ santes pour la stabilité.

Exemple 75 On considère l�EDO non linéaire suivante :

u(4) + 3u:u00 � 4(u0)2 = 0 (114)

Cherchons les familles de (114), injectons u(0)0 �
p dans (114) on trouve :

[u
(0)
0 p

4 � 6u(0)0 p3 + 11u
(0)
0 p

2 � 6u(0)0 p]�p�4 � [(u
(0)
0 )

2p2 + 3(u
(0)
0 )

2p]�2p�2 = 0

Cherchons le nombre entier p < 0; a�n d�équilibrer les puissances minimales des termes
de l�ED, posons : q = min(p� 4; 2p� 2), on a deux cas :

(p; q) = (�3;�7); (�2;�6)

pour p = �2 on a le dominant de E qu�on note Ê est celui qui correspond à p = �2,
donc :

Ê � u(4) + 3u:u00 � 4(u0)2 (115)

on remplace p = �2 dans (115), on divise par ��6; on trouve :

[u
(0)
0 16 + 6u

(0)
0 8 + 11u

(0)
0 4 + 12u

(0)
0 ]� [(u

(0)
0 )

2:4� 6(u(0)0 )2] = 0

120:u
(0)
0 + 2(u

(0)
0 )

2 = 0

2:u
(0)
0 (60 + u

(0)
0 ) = 0

comme u(0)0 6= 0 on a :
u
(0)
0 = �60

Cherchons les indices de Fuchs, injectons �60��2 + ��r�2 dans (115) on trouve :

Q(r) = (r4 � 14r3 � 109r2 � 214r � 120)
= (r + 1)(r + 2)(r + 3)(r � 20)
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les indices de Fuchs pour la famille (u(0)0 ; p) = (�60;�2) sont : �1;�2;�3; 20
pour p = �3;le dominant de E qu�on note Ê est celui qui correspond à q = �8, donc :

Ê � 3u:u00 � 4(u0)2 (116)

on remplace p = �3 dans l�ES, on divise par ��8; on trouve :

[9(u
(0)
0 )

2 � 9(u(0)0 )2] = 0

ce qui implique que u(0)0 est arbitraire, cherchons les indices de Fuchs, injectons u(0)0 �
�3 +

��r�3 dans (116) on trouve :
Q(r) = 3u

(0)
0 r(r + 1)

les indices de Fuchs pour la famille (u(0)0 ; p) = (u
(0)
0 ;�3) sont : �1; 0:cette famille n�est

pas maximale, elle décrit donc une solution particulière (suivant la méthode classique de
Painlevé)

u = a��3 � 60��2; (a; z0) arbitraires, � = (z � z0)

pour la deuxième famille (u(0)0 ; p) = (�60;�2) elle est maximale non principale donc on
applique la méthode perturbée,on cherche la solution sous la forme

u =
+1X
n=0

"nu(n)

on l�injecte dans (114) on trouve :

u(0)xxxx + 3u
(0):u(0)xx � 4(u(0)x )2| {z }+

"f[u(1)xxxx + 3u(0):u(1)xx + 3u(1)u(0)xx � 8(u(0)x )u(1)x| {z }] + 0|{z}g+
"2f[u(2)xxxx + 3u(0):u(2)xx + 3u(1)u(1)xx � 8(u(0)x )u(2)x| {z }] + [u(2):u(0)xx � 4(u(1)x )2]| {z }g+
...

qui ce met sous la forme

E =
+1X
n=0

"nE(n)

avec :
E(0) = u(0)xxxx + 3u

(0):u(0)xx � 4(u(0)x )2| {z } = 0
E(1) = [u(1)xxxx + 3u

(0):u(1)xx + 3u
(1)u(0)xx � 8(u(0)x )u(1)x| {z } = 0

E(2) = f[u(2)xxxx + 3u(0):u(2)xx + 3u(2):u(0)xx � 8(u(0)x )u(2)x| {z }] + [3u(1)u(1)xx � 4(u(1)x )2]| {z }g = 0
...
E(n) = Ê 0(x; u(0))u(n) +R(n)(u(0); u(1); :::; u(n�1)) = 0; n � 2
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et Ê � u(4) + 3u:u00 � 4(u0)2

Ê 0(x; u(0))v = lim
�!0

1

�
[Ê(x; u(0) + �v)� Ê(x; u(0))]

= lim
�!0

1

�
fu(0)xxxx + �vxxxx + 3(u(0) + �v)(u(0)xx + �vxx)� 4(u(0)x + �vx)

2 � u(0)xxxx � 3u(0):u(0)xx + 4(u(0)x )2g

= vxxxx + 3u
(0)vxx + 3vu

(0)
xx � 8u(0)x vx

ainsi :
Ê 0(x; u(0)) = K 0

d[u
(0)] � @4x + 3u(0):@2x + 3u(0)xx � 8u(0)x @x

on remplace u(0) par la sérié
P+1

j�0 u
(0)
j �

j�2; avec u(0)0 = �60 dans la première équation on
trouve

E(0) = �456:u(0)1 ��5 + (2(u
(0)
1 )

2 � 1080u(0)2 )��4 + (6u
(0)
1 u

(0)
2 � 2040u(0)3 )��3

+(14u
(0)
1 u

(0)
3 � 3360u(0)4 )��2 + :::

d�autre part pour u(0)0 = �60 on a :

Q(i) = (i+ 1)(i+ 2)(i+ 3)(i� 20)

et :
E(0) =

X
j�0

E
(0)
j �

j+q; avec q = �6

de plus on a la formule suivante :

E
(0)
j = Q(j):u

(0)
j +H

(0)
j = 0; 8j � 0

donc :

E
(0)
0 = 0

= Q(0):u
(0)
0 +H

(0)
0

= �120(�60) +H(0)
0

= 0

ce qui donne :
H
(0)
0 = �7200

pour la suivante on a :

E
(0)
1 = �456:u(0)1

= Q(1):u
(0)
1 +H

(0)
1

= �456:u(0)1 +H
(0)
1

= 0
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ce qui donne :
H
(0)
1 = 0

En suivant le même procédé on trouve que u(0)20 ; u
(1)
�3; u

(1)
�2; u

(1)
�1 sont arbitraires, mais à

l�ordre n = 7; on trouve que

H
(7)
�1 � u

(0)
20 (u

(1)
�3)

7 = 0;

H
(7)
20 � (u

(0)
20 )

2(u
(1)
�3)

6u
(1)
�2 = 0

(Contradiction avec le fait que u(0)20 ; u
(1)
�3; u

(1)
�2 sont arbitraires, ce qui implique l�existence

d�un point de branchement logarithmique.

Remarque 76 Cet exemple illustre qu�on est incapable de déduire à qu�el ordre on doit
s�arrêter pour conclure si on a ou on n�a pas de point de branchement.

3.4 Avantages supplémentaires de l�analyse de Painlevé

� Pour qu�une équation soit intégrable il est nécessaire mais pas su¢ sant qu�elle véri�e
le test de Painlevé, cependant la propriété de Painlevé est une condition su¢ sante
pour l�intégrabilité

� Le test de Painlevé fournit la perspicacité dans la construction des solutions de soliton
par l�intermédiaire des méthodes directes (le formalisme et ses clones de Hirota)

� Le test de Painlevé est applicable aux systèmes d�EDO et d�EDP polynomiales, il ne
prouve pas l�intégrabilité, il aide à identi�er des conditions nécessaires pour lesquelles
le système peut être intégrable.

� Le Test de Painlevé est un excellent outil pour détecter les points de branchement
mobiles
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