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Notations

Notations
Dans ce mémoire nous utiliserons les notations suivantes :

� k un entier positif, pk le k-ième nombre premier tel que p1 = 2, p2 = 3,...
� P = f2; 3; 5; 7; 11; :::g; l�ensemble des nombres premiers.
� log : désigne le logarithme Népérien.
� [x] : désigne la partie entière du nombre réel x.
� �(x) : désigne la fonction de Tchebychef on a : �(x) =

P
p�x
log p pour x > 0

� �(x) : désigne la fonction qui compte le nombre de nombres premiers plus petits
que x, on a

� (x) =
P
p�x
1; pour x > 0

� s = � + it : désigne un nombre complexe .

� Re (s) : désigne la partie réelle de s tel que Re (s) = �:

� Im(s) : désigne la partie imaginaire de s tel que Im(s) = t .

� � (s) : désigne la fonction zêta de Riemann on a � (s) =
P+1

n=1
1
ns

pour Re (s) > 1

Pour deux fonctions réelles f et g ,

� f � g signi�e que f est asymptotiquement équivalente à g , autrement dit

lim
x!+1

f(x)

g(x)
= 1.

� f (x) = o(g (x)) si et seulement si, pour tout nombre réel strictement positif ", il existe

un nombre réel x0, tel que l�on ait,

8x � x0; jf(x)j � " jg(x)j .

� f (x) = O(g (x)) si et seulement s�il existe deux constantes x0 et C > 0, tel que on ait

8x � x0; jf(x)j � C jg(x)j .

� f (x) � g (x) : s�il existe x0 > 0 , a > 0 et b > 0 tel que :

8x > x0; af (x) 6 g (x) 6 bf (x) .

� Li : désigne le logarithme intégral, on a :

Li(x) = lim
"!0

0@1�"Z
0

dt

log t
+

xZ
1+"

dt

log t

1A =

Z x

2

dt

log t
+ Li (2) où Li (2) = 1:045:::;
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Introduction

Soit � (x) la fonction qui compte le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux

à x et � la fonction de Tchebychef dé�nie pour x > 0; par � (x) =
P
p�x

p premier

log p ; on désigne

par pk le ki�eme nombre premier.

Dans ce travail, nous étudions le comportement asymptotique de la fonction de Tchebychef

� (x) sur le ki�eme nombre premier pk; c�est à dire les encadrements de � (pk) en utilisant

les résulats connus sur la fonction � (x). En 1983 G. Robin a montré que l�équivalence

� (pk) � k log k est un résultat plus faible que le théorème des nombres premiers, il a montré

également que � (pk) > k log k pour k assez grand:

Dans [27] ; l0auteur a donné des encadrements explicites de la fonction � (pk) dans le cas où

pk est la suite des nombres premiers.

Ce présent mémoire est constitué de trois chapitres.

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous avons rappelé quelques notions de la théorie

des nombres premiers : les dé�nitions des fonctions � (x), � (x), la déinition de la fonction

zêta � de Riemann ainsi que les formules de sommation d�Abel et d�Euler.

Nous avons consacré le deuxième chapitre de ce travail à l�étude du comportement as-

ymptotique de � (pk) ; sous diverses hypothèses sur � (x).

Nous présentons et détaillons les démonstrations des résultats relatifs aux encadrements de

� (pk) dûs à G. Robin (cf [27]):
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Introduction

Dans le troisième chapitre, nous nous sommes intéressés aux encadrements explicites de

� (pk).

Dans leur article (cf [33]) ; J. B. Rosser et L. Schoenfeld a¢ rment que l�inégalité

� (pk) > k log k est véri�ée pour k > 13:
En utilisant l�inégalité classique � (x) < x log 4; valable pour x > 0; nous reprenons et dé-

taillons la preuve de ce résultat.

Diverses inégalités basées sur les résultats de B. Rosser et L. Schoenfeld ont été prouvées

par G . Robin (cf [27]); parmi ces résultats, nous considérons les encadrements :

� (pk) > k (log k + log log k � 1:076868) ; valable pour k > 2;

avec égalité pour k = 66,

� (pk) > k (log k + log log k � 1) ; valable pour k 6 17 et k > 5106

et

� (pk) < k (log k + log log k � 1) ; valable pour 18 6 k 6 5105:

Nous avons repris et détaillé les démonstrations de tous ces résultats.

Notons que certaines inégalités ont été véri�ées à l�ordinateur à l�aide de Mathématica.

En�n nous terminons cette étude par une conclusion et une annexe où sont données les

procédures que nous avons utilisées pour les calculs numériques ainsi que quelques graphes

des fonctions etudiées.
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Chapitre 1

Rappels de quelques dé�nitions et résultats

fondamentaux.

1.1 Fonctions arithmétiques

Dé�nition 1.1.1 Une fonction arithmétique est une application de N� à valeurs dans C.

Dé�nition 1.1.2 On dit qu�une fonction arithmétique f est multiplicative, si pour tous m

et n entiers positifs premiers entre eux on a,

f(mn) = f(m)f(n) et f(1) = 1:

On dit qu�elle est complètement multiplicative si pour tous m et n entiers positifs on a,

f (mn) = f (m) f (n) et f(1) = 1:

1.2 Formules de sommation d�Abel et d�Euler

La formule de sommation d�Abel est le procédé consistant à transformer une somme

�nie de produits de deux termes en faisant apparaître les sommes partielles de l�un des deux

facteurs de ce produit.

Théorème 1.2.1 (Identit�e d�Abel)

Soient x; y 2 R tels que 0 < y < x, soit � (n) une fonction arithmétique et f une fonction

3



1.3. Les fonctions � (x) et � (x)

de classe C 1 sur [y; x]

on pose,

A (t) =
X
n�t

� (n) ; t > 0 (A (t) = 0; pour t < 1)

alors, X
y�n�x

� (n) f (n) = A (x) f (x)� A (y) f (y)�
Z x

y

A (t) f 0 (t) dt

Démonstration. (cf [1])

Corollaire 1.2.1 Soient x; y 2 R tels que 0 < y < x et f une fonction de classe C 1

sur [y; x] alors, X
y�n�x

f (n) = [x] f (x)� [y] f (y)�
Z x

y

[t] f 0 (t) dt (1.2.1)

Démonstration.

En prenant � (n) = 1 dans le théorème 1.2.1 on obtient,

A (t) =
X
n �t

1 =
X
n �[t]

1 = [t]

l�identité d�Abel implique alors la formule (1:2:1).

Théorème 1.2.2 (Formule de sommation d�Euler)

Soient x; y 2 R tels que 0 < y < x, et f une fonction de classe C 1 sur [y; x] alors,X
y�n�x

f (n) =

Z x

y

f (t) dt+

Z x

y

(t� [t]) f 0 (t) dt+ ([y]� y) f (y)� ([x]� x) f (x)

Preuve : (cf [1])

1.3 Les fonctions � (x) et � (x)

Soit x un nombre réel strictement positif et p un nombre premier.

Dé�nition 1.3.1 La fonction de Tchebychef � (x) est dé�nie pour x > 0, par :

� (x) =
P
p�x
log p

4



1.4. Le théorème des nombres premiers.

Dé�nition 1.3.2 La fonction � (x) compte le nombre de nombres premiers plus petits que

x, autrement dit on a,

� (x) =
P
p�x
1:

1.4 Le théorème des nombres premiers.

En 1896, Hadamard et de la Vallée Poussin, ont démontré pour la première fois indépen-

damment l�un de l�autre le théorème :

Théorème 1.4.1 Lorsque x tend vers l�in�ni on a :

� (x) � x

log x

Preuve. (cf.[12] et [37])

Théorème 1.4.2 Les assertions suivantes sont équivalentes,

(i) � (x) � x

log x
lorsque x! +1

(1.4.1)

(ii) � (x) � x lorsque x! +1
(1.4.2)

(iii) pk � k log k lorsque k ! +1
(1.4.3)

Ce théorème est une conséquence du théorème suivant :

Théorème 1.4.3 Pour x > 2 on a,

(i) � (x) = � (x) log x�
Z x

2

� (t)

t
dt

(1.4.4)

(ii) � (x) =
� (x)

log x
+

Z x

2

� (t)

t log2 t
dt

(1.4.5)

Démonstration. (cf [16])
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1.5. La fonction zêta de Riemann

1.5 La fonction zêta de Riemann

Soit s = � + it une variable complexe telle que � = Re (s) > 1; alors la série

+1X
n=1

1

ns
;

est absolument convergente.

En e¤et, la valeur absolue de son terme général est égal à,���� 1ns
���� = 1

nRe(s)
=
1

n�

qui est le terme général d�une série de Riemann convergente pour Re (s) = � > 1.

Dé�nition 1.5.1 On appelle fonction zêta de Riemann et on note �(s) la somme de la série

convergente,

�(s) =
1X
n=1

1

ns
, pour Re(s) > 1.

1.6 L�Hypothèse de Riemann

L�hypothèse de Riemann est une conjecture formulée en 1859, par le Mathématicien

Bernhard Riemann. Il a conjecturé que tous les zéros non triviaux de la fonction zêta de

Riemann � (s) sont situés sur la droite Re (s) = 1
2
.

autrement dit on a,

�(
1

2
+ it) = 0 où t est un nombre réel

Cette conjecture possède des conséquences importantes en théorie analytique des nom-

bres. Plusieurs résultats dû à Schoenfeld (cf [34]) sont démontrés sous cette hypothèse,

parmi ces résultats nous citons le :

Théorème 1.6.1 Sous l�hypothèse de Riemann on a,

j � (x)� Li (x)j 6 1

8�

p
x log x; pour x > 2657

6



1.6. L�Hypothèse de Riemann

Théorème 1.6.2 Sous l�hypothèse de Riemann on a,

j � (x)� xj 6 1

8�

p
x(log x � 2) log x; pour x > 23:108

j � (x)� xj 6 1

8�
log2 x; pour x > 599

Plusieurs autres résultats ont été démontrés sous l�hypothèse de Riemann.

7



Chapitre 2

Comportement asymptotique de � (pk) sous

diverses hypothèses sur �(x)

2.1 Introduction

Soient k un entier naturel, x un nombre réel positif et pk le ki�eme nombre premier. Soient

� (x) la fonction de Tchebychef, � (x) la fonction qui compte le nombre de nombres premiers

plus petits que x et Li (x) le logarithme intégral, dé�ni par :

Li (x) =

Z x

2

dt

log t
+ Li (2) où Li (2) = 1:045:::;

Dans ce chapitre, nous reprenons et détaillons les démonstrations des résultats dûs à G.

Robin suivants :

lorque k tend vers l�in�ni on a,

� (pk) = k (log k + log log k +O (1))

� (pk) = k

�
log k + log log k � 1 + log log k

log k
+O

�
1

log k

��
et

� (pk) = Li�1 (k) +O
�p

k (log k)
3
2

�

8



2.2. Estimations de � (pk) et pk .

Les démonstrations de ces estimations sont basées éssentiellement sur la formule de somma-

tion d�Abel et le théorème des nombres premiers ( cf[1]) .

ainsi que sur l�inégalité classique,

� (x) < x log 4; pour x > 0 (2.1.1)

et l�inégalité de Hanson,

� (x) > 3

4
x ; pour x > 13 (cf [13] ) (2.1.2)

2.2 Estimations de � (pk) et pk .

Théorème 2.2.1 (Th�eor�eme de Tchebychef (cf [15]))

� (x) � x

log x
; lorsque x! +1

Preuve(cf: [15])

Le théorème qui suit donne l�estimation de � (pk) lorsque k tend vers l�in�ni on a,

Théorème 2.2.2 Soit x un nombre réel strictement positif et k un entier naturel.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes,

(i) � (x) � x

log x
lorsque x! +1

(ii) � (x) � x lorsque x! +1
(iii) pk � k log k lorsque k ! +1
(iv) � (pk) = k (log k + log log k +O (1)) lorsque k ! +1

Preuve:

Démonstration de (ii) implique (i) :

Soit k > 2 et (pi)1�i�k , la suite des nombres premiers tel que p1 < p2 < :: < pk

On suppose (ii) ; c�est à dire qu�il existe a > 0 , b > 0 et x0 > 0 tels que l�on ait,

ax 6 � (x) 6 bx pour x > x0

ce qui implique pour x > x0 > 2;

9



2.2. Estimations de � (pk) et pk .

ax+

Z x

2

� (t)

t
dt 6 � (x) +

Z x

2

� (t)

t
dt 6 bx +

Z x

2

� (t)

t
dt ;

en utilisant la formule (1:4:4) on obtient,

ax+

Z x

2

� (t)

t
dt 6 � (x) log x 6 bx +

Z x

2

� (t)

t
dt; (2.2.1)

comme on a,

0 6
Z x

2

� (t)

t
dt 6

Z x

2

dt = x� 2 < x

�
car � (t) <

1

2
t� 1 < t, cf [11]

�
alors (2:2:1) s�écrit,

ax 6 � (x) log x 6 (b+ 1)x pour x > x0 > 2

ce qui est équivalent à,

a
x

log x
6 � (x) 6 (b+ 1) x

log x
pour x > x0 > 2

d�où l�assertion (i) :

Démonstration de (i) implique (iii) :

On suppose (i) ; c�est -à -dire qu�il existe a > 0 , b > 0 et x0 > 0 tels que,

a
x

log x
6 � (x) 6 b

x

log x
pour x > x0;

alors ceci est équivalent à,

ax 6 � (x) log x 6 bx pour x > x0; (2.2.2)

en prenant le logarithme népérien dans (2:2:2) on obtient,

log a+ log x 6 log � (x) + log log x 6 log b+ log x (2.2.3)

et en divisant (2:2:3) par log x il vient,

log a

log x
+ 1 6 log �(x)

log x
+
log log x

log x
6 log b

log x
+ 1

10



2.2. Estimations de � (pk) et pk .

par passage à la limite lorsque x! +1 on obtient,

lim
x!+1

log x

log �(x)
= 1; puisque lim

x!+1

log log x

log x
= 0

ceci implique,

8" > 0; 9 A > 0 tel que 8x > A :

���� log xlog �(x)
� 1
���� 6 "

en posant " = " 0 < 1; on obtient,

(1� "0) log �(x) 6 log x 6 (1 + "0) log �(x) pour x > A;

en prenant x = pk; nous obtenons,

(1� "0) log k 6 log pk 6 (1 + "0) log k pour pk > A; (2.2.4)

et l�encadrement (2:2:2) s�écrit alors,

apk 6 k log pk 6 b pk pour pk > x0;

ce qui est équivalent à,

1

b
k log pk 6 pk 6

1

a
k log pk pour pk > x0; (2.2.5)

les inégalités (2:2:4) et (2:2:5) impliquent alors,

(1� "0)

b
k log k 6 pk 6

(1 + "0)

a
k log k pour k > k0 tel que pk0 > max fx0; Ag

d�où la relation (iii) .

Montrons l�équivalence de (iii) et (iv) :

Supposons (iii) véri�ée alors,

ak log k 6 pk 6 bk log k pour k > k0 tel que a > 0 ; b > 0 et k0 > 1;

comme la fonction x! log x est croissante sur ]0;+1[ alors,

log a+ log k + log log k 6 log pk 6 log b+ log k + log log k

11



2.2. Estimations de � (pk) et pk .

ce qui est équivalent à,

log a 6 log pk � log k � log log k 6 log b;

en posant, C = max fjlog aj ; jlog bjg on obtient,

�C 6 log pk � log k � log log k 6 +C;

autrement dit on a,

jlog pk � log k � log log kj 6 C;

donc,

log pk � log k � log log k = O (1) ;

d�où,

log pk = log k + log log k +O (1) ;

par suite,

� (pk) =
P
p�pk

log p =
kP
i=1

log pi = log p1 +
kP
i=2

log pi = log 2 +
kP
i=2

(log i+ log log i) +
kP
i=2

O (1)

=
kP
i=2

(log i+ log log i) + (k � 1)O (1) (2.2.6)

posons, f (t) = log t+ log log t; on a f 2 C 1 [2; k] :

En utilisant la formule de sommation (1:2:1) pour x = k et y = 2 il vient,

kX
i=2

f (i)� k(log k + log log k) = O (k)

c�est-à-dire,
kX
n=2

(log i+ log log i) = k(log k + log log k +O (1)); (2.2.7)

En utilisant les rélations (2:2:6) et (2:2:7) on obtient;

� (pk) = k(log k + log log k +O (1)) +O (k) ;

d�où l�on déduit l�estimation,

� (pk) = k(log k + log log k +O (1));

12



2.2. Estimations de � (pk) et pk .

Montrons que (iv) implique (iii) :

L�inégalité,

� (pk) =
kP
i=1

log pi 6 k log pk

et l�hypothèse (iv) impliquent,

log k + log log k +O (1) 6 log pk : (2.2.8)

Ceci d�une part,

D�autre part on a,

� (p2k)� � (pk) = 2k (log 2k + log log 2k +O (1))� k (log k + log log k +O (1))

= 2k (log 2 + log k + log (log 2 + log k) +O (1))�k (log k + log log k +O (1))

= k(log k + log log k) + (2 log 2 + 2 log

�
1 +

log 2

log k

�
+O (1))k;

c�est-à-dire

� (p2k)� � (pk)� k

�
log k + log log k + (2 log 2 + 2 log

�
1 +

log 2

log k

��
= O (k))

il existe donc deux constantes C > 0 et k0 > 2 tels que l�on ait,

����� (p2k)� � (pk)� k(log k + log log k)�
�
2 log 2 + 2 log

�
1 +

log 2

log k

��
k

���� 6 C k pour k > k0 > 2
(2.2.9)

d�où l�on déduit que,

j� (p2k)� � (pk)� k(log k + log log k)j 6
�
2 log 2 + 2 log

�
1 +

log 2

log k

��
k + Ck

6 (4 log 2 + C) k

donc,

� (p2k)� � (pk) = k (log k + log log k +O (1)) ;

comme on a,

13



2.2. Estimations de � (pk) et pk .

� (p2k)� � (pk) =
2kP
k+1

log pi > k log pk;

alors,

log k + log log k +O (1) > log pk; (2.2.10)

De (2:2:8) et (2:2:10) on déduit que,

log
pk

k log k
= O (1) ;

il existe donc C > 0 et k0 > 2 tel que l�on ait,

�C 6 log pk
k log k

6 +C; pour k > k0

d�où,

exp (�C) k log k 6 pk 6 exp (C) k log k;

ce qui prouve (iii).

Démonstration de (iv) implique (ii) :

L�hypothèse (iv) implique,

log k + log log k � C 6 � (pk)

k
6 log k + log log k + C pour k > k0 > 2 (2.2.11)

comme,

lim
k!+1

log log k = +1;

alors pour tout A > 0; il existe KA > 2 tel que,

log log k > A pour tout k > KA

Pour A = C on a,

log log k > C pour tout k > KC

l�encadrement (2:2:11) implique alors pour k > max fk0; KCg,

log k <
� (pk)

k
6 log k + log log k + log log k;

14



2.2. Estimations de � (pk) et pk .

d�où l�on déduit l�inégalité,

k log k < � (pk) 6 3k log k pour k > k1 = max fk0; KCg ; (2.2.12)

comme (iv) implique (iii) ; alors il existe a > 0; b > 0 et k2 > 2 tels que,

ak log k 6 pk 6 bk log k pour k > k2; (2.2.13)

les inégalités (2:2:12) et (2:2:13) impliquent alors,

1

b
pk 6 � (pk) 6

3

a
pk pour k > max fpk1 ; pk2g . (2.2.14)

Soit x > 0 tel que,

pk 6 x < pk+1 =
pk+1
pk

pk; (2.2.15)

alors,

� (pk) =
kP
i=1

log pi =
P

p�pk�x
log p = � (x) (2.2.16)

les inégalités (2:2:13) et (2:2:15) impliquent,

pk 6 x < 4
b

a
pk (2.2.17)

grâce à (2:2:14) , (2:2:16) et à (2:2:17) on obtient,

a

4b2
x 6 � (x) 6 3

a
x pour x > max fpk2 ; pk1g

d�où l�assertion (ii) .

Corollaire 2.2.1 Soient a > 0 et x0 > 0:

Si � (x) < ax pour x > x0; alors, il existe K0 > 0 tel que, � (pk) > k log k pour k > K0:

Démonstration Se démontre en utilisant le théorème 2.2.2 .

15



2.2. Estimations de � (pk) et pk .

Théorème 2.2.3 Les trois premières assertions suivantes sont équivalentes et entraînent

la quatrième,

(i) � (x) =
x

log x
+O

�
x

log2 x

�
lorsque x! +1

(ii) � (x) = x+O

�
x

log x

�
lorsque x! +1

(iii) pk = k (log k + log log k +O (1)) lorsque k ! +1

(iv) � (pk) = k

�
log k + log log k � 1 + log log k

log k
+O

�
1

log k

��
lorsque k ! +1

preuve :

Pour la démonstration nous utiliserons les lemmes suivants :

Lemme 2.2.1 On a,

(i)

Z x

2

dt

log t
6 2 x

log x
pour x > 2;

(ii)

Z x

2

dt

log2 t
6 1:7 x

log2 x
pour x > 790;

Démonstration Soient n un entier naturel non nul et x0 une constante réelle positive.

La fonction x! log x� n

log x
étant croissante pour x > x0 > 1 alors,

log x0 � n

log x0
6 log x� n

log x
pour x > x0; (2.2.18)

en multipliant (2:2:18) par
log x0

log x0 � n

1

logn x
on obtient pour x > x0 > exp (n),

1

logn x
6 log x0
log x0 � n

log x� n

logn+1 x

=
log x0

log x0 � n

�
x

logn x

�0
(2.2.19)

par suite en intégrant (2:2:19) dans l�intervalle [x0; x] on obtient,Z x

x0

dt

logn t
6 log x0
log x0 � n

�
t

logn t

�x
x0

=
log x0

log x0 � n

x

logn x
� x0

(log x0 � n) logn�1 x0

ce qui implique pour x > x0,Z x

2

dt

logn t
6
Z x0

2

dt

logn t
� x0

(log x0 � n) logn�1 x0
+

log x0
log x0 � n

x

logn x
(2.2.20)
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2.2. Estimations de � (pk) et pk .

Preuve de (i)

En prenant n = 1 et x0 = exp (2) dans (2:2:20) ; on obtient pour x > exp (2) ;Z x

2

dt

log t
6
Z exp(2)

2

dt

log t
� exp (2) + 2 x

log x
,

comme, Z exp(2)

2

dt

log t
� exp (2) = �3:480 0:::;

alors, Z x

2

dt

log t
6 �3:4800 + 2 x

log x
6 2 x

log x
pour x > exp (2) .

Supposons x 2 [2; exp (2)] :
La fonction x! f (x) =

Z x

2

dt

logn t
est croissante pour x > 2,

on a alors pour 2 6 x 6 exp (2) ;Z x

2

dt

log t
6
Z exp(2)

2

dt

log t
= 3:9091 < 2 exp (1) (2.2.21)

Dans l�intervalle ]1;+1[ ; la fonction g : x! x

logn x
atteint son minimum au point

x = exp (n) ; et on a g (exp (n)) =
�
exp (1)

n

�n
; donc,

�
exp (1)

n

�n
6 x

logn x
: pour x > 1; (2.2.22)

en utilisant l�inégalité (2.2.22) pour n = 1 et (2:2:21) il vient,Z x

2

dt

log t
< 2 exp (1) 6 2 x

log x
pour 2 6 x 6 exp (2)

ce qui achève la preuve de (i) du lemme 2:2:1.

Preuve de (ii)

Pour x0 = 790 et n = 2; l�inégalité (2.2.20) implique,Z x

2

dt

log2 t
6
Z 790

2

dt

log2 t
� 790

(log 790� 2) log 790 +
log 790

log 790� 2
x

log2 x
;

les calculs numériques donnent,Z 790

2

dt

log2 t
� 790

(log 790� 2) log 790 ' 4:8

17



2.2. Estimations de � (pk) et pk .

donc, Z x

2

dt

log2 t
6 4:8(log 790)

2

790

790

(log 790)2
+

log 790

log 790� 2
x

log2 x

La fonction x! x

log2 x
étant croissante pour x > exp (2) on a alors pour x > 790,

Z x

2

dt

log2 t
6 4:8(log 790)

2

790

x

log2 x
+

log 790

log 790� 2
x

log2 x

6 1:7 x

log2 x
�

ce qui achève la preuve de (ii) du lemme 2:2:1:
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2.2. Estimations de � (pk) et pk .

Lemme 2.2.2 : On a

(i) pk > c1k log k ; pour k > 110 (2.2.23)

(ii) log pk 6 c2 log k ; pour k > 2 (2.2.24)

(iii) pk 6 c3k log k ; pour k > 2 (2.2.25)

où c1 =
1

2
; c2 = 2 et c3 = exp (1)

Démonstration

Preuve de (2.2.23) :

La majoration (2:1:1) implique avec la relation (1:4:5) ;

� (x) 6 x

log x
log 4 + (log 4)

Z x

2

dt

log2 t
pour x > 2;

en utilisant (ii) du lemme 2:2:1; on obtient pour x > 790,

� (x) 6 x

log x
log 4 + (log 4)� 1:7 x

log2 x

6
�
log 4 + (log 4)� 1:7� 1

log 790

�
x

log x

6 1:74 x

log x

Comme on a pour 600 6 x 6 790 alors,

� (x) 6 � (790) < � (967) = 163 < 1:74
600

log 600
6 1:74 x

log x
�

d�où l�on déduit que pour tout x > 600 on a,

� (x) 6 1:74 x

log x
(2.2.26)

en posant x = pk; on a pour k > � (600) + 1 = 110;

pk >
1

1:74
k log pk >

1

1:74
k log k > 1

2
k log k �:

Preuve de (2.2.24)

D�après l�inégalité (2.2.22) on a;�
4

3

�2
<

�
exp (1)

2

�2
6 x

log2 x
pour x > 2

19



2.2. Estimations de � (pk) et pk .

ce qui implique,
p
x 6 3

4

x

log x
pour x > 2; (2.2.27)

D�autre part les relations (1:4:5) et (2:1:2) entrainent pour x > 13;

� (x) > 3

4

x

log x
+
3

4

Z x

2

dt

log2 t
> 3

4

x

log x

mais on a,

� (x) > � (8) = 4 >
3

4

13

log 13
> 3

4

x

log x
pour 8 6 x 6 13

et

� (x) > � (5) = 3 >
3

4

8

log 8
> 3

4

x

log x
pour 5 6 x 6 8

alors pour tout x > 5 on a,
� (x) > 3

4

x

log x
; (2.2.28)

cela implique avec (2.2.27) ,

� (x) >
p
x pour x > 5;

d�où l�on déduit pour x = pk l�inégalité,

log pk 6 2 log k pour k > 3

et pour k = 2 on a bien,

log p2 6 2 log 2: �

donc,

log pk 6 c2 log k ; pour k > 2 où c2 = 2

Preuve de (2.2.25)

En remplaçant x par pk dans (2.2.28) nous obtenons,

pk 6
4

3
k log pk pour k > 3;

et en utilisant (2.2.24) il vient,

pk 6
4c2
3
k log k 6 c3k log k pour k > 3 avec c3 = exp (1)
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2.2. Estimations de � (pk) et pk .

et pour k = 2 on a p2 = 3 6 2 exp (1) log 2 = 3:7683:
Lemme 2.2.3. Lorsque k tend vers l�in�ni on a,

log(1 +
log log k +O (1)

log k
) =

log log k +O (1)

log k

Démonstration. La fonction f (x) = log(1 + x) � x +
1

2
x2 étant croissante pour x > 0

alors,

log(1 + x) > x� 1
2
x2 pour x > 0; (2.2.29)

en utilisant l�inégalité usuelle log(1 + x) 6 x valable pour x > 0 il vient;

x� 1
2
x2 6 log(1 + x) 6 x 6 x+

1

2
x2 pour x > 0;

ce qui est équivalent à,

jlog(1 + x)� xj 6 1

2
x2 pour x > 0;

pour x =
log log k +O (1)

log k
on obtient;

����log(1 + log log k +O (1)

log k
)� log log k +O (1)

log k

���� 6 1

2

�
log log k +O (1)

log k

�2
En divisant par

1

log k
et par passage à la limite lorsque x tend vers +1; on obtient,

log(1 +
log log k +O (1)

log k
)� log log k +O (1)

log k
= O

�
1

log k

�
d�où l�on déduit que,

log(1 +
log log k +O (1)

log k
) =

log log k

log k
+O

�
1

log k

�

Ceci achève la preuve du lemme 2.2.3.

Démonstration du th�eor�eme 2:2:3.

Démonstration de (ii) implique (i) :

La relation (1:4:5) implique,

� (x)� x

log x
=
� (x)� x

log x
+

Z x0

2

� (t)

t log2 t
dt+

Z x

x0

� (t)� t

t log2 t
dt+

Z x

x0

dt

log2 t
pour x > 2;
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2.2. Estimations de � (pk) et pk .

posons, Z x0

2

� (t)

t log2 t
dt = K; où K est une constante

alors,

� (x)� x

log x
=
� (x)� x

log x
+

Z x

x0

� (t)� t

t log2 t
dt+

Z x

x0

dt

log2 t
+K pour x > 2 (2.2.30)

en prenant la valeur absolue de (2.2.30) , l�hypothèse (ii) étant équivalente à,

j� (x)� xj 6 c
x

log x
pour x > x0 o�u c et x0 sont des constantes positives,

on obtient alors pour x > x0 > 790;����� (x)� x

log x

���� 6 j� (x)� xj
log x

+

Z x

x0

j� (t)� tj
t log2 t

dt+

Z x

x0

dt

log2 t
+ jKj

6 c
x

log2 x
+ c

Z x

x0

dt

log2 t
+

Z x

x0

dt

log2 t
+
4

e2
jKj

�e
2

�2
et en utilisant (ii) du lemme 2:2:1 et l�inégalité (2.2.22) il vient,����� (x)� x

log x

���� 6 c
x

log2 x
+ 1:7 (c+ 1)

x

log2 x
+
4

e2
jKj x

log2 x

6
�
2:7c+

4

e2
jKj+ 1:7

�
x

log2 x
; pour x > x0 > 790

d�où l�on déduit,

� (x) =
x

log x
+O

�
x

log2 x

�
�

Démonstration de (iii) implique (iv) :

Supposons (iii) ; c�est-à-dire que l�on a,

pk = k (log k + log log k +O (1))

alors,

pk = k log k

�
1 +

log log k +O (1)

log k

�

grâce au lemme 2.2.3 on obtient,

log pk = log

�
k log k

�
1 +

log log k +O (1)

log k

��
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2.2. Estimations de � (pk) et pk .

= log k + log log k +
log log k

log k
+O

�
1

log k

�

ceci implique qu�il existe deux constantes positives C > 0 et k0 > 2 tel que pour k > k0 on

ait, ����log pk � �log k + log log k + log log klog k

����� 6 C
1

log k
;

par suite,
kP

i=k0

����log pi � �log i+ log log i+ log log ilog i

����� 6 C
kP

i=k0

1

log i
;

d�où, ���� kP
i=k0

log pi �
kP

i=k0

�
log i+ log log i+

log log i

log i

����� 6 C
kP

i=k0

1

log i
; (2.2.31)

en posant f (t) = log t+ log log t+
log log t

log t
où t 2 [2; k], l�inégalité (2.2.31) devient;

����� (pk)� � (pk0�1)�
kP

i=k0

f (i)

���� 6 C
kP
i=1

1

log i

que l�on peut encore écrire,����� (pk)� � (pk0�1)� k (f (k)� 1) + k (f (k)� 1)�
�

kP
i=2

f (i)�
k0�1P
i=2

f (i)

����� 6 C
kP

i=k0

1

log i

ou encore,����� (pk)� k (f (k)� 1) + k (f (k)� 1)�
kP
i=2

f (i) +H0

���� 6 C
kP

i=k0

1

log i
avec H0 = � (pk0�1)�

k0�1P
i=2

f (i)

ce qui implique,

j� (pk)� k (f (k)� 1)j �
����k (f (k)� 1)� kP

i=2

f (i) +H0

���� 6 C
kP

i=k0

1

log i

d�où,����� (pk)� k

�
log k + log log k � 1 + log log k

log k

����� 6 ����k (f (k)� 1)� kP
i=2

f (i) +H0

����+C kP
i=k0

1

log i
(2.2.32)
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2.2. Estimations de � (pk) et pk .

l�estimation des termes du membre de droite de l�inégalité (2:2:32), se fait comme suit :

Avec le corollaire 1:2:1; on estime les termes du membre de droite de l�inégalité (2:2:32), on

obtient,

����k (f (k)� 1)� kP
i=2

f (i) +H0

���� 6 jH0 � 2� 2f (2)j+
����Z k

2

[t] f 0 (t) dt�
Z k

2

dt

����
6 jH0 � 2� 2f (2)j

exp (1)

k

log k

+

����Z k

2

dt�
Z k

2

[t]

t

�
1 +

1

log t
+
1� log log t
log2 t

�
dt

����
(2.2.33)

en posant H1 =
jH0 � 2� 2f (2)j

exp (1)
, l�inégalité (2.2.33) devient,����k (f (k)� 1)� kP

i=2

f (i) +H0

���� 6 H1
k

log k
+ 4

Z k

2

1

log t
dt

6 H1
k

log k
+ 8

k

log k
= (H1 + 8)

k

log k
(2.2.34)

en appliquant encore le corollaire 1.2.1, puis (i) du lemme 2.2.1, on majore le deuxième

terme de (2:2:32) par,

kP
i=k0

C

log i
6 C

Z k

2

dt

log t
6 2C k

log k
pour k > k0.

(2.2.35)

Les inégalités (2:2:32), (2.2.34) et (2.2.35) entraînent alors,���� � (pk)� k

�
log k + log log k � 1 + log log k

log k

����� 6 (H1 + 2C + 8)
k

log k
pour k > k0

d�où l�estimation (iii)

Démonstration de (i) implique (iii) :

On suppose (i), c�est-à-dire que l�on a,����� (x)� x

log x

���� 6 c
x

log2 x
pour x > x0 où c est une constante positive,

ceci est équivalent à,

�c x

log2 x
6 x

log x
� � (x) 6 c

x

log2 x
(2.2.36)
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2.2. Estimations de � (pk) et pk .

d�où l�on déduit que,

�c x

log x
+ � (x) log x 6 x 6 c

x

log x
+ � (x) log x pour x > x0;

comme (2.2.28) implique pour x > 5,

�4
3
� (x) 6 � x

log x
et

x

log x
> 4

3
� (x)

alors on a pour x > maxfx0; 5 g;

�4c
3
� (x) + � (x) log x 6 x 6 +4

3
� (x) + � (x) log x

et pour x = pk on obtient,

�4c
3
k + k log pk 6 pk 6 +

4c

3
k + k log pk pour k > k0 tel que pk0 > maxfx0; 5g

En utilisant (2.2.28) nous obtenons pour k > k0;

�4c
3
k + k log

�
1

2
k log k

�
6 pk 6 +

4c

3
k + k log (exp (1) k log k)

ce qui est équivalent à,

�4c
3
k � k log 2 6 pk � k (log k + log log k) 6 4c

3
k + k

et donc,

�
�
4c

3
+ 1

�
k 6 �

�
4c

3
+ log 2

�
k 6 pk � k (log k + log log k) 6

�
4c

3
+ 1

�
k

ce qui entraîne,

jpk � k (log k + log log k)j 6
�
4c

3
+ 1

�
k pour k > k0

d�où l�on obtient,

pk = k (log k + log log k +O (1)) :

Démonstration de (iii) implique (ii) :

Soit x un nombre réel tel que pk 6 x < pk+1 où pk le désigne k � i�eme nombre premier.
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2.2. Estimations de � (pk) et pk .

Alors on a ,

� (pk) = � (x) et � pk+1 < �x 6 �pk

d�où,

� (pk)� pk+1 < � (pk)� x 6 � (pk)� pk; (2.2.37)

en remplaçant � (pk) par � (x) dans le scond membre de (2.2.37) on obtient,

� (pk)� pk+1 < � (x)� x 6 � (pk)� pk; (2.2.38)

comme par (2.2.23) et (2.2.25) on a,

pk � k log k

le théorème 2.2.2 implique alors,

� (pk) = k (log k + log log k +O (1))

or on a,

pk = k (log k + log log k +O (1))

donc,

� (pk)�pk = O (k)

(2.2.39)

alors il existe C > 0 et k0 > 2 tel que,

j� (pk)� pkj 6 Ck pour k > k0

d�où,

� (pk)� pk 6 Ck pour k > k0 (2.2.40)

ceci d�une part,

d�autre part, d�après (2.2.39) on a lorsque k ! +1;

� (pk)� pk+1 = � (pk)� � (pk+1) +O (k + 1) = � (pk)�
�

kP
i=1

log pi + log pk+1

�
+O (k + 1)

= � (pk)� (� (pk) + log pk+1) +O (k + 1) = � log pk+1 +O (k + 1)
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d�où,

j� (pk)� pk+1 + log pk+1j 6 �C (k + 1) pour k > k1 > 2 o�u C et k1 sont des constantes positives.

Donc pour k > k1 on a,

j� (pk)� pk+1j � jlog pk+1j 6 C (k + 1) pour k > k1

grâce à l�inégalité (2.2.24) on obtient pour k > k1,

j� (pk)� pk+1j 6 �C (k + 1) + jlog pk+1j 6 �C (k + 1) + 2 log (k + 1)

6 2
�
2 + �C

�
k

ce qui implique pour k > k1,

�2
�
2 + �C

�
k 6 � (pk)� pk+1 (2.2.41)

en�n de (2.2.38) , (2.2.40) et(2.2.41) , on obtient pour x > x0 = maxfpk0 ; pk1g,

�2
�
2 + �C

�
� (x) = �2

�
2 + �C

�
k 6 � (x)� x 6 Ck = C� (x)

en utilisant (2.2.26) puis en posant M = max
n
1:74C; 3:48

�
2 + �C

�o
il vient ,

pour x > maxfx0; 600g,

�3:48
�
2 + �C

� x

log x
6 � (x)� x 6 1:74C x

log x

d�où,

�M x

log x
6 � (x)� x 6M

x

log x
pour x > maxfx0; 600g;

ce qui est équivalent à,

j� (x)� xj 6M
x

log x
pour x > maxfx0; 600g;

donc,

� (x) = x+O

�
x

log x

�

ce qui achève la preuve du théorème 2.2.3.

27



2.2. Estimations de � (pk) et pk .

Théorème 2.2.4 Les trois premières assertions suivantes sont équivalentes et entraînent

la quatrième

(i) � (x) = Li (x) +O (
p
x log x) lorsque x! +1

(ii) � (x) = x+O
�p

x log2 x
�

lorsque x! +1
(iii) pk = Li�1 (k) +O

�p
k (log k)

5
2

�
lorsque k ! +1

(iv) � (pk) = Li�1 (k) +O
�p

k (log k)
3
2

�
lorsque k ! +1

Preuve :

Pour la démonstration nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.2.4 Il existe une constante c4 > 0 tel que,

(i) Li (x) 6 c4
x

log x
; pour x > exp (10) ( c4 = 1:1315) (2.2.42)

(ii) Li (x) > x

log x
; pour x > exp

�
2

Li (2)

�
(2.2.43)

Démonstration du lemme 2.2.4.

Preuve de (2.2.42)

on a,

Li (x) =

Z x

2

dt

log t
+ Li (2) où Li (2) = 1:045:::;

en prenant x0 = exp (10) dans (2.2.20) on obtient pour x > exp (10),

Li (x) =

Z x

2

dt

log t
+ Li (2) 6

Z exp(10)

2

dt

log t
� exp (10)

9
+ 1:045 +

10

9

x

log x
:

Les calculs e¤ectués à l�ordinateur nous donnent,Z exp(10)

2

dt

log t
� exp (10)

9
= 43:799:::

d�où l�on a,

Li (x) 6 44:89 + 1:11112 x

log x

6 (1:1315� 1:11112) exp (10)

log (exp (10))
+ 1:11112

x

log x

comme la fonction x! x

log x
est croissante pour x > exp (1), on a alors pour x > exp (10),

Li (x) 6 (1:1315� 1:11112) x

log x
+1:11112

x

log x
= 1:1315

x

log x
= c4

x

log x
�
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Preuve de (2.2.43)

pour x > 2 on a,
x� 2
log x

=
1

log x

Z x

2

dt 6
Z x

2

dt

log t
;

ce qui entraîne,

x

log x
� 2

log x
+ Li (2) 6

Z x

2

dt

log t
+ Li (2) = Li (x) pour x > 2; (2.2.44)

comme,

� 2

log x
+ Li (2) > 0 pour x > exp

�
2

Li (2)

�
;

on déduit alors de (2.2.44) que,

Li (x) > x

log x
pour x > exp

�
2

Li (2)

�
: �

Lemme 2.2.5 Pour k > 28622; il existe une constante c5 tel que l�on ait,

log pk � log (c4c3) 6 logLi�1 (k) 6 log pk + log (c5)

où c3; c4 sont les constantes dé�nies au lemme 2.2.2 et c5 =
5

4
.

Démonstration du lemme 2.2.5

La fonction x ! Li (x) est bijective pour x > 2; puisque elle est croissante et continue sur
l�intervalle [2;+1[, elle admet donc une fonction réciproque Li�1 (x) qui elle aussi crois-
sante.

En posant x = Li�1 (k) ; les relations (2.2.42) et (2.2.43) impliquent,

Li�1 (k)

logLi�1 (k)
6 Li

�
Li�1 (k)

�
6 c4

Li�1 (k)

logLi�1 (k)
pour tout k tel que Li�1 (k) > exp (10) ;

(2.2.45)

comme on a,

Li
�
Li�1 (k)

�
= k et Li�1 (k) > 2,

alors on obtient en multipliant la double inégalité (2.2.45) par Li�1 (k),

Li�1k 6 k logLi�1 (k) 6 c4Li
�1k (2.2.46)
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d�où l�on a pour k > Li (exp (10)) = 2493,

Li�1k 6 k logLi�1 (k) (2.2.47)

d�autre part la deuxième inégalité de (2.2.46) implique pour k > Li (exp (10)) = 2493;

1

c4
k logLi�1 (k) 6 Li�1k, (2.2.48)

comme pour tout x > 332103 on a,

x

log5 x
> 332103

log5 (332103)
> 1; puisque la fonction x! x

log5 x
est croissante pour x > exp (5) :

alors,
x
1
5

log x
> 1 pour x > 332103 > exp (5) ,

grâce à (2.2.46) on obtient,

4

5
log x < logLi (x) pour x > 332103

et en posant x = Li�1 (k) il vient,

4

5
logLi�1 (k) 6 log k pour tout k tel que Li�1 (k) > 332103

d�où l�on déduit que pour k > Li (332103) = 28622, l�inégalité,

logLi�1 (k) 6 c5 log k avec c5 =
5

4
(2.2.49)

de plus, d�après (2.2.42) on a,

Li (x) 6 1:1315 x

log x
6 c4
10
x = 0:11315x pour x > exp (10) ; (2.2.50)

en prenant x = Li�1 (k) dans (2.2.50) on obtient pour k > 2493,

k 6 c4
10
x =

c4
10
Li�1 (k) < Li�1 (k) ;

�
car

c4
10

< 1
�
: (2.2.51)

La majoration (2.2.48) et l�inégalité (2.2.51) impliquent,

1

c4
k log k 6 Li�1k pour k > 2493; (2.2.52)
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puis la majoration (2.2.42) et l�inégalité (2.2.51) entraînent,

Li�1k 6 c5k log k ; pour k > 28622 (2.2.53)

De (2.2.52) et (2.2.53) on déduit que pour k > 28622 on a,

1

c4
k log k 6 Li�1k 6 c5k log k

ou encore,
1

c4c3
c3k log k 6 Li�1k 6 c5k log k pour k > 28622;

En utilisant l�inégalité k log k < pk, valable pour k > 1; (cf [32])
ainsi que l�inégalité (2.2.25) du lemme 2.2.2, nous obtenons pour k > 28622;

1

c4c3
pk 6 Li�1k 6 c5pk (2.2.54)

en prenant le logarithme néperien de (2.2.54) , on obtient pour k > 28622;

log pk � log (c4c3) 6 logLi�1k 6 log pk + log (c5) �

Démonstration du théorème 2.3.3.

Le théorème 2.2.4 est équivalent à,

(1) Il existe deux conctantes positives C1 et x0 tel que l�on ait,

j� (x)� Li (x)j 6 C1
p
x log x pour x > x0;

(2) Il existe deux conctantes positives C2 et x1 tel que ,

j� (x)� xj 6 C2
p
x log2 x pour x > x1 ;

(3) I l existe deux conctantes positives C3 et k0 tel que ,��pk � Ii�1 (k)
�� 6 C3

p
k log

5
2 k pour k > k0;

(4) et il existe deux conctantes positives C4 et k1 tel quel�on ait,��� (pk)� Ii�1 (k)
�� 6 C4

p
k log

3
2 k pour k > k1
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Démonstration de (i) implique (ii) :

Le théorème (1:4:4) implique,

� (x)� x = � (x) log x�
Z x

2

� (t)� Li (t)

t
dt�

Z x

2

Li (t)

t
dt� x pour x > 2

en intégrant
Z x

2

Li (t)

t
dt par parties on obtient,

� (x)� x = � (x) log x�
Z x

2

� (t)� Li (t)

t
dt�

�
[Li (t) log t]x2 �

Z x

2

log t
1

log t
dt

�
� x

= (� (x)� Li (x)) log x�
Z x

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ Li (2) log 2� 2 (2.2.55)

en prenant la valeur absolue dans la relation (2.2.55) , puis en utilisant l�hypothèse (i), on

obtient pour x > x0 > 2;

j� (x)� xj 6 C1
p
x log2 x+

�����Z x

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ Li (2) log 2� 2

���� (2.2.56)

d�autre part on a,�����Z x

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ Li (2) log 2� 2

����
=

�����Z x

x0

� (t)� Li (t)

t
dt�

Z x0

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ Li (2) log 2� 2

����
6
Z x

x0

j� (t)� Li (t)j
t

dt+

�����Z x0

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ Li (2) log 2� 2

���� (2.2.57)

La relation (2.2.55) implique pour x = x0;�����Z x0

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ Li (2) log 2� 2

���� = j� (x0)� x0 � (� (x0)� Li (x0)) log x0j = K1

(2.2.58)

où K1 est une constante réelle positive.

grâce à l�hypothèse (i) on obtient,Z x

x0

j� (t)� Li (t)j
t

dt = 2C1
p
x (log x)� 2C1

p
x0 (log x) (2.2.59)
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Avec (2.2.57) et (2.2.58) l�inégalité (2.2.59) devient,�����Z x

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ Li (2) log 2� 2

���� 6 2C1px (log x)�2C1px0 (log x)+ j K1 j pour x > x0

comme on a,

j K1 j �2C1
p
x0 (log x) 6 0 pour x > exp

�
j K1 j
2C1

p
x0

�
,

alors tout pour x > maxfexp
�

jK1j
2C1

p
x0

�
, x0g on a,�����Z x

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ Li (2) log 2� 2

���� 6 2C1px log x (2.2.60)

les inégalités (2.2.56) et (2.2.60) impliquent alors,

j� (x)� xj 6 C1
p
x log2 x+ 2C1

p
x log x

6 4C1
p
x log2 x

d�où l�on déduit que,

� (x) = x+O
�p

x log2 x
�

Démonstration de (ii) implique (i) :

La relation (1:4:5) implique,

� (x)� Li (x) =
� (x)

log x
+

Z x

2

� (t)

t log2 t
dt�

�Z x

2

dt

log t
+ Li (2)

�
pour x > 2

=
� (x)� x

log x
+

Z x

2

� (t)� t

t log2 t
dt+

2

log 2
� Li (2) . (2.2.61)

pour x > x1; (2.2.61) s�écrit :

� (x)� Li (x) =
� (x)� x

log x
+

Z x1

2

� (t)� t

t log2 t
dt+

Z x

x1

� (t)� t

t log2 t
dt+

2

log 2
� Li (2)

en prenant la valeur absolue des deux membres de cette dernière relation puis en utilisant

l�hypothèse (ii) on obtient pour x > x1 > 2;

j� (x)� Li (x)j 6 j � (x)� x j
log x

+

Z x

x1

j � (t)� t j
t log2 t

dt+

����Z x1

2

� (t)� t

t log2 t
dt+

2

log 2
� Li (2)

����
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6 C2
p
x log x+ 2C2

Z x

x1

1

2
p
t
dt+

����Z x1

2

� (t)� t

t log2 t
dt+

2

log 2
� Li (2)

���� (2.2.62)

et pour x = x1; (2.2.61) implique ;����Z x1

2

� (t)� t

t log2 t
dt+

2

log 2
� Li (2)

���� = ����� (x1)� Li (x1)�
� (x1)� x1
log x1

���� = K2 (2.2.63)

où K2 est une constante réelle positive,

De (2.2.62) et (2.2.63) on déduit que pour x > x1 on a,

j� (x)� Li (x)j 6 C2
p
x log x+ 2C2

�p
x�px1

�
+K2

6
�
C2 +

2C1
log x

+
K2p
x log x

�p
x log x

6M
p
x log x où M = 4C2 +

K2p
2 log 2

d�où l�estimation,

� (x)� Li (x) = O(
p
x log x)

Démonstration de (i) implique (iii) :

Pour k > 1, on a,

� (pk)� Li (pk) = k � Li (pk) = Li
�
Li�1 (k)

�
� Li (pk) =

Z Li�1(k)

2

dt

log t
�
Z pk

2

dt

log t

Nous distinguons deux cas :

Si Li�1 (k) > pk alors � (pk)� Li (pk) > 0 .

on a,

� (pk)� Li (pk) =

Z pk

2

dt

log t
+

Z Li�1(k)

pk

dt

log t
�
Z pk

2

dt

log t
=

Z Li�1(k)

pk

dt

log t
(2.2.64)

de plus,

Li�1 (k)� pk
logLi�1 (k)

=
1

logLi�1 (k)

Z Li�1(k)

pk

dt 6
Z Li�1(k)

pk

dt

log t
6 1

log pk

Z Li�1(k)

pk

dt =
Li�1 (k)� pk

log pk
;

grâce à l�égualité (2.2.64) on obtient,

Li�1 (k)� pk
logLi�1 (k)

6 � (pk)� Li (pk) 6
Li�1 (k)� pk

log pk

de cette dernière relation on déduit que,

(� (pk)� Li (pk)) log pk 6 Li�1 (k)� pk 6 (� (pk)� Li (pk)) logLi
�1 (k) : (2.2.65)
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Les relations (2.2.49) et (2.2.65) entraînent alors,

(� (pk)� Li (pk)) log pk 6 Li�1 (k)� pk 6 c5 (� (pk)� Li (pk)) log pk pour k > 28622;

comme � (pk)� Li (pk) = j� (pk)� Li (pk)j (puisque � (pk)� Li (pk) > 0) alors,

0 < j� (pk)� Li (pk)j log pk 6 Li�1 (k)� pk 6 c5 j� (pk)� Li (pk)j log pk,

d�où l�on déduit que,

�c5 j� (pk)� Li (pk)j log pk 6 Li�1 (k)� pk 6 c5 j� (pk)� Li (pk)j log pk,

et ceci est équivalent à,

��Li�1 (k)� pk
�� 6 c5 j� (pk)� Li (pk)j log pk, (2.2.66)

Si Li�1 (k) 6 pk alors � (pk)� Li (pk) 6 0 .
Ecrivons que,

� (pk)�Li (pk) = k�Li (pk) = Li
�
Li�1 (k)

�
�Li (pk) ;

=

Z Li�1(k)

2

dt

log t
�
 Z Li�1(k)

2

dt

log t
+

Z pk

Li�1(k)

dt

log t

!
= �

Z pk

Li�1(k)

dt

log t
; (2.2.67)

en utilisant la même méthode précédente on obtient,

pk � Li�1 (k)

log pk
6
Z pk

Li�1(k)

dt

log t
6 pk � Li�1 (k)

logLi�1 (k)
;

d�où l�on déduit l�encadrement,

Li�1 (k)� pk
log pk

> �
Z pk

Li�1(k)

dt

log t
> Li�1 (k)� pk

logLi�1 (k)
;

par (2.2.67) il vient,

pk � Li�1 (k)

log pk
6 � (� (pk)� Li (pk)) 6

pk � Li�1 (k)

logLi�1 (k)
;

de cette dernière relation on déduit alors que,

�(� (pk)� Li (pk)) logLi
�1 (k) 6 pk � Li�1 (k) 6 �(� (pk)� Li (pk)) log pk;
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comme,

� (� (pk)� Li (pk)) = j� (pk)� Li (pk)j (car � (pk)� Li (pk) 6 0) ;

alors,

j� (pk)� Li (pk)j logLi�1 (k) 6 pk � Li�1 (k) 6 j� (pk)� Li (pk)j log pk;

d�où l�inégalité, ��pk � Li�1 (k)
�� 6 j� (pk)� Li (pk)j log pk; (2.2.68)

les inégalités (2.2.66) et (2.2.68) impliquent que pour tout k > 28622 on a,��pk � Li�1 (k)
�� 6 maxfc5; 1g j� (pk)� Li (pk)j log pk

= c5 j� (pk)� Li (pk)j log pk
�
c5 =

5

4

�
. (2.2.69)

Grâce à l�hypothèse (i) et aux inégalités (2.2.24) et (2.2.25) , l�inégalité (2.2.69) entraînent

pour k > max fk0; 28622g tel que pk0 > x0;��Li�1 (k)� pk
�� 6 C1c5

p
pk log

2 pk;

6 �
p
c3k

1
2 (log k)

5
2 où � = c22C1c5;

d�où l�estimation,

pk = Li�1 (k) +O
�p

k (log k)
5
2

�
.

Démonstrations (iii) implique (i) : Se démontre de la manière.

Soit x un nombre réel tel que pk 6 x < pk+1 où pk désigne le k � i�eme nombre premier.

Nous partons de la relation ,

� (x)� Li (x) = k � Li (x) = Li
�
Li�1 (k)

�
� Li (x) =

Z Li�1(k)

2

dt

log t
�
Z x

2

dt

log t
;

et nous distinguons deux cas : x 6 Li�1 (k) et x > Li�1 (k) .

Si x 6 Li�1 (k) alors,

j� (x)� Li (x)j =
�����
Z Li�1(k)

x

dt

log t

����� 6
����� 1

log pk

Z Li�1(k)

pk

dt

����� = jLi�1 (k)� pkj
log pk

, (2.2.70)
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l�inégalité (2.2.70) et l�hypothèse (iii) impliquent alors pour k > k0,

j� (x)� Li (x)j 6 C3
k
1
2 (log k)

5
2

log pk
6 C3

k
1
2 (log k)

5
2

log k

= C3k
1
2 (log k)

5
2 ; (2.2.71)

Si x > Li�1 (k) alors,

� (x)� Li (x) = k � Li (x) = Li
�
Li�1 (k)

�
� Li (x) = �

Z x

Li�1(k)

dt

log t
; (2.2.72)

et comme dans ce qui précède on a,

j� (x)� Li (x)j =
�����Z x

Li�1(k)

dt

log t

���� = ����Z x

Li�1(k)

dt

log t

���� ;
6
����Z pk+1

Li�1(k)

dt

log t

���� �
car Li�1 (k) 6 x < pk+1

�
;

6 jLi�1 (k + 1)� pk+1j
logLi�1 (k)

+
jLi�1 (k)� Li�1 (k + 1)j

logLi�1 (k)
; (2.2.73)

puis (2.2.51) et (2.2.73) impliquent,

j� (x)� Li (x)j 6 jLi�1 (k + 1)� pk+1j
log k

+
jLi�1 (k)� Li�1 (k + 1)j

log k
; (2.2.74)

grâce à l�hypothèse (iii) ; le premier terme du second membre de l�inégalité (2.2.74) est

majoré pour k > k0 > 2493 par,

jLi�1 (k + 1)� pk+1j
log k

6 8C3k
1
2 log

3
2 k , (2.2.75)

ceci d�une part .

D�autre part on a,

1 = k+1�k = Li
�
Li�1 (k + 1)

�
�Li

�
Li�1 (k)

�
=

Z Li�1(k+1)

Li�1(k)

dt

log t
> 1

logLi�1 (k + 1)

Z Li�1(k+1)

Li�1(k)

dt

=
jLi�1 (k + 1)� Li�1 (k)j

logLi�1 (k + 1)
,
�
car Li�1 (k) est croissante

�
ce qui entaîne, ��Li�1 (k + 1)� Li�1 (k)

�� 6 logLi�1 (k + 1) ,
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avec la relation (2.2.49) on obtient,

��Li�1 (k + 1)� Li�1 (k)
�� 6 c5 log(k + 1) pour k > 28622 ,

d�où en divisant les deux membres de cette dernière inégalité par log k on obtient pour

k > 28622,

jLi�1 (k + 1)� Li�1 (k)j
log k

6 c5
log(k + 1)

log k
6 c5

2 log k

log k
= 2c5; (2.2.76)

les inégalités (2.2.74) , (2.2.75) et (??) impliquent alors,

j� (x)� Li (x)j 6 8C3k
1
2 log

3
2 k + 2c5 pourk > k1 = maxfk0; 28622g;

en comparant (2.2.71) avec l�inégalité (2.2.76) on déduit que pour tout k > k1,

j� (x)� Li (x)j 6 maxf8C3k
1
2 log

3
2 k + 2c5 , C3k

1
2 log

3
2 kg

= 8C3k
1
2 log

3
2 k + 2c5;

6 8C3
p
2
p
c1k log k log pk + 3

p
pk log 2

�
puisque 2c5 =

5

2
< 3

p
2 log 2

�
(2.2.77)

grâce aux inégalités (2.2.23) et (2.2.77) on obtient pour k > k1,

j� (x)� Li (x)j 6 8
p
2C3

p
pk log pk + 3

p
pk log 2

6
�
8
p
2C3 + 3

�p
pk log pk;

comme pk 6 x < pk+1 alors,

j� (x)� Li (x)j 6
�
8
p
2C3 + 3

�p
x log x pour x > pk > pk1,

d�où l�estimation,

� (x) = Li (x) +O
�p

x log x
�
:

Démonstrations (i) implique (iv) :

L�inégalité (2.2.65) implique,

� (pk)� Li�1 (k) 6 �(� (pk)� Li (pk)) log pk + � (pk)� pk (2.2.78)
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2.2. Estimations de � (pk) et pk .

et

� (pk)� Li�1 (k) > �(� (pk)� Li (pk)) logLi
�1 (k) + � (pk)� pk : (2.2.79)

En utilisant la relation (2.2.55) avec x = pk; l�inégalité (2.2.78) ; s�ecrit,

� (pk)� Li�1 (k) 6 �(� (pk)� Li (pk)) log pk + (� (pk)� Li (pk)) log pk

�
Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt�2+Li (2) log 2

= �
Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt�2+Li (2) log 2

ce qui est équivalent à,

� (pk)� Li�1 (k) +

Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ 2� Li (2) log 2 6 0 (2.2.80)

Nous distinguons comme précédemment deux cas :

(� (pk)� Li (pk)) 6 0 et (� (pk)� Li (pk)) > 0

Si (� (pk)� Li (pk)) 6 0; alors le lemme 2.2.5 implique pour k > 28622;

�(� (pk)� Li (pk)) logLi
�1 (k) > � (� (pk)� Li (pk)) log pk + (� (pk)� Li (pk)) log c4c3;

et grâce à l�inégalité (2.2.79) on obtient,

� (pk)� Li�1 (k) +

Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ 2� Li (2) log 2 > (� (pk)� Li (pk)) log (c4c3) ;

et l�inégalité (2.2.80) implique alors pour k > 28622;����� (pk)� Li�1 (k) +

Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ 2� Li (2) ln log 2

����
6 j(� (pk)� Li (pk))j log (c4c3) (puisque c4c3 > 1) (2.2.81)

Si (� (pk)� Li (pk)) > 0, alors la deuxième inégalité du lemme 2.2.5 implique

pour k > 28622;

�(� (pk)� Li (pk)) logLi
�1 (k) > � (� (pk)� Li (pk)) log pk � (� (pk)� Li (pk)) log c5;

et en utilisant la même méthode précédente on obtient,

� (pk)� Li�1 (k) +

Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ 2� Li (2) log 2 > � (� (pk)� Li (pk)) log c5;
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2.2. Estimations de � (pk) et pk .

d�où l�on déduit avec (2.2.80) que pour k > 28622 on a,����� (pk)� Li�1 (k) +

Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ 2� Li (2) log 2

���� 6 j(� (pk)� Li (pk))j log c5;
(2.2.82)

Les deux inégalités (2.2.81) et (2.2.82) impliquent alors,����� (pk)� Li�1 (k) +

Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ 2� Li (2) log 2

���� 6 j(� (pk)� Li (pk))j log �;

o�u � = maxfc5; c4c3g

d�où l�on a,

��� (pk)� Li�1 (k)
�� 6 j(� (pk)� Li (pk))j log � +

����Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ 2� Li (2) log 2

���� .
(2.2.83)

Les inégalités (2.2.83) , (2.2.60) pour x = pk ainsi que l�hypothèse (i) impliquent,��� (pk)� Li�1 (k)
�� 6 C1

p
pk log pk log �+2C1

p
pk log pk; pour pk > max

�
exp

�
j K1 j
2C1

p
x0

�
; x0; p28622

�
;

où K1 est la constante dé�nie par (2.2.58)

En utilisant les inégalités (2.2.23) et (2.2.25) on obtient pour pk > max
n
exp

�
jK1j

2C1
p
x0

�
; x0; p28622

o
��� (pk)� Li�1 (k)

�� 6 C1(log �+2)
p
c3k log kc2 log k 6 C1(log �+2)

p
c3c2k

1
2 (log k )

3
2 ;

d�où l�estimation,

� (pk) = Ii�1 (k) +O
�
k
1
2 (log k )

3
2

�
.

Ce qui achève la preuve du théorème 2.2.4
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Chapitre 3

Estimations de la fonction � de Tchebychef

sur le k-ième nombre premier.

3.1 Introduction

Soient la fonction � de Tchebychef dé�nie pour x > 0; par � (x) =
P
p�x

p premier

log p; k un entier

positif et pk le ki�eme nombre premier.

Dans le chapitre 2 précédent, nous avons étudié le comportement asymptotique de � (pk)

sous diverses hypothèses sur � (x).

Dans ce qui suit nous nous intéressons aux encadrements explicites de � (pk) lorsque pk est

la suite usuelle des nombres premiers.

J. B. Rosser et L. Schoenfeld ont dans [33] ; conjecturé que � (pk) > k log k pour k > 13:
G. Robin ( cf [27]) a, en utilisant l�inégalité classique � (x) < x log 4 pour x > 0, donné une

preuve simple de ce résultat.

Plusieurs autres inégalités concernant � (pk) ont été également démontrées par ce dernier,

en utilisant les résultats dûs à Rosser et Schoenfeld notamment.

Nous reprenons ces résultats et nous détaillons leurs démonstrations.

Dans [32] ; [33] et [34] J. B. Rosser et L. Schoenfeld ont prouvé que,
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3.2. Estimations de � (pk)

Proposition 3.1.1 On a,

(i) � (x) < x , pour x < 1011 (3.1.1)

(ii) � (x) < x+ 0:000081
x

log x
, pour x > 1 (3.1.2)

(iii) j� (x)� xj 6 0:007763x

log x
, pour x > 1; 04� 107 (3.1.3)

Preuve. Les inégalités (3:1:1), (3:1:2) et (3:1:3) sont démontrées dans [34] (p:360)

Proposition 3.1.2 (cf [32] )

Soit pk le k-ième nombre premier alors,

(i) pk > k

�
log k + log log k � 3

2

�
pour k > 2, (3.1.4)

(ii) pk 6 k

�
log k + log log k � 1

2

�
pour k > 20; (3.1.5)

Preuve: (cf [32] ) :

3.2 Estimations de � (pk)

Le lemme préliminaire suivant nous sera utile dans la suite de notre travail.

Lemme 3.2.1 Soient k0 2 N et f [k0;+1[ ! R+ une fonction croissante et continue par

morceaux, alors pour tout k > k0 on a,

k�1P
i=k0

f (i) 6
Z k

k0

f (t) dt 6
kP

i=k0+1

f (i) .

Théorème 3.2.1 Si (pk)k�1 est la suite des nombres premiers alors,

� (pk) > k log k pour k > 13:

Démonstration. D�après (2.2.26) on a,

x > 1

1:74
� (x) log x pour x > 600;
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3.2. Estimations de � (pk)

en prenant x = pi on obtient,

pi >
1

1:74
i log pi >

1

1:74
i log i pour i tel que pi > 600;

d�où,

log pi > log i+ log log i� log 1:74 pour i > k0

où k0 > � (600) + 1 = 110;

par suite,

� (pk)� � (pk0) =

i=kX
i=k0+1

log pi >
i=kX

i=k0+1

(log i+ log log i� log 1:74)

comme la fonction x! log x+ log log x� log 1:74 est continue et croissante sur l�intervalle
[k0 + 1;+1[ ; le lemme 3.1.1 implique alors,

� (pk)� � (pk0) >
Z k

k0

(log t+ log log t) dt� (k � k0) log 1:74

ceci d�une part ,

d�autre part en intégrant par prties
R k
k0
(log t+ log log t) dt on obtient,Z k

k0

(log t+ log log t) dt = [t (log t+ log log t)]kk0 �
Z k

k0

t

�
1

t
+

1

t log t

�
dt

= [t (log t+ log log t� 1)� Li (t)]kk0

d�où,

(� (pk)� k log k)� (� (pk0)� k0 log k0) > [t (log log t� 1� log b)� Li (t)]kk0

En posant, f (k) = � (pk)� k log k et g (x) = x (log log x� 1� log 1:74)� Li (x)

alors,

f (k)� f (k0) > g (k)� g (k0)

comme on a,

g0 (x) = log log x� (1 + log(1:74)),

la fonction g est croissante pour x > exp (exp (1 + log(1:74))) = 113: 27::: = x0,
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3.2. Estimations de � (pk)

on a donc pour k > k0 > [x0] + 1 = 114, g (k) > g (k0) et donc f (k) > f (k0) pour

k > k0 > 114;
d�où,

f (k) > f (114) = 55:133::: > 0 pour k > 114;

et

� (pk) > k log k pour k > 114:

La suite de la démonstration se fait à l�ordinateur, à l�aide de Mathematica, nous véri�ons

graphiquement que pour 14 6 k 6 113; le graphe de la suite � (pk) � k log k est situé au

dussus de l�axe des abscisses ( �gures 10-1 et 10-2), ceci implique que,

� (pk)� k log k > 0; pour 14 6 k 6 113

et pour k = 13 on a,

� (p13) = 33:348:: > 33:344 ' 13 log 13

d�où le théorème

Théorème 3.2.2 (cf [27]) Pour k > 3 on a,

� (pk) 6 k (log k + log log k)

Démonstration. L�inégalité (2.2.25) implique,

log pk 6 log k + log log k + 1; pour k > 2 (3.2.1)

par suite pour k > k0 > 2, on a grâce à (3:2:1),

� (pk�1)� � (pk0�1) =
i=k�1X
i=k0

log pi 6
i=k�1X
i=k0

(log i+ log log i+ 1) ,

comme la fonction f (x) = log x+ log log x+ 1 est continue et croissante pour x > 1 alors,

� (pk�1)� � (pk0�1) 6
Z k

k0

(log t+ log log t+ 1) dt =

Z k

k0

(log t+ log log t) dt+ (k � k0)

= [t (log t+ log log t� 1)� Li (t)]kk0 + (k � k0)

= [t (log t+ log log t)� log(exp (1) t log t) + log(exp (1) t log t)� Li (t)]kk0
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3.2. Estimations de � (pk)

d�où l�on a,

� (pk�1)�� (pk0�1)�[t (log t+ log log t)� log(exp (1) t log t)]
k
k0
6 [log(exp (1) t log t)� Li (t)]kk0

Posons,

g (k) = � (pk�1)� k (log k + log log k) + log(exp (1) k log k)

et

h (x) = log(exp (1) x log x)� Li (x)

alors,

g (k)� g (k0) 6 h (k)� h (k0)

comme,

h0 (x) =
1

x
+

1

x log x
� 1

log x
=
log x� x+ 1

x log x
6 0 pour x > 1

alors h est décroissante pour k > k0 > 2; on a donc h (k) 6 h (k0) par suite g (k) 6 g (k0)

pour k > k0 > 2
et comme,

g (4) = �0:73759 < 0

alors,

g (k) 6 0 pour k > 4;

d�où l�on a,

� (pk) = � (pk�1) + log pk 6 k (log k + log log k)� log(exp (1) (k log k)) + log pk pour k > 4

mais d�après (3:2:1) on a;

log pk 6 log(exp (1) k log k) pour k > 2;

d�où,

� (pk) 6 k (log k + log log k) pour k > 4

et pour k = 3 on a,

� (p3) = log 2 + log 3 + log 5 = 3:4012 < 3 (log 3 + log log 3) ' 3:5780

ce qui achève la démonstration du théorème 3.2.2.
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3.3.Minorations de � (pk)

3.3 Minorations de � (pk)

Les lemmes suivants nous seront utiles dans la suite de ce chapitre.

Lemme 3.3.1 On suppose qu�il existe a > 0; k0 et k1 2 N� véri�ant
ea 6 log k0 6 log k1 tels que,

pk > k (log k + log log k � a) pour k0 6 k 6 k1:

Alors on a,

� (pk)� � (pk0) >
Z k

k0

�
log t+ log log t+

log log t

log t
� �

log t

�
dt (3.3.1)

avec � = a+
1

2

(log y � a)2

y
où y est dé�ni par,

y =

8>>><>>>:
log k0 si log k0 > exp (a+ 2)

log k1 si log k1 < exp (a+ 2)

exp (a+ 2) si log k0 6 exp (a+ 2) 6 log k1

Démonstration. Pour k0 6 k 6 k1 on a,

log pk > log k + log log k + log(1 +
log log k � a

log k
) (3.3.2)

en utilisant l�inégalité (2.2.29) avec x =
log t� a

t
on obtient,

log(1 +
log t� a

t
) > log t

t
� 1
t

�
a+

1

2

(log t� a)2

t

�
(3.3.3)

La fonction x ! f (t) =
(log t� a)2

t
est croissante pour exp (a) 6 t 6 exp (a+ 2) et

décroissante pour t > exp (a+ 2) et pour 0 < t < exp (a).

Supposons log k0 > exp (a+ 2) ; alors pour k0 6 k 6 k1 on a,

log k0 6 log k implique f (log k) 6 f (log k0)

d�où,

log log k

log k
� 1

log k

�
a+

1

2

(log log k � a)2

log k

�
> log log k

log k
� 1

log k

�
a+

1

2

(log log k0 � a)2

log k0

�
;
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3.3.Minorations de � (pk)

en utilisant cette dernière inégalité et (3:3:3) avec t = log k on obtient,

log(1 +
log log k � a

log k
) > log log k

log k
� 1

log k

�
a+

1

2

(log log k0 � a)2

log k0

�
;

puis grâce à (3:3:2) on déduit que,

log pk > log k + log log k +
log log k

log k
� �

log k
avec � = a+

1

2

(log y � a)2

y
o�u y = log k0

Si log k1 < exp (a+ 2) alors pour k0 6 k 6 k1 on a,

f (log k) 6 f (log k1) car log k 6 log k1 et f croissante.

Avec la même méthode précédente on aboutit à,

log pk > log k + log log k +
log log k

log k
� �

log k
avec � = a+

1

2

(log y � a)2

y
o�u y = log k1

Si log k0 6 exp (a+ 2) 6 log k1 alors pour k0 6 k 6 k1, on a

f (log k) 6 max
k0�k�k1

f (log k) = f (exp (a+ 2)) (car f atteint son maximum au point t = exp (a+ 2))

donc,

log pk > log k + log log k +
log log k

log k
� �

log k
avec � = a+

1

2

(log y � a)2

y
o�u y = exp (a+ 2)

par suite dans tous les cas on a,

log pk > log k + log log k +
log log k

log k
� �

log k
pour k0 6 k 6 k1,

d�où l�on déduit que,

� (pk)� � (pk0) >
i=kX

i=k0+1

�
log i+ log log i+

log log i

log i
� �

log i

�
,

La fonction x ! log x + log log x +
log log x

log x
� �

log x
est croissante pour x > 1 en e¤et sa

dérivée est positive pour x > 1; puisque on a,

f 0 (x) =
1

x
+

�+ 1

x (log x)2
+
log x� log log x

x (log x)2
> 0 pour x > 1,

le lemme 3.3.1, implique alors que pour k0 6 k 6 k1, (k0 > exp (exp (a)) > exp (1)) on a,

� (pk)� � (pk0) >
Z k

k0

�
log t+ log log t+

log log t

log t
� �

log t

�
dt �
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3.3.Minorations de � (pk)

Lemme 3.3.2 Pour k > exp (10) on a,

pk > k (log k + log log k � 1:1315)

Démonstration. D�après le lemme 9 ( cf [31] )on a,

� (pk) > k (log k + log log k � 1)� Li (k) pour k > 5 (3.3.4)

par (3:1:2) il vient alors,

� (pk) 6 pk + 0:000081
pk
log pk

; (3.3.5)

en utliisant l�inégalité (2.2.28) avec x = pk on obtient;

pk
log pk

6 4

3
k; (3.3.6)

les majorations (3:3:5) et (3:3:6) impliquent alors,

� (pk) 6 pk + 0:000081�
4

3
k 6 pk + 0:021k;

d�où pk > � (pk)� 0:021k; puis avec (3:3:4) on obtient,

pk > k (log k + log log k � 1:021)� Li (k) = k (log k + log log k � 1:021)� Li (k) ;

Grâce à (2.2.50) on obtient pour k > exp (10) ;

pk > k (log k + log log k � 1:13415) :

Théorème 3.3.1 (cf [27]) On a,

(i) � (pk) > k (log k + log log k � 1:076868) pour k > 2 (3.3.7)

avec égalité pour k = 66:

(ii) � (pk) > k (log k + log log k � 1) pour k 6 17 et k > 5106 (3.3.8)

(iii) � (pk) < k (log k + log log k � 1) pour 18 6 k 6 5105 (3.3.9)
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Démonstration.

Preuve de (3:3:8). On suppose les hypothèses du lemme 3.3.1 véri�ées et k1 ! +1
alors,

� (pk)� � (pk0) >
Z k

k0

(log t+ log log t)dt+

Z k

k0

log log t� �

log t
dt

= [t (log t+ log log t� 1)� Li (t)]kk0 +

Z k

k0

log log t� �

log t
dt

d�où,

� (pk)� � (pk0)� [t (log t+ log log t� 1)]
k
k0
> � [Li (t)]kk0 +

Z k

k0

log log t� �

log t
dt,

posons,

f (k) = � (pk)� k (log k + log log k � 1)

et

g (x) = �Li (x) +
Z x

k0

log log t� �

log t
dt pour x > k0

alors,

f (k)� f (k0) > g (k)� g (k0)

en prenant k0 = exp (10) et a = 1:13415 et en utilisant le lemme 3.3.2, les hypothèses du

lemme 3.3.1 sont vér�ées donc,

� = a+
1

2

(log y � a)2

y
avec y = exp (a+ 2) puisque log k0 = 10 < exp (a+ 2) = 22:969:::

d�où,

� = a+
2

exp (a+ 2)
= 1:22122:::

la fonction g étant croissante puisque,

g0 (x) =
log log x� �� 1

log x
> 0 pour x > exp (exp (�+ 1)) = exp (9:2186)

on a donc pour k > k0 > exp (9:2186)

g (k) > g (k0) ;

en prenant k0 = exp (10) on obtient,

g (k) > g (exp (10)) , pour k > exp (10)
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3.3.Minorations de � (pk)

par suite pour k > exp (10) on a,

f (k) > f (exp (10)) = 371:177::: > 0

d�où l�on déduit pour k > exp (10) l�inégalité,

� (pk) > k (log k + log log k � 1) .

pour k 6 17 et 5106 6 k 6 exp (10), le graphe de la suite ' (k) = � (pk)�k (log k + log log k � 1)
( �gures 1-1, 1-2, 1-3 et 1-4) montre que ' (k) > 0, d�où l�inégalité (3:3:8).

Preuve de (3:3:9)

Le graphe de la suite ' (k) montre que,

' (k) < 0 pour 18 6 k 6 5105;

donc l�inégalité (3:3:9) est encore véri�ée.

Preuve de (3:3:7).

En utilisant l�inégalité (3:3:8) il vient pour k 6 17 et k > 5106;

� (pk) > k (log k + log log k � 1) > k (log k + log log k � 1:076868) :

et pour 18 6 k 6 5105; le graphe de la suite  (k) = � (pk)� k (log k + log log k � 1:076868)
(�gures 2-1; 2-2 et 2-3) montre que,  (k) > 0, d�où (3:3:7) du théorème 3.3.1:

Lemme 3.3.3 On a,

(i) pk > k (log k + log log k � 1) pour k > 2 et pk 6 1011 (3.3.10)

(ii) pk > k (log k + log log k � 1:0077629) pour pk > 1011 (3.3.11)

Démonstration.

Preuve de (3:3:10) :

L�inégalité (3:1:1) ; la proposition 3:1:1 et l�inégalité (3:3:8) impliquent,

pk > � (pk) > k (log k + log log k � 1) pour k > 5106 et pour k > 2 tel que pk 6 1011
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Pour 2 6 k 6 5105; le graphe de la suite pk � k (log k + log log k � 1) ( �gures 9-1 et 9-2)
montre que l�on a bien,

pk � k (log k + log log k � 1) > 0

donc,

pk > k (log k + log log k � 1) ; pour k > 2 tel que pk 6 1011

Preuve de (3:3:11)

Soit k un entier naturel non nul tel que pk > 1011:
En utilisant l�inégalité (3:1:3) de la proposition 3.1.1 avec x = pk on obtient,

pk > � (pk)� 0:007763
pk
log pk

;

puis (3:3:8) implique,

pk > k (log k + log log k � 1)� 0:007763 pk
log pk

. (3.3.12)

D�autre part en remarquant que la fonction x ! x

log x
est croitssante pour x > exp (1),

l�inégalité (3:1:5) implique alors,

pk
log pk

6
k
�
log k + log log k � 1

2

�
log k + log log k

< k pour k > 20;

d�où l�on déduit,

� pk
log pk

> �k pour k > 20

par suite pour pk > 1011; on déduit de l�inégalité (3:3:12) que,

pk > k (log k + log log k � 1)�0:007763k = k (log k + log log k � 1:007763)
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3.4 Minorations plus �nes de � (pk).

Théorème 3.4.1 Pour k > 3 on a,

� (pk) > k

�
log k + log log k � 1 + log log k

log k
� 2:1454
log k

�
(3.4.1)

avec égalité pour k = 4714:

Démonstration. Avec les hypothèses du lemme 3.3.1, l�inégalité (3:3:1) peut s�écrire :

� (pk)� � (pk0) >
Z k

k0

(log t+ log log t)dt+

Z k

k0

log log t� �

log t
dt , pour k0 6 k 6 k1

par une intégration par parties on obtient,

� (pk)� � (pk0) > [t (log t+ log log t� 1)� Li (t)]kk0 +

Z k

k0

log log t� �

log t
dt (3.4.2)

le second membre de cette dernière inégalité s�écrit,

[t (log t+ log log t� 1)� Li (t)]kk0+

Z k

k0

log log t� �

log t
dt =

�
t (log t+ log log t� 1) + t log log t� �

log t

�k
k0

+

�
�t log log t� �

log t
� Li (t)

�k
k0

+

Z k

k0

log log t� �

log t
dt (3.4.3)

où � est une constante positive,

de (3:4:2) et (3:4:3) on déduit que,

� (pk)� � (pk0)�
�
t

�
log t+ log log t� 1 + log log t� �

log t

��k
k0

>

�
�t log log t� �

log t
� Li (t)

�k
k0

+

Z k

k0

log log t� �

log t
dt (3.4.4)

posons,

f (k) = � (pk)� k

�
log k + log log k � 1 + log log k � �

log k

�
et

g (x) = �x log log x� �

log x
� Li (x) +

Z x

k0

log log t� �

log t
dt pour x > k0 > 2.

L�inégalité (3:4:4) est équivalente alors à,

f (k)� f (k0) > g (k)� g (k0) : (3.4.5)
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D�autre part on a,

g0 (x) =
(� � �� 1) log x+ log log x� � � 1

(log x)2

la fonction g est croissante si et seulement si,

(� � �� 1) log x+ log log x� � � 1 > 0

c�est à dire si,

� > �+ 1 +
�+ 2� log log x

log x
;

posons,

h (x) = �+ 1 +
�+ 2� log log x

log x
;

alors,

h0 (x) =

1

log x
� �� 3 + log log x

x(�1 + log x)2 ;

h0 (x) est donc du même signe que ' (x) =
1

log x
� �� 3 + log log x:

Or on a,

'0 (x) =
1

x log x

�
1� 1

log x

�
> 0 pour x > 1;

donc ' est strictement croissante pour x > 1;

comme,

' (exp (exp (�+ 2))) =
1

exp (�+ 2)
� 1 < 0 et ' (exp (exp (�+ 3))) =

1

exp (�+ 3)
> 0

alors d�après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe une unique constante c dans

l�intervalle ]exp (exp (�+ 2)) ; exp (exp (�+ 3))[ tel que ' (c) = 0,

de plus on a,

' (x) 6 ' (c) = 0; pour x 6 c et ' (x) > ' (c) = 0; pour x > c

donc h est croissante pour x > c et décroissante pour x 6 c:

Nous distinguons alors trois cas :

k0 > c; k1 6 c et k0 6 c 6 k1

Si k0 > c alors,

h (k) 6 h (k1) pour k0 6 k 6 k1:
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Si k1 6 c alors,

h (k) 6 h (k0) pour k0 6 k 6 k1:

Si k0 6 c 6 k1 alors,

h (c) 6 h (k) 6 h (k1) pour c 6 k 6 k1:

et

h (c) 6 h (k) 6 h (k0) pour k0 6 k 6 c;

donc g est croissante pour tout k tel que k0 6 k 6 k1 si et seulement si,

h (k) = �+ 1 +
�+ 2� log log k

log k
6 � avec � = maxfh (k0) ; h (k1)g

l�inégalité (3:4:5) implique donc pour k0 6 k 6 k1,

f (k)� f (k0) > g (k)� g (k0) > 0;

d�où l�on a,

f (k) > f (k0) :

Calculons �.

Soit k0 un entier positif tel que pk0 6 1011 < pk0+1,

alors,

k0 = �
�
1011

�
= 4118054813;

comme pour tout k tel que k > k0 + 1 on a,

pk > pk0+1 > 10
11;

le lemme 3.3.3, implique alors,

pk > k (log k + log log k � a) avec a = 1:0077629:::

de plus on a,

log k0 = log �
�
1011

�
= 22:14:: > exp (a+ 2) = 20:25:::

Le lemme 3.3.1 entraîne,

� = a+
1

2

(log log k0 � a)2

log k0
= 1:1063729:::
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comme,

lim
k1!+1

h (k1) = �+ 1 = 2:1063729::: et h (k0) = �+ 1 +
�+ 2� log log k0

log k0
= 2:106893:::

on peut prendre alors,

� = max fh (k1) ; h (k0)g = 2:106893:::

En itérant la même méthode en partant de k0 = 400000; k1 = � (1011) et a = 1; on obtient,

� = 1:09957::: et � = 2:1452:::

Les calculs e¤ectués à l�aide de Mathemtica 7, donnent les valeurs suivantes :

k0 k1 a � �

� (1011) +1 1:0077629 1:1063729 2:106893

400000 � (1011) 1:0000000 1:0995700 2:145200

250000 400000 1:0000000 1:0939889 2:144200

210000 250000 1:0000000 1:0929480 2:145100

200000 210000 1:0000000 1:0925260 2:145231

Si on choisit � = 2:1453 on obtient, f (k) > f (200000) = 589:48::: > 0 pour k > 2� 105:
et pour 3 6 k 6 2� 105 ; le graphe de la suite f (k) ( �gures 3-1,3-2,3-3 et 3-4 ) montre

que,

f (k) = � (pk)� k

�
log k + log log k � 1 + log log k

log k
� 2:1454
log k

�
> 0

c�est-à-dire,

� (pk) > k

�
log k + log log k � 1 + log log k

log k
� 2:1454
log k

�
pour 3 6 k 6 200000

et pour k = 4714; les calculs e¤ectués à l�aide de Mathemtica avec une precision de 10

décimales donnent,

� (p4714)�4714
�
log 4714 + log log 4714� 1 + log log 4714

log 4714
� 2:1453125192:::

log 4714

�
= 0:0000000000:::

d�où le théorème.

55



3.5.Majorations de � (pk).

3.5 Majorations de � (pk).

Pour la suite de notre étude les lemmes suivants nous seront utiles.

Lemme 3.5.1 :

Supposons qu�il existe a > 0 et k0 2 N� tel que pour tout k > k0 on ait,

pk 6 k (log k + log log k � a) et log log k0 > maxfa; 1g

alors,
pk
log pk

6 k

�
1� a1

log k

�
pour k > k0 avec a1 = a

1

1 +
log log k0
log k0

Démonstration. La fonction x! x

log x
étant croissante pour x > 1;

l�hypothèse pk 6 k (log k + log log k � a) implique alors pour k > k0,

pk
log pk

6 k (log k + log log k � a)

log k + log log k + log

�
1 +

log log k � a

log k

� 6 k

0BB@1� a

log k

1

1 +
log log k0
log k0

1CCA
= k

�
1� a1

log k

�
avec a1 =

a

1 +
log log k0
log k0

.

Lemme 3.5.2 .
Si

(i) � (x) > x� �
x

log x
pour x > pk0 o�u k0 > 1 et � > 0

et

(ii) � (pk) 6 k

�
log k + log log k � 1 + log log k

log k
� b

log k

�
pour k > k0

alors,

pk 6 k (log k + log log k � �a) pour k > k0

avec �a = 1� � � exp (� (b+ 1 + a1�)) où a1 est dé�ni au lemme 3.5.1

Démonstration.

L�hypothèse (i) du lemme 3.5.2 implique pour x = pk,

pk 6 � (pk) + �
pk
log pk

pour k > k0

56



3.5.Majorations de � (pk).

d�après (3:1:5) de la proposition (3:1:2) l�hypothèse du lemme 3.5.1 est vér�ée donc,

pk
log pk

6 k

�
1� a1

log k

�
pour k > k0 avec a1 =

a

1 +
log log k0
log k0

Avec l�hypothèse (ii) du lemme 3.5.2, on obtient pour k > k0,

� (pk) 6 k

�
log k + log log k � 1 + log log k

log k
� b

log k

�
+ k�

�
1� a1

log k

�
= k

�
log k + log log k � (1� �) +

log log k � (b+ a1�)

log k

�
La fonction x ! log x� c

x
dé�nie pour x > 0; atteint son maximum exp (�(1 + c)) pour

x = exp (c+ 1) donc,

log log k � (b+ a1�)

log k
6 exp (� (1 + b+ a1�)) ;

par suite,

pk 6 k (log k + log log k � 1 + � + exp (� (1 + b+ a1�))) = k (log k + log log k � �a) ;

avec �a = 1���exp (� (1 + b+ a1�))

Lemme 3.5.3

Si pk 6 k (log k + log log k � a) pour k > k0 tel que log log k0 > maxfa; 1g;

soit � =
log k0
k0

+
1

k0
et b une constante strictement positive tel que,

a+ 1� b� � > 0;

Si � (pk0)� k0

�
log k0 + log log k0 � 1 +

log log k0 � b

log k0

�
< 0;

alors pour k > k0 on a,

� (pk) 6 k

�
log k + log log k � 1 + log log k

log k
� b

log k

�
:

Démonstration.

L�hypothèse implique pour k > k0,

log pk 6 log k + log log k + log
�
1 +

log log k � a

log k

�
;
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6 log k + log log k + log log k � a

log k

donc,

� (pk�1)� � (pk0�1) =

i=k�1X
i=k0

log pi 6
i=k�1X
i=k0

�
log i+ log log i+

log log i� a

log i

�

la fonction x! log x+ log log x+
log log x� a

log x
étant croissante et continue pour x > k0; le

lemme 3.1.1 entraîne alors,

� (pk�1)� � (pk0�1) 6
Z k

k0

(log t+ log log t) dt+

Z k

k0

log log t� a

log t
dt

La première intégrale à été déja évaluée précédemment, on a donc,

� (pk�1)�� (pk0�1) 6 [t (log t+ log log t� 1)� Ii (t)]kk0+

Z k

k0

log log t� a

log t
dt

= [t (log t+ log log t� 1)� Ii (t)]kk0+

Z k

k0

log log t

log t
dt�a [Li (t)]kk0

Supposons b > 0:

En intégrant
Z k

k0

log log t

log t
dt par parties on obtient,

� (pk�1)� � (pk0�1) 6 [t (log t+ log log t� 1)� (1 + a) Ii (t)]kk0

+

�
t
log log t

log t

�k
k0

�
Z k

k0

t

�
log log t

log t

�0
dt+

�
bt

log t
� bt

log t

�k
k0

=

�
t

�
log t+ log log t� 1 + log log t� b

log t

��k
k0

+

�
bt

log t
� (1 + a) Ii (t)�

Z k

k0

t

�
log log t

log t

�0
dt

�k
k0

d�où,

� (pk�1)� � (pk0�1)�
�
t

�
log t+ log log t� 1 + log log t� b

log t

��k
k0

;

6
�
bt

log t
� (1 + a) Ii (t)�

Z k

k0

t

�
log log t

log t

�0
dt

�k
k0

posons,

f (k) = � (pk�1)�k
�
log k + log log k � 1 + log log k � b

log k

�
+log k+log log k+log

�
1 +

log log k � a

log k

�
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et pour x > k0

g (x) =
bx

log x
�(1 + a) Ii (x)+

Z x

k0

t

�
log log t

log t

�0
dt+log x+log log x+log

�
1 +

log log x� a

log x

�
on a alors,

f (k)� f (k0) 6 g (k)� g (k0) ;

la dérivée de g vaut,

g0 (x) =
b� a� 1
log x

+
log log x� b� 1

(log x)2
+

1

log x

�
log x

x
+
1

x

�
+

� log log x+ a+ 1

x(log x+ log log x� a) log x

comme la fonction x! log x

x
+
1

x
est décroissante et log log x > a pour x > k0 alors,

log x

x
+
1

x
6 log k0

k0
+
1

k0
= � et

� log log x+ a+ 1

x(log x+ log log x� a) log x
6 � log log x+ a+ 1

(log x)2

donc,

g0 (x) 6 � (a+ 1� �� b) log x+ a� b

(log x)2

d�où,

g0 (x) 6 0

si et seulement si,

(a+ 1� �� b) log x > a� b

or,

a+ 1� b� � > 0

donc,

log x > a� b

1� �+ a� b

si et seulement si,

x > exp
�

a� b

1� �+ a� b

�
comme on a � =

log k0
k0

+
1

k0
< 1 pour k0 > 2 et log log k0 > maxfa; 1g;

alors,

exp

�
a� b

1� �+ a� b

�
6 exp (1) 6 exp (exp (maxfa; 1g)) 6 k0;

d�où,

g0 (x) 6 0 , pour x > k0
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donc, g est décroissante pour x > k0 par suite,

f (k) 6 f (k0) pour k > k0;

c�est à dire,

f (k) 6 � (pk0)�k0
�
log k0 + log log k0 � 1 +

log log k0 � b

log k0

�
�log pk0+log (k0 (log k0 + log log k0 � a))

l�hypothèse du lemme 3.5.3 implique alors,

f (k) 6 � log pk0+log (k0 (log k0 + log log k0 � a)) = � log
�

pk0
k0 (log k0 + log log k0 � a)

�
6 0;

puisque on a pk0 > k0 (log k0 + log log k0 � a) :

Par suite,

� (pk)� k

�
log k + log log k � 1 + log log k � b

log k

�
6 log pk � log (k (log k + log log k � a))

= log

�
pk

k (log k + log log k � a)

�
6 0 pour k > k0;

d�où le lemme 3.5.3 .

Théorème 3.5.1 On a,

(i) pk 6 k (log k + log log k � 0:9385) pour k > 8602 (3.5.1)

(ii) � (pk) 6 k

�
log k + log log k � 1 + log log k

log k
� 1:9185
log k

�
pour k > 126 (3.5.2)

(iii) � (pk) 6 k (log k + log log k � 0:9465) pour k > 14 (3.5.3)

Démonstration.

Preuve de (3.5.1).

Pour a = 0:5 et k0 = 20 et b = 1:1 on a,

log log k0 > max fa; 1g = 1 et a+ 1� �� b ' 0:19240 > 0
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d�après la proposition 3.1.2 on a,

pk 6 k (log k + log log k � a) pour k > k0

de plus,

� (pk0)� k0

�
log k0 + log log k0 � 1 +

log log k0 � 1:1
log k0

�
' �0:00958 < 0

donc les conditions du lemme 3.5.3 sont satisfaites, par conséquent on a pour k > k0 = 20;

� (pk) 6 k

�
log k + log log k � 1 + log log k

log k
� b

log k

�
avec b = 1:1

d�où la condtion (ii) du lemme 3.5.2 .

L�inégalité (3:1:3) de la proposition 3.1.1, valable pour tout k tel que x = pk > 1:04� 107; la
condition (i) du lemme 3.5.2 pour � = 0:007763 et k0 tel que x > pk0 > 1:04� 107 > pk0�1

c�est-à-dire pour k0 = � (1:04� 107) + 1 = 689383, ainsi que le lemme 3.5.2 impliquent,

pk 6 k (log k + log log k � �a) pour k > k0;

avec,

�a = 1� � � exp (� (b+ 1 + a1�)) où a1 =
a

1 +
log log k0
log k0

,

d�où les valeurs approximatives de a1et �a suivantes,

a1 ' 0:3944 et �a ' 0:87015

En itérant la même méthode précédente en choisissant une valeur de b et en partant de la

dernière valeur de �a trouvée on a aboutit aux valeurs approximatives suivantes,

b = 1:46 �a ' 0:907256;
b = 1:88 �a ' 0:936413;
b = 1:915 �a ' 0:938343;
b = 1:9179 �a ' 0:9385;

d�où en prenant �a = 0:9385 on obtient,

pk 6 k (log k + log log k � 0:9385) , pour k > k0 = 689383:
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Pour 8602 6 k 6 689382; on véri�e à l�ordinateur que pk�k (log k + log log k � 0:9385) � 0,
( �gures 11-1 , 11-2 , 11-3 et 11-4) d�où l�où on déduit que,

pk 6 k (log k + log log k � 0:9385) ; pour 8602 6 k 6 689382

ce qui complète et achève la démonstration de (3:5:1) du théorème 3:5:1:

Preuve de (3.5.2)

On véri�e de la même manière que les conditions du lemme 3.5.3 sont satisfaites pour

b = 1:9185 ; a = 0:9385 et k0 = 8602; donc,

� (pk) 6 k

�
log k + log log k � 1 + log log k

log k
� 1:9185
log k

�
pour k > 8602:

La courbe représentative de la suite � (pk) � k

�
log k + log log k � 1 + log log k

log k
� 1:9185
log k

�
( �gures 4-1 et 4-2 ) montre que ,

� (pk)� k

�
log k + log log k � 1 + log log k

log k
� 1:9185
log k

�
6 0 pour 126 6 k 6 8602;

d�où l�inégalité (3:5:2)

Preuve de (3.5.3)

Comme la fonction k ! log log k � 1:9185
log k

est décroissante pour k > exp (exp (2:9185)),
alors pour k > 1:99� 109 > exp (exp (2:9185)) on a,

log log k � 1:9185
log k

6 0:053 5:::;

avec l�inégalité (3:5:2) il vient pour k > 1:99� 109,

� (pk) 6 k (log k + log log k � 0:9465) . (3.5.4)

Il reste à véri�er l�inégalité (3:5:4) pour 14 6 k 6 1:99� 109; pour cela nous partageons le
dernier intervalle en quatre sous-intervalles :

[14; 3� 104], [3� 104; 106] ; [106; 1:11� 107] et [1:11� 107; 1:99� 109]
Pour 30000 6 k 6 106, on considère la fonction ' (k) = pk � k (log k + log log k � 0:9465)
L�étude de la courbe de ' (k) e¤ectuée avec Mathemtica 7 montre que,

' (k) 6 0 pour 30000 6 k 6 106 (�gures 5-1 et 5-2)
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donc,

pk 6 k (log k + log log k � 0:9465) pour 30000 6 k 6 106:

Pour 106 6 k 6 1:99� 109, la méthode précédente nécessiste un ordinateur plus puissant.
Nous simpli�ons d�abord les calculs comme suit,

soit n un entier naturel, on pose,

f (n) = pp+q(n+1) � (p+ qn) (log (p+ qn) + log log (p+ qn)� 0:9465)

pour 106 6 k 6 1:11� 107; puis on prend p = 106; q = 100 et 0 6 n 6 101000
Le graphe de f (n) pour 0 6 n 6 101000 ( �gure 6-1 ) montre que,

pp+q(n+1) < (p+ qn) (log (p+ qn) + log log (p+ qn)� 0:9465) pour 0 6 n 6 101000

comme les suites pk et k (log k + log log k � 0:9465) sont croissantes, alors pour tout k tel
que p+ qn 6 k 6 p+ q (n+ 1) avec 0 6 n 6 101000 on a,

pk 6 pp+q(n+1) < (p+ qn) (log (p+ qn) + log log (p+ qn)� 0:9465)

6 k (log k + log log k � 0:9465)

c�est-à-dire,

pk 6 k (log k + log log k � 0:9465) pour 106 6 k 6 1:11� 107

puisque,

[
n2I
[p+ qn; p+ q (n+ 1)] =

�
106; 1:11� 107

�
où I = fn 2 N ; 0 6 n 6 101000g :

Pour 1:11� 107 6 k 6 1:99� 109; on obtient la preuve de (3:5:3) en prenant p = 1:11� 107;
q = 2500 et 0 6 n 6 791560 et en utilisant la même méthode précédente ( �gures 6-2 et

6-3).

Et pour 14 6 k 6 30000, la courbe de la suite � (pk)� k (log k + log log k � 0:9465) ( �gures
7-1, 7-2 et 7-3) montre que,

� (pk)� k (log k + log log k � 0:9465) < 0 pour 14 6 k 6 30000

ainsi l�inégalité (3:5:3) est véri�eé pour k > 14:
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3.6 Encadrements de � (pk) sous l�hypothèse de Riemann

Dans ( cf [27]) G. Robin a en utilisant un théorème dû à L. Schoenfeld (théorème 1.6.1)

montré le,

Théorème 3.6.1 :

Sous l�hypothèse de Riemann on a,

(i)
��� (pk)� Li�1 (k)

�� 6 0:1224k 1
2 (log k)

3
2 , pour k > 312 (3.6.1)

(ii)
��� (pk)� Li�1 (k)

�� 6 0:2377k 1
2 (log k)

3
2 , pour k > 5 (3.6.2)

(iii) � (pk) > Ii�1 (k)� 0:12k 1
2 (log k)

3
2 , pour k > 5 (3.6.3)

Preuve :

Pour la démonstration, nous aurons besoin du lemme suivant,

Lemme 3.6.1 On a,

(i) pk 6 1:14k log k; pour k > 8602 (3.6.4)

(ii) log pk 6 1:2518 log k; pour k > 12481 (3.6.5)

Et sous l�hypothèse de Riemann on a,

(iii)

����Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ 2� Li (2) log 2

���� 6 0:10636k 1
2 (log k)

3
2 ; pourk > 12481 (3:6:6)

Démonstration du lemme 3.6.1

Preuve de (3:6:4).

La fonction k ! log log k � 0:9385
log k

est décroissante pour k > exp (exp (1:9385)), donc

log log k � 0:9385
log k

6 log log(8602)� 0:9385
log(8602)

= 0:14 pour k > 8602 > exp (exp (1:9385)) .

En multipliant la dernière inégalité par k log k on obtient,

k(log log k � 0:9385) 6 0:14k log k;
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d�où,

k(log k + log log k � 0:9385) 6 1:14k log k;

et en utilisant l�inégalité (3.5.1) on obtient,

pk 6 1:14k log k pour k > 7750 �

Preuve de (3:6:5),

Par la même méthode précédente on obtient pour k > 12481,

log log k � (� log(1:14))
log k

6 log log(12481)� (� log(1:14))
log(12481)

= 0:25179:::

ce qui implique,

log(1:14k log k) 6 1:2518 log k

et par l�inégalité (3:6:4) on a pour k > 12481;

log pk 6 log(1:14k log k) 6 1:2518 log k

Preuve de (3:6:6)

En remplaçant x et x0 respctivement par pk et p384 = 2657; dans la relation (2.2.57) on

obtient, pour k > 384;

����Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ 2� Li (2) log 2

���� 6 Z pk

2657

j� (t)� Li (t)j
t

dt

+

�����Z 2657

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ Li (2) log 2� 2

����
(3.6.7)

or d�après (2.2.58) on a;�����Z 2657

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ Li (2) log 2� 2

���� = j� (2657)� 2657� (� (2657)� Li (2657)) log 2657j

' 33:1172: (3.6.8)

En appliquant le théorème 1:6:1; puis les inégalités (3:6:4) et (3:6:5), il vient pour tout

k > 12481;Z pk

2657

j� (t)� Li (t)j
t

dt 6 1

8�

Z pk

2657

log tp
t
dt 6 2 1

8�
(log pk)

Z pk

2657

dt

2
p
t
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6 1

4�

�p
1:14k

1
2 (log k)

1
2 �

p
2657

�
1:2518 log k

6 0:10636k 1
2 (log k)

3
2 � 5:1348 log k, (3.6.9)

l�inégalité (3:6:7) s�écrit grâce à (3:6:8) et à (3:6:9),�����Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ Li (2) log 2� 2

���� 6 0:10636k 1
2 (log k)

3
2�5:1348 log k+33:1172 pour k > 12481

or pour k > exp
�
33:1172
5:1348

�
' 633 on a,

33:1172� 5:1348 log k 6 0

donc,�����Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ Li (2) log 2� 2

���� 6 0:10636k 1
2 (log k)

3
2 pour k > 12481,

Démonstration du théorème 3:6:1:

En utilisant les inégalités (2.2.52) et (3:6:4) on obtient,

Li�1 (k) > 1

c4
k log k =

1

1:14c4
1:14k log k > 1

1:14c4
pk, pour k > 28622;

ceci implique pour k > 28622,

logLi�1 (k) > log pk � log (1:14c4) : (3.6.10)

Nous distinguons alors les deux cas suivants :

(� (pk)� Li (pk)) 6 0 et (� (pk)� Li (pk)) > 0

Si (� (pk)� Li (pk)) 6 0, (3:6:10) ; implique pour k > 28622;

�(� (pk)� Li (pk)) logLi
�1 (k) > � (� (pk)� Li (pk)) log pk + (� (pk)� Li (pk)) log (1:14c4)

ce qui entraîne par la relation (2.2.55) que pour x = pk on a,

�(� (pk)�Li (pk)) logLi�1 (k)+� (pk)�pk > � (� (pk)� Li (pk)) log pk+(� (pk)� Li (pk)) log (1:14c4)
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+ (� (pk)� Li (pk)) log pk �
Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt

� 2 + Li (2) log 2

= (� (pk)� Li (pk)) log (1:14c4)�
Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt

� 2 + Li (2) log 2

L�inégalité (2.2.79) implique,

� (pk)� Li�1 (k) +

Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ 2� Li (2) log 2 > (� (pk)� Li (pk)) log (1:14c4)

et grâce à l�inégalité (2.2.80) on déduit que pour k > 28622,����� (pk)� Li�1 (k) +

Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ 2� Li (2) ln log 2

���� 6 j(� (pk)� Li (pk))j log (1:14c4) (3:7:11)

Si (� (pk)� Li (pk)) > 0; alors l�inégalité (2.2.82) est véri�ée:

Par suite en comparant entre les inégalités (3:6:11) et (2.2.82) ; on obtient, pour tout

k > 28622;����� (pk)� Li�1 (k) +

Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ 2� Li (2) ln log 2

���� 6 log (1:14c4) j(� (pk)� Li (pk))j

6 log (1:29) j(� (pk)� Li (pk))j

ce qui implique grâce au théorème 1:6:1 que;

��� (pk)� Li�1 (k)
�� 6 log (1:29)

8�

p
pk log pk+

����Z pk

2

� (t)� Li (t)

t
dt+ 2� Li (2) log 2

���� (3.6.12)
Par le lemme 3.6.1 et l�inégalité (3:6:12) valable pour k > 28622; on obtient,

��� (pk)� Li�1 (k)
�� 6 log (1:29)

8�
1:2518

p
1:14k

1
2 (log k)

3
2 + 0:10636k

1
2 (log k)

3
2

6
�
1:354 2� 10�2 + 0:10636

�
k
1
2 (log k)

3
2

6 0:12k 1
2 (log k)

3
2 (3.6.13)

d�où l�on déduit pour tout k > 28622; les inégalités (3.6.2) et (3.6.1).
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D�autre part, l�inégalité (3.6.13) est equivalente à,

�0:12k 1
2 (log k )

3
2 6 � (pk)� Li�1 (k) 6 0:12k 1

2 (log k )
3
2 pour k > 28622;

ce qui entraîne,

� (pk) > Li�1 (k)� 0:12k 1
2 (log k )

3
2

d�où l�inégalité (3:6:3) pour k > 28622:
Pour 5 6 k 6 28622, nous la véri�ons à l�ordinateur.
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Annexe

Calculs numériques

Dans ce qui suit nous donnons les procédures écrites à l�aide de Mathemtica, qui

nous ont permis de tracer les répresentations graphiques, pour compléter les démonstrations

des théorèmes ( 3:2:1; 3:3:1; 3:4:1; 3:5:1 et 3:6:1) .

Notons que ces procédures ont été éxecutées à l�aide d�un ordinateur (Core de Duo,

2:00 GHz, 1:99 Go de RAM). Nous avons e¤ectué les calculs des valeurs de � (pk) pour

2 6 k 6 200000 et les valeurs de pk pour 2 6 k 6 106: Sans doute, nous pouvons améliorer
les calculs plus loin (k > 106) avec un ordinateur plus puissant.

Les procédures pour tracer les répresentations graphiques ( voir les �gures 1-1; 1-2; :::::.et

11-4 ) respctivement sont :

1-1 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 1.0), {k, 2, 25000}]

1-2 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 1.0), {k, 2, 5210}]

1-3 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 1.0), {k, 2, 60}]

1-4 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 1.0), {k, 5100, 5110}]

2-1 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 1.076868), {k, 2, 5105}]

2-2 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 1.076868), {k, 2, 300}]

2-3 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 1.076868), {k,50, 80}]
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3-1 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]- k (Log[k] + Log[Log[k]] - 1 + (Log[Log[ k]] - 2.1453)/Log[

k]), {k, 3, 200000}]

3-2 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]- k (Log[k] + Log[Log[k]] - 1 + (Log[Log[ k]] - 2.1453)/Log[

k]), {k, 3, 15000}]

3-3 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]- k (Log[k] + Log[Log[k]] - 1 + (Log[Log[ k]] - 2.1453)/Log[

k]), {k, 3000, 5000}]

3-4 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]- k (Log[k] + Log[Log[k]] - 1 + (Log[Log[ k]] - 2.1453)/Log[

k]), {k, 4653, 4750}]

4-1 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]- k (Log[k] + Log[Log[k]] - 1 + (Log[Log[ k]] - 1.9185)/Log[

k]), {k, 2, 7022}]

4-2 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]- k (Log[k] + Log[Log[k]] - 1 + (Log[Log[ k]] - 1.9185)/Log[

k]), {k, 120, 200}]

5-1 DiscretePlot[Prime[k]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 0.9645), {k, 2, 70000}]

5-2 DiscretePlot[Prime[k]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 0.9645), {k, 70000, 1000000}]

6-1 DiscretePlot[Prime[1000000 + 100 (k + 1)] - (1000000 + 100 k)*(Log[1000000 + 100

k] + Log[Log[1000000 + 100 k]] - 0.9465), {k, 0, 101000}]

6-2 DiscretePlot[Prime[11100000 + 2500 (k + 1)] - (11100000 + 2500 k)*(Log[11100000

+ 2500 k] + Log[Log[11100000 + 2500 k]] - 0.9465), {k, 0 ,791560}]

6-3 DiscretePlot[Prime[11100000 + 2500 (k + 1)] - (11100000 + 2500 k)*(Log[11100000

+ 2500 k] + Log[Log[11100000 + 2500 k]] - 0.9465), {k, 0 ,50000}]

7-1 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 0.9645), {k, 2, 30000}]

7-2 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 0.9645), {k, 2, 600}]

7-3 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 0.9645), {k, 2, 20}]

8 sol = FindRoot[LogIntegral[a] == n, {a, 2}];

8-1 DiscretePlot[Abs[
kP
i=1

Log[ Prime[i]] - Evaluate[Re[a /. sol]]] - 0.12 Sqrt[n*Log[n]]

Log[n], {n, 1000, 28700}]

8-2 DiscretePlot[Abs[
kP
i=1

Log[ Prime[i]] - Evaluate[Re[a /. sol]]] - 0.12 Sqrt[n*Log[n]]

Log[n], {n, 3, 1000}]
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8-3 DiscretePlot[Abs[
kP
i=1

Log[ Prime[i]] - Evaluate[Re[a /. sol]]] - 0.1224 Sqrt[n*Log[n]]

Log[n], {n, 300, 350}]

8-4 DiscretePlot[Abs[
kP
i=1

Log[ Prime[i]] - Evaluate[Re[a /. sol]]] - 0.2377 Sqrt[n*Log[n]]

Log[n], {n, 3, 312}]

8-5 DiscretePlot[Abs[
kP
i=1

Log[ Prime[i]] - Evaluate[Re[a /. sol]]] - 0.2377 Sqrt[n*Log[n]]

Log[n], {n, 3, 40}]

8-6 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[ Prime[i]] - Evaluate[Re[a /. sol]] + 0.12 Sqrt[n*Log[n]] Log[n],

{n, 2, 350}]

8-7 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[ Prime[i]] - Evaluate[Re[a /. sol]] + 0.12 Sqrt[n*Log[n]] Log[n],

{n, 2, 20}]

9-1 DiscretePlot[Prime[k]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 1.0), {k, 2, 5105}]

9-2 DiscretePlot[Prime[k]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 1.0), {k, 2, 51}]

10-1 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]-k*Log[k] , {k, 1, 113}]

10-2 DiscretePlot[
kP
i=1

Log[Prime[i]]-k*Log[k] , {k, 8, 18}]

11-1 DiscretePlot[Prime[k]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 0.9385), {k, 7022, 70000}]

11-2 DiscretePlot[Prime[k]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 0.9385), {k, 70000, 1000000}]

11-3 DiscretePlot[Prime[k]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 0.9385), {k, 8602, 9000}]

11-4 DiscretePlot[Prime[k]-k*(Log[k] + Log[Log[k]] - 0.9385), {k,8582, 8640}]
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. Graphes .

graphe de la suite ' (k) = � (pk)� k (log k + log log k � 1:076868)

Figure 1-1 Figure 1-2

Figure 1-4 Figure 1-3

graphe de  (k) = � (pk)� k (log k + log log k � 1:076868)

Figure 2-1 Figure 2-2
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graphe de  (k) = � (pk)� k (log k + log log k � 1:076868)

Figure 2-3

graphes de f (k) = � (pk)� k

�
log k + log log k � 1 + log log k

log k
� 2:1454
log k

�

Figure 3-1 Figure 3-2

Figure 3-3 Figure 3-4
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graphes de f (k) = � (pk)� k

�
log k + log log k � 1 + log log k

log k
� 1:9185
log k

�

Figure 4-1 Figure 4-2

graphes de ' (k) = pk � k (log k + log log k � 0:9465)

Figure 5-1 Figure 5-2

graphe de f (k) = pp+q(k+1) � (p+ qk) (log (p+ qk) + log log (p+ qk)� 0:9465) pour p = 106; q = 100

Figure 6-1
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graphes de f (k) = pp+q(k+1) � (p+ qk) (log (p+ qk) + log log (p+ qk)� 0:9465)

pour p = 1:11� 107; q = 2500

Figure 6-2 Figure 6-3

graphe de f (k) = � (pk)� k (log k + log log k � 0:9465)

Figure 7-3

Figure 7-1 Figure 7-2
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graphes de f (k) = j� (pk)� Li�1 (k)j � 0:12k 1
2 (log k )

3
2

Figure 8-2Figure 8-1

graphe de f (k) = j� (pk)� Li�1 (k)j � 0:1224k 1
2 (log k )

3
2

Figure 6-3

Figure 8-3

graphes de f (k) = j� (pk)� Li�1 (k)j � 0:2377k 1
2 (log k )

3
2

Figure 8-5Figure 8-4
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graphe de f (k) = � (pk)� Li�1 (k) + 0:12k
1
2 (log k )

3
2

Figure 8-7Figure 8-6

graphes de f (k) = pk � k (log k + log log k � 1)

Figure 9-2Figure 9-1

graphes de f (k) = � (pk)� k log k

Figure 10-1 Figure 10-2
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graphes de f (k) = pk � k (log k + log log k � 0:9385)

Figure 11-1 Figure 11-2

Figure 11-3
Figure 11-4
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Conclusion

L�étude du comportement asymptotique et de l�encadrement de la fonction de Tcheby-

chef � sur le k�eme nombre premier sous diverses hypothèses sur � (x) ; a fait l�objet de

plusieurs articles, nous citerons ceux de J. B. Rosser et L. Schoenfeld.

G. Robin a, dans sa thèse de Doctorat, amélioré sensiblement les résultats de ces auteurs,

en donnant des encadrements explicites de pk et de � (pk) :

Nous avons repris les résultats de celui-ci et détaillé leurs démonstrations. Nous nous sommes

inspirés des méthodes et des idées développées par les auteurs cités précédemment pour

prouver certains de ces réultats d�une autre façon, cependant, les résultats que nous avons

obtenus n�ont pas apporter d�améliorations pour le moment.

Notre ambition dans la suite de notre tavail de recherche dans le cadre du Doctorat, est de

préciser et améliorer quelques uns des résultats dûs à G. Robin.

Notons en�n, que pour complèter dans certains cas, les preuves de certains théorèmes, l�outil

informatique nous a été indisponsable. Nous avons pour cela utilisé Mathématica pour nos

calculs et les représentations graphiques des fonctions considérées.
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