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Introduction générale

On qualifie généralement de combinatoires les problèmes dont la résolution se heurte à une ex-

plosion du nombre de combinaisons à explorer, tels que : le problème d’affectation, le problème

d’arbre couvrant de poids minimal, . . . Ces problèmes ont été étudiés depuis longtemps dans des

axes de recherche indépendants et ce n’est qu’au milieu du vingtième siècle qu’ils ont été mis dans

une seule structure en établissant des relations entre eux. Cette structure est nommée optimisa-

tion combinatoire.

Le problème du sac à dos est l’un des 21 problèmes NP-complets de Richard Karp, exposés dans

son article [64] en 1972. Ce problème consiste à sélectionner un sous ensemble d’objets parmi n

objets à mettre dans un sac de capacité d , où chaque objet possède un poids et un profit, de sorte

que le poids total des objets sélectionnés n’excède pas la capacité d du sac tout en maximisant

le profit total. C’est l’un des problèmes d’optimisation combinatoire le plus intensivement étudié

depuis le milieu du XXe siècle et on trouve des références dès 1897 [80]. La raison d’un tel intérêt est

que le problème du sac à dos a de nombreuses applications et utilisations aussi bien en pratique

que dans le domaine théorique.

Contrairement à l’optimisation classique (calcul différentiel, . . . ) où on a affaire à un domaine

infini, l’optimisation combinatoire concerne le cas où le domaine est fini. Elle consiste à trouver un

élément d’un ensemble fini qui maximise ou minimise une fonction donnée. Puisque l’ensemble

des solutions est fini, on peut penser à énumérer toutes les solutions et à en choisir la meilleure.

Malheureusement, ce raisonnement naif atteint rapidement ses limites.

Vue la grande gamme de problèmes que l’on rencontre en pratique et qui peuvent être modéli-

sés sous la forme d’un problème d’optimisation combinatoire, plusieurs approches ont été déve-

loppées pour la résolution de ce type de problèmes et beaucoup d’améliorations ont été apportées

sur le temps de leur résolution. L’une de ces approches, ayant connu un véritable essor dans les

années 80, est l’approche polyédrale. Elle a été initiée par Edmonds [33] en 1965 pour le problème

1



Introduction générale

du couplage et devient l’approche la plus utilisée pour la résolution des problèmes d’optimisation

combinatoire. L’approche polyédrale consiste à ramener un problème d’optimisation combina-

toire à un programme linéaire en décrivant l’enveloppe convexe de ses solutions par un système

d’inégalités linéaires.

La caractérisation de l’enveloppe convexe des solutions par un système d’inégalités linéaires est

l’étape la plus cruciale de l’approche polyédrale, car les problèmes d’optimisation combinatoire

sont généralement NP-difficiles et par conséquent il y a peu d’espoir de trouver pour de tels pro-

blèmes une description complète explicite du polyèdre des solutions par un système d’inégalités

linéaires. Pour ce, plusieurs méthodes de génération d’inégalités valides ont été développées, à

savoir : la séparation, le renforcement, l’extension et la transformation d’inégalités valides, . . .

La séparation d’inégalités valides est basée sur un problème dit de séparation lié au système

des inégalités linéaires décrivant l’enveloppe convexe. En 1981, Grötschel et al [45] ont démontré

que l’optimisation sur un polyèdre donné ne dépend pas du nombre de contraintes du système

décrivant le polyèdre, mais plutôt du problème de séparation lié à ce système. Par conséquent,

on peut résoudre un problème d’optimisation combinatoire en utilisant un algorithme séquentiel

qui résout à chaque séquence un programme linéaire obtenu par l’ajout d’une contrainte violée,

appelée coupe , déterminée par la résolution d’un problème de séparation. Un tel algorithme est

dit de coupes ou de plans sécants.

Les coupes utilisées dans ce type d’algorithmes peuvent être partagées en deux classes : les

coupes générales et les coupes portant sur des structures particulières. Les coupes générales

peuvent être utilisées pour la résolution des programmes linéaires en nombres entiers ou mixtes,

on cite : les coupes de Dantzig, les coupes de Chvátal-Gomory, les coupes mixtes de Gomory, les

coupes lift-and-project ; . . . Les coupes portant sur des structures particulières proviennent de

l’étude de problèmes combinatoires spécifiques telles que : les coupes de cliques, les coupes de

cycle impair, les inégalités de couvertures et de couvertures étendues, . . .

L’inégalité de couverture est l’une des plus importante classes d’inégalités valides pour le pro-

blème du sac à dos. Ce type d’inégalités a été étudié par Balas [5], Hammer, Johnson et Peled [54],

Wolsey [107] [108], et Balas et Zemel [6] lors de leurs étude du polytope du sac à doc binaire. L’in-

égalité de couverture représente une face pour le polytope du problème de sac à dos et peut être

liftée pour définir une facette.

2



Introduction générale

Le lifting est un cas particulier d’extension d’inégalités valides. Cette technique est largement

utilisée pour la génération des plans coupants forts. Depuis son introduction par Gomory en 1969

[41], elle a fait l’objet de plusieurs recherches [86] [109] [112] [6] et a été largement utilisée dans

l’implémentation des algorithmes de plans coupants [23] [91]. Le lifting consiste à étendre une

inégalité valide en y introduisant séquentiellement ou simultanément des variables qu’elle ne

contient pas. D’où on peut distinguer deux types de lifting : le lifting séquentiel et le lifting simul-

tané. Il y a aussi le lifting séquentiel indépendant qui utilise la notion de fonctions superadditives

[51] [110].

Le lifting simultané a été introduit par Zemel en 1978 [112] pour des variables binaires. Depuis

et durant deux décennies, personne n’a exploré ce sujet de recherche jusqu’en 2005 où Easton et

Kevin [32] proposent un algorithme qui permet de lifter simultanément un ensemble de variables

en une inégalité de couverture, pour le problème du sac à dos binaire, en un temps polynomial.

En 2007, Sharma [98] a travaillé sur les perspectives de ces derniers auteurs et a développé un

algorithme nommé MSLA (Maximal Simultaneously Lifted Algorithm) qui permet de trouver des

inégalités de couverture maximales simultanément liftées pour un problème de sac à dos binaire.

Notre objectif est de développer des algorithmes qui permettent de lifter simultanément plu-

sieurs ensembles de variables en une inégalité de couverture pour le problème du sac à dos bi-

naire.

Nous commençons d’abord par développer un algorithme qui permet de lifter simultanément

deux ensembles de variables en une inégalité de couverture et nous énonçons ensuite les condi-

tions nécessaires pour que les inégalités non-dominées générées par cet algorithme soient des

facettes pour le polytope du problème de sac à dos. Nous effectuerons après une comparaison,

basée sur le déroulement d’un exemple, entre cet algorithme et MSLA. Ensuite, nous développons

un autre algorithme qui permet de lifter simultanément trois ensembles de variables en une inéga-

lité de couverture et nous énonçons également les conditions nécessaires pour que les inégalités

non-dominées générées par cet algorithme soient des facettes pour le polytope du problème de

sac à dos. Nous terminons par une proposition de généralisation du lifting simultané sur plusieurs

ensembles de variables en développant un autre algorithme qui permet de lifter simultanément

plusieurs ensembles de variables en une inégalité de couverture et nous énonçons les conditions

nécessaires pour que les inégalités non-dominées générées par cet algorithme soient des facettes

pour le polytope du problème de sac à dos.
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La thèse est structurée en cinq chapitres :

Dans le premier chapitre, nous présentons une jeune branche des mathématiques discrètes,

nommée optimisation combinatoire. Nous commençons d’abord par définir c’est quoi un pro-

blème d’optimisation combinatoire. Puis, nous passons aux modèles généraux qui peuvent être

utilisé pour la modélisation de ce type de problème. Par la suite, nous allons introduire quelques

notions sur la théorie de la complexité. Et nous terminons par la présentation de quelques ap-

proches de résolution des problèmes d’optimisation combinatoire.

Le deuxième chapitre est consacré à l’une des approches de résolution des problèmes d’opti-

misation combinatoire, nommée approche polyédrale. Dans un premier temps, nous donnons

quelques rappels sur la théorie polyèdrale. Nous introduisons par la suite la relation entre l’op-

timisation combinatoire et : la programmation linéaire et la séparation. Finalement, nous allons

présenter la technique du lifting.

Le problème du sac à dos fait l’objet du troisième chapitre. Nous commençons d’abord par la

présentation du problème et l’énumération de quelques variantes. Nous introduisons par la suite

les méthodes de résolution. Et nous terminons, par l’exploration du polytope du problème de sac

à dos.

Notre contribution est présentée dans le quatrième et cinquième chapitre :

Dans le quatrième chapitre, nous commençons d’abord par présenter un algorithme qui permet

de lifter simultanément deux ensembles de variables en une inégalité de couverture. Par la suite,

nous allons effectuer une comparaison entre cet algorithme et MSLA.

Le cinquième chapitre fait l’objet de la généralisation du lifting simultané sur plusieurs en-

sembles de variables. Nous commençons d’abord par la présentation d’un algorithme qui permet

de lifter simultanément trois ensembles de variables en une inégalité de couverture. Nous ter-

minons par une proposition de généralisation du lifting simultané sur plusieurs ensembles de va-

riables en présentant un autre algorithme qui permet de lifter simultanément plusieurs ensembles

de variables en une inégalité de couverture.
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1
Optimiſation combinatoire

L’
optimisation combinatoire est l’une des plus jeunes branches des mathématiques discrètes.
Dans le monde réel, on trouve beaucoup de problèmes qui peuvent être modélisés sous
forme d’un problème d’optimisation combinatoire. Ce qui a incité plusieurs chercheurs à

développer plusieurs approches pour la résolution de ce type de problèmes. Sous le terme optimisa-
tion combinatoire se regroupe un grand nombre de problèmes, à savoir : le problème du voyageur
de commerce, le problème du sac à dos, le problème d’affectation, le problème de cheminement, le
problème de couplage, le problème de flot, . . .

La présentation de cette branche des mathématiques discrètes peut se faire de deux manières :
par la présentation des problèmes ou par la présentation des approches de résolution. Dans ce cha-
pitre, nous avons opté pour la présentation par les approches de résolution. Avant de commencer à
les énumérer, nous allons d’abord définir c’est quoi un problème d’optimisation combinatoire. Puis,
nous allons présenter quelques modèles généraux qui peuvent être utilisés pour la modélisation de
ce type de problèmes. Ensuite, nous introduisons la théorie de la complexité.
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CHAPITRE 1 OPTIMISATION COMBINATOIRE

1.1 C’est quoi l’optimisation combinatoire ?

En optimisation, nous somme amenés à minimiser ou à maximiser une fonction donnée (sou-

mise, ou non, à des contraintes) définie sur un certain domaine. Contrairement à l’optimisation

classique (calcul différentiel, . . . ) où nous avons affaire à un domaine infini, l’optimisation combi-

natoire concerne le cas où le domaine est fini.

L’optimisation combinatoire peut être présentée soit par les problèmes qui y sont inclus ou par

les approches de résolution. Nous optons pour la présentation par les approches de résolution,

mais avant de commencer à les énumérer, nous allons d’abord définir formellement c’est quoi un

problème d’optimisation combinatoire.

Définition 1.1. Soit :

¦ E un ensemble fini, |E | = n ;

¦ c = (c(e),e ∈ E) un vecteur poids associé aux éléments de E ;

¦ F ⊆ 2E une famille de sous ensembles de E .

(Si F ∈F alors c(F) = ∑
e∈F

c(e) est le poids de F).

Le problème d’optimisation combinatoire Π consiste à déterminer F∗ dans F tel que c(F∗) soit

maximum (minimum).

Π :


max c(F) = ∑

e∈F
c(e)

F ∈F

(1.1)

Nous pouvons dire que cela semble trivial à résoudre puisque que nous avons juste à choisir

la meilleure solution parmi cet ensemble fini de solutions. Mais malheureusement, ce n’est pas

le cas car les problèmes qualifiés d’être combinatoires se heurtent à une explosion du nombre de

solutions à explorer.

Une instance I d’un problème d’optimisation combinatoire Π est une suite d’objets (des en-

sembles, des graphes, . . .) et de nombres (des coûts, valeurs, tailles, . . .). Formellement, nous pou-

vons définir une instance comme suit.

Définition 1.2. Une instance I d’un problème d’optimisation combinatoire Π peut être formulée

par un couple (S, g ), où :

– S : est l’ensemble fini des solutions possibles ;

6



CHAPITRE 1 OPTIMISATION COMBINATOIRE

– g : est la fonction coût qui va de l’ensemble S vers l’ensemble des nombres réels R :

g : S−→R

Définition 1.3. La taille | I | d’une instance I est le nombre de bits utilisés pour écrire I en suppo-

sant que tous les nombres spécifiant l’instance sont écrits en binaire.

1.2 Modélisation des problèmes d’optimisation combinatoire

Un problème d’optimisation combinatoire peut être modélisé en utilisant différents forma-

lismes. Nous allons nous restreindre ici aux modèles généraux, à savoir :

. La programmation linéaire ;

. La programmation linéaire en nombres entiers.

1.2.1 La programmation linéaire

Nous pouvons exprimer un problème d’optimisation combinatoire sous la forme d’un pro-

gramme linéaire en variables continues (PL) qui s’écrit sous la forme générale suivante :

(PL)



max Z =
n∑

j=1
c j x j

n∑
j=1

ai j x j ≤ bi i = 1..m

x j ≥ 0 j = 1..n

Les contraintes peuvent aussi être exprimées sous une forme matricielle :

(PL)


max Z = cx

Ax ≤ b
x ≥ 0

où A représente la matrice des contraintes.

La forme standard d’un programme linéaire est :

(PL)


max Z = cx

Ax = b
x ≥ 0

Soit le vecteur x = (x1, . . . , xn)T , où x est une solution de (PL) si et seulement si Ax = b. De plus,

si x ≥ 0, alors x est dite solution réalisable de (PL). La région admissible est l’ensemble D des

solutions réalisables. Une solution optimale de (PL) est une solution réalisable qui maximise la

valeur de la fonction objectif Z = cx.
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La résolution graphique bien qu’elle permet de bien comprendre le rôle de la programmation

linéaire mais elle est peu efficace car elle ne peut se faire que pour la dimension 2 et 3. Une mé-

thode consiste à calculer la valeur de la fonction objectif pour tous les sommets admissibles à

partir de la forme algébrique et à trouver la solution optimale du problème même si la dimension

est supérieure à 3, mais le nombre de calcul associé explose rapidement.

L’algorithme du simplexe permet de diminuer fortement le nombre de calculs, car sa technique,

qui a été mise au point par George Dantzig en 1947, a pour principe de passer d’une solution de

base réalisable à une autre solution de base réalisable donnant la meilleure amélioration de la

fonction objectif. Dans le cas où il n’est possible d’améliorer la valeur de la fonction objectif, la

solution courante est optimale.

Géométriquement, l’algorithme du simplexe s’interprète comme un cheminement de point ex-

trême en point extrême adjacent le long de la frontière de l’ensemble des solutions réalisables D .

Algébriquement, il s’interprète comme la détermination d’une suite de bases adjacentes

B 0,B 1, . . . ,B q et de solutions de bases x0, x1, . . . , xq , telles que :

z(x0) ≤ z(x1) ≤ . . . ≤ z(xq )

Bien que l’algorithme du simplexe résout les programmes linéaires en un temps exponentiel

mais il est largement utilisé car il s’est révélé efficace en pratique et il constitue un outil de base

très important pour l’optimisation combinatoire pour le fait que tout problème d’optimisation

combinatoire que nous pouvons décrire par un système d’inégalités linéaires a un ensemble de

solutions correspondant aux sommets du polyèdre délimité par ces inégalités.

Dans la théorie de la complexité, la programmation linéaire appartient à la classe P et cela est

dû à l’algorithme de l’ellipsoïde introduit par Khachian en 1979.

Tout programme linéaire, appelé primal (PL), admet un programme linéaire dual (DL). Nous

pouvons construire le dual (DL) d’un programme linéaire (PL) de la manière suivante :

¦ Le second membre des contraintes de (PL) représente les coefficients de la fonction objectif

de (DL) ;

¦ Pour toute contrainte ≥ du primal lui correspond une contrainte ≤ dans le dual et vis versa ;

¦ Pour toute variable quelconque (sans restriction de signe : ∈R) du primal lui correspond une

contrainte d’égalité dans le dual ;
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¦ La matrice du dual est la transposée de la matrice du primal ;

¦ Si le problème primal (PL) est un problème de maximisation alors le problème dual (DL)

devient un problème de minimisation et vis versa.

(PL)


max Z = cT x

Ax ≤ b
x ≥ 0

(DL)


min W = bT y

AT y ≥ c
y ≥ 0

Les propriétés et les structures du primal et du dual sont symétriques. Connaissant la solution

optimale de l’un d’entre eux nous pouvons déduire la solution optimale de l’autre. Le théorème

suivant, appelé théorème des écarts complémentaires, permet de caractériser la condition d’opti-

malité du primal et du dual.

Théorème 1.1. Soit x∗ et y∗ des solutions admissibles respectivement du primal et du dual. Une

condition nécessaire et suffisante pour que x∗ et y∗ soient des solutions optimales est qu’elles véri-

fient les relations de complémentarité :

yT∗(Ax∗−b) = 0 (1.2)

xT∗(AT y∗− c) = 0 (1.3)

1.2.2 La programmation linéaire en nombres entiers

Depuis les premiers travaux de Gomory [40], la programmation linéaire en nombres entiers re-

présente le domaine de la programmation mathématique le plus riche et le plus actif. Le volume

des publications et des recherches qui lui ont été consacrées atteste la difficulté et l’importance

des applications.

Nous parlons de la programmation linéaire en nombres entiers lorsque le domaine des solutions

d’un programme linéaire est restreint à des valeurs entières, car c’est le cas que nous rencontrons

dans de nombreuses situations réelles.

Selon les valeurs prises par les variables du programme linéaire en nombres entiers, nous pou-

vons distinguer :

• Les programmes linéaires en variables entières : Lorsque toutes les variables du problème

sont entières ;

• Les programmes linéaires en variables mixtes : Nous trouvons des variables entières et des

variables continues ;
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• Les programmes linéaires en variables binaires (ou en 0− 1) : Les variables prennent leurs

valeurs dans l’ensemble {0,1}.

La forme générale d’un programme linéaire en nombres entiers (PLN E) est la suivante :

(PLN E)


max Z = cx

Ax ≤ b
x ∈N

Le problème (PL) obtenu à partir de (PLN E) en relâchant (i.e. en oubliant) les contraintes d’in-

tégrité sera appelé relaxation continue de (PLN E), ou encore, programme linéaire (continu) asso-

cié au programme linéaire en nombres entiers.

Contrairement aux programmes en variables continues, la résolution des programmes linéaires

en nombres entiers n’est généralement pas aisée, car ils appartiennent à la classe des problèmes

N P-difficiles.

Les deux principales familles de méthodes actuellement connues pour la résolution des pro-

grammes linéaires en nombres entiers sont : les approches par énumération implicite et les mé-

thodes de coupes.

Les méthodes de coupes ont permis de résoudre des problèmes particuliers de type partition-

nement ou recouvrement (Delorme 1975 [29]). Leurs principe consiste à ajouter des contraintes

linéaires une par une, appellées coupes, n’excluant aucun point entier admissible jusqu’à ce que

la solution optimale de la relaxation soit entière.

Dans la littérature, nous trouvons plusieurs types de coupes [75]. Celles-ci peuvent être parti-

tionnées en deux classes :

• Les coupes générales : Ces coupes n’ont aucune structure particulière requise. Elles peuvent

être utilisées pour la résolution des programmes linéaires en nombres entiers ou mixtes :

. Coupes de Dantzig ;

. Les coupes de Chvátal-Gomory ;

. Coupes mixtes de Gomory ;

. Les coupes lift-and-project ;

. . . .
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• Les coupes portant sur des structures particulières : Si nous limitons notre attention à

une seule contrainte, ou à un sous ensemble de contraintes, même un problème général

peut avoir des structures locales, par exemple : toutes les variables qui apparaissent dans les

contraintes sont binaires, ou une partie du problème linéaire peut être un problème de flot,

. . . Nous citons à titre d’exemple :

. Coupes de clique ;

. Coupes de cycle impair ;

. Inégalités de couverture ;

. . . .

1.3 La complexité des problèmes d’optimisation combinatoire

Les problèmes d’optimisation combinatoire sont formellement caractérisés par la théorie de

la complexité, qui propose une classification des problèmes en fonction de la complexité de leur

résolution.

1.3.1 Complexité théorique

La complexité d’un problème est le nombre d’instructions estimées pour sa résolution par rap-

port à la taille de l’instance la plus difficile (pire des cas).

Les classes de complexité ont été introduites pour les problèmes de décision dont la réponse est

oui ou non.

Définition 1.4. [33] Un problème est dit polynomial, s’il existe un algorithme pour lequel le temps

maximum nécessaire à la résolution de chaque instance, de ce problème, est borné par une fonc-

tion polynomiale de la taille de cette instance.

Définition 1.5. Un algorithme non déterministe est un algorithme qui, en plus des instructions

usuelles, comporte des instructions de choix.

1.3.1.1 La classe P et la classe N P

Pour les problèmes de décision, nous distinguons deux classes : la classe P et la classe N P . La

classe P regroupe les problèmes polynomiaux. Mais malheureusement, tous les problèmes com-

binatoires ne sont pas polynomiaux comme l’a montré Meyer Stockmeyer en 1973 [101] pour cer-

tains problèmes de mots. La classe N P est la classe des problèmes qui peuvent être résolus en un

temps polynomial par un algorithme non déterministe.
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Ces deux classes sont caractérisées par une relation d’inclusion qui se résume par la célèbre

conjecture :

P 6= N P

1.3.1.2 La classe des problèmes N P-complets

FIG. 1.1: La liste des problèmes N P-Complets

1.3.1.3 ,→ Les problèmes N P-difficiles

Définition 1.6. Un problème est dit N P-difficile, si tout problème de N P lui est faiblement réduc-

tible.
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1.3.1.4 ,→ Les problèmes N P-complets

Définition 1.7. Un problème est dit N P-complet, s’il est N P-difficile et N P .

Considérons le problème de réalisation d’une expression logique :

Théorème 1.2 (Cook (1971)). [21] Le problème de réalisation d’une expression logique est NP-

complet.

Les problèmes N P-complets sont donc les problèmes équivalents faiblement au problème de

la réalisation d’une expression logique.

1.3.2 Les problèmes d’optimisation combinatoire et la complexité

A chaque problème d’optimisation combinatoire, nous pouvons associer un problème de dé-

cision dont le but est de déterminer s’il existe une solution pour laquelle la fonction objectif soit

supérieure (resp. inférieure) ou égale à une valeur donnée. La complexité d’un problème d’opti-

misation combinatoire est liée à celle du problème de décision qui lui est associé. En particulier,

si le problème de décision est N P-complet, alors le problème d’optimisation combinatoire est dit

N P-difficile.

1.3.3 En pratique

Théoriquement, il est illusoire de chercher un algorithme polynomial pour un problème N P-

difficile (à moins que P = N P ). En pratique, ce n’est pas le cas car il apparaît que certaines ins-

tances sont beaucoup plus faciles que d’autres et peuvent être résolues très rapidement. Ceci est

du au fait que la théorie de la complexité se base sur l’instance la plus difficile (pire des cas) d’un

problème donné pour évaluer sa complexité.

Dans la pratique [100], les types d’instances que nous pouvons rencontrer sont :

• Les instances ayant très peu de contraintes d’exclusion : Elle sont faciles à résoudre, car

elles admettent beaucoup de solutions ;

• Les instances ayant beaucoup de contraintes : Ces instances sont aussi facilement traitables,

car nous arrivons rapidement à montrer qu’elles n’admettent pas de solutions ;

• Les instances intermédiaires : Ces instances sont généralement beaucoup plus difficiles à

résoudre, car elles ont trop de contraintes pour trouver une solution, mais pas assez pour

montrer qu’elles n’ont pas de solutions, facilement.
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1.4 Approches de résolution

1.4.1 Approches par énumération implicite

Pour résoudre un problème d’optimisation combinatoire nous pouvons penser à explorer

toutes les 2n solutions possibles et à en choisir la meilleure. Mais malheureusement, cette mé-

thode naive atteint rapidement ces limites. L’approche par énumération implicite consiste en une

énumération intelligente du domaine des solutions, en se basant sur le principe diviser pour ré-

gner. C’est une approche exacte qui s’applique lorsqu’il est possible de diviser un problème en

sous problèmes indépendants.

L’utilisation de cette approche remonte aux travaux de Land et Doig (1960) [69] et Dakin (1965)

[25]. Elle a été introduite par Little et al [71], en 1963, pour le problème du voyageur en commerce,

puis elle a été reprise par plusieurs auteurs sous différentes variantes.

L’approche par énumération implicite est connue sous d’autres noms, à savoir : SEP ou PSEP

(pour Procédure par Séparation et Evaluation Progressive), SES ou PSES (pour Procédure par Sé-

paration et Evaluation Séquentielle), algorithme A∗ en intelligence artificielle, Branch and Bound

en anglais, énumération arborescente par séparation et élagage ou bien méthode arborescente

par séparation et évaluation.

Les approches par énumération implicite ont en commun, l’élaboration d’une arborescence de

recherche dont le développement depuis la racine se fait à l’aide de trois ingrédients essentiels :

• Le principe de séparation : La mise en œuvre des approches par énumération implicite est

conditionnée par le principe de séparation car c’est lui qui définit la façon de construire les

sommets de l’arborescence ;

• Les principes d’élagage : Nous utilisons en général des fonctions d’évaluation et des bornes ;

• La stratégie de développement de l’arborescence : L’exploration des sommets de l’arbores-

cence des solutions obéit à une stratégie donnée. Dans la littérature, nous distinguons trois

stratégies différentes :

X Profondeur d’abord ;

X Largeur d’abord ;

X Meilleur d’abord.
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Au cour du processus de développement de l’arborescence, l’ensemble des solutions est parti-

tionné en deux ou plusieurs sous ensembles en éliminant les parties ne contenant pas de solutions

entières réalisables. Chaque sommet représente un sous problème et la racine correspond au pro-

blème tout entier. A chaque itération, nous sélectionnons, en utilisant une stratégie de sélection,

un sous ensemble promoteur conduisant à une meilleure solution réalisable. Si cette solution est

trouvée, nous éliminons le sous ensemble des prochaines considérations et nous obtenons ainsi

une borne inférieure pour le problème en question, sinon nous continuons l’exploration.

Dans certains cas, l’approche par énumération implicite n’aboutit pas à une solution optimale

entière. Mais cela n’empêche pas de l’utiliser pour la résolution des programmes linéaires en

nombres entiers, et ce en la combinant avec d’autres techniques, à savoir : les méthodes de coupes

et la génération de colonnes. Ces combinaisons ont donné lieu à de nouvelles approches de réso-

lution très efficaces, nous citons :

¦ Branch and Cut : Cette approche a été introduite par Padberg et Rinaldi(1991) [85] dans le

contexte de la résolution du problème du voyageur en commerce. Branch and cut vient de

l’idée de rajouter des coupes à chaque nœud de l’arborescence de recherche. Si l’ajout des

plans coupants se restreint à la racine, nous utilisons le terme Cut and Branch.

¦ Branch and Price : [10] Vient de l’idée de combiner la génération de colonnes avec Branch

and Bound.

1.4.2 Approches approximatives

La plupart des problèmes d’optimisation combinatoire sont N P-difficiles. Pour ce type de pro-

blèmes, les méthodes exactes impliquent un temps de calcul énorme ou atteignent rapidement

leurs limites sans qu’une solution optimale soit trouvée. Dans ce cas, nous pouvons se conten-

ter d’une solution approximative avec une erreur permise bornée par une constante ε. En effet,

beaucoup d’algorithmes d’approximation ont été développés pour les problèmes d’optimisation

combinatoire [104].

Un algorithme d’approximation A pour un problème d’optimisation combinatoireΠ calcule en

un temps polynomial (en la taille de l’instance) une solution réalisable dont la valeur de la fonction

objectif est proche de l’optimum. La définition formelle est différente selon si le problème est de

minimisation ou de maximisation. Considérons un problème d’optimisation combinatoire N P-

difficile Π, de fonction objectif fΠ.
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Définition 1.8. [104] Étant donné un problème de minimisation (resp : maximisation) Π, et une

fonction :

δ :N−→Q+

telle que δ ≥ 1 (resp : δ ≤ 1), un algorithme A est une δ-approximation pour Π si pour toute ins-

tance I , A produit en temps polynomial en |I |, une solution réalisable s de I telle que :

fΠ(I , s) ≤ δ(|I |) ·OPT (I ) (r esp : fΠ(I , s) ≥ δ(|I |) ·OPT (I )).

Clairement, plus le facteur d’approximation δ est proche de 1, l’algorithme d’approximation est

meilleur.

1.4.2.1 Les problèmes d’optimisation combinatoire N P-difficiles au sens faible

Les problèmes d’optimisation combinatoire N P-difficiles au sens faible présentent la parti-

cularité de pouvoir être approchés par des schémas d’approximation totalement polynomiaux

(F PT AS). Ce qui n’est pas le cas pour les problèmes d’optimisation combinatoire N P-difficiles

au sens fort, car sinon P = N P . Ceci est justifié par les résultats suivants.

Théorème 1.3. Soient p un polynôme et Π un problème N P-difficile de minimisation tel que sa

fonction objectif fΠ ne prenne que des valeurs entières et tel que pour toute instance I, OPT (I ) <
p(|Iu |). Si Π admet un F PT AS, alors il admet aussi un algorithme pseudo-polynomial.

Corollaire 1.4. Soit Π un problème d’optimisation N P-difficile vérifiant les hypothèses du théo-

rème 1.3. Si Π est N P-difficile au sens fort, alors Π n’admet pas de F PT AS, à moins que P = N P.

Un algorithme A est un schéma d’approximation (Approximation scheme) pour Π si pour

toute entrée (I ,ε), où I est une instance deΠ et ε> 0 est la précision demandée, la solution trouvée

s vérifie :

• fΠ(I , s) ≤ (1+ε) ·OPT , si Π est un problème de minimisation.

• fΠ(I , s) ≥ (1+ε) ·OPT , si Π est un problème de maximisation.

A est un schéma d’approximation polynomial (Polynomial time approximation scheme : PT AS

en abrégé), si pour tout ε > 0 fixé, le temps de calcul de A est borné par un polynôme en la taille

de l’instance I . Si A est un schéma d’approximation polynomial (PT AS) dont le temps de calcul

est borné par un polynôme en la taille de l’instance I et en 1
ε , pour tout (I ,ε) alors A est appelé un

schéma d’approximation totalement polynomial (Fully polynomial time approximation scheme :

F PT AS en abrégé). Techniquement, un F PT AS est ce que nous pouvons espérer de mieux pour

un problème d’optimisation combinatoire N P-difficile, à moins que P = N P .
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1.4.3 Approches heuristiques

Les heuristiques sont des méthodes qui utilisent une recherche guidée par des astuces, qui dé-

pendent du problème traité, pour approcher une solution optimale (sous-optimale), nous les ap-

pelons parfois méthodes approchées. Elles peuvent être conçues pour résoudre un type de pro-

blèmes donnés. En général, elles ne prennent pas un nombre exponentiel d’itérations et nous

pouvons observer empiriquement qu’elles trouvent une bonne solution rapidement, ce qui les

rendend utiles pour les problèmes nécessitant une solution en temps réel même s’ils sont N P-

difficiles. Elles peuvent aussi être utilisées afin d’initialiser une méthode exacte (Branch & Bound

par exemple). Leurs inconvenient est qu’elles ne produisent pas de mesure de qualité de la solu-

tion.

Une métaheuristique est une méthode générale (recuit simulé, tabou search, ...), qui peut être

adaptée à divers problèmes d’optimisation.

Les approches heuristiques peuvent être classées en différentes catégories [37] :

¦ Constructives : Algorithmes gloutons, méthode Pilote, GRASP ;

¦ Recherche locale : Algorithmes de descente, multi-départs, recuit simulé, algorithme à seuil,

recherche Tabou, méthode de bruitage ;

¦ Évolutionnistes : Algorithmes génétiques, algorithmes d’évolution, recherche dispersée,

méthode des chemins, colonie de fourmis ;

¦ Réseaux de neurones : Modèle de Hopfield-Tank, machine de Boltzmann, réseau auto-

adaptatif, réseau élastique ;

¦ Heuristiques Bayésiennes : Optimisation globale, optimisation discrète ;

¦ Superposition : Perturbation des données, perturbation des paramètres d’une heuristique.

1.4.4 Approches polyédrales

Les méthodes de coupes présentent l’inconvénient de ne pas générer les coupes les plus pro-

fondes, elles peuvent aussi conduire à engendrer un nombre extrêmement élevé de coupes. Dans

les années 80, une autre approche, élaguant les inconvénients des méthodes de coupes, est appa-

rue. Cette approche est connue sous le nom combinatoire polyédrique ou approche polyèdrale.
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L’
approche polyédrale est l’une des approches les plus utilisées pour la résolution des
problèmes d’optimisation combinatoire. Celle ci consiste à ramener un problème d’op-
timisation combinatoire à un programme linéaire en décrivant l’enveloppe convexe de

ses solutions par un système d’inégalités linéaires. Pour ce, plusieurs méthodes de génération
d’inégalités valides ont été développées [13], à savoir : la séparation, le renforcement, l’extension et
la transformation d’inégalités valides. La technique de lifting est un cas spécial d’extension d’une
inégalité valide, elle consiste à prendre une inégalité valide pour un polyèdre donné est la rendre
valide pour un espace de dimension supérieure.

Dans ce chapitre, nous allons introduire l’approche polyèdrale. Nous commençons d’abord
par quelques rappels sur la théorie polyèdrale. Ensuite, nous allons décrire la nature de la relation
entre l’optimisation combinatoire et : la programmation linéaire et la séparation. Et nous terminons
par la présentation de la technique de lifting qui fait l’objet de notre étude.
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2.1 La théorie polyèdrale

L’analyse convexe est une branche des mathématiques dans laquelle nous étudions les en-

sembles convexes. Un ensemble convexe X est un ensemble sans trou i.e. ∀x, y ∈ X , ∀λ ∈ [0,1] le

point z = (λx + (1−λ)y) ∈ X . Géométriquement, cela veut dire qu’un ensemble convexe contient

un segment entre chaque pair de ses points.

La théorie polyèdrale est une partie de l’analyse convexe qui s’intéresse à une classe importante

d’ensembles convexes, appelée polyèdres. L’importance de cette classe réside dans le fait qu’elle

représente les ensembles des solutions faisables des programmes linéaires. En effet, un polyèdre

est l’intersection d’un nombre fini de demi-espaces. Ces derniers peuvent représenter les espaces

de solutions délimités par les inégalités linéaires d’un programme linéaire car par définition un

demi-espace est l’espace des solutions d’une inégalité linéaire, i.e. ∀x ∈ Rn tel que :
n∑

i=1
πi xi ≤ π.

Un polyèdre borné est appelé polytope. Un cône est un polyèdre K défini par : K = {r ∈Rn : Ar ≤ 0}

. Le cône polaire K 0 ⊆Rn associé à un cône convexe K ⊆Rn est K 0 = {y ∈ Rn : yT x ≤ 0 ∀x ∈ K }.

Dans l’optimisation combinatoire, un problème peut toujours être formulé sous la forme d’un

programme linéaire en nombres entiers. Dans un premier temps, nous ne voyons pas le lien entre

l’optimisation combinatoire et la théorie polyèdrale car l’ensemble des solutions d’un programme

linéaire en nombres entiers X , qui est discret (ensemble de points), n’est ni convexe ni un poly-

èdre ? Néanmoins, nous pouvons définir pour l’ensemble X une enveloppe convexe conv(X ) qui

est le plus petit ensemble convexe contenant X . Pour ce faire, nous délimitons les points de X

en utilisant des hyperplans H définis par les inégalités linéaires du programme linéaire relaxé, où

H = {x ∈Rn :πt x =π0,π ∈Rn ,π0 ∈R}. Il est clair que conv(X ) est un polyèdre.

Une inégalité linéaire πx ≤ π0 est dite valide pour un polyèdre P ⊆ Rn si elle est vérifiée pour

tout point de P , i.e., P ⊆ {x ∈ Rn | πx ≤ π0}. Si de plus, il existe x ∈ P tel que πx = π0, elle est dite

d’appui. Le polyèdre F = {x ∈ P | πx = π0} est appelé face de P , nous dirons que F est défini par

l’inégalité πx ≤π0. Si cette dernière n’est pas d’appui, alors F est une face vide, et si F 6= ; et F 6= P ,

alors F est dite face propre de P . Une face de P de dimension 0 est appelée point extrême.

Nous dirons qu’une inégalité πx ≤ π0, valide pour P , induisant une face F1 de P , domine une

inégalité π
′
x ≤ π

′
0, également valide pour P , et induisant une face F2 de P , si F2 est strictement

incluse dans F1. Lorsque les deux inégalités πx ≤ π0 et π
′
x ≤ π

′
0 apparaissent dans la description

linéaire du polyèdre P , nous pouvons omettre l’inégalité π
′
x ≤ π

′
0 dans la description de P . L’in-
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égalité π
′
x ≤ π

′
0 est dite redondante. En revanche, si nous avons F1 = F2, alors les deux inégalités

sont dites équivalentes.

La dimension d’un polyèdre est le nombre maximum de ses points affinement indépendants

moins 1. Par convention, la dimension d’un ensemble vide est −1. Les points x1, . . . , xn sont dits

affinement indépendants si nous avons
k∑

i=1
λi xi = 0 et

k∑
i=1

λi = 0, alors λi = 0, ∀i ∈ {1, . . . ,k} est

l’unique solution. La dimension d’un polyèdre joue un rôle important dans la détermination des

inégalités valides nécessaires à la description d’un polyèdre. En effet, si une inégalité valide induit

une face F de dimension exactement inférieure de 1 de la dimension de P , i.e. di m(F ) = di m(P )−
1, alors cette inégalité, nommée facette, est nécessaire dans la description de P .

Le théorème suivant est communément utilisé pour démontrer si une inégalité valide donnée

représente une facette :

Théorème 2.1. [84] Soit αT x ≤β une inégalité valide, s’il existe un point x ∈ conv(P ) tel que αT x <
β, alors di m(x ∈ conv(P ) :αT x =β) ≤ di m(conv(P ))−1.

Nous pouvons montrer qu’une inégalité valide donnée représente une facette F de P de diffé-

rentes manières [73] :

¦ Preuve de nécessité : En utilisant l’une des propriétés de facettes, à savoir la propriété de

nécessité, nous pouvons monter qu’une inégalité donnée : πx ≤ π0, représente une facette

F de P en montrant que F est nécessaire dans la description de P .

¦ Preuve directe : La dimension d’une facette F de P est di m(F ) = di m(P )−1, d’où la tech-

nique la plus directe pour montrer qu’une inégalité valide πx ≤ π0 induit une facette F de

P consiste à exhiber di m(P ) solutions affinement indépendantes et satisfaisant l’inégalité à

égalité.

¦ Preuve par maximalité : Une dernière méthode pour montrer qu’une face F induite par

πx ≤ π0 est une facette consiste à monter qu’elle n’est pas strictement contenue dans une

facette de P .

2.2 Optimisation combinatoire et programmation linéaire

L’optimisation combinatoire consiste à optimiser une fonction donnée dans un ensemble fini

de solutions. Ce qui n’est pas le cas pour la programmation linéaire, où l’optimisation se fait dans

un ensemble convexe qui est infini. Quel est donc le lien entre l’optimisation combinatoire et la

21



CHAPITRE 2 APPROCHE POLYEDRALE

programmation linéaire ? Et quel est l’intérêt de passer le l’optimisation dans un ensemble fini

à l’optimisation dans un ensemble infini ? Dans cette section, nous allons essayer de répondre

progressivement à ces deux questions.

2.2.0.1 ,→ Formulation d’un problème d’optimisation combinatoire sous la forme d’un programme
linéaire en nombres entiers

Soient E un ensemble fini et F une famille de sous ensembles de E . Pour F ∈F , nous associons

un vecteur xF ∈ {0,1}E , appelé vecteur d’incidence donné par :

xFi =
{

1 si i ∈ F ;
0 si i ∈ E \F.

(2.1)

Soit :

S = {xF : F ∈F } (2.2)

l’ensemble des vecteurs d’incidence des solutions de (1.1), alors le problème (1.1) est équivalent

au problème suivant :

max{cx : x ∈S } (2.3)

qui peut être formulé comme un programme linéaire en nombres entiers de la forme :
max Z = cx

Ax ≤ b
0 ≤ x ≤ 1
x enti er

Par la proposition suivante, nous avons la valeur optimale du problème (2.3) est égale à celle du

problème suivant :

max{cx : x ∈ conv(S )} (2.4)

Proposition 2.2. Soient X ⊆Rn un ensemble de points et c un vecteur de Rn , alors :

max{cx : x ∈ X } = max{cx : x ∈ conv(X )} (2.5)

2.2.0.2 ,→ Equivalence entre un problème d’optimisation combinatoire et le programme linéaire en
nombres entiers qui lui est associé

Le théorème suivant montre que le problème d’optimisation combinatoire et le programme

linéaire en nombres entiers qui lui est associé sont équivalents.

Théorème 2.3. Un ensemble (non vide) de points P ⊆ Rn est un polytope si et seulement s’il existe

un ensemble de points S tel que P = conv(S).

22



CHAPITRE 2 APPROCHE POLYEDRALE

D’après le théorème 2.3, conv(S ) est un polytope, et peut donc être décrit par un système fini

d’inégalités linéaires. Par conséquence, le problème (2.4) n’est rien d’autre qu’un programme li-

néaire.

Théorème 2.4 (Dantzig 1947). Une solution optimale d’un programme linéaire max{cx | Ax ≤ b}

peut être prise parmi les points extrêmes du polyèdre défini par ses contraintes.

Théorème 2.5. Pour tout point extrême x∗ de P, il existe c ∈ Zn tel que x∗ est la solution optimale

unique du programme max{cx : x ∈ P }

Théorème 2.6. Supposons que r ang (A) = n, et le problème

max{cx : x ∈ P } (2.6)

admet une solution optimale finie. Alors il existe une solution optimale de (2.6) qui est un point

extrême de P.

Comme les points extrêmes de conv(S ) sont les solutions de S , il en résulte que les problèmes

(2.3) et (2.4) sont équivalents.

2.2.0.3 ,→ Approche polyèdrale

L’équivalence entre un problème d’optimisation combinatoire et le programme linéaire en

nombres entiers qui lui est associé a donné naissance à une nouvelle approche appelée approche

polyèdrale. Cette approche est initiée par Jack Edmonds (1965) [33], pour le problème de couplage.

Elle consiste à ramener un problème d’optimisation combinatoire à un programme linéaire en dé-

crivant l’enveloppe convexe de ses solutions, appelée le polytope associé au problème (ou le po-

lytope des solutions du problème), par un système d’inégalités linéaires. Les étapes de l’approche

polyèdrale peuvent se résumer comme suit :

1. Représenter les éléments de F par un ensemble de vecteurs en 0−1 ;

2. Définir le polytope P , enveloppe convexe des points de S ;

3. Déterminer un système complet qui décrit P ;

4. Appliquer la programmation linéaire pour résoudre le problème.

L’étape cruciale de l’approche polyèdrale est l’étape 3. La difficulté de cette étape se résume

dans les trois points suivants :
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1. Nous avons des résultats théoriques qui impliquent l’existence d’un système linéaire fini qui

décrit P , mais n’indiquent pas comment l’obtenir ;

2. Si le problème en question est N P-complet, il y a peu d’espoir d’obtenir une description

complète de P ;

3. Si nous arrivons à surmonter les deux problèmes précédents et trouver une description com-

plète du polyèdre P , celle ci peut être de grande de taille (exponentielle). Cependant nous

ne pouvons pas l’exploiter entièrement pour résoudre le problème comme un programme

linéaire.

Mais quel est donc le secret de cette approche à être largement utiliser malgré toutes les

difficultés qu’elle présente ?

2.2.0.4 ,→ Dominant d’un polyèdre

Définition 2.1. Le dominant d’un polyèdre P ⊆ Rn , noté par dom(P ), est le polyèdre qui consiste

en les points x tels que x ≥ x
′

pour certain x
′ ∈ P , i.e.

dom(P ) = P +Rn
+ (2.7)

Il est clair que P ⊆ dom(P ) et dom(P ) est non borné. Le dominant d’un polyèdre est généra-

lement plus simple à caractériser. De plus, en utilisant la propriété algorithmique suivante, nous

pouvons considérer le dominant de P au lieu d’étudier P :

Remarque 2.1. Si c ∈Rn+, alors :

min{cx | x ∈ P } = min{cx | x ∈ dom(P )} (2.8)

2.2.0.5 ,→ Dualité et optimisation combinatoire :

La notion de la dualité dans la programmation linéaire peut avoir des applications intéressantes

en optimisation combinatoire. En effet, si nous avons deux problèmes d’optimisation combina-

toire Π1 et Π2 dont les systèmes décrivant leurs polyèdres des solutions sont duaux, à savoir :

Π1 : max{cx : Ax ≤ b, x ≥ 0} (2.9)

Π2 : min{bT y : AT y ≤ cT , y ≥ 0} (2.10)

alors nous pouvons obtenir une relation min-max entre les solutions de ces deux problèmes :

max{c(F) : F ∈F1} = min{b(F) : F ∈F2} (2.11)
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La notion de la dualité en optimisation combinatoire a permis d’introduire la classe des matrices

totalement unimodulaires et les systèmes totalement duaux entiers :

• La classe des matrices totalement unimodulaires : Une matrice Am×n est dite totalement

unimodulaire (TU ) si le déterminant de toute sous-matrice carrée de A est 0, 1 ou −1. Il

est à noter que la transposée d’une matrice totalement unimodulaire est totalement unimo-

dulaire. Le lien fondamental entre cette classe de matrices et les polyèdres est établi par le

théorème suivant.

Théorème 2.7 (Hoffman, Kruskal (1956)). [57] Une matrice Am×n est totalement

unimodulaire si et seulement si pour tout vecteur entier b ∈ Rm , le polyèdre {x ∈
Rn : Ax ≤ b, x ≥ 0} est entier.

• Les systèmes totalement duaux entiers : Le système linéaire Ax ≤ b est dit totalement dual

entier (T DE) si pour tout vecteur entier c ∈Rn , tel que le programme linéaire max{cx : Ax ≤
b} admet une solution optimale, alors le programme dual correspondant possède une so-

lution optimale entière. Avec Am×n une matrice rationnelle et b ∈ Rm . Le théorème suivant

nous donne une condition suffisante pour qu’un polyèdre soit entier.

Théorème 2.8 (Edmonds, Giles (1977)). [34] Si Ax ≤ b est T DE et b est entier, alors

le polyèdre {x ∈Rn : Ax ≤ b} est entier.

2.3 Séparation et optimisation

Pour les problèmes d’optimisation combinatoire de la classe N P il y a peu d’espoir de trouver

une description linéaire complète du polyèdre des solutions. Néanmoins, nous avons vu dans la

section précédente que même en n’ayant pas une description linéaire complète, nous pouvons sa-

voir si le polyèdre P = {x ∈Rn : Ax ≤ b} décrivant un problème donné est entier ou non, en vérifiant

si le système Ax ≤ b est T DE ou si la matrice A est TU . Malheureusement, ce n’est pas toujours le

cas que A soit TU ou que le système Ax ≤ b soit T DE . Ces remarques ne sont pas nécessairement

négatives car ce dont nous avons besoin est d’avoir une bonne description autour de la solution

optimale et une méthode efficace qui nous permet d’identifier si une inégalité donnée est violée

ou non. i.e. Étant donnée une solution fractionnaire x∗, trouver un hyperplan séparant cette solu-

tion de l’enveloppe convexe ou montrer qu’un tel hyperplan n’existe pas en un temps polynomial,

c’est ce qui est connu sous le nom de problème de séparation qui peut être défini formellement

comme suit.
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Définition 2.2. Étant donné un système d’inégalités linéaires Ax ≤ b et un vecteur x∗, le problème

de séparation associé à Ax ≤ b est de trouver une inégalité de Ax ≤ b qui est violée par x∗ ou

décider que Ax∗ ≤ b.

Grötschel et al en 1981 ont établi une relation entre le problème d’optimisation et le problème

de séparation qui lui est associé en utilisant l’algorithme de l’ellipsoïde. Cette relation implique

que le problème d’optimisation et le problème de séparation qui lui est associé ont le même degré

de difficulté.

Théorème 2.9 (Grötschel et al 1981). [45] Étant donné un programme linéaire P = max{cx, Ax ≤
b}, il existe un algorithme polynomial en n (où n est le nombre de variables) pour P si et seulement

s’il existe un algorithme polynomial en n pour résoudre le problème de séparation associé à Ax ≤ b.

D’après le théorème 2.9, la complexité d’un algorithme de coupes sur un polyèdre P dépend

de la complexité du problème de séparation qui lui est associé et non du nombre de contraintes

même s’il est exponentiel.

2.4 La technique de Lifting

La technique de lifting a été introduite pour la première fois par Gomory (1969) [41] et depuis

elle présente un sujet de recherches privilégié. Elle a été suggérée notamment par Padberg [86],

Wolsey [109], Zemel [112] et Balas et Zemel [6] et a été largement utilisée dans l’implémentation

des algorithmes de plans coupants particulièrement par Crowder et al [23], Van Roy et Wolsey

[91]. Cette technique est très utile pour l’extension des inégalités valides, elle consiste à étendre

une inégalité valide en introduisant plus de variables dans l’inégalité. Selon la manière dont ces

variables sont introduites, nous pouvons distinguer deux types de lifting :

¦ Le lifting séquentiel : Les variables sont introduites une par une séquentiellement et leurs

coefficients dépendent de l’ordre dans lequel elles sont introduites. Il y a aussi le lifting sé-

quentiel indépendant qui utilise la notion de fonctions superadditives [51] [110].

¦ Le lifting simultané : Un ensemble de variables est introduit à la fois.

2.4.1 Le lifting séquentiel

Généralement, c’est le type de lifting le plus utilisé. Les coefficients sont déterminés un par un.

Nous commençons par une inégalité : ∑
j∈N1

π j x j ≤π0 (2.12)
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qui est valide pour S0 (resp : définit une facette de conv(S0)), où N1 ⊆ N = {1, . . . ,n} est un sous

ensemble d’indices de variables de N et S0 = {x ∈ S | ∀ j ∈ N \N1, x j = 0}, où S est un ensemble

discret de solutions. Nous résolvons le problème suivant :

Z∗ = max
{ ∑

j∈N1

π j x j : Ax ≤ b, x j = 1, x ∈ {0,1}n
}

. (2.13)

Si le problème (2.13) n’a pas de solution, alors x j = 0 est valide pour S1, où S1 = {x ∈ S | ∀ j ∈ N \

N1, x j = 1}, sinon l’inégalité α1x j +
∑

j∈N1

π j x j ≤π0 est valide pour S1 et ce pour tout α1 ≤π0−Z∗.

En itérrant ce processus pour toutes les variables j ∈ N \ N1 qui seront introduites séquentielle-

ment dans un certain ordre, nous obtenons l’inégalité :

∑
j∈N \N1

α j x j +
∑

j∈N1

π j x j ≤π0 (2.14)

qui est valide pour S1 (resp : définit une facette de conv(S1)).

Exemple 2.1. Supposons que l’inégalité :

6∑
j=2

x j ≤ 2

est une facette de conv(S0), où S0 = {x ∈ S | x1 = 0}. Nous cherchons à déterminer la valeur

du coefficient α, avec α> 0, telle que :

αx1 +
6∑

j=2
x j ≤ 2 (2.15)

soit valide pour S.

Nous avons l’inégalité (2.15) qui est valide pour S0. Elle sera valide pour S1 = {x ∈ S | x1 = 1}

si et seulement si :

α+max
x∈S1

6∑
j=2

x j ≤ 2

Nous avons ∀x ∈ S1, où S1 = {x ∈ S|x1 = 1} :
6∑

j=2
x j = 0 ⇒α= 2.

D’où : 2x1 +
6∑

j=2
x j ≤ 2 est valide pour S.
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2.4.2 Cas général du lifting séquentiel

Dans cette section nous allons présenter le principe de la technique de linfting. La proposition

(2.10) suivante montre comment étendre une inégalité valide de S0 à S.

Proposition 2.10. [84] Supposons que S ⊆ {0,1}n , Sδ = S ∩ {x ∈ {0,1}n | x1 = δ} pour δ ∈ {0,1} et

n∑
j=2

π j x j ≤π0 (2.16)

est valide pour S0.

Si S1 =;, alors x1 ≤ 0 est valide pour S.

Si S1 6= ;, alors :

α1x1 +
n∑

j=2
π j x j ≤π0 (2.17)

est valide pour S pour tout α1 ≤ π0 −ζ, où : ζ = max{
n∑

j=2
π j x j : x ∈ S1}. De plus, si α1 = π0 −ζ et

l’inégalité (2.16) induit une face de dimension k de conv(S0), alors l’inégalité (2.17) induit une face

de dimension au moins k +1 de conv(S).(Si l’inégalité (2.16) induit une facette de conv(S0), alors

l’inégalité (2.17) induit une facette de conv(S))

Le principe du lifting est aussi applicable pour étendre une inégalité valide de S1 à S, comme le

montre la proposition suivante.

Proposition 2.11. [84] Supposons que l’inégalité (2.16) est valide pour S1

Si S0 =;, alors x1 ≥ 1 est valide pour S.

Si S0 6= ;, alors :

γ1x1 +
n∑

j=2
π j x j ≤π0 +γ1 (2.18)

est valide pour S pour tout γ1 ≥ ζ−π0, où : ζ = max{
n∑

i=2
π j x j : x ∈ S0}. De plus, si γ1 = ζ−π0 et

(2.16) induit une face de dimension k de conv(S1), alors (2.18) induit une face de dimension au

moins k +1 de conv(S).

28



CHAPITRE 2 APPROCHE POLYEDRALE

Quand α1 = π0 −ζ dans la proposition (2.10) ou quand γ1 = ζ−π0 dans la proposition (2.11),

nous dirons que le lifting est maximal. Les propositions (2.10) et (2.11) peuvent être utilisées

séquentiellement.

2.4.3 Propriété du lifting séquentiel

Les coefficients {α j } dans l’inégalité (2.14) sont dépendants de l’ordre dans lequel les variables

sont liftées. Donc, par la considération des différents ordres de N \ N1, nous pouvons avoir une

famille d’inégalités valides pour S.

La proposition suivante montre comment le coefficient d’une variable dépend de l’ordre dans

lequel elle est introduite.

Proposition 2.12. [84] Soit N \ N1 = {1,2, . . . , t }. Supposons que quand la proposition (2.10) est

appliquée séquentiellement en utilisant le lifting maximum dans l’ordre (i1, i2, . . . , ik−1, ik , . . . , it ),

l’inégalité : ∑
j∈N \N1

α j x j +
∑

j∈N1

π j x j ≤π0

est obtenue. Alors, pour tout ordre (i
′
1, i

′
2, . . . , i

′
k−1, i

′
k , . . . , i

′
t ) avec i

′
j = i j pour j = 1, . . . ,k−1, l’inégalité

résultante : ∑
j∈N \N1

α
′
j x j +

∑
j∈N1

π j x j ≤π0

obtenue par le lifting maximum a : α
′
ik
≤αik .

2.4.4 Le lifting simultané

Contrairement au lifting séquentiel, le lifting simultané consiste à introduire simultanément un

ensemble de variables. Étant donnée une inégalité :

∑
j∈N1

π j x j ≤π0 (2.19)

qui est valide pour S0 (resp : définit une facette de conv(S0)), où N1 ⊆ N = {1, . . . ,n} un sous en-

semble d’indices de variables de N , S0 = {x ∈ S | ∀ j ∈ N2, x j = 0} et N2 ⊆ N \ N1. Nous liftons

simultanément le sous ensemble de variables N2, l’inégalité résultante :

∑
j∈N2

α j x j +
∑

j∈N1

π j x j ≤π0 (2.20)

est valide pour S1(resp : définit une facette de conv(S1)).
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Exemple 2.2. Soit l’inégalité :
4∑

j=1
x j ≤ 3

qui est une facette de conv(S0), où S0 = {x ∈ S | ∀i ∈ N2 : xi = 0} avec N2 = {5,6,7,8,9,10,11}. En

liftant simultanément toutes les variables de l’ensemble N2, nous obtenons l’inégalité :

4∑
j=1

x j + 1

3

11∑
j=5

x j ≤ 2

qui est valide pour S.

2.4.4.1 État de l’art sur le lifting simultané

En 1978, Zemel [112] a introduit la technique du lifting simultané pour un ensemble de variables

entières. Sa méthode était restreinte aux variables binaires et permet de trouver toutes les facettes

simultanément liftées en se basant sur la détermination des points extrêmes qui sont obtenus par

la résolution de nombreux exponentiels programmes linéaires en nombres entiers. Depuis et pen-

dant deux décennies, ce sujet de recherche n’a pas été exploré. Plus tard, vers 1999, beaucoup de

recherches [51] [110] ont été faites par ce qui est connu comme le lifting séquentiel indépendant

qui essaye de trouver un moyen pour élaguer l’inconvénient principal dans le lifting séquentiel,

i.e. la dépendance des coefficients de l’ordre dans lequel les variables sont introduites, en utili-

sant la notion de fonctions supperadditives [51] [110]. En 2005, Easton et Kevin [32] proposent

un algorithme qui permet de lifter simultanément un ensemble de variables en une inégalité de

couverture pour le problème du sac à dos binaire en un temps polynômial. Récemment, Sharma

[98] a travaillé sur les perspectives de ces derniers auteurs, pour la détermination de la couverture

minimale (C ) et l’ensemble de variables à lifter(E), et a développé un algorithme nommé MSLA

(Maximal Simultaneously Lifted Algorithm) qui permet de trouver des inégalités de couverture

maximales simultanément liftées pour le problème du sac à dos binaire. Il y a aussi Gutierrez [53]

qui a développé une technique pour lifter simultanément des ensembles de variables de nombres

entiers.

2.4.5 Interprétation géométrique du lifting

Nous allons examiner le processus du lifting dans l’espace polaire :

Π1 = {π ∈Rn , πx ≤ 1 pour tout x ∈ S ⊆ {0,1}n} (2.21)
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Si
n∑

j=2
π j x j ≤ 1 est valide pour S0, le lifting maximal peut être décrit par un problème d’optimisation

à une dimension dans l’espace polaire Π1 :

max{α : (0,π2, . . . ,πn)+α(1,0, . . . ,0) ∈Π1} (2.22)

Pour interpreter le lifting séquentiel géométiquement, nous supposons que nous sommes dans

la dimension 2 et que Π1 a trois points extrêmes {π0,π1,π2}.

FIG. 2.1: Interprétation géométrique du lifting

Comme π0
2 > max{π1

2,π2
2}, nous avons π0

2x2 ≤ 1 qui donne une facette de conv(S0), où S0 = S ∩
{x ∈ {0,1}2 : x1 = 0}. Le lifting maximum dans l’ordre (2,1) donne une facette de conv(S) définie par

π0
1x1+π0

2x2 ≤ 1, ce qui est équivalent à se déplacer de (0,π0
2) dans la direction (1 0) pour obtenir le

point extrême π0 de Π1. D’une manière similaire, par un lifting maximum de π2
1x1 ≤ 1 dans l’ordre

(1,2), nons obtenons une facette de conv(S) définie par π2
1x1 +π2

2x2 ≤ 1, ce qui est équivalent à se

déplacer de (π2
1,0) dans la direction (0 1) pour obtenir le point extrême π2 de Π1.

Nous voyons aussi qu’il n’y a pas une façon (chemin) de générer une facette de conv(S) définie

par π1
1x1 +π1

2x2 ≤ 1 par un lifting séquentiel. En principe, le lifting n’est pas restreint à choisir un

coefficient. Si nous observons que le lifting séquentiel maximal est équivalent à trouver un point

extrême dans un polyèdre à une dimension, il n’est pas surprenant que dans le lifting simultané

de k coefficients, le meilleur lifting est obtenu en trouvant les points extrêmes d’un polyèdre de di-

mensions k. Par conséquent, si nous commençons par l’inégalité 0 ≤ 1 et en liftons simultanément

(π1,π2), nous pouvons, en effet, obtenir les trois points extrêmes : π0, π1 et π2.
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Le problème du ſac à do$

L
e problème du sac à dos est le problème N P-Difficile le plus simple en optimisation combi-
natoire, car il maximise une fonction objectif sujette à une simple contrainte de capacité. Le
problème du sac à dos consiste à remplir un sac de capacité d en utilisant une collection de

n objets. Chaque objet j possède un profit p j et un poids w j . L’objectif est de maximiser le profit
total des objets à mettre dans le sac de sorte que leurs poids total n’excède pas la capacité d du sac.
Mais quels sont les objets que nous devons mettre dans le sac ? C’est un problème qui est simple à
formuler mais difficile à résoudre !

Dans ce chapitre, nous allons aborder le problème du sac à dos et plus précisément le cas classique
( le problème du sac à dos en 0 − 1). Nous commençons d’abord par une présentation générale
du problème qui inclue la formulation du problème, l’historique du problème, les propriétés et
quelques applications existantes ainsi que la complexité du problème. Par la suite, nous allons
énumérer plusieurs variantes de ce problème. Puis, nous allons aborder les méthodes de résolution
exactes, approximatives et heuristiques. Et nous terminons par une exploration du polytope du
problème de sac à dos.
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3.1 Présentation du problème du sac à dos

3.1.1 Formulation du problème

Le problème du sac à dos binaire est l’un des problèmes d’optimisation combinatoire le plus

largement étudié, car il apparaît comme sous problème (sous structure) de plusieurs problèmes

qui comportent une contrainte de capacité ou de budget.

Étant donné un ensemble de n objets et un sac de capacité d , où chaque objet j a un poids w j et

un profit p j , le problème consiste à sélectionner un sous ensemble d’objets qui maximise le profit

total correspondant tout en n’excédant pas la capacité d du sac. Ce problème peut être formulé

mathématiquement sous la forme d’un problème de maximisation :



max Z =
n∑

j=1
p j x j

n∑
j=1

w j x j ≤ d

x j = {0,1} j = 1..n

(3.1)

où

x j =
{

1 si l’objet j est sélectionné ;
0 sinon.

(3.2)

Nous supposons que toutes les valeurs p j et w j sont des nombres entiers positifs, w j < d , j = 1..n

et
n∑

j=1
w j > d .

3.1.2 Historique

Dans les années cinquante, la théorie de la programmation dynamique de Bellman [11] a pro-

duit le premier algorithme pour la résolution exacte du problème du sac à dos binaire. En 1957,

Dantzig [28] a proposé une élégante et efficace méthode pour la détermination de la solution du

problème relaxé et il a dérivé une borne supérieure pour la valeur de la solution entière. Cette borne

est utilisée dans la vingtaine d’années suivantes dans la plupart des études consacrées au pro-

blème du sac à dos.

Dans les années soixante, la méthode Branch and Bound est développée. Elle s’est montrée

capable de résoudre des problèmes avec un très grand nombre de variables. L’algorithme le plus

connu à cette époque était celui de Horowitz et Sahni [58].

34



CHAPITRE 3 LE PROBLÈME DU SAC A DOS

En 1973, Ingariola et Korsh [60] présentent la première procédure de réduction. En 1974, John-

son [61] a donné le premier schéma d’approximation polynômial (PT AS) pour le problème de

somme de sous-ensembles. Ces résultats sont étendus par Sahni [92] pour le problème du sac à

dos en 0−1. En 1975, le premier schéma d’approximation totalement polynômial (F PT AS) est ob-

tenu par Ibarra et Kim [59]. En 1977, Martello et Toth [76] proposent la première borne supérieure

qui domine la borne de Dantzig.

Les résultats principaux des années quatre-vingt concernent la résolution des problèmes de

grande taille, pour lesquels le tri des variables consomme le plus grand pourcentage du temps

d’exécution. En 1980, Balas et Zemel [7] présentent une nouvelle approche pour la résolution du

problème du sac à dos par un tri qui se restreint à un petit sous ensemble de variables (le problème

du noyau). Plusieurs algorithmes ont été conçus en se basant sur cette idée.

Les recherches des années quatre vingt dix sont concentrées sur la résolution des instances

difficiles de taille raisonnable au lieu des instances extrêmement larges et faciles. Ces recherches

ont apporté des algorithmes avec une amélioration de la borne du temps d’exécution dans le pire

des cas. En 1995, Pisinger [88] a été le premier à présenter une récursive de la programmation

dynamique pour le problème de somme de sous-ensembles qui a une complexité dans le pire des

cas nettement meilleure que la récursive classique de Bellman. En 1997, Martello et Toth [79] ont

montré comment les bornes supérieures dérivées à partir de la relaxation lagrangienne peuvent

aider à résoudre plusieurs problèmes difficiles.

Chaque année, de nombreux articles sur le problème du sac à dos paraissent, plusieurs

nouvelles variantes du problème classique du sac à dos sont considérées, nous citons à titre

d’exemple : le problème du sac à dos multiple, quadratique, multidimensionnel . . . Les techniques

utilisées pour ces problèmes sophistiqués varient, mais il est intéressant de mentionner que beau-

coup d’idées du problème du sac à dos binaire sont appliquées même dans les versions générali-

sées.

3.1.3 Quelques applications du problème du sac à dos

En parcourant l’historique du problème du sac à dos, nous pouvons se demander quelle impor-

tance a ce problème pour avoir reçu toute cette attention ? Tout simplement, parce que c’est un

problème qui a de nombreuses applications aussi bien dans le domaine pratique que théorique.

Le problème du sac à dos apparaît dans de nombreuses applications en industrie et dans le

domaine des finances, nous citons à titre d’exemple :
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¦ Gestion financière (Cord (1964) [22], Kaplan (1966) [63], Hansmann(1961) [55]) ;

¦ Chargement de cargaisons (Bellman et Drefuls (1962) [12]) ;

¦ Problèmes de découpe (Gilomre et Gomory (1963, 1966) [38]) ;

¦ Tolérance aux fautes (Sinha et Zottners (1979) [99]) ;

¦ Cryptosystèmes (Diffe et Hellman (1976) [30]).

Le problème du sac à dos a aussi un intérêt théorique qui se résume dans les deux points sui-

vants :

1. Dans de nombreuses applications, un problème de programmation linéaire en nombres en-

tiers peut être transformé en un problème de sac à dos (Salkin (1975) [94], Syslo et al (1983)

[102]) ;

2. Dans la résolution de nombreux programmes linéaires en nombres entiers, le problème du

sac à dos apparaît comme un sous problème.

3.1.4 Propriétés du problème du sac à dos

? La borne supérieure : Une propriété importante du problème du sac à dos est qu’une borne

supérieure peut être obtenue à partir de la solution optimale du problème relaxé continu.

En 1957, Dantzig [28] a établi une manière simple pour déterminer une solution optimale

du problème du sac à dos continu C (K P ) et a dérivé la première borne supérieure.

C (K P )



max Z =
n∑

j=1
p j x j

n∑
j=1

w j x j ≤ d

0 ≤ x j ≤ 1 j = 1..n

(3.3)

Dantzig a utilisé un algorithme glouton pour remplir le sac à dos, les étapes suivies peuvent

être résumées de la manière suivante :

• Ordonner les objets selon le ratio profit/poids :

p1

w1
≥ p2

w2
≥ . . . ≥ pn

wn
(3.4)

• A chaque étape, nous choisissons un objet qui a le plus grand ratio profit/poids,

jusqu’à atteindre le premier objet qui ne peut pas être mis dans le sac à dos. Cet
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objet et dénoté par objet critique b :

b= min

{
j |

j∑
i=1

wi > d

}
(3.5)

• La solution optimale de C (K P ) est :

x∗
i =


1, i = 1..b−1

(d −
b−1∑
i=1

wi )�wb, i = b

0, i = b+1..n

(3.6)

• La valeur de la solution optimale de C (K P ) est :

Z =
b−1∑
i=1

pi + (d −
b−1∑
i=1

wi )
pb

wb
(3.7)

Cette solution optimale donne immédiatement lieu à la borne supérieure sui-

vante :

U1 =
b−1∑
i=1

pi +b(d −
b−1∑
i=1

wi )
pb

wb
c (3.8)

Cette borne est appelée borne de Dantzig.

L’existence d’une borne supérieure très forte et que nous pouvons obtenir rapidement rend

possible le développement d’algorithmes par énumération implicite efficaces pour la réso-

lution des problèmes à l’optimum, ce qui a incité les chercheurs à améliorer cette borne en

utilisant différentes techniques [78] [65] :

X Bornes par des contraintes additionnelles (Martello et Toth(1997) [79], Fayard

et Plateau(1982) [35]) ;

X Bornes par la relaxation lagrangienne (Müller et Merbach(1978) [82], Dud-

zinski et Walukiewicz(1984) [31]) ;

X Bornes par énumération partielle (Martello et al(1988) [77]) ;

X Bornes par des inégalités valides (Martello et al(1997) [79]).

? Le problème du noyau : Pour une résolution efficace du problème du sac à dos, la plupart

des algorithmes exigent le tri des objets selon l’ordre décroissant du ratio profit/poids. Balas

et Zemel (1980) observent que la majorité du temps de calcul pour la résolution des grands

problèmes est prise par le procédé du tri. Néanmoins, durant le processus de résolution du

problème du sac à dos, il a été remarqué que, ayant résolu le problème relaxé continu, en

général, seulement quelques variables de décision ont besoin d’être changées pour obte-

nir une solution optimale entière. Ces variables se trouvent autour de l’élément critique et
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le sous ensemble d’objets qu’elles représentent est appelé noyau. Donc, pour éviter un tri

complet, nous pouvons trier seulement les objets dans le noyau.

? Le problème du sac à dos est NP-difficile dans le sens faible : Actuellement, nous savons

que les problèmes (3.1), (3.10), (3.19), (3.21), (3.22) et (3.23) sont pseudo-polynomiaux,

car ce sont des problèmes N P-difficiles dans le sens faible, d’où, nous pouvons peut leurs

trouver des schémas d’approximation totalement polynomiaux(F PT AS). Tandis que le reste

des variantes sont N P-difficiles dans le sens fort, cela signifie que des algorithmes pseudo-

polynomiaux ne peuvent être conçus car sinon N P = P .

? Le problème du sac à dos est séparable : Une autre propriété importante du problème du

sac à dos est qu’il est séparable ; i.e. Nous pouvons résoudre un problème du sac à dos en

divisant les objets en deux ensembles. Puis, énumérer toutes les solutions faisables dans

chaque ensemble. Et enfin, fusionner les deux ensembles de solutions faisables. Cette pro-

priété a été observée par Horowitz et Sahni (1974) [58]. Une conséquence de cette observa-

tion est que nous pouvons résoudre un problème du sac à dos en 0−1 par un calcul parallèle

en divisant le problème récursivement en deux parties. L’inconvénient est que le nombre de

processeurs requis est énorme.

3.1.5 Complexité du problème du sac à dos

Le problème du sac à dos est un problème N P-difficile, sa version décision présentée ci-après

est N P-complet.

Version décision du problème de sac à dos :

Problème : Sac à Dos
Données : (u1 u2 . . . un) , (w1 w2 . . . wn) ∈Zn , β,k ∈Z.
Question : Existe-il une affectation des variables x1, x2, . . . , xn à 0−1 tel que :


w1x1 +w2x2 + . . .+wn xn ≥ k ;

et
u1x1 +u2x2 + . . .+un xn ≥ k.

(3.9)

Il y a un lien entre la version décision et la version optimisation du problème dans la mesure où

s’il existe un algorithme polynomial qui résout la version décision, alors nous pouvons trouver la

valeur optimale pour le problème d’optimisation en temps polynomial, en appliquant itérative-

ment cet algorithme tout en augmentant la valeur de k. D’une manière similaire, si un algorithme

38



CHAPITRE 3 LE PROBLÈME DU SAC A DOS

trouve la valeur optimale du problème d’optimisation en temps polynomial, alors le problème de

décision peut être résolu en temps polynomial en comparant la valeur de la solution donnée par

cet algorithme avec k. Ainsi, les deux versions du problème sont de difficulté similaire.

3.2 Variantes et extensions du problème du sac à dos

3.2.1 Le problème sac à dos en 0−1

3.2.1.1 Le problème sac à dos à choix multiple

Le problème du sac à dos à choix multiple est un problème du sac à dos en 0-1 dans lequel une

partition N1, N2, ..., Nr des objets est donnée. La formulation du problème est :



max Z =
n∑

j=1
p j x j

n∑
j=1

w j x j ≤ d i = 1..m

n∑
j∈Nk

x j = 1 k = 1..r

x j = 0 ou 1, j ∈ N = {1, ...,n} =
r⋃

k=1
Nr

(3.10)

Nous supposons que :

Nh ∩Nk =∅ pour tout h 6= k

Le problème est N P-difficile au sens faible, puisque chaque instance du problème du sac à dos,

ayant r éléments de profits p j et de poids w j ( j = 1, ...,r ) et un sac de capacité d , est équivalente

à une instance du problème du sac à dos à choix multiple obtenue en posant n = 2r , p j = w j = 0,

pour j = r +1, ...,2r et Nk = {k,r +k}, pour k = 1..r .

3.2.1.2 Le problème du sac à dos multidimensionnel

Nous considérons ici que le sac à dos a y dimensions, avec y > 0. Par exemple, nous pouvons

imaginer une boîte. Chaque objet a trois dimensions, et il ne faut pas déborder sur aucune des
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dimensions. Formellement, le problème du sac à dos multidimensionnel est le suivant :

max Z =
n∑

j=1
p j x j

n∑
j=1

wi j x j ≤ di i = 1..y

x j ∈ {0,1} j = 1..n

(3.11)

Nous mentionnons que le problème du sac à dos multidimensionnel est N P-difficile au sens

fort. En pratique, la version multidimensionnelle peut servir à modéliser et à résoudre le problème

du remplissage d’un container dont le volume et la charge maximale sont limités.

3.2.1.3 Le problème du sac à dos multiple

Considérons le problème où nous avons à répartir un ensemble de n objets dans m sacs à dos

(m ≤ n) de capacités différentes, avec :

• p j : Le profit de l’objet j ;

• w j : Le poids de l’objet j ;

• di : La capacité du sac i .

Le problème est de sélectionner m sous ensembles disjoints d’objets, tel que, le sous ensemble

i s’emboîte dans le sac de capacité di et la valeur totale des objets sélectionnés est maximale.

Formellement, nous pouvons définir le problème du sac à dos multiple comme le programme

linéaire en nombres entiers suivant :



max Z =
m∑

i=1

n∑
j=1

p j xi j

n∑
j=1

w j xi j ≤ di , i = 1..m

n∑
i=1

xi j ≤ 1, j = 1..n

xi j ∈ {0,1}, i = 1..m, j = 1..n

(3.12)

40



CHAPITRE 3 LE PROBLÈME DU SAC A DOS

où

xi j =


1, Si l’objet i est assigné au sac j ;

0, Sinon.
(3.13)

Nous allons supposer que les coefficients p j , w j et di sont des entiers positifs. Nous allons aussi

supposer que :

max
j=1..n

w j ≤ max
i=1..m

di (3.14)

min
i=1..m

di ≥ min
j=1..n

w j (3.15)

n∑
j=1

w j ≥ max
i=1..m

di (3.16)

La première hypothèse garantit que chaque objet s’emboîte dans au moins un sac à dos sinon

elle peut être retirée du problème. Si la seconde inégalité est violée, nous pouvons ne pas tenir

compte du plus petit sac à dos, car aucun objet n’entre dedans. Finalement, la dernière inégalité

permet d’échapper à la solution triviale où tous les objets s’emboîtent dans le plus grand sac à dos.

Le problème du sac à dos multiple est connu d’être un problème appartenant à la classe N P-

difficile, puisque dans le cas où le nombre de sacs est égal à un, cela coïncide avec le problème du

sac à dos en 0−1 qui est N P-difficile.

3.2.1.4 Le problème du sac à dos quadratique

Étant donné un ensemble de n objets N = {1, ...,n} de poids entiers positifs et un sac de capacité

d . Le profit des objets est donné par la matrice entière non négative P = (pi j ), où q j = p j j est

le profit obtenu si l’objet j est sélectionné (Il dénote la diagonale de la matrice P ), et pour j >
i pi j +p j i est le profit obtenu si les deux objets i et j sont sélectionnés. Le problème du sac à

dos quadratique consiste à sélectionner un sous ensemble d’objets dont la somme des poids ne

dépasse pas la capacité du sac, de tel sorte que la somme des valeurs soit maximale. Le problème

a la formulation mathématique suivante :
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

max
∑

i∈N

∑
j∈N

pi j xi x j

∑
j∈N

w j x j ≤ d

x j ∈ {0,1}, j ∈ N

(3.17)

où

x j =
{

1 si l’objet j est sélectionné ;
0 sinon.

(3.18)

Nous supposons que max j∈N w j ≤ d < ∑
j∈N

w j et que la matrice des valeurs P est symétrique, i.e.,

pi j = p j i , pour tout i , j ∈ N et j > i .

Le problème du sac à dos quadratique est une généralisation du problème du sac à dos qui

apparaît quand pi j = 0, pour tout i 6= j .

3.2.1.5 Le problème de somme de sous-ensembles

Le problème de somme de sous-ensembles (en anglais : subset sum) appelé aussi le problème

du sac à dos à valeurs indépendantes, est un cas particulier du problème du sac à dos en 0-1 qui

apparaît quand les profits et les poids des objets sont identiques (p j = w j ).

Ayant un ensemble de n objets N de poids w j et un sac de capacité d , le problème consiste à

trouver un sous ensemble d’objets dont la somme totale des poids est la plus proche de la capacité

d du sac sans l’excéder. La formulation mathématique du problème est :

max
n∑

j=1
w j x j

n∑
j=1

w j x j ≤ d

x j ∈ {0,1} j ∈ N = {1, ...,n}

(3.19)

où

x j =
{

1 si l’objet j est sélectionné ;
0 sinon.

(3.20)
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Le problème de somme de sous-ensembles est un problème important dans le domaine de la

cryptographie. Il est utilisé dans plusieurs systèmes de génération de clés publiques.

3.2.2 Le problème du sac à dos en variables entières

Dans le problème de sac à dos en variables entières, nous considérons que nous avons plusieurs

exemplaires de chaque type d’objets. Le problème consiste donc à trouver le nombre d’exem-

plaires à prendre pour chaque type d’objets :

3.2.2.1 Le problème du sac à dos borné

Si nous avons une borne m j de la quantité d’objets de type j , alors nous parlons de problème

du sac à dos borné qui peut être formulé comme suit :

max Z =
n∑

j=1
p j x j

n∑
j=1

w j x j ≤ d

x j = {0,1, ...,m j } j = 1..n

(3.21)

x j : représente la quantité d’objets de type j à inclure dans le sac de sorte à maximiser la valeur

de la fonction objectif.

3.2.2.2 Le problème du sac à dos non borné

C’est une généralisation du problème du sac à dos borné, où nos disposons d’un nombre illimité

d’objets pour chaque type. La formulation du problème est :

max Z =
n∑

j=1
p j x j

n∑
j=1

w j x j ≤ d

x j ≥ 0 entier j = 1..n

(3.22)

x j : va être borné par la capacité d du sac à dos, comme le poids de chaque objet est au moins

égal à un.
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3.2.2.3 Le problème de Change-Making

Formellement, le problème Change-Making peut être défini comme suit. Étant donné un en-

semble de n types d’objets et un sac de capacité d , avec w j est le poids de l’objet de type j , le

problème consiste à sélectionner un nombre x j ( j = 1..n) d’objets de chaque type tel que le poids

total soit égal à d et le nombre d’objets soit minimum. La formulation mathématique du problème

est la suivante : 

min Z =
n∑

j=1
x j

n∑
j=1

w j x j = d

x j ≥ 0 et entier j ∈ N = {1, ...,n}

(3.23)

Nous supposons que les w j et d sont des entiers et que :

w j < d j ∈ N (3.24)

wi 6= w j si i 6= j (3.25)

Le problème Change-Making est N P-difficile au sens faible et peut s’interpréter comme une

caissière chargée d’assembler une somme donnée d’argent en utilisant un nombre minimum de

pièces de valeurs précisées dans la caisse, où le nombre de pièces disponible illimité. Il peut aussi

être vu comme un problème du sac à dos non borné, où p j =−1, pour tout j , et une égalité stricte

est imposée à la contrainte de capacité.

3.2.3 Le problème du sac à dos en variables continues

Le problème du sac à dos en variables continues est obtenu en relâchant la contrainte d’intégrité

sur les variables, c’est-à-dire, que nous autorisons à ne prendre qu’une fraction des objets dans le

sac à dos. Le problème du sac à dos en variables continues appartient à la classe P .

3.3 Approches de résolution

3.3.1 Approches exactes

De nombreux algorithmes exacts ont été développés pour le problème du sac à dos, ceux-ci sont

basés sur :

¦ L’approche par énumération implicite ;

¦ La programmation dynamique.
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3.3.1.1 Approche par énumération implicite

Dans les dernières décennies, de nombreux algorithmes pour la résolution du problème du sac

à dos, basés sur l’approche par énumération implicite, ont été proposés. Les différences entre ces

algorithmes résident dans le principe de séparation, le principe d’élagage et la stratégie de déve-

loppement de l’arborescence. La plupart des algorithmes efficaces de l’approche par énumération

implicite sont basés sur la stratégie de développement de l’arborescencede branchement profon-

deur d’abord, nous citons :

• Kolesar (1967) [66] était le premier à présenter un algorithme pour la résolution du problème

du sac à dos en 0−1 par l’approche par énumération implicite. L’algorithme recherche une

meilleure solution en se branchant du noeud faisable pour lequel la borne de Dantzing est

maximale ;

• Greenberg et Hegerich (1970) [42] ont développé l’algorithme de Kolesar en utilisant la stra-

tégie profondeur d’abord ;

• Horowitz et Sahni (1974) [58] ont présenté davantages améliorations. Ils ont appliqué la

stratégie profondeur d’abord avec le même choix de la variable de branchement que l’al-

gorithme de Kolesar ;

• Martello et Toth (1977) [76] ont développé une approche par énumération implicite plus

efficace ;

• Pisinger(1995) [88] a développé un algorithme qu’il a nommé primal-dual algorithm.

3.3.1.2 La programmation dynamique

La programmation dynamique consiste à plonger le problème proposé dans un problème plus

général, puis le résoudre par récurrence sur des paramètres dont il est dépendant. Le problème

initial correspond à une valeur donnée des paramètres.

A la différence de l’approche par énumération implicite, qui s’applique lorsqu’il est possible de

diviser le problème en sous problèmes indépendants, la programmation dynamique est envisagée

lorsque :

• La subdivision n’est pas facile à déterminer de façon optimale ;

• Les sous problèmes ne sont pas indépendants.

Le principe d’optimalité adopté par la programmation dynamique est que toute sous-politique

d’une politique optimale est optimale, d’où, son cadre d’application est restreint aux problèmes

qui vérifient ce principe.
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Le terme programmation dynamique a été choisi par Bellman qui a introduit cette méthode,

dans les années cinquante, dans un souci de communication. Son supérieur ne supportait ni le

mot recherche ni celui de mathématique, alors il lui a semblé que les termes programmation et

dynamique donnaient une apparence qui plairait à son supérieur. A l’époque, ce terme signifie

beaucoup plus planification et ordonnancement et non la programmation au sens que nous lui

donnons de nos jours.

Le premier algorithme exact basé sur la programmation dynamique pour la résolution du pro-

blème du sac à dos en 0−1 a été proposé par Bellman (1954,1957) [11].

Pour un problème de grande taille, la technique de Bellman produit, dans chaque itération,

une quantité énorme d’états qui doit être enregistrée. Des améliorations ont été apportées sur la

technique de la programmation dynamique pour la résolution du problème du sac à dos en 0−1,

nous citons :

z Horowitz et Sahni (1974) [58] ont présenté un modèle de programmation dynamique alter-

natif.

z Toth (1980) [103] a amélioré la récursive de Bellman.

3.3.2 Approches approximative

Comme le problème du sac à dos est N P-difficiles, quelques instances peuvent être impossibles

à résoudre à l’optimalité dans un temps raisonnable. Dans de telles situations, nous pouvons être

intéressé par une solution approximative avec une valeur de la fonction objectif z, où l’erreur re-

lative est bornée par une certaine constante ε, i.e.

z−z∗

z∗
≤ ε (3.26)

où, z∗ est la valeur optimale de la fonction objectif.

3.3.2.1 Schémas d’approximation totalement polynomiaux (FPTAS)

Le problème du sac à dos est un problème qui admet un schéma d’approximation totalement

polynomial (F PT AS), car il est N P-difficile au sens faible.

En 1975, Ibarra et Kim [59] ont présenté le premier schéma d’approximation totalement poly-

nomial (FPTAS) pour le problème du sac à dos en 0−1. Ainsi, pour tout ε> 0, l’algorithme trouve

une solution approximative z avec une erreur relative au plus égale à ε, tel que la complexité en
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temps et en espace se développe polynomialement avec n et 1
ε

, (O(n/ε2)). L’algorithme d’Ibarra et

de Kim est basé sur la programmation dynamique.

Quelques années plus tard, plusieurs schémas d’approximations totalement polynomiaux (FP-

TAS) ont été développés par différents auteurs. Un résumé de ces travaux est présenté dans le

tableau suivant :

Auteur temps d’execution espace mémoire

Ibarra et Kim [59] O(n logn + ( 1
ε2 ).min{( 1

ε2 ) log( 1
ε ),n}) O(n + ( 1

ε3 ))

Lawler [70] O(n log( 1
ε )+ ( 1

ε4 )) O(n + ( 1
ε3 ))

Magazine et Oguz [72] O(n2 logn − ( 1
ε )) O(n − ( 1

ε ))

Kellerer et Pferschy O(n min{logn, log( 1
ε )}+ ( 1

ε2 ) log( 1
ε ).min{n, ( 1

ε log( 1
ε ))}) O(n + ( 1

ε2 ))

TAB. 3.1: La complexité des schémas d’approximation totalement polynomiaux (FPTAS) pour le
problème du sac à dos

3.3.3 Approches heuristiques

Parmi les heuristiques développées pour la résolution approchée du problème du sac à dos,

nous trouvons les algorithmes gloutons. Dans ce qui suit, nous présentons une version simple de

ces algorithmes qui consiste à :

◦ Étape 1 : Ordonner les objets selon le ratio profit/poids qui est donné par la formule (3.4) ;

◦ Étape 2 : A chaque étape, un élément, selon l’ordre précédemment défini, est sélectionné ;

◦ Étape 3 : Tester si l’élément sélectionné est admissible ou non. Un élément est dit admis-

sible, si son poids ne dépasse pas la capacité résiduelle (capacité restante après fixation des

autres éléments) du sac, et non admissible dans le cas contraire ;

◦ Étape 4 : Si l’élément sélectionné est admissible, alors il est mis dans le sac, sinon aller à

l’étape 2 ( sélectionner l’élément qui se situe juste après).

Ces étapes sont répétées jusqu’à l’épuisement des éléments admissibles. Ainsi, le sac à dos est

rempli de proche en proche (d’une manière gloutonne).
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Algorithme 1 : Algorithme glouton pour le problème de sac à dos
Données : Une instance d’un problème du sac à dos ;

Résultats : Une solution réalisable x̄ ;

d̄ := d ;
for j = 1 to n do

if w j ≤ d̄ then
x̄ j := 1 ;
d := d̄ −w j ;

else
x̄ j := 0 ;

end
end
Sortir avec une solution réalisable x̄ ;

3.4 Le polytope du problème de sac à dos

Depuis le début des années 70, le polytope du sac à dos en 0− 1 a été étudié par plusieurs de

chercheurs, à savoir Balas [5], Hammer, Johnson et Peled [54], Wolsey [107] [108], et Balas et Zemel

[6]. Récemment, la généralisation du polytope du problème de sac à dos en 0−1 a été intensive-

ment étudiée par Weismentel [106].

Considérons l’ensemble des contraintes du problème du sac à dos en 0−1 :

P=
{

x ∈ {0,1}n ,
∑
j∈N

w j x j ≤ d , N = {1, . . . ,n}
}

(3.27)

où, w j ∈Z1+ pour j ∈ N , et d ∈Z1+.

Le polytope du problème de sac à dos P est l’enveloppe convexe de l’ensemble de tous les

vecteurs solutions pour le problème du sac à dos, c.-à-d.

P = conv

{
x ∈Rn |

n∑
j=1

w j x j ≤ d , x j ∈ {0,1}, j = 1..n

}
(3.28)

Soit e j le j ème vecteur unité, i.e. e j
j = 1 et e j

i = 0 pour i 6= j . En raison de l’hypothèse w j ≤ d

sur les poids des objets, les éléments de l’ensemble V = {e1, . . . ,en ,0} sont des vecteurs solutions

affinement indépendants du problème du sac à dos. Par conséquent, P a une pleine dimension

di m(P ) = n. Les inégalités définissant des facettes simples de P sont les inégalités x j ≥ 0 pour

j = 1..n, ceci peut être vu par l’enlèvement de e j de V , i.e. tous les vecteurs restants sont des

éléments de F = {x ∈P | x j = 0} et sont affinement indépendants.

48



CHAPITRE 3 LE PROBLÈME DU SAC A DOS

3.4.1 Inégalités de couverture

L’étude des facettes du polytope du problème de sac à dos remonte à Balas [5], Hammer, John-

son et Peled [54] et Wolsey [110] qui ont étudié une classe importante des inégalités valides pour

le polytope du sac à dos. Ces inégalités sont connues sous le nom de inégalités de couverture.

Définition 3.1. Soit C ⊆ N un sous-ensemble de N , C est appelé une couverture ou ensemble

dépendant, pour P si :
n∑

j∈C
w j > d (3.29)

Définition 3.2. C est une couverture minimale pour P si :

n∑
j∈C \{i }

w j ≤ d (3.30)

pour tout i ∈C .

Ceci signifie que la suppression de n’importe quel objet simple i de C va engendrer la perte de

la propriété de couverture.

Proposition 3.1. [84] Si C est une couverture, alors :

n∑
j∈C

x j ≤|C | −1 (3.31)

est une inégalité valide pour P .

Exemple 3.1. Soit le problème du sac à dos suivant [84] :

P= {x ∈ {0,1}5 : 79x1 +53x2 +53x3 +45x4 +45x5 ≤ 178}

Les couvertures minimales et les inégalités valides correspondantes sont :

C1 = {1,2,3} : x1 +x2 +x3 ≤ 2 (3.32)

C2 = {1,2,4,5} : x1 +x2 +x4 +x5 ≤ 3 (3.33)

C3 = {1,3,4,5} : x1 +x3 +x4 +x5 ≤ 3 (3.34)

C4 = {2,3,4,5} : x2 +x3 +x4 +x5 ≤ 3 (3.35)

Proposition 3.2. Soit C une couverture minimale. L’inégalité minimale de couverture :

n∑
j∈C

x j ≤|C | −1 (3.36)

définit une facette pour le polytope du problème de sac à dos PC .
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Preuve. On dénote par P N̄ le polytope du problème du sac à dos défini pour l’ensemble des objets

N̄ ⊆ N . Pour s ∈C , soit xs ∈R|C | défini comme suit :

xs
j =

{
0, j = s ;
1, si non.

(3.37)

Clairement, les vecteurs xs , s ∈ C , sont affinement indépendants. Ainsi, l’inégalité minimale de

couverture définit une facette du polytope du problème de sac à dos PC .

Généralement, les inégalités minimales de couverture ne sont pas des inégalités définissant

des facettes pour P , mais elles peuvent être liftées pour définir des facettes.

3.4.1.1 L’inégalité de couverture étendue

Un exemple pour une inégalité liftée de couverture est obtenu, en présentant l’extension E(C )

pour une couverture minimale C .

Définition 3.3. Soit C une couverture minimale, l’extension E(C ) de C est donnée par :

E(C ) =C ∪{
j ∈ N \C w j ≥ wi , pour tout i ∈C

}
(3.38)

La généralisation de (3.36) à l’inégalité de couverture étendue est donnée par la proposition

suivante.

Proposition 3.3. [84] Si C est une couverture, alors :

n∑
j∈E(C )

x j ≤|C | −1 (3.39)

est une inégalité valide pour P .

Exemple 3.2. Reprenons l’exemple (3.1) [84]. Une inégalité valide obtenue par la proposition (3.39)

avec E(C4) est :
5∑

j=1
x j ≤ 3

Cette inégalité domine les inégalités (3.32), (3.33), (3.34) et (3.35), générées par C1,C2, C3 et C4, et

fournit également une inégalité valide.

Balas(1975) [5], Hammer, Johnson et Peled (1975) [54] et Wolsey (1975) [107] ont donné les

conditions nécessaires et suffisantes pour que (3.39) définisse une facette pour le polytope du

sac à dos.
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3.4.1.2 Inégalité liftée de couverture

Une forme tout à fait générale d’une facette résultante des couvertures minimales est donnée

par la proposition suivante.

Proposition 3.4. [84] Si C est une couverture minimale pourP et (C1, C2) est une partition de C avec

C1 6= ;, alors P a une facette définie par une inégalité de la forme :

∑
j∈N \C

α j x j +
∑

j∈C2

γ j x j +
∑

j∈C1

x j ≤|C1 | −1+ ∑
j∈C2

γ j (3.40)

avec α j ≥ 0, pour tout j ∈ N \C et γ j ≥ 0, pour tout j ∈C2.

3.4.1.3 Inégalité liftée simple de couverture

Quand nous appliquons le lifting aux inégalités minimales de couverture, nous obtenons des

inégalités de la forme :

∑
j∈C

x j +
∑

j∈N \C
α j x j ≤|C | −1 (3.41)

Balas et Zemel ont fourni une procedure de lifting simultané qui calcule les facettes obtenues à

partir des couvertures minimales. Les résultats de Balas et de Zemel ont été généralisés par Nem-

hauser et Vance (1994) [83]. Des résultats au sujet de la complexité informatique pour obtenir des

inégalités liftées de couverture peuvent être trouvés dans Hartvigsen et Zemel (1992) [56].

3.4.2 L’inégalité de (1,k)−configurations

Une généralisation de l’inégalité minimale de couverture est donnée par une inégalité, appelée

inégalité de (1,k)−configuration, étudiée par Padberg (1980) [87].

Définition 3.4. Un ensemble N1∪{α} avec N1 ⊆ N etα ∈ N \N1 est appelé une (1,k)−configuration

si
∑

j∈N1

w j ≤ c et K ∪ {α} est une couverture minimale pour tout K ⊆ N1 avec | K |= k.

Définition 3.5. Pour une (1,k)−configuration donnée, N1 ∪ {α} avec K ⊆ N1 et r =| R |≥ k, l’inéga-

lité :

(r −k +1)xα+
∑
j∈R

≤ r (3.42)

est appelée inégalité de (1,k)−configuration correspondant à N1 ∪ {α} et R ⊆ N1.

51



CHAPITRE 3 LE PROBLÈME DU SAC A DOS

L’inégalité de (1,k)−configuration est une inégalité valide pour P . Pour k =| N1 |, elle est réduite

à l’inégalité minimale de couverture. Padberg a démontré que l’ensemble complet des facettes du

polytope PN1∪{α} est déterminé par des inégalités de (1,k)−configuration.

3.4.3 L’inégalité de poids

Weismantel [106] a proposé une autre classe d’inégalités appelée inégalités de poids.

Définition 3.6. Supposons que le sous-ensemble T ⊆ N satisfait
∑
j∈T

w j < d et définissons la capa-

cité résiduelle comme r = d − ∑
j∈T

w j . L’inégalité de poids définie sur T est donnée par :

∑
j∈T

w j x j +
∑

j∈N \T
max{0, w j − r }x j ≤

∑
j∈T

w j (3.43)

Weismantel a montré que l’inégalité de poids est valide pour P .
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L’
inégalité de couverture représente une face pour le polytope du sac à dos et peut être liftée
pour définir une facette. Notre objectif est de développer un algorithme qui permet de lifter
simultanément deux ensembles de variables en une inégalité de couverture pour le pro-

blème du sac à dos binaire. Nous commençons d’abord par la présentation de cet algorithme et nous
énonçons les conditions nécessaires pour que les inégalités non-dominées qu’il génère soient des fa-
cettes pour le polytope du problème de sac à dos. Nous effectuerons par la suite une comparaison
entre cet algorithme et MLSA [98] basée sur le déroulement d’un exemple.
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4.1 Lifting simultané de deux ensembles de variables

Nous allons développer un algorithme qui permet de lifter simultanément deux ensembles

de variables E1 et E2 en une inégalité de couverture. Les inégalités générées par cet algorithme

peuvent avoir les deux formes suivantes :

∑
i∈C

xi +α
′ ∑

j∈E1

x j ≤|C | −1 (4.1)

∑
i∈C

xi +α1
∑

j∈E1

x j +α2
∑

j∈E2

x j ≤|C | −1 (4.2)

Sachant que les trois ensembles C , E1 et E2 sont triés selon l’ordre décroissant de leurs coeffi-

cients w j , tel que : wi ≤ wi+1, w j 1 ≤ w j 1+1 et w j 2 ≤ w j 2+1 pour C , E1 et E2 respectivement.

4.1.1 Principe de l’algorithme

Le principe de l’algorithme consiste à parcourir l’ensemble E1 et prendre un nombre de va-

riables, noté q1, pour les lifter. Puis à chaque itération de ce parcours voir si c’est possible (T1 ≤ c)

de parcourir le deuxième ensemble E2 et de prendre un nombre de variables, noté q2, et les lifter

à leur tour.

Nous choisissons p indices de la couverture minimale correspondant aux plus petits coefficients

w j et nous les fixons à un. La somme de ces coefficients w j est donnée par CΣ.

Nous commençons par choisir le premier élément j 1
1 de l’ensemble E1 et mettre la valeur de E 1

Σ

à w j 1
1

, E 1
# = 1, q1 = 1 et α

′ =∞ puis calculer le premier total T1 =CΣ+E 1
Σ :

Étape 1 : Si T1 ≤ d , alors p éléments de C et q1 éléments de { j 1
1 , ..., j 1

E 1
#
} ne forment pas une

couverture, donc, il existe le point faisable correspondant. Cependant la valeur du coefficient

α
′

doit être changée de sorte que ce point avec p et q1 éléments satisfont l’inégalité (4.1) à

égalité. Les valeurs de q1 et E 1
# sont incrémentées de 1.

Nous choisissons le premier élément j 2
1 de l’ensemble E2 et nous mettons la valeur de E 2

Σ à

a j 2
1

, E 2
# = 1, q2 = 1, α1 =α

′
et α2 =α

′
. Puis, nous calculons le deuxième totale T2 =CΣ+E 1

Σ+
E 2
Σ.

Étape 1.1 : Si T2 ≤ d , alors, p éléments de C , q1 éléments de { j 1
1 , ..., j 1

E 1
#
} et q2 éléments

de { j 2
1 , ..., j 2

E 2
#
} ne forment pas une couverture, donc, il existe le point faisable correspon-

dant, d’où, les valeurs des coefficientsα1 etα2 doivent être changées de sorte que ce point
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avec p, q1 et q2 éléments satisfont l’inégalité (4.2) à égalité. Les valeurs de q2 et E 2
# sont

incrémentées de 1.

Étape 1.2 : Sinon, si T2 > d , les p éléments de C , q1 éléments de { j 1
1 , ..., j 1

E 1
#
} et q2 éléments

de { j 2
1 , ..., j 2

E 2
#
} forment une couverture, donc, les coefficients du lifting α1 et α2 restent

inchangés (α1
E 1

# ,E 2
#
= α1

E 1
# ,E 2

#−1
, α2

E 1
# ,E 2

#
= α2

E 1
# ,E 2

#−1
). Maintenant, uniquement E 2

# sera incré-

menté de un.

Cette alternative sera répété jusqu’à ce que E 2
# soit égal à | E2 |.

Étape 2 : Sinon, si T1 > d , les p éléments de C et q1 éléments de { j 1
1 , ..., j 1

E 1
#
} forment une

couverture et donc le coefficient du lifting α
′

reste inchangé (α
′
p,E 1

#
=α

′
p,E 1

#−1
) et uniquement

E 1
# sera incrémenté de un.

Cette deuxième alternative sera répété jusqu’à ce que E 1
# soit égal à | E1 |.

Le processus en entier sera répété pour tout p ∈ {|C | −1, . . . ,0}. Lorsque nous terminons de dé-

rouler l’algorithme, nous maintenons les valeurs de α
′∗
p,E 1

#
, α1∗

E 1
# ,E 2

#
et α2∗

E 1
# ,E 2

#
qui correspondent aux

mi ni mump∈{0,1,...,|C |−1}{α
′
p,E 1

#
}, mi ni mump∈{0,1,...,|C |−1}{α1

E 1
# ,E 2

#
} et mi ni mump∈{0,1,...,|C |−1}{α2

E 1
# ,E 2

#
},

ces derniers représentent les coefficients du lifting simultanés optimaux de E 1
# et E 1

# +E 2
# variables

respectivement. Cependant, nous pouvons facilement générer l’inégalité maximale du lifting si-

multané en choisissant les inégalités qui ont la plus grande valeur de E 1
# et E 2

# pour α
′∗
p,E 1

#
, α1∗

E 1
# ,E 2

#
et

α2∗
E 1

# ,E 2
#

donnés respectivement.

4.1.2 Calcul des coefficients α1 et α2

Pour les inégalités de la forme (4.1), le coefficient α
′

se calcule comme suit :

α
′ = |C | −1−p

q1
(4.3)

Le calcul des coefficients α1 et α2, pour les inégalités de la forme (4.2), se fait de la manière sui-

vante :

Si T2 ≤ d , cela implique que CΣ+E 1
Σ ≤ d (resp : CΣ+E 2

Σ ≤ d), d’où, p éléments de C et q1 (resp : q2)

éléments de { j 1
1 , ..., j 1

E 1
#
} (resp : { j 2

1 , ..., j 2
E 2

#
}) ne forment pas une couverture, donc, il existe le point

faisable correspondant et la valeur du coefficient α1 (resp : α2) doit être changée de sorte que ce

point avec p et q1 (resp : q2) éléments satisfont l’inégalité (4.2) à égalité. Donc, nous avons :

α1 = |C | −1−p

q1
(4.4)

α2 = |C | −1−p

q2
(4.5)
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Par substitution dans l’inégalité (4.2), pour
∑
i∈C

xi = p,
∑

j∈E1

x j = q1 et
∑

j∈E2

x j = q2, nous aurons :

|C | −1−p

q1
×q1 + |C | −1−p

q2
×q2 = 2(|C | −1−p) >|C | −1−p

En multipliant les coefficients α1 et α2 par λ1 et λ2 respectivement, nous aurons :

α1 = |C | −1−p

q1
×λ1 (4.6)

α2 = |C | −1−p

q2
×λ2 (4.7)

où λ1,λ2 ∈]0,1[. Par substitution dans l’inégalité (4.2) :

|C | −1−p

q1
×λ1 ×q1 + |C | −1−p

q2
×λ2 ×q2 = (λ1 +λ2)(|C | −1−p)

Pour que l’inégalité (4.2) soit satisfaite à égalité nous devons avoir :

λ1 +λ2 = 1 (4.8)

Nous avons choisi de prendre :

• λ1 = q1
q1+q2

: Le taux des éléments de E1 pris dans N \C ;

• λ2 = q2
q1+q2

: Le taux des éléments de E2 pris dans N \C .

D’où :
α1 = |C |−1−p

q1
× q1

q1+q2
= |C |−1−p

q1+q2

α2 = |C |−1−p
q2

× q2
q1+q2

= |C |−1−p
q1+q2

⇒α1 =α2 = |C | −1−p

q1 +q2
(4.9)

4.1.3 Formes des inégalités générées

Puisque α1 = α2, alors les inégalités générées par l’algorithme 2 ont la forme (4.1) ou bien la

forme suivante :

∑
i∈C

xi +α
( ∑

j∈E1

x j +
∑

j∈E2

x j

)
≤|C | −1 (4.10)

où α=α1 =α2
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Algorithme 2 : Algorithme pour le lifting simultané de deux ensembles de variables

Données : Une contrainte du problème du sac a dos :
∑
j∈N

w j x j ≤ d .

Les ensembles de variables C , E1 et E2 (N \C = E1 ∪E2).

Résultats : Des inégalités de la forme (4.1) et (4.10)

p := |C |−1 ;

while p ≥ 0 do

CΣ :=
|C |∑

r=|C |−p+1
wir ; α

′
p,0 :=∞ ; q1 := 1 ; E 1

# := 1 ;

while E 1
# ≤ |E1| do

E 1
Σ :=

E 1
#∑

r=E 1
#−q1+1

w j 1
r

; T1 =CΣ+E 1
Σ ;

if T1 ≤ b then

α
′
p,E 1

#
:= |C |−1−p

q1
; q1 := q1 +1 ; αE 1

# ,0 :=α
′
p,E 1

#
;

q2 := 1 ; E 2
# := 1 ;

while E 2
# ≤ |E2| do

E 2
Σ :=

E 2
#∑

r=E 2
#−q2+1

w j 2
r

; T2 =CΣ+E 1
Σ+E 2

Σ ;

if T2 ≤ b then

αE 1
# ,E 2

#
:= |C |−1−p

q1+q2
; q2 := q2 +1 ;

else
αE 1

# ,E 2
#

:=αE 1
# ,E 2

#−1 ;

E 2
# := E 2

# +1 ;

else
α

′
p,E 1

#
:=α

′
p,E 1

#−1
;

E 1
# := E 1

# +1 ;

p := p −1 ;

Exemple 4.1. Considérons la contrainte du sac à dos suivante :

29x1 +29x2 +29x3 +28x4 +14x5 +14x6 +12x7 +5x8 +1x9 +1x10 +1x11 ≤ 90. (4.11)

Une couverture pour ce problème de sac à dos est C = {1,2,3,4}, parce que la somme des coeffi-

cients 29+29+29+28 = 115 est plus grande que le second membre de l’inégalité (4.11) (90). C’est
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également une couverture minimale, car si n’importe quel indice est enlevé de la couverture, celle-

ci n’est plus une couverture. Clairement, l’inégalité valide de couverture est x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 3.

Commençons par la couverture précédente, nous liftons simultanément toutes les autres variables

de l’ensemble N \ C , mais avant, nous allons d’abord partitioner cet ensemble en deux sous en-

sembles E1 et E2 avec E1 = {5,6,7,8} et E2 = {9,10,11}.

Nous commençons les itérations : nous fixons p à |C |−1 = 3 et CΣ est donné par la somme des

plus petits w j , CΣ = w2+w3+w4 = 29+29+28 = 86 et le coefficient de liftingα
′
3,0 est initialisé à ∞.

Dans l’étape principale, nous choisissons le premier indice dans l’ensemble E1 i.e. 5, fixer q1 = 1,

E 1
# = 1, la somme des coefficients de E1 est indiquée par E 1

Σ = w5 = 14 et T1 = CΣ+E 1
Σ = 86+14 =

100. Puisque le total est plus grand que le second membre de l’inégalité (4.11) (90),α
′
3,1 =α

′
3,0 =∞.

Dans la prochaine itération, q1 demeure sans changement, c-à-d, q1 = 1, E 1
# = 2, E 1

Σ = w6 = 14 et

T1 = CΣ+E 1
Σ = 86+14 = 100. Encore, le total est plus grand que c, ainsi, α

′
3,2 =∞. Incrémentons

E 1
# = 3, q1 = 1, E 1

Σ = w7 = 12 et T1 = 86+12 = 98 qui est plus grand que 90, donc, α
′
3,3 =∞. Dans

la prochaine itération, E 1
# = 4, q1 = 1 et E 1

Σ = w8 = 5, donc, T1 = 86+5 = 91 et encore α
′
3,4 =∞. Par

conséquent, quand p = 3, aucune variable peut être liftée de E1 et α
′
3,. =∞.

Passons à la prochaine itération, nous commençons par décrémenter le p. Maintenant, p = 2,

CΣ = w3+w4 = 57, q1 = 1, E 1
# = 1, E 1

Σ = w5 = 14 et T1 =CΣ+E 1
Σ = 57+14 = 71. Puisque 71 est inférieur

à 90, le coefficient de lifting est α
′
2,1 = 3−2

1 = 1. L’inégalité proposée avec E 1
# variables liftées peut

être écrite comme suit :

x1 +x2 +x3 +x4 +1x5 ≤ 3

Puisque T1 = 71 < 90, alors nous pouvons lifter des éléments de l’ensemble E2. Nous initia-

lisons α1,0 = α
′
2,1 = 1, puis, nous commençons à itérer la sous étape principale en choisissant le

premier indice dans l’ensemble E2 i.e. 9, fixer q2 = 1 et E 2
# = 1, la somme des coefficients de E2

est indiquée par E 2
Σ = w9 = 1 et T2 = CΣ+E 1

Σ+E 2
Σ = 71+ 1 = 72. Puisque 73 est inférieur à 90, le

coefficient du lifting est α1,1 = 3−2
1+1 = 1

2 . L’inégalité proposée avec E 1
# +E 2

# variables liftées peut être

écrite comme suit :

x1 +x2 +x3 +x4 + 1

2
(x5 +x9) ≤ 3

Puisque le total T2 est inférieur à 90, une variable en plus peut être additionnée dans l’ensemble

{ j 2
1 , . . . , j 2

E 2
#
} et donc, q2 et E 2

# sont incrémentés. Dans la deuxième itération, q2 = 2, E 2
# = 2, E 2

Σ =
w9 +w10 = 1+1 = 2 et T2 = 71+2 = 73. Encore, 73 est inférieur à 90, donc, le coefficient du lifting
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α1,2 = 3−2
1+2 = 1

3 et l’inégalité proposée est :

x1 +x2 +x3 +x4 + 1

3
(x5 +x9 +x10) ≤ 3.

Ensuite, q2 et E 2
# sont incrémentés à q2 = 3, E 2

# = 3, E 2
Σ = 1+1+1 = 3 et T2 = 71+3 = 74. Le total est

toujours inférieur à 90, d’où, α1,3 = 3−2
1+3 = 1

4 , et ainsi, l’inégalité proposée est :

x1 +x2 +x3 +x4 + 1

4
(x5 +x9 +x10 +x11) ≤ 3.

Nous retournons à l’étape principale, puisque, le total T1 est inférieur à 90, une variable en plus

peut être additionnée dans l’ensemble E 1
# , donc, q1 et { j 2

1 , . . . , j 2
E 1

#
} sont incrémentés : q1 = 2, E 1

# = 2,

E 1
Σ = w5 +w6 = 14+14 = 28 et T1 = 57+28 = 85. Encore, 85 est inférieur à 90, donc, le coefficient

du lifting α
′
2,2 = 3−2

2 = 1
2 et l’inégalité proposée est :

x1 +x2 +x3 +x4 + 1

2
(x5 +x6) ≤ 3.

Nous avons T1 = 85 < 90, donc, nous pouvons lifter des éléments de l’ensemble E2. Nous initia-

lisonsα2,0 =α
′
2,2 puis nous commençons à itérer la sous étape principale en choisissant le premier

indice dans l’ensemble E2 i.e. 9, fixer q2 = 1 et E 2
# = 1, la somme des coefficients de E2 est indiquée

par E 2
Σ = w9 = 1 et T2 = CΣ+E 1

Σ+E 2
Σ = 85+1 = 86. Puisque 86 est inférieur à 90, le coefficient du

lifting est α2,1 = 3−2
2+1 = 1

3 . L’inégalité proposée avec E 1
# +E 2

# variables liftées peut être écrite comme

suit :

x1 +x2 +x3 +x4 + 1

3
(x5 +x6 +x9) ≤ 3

Nous avons T2 est inférieur à 90, une variable en plus peut être additionnée dans l’ensemble E 2
# ,

donc, q2 et E 2
# sont incrémentés. Dans la deuxième itération, q2 = 2, E 2

# = 2, E 2
Σ = w9+w10 = 1+1 = 2

et T2 = 85+ 2 = 87. Encore, 87 est inférieur à 90, donc, le coefficient du lifting α2,2 = 3−2
2+2 = 1

4 et

l’inégalité proposée est :

x1 +x2 +x3 +x4 + 1

4
(x5 +x6 +x9 +x10) ≤ 3.

Nous incrémentons q2 et E 2
# à q2 = 3, E 2

# = 3, E 2
Σ = 1+ 1+ 1 = 3 et T2 = 85+ 3 = 88. Le total est

inférieur à 90, d’où, α2,3 = 3−2
2+3 = 1

5 et ainsi, l’inégalité proposée est :

x1 +x2 +x3 +x4 + 1

5
(x5 +x6 +x9 +x10 +x11) ≤ 3.
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Retournons à l’étape principale, nous avons le total T1 est inférieur à 90, donc, une variable en

plus peut être additionnée dans l’ensemble { j 1
1 , . . . , j 1

E 1
#
}, donc, q1 et E 1

# sont incrémentés q1 = 3,

E 1
# = 3, E 1

Σ = w5 +w6 +w7 = 14+14+12 = 40 et T1 = 57+40 = 97. Ici, le total est plus grand que 90,

par conséquent, α
′
2,3 =α

′
2,2 = 1

2 , ainsi, l’inégalité proposée est :

x1 +x2 +x3 +x4 + 1

2
(x5 +x6 +x7) ≤ 3

Maintenant, E 1
# s’incrémente à 4 et q1 reste égal à 3. Ceci indique que trois des quatre indices

peuvent être choisis. Donc, E 1
Σ est maintenant égal à w6+w7+w8 = 31, CΣ = 57 et T1 =CΣ+E 1

Σ = 88

qui est inférieur à 90. Ainsi, le nouveau coefficient du lifting est α
′
2,4 = 3−2

3 = 1
3 , par conséquent,

l’inégalité proposée est :

x1 +x2 +x3 +x4 + 1

3
(x5 +x6 +x7 +x8) ≤ 3,

Le total T1 = 88 < 90, donc, nous pouvons lifter des éléments de l’ensemble E2. Nous initiali-

sons α4,0 = α
′
2,4 = 1

3 , puis, nous commençons par itérer la sous étape principale en choisissant le

premier indice dans l’ensemble E2 i.e. 9, puis fixer q2 = 1 et E 2
# = 1, la somme des coefficients de

E2 est indiquée par E 2
Σ = w9 = 1 et T2 =CΣ+E 1

Σ+E 2
Σ = 88+1 = 89, d’où, le coefficient du lifting est

α4,1 = 3−2
3+1 = 1

4 . L’inégalité proposée avec E 1
# +E 2

# variables liftées peut être écrite comme suit :

x1 +x2 +x3 +x4 + 1

4
(x5 +x6 +x7 +x8 +x9) ≤ 3

Nous avons T2 est égal à 89, une variable en plus peut être additionnée dans l’ensemble E 2
# , donc,

q2 et E 2
# sont incrémentés q2 = 2, E 2

# = 2, E 2
Σ = w9+w10 = 1+1 = 2 et T2 = 88+2 = 90. Ici, le total est

égal à 90, par conséquent, le coefficient du lifting α4,2 = 3−2
3+2 = 1

5 et l’inégalité proposée est :

x1 +x2 +x3 +x4 + 1

5
(x5 +x6 +x7 +x8 +x9 +x10) ≤ 3.

Nous incrémentons q2 et E 2
# à q2 = 3, E 2

# = 3, E 2
Σ = 1+ 1+ 1 = 3 et T2 = 88+ 3 = 91. Le total est

supérieur à 90, d’où, α4,3 =α4,2 = 1
5 , ainsi, l’inégalité proposée est :

x1 +x2 +x3 +x4 + 1

5
(x5 +x6 +x7 +x8 +x9 +x10 +x11) ≤ 3.

Pour ne pas alourdir l’exemple, nous allons résumer les résultats du déroulement dans les ta-

bleaux 4.1, 4.2 et 4.3. Les valeurs de α
′
p,E 1

#
et αE 1

# ,E 2
#

générées par la l’algorithme 2 sont résumées

dans les tableaux 4.4 et 4.5.
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E
1 #

E
2 #

q
2

E
2 Σ

T
2

α
in

ég
al

it
é E

1
in

ég
al

it
é E

1
∪E

2

q
1
=

1
α

′ 2,
1
=

1
1

1
1

72
1 2

4 ∑ i=
1

x i
+(

1/
2)

(x
5
+1

x 9
)≤

3

w
5

E
1 Σ
=

14
2

2
2

73
1 3

4 ∑ i=
1

x i
+1

x 5
≤

3
4 ∑ i=

1
x i

+(
1/

3)
(x

5
+x

9
+x

10
)≤

3

T
1
=

71
3

3
3

74
1 4

4 ∑ i=
1

x i
+(

1/
4)

(x
5
+x

9
+x

10
+x

11
)≤

3

q
1
=

2
α

′ 2,
2
=

1 2
1

1
1

86
1 3

4 ∑ i=
1

x i
+(

1/
3)

(x
5
+x

6
+x

9
)≤

3

w
5

,w
6

E
1 Σ
=

28
2

2
2

87
1 4

4 ∑ i=
1

x i
+

1 2
(x

5
+x

6
)≤

3
4 ∑ i=

1
x i

+(
1/

4)
(x

5
+x

6
+x

9
+x

10
)≤

3

T
1
=

85
3

3
3

88
1 5

4 ∑ i=
1

x i
+(

1/
5)

(x
5
+x

6
+x

9
+x

10
+x

11
)≤

3

q
1
=

3
α

′ 2,
3
=

1 2
-

-
-

–
–

—
—

w
5

,w
6

E
1 Σ
=

40
-

-
-

–
–

4 ∑ i=
1

x i
+

1 2

7 ∑ i=
5

x i
≤

3
—

—

w
7

T
1
=

97
-

-
-

–
–

—
—

q
1
=

3
α

′ 2,
4
=

1 3
1

1
1

89
1 4

4 ∑ i=
1

x i
+(

1/
4)

(x
5
+x

6
+x

7
+x

8
+x

9
)≤

3

w
6

,w
7

E
1 Σ
=

31
2

2
2

90
1 5

4 ∑ i=
1

x i
+

1 3

8 ∑ i=
5

x i
≤

3
4 ∑ i=

1
x i

+(
1/

5)
(x

5
+x

6
+x

7
+x

8
+x

9
+x

10
)≤

3

w
8

T
1
=

88
3

3
3

91
1 5

4 ∑ i=
1

x i
+(

1/
5)

(x
5
+x

6
+x

7
+x

8
+x

9
+x

10
+x

11
)≤

3

T
A

B
.4

.1
:L
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ré

su
lt

at
s

d
u

d
ér

o
u

le
m

en
td

e
l’e

xe
m

p
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4.
1

p
o

u
r

p
=

2
et

C
Σ
=

57
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E
1#

E
2#

q
2

E
2Σ

T
2

α
in

égalité
E

1
in

égalité
E

1 ∪
E

2

q
1 =

1
α

′1,1 =
2

1
1

1
43

1
4∑i=

1
x

i +
1x

5 +
1x

9 ≤
3

w
5

E
1Σ =

14
2

2
2

44
23

4∑i=
1

x
i +

2x
5 ≤

3
4∑i=

1
x

i +
(2/3)(x

5 +
x

9 +
x

10 )≤
3

T
1 =

42
3

3
3

45
12

4∑i=
1

x
i +

(1/2)(x
5 +

x
9 +

x
10 +

x
11 )≤

3

q
1 =

2
α

′1,2 =
1

1
1

1
57

23

4∑i=
1

x
i +

(2/3)(x
5 +

x
6 +

x
9 )≤

3

w
5 ,w

6
E

1Σ =
28

2
2

2
58

12

4∑i=
1

x
i +

1x
5 +

1x
6 ≤

3
4∑i=

1
x

i +
(1/2)(x

5 +
x

6 +
x

9 +
x

10 )≤
3

T
1 =

56
3

3
3

59
25

4∑i=
1

x
i +

(2/5)(x
5 +

x
6 +

x
9 +

x
10 +

x
11 )≤

3

q
1 =

3
α

′1,3 =
23

1
1

1
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12

4∑i=
1

x
i +

(1/2)(x
5 +

x
6 +

x
7 +

x
9 )≤

3

w
5 ,w

6
E

1Σ =
40

2
2

2
70

25

4∑i=
1

x
i +

23

7∑i=
5

x
i ≤

3
4∑i=

1
x

i +
(2/5)(x

5 +
x

6 +
x

7 +
x

9 +
x

10 )≤
3

w
7

T
1 =
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3

3
3
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13

4∑i=
1

x
i +

(1/3)(x
5 +

x
6 +

x
7 +

x
9 +

x
10 +

x
11 )≤

3

q
1 =

4
α

′1,3 =
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1
1

1
74
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4∑i=
1

x
i +

(2/5)(x
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x
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x
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x
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x
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3

w
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2
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x
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5

x
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E
1 #

E
2 #

q
2

E
2 Σ

T
2

α
in

ég
al

it
é E

1
in

ég
al

it
é E

1
∪E

2

q
1
=

1
α

′ 1,
1
=

3
1

1
1

15
3 2

4 ∑ i=
1

x i
+

3 2
(x

5
+x

9
)≤

3

w
5

E
1 Σ
=

14
2

2
2
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p = 3 p = 2 p = 1 p = 0

E 1
# q1 α

′
3,E 1

#
q1 α

′
2,E 1

#
q1 α

′
1,E 1

#
q1 α

′
0,E 1

#
minα∗

p,E 1
#

1 1 ∞ 1 1 1 2 1 3 1

2 1 ∞ 2 1
2 2 1 2 3

2
1
2

3 1 ∞ 3 1
2 3 2

3 3 1 1
2

4 1 ∞ 3 1
2 4 1

2 4 3
4

1
3

TAB. 4.4: Les valeurs de α
′
p,E 1

#
générées par l’algorithme 2

p p = 2 p = 1 p = 0
HHH

HHE 2
#

E 1
# 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 minα∗

E 1
# ,E 2

#

1 1
2

1
3 - 1

4 1 2
3

1
2

2
5

3
2 1 1

2
3
4

1
4

2 1
3

1
4 - 1

5
2
3

1
2

2
5

1
3 1 3

4
2
5

3
5

1
5

3 1
4

1
5 - 1

5
1
2

2
5

1
3

2
7

3
4

3
5

1
3

1
2

1
5

TAB. 4.5: Les valeurs de αE 1
# ,E 2

#
générées par l’algorithme 2

L’algorithme 2 génère des inégalités dont plusieurs sont dominées par d’autres inégalités. Par

exemple, l’inégalité x1 + x2 + x3 + x4 + 1
5 (x5 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10) ≤ 3 est dominée par l’inégalité

x1+x2+x3+x4+ 1
5 (x5+x6+x7+x8+x9+x10+x11) ≤ 3. Ainsi, les inégalités non-dominées sont les

inégalités ayant le plus grand nombre de variables pour des valeurs perticulières de α et α
′
. Dans

cet exemple, il y a trois inégalités non-dominées :

x1 +x2 +x3 +x4 +1(x5) ≤ 3 (4.12)

x1 +x2 +x3 +x4 + 1

2
(x5 +x6 +x7) ≤ 3 (4.13)

x1 +x2 +x3 +x4 + 1

5
(x5 +x6 +x7 +x8 +x9 +x10 +x11) ≤ 3 (4.14)

• L’inégalité (4.12) correspond au minimum des α
′
p,E 1

#
= 1 dans le tableau 4.4, pour E 1

# = 1,

p = 2 et q1 = 1.

• L’inégalité (4.13) correspond au minimum des α
′
p,E 1

#
= 1

2 dans le tableau 4.4, pour E 1
# = 3,

p = 2 et q1 = 2.

• L’inégalité (4.14) correspond au minimum des αE 1
# ,E 2

#
= 1

5 dans le tableau 4.5, pour E 1
# = 4,

E 2
# = 3, p = 2 ,q1 = 3 et q2 = 2.

De l’exemple ci-dessus, il est clair que l’algorithme 2 génère des inégalités liftées maximales

fortes.
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Les inégalités (4.12), (4.13) et (4.14) représentent des facettes, car nous pouvons exhiber 11

points affinement indépendants pour chacune d’elles qui seront représentés par les matrices A1,

A2 et A3 respectivement. Chaque point est représenté par une colonne. Pour les trois matrices, les

quatre premiers points affinement indépendants sont obtenus à partir de la couverture minimale

{1,2,3,4}, les autres points sont obtenus de la manière suivante :

¦ Dans la première inégalité (4.12), nous avons E 1
# = 1, q1 = 1, p = 2 et α

′
2,1 = 1. Le cinquième

point (0,0,1,1,1,0,0,0,0,0,0) est obtenu en choisissant les deux indices les plus grands dans

C et un indice de { j 1
1 , . . . , j 1

E 1
#
}, à savoir ; j 1

1 . Les six autres points sont obtenus en choisissant

les deux indices les plus grands dans C et un indice de { j 1
1 , . . . , j 1

E 1
#
}, à savoir ; j 1

1 , et un autre

indice de ce qui reste des indices (N \ (C ∪ { j 1
1 })). Ces points sont affinement indépendants.

A1 =



0 1 1 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0 1
0 0 0 0

0
00 0 I
0
0
0



TAB. 4.6: Les points affinement indépendants pour E 1
# = 1, q1 = 1, p = 2 et α

′
2,1 = 1

¦ Pour la deuxième inégalité (4.13), E 1
# = 3, q1 = 2, p = 2 et α

′
2,3 = 1

2 . Trois points sont obtenus

par une permutation cyclique de la combinaison p = 2, q1 = 2 et E 1
# = 3 qui veut dire que

deux indices parmi trois indices de { j 1
1 , . . . , j 1

E 1
#
} sont sélectionnés. Les quatre derniers points

sont obtenus en choisissant les deux indices les plus grands dans C , deux indices les plus

grand dans { j 1
1 , . . . , j 1

E 1
#
} et un autre indice de ce qui reste des indices (N \ (C ∪ { j 1

1 , . . . , j 1
E 1

#
})).

Ces points sont affinement indépendants.

¦ La troisième inégalité (4.14), E 1
# = 4, E 2

# = 3, p = 2, q1 = 3, q2 = 2 et α4,3 = 1
5 . Trois points sont

obtenus en choisissant les deux plus grands indices dans C , les trois plus grands indices

dans E2 et deux indices dans E1 obtenus par une permutation cyclique parmi les trois plus

grands indices dans E1({ j 1
E 1

#−q1+1
, . . . , j 1

E 1
#
}). Le prochain point est obtenu en choisissant les

deux plus grand indices dans C et les trois plus grand indices dans E2 et le premier et le

dernier élément dans E1. Les trois points qui reste sont obtenus en choisissant les deux plus

grand indices dans C et les trois plus grand indices dans E1 et deux indices de E2 obtenus

par une permutation cyclique parmi les trois plus grand indices dans E2({ j 2
E 2

#−q2+1
, . . . , j 2

E 2
#
}).

Ces points sont affinement indépendants.
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A2 =



0 1 1 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0 1

0 1 1 0 0 0 0
1 0 1
1 1 0 10
0 I



TAB. 4.7: Les points affinement indépen-

dants pour E 1
# = 3, p = 2, q1 = 2 et α

′
2,3 = 1

2

A3 =



0 1 1 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0 1

0 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0 10 1 1 0 1

0 1 1
1 0 11 1 1 0



TAB. 4.8: Les points affinement indépen-

dants pour E 1
# = 4, E 2

# = 3, p = 3, q1 = 3,
q2 = 2 et α4,3 = 1

5

4.1.3.1 Justification de l’algorithme

Dans le théorème suivant, nous allons établir les conditions nécessaires pour que les inégalités

non dominées générées par l’algorithme 2 soient des facettes pour le polytope du sac à dos.

Théorème 4.1. Toute inégalité non dominée générée par l’algorithme 2 définit une facette sur

PC∪E1∪E2 si les conditions suivantes sont satisfaites.

i ) L’inégalité domine une autre inégalité générée par l’algorithme 2 ;

i i ) Si E 1
# −q1 ≥ 1 alors

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪ { j 1
1 , j 1

|E1|−q1+3, . . . , j 1
|E1|}∪ { j 2

|E2|−q2+1, . . . , j 2
|E2|}

n’est pas une couverture ;

i i i ) Si E 2
# −q2 ≥ 2 alors

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪ { j 1
|E1|−q1+1, . . . , j 1

|E1|}∪ { j 2
1 , j 2

|E2|−q2+2, . . . , j 2
|E2|}

n’est pas une couverture ;

i v) Si E E 2
# 6= E2, alors αE 1

# ,E 2
#
>αE 1

# ,E 2
#+1.

Preuve. Nous allons démontrer que les inégalités de la forme (4.10) générées par l’algorithme 2

et qui vérifient les conditions du théorème 4.1 sont des facettes.

Dans cette démonstration, nous allons utiliser la technique de la preuve directe de facettes, i.e.

nous allons montrer que la dimension des faces définies par les inégalités non-dominées générées

par l’algorithme 2 est di m(P )−1
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Les inégalités générées par l’algorithme 2 sont valides car ce dernier vérifie chaque point qui

peut les rendre invalides.

Il est clair que la dimension de conv(PC∪E1∪E2 ) est |C | + |E1| + |E2| car l’origine ne satisfait pas

toute inégalité de couverture simultanément liftée à égalité. Ainsi, d’après le théorème 2.1, la di-

mension de la face induite par toute inégalité :∑
i∈C

xi +αE 1
# ,E 2

#
(

∑
j∈E E1

#

x j +
∑

j∈E E2
#

x j ) ≤ |C |−1 (4.15)

générée par l’algorithme 2 peut être au plus |C |+ |E1|+ |E2|−1.

Les |C |+ |E1|+ |E2| points affinement indépendants sont déterminés comme suit :

• L’algorithme 2 exige que C soit minimal et ainsi le point
∑

i∈C \{h}
ei est faisable et satisfait

l’inégalité 4.15 à égalité, pour chaque h ∈C . D’où, nous avons |C | points.

• Puisque l’inégalité (4.15) domine au moins une inégalité, donc αE 1
# ,E 2

#−1 =αE 1
# ,E 2

#
. Par consé-

quent, le point : ∑
i∈Cp

ei +
∑

j∈E
E1

#
q1

e j +
∑

j∈E
E2

#−1
q2

e j

est faisable. Puisque l’ensemble E2 est trié, les points :∑
i∈Cp

ei +
∑

j∈E
E1

#
q1

e j +
∑

j∈E
E2

#
q2+1\{k}

e j

sont faisables pour tout k ∈ E
E 2

#
q2+1. Nous obtenons q2 +1 points.

• De plus, si l’inégalité (4.15) domine une autre inégalité, l’ensemble :

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪ { j 1
|E1|−q1+1, . . . , j 1

|E1|}∪ { j 2
|E2|−q2−x , . . . , j 2

|E2|−x}

est une couverture minimale. D’où, l’ensemble :

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪ { j 1
|E1|−q1+1, . . . , j 1

|E1|}∪ { j 2
|E2|−q2−x , . . . , j 2

|E2|−x} \ {l }

où, l ∈ L1 = { j 1
|E1|−q1+1, . . . , j 1

|E1|} et x ∈ {1, . . . , q2 −1}, n’est pas une couverture minimale. Par

conséquent, les points : ∑
i∈Cp

ei +
∑

j∈E
E1

#
q1

\{l }

e j +
∑

j∈E
E2

#
q2+1

ek

sont faisables. D’où, nous obtenons q1 points.
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• Par hypothèse, si E 1
# −q1 ≥ 1, alors :

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪ { j 1
1 , j 1

|E1|−q1+3, . . . , j 1
|E1|}∪ { j 2

|E2|−q2+1, . . . , j|E2|}

n’est pas une couverture et puisque l’inégalité (4.15) domine une autre inégalité, alors les

points : ∑
i∈Cp

ei +el +
∑

j∈E
E1

#
q1−2

e j +
∑

j∈E
E2

#
q2+1

e j

où, l = 1, . . . ,E 1
# −q1, sont faisables. Donc, nous aurons E 1

# −q1 points.

• Par hypothèse, nous avons, si E 2
# −q2 ≥ 2, alors :

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪ { j 1
|E1|−q1+1, . . . , j 1

|E1|}∪ { j 2
1 , j 2

|E2|−q2+2, . . . , j 2
|E2|}

n’est pas une couverture. D’où, les points :

∑
i∈Cp

ei +
∑

j∈E
E1

#
q1

e j +el +
∑

j∈E
E2

#
q2−1

e j

où, l = 1, . . . ,E 2
# −q2 −1, sont faisables. Ainsi, nous obtenons E 2

# −q2 −1 points.

• Si E E 2
# 6= E2 et αE 1

# ,E 2
#
> αE 1

# ,E 2
#+1, alors l’algorithme 2 change la valeur de αE 1

# ,E 2
#

pendant la

(p,E 1
# ,E 2

# +1)ème itération itération. Par conséquent, le point :

∑
i∈Cp

ei +
∑

j∈E
E1

#
q1

e j +
∑

j∈E
E2

#+1

q2+1

e j

est faisable. Ainsi, les points :

∑
i∈Cp

ei +
∑

j∈E
E1

#
q1

e j +
∑

j∈E
E2

#
q2

e j +el

sont faisables pour tout l ∈ E2 \ E E 2
# . D’où, nous aurons E2 \ E E 2

# points.

Il est clair que ces points sont affinement indépendants, car la matrice de ces points comporte des

sous matrices cycliquement permutées avec un seul zéro sur ces permutations. De plus, la matrice

comporte aussi des lignes qui ont un seul un.
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4.1.3.2 Complexité

La compléxité de l’algorithme 2 est donnée par le théorème suivant :

Théorème 4.2. La complexité de l’algorithme 2 est de l’ordre de :

O(|C ||E1||E2|+ |C | log |C |+ |E1| log |E1|+ |E2| log |E2|)

Preuve. Nous avons trois ensembles principaux, C ( une couverture minimale), E1 et E2 (E1∪E2 =
N \C ), ces ensembles sont triés dans un ordre décroissant de leurs coefficients w j . La complexité

de cette procédure (le trie) est de l’ordre de O(|C | log |C |), O(|E1| log |E1|) et O(|E2| log |E2|), respec-

tivement.

L’algorithme prend un nombre constant p d’indices de la couverture minimale C et itère pour

tous les indices : 1, . . . , |E1|. Dans chaque iteration et pour chacun de ces indices, l’algorithme itère

pour tous les indices : 1, . . . , |E2|, d’où, ces deux boucles imbriquées sont de l’ordre de O(|E1||E2|).

Ces itérations sont alors répétées pour les valeurs variables de p, qui peuvent avoir un nombre

maximum de |C |. Nous pouvons clairement voir que la complexité des trois boucles imbriquées

est de l’ordre de O(|C ||E1||E2|).

Ainsi, l’algorithme 2 est de l’ordre de O(|C ||E1||E2|+ |C | log |C |+ |E1| log |E1|+ |E2| log |E2|).

4.2 Comparaison

Nous allons effectuer une comparaison entre l’algorithme 2 et MSLA , celle-ci est basée sur le

déroulement d’un exemple.

Exemple 4.2. Soit la contrainte du sac à dos suivante :

29x1 +29x2 +27x3 +25x4 +14x5 +14x6 +12x7 +11x8 +11x9 +9x10 +9x11 ≤ 90. (4.16)

La couverture de cette instance est C = {1,2,3,4} parce que la somme des coefficients 29+
29+27+25 = 110 est plus grande que le second membre de l’inégalité (4.16) : (39). C’est également

une couverture minimale, alors l’inégalité minimale de couverture est x1+x2+x3+x4 ≤ 3. D’abord,

nous allons partitioner l’ensemble N \C en :

• Pour MSLA : E = {5,6,7,8,9,10,11} ;
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• Pour l’algorithme 2 : E1 = {5,6,7,8} et E2 = {9,10,11}.

Les résultats du déroulement des algorithmes MSLA et algorithme 2 sont résumés dans les

tableaux 4.9, 4.10 et 4.11 :

p = 3 p = 2 p = 1 p = 0

E# q α
′
3,E#

q α
′
2,E#

q α
′
1,E#

q α
′
0,E#

minα∗
E#

1 1 ∞ 1 1 1 2 1 3 1

2 1 ∞ 2 1
2 2 1 2 3

2
1
2

3 1 ∞ 3 1
2 3 2

3 3 1 1
2

4 1 ∞ 3 1
3 4 1

2 4 3
4

1
3

5 1 ∞ 4 1
3 5 2

5 5 3
5

1
3

6 1 0 4 1
3 6 2

5 6 1
2 0

7 1 0 4 1
3 6 2

5 7 3
7 0

TAB. 4.9: Résultats générés par MSLA

p = 3 p = 2 p = 1 p = 0

E 1
# q α

′
3,E 1

#
q α

′
2,E 1

#
q α

′
1,E 1

#
q α

′
0,E 1

#
minα∗

p,E 1
#

1 1 ∞ 1 1 1 2 1 3 1

2 1 ∞ 2 1
2 2 1 2 3

2
1
2

3 1 ∞ 3 1
2 3 2

3 3 1 1
2

4 1 ∞ 3 1
3 4 1

2 4 3
4

1
3

TAB. 4.10: Les valeurs de α
′
p,E 1

#
générées par l’algorithme 2

p = 2 p = 1 p = 0
HH

HHHE 2
#

E 1
# 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 minα∗

E 1
# ,E 2

#

1 1
2

1
2 - 1

3 1 2
3

1
2

2
5

3
2 1 3

4
3
5

1
3

2 1
3

1
3 - 1

3
2
3

1
2

2
5

2
5 1 3

4
3
5

1
2

1
3

3 1
3

1
3 - 1

3
1
2

2
5

2
5

2
5

3
4

3
5

1
2

3
7

1
3

TAB. 4.11: Les valeurs de αE 1
# ,E 2

#
générées par l’algorithme 2

Remarque 4.1. Dans le tableau 4.12 suivant nous avons toutes les inégalités non-dominées géné-

rées par MSLA et l’algorithme 2 qui représentent des facettes.
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MSLA l’algorithme 2
4∑

i=1
xi +1x5 ≤ 3

4∑
i=1

xi +1x5 ≤ 3

4∑
i=1

xi +
1

2
(x5 +x6 +x7) ≤ 3

4∑
i=1

xi +
1

2
(x5 +x6 +x7) ≤ 3

4∑
i=1

xi +
1

3
(x5 +x6 +x7 +x8 +x9) ≤ 3

4∑
i=1

xi +
1

3
(x5 +x6 +x7 +x8 +x9 +x10 +x11) ≤ 3

TAB. 4.12: Les inégalités générées par MSLA et l’algorithme 2

Nous remarquons que l’algorithme 2 génère l’inégalité :

x1 +x2 +x3 +x4 + 1

3
(x5 +x6 +x7 +x8 +x9 +x10 +x11) ≤ 3

qui domine l’inégalité générée par MSLA :

x1 +x2 +x3 +x4 + 1

3
(x5 +x6 +x7 +x8 +x9) ≤ 3

D’après cet exemple, nous remarquons que contrairement à MSLA, l’algorithme 2 permet de

générer des inégalités non-dominées maximales même si les coefficients w j des indices apparte-

nants à l’ensemble N \ C sont inférieurs, ou égaux, à d −
|C |∑
j=2

w j , à condition que, ces coefficients

n’appartiennent pas à l’ensemble E1 (il peuvent appartenir à l’ensemble E2).

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé un algorithme (algorithme 2) qui permet de lifter

simultanément deux ensembles de variables en une inégalité de couverture pour le problème

du sac à dos binaire. Les inégalités générées par cet algorithme sont valides et d’une grande

dimension. Nous avons également énoncé les conditions nécessaires pour que les inégalités

non-dominées qu’il génère soient des facettes pour P . Par la suite, nous avons effectué une

comparaison, basée sur le déroulement d’un exemple, entre cet algorithme et MSLA.

Est ce qu’il est possible de généraliser le lifting simultané sur plusieurs ensembles de

variables ?
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L’
objectif de ce chapitre est de généraliser le lifting simultané sur plusieurs ensembles de va-
riables en une inégalité de couverture pour le problème du sac à dos binaire. D’abord, nous
commençons par développer un algorithme qui permet de lifter simultanément trois en-

sembles de variables en une inégalité de couverture, puis, nous énonçons les conditions nécessaires
pour que les inégalités non-dominées générées par cet algorithme soient des facettes pour le poly-
tope du problème de sac à dos. Nous terminons par une proposition de la généralisation du lifting
simultané sur plusieurs ensembles de variables en développant un algorithme qui permet de lifter
simultanément plusieurs ensembles de variables en une inégalité de couverture en y introduisant les
conditions nécessaires pour que les inégalités non-dominées générées par cet algorithme soient des
facettes pour le polytope du problème de sac à dos.
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5.1 Lifting simultané de trois ensembles de variables

Pour le lifting simultané de trois ensembles de variables E1, E2 et E3, nous allons opérer de

la même manière que pour le lifting simultané de deux ensembles de variables présenté dans le

chapitre précédent, puis, développer un algorithme qui permet de lifter simultanément trois en-

sembles de variables en une inégalité de couverture pour le problème du sac à dos binaire. Les

inégalités générées par cet algorithme peuvent avoir les formes (4.1), (4.10) et la forme suivante :

∑
i∈C

xi +α1
∑

j∈E1

x j +α2
∑

j∈E2

x j +α3
∑

j∈E3

x j ≤|C | −1 (5.1)

Sachant que les quatre ensembles C , E1, E2 et E3 sont triés selon un ordre décroissant de leurs

coefficients w j tels que : wi ≤ wi+1, w j 1 ≤ w j 1+1, w j 2 ≤ w j 2+1 et w j 3 ≤ w j 3+1 pour C , E1, E2 et E3

respectivement.

5.1.1 Principe de l’algorithme

Nous suivons le même principe que l’algorithme 2 i.e. parcourir l’ensemble E1 et prendre un

nombre de variables, noté q1, pour les lifter. Puis et à chaque itération de ce parcours voir si c’est

possible (T1 ≤ d) de parcourir l’ensemble E2 et de prendre un nombre de variables, noté q2, et les

lifter à leurs tour. Dans l’algorithme 3 nous opérons de la même manière et à chaque itération du

parcours de l’ensemble E2 nous testons si c’est possible (T2 ≤ d) de parcourir l’ensemble E3 et de

prendre un nombre de variables, noté q3, pour les lifter. Pour éviter la répétition, nous décrivons

uniquement l’étape où nous parcourons le troisième ensemble E3 que nous rajoutons à l’étape 1.1

présentée dans la section 4.1.1.

Nous choisissons le premier élément j 3
1 de l’ensemble E3, et nous mettons la valeur de E 3

Σ à w j 3
1

,

E 3
# = 1, q3 = 1 et α1 =α2 =α3 =α

′
. Nous calculons le troisième total T3 =CΣ+E 1

Σ+E 2
Σ+E 3

Σ :

Étape 1.1.1 : Si T3 ≤ d , alors p éléments de C , q1 éléments de { j 1
1 , ..., j 1

E 1
#
}, q2 élé-

ments de { j 2
1 , ..., j 2

E 2
#
} et q3 éléments de { j 3

1 , ..., j 3
E 3

#
} ne forment pas une couverture,

donc il existe le point faisable correspondant et les valeurs des coefficients α1, α2 et

α3 doivent être changées de sorte que ce point avec p, q1, q2 et q3 éléments satisfait

l’inégalité (5.1) à égalité. Les valeurs de q3 et E 3
# sont incrémentées de 1.

Étape 1.1.2 : Si T3 > d , alors les p éléments de C , q1 éléments de { j 1
1 , ..., j 1

E 1
#
}, q2

éléments de { j 2
1 , ..., j 2

E 2
#
} et q3 éléments de { j 3

1 , ..., j 3
E 3

#
} forment une couverture et donc

les coefficients du lifting α1, α2 et α3 restent inchangés (α1
E 2

# ,E 3
#
= α1

E 2
# ,E 3

#−1
, α2

E 2
# ,E 3

#
=
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α2
E 2

# ,E 3
#−1

et α3
E 2

# ,E 3
#
= α3

E 2
# ,E 3

#−1
). Par conséquent, uniquement E 3

# sera incrémenter de

1.

Cette alternative sera répétée jusqu’à ce que E 3
# soit égal à | E3 |.

5.1.2 Calcul des coefficients α1, α2 et α3

Le calcul des coefficients α1, α2 et α3 pour les inégalités de la forme (5.1), se fait de la manière

suivante :

Si T3 ≤ d , cela implique que : CΣ+E 1
Σ ≤ d (resp : CΣ+E 2

Σ ≤ d , CΣ+E 3
Σ ≤ d), alors p éléments

de C , q1 (resp : q2, q3) éléments de { j 1
1 , ..., j 1

E 1
#
} (resp : { j 2

1 , ..., j 2
E 2

#
}, { j 3

1 , ..., j 3
E 3

#
}) ne forment pas une

couverture, donc il existe le point faisable correspondant. Cependant la valeur du coefficient α1

(resp : α2, α3) doit être changée de sorte que ce point avec p et q1 (resp : q2, q3) éléments satisfait

l’inégalité (5.1) à égalité. Donc, nous avons :

α1 = |C | −1−p

q1
(5.2)

α2 = |C | −1−p

q2
(5.3)

α3 = |C | −1−p

q3
(5.4)

Par substitution dans l’inégalité (5.1), pour
∑
i∈C

xi = p,
∑

j∈E1

x j = q1,
∑

j∈E2

x j = q2 et
∑

j∈E3

x j = q3,

nous aurons :

|C | −1−p

q1
×q1 + |C | −1−p

q2
×q2 + |C | −1−p

q3
×q3 = 3(|C | −1−p) >|C | −1−p |C | −1

En multipliant les coefficients α1, α2 et α3 par λ1, λ2 et λ3 respectivement, nous aurons :

α1 = |C | −1−p

q1
×λ1 (5.5)

α2 = |C | −1−p

q2
×λ2 (5.6)

α3 = |C | −1−p

q3
×λ3 (5.7)
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où, λ1,λ2,λ3 ∈]0,1[ et par substitution dans l’inégalité (5.1) :

|C | −1−p

q1
×λ1 ×q1 + |C | −1−p

q2
×λ2 ×q2 + |C | −1−p

q3
×λ3 ×q3 = (λ1 +λ2 +λ3)(|C | −1−p)

Pour que l’inégalité (5.1) soit satisfaite à égalité, nous devons avoir :

λ1 +λ2 +λ3 = 1 (5.8)

Nous avons choisi de prendre :

• λ1 = q1
q1+q2+q3

: Le taux des éléments de E1 pris dans N \C .

• λ2 = q2
q1+q2+q3

: Le taux des éléments de E2 pris dans N \C .

• λ3 = q3
q1+q2+q3

: Le taux des éléments de E3 pris dans N \C .

D’où :

α1 = |C |−1−p
q1

× q1
q1+q2+q3

= |C |−1−p
q1+q2+q3

α2 = |C |−1−p
q2

× q2
q1+q2+q3

= |C |−1−p
q1+q2+q3

α3 = |C |−1−p
q3

× q3
q1+q2+q3

= |C |−1−p
q1+q2+q3


⇒α1 =α2 =α3 = |C | −1−p

q1 +q2 +q3
(5.9)

5.1.3 Formes des inégalités générées

Puisque α1 = α2 = α3, alors les inégalités générées par l’algorithme 3 sont de la forme (4.1),

(4.10) ou bien la forme suivante :

∑
i∈C

xi +β
( ∑

j∈E1

x j +
∑

j∈E2

x j +
∑

j∈E3

x j

)
≤|C | −1 (5.10)

où, β=α1 =α2 =α3
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Algorithme 3 : Algorithme pour le lifting simultané de trois ensembles de variables

Données : Une contrainte du problème du sac a dos :
∑
j∈N

w j x j ≤ d .

Les ensembles de variables C , E1,E2 et E3 (N \C = E1 ∪E2 ∪E3).

Résultats : Des inégalités de la forme (4.1), (4.10) et (5.10)

p := |C |−1 ;
while p ≥ 0 do

CΣ :=∑|C |
r=|C |−p+1 wir ; α

′
p,0 :=∞ ; q1 := 1 ; E 1

# := 1 ;

while E 1
# ≤ |E1| do

E 1
Σ :=∑E 1

#

r=E 1
#−q1+1

w j 1
r

; T1 =CΣ+E 1
Σ ;

if T1 ≤ c then

α
′
p,E 1

#
:= |C |−1−p

q1
; q1 := q1 +1 ; αE 1

# ,0 :=α
′
p,E 1

#
q2 := 1 ; E 2

# := 1 ;

while E 2
# ≤ |E2| do

E 2
Σ :=∑E 2

#

r=E 2
#−q2+1

w j 2
r

; T2 =CΣ+E 1
Σ+E 2

Σ ;

if T2 ≤ c then

αE 1
# ,E 2

#
:= |C |−1−p

q1+q2
; q2 := q2 +1 ; βE 2

# ,0 :=αE 1
# ,E 2

#
;

q3 := 1 ; E 3
# := 1 ;

while E 3
# ≤ |E3| do

E 3
Σ :=∑E 3

#

r=E 3
#−q3+1

w j 3
r

; T3 =CΣ+E 1
Σ+E 2

Σ+E 3
Σ ;

if T3 ≤ c then

βE 2
# ,E 3

#
:= |C |−1−p

q1+q2+q3
; q3 := q3 +1 ;

else
βE 2

# ,E 3
#

:=βE 2
# ,E 3

#−1 ;

E 3
# := E 3

# +1 ;

else
αE 1

# ,E 2
#

:=αE 1
# ,E 2

#−1 ;

E 2
# := E 2

# +1 ;

else

α
′
p,E 1

#
:=α

′
p,E 1

#−1
;

E 1
# := E 1

# +1 ;

p := p −1 ;

Exemple 5.1. Soit la contrainte du sac à dos suivante :

37x1 +33x2 +20x3 +15x4 +11x5 +8x6 +4x7 +2x8 +2x9 +1x10 +1x11 +1x12 ≤ 39. (5.11)
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E

1#
in

égalité
E

1
E

2#
E

3#
q

3
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T
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2 ∪
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Les valeurs deα
′
p,E 1

#
,αE 1

# ,E 2
#

etβE 2
# ,E 3

#
générées par l’algorithme 3 sont résumés dans les tableaux

5.2 , 5.3 et 5.4 respectivement.

p = 1 p = 0

E 1
# q1 α

′
3,E 1

#
q1 α

′
2,E 1

#
minα∗

p,E 1
#

1 1 ∞ 1 1 1

2 1 ∞ 2 1
2

1
2

3 1 ∞ 3 1
2

1
2

4 1 ∞ 3 1
2

1
3

TAB. 5.2: Les valeurs de α
′
p,E 1

#
générées par l’algorithme 3

p = 0
H

HHHHE 2
#

E 1
# 1 2 3 4 minα∗

E 1
# ,E 2

#

1 1
2

1
3 - 1

4
1
4

2 1
3

1
3 - 1

4
1
4

3 1
4

1
4 - 1

5
1
5

TAB. 5.3: Les valeurs de αE 1
# ,E 2

#
générées par l’algorithme 3

p = 0
E 1

# = 1 E 1
# = 2 E 1

# = 3 E 1
# = 4 minβ∗

E 2
# ,E 3

#
H

HHHHE 3
#

E 2
# 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1
3

1
4

1
5

1
4 - 1

4 - - - 1
5 - 1

6
1
6

2 1
4

1
5

1
6

1
4 - 1

4 - - - 1
5 - 1

6
1
6

3 1
5

1
6

1
7

1
4 - 1

4 - - - 1
5 - 1

6
1
7

TAB. 5.4: Les valeurs de βE 2
# ,E 3

#
générées par l’algorithme 3

L’algorithme 3 génère des inégalités dont plusieurs sont dominées par d’autres inégalités. Par

exemple, l’inégalité x1 + x2 + 1
4 (x3 + x4 + x5 + x6 + x7) ≤ 1 est dominé par l’inégalité x1 + x2 + 1

4 (x3 +
x4 + x5 + x6 + x7 + x8) ≤ 1. Ainsi, les inégalités non-dominées sont les inégalités avec le plus grand

nombre de variables pour une valeur perticulière de α, α
′

et β. Dans cet exemple, il y a quatre

inégalités non-dominées :

x1 +x2 +1(x3) ≤ 1 (5.12)

x1 +x2 + 1

2
(x3 +x4 +x5) ≤ 1 (5.13)
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x1 +x2 + 1

4
(x3 +x4 +x5 +x6 +x7 +x8) ≤ 1 (5.14)

x1 +x2 + 1

6
(x3 +x4 +x5 +x6 +x7 +x8 +x9 +x10 +x11) ≤ 1 (5.15)

• L’inégalité (5.12) correspond au minimum des α
′
p,E 1

#
= 1 dans le tableau 5.2, pour E 1

# = 1,

p = 0 et q1 = 1.

• L’inégalité (5.13) correspond au minimum des α
′
p,E 1

#
= 1

2 dans le tableau 5.2, pour E 1
# = 3,

p = 0 et q1 = 2.

• L’inégalité (5.14) correspond au minimum des αE 1
# ,E 2

#
= 1

4 dans le tableau 5.3, pour E 1
# = 4,

E 2
# = 2, p = 0 ,q1 = 3 et q2 = 1.

• L’inégalité (5.15) correspond au minimum des βE 2
# ,E 3

#
= 1

6 dans le tableau 5.4, pour E 1
# = 4,

E 2
# = 3, E 3

# = 2, p = 0, q1 = 3, q2 = 2 et q3 = 1.

De l’exemple ci-dessus, il est clair que l’algorithme 3 génère des inégalités liftées maximales fortes.

Les inégalités (5.12), (5.13), (5.14) et (5.15) représentent des facettes, car nous pouvons exhiber

11 point affinement indépendants pour chacune d’elles, ces derniers peuvent être représentés par

les matrices A4, A5, A6 et A7 respectivement.

A4 =



0 1
1 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0
0
0
00 0 I
0
0
0
0


Les points affinement indépendants pour
E 1

# = 1, q1 = 1, p = 0 et α
′
0,1 = 1

A5 =



0 1
1 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1
1 1 0 1

0 0 I


Les points affinement indépendants pour
E 1

# = 3, q1 = 2, p = 0 et α
′
0,3 = 1

2

A6 =



0 1
1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0 1 1
1 1 0 1

1 1 0 10 1 1 0 1 0
0
00 0 0 I
0


Les points affinement indépendants pour
E 1

# = 4, E 2
# = 2, q1 = 3, p = 0, q2 = 1 et

α4,2 = 1
4

A7 =



0 1
1 1 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1
1 0 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1

0 0 0 0 00 1 11 1 I 1 1
1 1 0 01 1 1 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1


Les points affinement indépendants pour
E 1

# = 4, E 2
# = 3,E 3

# = 2, q1 = 3, p = 0, q2 = 2,
q3 = 1 et β3,2 = 1

6
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5.1.4 Justification de l’algorithme

Dans le théorème suivant, nous allons établir les conditions nécessaires pour que les inégalités

non dominées générées par l’algorithme 3 soient des facettes pour le polytope du sac à dos.

Théorème 5.1. Toute inégalité non dominée générée par l’algorithme 3 définit une facette sur

PC∪E1∪E2∪E3 , si les conditions suivantes sont satisfaites :

i ) L’inégalité domine une autre inégalité générée par l’algorithme 3 ;

i i ) Si E 1
# −q1 ≥ 1, alors l’ensemble :

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪ { j 1
1 , j 1

|E1|−q1+3, . . . , j 1
|E1|}∪ { j 2

|F2|−q2+1, . . . , j 2
|E2|}∪ { j 3

|E3|−q3+1, . . . , j 3
|E3|}

n’est pas une couverture ;

i i i ) Si E 2
# −q2 ≥ 1, alors l’ensemble :

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪ { j 1
|E1|−q1+1, . . . , j 1

|E1|}∪ { j 2
1 , j 2

|E2|−q2+3, . . . , j 2
|E2|}∪ { j 3

|E3|−q3+1, . . . , j 3
|E3|}

n’est pas une couverture ;

i v) Si E 3
# −q3 ≥ 2, alors l’ensemble :

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪ { j 1
|E1|−q1+1, . . . , j 1

|E1|}∪ { j 2
|E2|−q2+1, . . . , j 2

|E2|}∪ { j 3
1 , j 3

|E3|−q3+2, . . . , j 3
|E3|}

n’est pas une couverture ;

v) Si E E 3
# 6= E3, alors βE 2

# ,E 3
#
>βE 2

# ,E 3
#+1.

Preuve. Nous allons démontrer que les inégalités de la forme (5.10) générées par l’algorithme 3

et qui vérifient les conditions du théorème 5.1 sont des facettes.

Dans cette démonstration, nous allons utiliser la technique de la preuve directe de facettes,

i.e.nous allons montrer que la dimension des faces définies par les inégalités générées par l’al-

gorithme 3 est di m(P )−1.

Les inégalités générées par l’algorithme 3 sont valides car ce dernier vérifie chaque point qui

peut les rendre invalides.

Il est clair que la dimension de conv(PC∪E1∪E2∪E3 ) est |C |+|E1|+|E2|+|E3|, car l’origine ne satis-

fait pas toute inégalité de couverture simultanément liftée à égalité. Ainsi, d’après le théorème 2.1,

la dimension de la face induite par toute inégalité :∑
i∈C

xi +βE 2
# ,E 3

#
(

∑
j∈E E1

#

x j +
∑

j∈E E2
#

x j +
∑

j∈E E3
#

x j ) ≤ |C |−1 (5.16)

générée par l’algorithme 3 peut être au plus égale à |C |+ |E1|+ |E2|+ |E3|−1.
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Les |C |+ |E1|+ |E2|+ |E3| points affinement indépendants sont déterminés comme suit :

• L’algorithme 3 exige que C soit minimal, ainsi, le point
∑

i∈C \{h}
ei est faisable et satisfait l’in-

égalité (5.16) à égalité, pour chaque h ∈C . D’où, nous avons |C | points.

• Puisque l’inégalité (5.16) domine au moins une inégalité, donc βE 2
# ,E 3

#−1 =βE 2
# ,E 3

#
. Par consé-

quent, le point : ∑
i∈Cp

ei +
∑

j∈E
E1

#
q1

e j +
∑

j∈E
E2

#
q2

e j +
∑

j∈E
E3

#−1
q3

e j

est faisable. Puisque l’ensemble E3 est trié, les points :

∑
i∈Cp

ei +
∑

j∈E
E1

#
q1

e j +
∑

j∈E
E2

#
q2

e j +
∑

j∈E
E3

#
q3+1\{h}

e j

sont faisables, pour tout h ∈ E
E 3

#
q3+1. Ainsi, nous obtenons q3 +1 points.

• De plus, si l’inégalité (5.16) domine une autre inégalité, l’ensemble :

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪ { j 1
|E1|−q1+1, . . . , j 1

|E1|}∪ { j 2
|E2|−q2+1, . . . , j 2

|E2|}∪ { j 3
|E3|−q3−x , . . . , j 3

|E3|−x}

est une couverture minimale, alors les ensembles :

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪ { j 1
|E1|−q1+1, . . . , j 1

|E1|}∪ { j 2
|E2|−q2+1, . . . , j 2

|E2|}∪ { j 3
|E3|−q3−x , . . . , j 3

|E3|−x} \ {l1}

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪ { j 1
|E1|−q1+1, . . . , j 1

|E1|}∪ { j 2
|E2|−q2+1, . . . , j 2

|E2|}∪ { j 3
|E3|−q3−x , . . . , j 3

|E3|−x} \ {l2}

où, l1 ∈ L1 = { j 1
|E1|−q1+1, . . . , j 1

|E1|} , x ∈ {1, . . . , q3 −1} et l2 ∈ L2 = { j 2
|E2|−q2+1, . . . , j 2

|E2|}, ne sont pas

des couvertures minimales. D’où, les points :

∑
i∈Cp

ei +
∑

j∈E
E1

#
q1

\{l1}

e j +
∑

j∈E
E2

#
q2

e j +
∑

j∈E
E3

#
q3+1

e j

et les points :

∑
i∈Cp

ei +
∑

j∈E
E1

#
q1

e j +
∑

j∈E
E2

#
q2

\{l2}

e j +
∑

j∈E
E3

#
q3+1

e j

sont faisables. par conséquent, nous obtenons q1 +q2 points.

• Par hypothèse, si E 1
# −q1 ≥ 1, alors :

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪ { j 1
1 , j 1

|E1|−q1+3, . . . , j 1
|E1|}∪ { j 2

|E2|−q2+1, . . . , j 2
|E2|}∪ { j 3

|E3|−q3+1, . . . , j 3
|E3|}
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n’est pas une couverture, comme l’inégalité (5.16) domine une autre inégalité, alors les

points : ∑
i∈Cp

ei +el3 +
∑

j∈E
E1

#
q1−2

e j +
∑

j∈E
E2

#
q2

e j +
∑

j∈E
E3

#
q3+1

e j

où, l3 = 1, . . . ,E 1
# −q1, sont faisables. Donc, nous aurons E 1

# −q1 points.

• Par hypothèse, si E 2
# −q2 ≥ 1, alors :

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪ { j 1
|E1|−q1+1, . . . , j 1

|E1|}∪ { j 2
1 , j 2

|E2|−q2+3, . . . , j 2
|E2|}∪ { j 3

|E3|−q3+1, . . . , j 3
|E3|}

n’est pas une couverture, comme l’inégalité (5.16) domine une autre inégalité, alors les

points : ∑
i∈Cp

ei +
∑

j∈E
E1

#
q1

e j +el4 +
∑

j∈E
E2

#
q2−2

e j +
∑

j∈E
E3

#
q3+1

e j

où, l4 = 1, . . . ,E 2
# −q2, sont faisables. Donc, nous aurons E 2

# −q2 points.

• Par hypothèse, si E 3
# −q3 ≥ 2, alors :

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪ { j 1
|E1|−q1+1, . . . , j 1

|E1|}∪ { j 2
|E2|−q2+1, . . . , j 2

|E2|}∪ { j 3
1 , j 3

|E3|−q3+2, . . . , j 3
|E3|}

n’est pas une couverture. D’où, les points :∑
i∈Cp

ei +
∑

j∈E
E1

#
q1

e j +
∑

j∈E
E2

#
q2

e j +el5 +
∑

j∈E
E3

#
q3−1

e j

où, l5 = 1, . . . ,E 3
# −q3 −1, sont faisables. Ainsi, nous obtenons E 3

# −q3 −1 points.

• Si E E 3
# 6= E3 et βE 2

# ,E 3
#
> βE 2

# ,E 3
#+1, alors l’algorithme 3 change la valeur de βE 2

# ,E 3
#

pendant la

(p,E 2
# ,E 3

# +1)ème itération. Par conséquent, le point :∑
i∈Cp

ei +
∑

j∈E
E1

#
q1

e j +
∑

j∈E
E2

#
q2

e j +
∑

j∈E
E3

#+1

q3+1

e j

est faisable. Ainsi, les points :∑
i∈Cp

ei +
∑

j∈E
E1

#
q1

e j +
∑

j∈E
E2

#
q2

e j +
∑

j∈E
E3

#
q3

e j +el6

sont faisables, pour tout l6 ∈ E3 \ E E 3
# . Ainsi, nous avons |E3 \ E E 3

# | points.

Il est clair que ces points sont affinement indépendants, car la matrice de ces points comporte des

sous matrices cycliquement permutées avec un seul zéro sur ces permutations. De plus, la matrice

comporte aussi des lignes qui ont un seul un.
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5.1.5 Complexité

La compléxité de l’algorithme 3 est donnée par le théorème suivant.

Théorème 5.2. La complexité de l’algorithme 3 est de l’ordre de :

O(|C ||E1||E2||E3|+ |C | log |C |+ |E1| log |E1|+ |E2| log |E2|+ |E3| log |E3|)

Preuve. Nous avons quatre ensembles principaux, C (une couverture minimale), E1 , E2 et E3 (E1∪
E2 ∪E3 = N \ C ) , ces ensembles sont triés dans un ordre décroissant de leurs coefficients w j . La

complexité de cette procédure (le trie) est de l’ordre de O(|C | log |C |), O(|E1| log |E1|) , O(|E2| log |E2|)
et O(|E3| log |E3|), respectivement.

L’algorithme prend un nombre constant p d’indices de la couverture minimale C et itère pour

tous les indices : 1, . . . , |E1|. Dans chaque iteration et pour chacun de ces indices, nous itèrons pour

tous les indices : 1, . . . , |E2| de E2, et dans chacune de ces dernières iterations et pour chacun des

indices de E2 nous itèrons pour tous les indices : 1, . . . , |E3| de E3, d’où, ces trois boucles imbriquées

sont de l’ordre de O(|E1||E2||E3|). Ces itérations sont alors répétées pour les valeurs variables de p,

qui peuvent avoir a nombre maximum |C |. Nous pouvons clairement voir que la complexité des

quatre boucles imbriquées est de l’ordre de O(|C ||E1||E2||E3|).

Ainsi, l’algorithme 3 est de l’ordre de O(|C ||E1||E2||E3| + |C | log |C | + |E1| log |E1| + |E2| log |E2| +
|E3| log |E3|).

5.2 Lifting simultané de plusieurs ensembles de variables

5.2.1 Présentation de l’algorithme

Pour le lifting simultané de plusieurs ensembles de variables, Ei , où i = 1..m, nous allons opérer

de la même manière que pour le lifting simultané de deux et trois ensembles de variables et déve-

lopper un algorithme, algorithme 4, qui permet de lifter simultanément plusieurs ensembles de

variables en une inégalité de couverture pour le problème du sac à dos binaire. L’algorithme 4 a le

même principe que l’algorithme 2 et 3, i.e. à chaque itération du parcours de l’ensemble Ei nous

testons si c’est possible (Ti ≤ d) de parcourir le (i +1)ème ensemble Ei+1 et de prendre un nombre

de variables, noté qi+1, pour les lifter. Les inégalités générées par cet algorithme sont de la forme

suivante : ∑
i∈C

xi +
i∑

l=1
αi

∑
j∈Ei

x j ≤|C | −1 i = 1..m (5.17)
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où αi = |C |−1−p
qi

avec i = 1..m.

Sachant que les ensembles C et Ei , où i = 1..m, sont triés selon l’ordre décroissant de leurs coeffi-

cients w j tel que : wi ≤ wi+1, w j i ≤ w j i+1 pour C , Ei , pour i = 1, . . . ,m, respectivement.

5.2.1.1 Principe de l’algorithme

Nous choisissons p indices de la couverture minimale C correspondant aux plus petit coeffi-

cient w j et nous les fixons à 1, leur somme est donnée par CΣ. Pour une valeur de i qui varie

de 1 à m −1, nous choisissons qi éléments, où qi = 1..|Ei |, de l’ensemble Ei et nous calculons la

somme E i
Σ. Les valeurs de αi sont initialisées à : α1 =∞ et αi = αi−1. Le choix des éléments dans

les ensembles Ei se fait séquentiellement ; i.e. nous parcourrons l’ensemble Ei , nous prennons qi

variables pour les lifter et nous testons si c’est possible (Ti ≤ d) de parcourir le (i +1)ème ensemble

Ei+1 et prendre qi+1 variables pour les lifter. La procedure se résume comme suit :

Nous calculons le total Ti =CΣ+
i∑

l=1
E l
Σ.

1. Si Ti ≤ d , alors p éléments de C et qi éléments de { j i
1, ..., j i

E i
#

} pour les l ensembles Ei , où

l = 1..i , ne forment pas une couverture, donc, il existe le point faisable correspondant et la

valeur du coefficient αi doit être changée de sorte que ce point avec p et
i∑

l=1
ql éléments

satisfait l’inégalité (5.17) à égalité.

2. Si Ti > d , alors les p éléments de C et qi éléments de { j i
1, ..., j i

E i
#

} pour les l ensembles Ei , où

l = 1..i , forment une couverture, donc, le coefficient du lifting αi reste inchangé (αi
E i

#,E i+1
#

=
αi−1

E i
#,E i+1

# −1
).

Cette procedure sera répétée pour tout p ∈ {| C | −1, . . . ,0}. Lorsque nous terminons de

dérouler l’algorithme, nous maintenons la valeur de α∗1
p,E 1

#
et α∗i

E i
#,E i+1

#

qui correspondent aux

minimump∈{0,1,...,|C |−1}{α1
p,E 1

#
} et minimump∈{0,1,...,|C |−1}{αi

E i
#,E i+1

#

}, ces derniers représentent les co-

efficients du lifting simultané optimaux de E 1
# et

i∑
l=1

E i
# variables respectivement. Cependant, nous

pouvons facilement générer les inégalités maximales du lifting simultané en choisissant les inéga-

lités ayant la plus grande valeur de E 1
# et E i

# pour α∗1
p,E 1

#
et α∗i

E i
#,E i+1

#

donnés respectivement.

5.2.2 Calcul des coefficients αi

Le calcul des coefficients αi , pour les inégalités de la forme (5.17), se fait de la manière sui-

vante :
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Si T2 ≤ d , cela implique que CΣ +
i∑

l=1
E i
Σ ≤ d , d’où, p éléments de C et

i∑
l=1

ql éléments de

{ j i
1, ..., j i

E i
#

}, où i = 1..m, ne forment pas une couverture. Cependant, il existe le point faisable cor-

respondant et la valeur du coefficient αi doit être changée de sorte que ce point avec p et
i∑

l=1
qi

éléments satisfait l’inégalité (5.17) à égalité.

Nous avons :

αi = |C | −1−p

qi
(5.18)

Par substitution dans l’inégalité (5.17), pour
∑
i∈C

xi = p,
∑

j∈Ei

x j = qi , où i = 1..m, nous aurons :

|C | −1−p

q1
×q1 + . . .+ |C | −1−p

qi
×qi = i (|C | −1−p) >|C | −1−p

En multipliant les coefficients αi par λi , nous aurons :

αi = |C | −1−p

qi
×λi (5.19)

où, λi ∈]0,1[ pour i = 1..m, et par substitution dans l’inégalité (5.17), nous obtenons :

|C | −1−p

q1
×λ1 ×q1 + . . .+ |C | −1−p

qi
×λi ×qi = (

i∑
l=1

λl )(|C | −1−p)

Pour que l’inégalité (5.17) soit satisfaite à égalité nous devons avoir :
i∑

l=1
λl = 1 Nous avons choisi

de prendre : λi = qi∑i
l=1 ql

est le taux des éléments de Ei pris dans N \C . D’où :

αi = |C |−1−p
qi

× qi∑i
l=1 ql

= |C |−1−p∑i
l=1 ql

}
⇒ αi =αi+1 = |C |−1−p∑i

l=1 ql
où, i=1..m

5.2.3 Formes des inégalités générées

Puisque αi =αi+1 alors les inégalités générées par l’algorithme 4 auront la forme suivante :

∑
i∈C

xi +α
i∑

l=1

∑
j∈Ei

x j ≤|C | −1 i = 1..m α=αi =αi+1 = . . . (5.20)
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Algorithme 4 : Algorithme pour le lifting simultané de plusieurs ensembles de variables

Données : Une contrainte du problème du sac a dos :
∑
j∈N

w j x j ≤ d .

m ensembles de variables Ei = { j i
1, j i

2, . . . , j i
ei

}, où i = 1..m,

ei = |Ei |, m < n et N \C =
m⋃

i=1
Ei

Résultats : Des inégalités de la forme (5.20)

p := |C |−1;

while p ≥ 0 do

CΣ :=∑|C |
r=|C |−p+1 wir ; α1

p,0 :=∞ ; q1 := 1 ; E 1
# := 1;

while E 1
# ≤ |E1| do

E 1
Σ :=∑E 1

#

r=E 1
#−q1+1

w j 1
r

; T1 =CΣ+E 1
Σ;

if T1 ≤ b then

α1
p,E 1

#
:= |C |−1−p

q1
; q1 := q1 +1;

...;
qm := 1 ; αE m−1

# ,0 :=α
′
E m−1

# ,E m
#

; E m
# := 1;

while E m
# ≤ |Em | do

E m
Σ :=∑E m

#
r=E m

# −qm+1
w j m

r
; Tm =CΣ+E 1

Σ+ . . .+E m
Σ ;

if Tn ≤ b then

αE m−1
num ,E m

#
:= |C |−1−p

q1+...+qm
; qm := qm +1;

else
αE m−1

# ,E m
#

:=αE m−1
# ,E m

# −1;

E m
# := E m

# +1;

...
else

α1
p,E 1

#
:=α1

p,E 1
#−1

;

E 1
# := E 1

# +1;

p := p −1;

5.2.4 Aspect théorique

Dans le théorème suivant, nous allons établir les conditions nécessaires pour que les inégalités

non-dominées générées par l’algorithme 4 soient des facettes pour le polytope du sac à dos.

87



CHAPITRE 5 LIFTING SIMULTANÉ DE PLUSIEURS ENSEMBLES DE VARIBLES

Théorème 5.3. Toute inégalité non dominée générée par l’algorithme 4 définit une facette sur

PC∪(
⋃m

i=1 Ei ) si les conditions suivantes sont satisfaites :

i ) L’inégalité domine une autre inégalité générée par l’algorithme 4 ;

i i ) Si E i
# −qi ≥ 1, alors l’ensemble suivant n’est pas une couverture :

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪ { j 1
|E1|−q1+1, . . . , j 1

|E1|}∪ . . .∪ { j 1
i , j i

|Ei |−qi+3, . . . , j i
|Ei |}∪ . . .∪ { j m

|Em |−qm+1, . . . , j m
|Em |}

où i=1..m-1 ;

i i i ) Si E m
# −qm ≥ 2, alors l’ensemble suivant n’est pas une couverture :

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪ { j 1
|E1|−q1+1, . . . , j 1

|E1|}∪ . . .∪ { j m−1
|Em−1|−qm−1+1, . . . , j m−1

|Em−1|}∪ { j m
1 , j m

|Em |−qm+2, . . . , j m
|Em |}

i v) Si E E m
# 6= Em , alors αm

E m
# ,E m

#
>αm

E m
# ,E m

# +1.

Preuve. Nous allons démontrer que les inégalités de la forme (5.20) générées par l’algorithme 4

et qui vérifies les conditions du théorème 5.3 sont des facette.

Dans cette démonstration nous allons utiliser la technique de preuve directe de facettes, i.e.

nous allons montrer que la dimension des faces définies par les inégalités générées par l’algo-

rithme 4 est di m(P )−1.

Les inégalités générées par l’algorithme 4 sont valides car ce dernier vérifie chaque point qui

peut les rendre invalides.

Il est claire que la dimension de conv(PC∪(
⋃m

i=1 Ei )) est |C |+ (
n∑

i=1
|Ei |) car l’origine ne satisfé pas

toute inégalité de couverture simultanément liftée à égalité. Ainsi, d’après le théorème 2.1, la di-

mension de la face induite par toute inégalité générée :

∑
i∈C

xi +αE i
#,E i+1

#
(

m∑
i=1

∑
j∈E Ei

#

x j ) ≤ |C |−1 (5.21)

générée par l’algorithme 4 peut être au plus |C |+ (
n∑

i=1
|Ei |)−1.

Les |C |+ (
n∑

i=1
|Ei |) points affinement indépendants sont déterminés comme suit :
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• L’algorithme 4 exige que C soit minimal et ainsi le point
∑

i∈C \{h}
ei , est faisable et satisfait cette

inégalité à égalité, pour chaque h ∈C . D’où, nous avons |C | points.

• Puisque l’inégalité (5.21) domine au moins une inégalité, donc αm
E i

#,E i+1
# −1

= αm
E i

#,E i+1
#

. Par

conséquent, le point : ∑
i∈Cp

ei +
m−1∑
i=1

∑
j∈E

Ei
#

qi

e j +
∑

k∈E
Em

# −1
qm

ek

est faisable. Puisque l’ensemble Em est trié, les points :∑
i∈Cp

ei +
m−1∑
i=1

∑
j∈E

Ei
#

qi

e j +
∑

k∈E
Em

#
qm+1\{k}

ek

sont faisables, pour tout k ∈ E
E m

#
qm+1. Nous obtenons qm +1 points.

• De plus si l’inégalité (5.21) domine une autre inégalité, l’ensemble :

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪
(m−1⋃

i=1
{ j i

|Ei |−qi+1, . . . , j i
|Ei |}

)
∪ { j m

|Em |−qm−x , . . . , j m
|Em |−x}

est une couverture minimale. D’où, l’ensemble

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪
(m−1⋃

i=1
{ j i

|Ei |−qi+1, . . . , j i
|Ei |}

)
∪ { j m

|Em |−qm−x , . . . , j m
|Em |−x} \ {l }

où, l ∈ L = { j i
|Ei |−qi+1, . . . , j i

|Ei |} et x ∈ {1, . . . , qm −1}, n’est pas une couverture minimale, alors,

les points : ∑
i∈Cp

ei +
m−2∑
i=1

∑
j∈E

Ei
#

qi

e j i +
∑

j∈E
Ek

#
qk

\{l }

e j k +
∑

j m∈E
Em

#
qm+1

e j m k = 1, . . . ,m −1

sont faisables. Ainsi, nous obtenons qi points.

• Par hypothèse, si E i
# −qi ≥ 1, alors :

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪
( m−2⋃

i=1i 6=k
{ j i

|Ei |−qi+1, . . . , j i
|Ei |}∪ { j1, j k

|Ek |−qk+3, . . . , j k
|Ek |, }

)
∪ { j m

|Em |−qm+1, . . . , j m
|Em |}

où k = 1..m − 1, n’est pas une couverture et puisque l’inégalité (5.21) domine une autre

inégalité alors les points :∑
i∈Cp

ei +el +
∑

j∈E
Ek

#
qk−2

e j k +
m−2∑
i=1

∑
j∈E

Ei
#

qi

e j i +
∑

j m∈E
Em

#
qm+1

e j m k = 1, . . . ,m −1

où, l = 1..E k
# −qk , sont faisables. Donc, nous aurons E k

# −qk points.
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• Par hypothèse, si E m
# −qm ≥ 2, alors :

{i|C |−p+1, . . . , i|C |}∪
(m−1⋃

i=1
{ j i

|Ei |−qi+1, . . . , j i
|Ei |}

)
∪ { j m

1 , j m
|Em |−qm+2, . . . , j m

|Em |}

n’est pas une couverture. D’où, les points :

∑
i∈Cp

ei +
m−1∑
i=1

∑
j∈E

Ei
#

qi

e j i +el +
∑

j m∈E
Em

#
qm−1

e j m

où, l = 1..E m
# −qm −1, sont faisables. Ainsi, nous obtenons E m

# −qm −1 points.

• Si E E m
# 6= Em et αm

E m−1
# ,E m

#
> αm

E m−1
# ,E m

# +1
, alors l’algorithme 4 change la valeur de αm

E m−1
# ,E m

#

pendant la (p,E m−1
# ,E m

# +1)ème itération. Par conséquent, le point :

∑
i∈Cp

ei +
m−1∑
i=1

∑
j∈E

Ei
#

qi

e j i +
∑

j m∈E
Em

# +1

qm+1

e j m

est faisable. Ainsi, les points :

∑
i∈Cp

ei +
m−1∑
i=1

∑
j∈E

Ei
#

qi

e j i +
∑

j m∈E
Em

#
qm

e j m

sont faisables pour tout l ∈ Em \ E E m
# . Donc, nous avons |Em \ E E m

# | points.

Il est clair que ces points sont affinement indépendants, car la matrice de ces points comporte des

sous matrices cycliquement permutées avec un seul zéro sur ces permutations. De plus, la matrice

comporte aussi des lignes qui ont un seul un.

5.2.5 Complexité

La complexité de l’algorithme 4 est donnée par le théorème suivant.

Théorème 5.4. La complexité de l’algorithme 3 est est de l’ordre de :

O(|C |
m∏

i=1
|Ei |+ |C |l og |C |+

m∑
i=1

|Ei | log |Ei |)

Preuve. Nous avons m+1 ensembles principaux, C (une couverture minimale) et Ei , i = 1..m (
M⋃

i=1
=

N \C ), ces ensembles sont triés dans un ordre décroissant de leurs coefficients w j .La complexité

de cette procédure (le trie) est de l’ordre de O(|C | log |C |) et |Ei | log |Ei |, i = 1..m, respectivement.
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L’algorithme prend un nombre constant p d’indices de la couverture minimale C et itère pour

tous les indices : 1..|Ei | de Ei , où i = 1..m. Dans chaque iteration et pour chacun de ces indices

l’algorithme itère pour tous les indices dans Ei+1, où i = 2..m, d’où, ces m boucles imbriquées

sont de l’ordre de O(
∏m

i=1 |Ei |). Ces itérations sont alors répétées pour les valeurs variables de p,

qui peuvent avoir un nombre maximum de |C |. Nous pouvons clairement voir que la complexité

des m boucles imbriquées est de l’ordre de O(|C |∏m
i=1 |Ei |).

Ainsi, l’algorithme 4 est de l’ordre de O(|C |
m∏

i=1
|Ei |+ |C |log |C |+

m∑
i=1

|Ei | log |Ei |).

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons développé un algorithme, algorithme 3, qui permet de lifter si-

multanément trois ensembles de variables en une inégalité de couverture pour le problème du

sac à dos binaire. Ensuite, nous avons proposé une généralisation du lifting simultané à plusieurs

ensembles de variables en développant un autre algorithme, algorithme 4, qui permet de lifter

simultanément plusieurs ensembles de variables en une inégalité de couverture pour le problème

du sac à dos binaire. Pour chacun de ces algorithmes, nous avons énoncé les conditions néces-

saires pour que les inégalités non-dominées qu’ils générèrent soient des facettes pour P .
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Dans cette thèse, notre intérêt a porté sur l’une des approches les plus utilisées pour la réso-

lution des problèmes d’optimisation combinatoire, à savoir l’approche polyèdrale. Plus précisé-

ment, nous avons traité un cas particulier d’extension d’inégalités valides : la technique de lifting.

Cette technique permet d’étendre une inégalité valide en introduisant plus de variables dans l’in-

égalité. Nous distinguons, selon la manière dont les variables sont introduites, le lifting séquentiel

et le lifting simultané.

Le lifting simultané fait l’objet de la contribution de notre travail qui a pour objectif de déve-

lopper des algorithmes qui permettent de lifter simultanément plusieurs ensembles de variables

en une inégalité de couverture pour le problème du sac à dos binaire. Ce dernier est l’un des pro-

blèmes N P-complet qui présente un très grand intérêt que ce soit dans le domaine pratique ou

théorique.

Dans un premier temps, nous avons développé un algorithme (algorithme 2) qui permet de

lifter simultanément deux ensembles de variables en une inégalité de couverture pour le problème

du sac à dos binaire. Ensuite, nous avons énoncé les conditions nécessaires pour que les inégalités

non-dominées générées par cet algorithme soient des facettes pour le polytope du sac à dos. Puis,

nous avons effectué une comparaison entre cet algorithme est MSLA basée sur le déroulement

d’un exemple.

Par la suite, nous avons essayé de généraliser le lifting simultané sur plusieurs ensembles de

variables. D’abord, nous avons commencé par développer un algorithme (algorithme 3) qui per-

met de lifter simultanément trois ensembles de variables en une inégalité de couverture pour le

problème du sac à dos binaire et énoncé les conditions nécessaires pour que les inégalités non-

dominées générées par cet algorithme soient des facettes pour le polytope du sac à dos. Fina-

lement, nous avons proposé une généralisation du lifting simultané sur plusieurs ensembles de

variables en développant un autre algorithme (algorithme 4) et énoncé les conditions nécessaires
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pour que les inégalités non-dominées générées par cet algorithme soient des facettes pour le po-

lytope du sac à dos.

Comme perspectives de ce travail nous proposons :

• Une étude concernant la taille et le nombre d’ensembles à lifter simultanément en une in-

égalité de couverture pour le problème du sac à dos binaire.

• D’effectuer une comparaisons entre ces algorithmes et MSLA.

• Une étude sur les valeurs que peut prendre les paramètres λi dans l’intervalle [0,1], pour

pouvoir tirer plus d’inégalités.

• Une étude expérimentale avec le logiciel CPLEX pour le travail présenté dans cette thèse et

pour les travaux proposés en perspectives.
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Résumé

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’approche polyèdrale pour le problème du sac à
dos binaire. Nous présentons une technique, très utilisée pour l’extension d’inégalités valides,
à savoir le lifting, qui consiste à étendre une inégalité valide en y introduisant séquentielle-
ment ou simultanément des variables qu’elle ne contient pas. D’où, nous pouvons distinguer
deux types de lifting : le lifting séquentiel et le lifting simultané. L’inégalité de couverture in-
duit une face pour le polytope du sac à dos. Néonmoins, elle peut être liftée pour définir une
facette. Les inégalités liftées de couverture sont avérées très utiles comme plans coupants pour
la résolution des programmes linéaire en nombres entires.

Notre travail traite le développement d’algorithmes polynômiaux pour le lifting simultané
de plusieurs ensembles de variables en une inégalité de couverture pour le problème du sac
à dos binaire. Notre objectif est de proposer une généralisation du lifting simultané pour plu-
sieurs ensembles de variables en une inégalité de couverture pour le problème du sac à dos
binaire. Les conditions nécessaires pour que les inégalités non dominées, générées par nos
algorithms, soient des facettes pour le polytope du sac à dos sont présentées.

Mots clé : Lifting, Le problème du sac à dos, Approche polyèdrale.
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Abstract

In this thesis, we are interested in the polyhedral approach for the binary knapsack prob-
lem. We present a useful technic, for the extension a valid inequalities, mainly the lifting, which
consists to spread a valid inequality by introducing sequentially or simultaneously variables
that it does not contain. Thus, two kinds of lifting can be distinguished : the sequential and the
simultaneous lifting. The cover inequality induces a face for the knapsack polytope. Never-
theless, it can be lifted to define a facet. Lifted cover inequalities often prove useful as cutting
planes for solving linear integer programming problems.

This work deals with developing polynomial time algorithms for simultaneously lifting sets
of variables into a cover inequality for the binary knapsack polytope. Our aim is to suggest a
generalization of the simultaneous lifting on several sets of variables into a cover inequality
for the binary knapsack polytope. Necessary conditions for the non dominated inequalities,
generated by our algorithms, to define facets for the knapsack polytope are presented.

Keywords : Lifting, Knapsack problem, Polyhedral approach.
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