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Introduction

Lors de I'acquisition d’une image, il arrive souvent que celle-ci soit bruitée
ou partiellement endommagée. Parmi les causes possibles d'une telle dégrada-
tion, on peut citer la mauvaise réception de données, une luminosité faible ou
inappropriée, une mauvaise mise au point de ’objectif, des conditions météorlo-
giques défavorables... Corriger I'image altérée devient des lors souhaitable, voire
nécessaire. C’est le but de la restauration d’images; corriger au maximum les
distortions causées par des effets indésirables.

D’un point de vue numérique, les dégradations que subissent les images sont
la destruction ou la modification des valeurs en certains pixels (ou voxels en
3D). La réparation de ces modifications nécessite d’une part une modélisation
juste de la dégradation, et d’autre part des algorithmes numériques robustes et
performants. Tout cela est afin d’assurer une qualité optimale de I'image cor-
rigée. Il existe a ce jour de nombreuses techniques, essentiellement de filtrage,
qui sont employées avec plus ou moins de succes. Néanmoins, on assiste depuis
le milieu des années quatre-vingt dix, a la résurgence de nouvelles méthodes
basées sur 1'utilisation d’équations aux dérivées partielles et qui s’averent de
plus en plus efficaces (voir : T. F. Chan et J. Shen [15], Aubert et Kornprobst
5)).

Ce document est constitué de trois chapitres
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Dans le premier chapitre, nous présentons un panorama de méthodes de res-
tauration d’images. Le point commun de ces méthodes est de garder intact les
bords des objets apercus dans une image et d’éliminer le bruit dans les autres
parties de I'image. Ces deux taches, simples en apparence, sont pourtant extre-
mement compliquées. Elles ont conduit a des modeles sophistiqués dont nous
présentons certains dans ce chapitre. Les modeles dits variationnels nous inté-

ressent tout particulierement.

Dans le deuxieme chapitre, on aborde quelques aspects théoriques concernant
I'existence de solutions au modele variationnel proposé. Les espaces BV ()

seront utilisés comme principal cadre fonctionnel.

Le troisieme chapitre est consacré aux aspects pratiques, qui constituent le
coeur de ce travail. Apres avoir présenté ces méthodes, pour les problemes de
débruitage (denoising) et de défloutage (deblurring), on expose quelques résul-
tats obtenus sur des images réelles avec nos codes écrits en Langage C ou sous

matlab.




Chapitre 1

Modélisation du probleme

Dans tout ce qui suit, une image sera modélisée par la donnée d’une inten-
sité réelle u définie comme une fonction (scalaire par simplicité) sur un domaine

2 de R™ (n est la dimension de I'image).

La restauration est I'un des objectifs majeurs du traitement des images.
Une image dégradée est une image qui a subi une altération affectant sa qua-
lité. Les questions de restauration d’images auxquelles on s’intéresse ici sont
celles qui consistent a améliorer une image observée issue d’une image dégradée
par leffet d’un bruit ou d’un flou. On parle alors de débruitage (denoising) et

de défloutage (deblurring) ou deconvolution.



1.1. Le bruit et le flou

1.1 Le bruit et le flou

1.1.1 Le bruit

Le bruit caractérise les parasites ou interférences d’un signal, ¢’est-a-dire les
parties du signal déformées localement. Ses causes peuvent étre nombreuses.
On peut citer le contexte d’acquisition (sur ou sous illumination, qualité ou
perturbations des capteurs,...etc), les bruits de transmission,..etc. Il existe bien
entendu divers types de bruits qui peuvent étre classifiés indépendamment de
leurs causes. Le bruit dit "poivre et sel” par exemple consiste en ’ajout de pixels
noirs (ou blancs) aléatoirement dans une image. Le bruit Gaussien est obtenu
en ajoutant a chaque pixel une valeur aléatoire suivant une loi de probabilité
Gaussienne :

1 —|s —pf?
ex .
P 202

p(s) = (1.1)

oV 2w
D’un point de vue proprement mathématique, on se restreint ici aux bruits

additifs, c’est-a-dire qui viennent s’ajouter a I'image originale. Ainsi, si on note

u I'image original et uy I'image modifiée (ou bruitée), on peut écrire
Ug = U+ N,
ou n est le bruit, considéré comme une variable aléatoire.
Dans les figures (1.2) et (1.3), on donne 'exemple de deux images bruitées

a partir de I'image originale illustrée dans la figure (1.1). La premieére comporte

un bruit de type poivre et sel, tandis que la seconde comporte un bruit gaussien.




1.1. Le bruit et le flou

FI1GURE 1.1 — Image de Barbara originale non bruitée




1.1. Le bruit et le flou

FIGURE 1.2 — Image de Barbara modifiée avec un bruit de type poivre et sel

avec une densité de 0.05




1.1. Le bruit et le flou

FIGURE 1.3 — Image de Barbara modifiée avec un bruit gaussien de variance

o = 20 et de moyenne p = 0.008




1.1. Le bruit et le flou

1.1.2 Le flou

La deuxieme cause de dégradation d’images, a laquelle on s’intéresse ici, est
le flou. Le flou dans une image peut étre di a plusieurs causes; il peut étre en
effet la conséquence du phénomene de défocalisation propre a I'appareil photo,
ou a un mouvement de 'utilisateur lors de la prise de I'image ou encore aux
conditions météorologiques. En pratique, on peut considérer que la dégradation
que subit une image donnée u se traduit par ’action d’un opérateur R, souvent

considéré comme linéaire convolutif
Ru =k % u,

ou k est un noyau de convolution appelé souvent le PSF (Point Spread Func-
tion) ; il peut-étre connu ou inconnu. Dans le cas d’un flou isotrope de défoca-

lisation (out-of-focus), il s’écrit sous la forme

k() = 315, (o)

ou B, est la boule de rayon r, et V,, son volume.

Quand ce flou est Gaussien, ce PSF s’écrit

1 2 2
- - —lx]*/(20%)
k(x) ) o exp :

Ainsi, l'action superposée d'un bruit additif n et d’'un opérateur de flou R

conduit au modele

ug = Ru + n,

ou u est 'image originale et uy 'image observée.

10



1.1. Le bruit et le flou

1.1.3 Mesure du bruit et de la qualité de restauration :

le SNR et 'INSR

Avant d’exposer les modeles utilisés pour débruiter ou déflouter une image,
soulignons une maniere habituelle d’estimer I'impact du bruit n dans une image
dégradée wug est d’évaluer le SNR (Signal to Noise Ratio), rapport des variances

de I'image dégradée et du bruit (exprimée en décibels)

Var(u
SNR = 10log;, VT((nO))'

Si ce SNR est supérieur a 20, I'image est considérée comme de bonne qualité.
S’il est inférieur a 10, elle est considérée comme étant de mauvaise qualité.
Notons aussi qu’afin de quantifier la qualité de la restauration pour une
image bruitée, on utilise parfois une mesure appelée 'ISNR (Improvement Si-
gnal to Noise Ratio). Soit u I'image originale, uy I'image modifiée et f l'image

restaurée. Alors 'ISNR est définie par :

S, (i §) = oli, 1))
S S i) — )2

1=—00

ISNR(u, f,up) = 10logy,

(1.2)

Si I'image corrigée est proche de I'image originale, alors le dénominateur va
étre proche de "0”, et donc I'ISNR sera proche de l'infini.
Si I'image corrigée est exactement identique a I'image bruitée, alors la fonction
sera égale a 1, donc 'ISNR sera égal a "0”.
Enfin, si I'image restaurée est tres différente de 'image originale, le dénomina-
teur sera assez important, 'ISNR tendra vers moins l'infini. On peut résumer :
— Si 'ISNR est négatif, la restauration est mauvaise.
— Si 'ISNR est nul, alors il n’y a pas eu de restauration (on reste proche
de I'image dégradée).

— Si I'ISNR est positif, alors la restauration est de bonne qualité.

11



1.2. Modeéles de restauration

1.2 Modeles de restauration

Nous allons exposer ici quelques modeles de restauration de type variation-
nels ; ce sont ces modeles qui nous intéressent ici. Néanmoins, nous consacrerons
un petit paragraphe en fin de ce chapitre pour énumérer quelques méthodes

EDP.

1.2.1 Les modéles variationnels

En I'absence du flou, une facon déterministe d’éliminer un bruit n, supposé
en général gaussien, s’appuie sur le principe de Maximum de vraissemblance

et consiste habituellement a résoudre le probleme

min/ |u—u0|2d:ﬁ+)\/¢(|VU|)da:, (1.3)
v Ja Q

ou le premier terme mesure la fidélité par rapport a I'image observée ; tandis
que le second terme est un terme de régularisation. Le choix de la fonction ¢
n’est pas quelconque et sera discuté ultérieurement.

En présence d’un flou dii a un opérateur R connu a priori, cette méthode
variationnelle pour reconstruire une image proche de I'image originale consiste

a minimiser la fonctionnelle

min/ |Ru—u0]2dx+)\/¢(|Vu])da:. (1.4)
w Q Q

On parle alors de déconvolution (ou de deblurring).

Si par contre 'opérateur de flou R n’est pas connu entierement, et dépend d’'un
parametre p, inconnu en pratique, on peut chercher le couple (u, p) en résolvant
le probleme de minimisation

min/Q|R(p)u—u0|2dx—|—)\/Qqﬁ(]VuDda:. (1.5)

(u,p)

12



1.2. Modeéles de restauration

On parle alors de déconvolution aveugle, car seule 'image observée est connue,
le noyau de convolution étant en géneral inconnu. Le probleme est de calculer
une approximation de I'image réelle discrete, ne connaissant que la structure
de la dégradation. Il nous faut donc calculer en méme temps I'image initiale et
les parametres du bruit ou du flou.

Le probleme (1.5) est souvent mal posé et doit alors étre régularisé par
rapport a p. Il est aussi souvent non convexe par rapport au couple (u, p) (mais
convexe néanmoins par rapport a u et méme par rapport a p).

Dans ce mémoire nous nous placerons essentiellement dans le cas ou l'opéra-
teur du flou est connu. Une importance particuliere sera accordée au probleme
du débruitage (R = I). Les modeles de type (1.3) ou (1.4) seront bien détaillés
dans la suite.

Nous allons discuter maintenant brievement le choix de la fonction ¢. Pour
cela, gardons a l'esprit les deux objectifs qualitatifs suivants de la restauration

— on voudrait d’une part préserver les contours de I'image, en éliminant les

effets d'un éventuel lissage de ces contours,

— on aimerait lisser les zones d’intensité homogene.

D’un point de vue mathématique, on pourrait considérer que les contours sont
les régions de fortes variations ou de discontinuités de I'intensité v de 1'image,
c’est-a-dire celle pour laquelle Vu est de norme élevée. Par contre, les zones
d’intensité homogene correspondent, quant a elles, aux régions ou Vu est de
norme faible.

Revenons au probleme (1.4). Il s’écrit sous la forme

u

minF(u):/QL(x,u(:E),Vu(x))dx (1.6)

ou L : (z,v,w)+— L(x,v,w) est une fonction de @ x R x R™ dans R. On a

13



1.2. Modeéles de restauration

formellement,
Flu+h)—F(u) = /Q[L(x, u(x) + h(z), Vu(z) + Vh(x)) — L(z, u(x), Vu(x))|dx

= /Q(a—L(:C,u(x),Vu(:c))h(:c) + Vo L(z,u(x), Vu(z)).Vh(x))dx

et on a

—div,V,L(z,u(z), Vu(z))|h(zx)dx
—|—/ (VwL(z,u(z), Vu(z)).n)h(x)dz.
o9
La condition d’optimalité s’écrit dF'(u) = 0 se traduit formellement par ’équa-

tion
0_L
ov

complétée avec la condition aux limites

(,u(z), Vu(z)) — divVy, L(z, u(x), Vu(z)) =0 (1.7)

VwL(z,u(x), Vu(z)).n =0 sur Q.

L’équation (1.7) est appelée I’équation d'Euler-Lagrange associée au probleme

variationnel (1.6).

En particulier, I’équation d’FEuler-Lagrange associée au probleme variation-

nel (1.4), s’écrit de la maniere formelle suivante

I

¢ ([Vul)

R*Ru — )\le (W

.w) = R'ug (1.8)

avec les conditions aux bords de 2

§(Vul) ou _
|Vu| “on

14
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1.2. Modeéles de restauration

En décomposant I'opérateur de divergence en tout point = tel que |Vu| # 0,

on obtient ce qui suit ;

SV <\ 0 (V) o ($(Va)\ ¢ (V)
dw (W'V“>‘%( v )“a_y( 2 )'“” Vo

Or, on sait que :

0

a—m/uww) = ¢ (IVu]) (st + tyy)-

on en déduit donc que :

: (¢’<|Vur>) _ (aqﬁ/“w‘).w@q)_(‘ﬁ'(’w’))(uxummyuw)

o |Vul [Vul? or —]Vu|
1 " ¢’ (|Vu
= V2 ((b (|Vu|) — %) (Upllyy + uyuxy)
ainsi :
. ¢’ Vu 1 . aqb/ vu
¢ (|Vul)
WANTS
B

Sachant que les dérivées secondes directionnelles uyy et urr sont données par

9%u 1

ONF = T (Vs 2ttty + )
et

0%u 1

or? W(uiuyy = 2ty gy + Uyl

2 2
On a aussi : Au = 3]\72 + %7 d’out
o (£0Vu) a2, O UVuD) Pu
(S0 o Ju 1.10

On obtient formellement en 2D :
¢ (|Vul)
V|
15

R*(Ru—uo)—/\{ uTT+¢”(|vu|>uNN} =0 (1.11)




1.2. Modeéles de restauration

ou uyy est la dérivée, seconde dans la direction du gradient N = ‘g—; et upr
la dérivée seconde dans la direction T" orthogonale au gradient N, tangente a
la courbe de niveau u en .

L’écriture (1.11) permet clairement de distinguer les deux termes de diffu-
sion ; celle tangentielle aux contours et celle qui est transverse.

Finalement, les conditions portent sur le comportement de la fonction ¢ se
traduisent par :

— (i) On aimerait lisser par diffusion que dans les zones de faible gradient

(|Vu| proche de 0), c’est-a-dire

limqu(t) =m >0, et ¢ (0)=0.

t—0

— (ii) On aimerait éviter la diffusion transverse dans les contours, c’est-a-
dire les zones de forts gradients. D’ou
(t "
lim¢—():M>0, et lim ¢ (¢) =0.

t—oo t— 400

Ces deux conditions sont complétées parfois par une condition mathématique :

~ (i) ¢T(t)

du terme de régularisation.

continue et strictement décroissante afin d’assurer la stabilité

Notouns les deux cas

1. Régularisation de Tykhonov : Elle correspond au choix ¢(¢) = 2. Elle fiit
I'une des premieres régularisations utilisées. Elle ne vérifie pas la condition
(ii), c’est-a-dire qu’elle ne préserve pas les discontinuités de la solution.
De plus, si I'on regarde les valeurs que prennent les coordonnées du terme

de régularisation d’apres I’équation (1.11) :

—div (M.vu) _ g0 O (1.12)

|Vl ON2  “OT?

16



1.2. Modeéles de restauration

Et, 'équation (1.11) s’écrit de nouveau de la maniére suivante

2 2
Ou  p\ou (1.13)

R*Ru — R*uy = 2)\8]\[2 EiEh

Le lissage est donc bien effectué de maniere isotropique sur tous les points

de la solution.

En conclusion, avec cette régularisation les contours sont peu a peu es-
tompés et I'image reconstruite est floue. Cela explique pourquoi cette
régularisation élimine les contours et donne des images d’une qualité non

satisfaisante.

. Régularisation TV ou ROF (modele de Rudin -Osher-Fatemi [39]) : Elle
correspond au choix ¢(t) = t. C’est l'une des régularisations les plus
étudiées et les plus utilisées en littérature. La régularisation par Variation
Totale, ne vérifie pas la condition (i) présentée avant.

Le lissage qu’elle effectue n’est donc pas isotropique lorsqu’on se situe
d’'une zone homogene. En effet, la dérivée du terme de régularisation

présentée dans (1.10), devient :

(@YD o N ( V()| urrla)
¢ < [Vu(z)| vl >) d (|VU(1’)|> |Vu(x)| (1.14)

ou upr est la dérivée seconde selon la direction 7" tangentielle a la courbe

de niveau au point z.

Et, I'équation (1.11) s’écrit dans ce cas de la maniere suivante

cp e\ Urr(T)
R*Ru RUO_/\|Vu(a:)|' (1.15)

Le lissage ne peut donc se faire en chaque point de I'image que le long de

la courbe de niveau a laquelle il appartient. Cette propriété est utile lors-

qu’on se situe sur un des contours de I'image : aucun lissage n’est effectué

17



1.2. Modeéles de restauration

perpendiculairement a ce contour. Mais lorsqu’on se situe dans une zone

homogene, le lissage est toujours effectué selon la direction perpendicu-

laire a la courbe de niveau. On privilégie donc, dans ce cas, une direction
N . . , .

particuliere alors que, raisonnablement le lissage d’une zone homogene se

voudrait étre plutot isotropique.

La régularisation par Variation Totale fera I'objet d’une étude détaillée

dans ce mémoire.

D’autres types de régularisation sont exposés dans le tableau (1.1).

Nom convexité o(u) ¢ (u)/2u Condition
dg Quadratique oui u? 1 non
¢ Norme L! oui |ul ﬁ non
¢ps Bouman, Sauer oui t*1<a<?2 au®=2/2 non
¢pyr Perona, Malik non 1 — exp(—t?) exp(—u?) oui
¢or Quadratique tronquée non min(u?,1) | 0siu<1,0siu>1 oui
oy German, McClure non u?/1 + u? m oui
¢, Hebert, Leahy non log(1 + u?) m oui
¢cr Green oui log(cosh(u)) tang(“) oui
¢ns Hyper Surfaces oui 2v/1 +u2 —2 1;2 oui
TABLE 1.1 — Fonctions de régularisation ¢ avec leurs fonctions d’/t(t) associées.

Précisons enfin que le choix du parametre A permet de fixer I'importance
que 'on va accorder au terme de régularisation par rapport au terme d’attache
aux données. En choisissant une forte valeur pour ce parametre, on privilégie I’a
priori apporté par la régularisation par rapport au terme d’attache aux données.

Ce choix devient nécessaire dans le cas ou les données sont fortement bruitées.

18




1.2. Modeéles de restauration

L’inconvénient est qu’on risque de reconstruire un objet flou, assez éloigné
de l'objet réel, si I'a priori utilisé n’est pas assez précis. En choisissant une
faible valeur pour ce parametre, on privilégie le terme d’attaches aux données
par rapport au terme de régularisation. L’inconvénient est qu’on risque de
reconstruire un objet bruité. Autrement dit, le choix de ce parametre \ est fait
souvent de facon empirique. Dans la suite de ce mémoire, nous supposerons,

d’un point de vue proprement mathématique, que A est fixé.

1.2.2 Les méthodes EDP

Les méthodes variationnelles exposées dans le paragraphe précédent peuvent
en quelque sorte étre considérées comme des méthode d’EDP au sens ou elles
conduisent a la résolution de 1’équation d’Euler-Lagrange (1.8) qui est une
équation aux dérivées partielles. Il existe néanmoins d’autres méthodes basées
sur des équations aux dérivées partielles écrites directement.

Une grande famille parmi ces méthodes consiste a faire évoluer dans le

temps une fonction a support continu u, selon ’équation de la forme

F(x,u(t,r), Vu(t,z), V2u(t,z))), (0,T) x Q
0, sur 0f) (1.16)

%t
ON —
u(z,0) = ug(x).

Le choix des parametres de cette équation est fait de sorte a éviter la diffusion
transverse aux contours (dans le sens du gradient) pour ne pas le détériorer ; au
voisinage des contours cette diffusion est essentiellement parallele aux contours.
D’autre part, le bruit est lissé par diffusion le long des contours.

Par exemple, I’équation de la chaleur fat 'une des équations utilisées car

elle permet d’effectuer une diffusion isotrope. Elle a pour effet de lisser I'image
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1.2. Modeéles de restauration

(donc le bruit)
gt = Au, t>0, xeQ
ON
u(z,0) = ug(x).

L’inconvénient de ce modele est que cette EDP introduit une diffusion isotrope

0, sur 0N (1.17)

qui s’opere de maniere identique dans toutes les directions et ne possede aucune
direction privilégiée. Ainsi, dans des régions d’intensité homogene, ce processus
permettra de réduire effectivement l'effet du bruit. Mais, dans des régions pré-
sentant des discontinuités au niveau de l'intensité, celles-ci seront aussi lissées
et le contraste visuel de ces parties sera sensiblement réduit.

Donc, pour préserver les contours tout en lissant le bruit, il est préférable
d’effectuer une diffusion anisotrope. C’est ainsi que Malik et Perona (voir [34])
proposent de remplacer ’équation de la chaleur par ’équation aux dérivées

partielles non linéaire, suivante :

%(m,t) = div(g(|Vu(t, z)|)Vu(t, z)) (1.18)

avec les conditions aux bords

ou
=0, sur 0f)
ON (1.19)

u(x,0) = ug(x),

ol g est une fonction réguliere a valeurs positives, qui vérifie

g(0) =1, lim sg(s) =0 et g (s) <0 pour tout s > 0. (1.20)

s—400
Le coefficient de conduction g(.) est égal a 1 dans les zones homogenes (a faible
gradient) et tend vers zéro dans les zones de contours et la diffusion est ainsi
stoppée au niveau des contours. L’image finale est une image obtenue au terme

d’un temps t, a determiner. Ce temps est usuellement fixé par I'utilisateur.
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1.2. Modeéles de restauration

Malheureusement, ce modele présente une difficulté majeure qui réside dans

son cadre théorique, puisque toute fonction g vérifiant les conditions (1.20),
rend le probleme mal posé. Une solution pour résoudre ce probleme d’instabi-
lité, est de travailler avec une version régularisée de 1’équation impliquant le
gradient g(|VG, *ul) au lieu de g(|Vul). Cette solution rend le probleme bien
posé et les résultats stables. Toutefois, on peut noter que cette nouvelle EDP
possede aussi quelques inconvénients, par exemple la stabilité de ce modele
n’est généralement pas garantie quand le parametre ¢ tend vers 0.
Une amélioration de cette idée de diffusion anisotrope qui prend en compte ces
remarques a été ainsi proposée par Alvarez, Guichard, Lions et Morel [2] qui
ont étudié une classe d’EDP paraboliques non linéaires qui généralisent 1'idée
de diffusion anisotrope proposée par Perona et Malik.

Le schéma proposé est issu de I’équation suivante :

ou Vu
— = g(|VG, * ul)|Vu|div(=—
5 = 9V G uFuldiv( ) o

u(x,0) = uo(x),
o ug(x) constitue I'image initiale a traiter, u(x,t) est 'image lissée a 1’échelle
référencée par le parametre ¢ et g(|Vu|) une fonction non croissante de la

variable |Vu| qui tend vers 0 quand la variable |Vu| tend vers linfini. En

Vu

remarquant que le terme |Vu|div( A

) correspond a la dérivée second de u dans
la direction orthogonale au gradient |Vul. L’équation (1.21) peut s’interpréter
comme un lissage anisotrope conditionnel mais seulement le long des courbes
de niveaux de I'image u(z,t). Le terme impliquant la fonction ¢(|.|) permet de
controler la vitesse de diffusion dans les zones ou le gradient est faible ; ce terme

est grand et permet une diffusion anisotrope le long de la direction orthogonale

au gradient. Dans les zones ou le gradient est fort, la pondération est faible et
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1.2. Modeéles de restauration

annule la diffusion; d’ou le nom de lissage sélectif donné par les auteurs a ce
schéma.

Nodstrom [36] propose de minimiser la fonctionnelle suivante :

E(u,v):/Q(u—u0)2+/QU|Du|2+/Q/\2(U—Inv) (122)

v : £ — [0,1] est une representation des bords de I'image : proche de 1
dans les zones homogenes et de 0 au voisinage des bords. Le premier terme
garantit une certaine conformité de u a l'image initiale ug, et le deuxieme
régularise u dans les zones homogenes (quand v est proche de 1). Le dernier
terme sert a mesurer la variable du niveau de gris de 'image. Les équations

d’Euler correspondantes s’écrivent :

(u —ugp)? — div(vVu) =0
N (1=1)+|Vul* =0,

(1.23)

L’equation précédente nous permet d’écrire v sous la forme suivante :

1

v=g(u) = ———.
9(u) 1+ |Vul?
Les équations (1.23) s’interpretent comme étant ’état stationnaire du mo-

deéle de réaction-diffusion suivant :
Vu
% — diy | ——e— | — (u—ug)
" (1 + <'V—;">2) (1.24)

En fait, cette équation d’évolution représente un compromis entre la diffu-
sion anisotropique proposée par Malik et Perona et le terme d’attraction vers la
donnée initiale (u — ugp). L’avantage de ce formalisme est que méme si le temps
d’arrét est trop grand, I'image résultat reste relativement proche de l'image

initiale. L’instabilité de ce modele est évidente puisque la fonctionnelle g n’est
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1.3. Vers la déconvolution aveugle

pas convexe, elle peut posséder plusieurs minima locaux et le processus peut

ne pas converger vers un minimum global.

1.3 Vers la déconvolution aveugle

Bien que cela dépasse les objectifs de ce mémoire, souligons qu’il existe des
modeles plus généraux dans lesquels le noyau du flou lui méme est inconnu.
Ces modeles ne sont pas encore bien murs dans la littérature et restent encore
sujets a de nombreuses recherches.

En résumé, on peut observer que dans les modeles variationnels exposés
auparavant et qui seront étudiés dans les deux prochains chapitres, on a sup-
posé que l'origine du flou, c’est-a-dire 'opérateur R, est connu a l'avance. En
pratique, c’est rarement le cas; il est en conséquence nécessaire de développer
aussi des techniques pour estimer l'action de cet opérateur R et éliminer en
conséquence le flou qui en résulte. On rappelle que souvent R est un opérateur
de convolution de la forme

Ru = k xu,

ol le noyau k est souvent inconnu. Dans beaucoup de cas, il est souhaitable de
reconstruire £ au méme temps que 'image originale ; il s’agit d’un probleme
de déconvolution aveugle, c’est-a-dire sans connaissance du noyau de convolu-
tion. Un des modeles consiste a minimiser la fonctionnelle double régularisée

suivante :
F(u,k) = |luxkl} + aillu —al|}, + aollk — K[|, (1.25)

olt X1, X5 et Y sont des espaces de Banach, @ et k sont des estimations & priori

de I'image et du bruit respectivement, 1,2 sont des constantes positives et
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1.3. Vers la déconvolution aveugle

a1, ap deux parametres positifs de régularisation.
On peut montrer que sous certaines hypotheses, ce probleme admet une solu-

tion (voir [33]).

Le modele (1.25) nécessite en pratique une connaissance d’une estimation
a priori de I'image et du bruit. Mais cette information n’est pas toujours ac-
cessible. Un autre modele (voir [15]) consiste tout simplement a minimiser la

fonctionnelle suivante :

1
E(u, k) = 5/(k*7¢L—u0)2d:c—|—ozl/\Du|d:1:—|—ozg/|D/~<:]ala:. (1.26)
0 R?

RQ

Les équations d’Euler-Lagrange associées a ce modele s’écrivent formellement

u(—z,—y) * (uxk —2) — V. <%) = 0,
k(—z,—y) * (k+xu—2z) —a; V. (%) = 0.

Cette approche a été proposée dans [15], sans preuve solide de sa performance

en pratique.

Nous n’aborderons pas par la suite les problemes de déconvolution aveugle.
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Chapitre 2

Le modele variationnel continu

Le but de ce chapitre est d’esquisser 1’étude du probleme de restauration
d’un point de vue continu, c¢’est-a-dire en considérant l'intensité de I'image u
comme une fonction (ou une distribution) définie sur le domaine de l'image
Q) C R2. Le cas discret selon lequel l'intensité u est un tableau fini de valeurs

associées a des pixels sera discuté dans le chapitre suivant.

Par ailleurs, on se placera ici dans le cas ou l'opérateur de floutage (ou de
convolution) R est connu.

Considérons dans un premier temps le probleme de minimisation
min/ Ru—uol® + A/ o(|Vul)dz, (2.1)
v Ja Q
Pour étudier ce probleme, on pourrait penser a utiliser I'espace
W ={ue L*Q), Vu e L'(Q)?},

Malheureusement, cet espace n’est pas reflexif et on ne dispose pas de résultat
concernant la convergence de suites bornées dans cet espace (et en particulier

les suites minimisantes). De méme, les espaces de Sobolev usuels W'?(Q) ne
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2.1. Les espaces BV

sont pas non plus adéquats pour étudier ces problemes car ils ne permettent
pas de gérer les discontinuités facilement. En effet, pres des discontinuités d’une
image le gradient de l'intensité Vu n’est pas considéré comme une fonction mais
comme une mesure. Il est donc inapproprié de chercher u dans W1?(Q) car dans

ce cas Vu est une fonction.

Les espaces considérés comme adéquats pour étudier les problemes de type
(2.1) sont les espaces des fonctions a variations bornées (BV(€2)) car ils pal-
lient a ces difficultés. Néanmoins, il est nécessaire de remodeler dans ce cas le
probleme considéré (2.1) pour qu’il ait un sens, et d’autre part pour que la

fonctionnelle considérée soit semi-continue inférieurement.

Nous allons dans un premier temps introduire de fagon résumée les espaces

BV en énumérant quelques unes de leurs propriétés.

2.1 Les espaces BV

Dans ce qui suit © est un ouvert borné de RY de frontiere Lipschitz et

C1(Q, R?) est I'espace des fonctions C! & support compact dans € a valeur dans

R2.

Définition 2.1 Une fonction f € L'(Q2) a valeur dans R est dite a variation

bornée si

sup {/Qu(x)divqb(:v), © € CHOLR?); ||¢llo < 1} < 400, (2.2)

On note BV (Q) l'espace des fonctions de L'(Q) a variations bornées.
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2.1. Les espaces BV

L’espace BV () est doté de la norme

el v = llullz + / Dul,

ou, par définition,

[ Do =su{ [uteanoto). o< m) ol <1},

est un espace de Banach.

Notre objectif ici n’est pas de redémontrer toutes les propriétés de ces espaces.
Nous nous contentons de celles qui sont utiles pour I’étude de notre probleme.
Pour plus de détails, le lecteur peut consulter aux réferences ([3], [22], [28]).

On a le résultat suivant important pour la caractérisation

Lemme 2.1.1 Soit u € BV(Q). Alors, il existe une mesure de Radon positive
i sur € et une fonction p—mesurable ; o : 2 — R telle que.

i) lo(@)| =1 pp.p

ii) / z)divp(z)dr = — /Q o(z)o(z)dp pour toute fonction ¢ € CL(Q, R?).

Ainsi, pour toute fonction u € BV (R2), Du, le gradient de u au sens des distri-
butions peut étre considéré comme une mesure de Radon a valeur vectorielle
Du = odp.
Ce lemme permet d’introduire la topologie faible x dans 'espace BV (Q2) de la
maniére suivante : une suite (uy) converge BV — w si

— uy, converge fortement vers u dans L'(Q)

- fQ @Duy converge vers fQ wDu pour tout p € Cy(Q)™.
Cette topologie a de meilleures propriétés de compacité que la topologie forte

dans BV. On a en particulier la propriété suivante :

Lemme 2.1.2 De toute suite (uy,), uniformément bornée dans BV () on peut

extraire une sous suite qui converge BV — w* dans BV (Q).
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2.2. Le modeéle TV : existence et unicité d’une solution BV

Voici un ensemble de propriétés importantes de ces espaces
— Pout tout réel p > 1 tel que p < N/(N — 1) si N > 1, on a l'injection
BV (Q)—LP(Q2). Cette injection est compacte quand N = 1 ou quand
N>1letp<N/(N-1).
— L’injection BV ()< L'(Q) est compacte.
— Soit (uy), dans BV () tel que u, — u dans L'(£2). Alors,

/|Du| Sliminf/ | Du,|.
Q n—+oo Jo

Il s’agit la d’une prorpriété de semi-continuité inférieure.
— si on suppose que €2 est connexe, alors toute fonction u € BV (Q) vérifiant

Du = 0 est constante.

Théoreme 2.1 Pour tout u € BV (), on peut trouver une suite (u,) telle

que :
1. u, € C®(Q) pourn=1,2...
2. u, — u dans L*(Q).

8. [o|Dun| — [, | Dul

2.2 Le modele TV : existence et unicité d’une

solution BV

Notre objectif dans ce paragraphe est de traiter le probleme de minimisation

de la fonctionelle
_ 1 )
E(u) = min 5 |up — Ru|*dx + X | |Duldx (2.3)
w Q Q

quand l'opérateur R est connu.

28



2.2. Le modeéle TV : existence et unicité d’une solution BV

2.2.1 Existence et unicité de la solution

Théoréme 2.2 On suppose que ug € L*(Q) et que R : L*(Q) — L*(Q), est un

opérateur linéaire continu et que R.1 # 0. Alors le probléme de minimisation

inf E(u) (2.4)

u€BV(Q)

admet une et une seule solution v € BV (Q)

Démonstration On sépare la preuve en deux étapes
Etape 1 :Ezistence :

Soit (uy), une suite minimisante de (2.3), c’est-a-dire une suite de points qui

vérifie
tout n >0, lim E(u,) = inf E(u)= M. 2.5
pour tout n > 0, lim_ (up) uEIBI%/(Q) (u) (2.5)

On a
/ g — Rup?dz < M (2.6)

Q
et
/ |Du,,| < M.
Q

Posons w,, = ﬁ fQ up,dx et v, = u, — w,, on remarque que fﬂ v,dr = 0 et

Duv,, = Du,, et d’apres I'inégalité de Poincaré on a :
lon|l2 < K/ | Dy, |dx = K/ |Du,|de < K.M = My, (2.7)
Q Q

d’ou

anHZ S Ml- (28)
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2.2. Le modeéle TV : existence et unicité d’une solution BV

La suite (v,) est donc bornée dans L?*(€2). De plus, on a

[wal [ R1]l2 = | Rwnllz = [[R(un = vn)ll2

IA

| Rupn — uoll2 + || Rvy — uol|2

IN

M + || B[[|on]l2 + [luoll2
M + [|R|| My + [Juol[2-

VAN

Puisque R1 # 0, on en déduit que (w,) est bornée dans R. Donc la suite
(u,,) est bornée dans L*(), et en particulier dans L'(Q) (d’apres 'inégalité de
Cauchy-Schwarz).

Par conséquent, il existe une sous-suite notée de la méme fagon (u,) et une

fonction uw € BV (Q) telles que

BV —wx
Up, —  U.

Par compacité de I'injection BV (Q)— L (Q2) on peut de plus déduire que (quitte

a reconsidérer une sous-suite)
u, — u , dans L'(Q).

On a alors
/\Du! gliminf/ |[un,
Q n—-+oo Q

et

It < . . It — . it < It
E(u) < l%rgi&f E(uy,) unelg\f/(m E(u,) < E(u)

Ce qui est équivalent & dire que u est un minimum de E(u). Le probleme (2.4)

admet donc une solution.

Etape 2 :unicité

Soient u et v deux minimums de E(u). On obtient facilement d’apres la stricte
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2.2. Le modeéle TV : existence et unicité d’une solution BV

convexité de t — [t| que Du = Dv ce qui implique que u = v+ ¢. D’autre part,
la fonction w +> fQ |w — ug|*dz est strictement convexe, ce qui implique que

Ru = Rv, donc Rc = 0. Puisque R1 # 0, on a ¢ = 0.

2.2.2 Extension du modele

Le modele proposé précédemment correspond au cas d’une régularisation
TV. Dans le chapitre (1), on a vu qu’'une régularisation plus générale consiste

& minimiser une fonctionnelle de la forme

Ey(u) = %/Q]uo — Rul*dx + )\/Q¢(|Vu|)dx (2.9)

ou ¢ est une fonction soumise a certaines contraintes assurant le maintien
des contours et le lissage des zones homogenes en intensité. Notons que la
fonctionnelle considérée dans le paragraphe précédent par I’équation (2.3) ne
correspond pas exactement a la fonctionnelle (2.9) quand ¢(t) = t. En effet, le
terme [, [Du| remplace le terme [, |Vu| non bien défini sur BV

Comme nous ’avons souligné auparavant, I’espace naturel pour la minimisation
de la fonctionnelle Ey(u) est 'espace W défini en début de chapitre et qui est
non réflexif. Comme dans le cas d’une régularisation de type TV, on peut
reformuler ce probleme dans le cas de 'espace BV (£2). Le premier pas de cette

reformulation consiste a étendre Fy, a I'espace BV de la facon suivante
. Ey(u) siueW,
Ey(u) =
+oo siu € BV(Q)\W.

Cette fonctionnelle n’est malheureusement pas semi-continue inférieurement

pour la topologie BV — wx. C’est pour cela qu’elle est souvent remplacée par
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2.3. Méthode de I'approximation semi-quadratique

son enveloppe semi-continue inférieure pour la topologie BV — wx (c’est-a-
dire la plus grande fonctionnelle inférieure ou égale a Eg(u) - étendue par
+00 & tout BV (Q)- et BV — wx semi-continue inférieurement ). On note E4
cette extension. Son expression dans le cas général nécessite I'introduction de
quelques notions qui s’éloignent du sujet de ce mémoire (comme par exemple
I'image par fonctions convexes d'une mesure de Radon). On renvoie au livre
[5] pour cette expression dont nous n’avons pas besoin explicitement pour le
déroulement du reste de ce mémoire.

On peut des lors généraliser le résultat d’existence et d’unicité au cas ou ¢
vérifie les hypotheses suivantes, tres proches des conditions déduites dans le

chapitre de modélisation (chap. 1) :
Condition 1 : ¢ est strictement convexe, croissante sur R™ avec ¢(0) = 0.
Condition 2 : lim ¢(s) = +oo

s—+00

Condition 3 : Il existe deux constantes ¢ > 0 et b > 0, telles que :
cs—b<¢(s) <cs+b;¥s>0

Théoreme 2.3 Sous les hypothéses du théoréeme 2.2 et les conditions 1, 2 et 3

sur la fonction ¢, la fonctionelle E4 admet un unique minimum dans BV ().

2.3 Meéthode de ’approximation semi-quadratique

L’idée de la méthode d’approximation dite semi-quadratique est d’associer
au probléme de minimisation de E4, posé dans BV (2), une série de problemes
dans W%2(Q) dont les solutions approchent le minimum de E.

Plus précisément, pour tout € > 0, on considere le probleme de minimisation

veEWL2(Q)

1
min  E (v) = 5/ |u0—Rv|2d9E+>\/¢5(|V1}|)dw, (2.10)
Q Q
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2.3. Méthode de I'approximation semi-quadratique

ou la fonction ¢, est une approximation de ¢ donnée par

%:)F—i—(b(e)—# si0<1t<e,
ot) = § 6(t) e (2.1)
€¢/(21/€) 2 o(1/€) — —¢/(21€/€) sit > %,

On a le résultat suivant (voir [5])

Théoréme 2.4 Le probléme de minimisation (2.10) admet une et une seule
solution v.. De plus, v. € WH2(Q) converge fortement dans L'(Q) vers 1’élé-

ment u minimisant E4 dans BV (). De plus, E.(v.) converge vers Eg(u).

L’équation d’Euler Lagrange associée au probleme (2.10) est une EDP non
linéaire difficile a résoudre. Une fagon de reformuler ce probleme afin de sim-
plifier sa résolution a été proposée par Geman et Reynolds [26] est développée
par la suite. Elle repose sur une technique de dualité. La proposition suivante

est a la base de cette méthode :

Proposition 2.1 Soit ¢ : [0, +oo[— [0, +00|, telle que ¢(\/s) soit strictement
concave sur [0, +ool. Soient L et M définis comme suit :

L = lim M et M = lim M

s—+o00 S s—0+ 28
Alors :

1. 11 existe une fonction ¢ :|L, M| — [«, ] strictement convezxe et décrois-

sante telle que :

d(u) = inf (bu® + (D))

L<b<M

avec

a= lim (gb(u)—u2M> et = lim ¢(u).

U—+00 2u u—0t
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2.3. Méthode de I'approximation semi-quadratique

2. Pour tout u > 0 fizé€, la valeur b, pour la quelle l'inf est atteint :

inf (bu? + (b)) = (byu® + (by))

L<b<M

est unique et donnée par :

La démonstration de cette proposition est reléguée a la fin de ce chapitre.

L’avantage de cette proposition est qu’elle permet d’utiliser la fonction )
pour reformuler le probleme.
Nous avons introduit ci-dessous un tableau récapitulatif des fonctions v

associées a des choix particulier de ¢.

Nom $(u) wb) | W)
¢py Perona, Malik 1 —exp(—u?) | blogb—b+1| logh
éaym German, McClure | u?/1 4 u? (Vb —1)? 1- \/LE
¢ Hebert, Leahy log(1+u?) | b—logb—1 | 11
¢rs Hyper Surfaces 21 +u? —2 b+ ﬁ — g 1-— ﬁ

TABLE 2.1 — Fonctions de régularisation ¢ et fonctions v associées.

D’apres Geman et Reynolds, on est ramené a calculer le minimum

min  J,(u,b) (2.12)

w,Leb< M.

ou L. et M, sont associés a la fonction ¢. comme dans la proposition (2.1) et

J(u,b) — %/ﬂ|uo—Ru|2dx+>\(/Qb|Vu|2+/Q¢e(b)>. (2.13)

Cette fonctionelle est convexe en u et en b mais pas par rapport au couple

(u,b). voir la proposition (2.1).
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2.3. Méthode de I'approximation semi-quadratique

Ce résultat est a la base de I'agorithme de minimisation semi-quadratique
qui consiste a minimiser J, de facon alternée par rapport a u et a b respec-
tivement. Cet algorithme est exposé en détail au paragraphe 3.4 du chapitre

suivant.
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2.3. Méthode de I'approximation semi-quadratique

Preuve de la porposition 2.1

Notons 6(u) = ¢(y/u). D’apres les conditions du théoreme, 6(u) est stricte-

ment concave. Cette propriété a deux conséquences :

¢ (Vu)
2V/u

— d'une part, 0'(u) = est strictement décroissante sur [0, 4+00.

Posons :

L= lim MetM: lim M

z—+oo 2T =0+ 2%

Si ces limites existent, alors 8 est bijective et admet un inverse
(0)' L, M] — [0, +oa].
— D’autre part, Yw,v : w # v, 0(w) < 0(v) + (w —v)d (v), ce qui revient &

dire que € est I'inf d’une famille de fonctions paramétrées par v :
O(w) = inf {Ql(v)w +60(v) — vb (v)} (2.14)
1. Posons pour v € [0, +o0] :
0 (v) =b (2.15)

ou de fagon équivalente :

Dans ce cas, (2.14) devient :

/

0(w) = in {bw +0((0)) (b)) — b(6 )’1(b)}

En posant :

/ ’

p(b) =0((6) (b)) — b(0) ' ()

I'expression de 6(u) se met sous la forme :

0(w) = inf {bw + ¥ (b)} (2.16)
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e La fonction ¢ est a valeur sur l'intervalle définie par :

(L) =a= lim (e@) - Ue’(u)) et Y(M) = 8 = lim (e(u) - ve’(v))

V——+00 v—0t

soit, en posant v = u? :

o= lim (qb(u) — uQ%:j)) et = lim (¢(u) — uQ%)

U—>—+00 u—0t

soit encore

a= lim (qﬁ(u)—uqu,(u)) et f = lim ¢(u)

u—4-00 2u u—0t
!

e Un calcul élémentaire montre que ' (b) = —(6')7(b) :

/ / /

Wb = [(0) ] 0) b)) — (0)7 (b) — b[(6) 7 (D))
= [(0)7(B)] o (6)7"(b) — b[(6)) " (1)]
= —(0)7}(b).

Comme (0')~" est & valeur sur ]0, +oc[, ceci montre que ¥ est strictement

décroissante sur | L, M].

" _1
e D’autre part, il est facile de montrer que ¢ (b) = 7o) En effet, on a
v

par définition :

S = VA=V
P =)

¢—0 b+c—b
A G B (g R CORM )
0@ b+ o) - 010) (0]

En posant e = (§')"'(b + ¢) et en utilisant (2.15), il vient donc :

VO = g
_ 1
- 9//(@)'

37



2.3. Méthode de I'approximation semi-quadratique

Or, dans les hypotheses du théoreme, 6" (v) est strictement négative. La
fonction v est donc strictement convexe.

e Enfin, en posant w = u?, 'équation (2.16) devient :
O(u?) = ¢(u) = irblf{bu2 +(b)}.

. D’apres (1), il est évident qu’a w fixé, U'inf est atteint pour v = w, c’est-

2

N . / .
a~dire pour b = 0 (w). Avec w = v*, nous avons donc bien

"(u
b, = % On prolongera cette expression par continuité en 0.
u
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Chapitre 3

Le cas d’une image discrete : de

la théorie a 'implémentation

Dans ce chapitre on se place dans le cas d'une image discrete. Nous al-
lons reprendre les modeles exposés dans le chapitre 1 et étudiés dans le cadre
continue en chapitre 2. Le but ici est non seulement de les étudier mathémati-
quement dans le cas discret, mais de les mettre en oeuvre numériquement en
les implémentant dans des codes écrits en langage C ou avec le logiciel matlab.

Ce chapitre constitue le travail central de ce mémoire.

Nous allons essentiellement exposer deux algorithmes :

— L’algorithme de projection de Chambolle qu’on utilisera essentiellement
dans le cas de débruitage (R = I).

— L’agorithme de minimisation semi-quadratique, basée sur les résultats du

paragraphe (2.3), du chapitre (2).
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3.1. Le probléeme discret

3.1 Le probleme discret

Dans le domaine de I'imagerie numérique qui nous intéresse ici, les appa-
reils de photographie par exemple échantillonne le monde réel sur une grille
par lintermédiaire de capteurs. L’image obtenue est alors un ensemble de cel-
lules de cette grille, appelées pizels dans le plan (2D) et vozels dans l'espace
(3D), chaque cellule contenant une partie de l'information de I'image globale.
C’est sur la base de cette représentation discrete que nous sommes amenés a
travailler pour extraire les constituants de 'image. Les images discretes ne sont
qu'un modele pratique pour présenter des "vues” de I'espace continu dans la

mémoire d’un calculateur.

On va se placer dans le cas d’image 2D, comportant N pixels dans la direc-

tion horizontale et M pixels dans la direction verticale.

Définition 3.1 Une image numérique en niveau de gris est une matrice (U; j)1<i<ni<j<M
ot a chaque pizel (i,7), intersection de la ligne i et la colonne j, on fait cor-

respondre un niveau de gris u; ; € {0, ..., 255}.

En pratique, on modélise une image discrete par un vecteur u € X = RV*M
(N et M sont respectivement les nombres de pixels dans les deux directions
horizontale et verticale). Les contraintes 0 < u;; < 255 seront souvent igno-
rées mathématiquement comme dans la plupart des articles dans la littérature.

Néanmoins, ces contraintes seront prises en compte lors de I'implémentation.

On note X l'espace euclidien RV*¥ et Y = X x X. On munit X du produit
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3.1. Le probléeme discret

scalaire usuel :

Z Uy;,5V;,5 (31)

1<ij<N

et de la norme associée :||.||.
Nous introduisons une version discrete de 'opérateur gradient. Si u € X, le

gradient Vu est un vecteur de Y donné par :

(Vu),; = ()l (Vw)?,)) (3.2
avec comme choix de discrétisation ici

(Vu)l B Uit1,5 — Ui j sit< N
= g
0 sit = N.

Uijp1 — Uiy S1J < NV
(vu)?,j = ! !
0 sij=N.

La variation totale discrete est alors donnée par

Jw)= Y [(Vu)yl. (3.3)

1<ij<N

ou

[(Va)igl = ()L, 12 + (Vw2

On introduit également une version discrete de 'opérateur de divergence. On

le définit par analogie avec le cadre continu en posant
div= -V~
ou V* est 'opérateur adjoint de V, c¢’est-a-dire celui vérifiant
Vp € Y,Vu € X : (—divp,u)x = (p, Vu)y = (p', V'u)x + (p?, VZu)x
On peut alors vérifier que :

(divp)i,j = (dlvp)z (dlvp)zg’
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3.2. Condition d’optimalité

ol

(divp)i; =4 P, sii=1

1 -
—Di—1, sii= N.

p?’j —pﬁj_l sil<i< N
(divp)i; =4 p?, sij=1
—pijfl sij=N.
La version discrete du probléeme de minimisation (2.1) quand ¢(t) = t s’écrit

alors

) 1
min J(u) = §|]Ru — o3 + Ny (u) (3.4)

ueX

ou

Jry(u) =) Z (V)i

i=1 j=1

Ici R est considérée comme un endomorphisme de X. On conviendra dans toute
la suite que le signe fQ est a comprendre au sens discret, c¢’est-a-dire
N M
/ F=>> fis
Q2 o=1 j=1

(Une telle notation évitera de mettre des doubles sommes partout).

3.2 Condition d’optimalité

La fonction J donnée par (3.4) est convexe. Néanmoins, comme nous allons
le voir, elle n’est pas différentiable en certains u (ceux pour lesquelles il existe
au moins un pixel (i, j) tel que (Vu);; = 0).

Afin d’écrire la condition d’optimalité d’ordre 1 associée a cette fonctionelle,

nous allons introduire la notion de sous-différentiel.
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3.2. Condition d’optimalité

Définition 3.2 (Sous-differentiel) Soit f : X — R une fonction conveze. Le
sous-differentiel de f en x € X est l'ensemble Of (x) des éléments w € X tels
que

VyeX: fly) = fz)+ (wy — ). (3.5)

Les éléments de Of () sont appelés les sous-gradients de f en x.
Notons que le sous-différentiel en un point n’est pas un ensemble vide. Il est
réduit au singleton {V f(z)} quand f est différentiable. On renvoie a [19] par

exemple pour ses propriétés.

Le lemme suivant est évident

Lemme 3.2.1 Un élément u € X réalise le minimum de J si et seulement si
0€dJ(u). (3.6)

Afin d’écrire explicitement la condition d’optimalité associée au probleme (3.4),
on a besoin de calculer la sous-différentiel de J en tout point. La proposition

suivante est démontrée dans [7]

Proposition 3.1 0 € 90.J(u) si et seulement si il existe p € X? tel que
K*Ru — R*ug + Adivp = 0, (3.7)

et p vérifiant pour tous i, j

(Vu)ij;
iy = — Wi (u),; 40,
1= W)y o (Ve

= |pil <1 si (Vu)i; = 0.

Notons que I'équation (3.7) est I’équivalent discret de I’équation d’Euler-Lagrange

associée au probleme continue.
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3.3. Algorithme de Chambolle dans le cas du denosing

3.3 Algorithme de Chambolle dans le cas du
denosing

Dans le cas du probleme de denoising (R = I) il existe une caractérisa-
tion de la solution due & Chambolle [14]. Afin de donner cette caractérisation,

considérons ’ensemble convexe suivant
Le résultat suivant donne la caractérisation attendu de la solution.

Proposition 3.2 On suppose que R = I. La solution de (3.4) est donnée par
u = ug — Pyxg(uo) (3.8)
ou Pyg est la projection orthogonale sur le convexe A\G.

Preuve : Soit
By ={peX?||p;| <1}.
On a quand R =1

J(u):%/g(u—uo)Z—l—)\/QWu\

J est continue et strictement convexe. De plus on a

J(u) = +oo0.
llufl—+o00

Donc J admet un unique minimum sur X réalisé en un point qu’on notera u*.

La condition d’optimalité de la proposition 3.1 donne

u* = ug — Adivp* avec |[p*| <1 et p*.Vu* = |Vu*|.
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3.3. Algorithme de Chambolle dans le cas du denosing

On a pour tout p € G,

1
J(u) > 5/(u—u0)2—)\/p.Vu
1
> —/Q(u—uo)2+)\ udivp
% 0 @,
> 5/(u—u0+)\divp)2 — 7/(divp)2+)\/divpu0
0 Q
1 1 1
= = /Q(u — Uy + Adivp)? — = /(uo — Mivp)? + = [ |uol?
2 Jo 2 Jo 2 Jo
> 1

1
/ (o — Adivp)? + / o 2.
Q 2 Q

En passant au supremum sur p a droite on en déduit que

|
N |

1 1
J(u) > ——/(uo — Pyqug)® + —/ |uo|*da.
2 Ja 2 Ja

ou Py\cug est la projection de ug sur AG. Par ailleurs, on a

1
Jwr) = §/Q(u*—u0)2 —)\/Qp*.Vu*

IA
|

avec égalité si et seulement si Adivp* = Pygug. Il en résulte des deux inégalités

que
1

1
J(u*) = 3 /Q(Uo — Pyoug)® + 5 /Q |uo?,

et que Adivp* = P gug. D’ou le résultat.
O

Le résultat 3.2 permet de réduire le calcul de la solution u au calcul de la
projection de ug sur le convexe AG. Chambolle a proposé le schéma de point

fixe suivant

- p =0.
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3.4. Méthode de minimisation semi-quadratique

— pour n > 0,
i Py + 7(V(div(p™) —uo/A))i;
Y 14T |(VIdiv(pt) = uo/A))igl

Ici 7 > 0 désigne un parametre réel fixé.

Le théoreme suivant donne une condition suffisante pour que l'algorithme

converge :

Théoréme 3.1 Supposons que le paramétre T vérifie 0 < 7 < 1/8. Alors,

Adiv(p™) converge vers Pyg(ug) quand n — +00

La solution du probleme (3.4) est donnée par :
u = up — Adivp™, (3.9)

ou

p>* = lim p"

n—-+0o

Nous avons implémenté cet algorithme dans un code en langage C' dont le
listing est joint en annexe a ce rapport.

Cet algorithme a été étendu au cas R # I (voir [35]). Néanmoins, dans ce cas,
I’algorithme obtenu est lent en terme de temps de calcul notamment quand R*R
possede des valeurs propres petites. Nous avons préférée utiliser la méthode de

minimisation semi-quadratique, exposée dans le paragraphe suivant.

3.4 Méthode de minimisation semi-quadratique

Dans le chapitre (2), paragraphe (2.3), on avait montré que la solution u

du probleme (2.10) peut étre approchée par u,. ou le couple (u,,b.) réalise le
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3.4. Méthode de minimisation semi-quadratique

minimum de

Je(u,b) = /Q lug — Ru|*dx + X </Q b|Vul|® + /QM(b)) (3.10)

Le schéma suivant appelé ARTUR est utilisé pour résoudre ce probleme en
pratique
— (u®, b°) donnée
— pour tout n > 0,
— u™ = min J(u, b™). Quand ce probleme est convexe, il est équivalent

au probleme suivant :

R*Ru — Mdiv(bVu) = R*ug  dans €2,
"' — = sur 0f).

,b). Le minimum est atteint pour

o _ £V
2|Vurtt]

La limite (u2°,b>) est la solution.

Remarque 3.4.1 On peut voir la suite b"(x) comme un indicateur de contours.
Si ¢ satisfait les hypothéses de préservation de contours

— si b"(x) =0, alors x appartient a un contour.

- si b"(x) = 1, alors x appartient a une zone homogene.

Nous allons détailler maintenant la résolution du premier probleme en u”,

en résolvant 1’équation

R*Ru — Mdiv(bVu) = R uy (3.11)
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3.4. Méthode de minimisation semi-quadratique

On a la discrétisation suivante issue de la formulation variationnelle pour cette

derniere équation : Vi € X

/Ru.Rgo—l—)\/qu.ch—/uo.Rgo
Q Q Q

Soit la base (¢*™);<j<n 1<m<n de X définie comme suit

(k,m) o ]' Si (kam) = (Zvj)
Plg) — .
0 sinon .

En utilisant les éléments de cette base comme fonctions tests dans la formula-

tion précédente, on obtient : pour tous 1 < k< Netl1l<m< M,

/Ru.Rgp(k’m)jL)\/bvu'v(p(k,m) :/UO‘R@(k,m)
Q Q Q

Onau = Z%:Mlui,jgp(i’j) et bVu = 3,7 MM (V) jbi o) = Z 1uz,]bi,jV<p(i’j).

En les injectant dans I’équation précédente on obtient : pour tous 1 < k£ < N

et 1<m< M,

N M
ZZ (/ R Rp® m)) Uij =+ )‘ZZ ( ,3/ CI7pthm) ) (Vuig)i
=1 j=1 =1 j=1 Q
= Zi:l Zj:l fQ ) Rplom) (u0)i,j
ou encore,
ZZ(/RS@ ) km))uw-l-)\ Z( ,]/Vgp(m (km>um
=1 j=1 =1 j=1

M ©,] m
= Zi:l Zj:l Ja U9 Rp®m) (ug), ;

Finalement on obtient,

([ me g [ 907

=1 j=1

M %,J m
= Zi:l > =1 Jo, @D Ro™ (o)
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3.4. Méthode de minimisation semi-quadratique

En utilisant les formules

si (k,m) = (i, 7)
si (k,m)=(i—1,j)
si (k,m) = (4,))

si (k,m) = (i,j — 1)

sinon .

on montre que I"équation (3.11) se ramene finalement a un systeme linéaire

AU = B,

avec A une matrice symétrique définie positive. Cette matrice est creuse. En

pratique, nous résolvons ce systeme avec une méthode itérative de type Gra-

dient Conjugué (voir annexe). Notons que ['un des avantages de cette méthode

est la non nécessité de stoker en mémoire la matrice A ; il suffit de programmer

une subroutine ayant a l’entrée le vecteur U renvoie a la sortie le vecteur AU.

On a aussi implémenté cette méthode dans un programme écrit en langage

C (voir listings en Annnexe).

Nous montrons ici des résultats a partir de simulations que nous avons

effectuées en utilisant une image de taille (118*121) type ".tif” afin de vérifier la

validité de cet algorithme de semi-quadratique. Cette image test est construite

par un dessin a la main avec le logiciel Paint. Voir la figure (3.1)
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3.4. Méthode de minimisation semi-quadratique

FIGURE 3.1 — Image originale de taille 118*121

Cette image a été dégradée par un noyau de disque de rayon égal a 3. Le
résultat du floutage est illustré dans la figure (3.2)

La régularisation utilisée est la régularisation avec prise en compte de dis-
continuités avec la fonction ¢(t) = 2v/1 + t2 — 2. La convergence est obtenue
pour cette image en moins de 10 itérations avec un ISNR égale a 7.70 Le résultat
est illustré par la figure (3.3)

L’image des contours (la variable b) est aussi présentée dans la figure (3.4)
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3.4. Méthode de minimisation semi-quadratique

FIGURE 3.2 — Image floutée avce un noyau de rayon 3

FI1GURE 3.3 — Résultat de la déconvolution par régularisation semi-quadratique
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3.4. Méthode de minimisation semi-quadratique

FIGURE 3.4 — Image des contours (la variable b)

En regardant I’évolution des itérations en fonction de 'erreur, on remarque
la convergence tres rapide de cet algorithme a partir de la quatrieme itération.
Voir figure (3.5)

Maintenant on va appliquer le méme algorithme sur une image qui contient
plus d’information (encore celle de Barbara) et voir le résultat qui est présenté

dans la figure (3.6)
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3.4. Méthode de minimisation semi-quadratique

FIGURE 3.5 — graphe des itérations en fonction de l'erreur

FIGURE 3.6 — Contours (la variable b) pour I'image de Barbara
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3.4. Méthode de minimisation semi-quadratique

On constate qu’on peut extraire toutes les lignes de niveau que contient
cette derniere. Ce qui prouve encore une fois I'éfficacité de cette méthode qui
pourra avoir beaucoups d’applications dans de nombreux domaines.

A travers ce paragraphe, nous allons mener diverses comparaisons entre
les convergences des algorithmes de Chambolle et celui de la semi-quadratique
avec la fonction ¢(t) = 2v/1 + t2—2. Dans les deux cas, on suppose uniquement
la présence d'un bruit gaussien d’écart type 20 et de moyenne 0.008 qui est
appliqué sur I'image de facon additif. 'opérateur de dégradation R est égale a
I'identité (pas de floutage).

L’image originale de test est toujour celle de Barbara (512x512) en niveau

de gris. voir Figure (3.7)

FIGURE 3.7 — 'image de Barbara originale
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3.4. Méthode de minimisation semi-quadratique

Et, apres avoir appliqué le bruit en question, on obtient la figure (3.8) :

FIGURE 3.8 — Barbara modifiée avec un bruit gaussien de o = 20 et p = 0.008
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3.4. Méthode de minimisation semi-quadratique

Le résultat du test par 'algorithme de Chambolle est illustré par la figure
(3.9)

FIGURE 3.9 — Image de Barbara restaurée avec algorithme de Chambolle
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3.4. Méthode de minimisation semi-quadratique

Pour l'algorithme de la semi-quadratique, I'image (3.10) représente le résul-

tat du test

FiGureE 3.10 — Image de Barbara restaurée avec algorithme de la semi-

quadratique

On remarque que 'image restaurée avec la régularisation semi-quadratique
présente moins de bruit dans les zones homogenes. Quant aux résultats de
I’algorithme de Chambolle on constate la disparition du bruit avec un lissage
considérable de I'image (effet cartoon).

Nous pouvons aussi comparer leur vitesse de convergence, par rapport a

leur nombre d’itérations, voir le graphe suivant
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3.4. Méthode de minimisation semi-quadratique

FIGURE 3.11 — Itérations en fonction de I’erreur pour I'algorithme de Chambolle

FIGURE 3.12 — Itérations en fonction de l'erreur pour la méthode semi-

quadratique
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3.4. Méthode de minimisation semi-quadratique

On peut voir que les deux algorithmes convergent vers la solution originale.
Ce pendant, l'interet de l'algorithme de la semi-quadratique est sa rapidité
de convergence; il atteint son but a partir de I'itération 10, alors qu’il faut a
I’algorithme de Chambolle plus de 20 itérations pour y parvenir. L’algorithme
de Chambolle converge avec un ISNR positif égale a 5.22 pour un parametre
de lissage A = 20. Pour l'algorithme de la semi-quadratique, il converge avec
un ISNR égale a 40.76

D’une autre part, on releve que le choix du parametre A influe tres sensible-
ment sur la qualité des résultats, c¢’est pourquoi il est nécessaire de les ajuster
précisément. On remarque que ce parametre varie d’une scene a l'autre et ce
n’est que par essais et erreurs qu’on arrive a avoir de meilleurs résultats. Le
graphe (3.13) représente la variation du parametre A\ en fonction de I'ISNR

dans le cas de I'algorithme de Chambolle, et il renforce les remarques établies.

FIGURE 3.13 — Variation de Lambda en fonction de ISNR
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3.4. Méthode de minimisation semi-quadratique

On conclut finalement, que la méthode de la semi-quadratique réalise un bon
compromis entre temps de calcule et qualité d’image reconstruite par rapport
a celle de Chambolle qui lisse trop les contours. De plus la semi-quadratique
est plus générale, au sens ou elle peut étre mise en ceuvre pour une variété

importante de fonctions de potentiels ¢.
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Annexe A

méthode du gradient conjugué

en bref

Notre but ici est d’exposer une méthode pour la résolution des problemes
du type :
(P), min f(z),z € R* (A1)

Quand la dimension n est supérieure a 1. On rappelle que dans ce cas la condi-

tion d’optimalité d’ordre 1 s’écrit
Vf(x*)=0. (A.2)

Le principe général des méthodes numériques d’optimisation consiste a construire

k

une suite (@, ..., 2®) . destinée & converger vers la solution z*, de préférence

k+1) dans cette suite se

rapidement. le plus souvent, le déplacement de z*) & zf
fait en deux étapes

e On choisit d’abord une direction de descente dj ( ¢’est-a-dire dans laquelle f
va décroitre),

e On choisit ensuite la taille du pas de ce déplacement, et donc z* 1) =
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ANNEXE A. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE EN BREF

z® 4+ audy, en "minimisant” f sur la demi droite z®) 4 ady, a > 0.

Cette derniere étape révele toute I'importance des méthodes d’optimisation
monodimensionnelles. 11 est toutefois important de souligner que puisque le
but est de trouver 'optimum de f, on peut se contenter d’une recherche (dite
"économique”) d’'un pas convenable, assurant en général une décroissance de f,
sans etre forcément de taille optimale. En effet, la recherche d’un pas optimal
o a chaque itération peut s’avérer tres cotiteuse car elle nécessite beaucoup
d’évaluations de f et de ses dérivées.

Dans les méthodes du gradient, on part d’un point 2° et on construit la suite
2@ 2® . delafacon décrite précédemment en choisissant une direction du
déplacement opposée au gradient d, = —V f(z*)). Ce choix est bien évidem-

ment motivé par le fait qu'un petit déplacement dans cette direction entraine

a priori la décroissance de f puisque pour ¢ > 0 suffisamment petit on a
Fla® +tdy) — f(@W) = tdyV f(z®) + o(t) = ]|V f (™) + o(t) < 0.

Supposons maintenant que la fonction f est quadratique de la forme

f(z) = %ITACL’ — bz (A.3)

L’idée principale de l'algorithme de gradient conjugué consiste a construire
d’'une part une famille de vecteurs d,...,d, 1, deux a deux conjuguées par
rapport a la matrice A (i.e. d} Ad,, = 0y, pour tous k et m, et d’autre part de

calculer les points z(*) comme solutions des problémes d’optimisation

min f(z), ot Wi = 2 4 vect{dy, ..., d,_1} (A4)

zeWp,

Ainsi, pour tout k > 0, z*) s’écrit sous la forme
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ANNEXE A. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE EN BREF

Le dernier élément x,, minimise f sur W,, qui est forcément R™ tout entier. Plus
exactement, les couples (z¥),d;) sont calculés par récurrence de la maniere
suivante :

do = =V f(2©, 2t = 20 4 \pdy, djy = =V f(2") + Brdy, pourk > 0,

ou le coefficient Ay réalise le minimum de f(A, + dy), ¢’est-a-dire

A= ,
dT Ad,

(A.6)

tandis que le coefficient ;. est choisi pour assurer la conjugaison de d.1 et dj

par rapport a A, i.e.
Vf(I(k+1))TAdk

b = dT Adj,

(A7)

On peut alors montrer que les directions dg,k = 0,1,... sont deux a deux
conjuguées par rapport a A et que les gradients V f(xy),k = 0,1, ... sont deux
a deux orthogonaux. On montre aussi que si 'optimum n’est pas atteint a la

k-eéme itération (V f(z®)) # 0), alors

_ V™))

A_ AT §
dT Ad,

P = e

(A.8)
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11
12
13
14

15

Annexe A

Listings des programmes

//
//

//
//
//

//
//
//
//
//
//
//
//
//

*kokkkkkkkkkkkk projection_chambolle s kskkskkskkskkskkkkkkk

Last updated 25-06-2010

Chambolle’s original method (2004).
Convergence can be proved for tau <= .125.

optimal performance occurs for lambda between 15720

\div : divergence, \g : gradient

Input variables

PX,Py: Initial guess.

u: Noisy image

lambda: Constant fidelity parameter.

nmax: Maximum number of iterations

tol: Convergence tolerance (stop criterion)
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ANNEXE A. LISTINGS DES PROGRAMMES

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

41

e
// Output variables
T
// pr: Primal variable, numerical solution - restored image

// itr: number of iteration

// ISNR: measure quality of restoration
B

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
int ind_2d1d(int i, int j, int nx, int ny);
void divergence(int nx, int ny, float px[], float pyl], float div[] );
void gradientX(int nx, int ny, float ull], float gx[]);
void gradientY(int nx, int ny, float ull, float gyl[l);
void projection_chambo(int nx, int ny, float lambda, float ul], float prl(],
float tau, float tol, int nmax);
float ISNR( int n, float ul[], float v[], float wl[]);
main (O{
int nx, ny, taille, nmax=110, k;
float lambda = 20. , tau=0.125, tol = le-4;
float *pr, *u, *res;
FILE *orig;
orig = fopen("orig.txt","r");
fscanf (orig,"%d\n",&nx) ;
fscanf (orig,"%d\n",&ny) ;

printf ("%d, %d\n",nx ,ny);
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42
43
44
45
46
47
48
49
20
51
52
93
o4
95
o6
o7
o8
29
60
61
62
63
64
65
66
67

taille = nx*ny;

u = malloc(taillexsizeof(float));
res = malloc(taille*sizeof (float));
pr = malloc(taille*sizeof(float));

for (k = 0; k< nx*ny; k++)
fscanf (orig,"%f\t", &ulk]);
fclose(orig);
orig = fopen("bruitee.txt","r");
for (k = 0; k< nx*ny; k++)
{fscanf (orig,"%f\t" ,&res[k]);}
fclose(orig);
projection_chambo(nx, ny, lambda, res, pr, tau, tol, nmax);
printf ("ISNR= 7%6.2e \n",ISNR(nx*ny, u, res, pr));
FILE *orag;
orag=fopen("orag.txt","w");
for (k = 0; k< nx*ny; k++)
fprintf (orag,"%6.2f\t", prlkl);
fclose(orag) ;
return (0); }
int ind_2d1d(int i, int j, int nx, int ny)
{ int ind ;
ind = j*nx + 1i;

return (ind) ; }

void ind_1d2d(int ind, int i, int j, int nx, int ny)

13

ind/nx;

i = ind - j*nx; }
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68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82

83

85
86
87
88
89
90
91
92

93

void divergence(int nx, int ny, float px[], float pyl]l, float div[] )

les tableaux px, py, div sont des tableaux monodimensionnels
de la taille de 1l’image, c’est | dire de taille nx*ny
Les stockage est fait ligne par ligne
int i, j, k;
for(i=1; i<nx-1; i++)
{ for(j=0; j<uy; j++)
{ k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);

div[k] = px[k]- px[k-1];}

for(j=0; j<ny; j++){ k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);

div[k] = px[k];

for(j=0; j<my; j++){ k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);

div[k] = -px[k-1];

for(j=1; j<ny-1; j++)
for(i=0; i<nx; i++)
{ k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);

div[k] += pylk]l- pylk-nx];
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94

95

96

97

98

99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118

119

for(i=0; i<nx;

i++){ k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);
div[k] += pylk];
}
j = ny-1;

for(i=0; i< nx; i++){ k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);

}
void gradient
{
i
for(i=0; i

{ for(

div[k] -= pylk-nx];

X(int nx, int ny, float ul[l], float gx[])

nt i, j, k;
<nx-1; i++)
j=0; Jj<ny; j++)
{ k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);

gx[k] = ulk+1]- ulk];

}
}
i = nx-1;
for(j=0; j<ny; j++) { k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);
gx[k] = 0;
}
}
void gradientY(int nx, int ny, float ull], float gyl[])
{
int i, j, k;

for(j=0; j<ny-1; j++)
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121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144

145

{ for(i=0; i<nx; i++)
{ k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);
gylk] = ulk+nx]- ulk];
}
}
j = ny-1;
for(i=0; i< nx; i++) { k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);
gylk] = 0;
}
}
void projection_chambo(int nx, int ny, float lambda, float ul], float pr[],

float tau, float tol, int nmax)

// Calcule la projection v d’une image u
// sur lambda G, par 1’algorithme
// proposE par Chambolle.
{

int taille=nx*ny,k, n;

float *px, *py, *w, *gx, *gy;

float residu, resl, res2, nrm, nrmp;
px=malloc(taillex*sizeof (float));
py=malloc(taillexsizeof (float));
gx=malloc(taillex*sizeof (float));
gy=malloc(taille*sizeof (float));
w=malloc(taille*sizeof (float));

for (k = 0; k< nx*ny; k++)

{ px[k]=0;
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146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170

171

py [k]1=0;
prlk]l= ulk];
}
n = 0;
residu=1.;

while (residu > tol && n < nmax)
{ n++
divergence( nx, ny, &px[0], &py[0], &w[0]);

for (k=0; k< nx*ny; k++)
wlk] -= ulk]/lambda;

gradientX(nx, ny, w, gx);

gradientY(nx, ny, w, gy);

nrmp = 0.0;

residu = 0.0;

for (k=0; k < nx*ny; k++)

{ nrm = sqrt( gxlkl*gx[k] + gylklx*gylk] ) ;

resl = taux(gx[k] - nrm*px[k])/(1 + taux*nrm);

res2 = taux(gylk] - nrm*py[k])/(1 + tau*nrm);

nrmp += px[k]*px[k]+ py[k]*pyl[k];

px [k] (px[k]+tauxgx[k])/(1 + tauwknrm);

py (k] = (pylk]+tauxgy[k])/(1 + tau*nrm);

residu += resl*resl+ res2*res?2;

residu = sqrt(residu/nrmp);
if (n%10==0)

printf("iteration= %d, residu= %6.2e \n",n,residu);
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172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192

193

}
divergence( nx, ny, &px[0], &py[0], &w([0]);
for (k=0; k < nx*ny; k++) prlk] = ulk]-lambda*w[k];

if (n == nmax)

printf ("Pas de convergence de 1l’agorithme de chambolle");
else printf("algo de chambolle convergence au bout de %d iterations \n",n);

}

float ISNR( int n, float ul[], float v[], float w[])
// Si 1’ISNR est negatif, la restauration est mauvaise
// Si 1’ISNR est positif, alors la restauration est de bonne qualite
// Si 1’ISNR est null, alors il n’y a pas eu de restauration.
{

int i;

float num, denom, num=0.,denom=0.;

for (i=0 ; i<n; i++)

{ num+=(uli]l-v[il)*Cul[il-v[i]);

denom+=(ul[il-w[il)*(u[il-w[i]);

}

num=num/denom;

num=10.*log(num) /log(10.);

return(num) ;
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17
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20
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22
23
24

25

[/ **kxkkxkxkxSemi-quadratique pour R=I sskskokskokskkskskokskokkskokkdokkokk
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#define max(a,b) (a>=b7a:b)
#define min(a,b) (a<=b?a:b)
void mat_vec(int nx, int ny, double alpha, double ul[],
double w[],void (xop_blur) (), double (*phipsur)(),
double beta,double v[], double eps, double lambda,
double (* noyau) ());
void gradient_conjugue(int nx, int ny, double ul] ,
double tol,double (*phipsur)(), void(*mat_vec) (),
double w[], double rhs[], double eps, double lambda,
double (* noyau) (), void(*op_blur)() );
double prod_scal(int size, double ul[], double v[]);
void calc_coefb(int size, double gx[], double gy[], double bb[],
double eps, double (x phipsur)());
void op_blur( int index, int nx, int ny, double u[], double rhs([],
double (* noyau) (), int supp_x, int supp_y);
int ind_2d1d( int i, int j, int nx, int ny);
void ind_1d2d( int ind, int i, int j, int nx, int ny);
double noyau_delta( int i, int j);
double noyau_disque( int i, int j);
void semi_quadratic( int nx, int ny, double tol, double retol,
double (*phipsur) (), void(*mat_vec) (), double uO[], double sm[],

double eps, double lambda,double(* noyau) (), void(*op_blur));
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33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
20

o1

double phipsur(double x);
double ISNR( int n, double ul[], double v[], double w[]);
double norm2( int size, double ull);
main() {
int nx, ny, taille, k, itmax =50000;
int supp_x=10, supp_y=10;
double lambda = 0.121, eps = 0.01, tol = le-4, retol=le-4;
double *u, *uO, *sm, *rhs, *w, nrm;
double (*noyau) Q) ;
FILE *origsm;
origsm = fopen("origsm.txt","r");
fscanf (origsm, "%d\n",&nx) ;
fscanf (origsm, "%d\n",&ny) ;
printf("%d, %d\n", nx, ny);
taille = nx*ny;
u =(double *) malloc(taillexsizeof (double));
u0 =(double *) malloc(taille*sizeof (double));
sm =(double *) malloc(taille*sizeof (double));
for (k = 0; k< nx*ny; k++)
fscanf (origsm, "%1f\t", &uO[k]);
fclose(origsm);
for (k = 0; k< nx*ny; k++)
fprintf (origsm,"%6.2f\t", ulk]);

fclose(origsm) ;

origsm = fopen("bruitsm.txt", "r");

for (k

0; k< nx*ny; k++)
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69
70
71
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74
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76
77

fscanf (origsm, "%f\t", &uO[k]);
fclose(origsm);
semi_quadratic( nx, ny, tol, retol, phipsur, mat_vec, u0,
sm, eps, lambda, noyau_disque, op_blur );
printf ("ISNR = %6.2e \n", ISNR(nx*ny, u, u0, sm));
FILE *oragsm;
oragsm = fopen("oragsm.txt","w");
for (k = 0; k< nx*ny; k++)
fprintf (oragsm,"%6.2f\t", sm[k]);
fclose(oragsm) ;
return (0); 7
void gradientX(int nx, int ny, double ul[], double gx[])
{
int i, j, k;
for(i=0; i< nx-1; i++)
{
for(j=0; j< ny; j++)
{ k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);
gx[k] = ulk+1]- ulk];
o}
i = nx-1;
for(j=0; j< ny; j++)
{ k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);
gx[k] = 0;
o}

void gradientY(int nx, int ny, double u[], double gyl[])
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78 {

79 int i, j, k;

80 for(j=0; j< ny-1; j++)

81 {

82 for(i=0; i< nx; i++)

83 { k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);

84 gy k] = ulk+nx]- ulk];

85 L

86 j = ny-1;

87 for(i=0; i< nx; i++)

88 { k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);

89 gylk] = 0;

90 I

91 void mat_vec( int nx, int ny, double alpha, double u[], double wl[],
92 void(*op_blur) () ,double (*xphipsur) (), double beta, double v[],
93 double eps, double lambda, double(* noyau) ())
94 {

95 int i, j, k, taille ;

96 double *bb, *gx, *gy, *zz, *res;

97 double supp_x = 10, supp_y=10;

98 taille=nx*ny;

99 bb =(double *) malloc(taillex*sizeof (double));
100 gx =(double *) malloc(taille*sizeof (double));
101 gy =(double *) malloc(taille*sizeof (double));
102 zz =(double *) malloc(taillex*sizeof (double));
103 res =(double *) malloc(taille*sizeof (double));
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104 gradientX(nx, ny, w, gx);

105 gradientY(nx, ny, w, gy);

106 calc_coefb(nx*ny, gx, gy, bb, eps, phipsur);
107 gradientX(nx, ny, u, gx);

108 gradientY(nx, ny, u, gy);

109 for (k =0; k < nx*ny; k++)

110 {

111 zz[k]=ulk];

112 res[k] = 0.0;

113 j=k/nx;

114 i=k-j*nx;

115 if (i < nx) vres[k] =res[k]- bbl[k]*gx[k];

116 if (i > 0) res[k] =res[k]+ bb[k-1]*gx[k-1];

117 if (j < ny) res[k] =res[k]l- bblk]*gylk];

118 if (j > 0) res[k] =res[k]+ bblk-nx]*gy[k-nx];

119 res (k] = lambda*res[k] + zz[k];

120 v[k] = alpha*res[k] + betaxv[k];

121 +

122 free(bb) ;free(gx);free(gy); free(res);free(zz);
123 +

124 void calc_coefb( int size, double gx[], double gy[], double bbl[],

125 double eps, double(* phipsur) ())
126 {

127 int k;

128 double nrm;

129 for (k =0; k < size; k++)
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150
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155

{ nrm = sqrt(gx[kl*gx[k] + gylkl*gylk]);
if (nrm <eps) Dbbl[k] = 0.5*%phipsur(eps);

else if (nrm > 1./eps) bblk] = 0.5*%phipsur(1.0/eps );

else bb[k] = 0.5*phipsur(nrm);
o}
double prod_scal( int size, double ul[], double v[])
{
double ps;
int i;
ps = 0.0;
for (i=0; i< size; i++) ps += uli] * v[i];
return (ps);
}
double norm2( int size, double ul])
{
double vnrm;
int 1i;
vaorm = 0.0;
for (i=0; i< size; i++)
varm += ul[i] * u[i];
varm = sqrt(varm);
return (vnrm);
}
double norm_diff( int size, double ul[], double v[])
{

double vnrm;
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174
175
176
177
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179
180

181

int 1i;

viorm = 0.0;

for (i=0; i< size; i++)
varm += (uli] - v[il)*(u[i] - v[il);
vnrm = sqrt(vnrm) ;

return (vnrm);

}
int ind_2d1d( int i, int j, int nx, int ny)
{

int ind ;
ind = j*nx + 1i;

return (ind) ;

}
void ind_1d2d( int ind, int i, int j, int nx, int ny)
{
j = ind/nx;

i = ind - j*nx;
}
double phipsur(double x)
{
double phips;
phips = 2.0/(sqrt(1.0+ x*x));
return(phips) ;
}
void gradient_conjugue( int nx, int ny, double u[] ,double tol,

double (*phipsur) (), void (*mat_vec) (), double wl[],
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182 double rhs[],double eps,double lambda,

183 double(* noyau) (), void (*op_blur)())

184 {

185 int ni, k,taille;

186 double *rr,*dd,*ww;

187 double resl, res2, alpha, beta, nrm, nrmww, nrmdd;
188 taille = nx*ny;

189 rr = (double *) malloc(taillex*sizeof (double));
190 dd = (double *) malloc(taille*sizeof (double));
191 ww = (double *) malloc(taille*sizeof (double));
192 for (k =0; k < nx*ny; k++)

193 rr[k]= rhs([k];

194 nrm = norm2(nx*ny, rr);

195 mat_vec(nx, ny, -1.0, u, w, op_blur, phipsur ,1.0, rr, eps, lambda, noyau);
196 for (k =0; k < nx*ny; k++) wwlk]l= -rrlk];
197 nrmww = norm2(nx*ny, ww);

198 mat_vec(nx, ny,1.0, ww, w, op_blur, phipsur,0.0, dd, eps,lambda, noyau);

199 nrmdd = norm2(nx*ny, dd);

200 resl = prod_scal (nx*ny, rr, ww);

201 res2 = prod_scal (nx*ny, ww, dd);

202 alpha = resl/res2;

203 for (k =0; k < nx*ny; k++) ulk] = ulk] + alpha*wwl[k];
204 beta = 0.0;

205 for (ni = 1; ni <= nx*ny; ni++)

206 {

207 for (k =0; k < nx*ny; k++) rr[k] = rr[k] - alphax*dd[k];
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223
224
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226
227
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229
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231
232

233

nrm = norm2(nx*ny, rr)/norm2(nx*ny, u);

if( nrm < tol ) break;

resl = prod_scal(nx*ny, rr, dd);
res2 = prod_scal (nx*ny, ww, dd);
beta = resl/res2;

for (k =0; k < nx*ny; k++) wwlk] = -rr[k] + betaxwwl[k];

mat_vec(nx, ny,1.0, ww, w, op_blur, phipsur,0.0, dd, eps, lambda, noyau);

resl = prod_scal(nx*ny, rr, ww);

res2 = prod_scal (nx*ny, ww, dd);
alpha = resl/res2;

for (k =0; k < nx*ny; k++) ulk] = ulk] + alpha*wwl[k];

nrm = norm2(nx*ny, u);
free(rr) ;free(dd) ;free(ww);

¥

void semi_quadratic ( int nx, int ny, double tol, double retol,

double (*phipsur) (),void(*mat_vec) (),double u0[],
double w[],double eps, double lambda,

double(* noyau) (), void (*op_blur))

{
int nit, k, itmax, taille;
double residu, nrm;
double *ZZ;
taille=nx*ny;
zz =(double *) malloc(taillex*sizeof (double));
nit = 0;
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retol 1.e-4;

residu 1.e+12;
for (k=0; k< nx*ny; k++)
zz[k] = uO[k];
while ((nit <= itmax) && (residu >= retol))
{
for (k=0; k< nx*ny; k++)
wlk] = zz[k];
nit++;
nrm = norm2(nx*ny, w);
gradient_conjugue(nx, ny, zz, tol, phipsur, mat_vec, w, u0,
eps, lambda, noyau, op_blur);

residu = norm_diff (nx*ny, w, zz);

residu = residu / nrm ;

free(zz);
}
double noyau_delta( int i, int j)
{
double res;
res = 0.0;
if ((1 == 0) & (j == 0)) res = 1.0;
return(res);
}
double noyau_disque(int i, int j)

{
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260 double res, ray = 10;

261 static int summ = O;

262 int rmax, i1, ji;

263 if (summ == 0)

264 {

265 rmax = ray;

266 for (i1 = -rmax; il <= rmax; il++)

267 for (j1 =-rmax; jl <= rmax; jl++)

268 { if (i1*il + jlxjl <= ray*ray) summ++;
269 I

270 res = 0.;

271 if (i*i + j*j <= ray*ray) res = 1.0/summ;
272 return(res);

273 }

274 void op_blur( int index, int nx, int ny, double u[], double res[],

275 double(* noyau) (), int supp_x, int supp_y)

276 // Le support du noyau est suppose compris dans le rectangle
277 // [-supp_x, supp_x]*[-supp_y, supp_y]

278 // On suppose ici que 1’operateur de op_blur est autoadjoint
279 // I1 envoie donc la meme chose pour index = 0 ou index =1
280 { int i, j, s, t, k, st;

281 int smin, smax, tmin, tmax;

282 double resu;

283 for (j = 0; j < ny; j++)

284 for (i = 0; 1 < nx; i++)

285 { smin = max(-supp_x, i + 1 - nx);
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309

smax = min(supp_x, i);

tmin = max(-supp_y, j + 1 - ny);

tmax = min(supp_y, j);

k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);

resu =0.0;

for (t = —tmin; t <= tmax; t++)
for (s = smin; s <= smax; s++)
{ st = ind_2d1d(i-s, j-t, nx, ny);

resu = resu + noyau(s,t)*ulst];
3
}

double ISNR( int n, double ul], double v[], double w[])

{

int i;
double num, denom;
num =0.,denom =0.;
for (1 =0 ; i< n; i++)
{ num += (ulil-v[iD)*(uli]l-v[i]);
denom += (u[il-w[il)*(ulil-w[il);

}

num = num/denom;

num = 10.*log(num)/log(10.);

return(num) ;
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/[ ¥*xxxxx 0%k kkxSemi-quadratique (deconvolution) kkskskkskskskskkskkskskkkkkskkkk
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#define max(a,b) (a>=b7a:b)
#define min(a,b) (a<=b?a:b)
void mat_vec(int nx, int ny, double alpha, double u[], double w[],
void (*op_blur) (),double (*phipsur) (), double beta,
double v[], double eps, double lambda, double(* noyau)());
void gradient_conjugue(int nx, int ny, double u[] , double tol,
double (*phipsur) (), void(*mat_vec) (), double w[], double rhs[],
double eps, double lambda, double(* noyau) (), void(*op_blur) () );
double prod_scal(int size, double ul[], double v[]);
void calc_coefb(int size, double gx[], double gy[], double bbl[],
double eps, double (* phipsur)());
void op_blur( int index, int nx, int ny, double u[], double rhs([],
double (* noyau) (), int supp_x, int supp_y);
int ind_2d1d( int i, int j, int nx, int ny);
void ind_1d2d( int ind, int *i, int *j, int nx, int ny);
double noyau_delta( int i, int j);
double noyau_disque( int i, int j);
void semi_quadratic( int nx, int ny, double tol, double retol,
double (*phipsur) (), void(*mat_vec) (), double uO[], double sm[],
double eps, double lambda,double(* noyau) (), void(*op_blur)());
double phipsur(double x);

double ISNR( int n, double ul[l, double v[], double w[]);
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26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
20

o1

double SNR(int n,double *u,double *v);
double norm2( int size, double ull);
main()
{
int nx, ny, taille, k, itmax =50000;
int supp_x=10, supp_y=10;
double lambda = 0.001, eps = 0.01, tol = 1e-8, retol=le-8;
double *u, *uO, *sm, *rhs, *w, nrmm;
double (*noyau) Q) ;
FILE *origsm;
origsm = fopen("origsm.txt","r");
fscanf (origsm, "%d\n",&nx) ;
fscanf (origsm, "%d\n",&ny) ;
printf("%d, %d\n", nx, ny);
taille = nx*ny,;
u =(double *) malloc(taillexsizeof (double));
u0 =(double *) malloc(taille*sizeof (double));
sm =(double *) malloc(taillex*sizeof (double));
// FLOUAGE ET EVENTUELLEMENT BRUITAGE
for (k = 0; k< nx*ny; k++)
fscanf (origsm, "%1f\t", &ulk]);
fclose(origsm) ;
op_blur(0, nx, ny, u, u0, noyau_disque, supp_xX, Supp_y);
FILE *orgsm;
orgsm = fopen("orgsm.txt","w");

for (k = 0; k< nx*ny; k++)
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fprintf (orgsm,"%6.2f\t", u0[k]);
fclose(orgsm);
semi_quadratic( nx, ny, tol, retol, phipsur, mat_vec, u0O, sm, eps, lambda,
noyau_disque, op_blur );

printf ("ISNR

%6.2f \n", ISNR(nx*ny, u, uO, sm));

printf ("SNR = %6.2f \n", SNR( nx*ny, u0, sm));

FILE *oragsm;

oragsm = fopen("oragsm.txt","w");
for (k = 0; k< nx*ny; k++)
fprintf (oragsm, "%6.2f\t", sm[k]);
fclose(oragsm) ;
return (0);
}
void gradientX(int nx, int ny, double u[], double gx[])
{
int i, j, k;

for(i=0; i< nx-1; i++)

{
for(j=0; j< ny; j++)
{ k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);
gx[k] = ulk+1]- ulk];
}
}
i = nx-1;

for(j=0; j< ny; j++)

{ k= ind_2d1d(i, j, nx, ny);
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78 gx[k] = 0;
79 }
80 }

81 void gradientY(int nx, int ny, double u[], double gyl[]l)

82 {

83 int i, j, k;

84 for(j=0; j< ny-1; j++)

85 {

86 for(i=0; i< nx; i++)

87 { k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);

88 gy [k] = ulk+nx]- ulk];

89 }

90 }

91 j = ny-1;

92 for(i=0; i< nx; i++)

93 { k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);

94 gylk] = 0;

95 b

96 }

97 void mat_vec( int nx, int ny, double alpha, double ul[],
98 double w[], void(*op_blur) (),double(*phipsur) (),
99 double beta, double v[], double eps, double lambda, double(* noyau) ())
100 {

101 int i, j, k, taille ;

102 double *bb, *gx, *gy, *zz, reso;

103 int supp_x = 10, supp_y=10;
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104 taille=nx*ny;

105 bb =(double *) malloc(taille*sizeof (double));
106 gx =(double *) malloc(taille*sizeof (double));
107 gy =(double *) malloc(taille*sizeof (double));
108 zz =(double *) malloc(taillex*sizeof (double));
109 op_blur(0, nx, ny, u, gx, noyau, supp_X, SUpp_y);
110 op_blur(l, nx, ny, gx, zz, noyau, supp_X, Supp_y);
111 gradientX(nx, ny, w, gx);

112 gradientY(nx, ny, w, gy);

113 calc_coefb(nx*ny, gx, gy, bb, eps, phipsur);
114 gradientX(nx, ny, u, gx);

115 gradientY(nx, ny, u, gy);

116 for (k =0; k < nx*ny; k++)

117 { reso =0.0;

118 j=k/nx;

119 i=k-j*nx;

120 if (1 < nx) reso -= bblkl*gx[k];

121 if (i > 0) reso += bb[k-1]*gx[k-1];

122 if (j < ny) reso -= Dbblkl*gy[k];

123 if (j > 0) reso += bblk-nx]*gy[k-nx];

124 reso = lambda*reso + zz[k];
125 v[k] = alpha*reso + betaxv[k];

126 +

127 free(bb) ;free(gx) ;free(gy) ;free(zz);

128 b

129 void calc_coefb( int size, double gx[], double gy[], double bb[],
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130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154

155

double eps, double(* phipsur) ())

{

int k;

double nrm;

for (k =0; k < size; k++)

{
nrm = sqrt(gx[k]l*gx[k] + gylk]x*gylk]);
if (nrm <eps) Dbblk] = 0.5*phipsur(eps);

else if (nrm > 1./eps)

bb[k] = 0.5*phipsur(1.0/eps );
else
bb[k] = 0.5*phipsur(nrm) ;
}
}
double prod_scal( int size, double u[], double v[])
{
double ps;
int i;
ps = 0.0;
for (i=0; i< size; i++) ps += ulil * v[i];
return (ps);
}

double norm2( int size, double ul])
{
double vnrm;

int i;
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156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180

181

vnrm

0.0;

for (i=0; i< size; i++)

varm += ul[i] * ul[il;

vnrm

= sqrt(vorm) ;

return (vnrm);

3

double norm_diff( int size, double ul], double v[])

{

double vnrm;

int

vnrm

i;

0.0;

for (i=0; i< size; i++)

vorm += (ul[i] - v[i])*(ul[i] - v[il);

vnrm

= sqrt(vnrm);

return (vnrm);

3

int ind_2d1d( int i, int j, int nx, int ny)

{

}
void ind_1d2
{

int ind ;

ind = j*nx + 1i;

return (ind) ;

d(

*J

*1

int ind, int *i, int *j, int nx, int ny)

ind/nx;

ind - (*j)*nx;
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182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206

207

}
double phipsur(double x)
{
double phips;
phips = 2.0/(sqrt(1.0+ x*x));
return(phips) ;
}
void gradient_conjugue( int nx, int ny, double u[] ,double tol,
double (*phipsur) (), void (*mat_vec) (), double w[],
double rhs[],double eps, double lambda, double(* noyau) (),
void (*op_blur) ())
{
int ni, k,taille;
double *rr, *dd,*ww;
double resl, res2, alpha, beta, nrm, nrmww, nrmdd;

taille = nx*ny;

rr = (double *) malloc(taillexsizeof (double));
dd = (double *) malloc(taillex*sizeof (double));
ww = (double *) malloc(taillexsizeof (double));

for (k =0; k < nx*ny; k++) rr[k]= rhs[k];

mat_vec(nx, ny, -1.0, u, w, op_blur, phipsur ,1.0, rr, eps, lambda, noyau);
for (k =0; k < nx*ny; k++) wwlk]= -rr[k];
nrmww = norm2(nx*ny, ww);

mat_vec(nx, ny, 1.0, ww, w, op_blur, phipsur, 0.0, dd, eps,lambda, noyau);

resl = prod_scal (nx*ny, rr, ww);

res2 = prod_scal (nx*ny, ww, dd);
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208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232

233

alpha = resl/res2;

for
bet

for

mat_vec(nx, ny,

for

}

}

(k =0; k < nx*ny; k++) ulk] = ulk] + alpha*wwl[k];
a =0.0;
(ni = 1; ni <= nx*ny; ni++)
{
for (k =0; k < nx*ny; k++) rrl[k] = rr(k] - alphaxdd[k];
nrm = norm2(nx*ny, rr)/norm2(nx*ny, u);

if( nrm < tol ) break;

resl = prod_scal (nx*ny, rr, dd);
res2 = prod_scal (nx*ny, ww, dd);
beta = resl/res2;

for (k =0; k < nx*ny; k++) wwl[k] = -rr[k] + betaxwwl[k];

1.0, ww, w, op_blur, phipsur, 0.0, dd, eps, lambda, noyau);

resl = prod_scal(nx*ny, rr, ww);

res2 = prod_scal (nx*ny, ww, dd);
alpha = resl/res2;

(k =0; k < nx*ny; k++) ulk] = ulk] + alpha*wwl[k];

nrm = norm2(nx*ny, u);

free(rr) ;free(dd) ;free(ww);

void semi_quadratic ( int nx, int ny, double tol, double retol,

double

(xphipsur) (), void(*mat_vec) (), double uO[],

double w[],double eps, double lambda, double(* noyau) (),

void (*

{

op_blur) ))

92



ANNEXE A. LISTINGS DES PROGRAMMES

234 int nit, k, itmax, taille, supp_x=10, supp_y=10;
235 double residu, nrm;

236 double *zz,*scd;

237 taille=nx*ny;

238 zz =(double *) malloc(taillex*sizeof (double));
239 scd =(double *) malloc(taille*sizeof (double));
240 nit = 0;

241 retol = 1.e-8;

242 residu = 1.e+12;

243 for (k=0; k< nx*ny; k++)

244 zz[k] = uO[k];

245 while ((nit <= itmax) && (residu >= retol))

246 {

247 for (k=0; k< nx*ny; k++) wlk] = zz[k];

248 nit++;

249 nrm = norm2(nx*ny, w);

250  op_blur(0, nx, ny, u0, scd, noyau_disque, supp_X, supp_y);

251 gradient_conjugue(nx, ny, zz, tol, phipsur, mat_vec, w, scd,

252 eps, lambda, noyau, op_blur);

253 residu = norm_diff (nx*ny, w, zz);
254 residu = residu / nrm ;

255 b

256 free(zz);

257 }

258 double noyau_delta( int i, int j)

259 {
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260 double res;

261 res = 0.0;

262 if ((1 ==0) & (j == 0)) res = 1.0;
263 return(res);

264 }

265 double noyau_disque(int i, int j)

266 {

267 double res;

268 static int summ = 0, ray = 2;

269 int rmax, i1, ji;

270 if (summ == 0)

271 { rmax = ray;

272 for (i1 = -rmax; il <= rmax; il++)

273 for (j1 =-rmax; jl <= rmax; jl++)

274 { if (i1xil + j1*jl1 <= ray*ray) summt+;
275 +

276 }

277 res = 0.;

278 if (i*i + jxj <= ray#*ray) res = 1.0/summ;
279 return(res);

280 }

281 void op_blur( int index, int nx, int ny, double u[], double res[],

282 double(* noyau) (),int supp_x, int supp_y)

283 // Le support du noyau est suppose compris dans le rectangle
284 // [-supp_x, supp_x]*[-supp_y, supp_y]

285 // On suppose ici que 1’operateur de op_blur est autoadjoint
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286 // I1 envoie donc la meme chose pour index = 0 ou index =1
287 {

288 int i, j, s, t, k, st;

289 int smin, smax, tmin, tmax;

290 double resu;

291 for (j = 0; j < ny; j++)

292 for (i = 0; i < nx; i++)

293 { smin = max(-supp_x, i + 1 - nx);
294 smax = min(supp_x, 1i);

295 tmin = max(-supp_y, j + 1 - ny);
296 tmax = min(supp_y, j);

297 k = ind_2d1d(i, j, nx, ny);

298 resu = 0.0;

299 for (t = tmin; t <= tmax; t++)

300 for (s = smin; s <= smax; s++)

301 { st = ind_2d1d(i-s, j-t, nx, ny);
302 resu = resu + noyau(s,t)*ulst];
303 b

304 res[k] = resu;

305 I

306 double ISNR( int n, double ul[l, double v[], double w[])

307 // Si 1’ISNR est negatif, la restauration est mauvaise

308 // Si 1’ISNR est positif, alors la restauration est de bonne qualite
309 // Si 1’ISNR est null, alors il n’y a pas eu de restauration.

310 {

311 int i;
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312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328
329
330
331
332
333

334

}

double num, denom;
num =0.,denom =0.;
for (1 =0 ; i< n; i++)
{ num += (ulil-v[iD)*(ulil-v[i]);
denom += (ulil-wl[il)*(uli]l-w[il);

}

num = num / denom;

num = 10.*log(num)/log(10.);

return(num) ;

double SNR(int n,double *u,double *v)

double num, denom;
int 1i;
num =0.,denom =0.;
for (1 =0 ; i < n; i++)
{ denom += (u[il-v[i])*(ulil-v[i]);

num += uli]*uli];

num = num / denom;

num = 10.*log(num)/log(10);

return(num) ;
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