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Notation

Notations

On désignera par

k un entier positif, p; le k-iéme nombre premier tel que p; = 2, p, = 3,...
P ={2,3,5,7,11,...}, 'ensemble des nombres premiers.

log : le logarithme Népérien.

[x] : partie entiére du nombre réel .

9 (n) : la fonction arithmétique définie par :

5(n):{1 sin=1

0 sin>2

1 (n) : la fonction arithmétique définie par :
1(n) =1, pour tout n > 1
p(n) @ la fonction arithmétique définie par :

lsin=1
pu(n) =< 0sin aun facteur carré

(—1)* si n est un produit de k facteurs premiers distincts

w(n) : la fonction arithmétique, qui compte le nombre de facteurs premiers distincts
de n.

Q(n): la fonction arithmétique, le nombre de facteurs premiers de n, compté avec
multiplicité.

7(n) : la fonction arithmétique, qui compte le nombre de diviseurs positifs de n.

7(x) : la fonction, qui compte le nombre de nombres premiers < .

f et g étant deux fonctions réelles

f ~ g signifie que f est asymptotiquement équivalente & g , autrement dit

G

m ——= =1.
z—-+o0 g()

f = o(g) si pour tout nombre réel strictement positif ¢, il existe

un nombre réel xy, tel que on ait

Vo > xo:ona |f(z) <elg(x).

v



Notation

f = 0O(g) ¢'il existe deux constantes g et C' > 0, tel qu’on ait
Vo >ao: |f(z)] < Clg(z)].

f = g : signifie que f = O (g) et g = O(f).
f < g : signifie que f = O (g).
f = 0,(g) cette notation signifie que la constante C' dépend de v.

E;(z) : exponentielle intégrale :

dont le développement asymptotique est

1 1 2 - !
Ei(z)=¢7" (E = + s + > =e " (Z(—l)"xzr > , lorsque © — +00.

n=0

Li(x) : le logarithme intégral :

Liw) = [ -2
)y logt’



Introduction

Grandes valeurs de la fonction : Nombre de
factorisations d’un entier en produit ordonné
de facteurs premiers.

Introduction
Le travail que nous présentons dans ce mémoire est consacré a 1’étude des grandes

valeurs de la fonction h (n), qui compte le nombre de factorisations d’un entier en produit

ordonné de facteurs premiers non distincts. Si n = ¢7"¢5”...q;.* alors,

(1 +ag+ ... + ay)!
oqlas!. o)

h(n) =

Pour étudier les grandes valeurs de la fonction h (n), nous sommes amenés a résoudre
n<x
(F1)
max h(n)

ou n = pi'py*..pf et p1 = 2, ps = 3,..., px le k—iéme nombre premier et les inconnues

le probléeme d’optimisation en nombres entiers suivant : {

x; sont des entiers positifs ou nuls.

Pour k assez grand, le probléme (P;) est équivalent au probléme suivant :

r1log2 4+ x5log3 + x3logh + ... + zp log pr < log X
max log
.%1'.132‘33]{'
Nous introduisons la fonction P(s) = >  p~® pour Re(s) > 1, appelée fonction

p premier
zéta des nombres premiers, cette fonction joue un role important dans 1’étude des grandes

valeurs de la fonction h. L’équation P (s) = 1, admet une unique solution réelle positive A,
les calculs numériques montrent que A = 1.399433... . Les résultats exposés dans ce travail
reposent essentiellement sur 'article de M. O. Hernane et J. L. Nicolas cf.[15], dans lequel
les auteurs ont démontré qu’il existe deux constantes positives C; et Cy tel que, pour tout

n > 3, on ait

=

1
log h(n) < Alogn — C’1M
log logn

et pour tout n > 3, il existe un entier m < n tel que :

>

(log7)

log h(m) > Alogn — Cy :
log logn

Nous détaillerons les preuves de ces résultats.



Introduction

Un entier N est appelé nombre h-champion si pour tout entier M, M < N implique
h (M) < h(N).

Ce présent mémoire est constitué de trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques notions et résultats sur les
fonctions arithmétiques. Nous introduisons également les fonctions de factorisation et nous
exposons quelques propriétés qui nous seront utiles dans la suite de ce travail.

Dans le deuxiéme chapitre, nous utilisons la formule de Stirling pour approximer la
fonction log(h (n)) par une fonction convenablement choisie.

Nous utilisons la méthode des multiplicateurs de Lagrange, pour résoudre le probléme
d’optimisation (P,) et nous démontrons le théoréme (2.5.2), qui donne les grandes valeurs
de la fonction A (n).

Au troisiéme chapitre, nous étudions les propriétés des nombres h—champions. Nous

montrons que le nombre w(N) de facteurs premiers distincts d’'un nombre h—champion
(log )/
loglog N
avec multiplicité, vérifie Q(N) ~ 2*alog N ot a = 0.5776486.... Nous donnons aussi une

satisfait w(N) ~ Aa/? et que le nombre Q(N) de facteurs premiers comptés
estimation du nombre Q)(X) de nombres h—champions inférieurs ou égaux a X ou X est un
nombre réel, tel que X > 1.

A la fin de ce chapitre nous présentons en annexe deux programmes écrits en Maple, qui
permettent de déterminer les nombres h—champions ainsi que les constantes A, a,. Nous
dressons deux tables des valeurs de ces constantes :

La premiére donne quelque valeurs de A, ap et la seconde donne quelque nombres

h—champions.



Chapitre 1

Fonctions de factorisation

1.1 Rappels d’arithmétique

Définition 1.1.1 Une fonction arithmétique est une application de N* dans C.
On dit qu’une fonction arithmétique f est multiplicative, si pour tous m et n premiers
entre eux, on a
f(mn) = f(m)f(n) et f(1) = 1.

Définition 1.1.2 La fonction i de Mébbius, est la fonction arithmétique définie par

lsin=1
p(n) = 0 sin a un facteur carré

(=1)* sin est un produit de k facteurs premiers distincts
Théoréme 1.1.1 Soit n entier > 1, alors

lsin=1

cqznu (d) = { 0 sinon

Preuve. cf.[2] m

1.1.1 Le produit de convolution de fonctions arithmétiques.

Définition 1.1.3 Soient f et g deux fonctions arithmétiques, le produit de convolution (ou

de Dirichlet) de f et g est défini par,

frgn) =3 F(@dg(5) =D F(Z)gld) = > Fldr)g(da).

din din dida=n



1.1. Rappels d’arithmétique

1.1.2 Séries de Dirichlet.

Définition 1.1.4 Soit f wune fonction arithmétique. On appelle série de Dirichlet associée
a f la série,
—f(n)
F(s)=) =
n=1 n
ou s est une variable réelle ou complezxe.
x 1

Si f(n) =1, pour n > 1, la série de Dirichlet associée a f, est ((s) = > —.
n:lns

La fonction Zéta de Riemann.

Proposition 1.1.1 Soit s un nombre complexe, tel que Re (s) > 1.
Alors la série Y — est convergente.
n:lns

x 1
Preuve. Soit s = o+it, un nombre complexe tel que o > 1, la série > — est absolument
n=1T

convergente puisque le module de son terme général

1

ns

p— 1 J—
- nRe(s) o E

est le terme général d’une série de Riemann, convergente pour Re (s) =0 > 1. =

Définition 1.1.5 Soit s un nombre réel ou complexe.

On appelle fonction zéta Riemann et on note ((s) la somme de la série

((s) = Z%, pour Re(s) > 1.
n=1

Théoréme 1.1.2 Soient [ et g deux fonctions arithmétiques et h leur produit de Dirichlet.

Soient F(s) = > S et G(s) = > 9(n) les séries de Dirichlet associes a f et g.
n=1 1’ n=1 N°

Alors pour tout nombre complexe s tel que Re (s) > Mazx (a,b) on a,
F(s)G(s) = h(n)n"* (1.1.1)
n=1
ot a et b sont les abscisses de convergence absolues respectives de F(s) et G(s).

Preuve. (cf.[2] et [27]). =



1.1. Rappels d’arithmétique

Produit Eulérien.
Proposition 1.1.2 Soit s un nombre complexe tel que Re (s) > 1.
Alors,
()= (1—p=)~" (1.1.2)
peEP

ot P est l’ensemble des nombres premiers.

Preuve. (cf.[14] et [2]). =

La fonction Zéta des nombres premiers.

Définition 1.1.6 Soit s un nombre réel ou complexe. On appelle fonction Zéta de nombres

premiers que l’on note (p(s) la série,

1 1

Z:p’S:—jL —1—54—%—1— ., pour Res >1 (1.1.3)
peEP
ou P est l’ensemble des nombres premiers.
. 1
Dans la suite nous poserons (p (s) = P (s) = >, —
pGPp

Théoréme 1.1.3 Pour Re(s) > 1, on a:
Z Z” log (¢ (ks)) . (1.1.4)
pGP

ot P est l’ensemble des nombres premiers.

Preuve. Posons : P(s) = Y L
pGPP
On a

((s)=TL (1—-p~)

d’ou

log((s) = > log (

peEP

) — log(1-p :—Zlog(l—;)

peP peP

Comme pour |z| < 1, on a
log(l—2)=-) —

=1 7



1.1. Rappels d’arithmétique

alors

osct =3 (S ) - SI - X0

peEP =1 pe’P

d’ott 'on a pour £ > 1,

+o0
log ((k.s) = ZP (kls)

ceci d’une part, d’autre part on a

+o0

s P (kls)
S PIICE )
D3 Y ICEaw
n=1 kln
3 Y ICI =
n=1 kln
= P(s)
d’ou 'on a,
1 Nek)
|

1.1.3 Le théoréme des nombres premiers.

En 1896, Hadamard et De La Vallée Poussin, ont démontré pour la premiére fois in-

dépendamment, le théoréme suivant :
Théoréme 1.1.4 Lorsque x tend vers l'infini on a :
() ~

ot w(x) est le nombre de nombres premiers inférieurs ou égauz o x.

X

log

Preuve. (cf.[27] et [2]) =



1.2. Fonctions de factorisation

1.1.4 Le logarithme et ’exponentielle intégral.

Définition 1.1.7 On appelle logarithme intégral la fonction définie par,

Li(x) = loi'
o logt

Définition 1.1.8 L’exponentielle intégrale est la fonction définie par,

Le développement asymptotique de F(x) est donné par,

11 2 - !
Ei(x)=¢" (E — = + o + ) =e " <Z(—1)"QJ:+ ) , lorsque © — +o00.

n=0

1.1.5 Nombre f—champion

(1.1.5)

(1.1.6)

(1.1.7)

Définition 1.1.9 Soit f une fonction arithmétique réelle, un entier naturel N est dit f-

champion si et seulement st
pour tout M € N*, M < N implique f (M) < f(N).

Lorsque f (n) est la fonction 7 (n) nombre de diviseurs positifs de Pentiers n,

(1.1.8)

S. Ramanugan (1915) a introduit la notion de nombre 7—champion, connus sous le nom des

nombres hautement composés de Ramanujan.

1.2 Fonctions de factorisation

1.2.1 Les fonctions 7,

Soit n un entier, n > 1. On considére ’équation diophantienne,

T1Zo...T, = n , pour tout r € N.

(1.2.1)

On désigne par 7,, la fonction qui compte les solutions de 1’équation (1.2.1) on a,

T1T2...Tr=n

(1.2.2)



1.2. Fonctions de factorisation

Pour = 0, on a 79(n) = ¢ (n).
Pour r =1,ona7(n) =1
Pour r=2,onary(n)=7(n)= > 1= > 1

T1T2="N d|n
La fonction de factorisation la plus classique, est la fonction 7 (n) nombre de diviseurs
positifs de n, qui est aussi le nombre de solutions de I’équation diophantienne xx5 = n.
a1

Soit un entier n > 2, si n = ¢7"¢5*...q;", est la décomposition de n en produit de facteurs

premiers distincts ¢;, alors,

T(n):ﬁ (i +1)=(a1+1)(ag+1)...(ax+1).

=1
La série de Dirichlet associée a r,, » >0

La série de Dirichlet associée & 7, est donnée par,

Proposition 1.2.1 Soient r et n deux entiers positifs, et s un nombre complexe tel que

Re(s) > 1, la série de Dirichlet associée o T,(n) est donnée par,

STy (123)

ot € (s) est la fonction zéta de Riemann.

Preuve. .
Pour r = 0, la relation (1.2.3) est vérifiée, puisque

PRI QUSRI

ns ns
n=1 n=1

Pour =1 et Re(s) > 1, la relation (1.2.3) implique,

)

Pour r > 2 et Re(s) > 1 on a,

€)Y = (Zni)



1.2. Fonctions de factorisation

d’aprés (1.2.2) il vient,

€@ =3 (= 3,

Cas particulier. Pour r = 2, la série de Dirichlet associée a T5(n) est,

ST ()2

nS

n=1
Grandes valeurs de la fonction r

Dans [25], S. Ramanujan a montré :

Théoréme 1.2.1 Soit n un entier naturel.
Alors,

1) Pour tout € > 0, il existe un entier no(c) > 0, tel que :
T(n) < exp{(l+e¢)log2.logn / loglogn } pour n > ng(e) .
2) Pour tout entier n, on a
7(n) > exp{(1l —¢)log2.logn / loglogn }

Preuve. cf.[25], [27] et [14] =

1.2.2 La fonction d’Oppenheim O(n).

Un autre exemple de fonction arithmétique de factorisation est la fonction d’Oppenheim
notée O (n), cette fonction compte le nombre de solution de (1.2.1) pour tout r, mais sans

tenir compte de I'ordre des facteurs et chaque facteurs doit vérifier x; > 2, avec la convention

O(1) = 1. (cf.[23)).

Exemple 1.2.1 Pour n = 30, on trouve O(30) = 5, puisque 30 admet les factorisations
d’Oppenheim suivantes :

30, 2.15,3.10, 5.6, 2.3.5



1.2. Fonctions de factorisation

La série de Dirichlet associée a la fonction O(n).

Proposition 1.2.2 La série de Dirichlet associée o O(n) est donnée par la formule :

io(") =1 (1—is>_1 ot Re(s)> 1.

n

Preuve. cf.[23] =

Grandes valeurs de la fonction d’Oppenheim O (n)

Les grandes valeurs de la fonction d’Oppenheim O, ont été étudiées en 1926 par A.
Oppenheim (cf.[23]), qui a donné plusieurs propriétés de cette fonction.
En 1983, E. R. Canfield, P. Erdos et C. Pomerance ont dans [3], amélioré les résultats

d’ Oppenheim en montrant,

Théoréme 1.2.2 [] existe deux constantes positives 0 < ¢y < co tels que :

1. Pour tout entier n suffisamment grand on ait,

logn log,n—1 login
O(n) < nexp (_logg ” <log3 n+log, n+ i;lg " +c 10??1)) .
2 3 3

2. Et pour une infinité d’entiers n,

logn

log, n — 1+ 2login)>
logs n login/) )’

O(n) > nexp (—

Preuve. cf.[3]. =

log, 1 <log3 n+ log, n+

1.2.3 La fonction de Kalmar K(n).

La fonction de Kalmér notée K (n), compte les solutions de 1’équation (1.2.1) pour
tout r, en tenant compte de 'ordre, et avec la condition que chaque facteur x; doit vérifier

Ainsi, K(30) = 13, puisque 30 admet les factorisations suivantes :
30, 2x15, 16x2, 3x10, 10x3, 5X6, 6X5,2X3X5, 2XHX3F, IXOdX2, 3X2XH, HX2Xx3, HXIX2.

L. Kalmadr a montré que,

10



1.2. Fonctions de factorisation

Proposition 1.2.3 Soit n un entier positif, lorsque r — oo, on a

ZK(n) ~ _/xp

ot p est la solution positive de I’équation ((s) = 2.

La série de Dirichlet associée a la fonction K (n) de Kalmar.

Proposition 1.2.4 Soit n un entier naturel.

Alors,

ZKTE:L) =3 —1§(s)’ pour Re(s) > p

n=1

ot p est la solution positive de I’équation ((s) =2, on a p = 1.728...

La fonction K(n) est liée a la fonction 7, (n) par la relation suivante,

K(n) =

ZTT(H), pour n > 2 (1.2.4)

1
2 2r

r=1
Les grandes valeurs de la fonction K (n)

Les grandes valeurs de la fonction K (n), ont été étudiées la premiere fois en (1931) par
L. Kalmadr et aussi par P. Erdos , E. Hille et M. Klazar et F. Luca, les résultats de ces

derniers on été améliorés par M. Deléglise, M. O. Hernane et J.-L. Nicolas, en montrant,

Théoréme 1.2.3 [l existe deux constantes positives C et Cy, telles que :

1. Pour tout entier n suffisamment grand on a
(logn)"/*

log K(n) < plogn — C4
log log n

2. Pour tout entier n suffisamment grand, il existe m < n, tel que

(logn)"/*

log K(m) > plogn — Cy
log logn

ou p=1.728...

11



1.2. Fonctions de factorisation

1.2.4 Généralisation de la fonction Kalmar

Soit A C {2,3,4,...} ; E. Hille et P. Erdos ont généralisé la fonction de Kalmar en
définissant la fonction fa(n), qui compte les solutions de 1’équation (1.2.1) pour tout
r € N*, avec la condition que chaque facteur z; doit appartenir a A (cf.[17], [10]).

Cas particuliers :
Lorsque A = N\{0, 1}, on obtient fi 0,1} (n) = K(n), cest la fonction de Kalmar.
Lorsque A = P est ensemble des nombres premiers, la fonction fp (n) est le nombre
de solutions de (1.2.1) en nombres premiers. Nous nous intéressons essentiellement dans
ce travail a I’étude des grandes valeurs de la fonction fp (n), que nous désignerons dans la

suite de ce mémoire par h (n). La série de Dirichlet associée & fa(n) est

fo;fsn) = 1= 2,4 ) P Re (s) > a (1.2.5)

ou a est I'abscisse de convergence absolue de la série (4 (s) = > n~*.

neA

12



1.3. La fonction h (n)

1.3 La fonction & (n)

Soit n > 2, et r > 1. On considére le nombre de solutions de ’équation diophantienne
T1.292...0, =N (131)

en nombres premiers non distincts x1, zs, ..., .

Soit n = ¢"¢5%...qp" et Q(n) = oy + as + ... + oy, le nombre de facteurs premiers
comptés avec multiplicité.

La seule possibilité d’écrire n sous la forme (1.3.1) , avec z1, x2, ..., x, des nombres
premiers non distincts est de prendre r = 2 (n) puis de choisir,
o variables x; égales & ¢, oo variables z; égales a ¢s,..., o variables z; égales a gy.

Le nombre de facons de faire ce choix est le coefficient multinomial (cf.[4]) on a donc
pour n > 2,

h(n) = = (1.3.2)

oqlas!. !

o1+ ag + ...+ ay (1 +ag + ... + ag)!
1,09, ..., XL

on pose h (1) =1.
Notons que h(n) est aussi le nombre de factorisations de n en produit ordonné de facteurs

premiers non distincts.

1+14+1)!
Exemple 1.3.1 Pourn =30=2x3x5, ona h(30) = : 4:[lll;—l i

factorisations de 30 en produit ordonné de facteurs premiers non distincts sont :

= 3! =6, les six

2X3XH,2Xx5x3,3X0x2,3X2x5,5x2x3,5x3x2

13



1.3. La fonction h (n)

1.3.1 Quelques propriétés de la fonction A (n)

Proposition 1.3.1 .

1) La série de Dirichlet associée a h(n) est

> h(n) 1
Z pral 1_P(S>,p0u7“ Res > A
n=1
ot A est défini par
P(\) =1, A=1.399433... (1.3.3)

2) Pourn > 2, on a

W)= 3" h(g). (1.3.4)

peP, pln

3) Lorsque x — +00, on a

1 |
- h ~ )\—1'
x; ()~ =3 m i ”

Preuve. .
1) Le résultat (1) de la proposition (1.3.1) s’obtient, en utilisant la relation donnée par
(1.2.5) avec h(n) = fp(n) ou P désigne ’ensemble des nombres premiers.

2) Soit n > 2, un entier naturel tel que n = ¢7" ¢52...qy*, ol ¢; sont des nombres premiers

et a; > 1.

Pour 7 fixé, 1 <i <k on a,

d’ou

k

14



1.3. La fonction h (n)

En multipliant le numérateur et le dénominateur de (1.3.5) par (a; + as + ... + ag) @;

on obtient,
Zk:h(ﬁ) B i(al—i—...—i—ak—1)!(041—1—042—1—...—1—0%)04@-
i1 q; i1 (@1+062+...—|—CY]€) Oél!...(Oéi— 1)'&2@;3'
B ozl—i—...—l—ak)!i o
alag! (o + o+ ag)
B (051+052+...+Oék)!
N &1!&2!...ak!
= h(n).
d’ou

hin)= Y h(g).

peP, pln

3) Ce résultat est démontré dans [18]. m
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Chapitre 2

Grandes valeurs de la fonction h (n)

L’étude des grandes valeurs de la fonction h (n), se raméne a la résolution du probléme

d’optimisation en nombres entiers suivant :

e )

max h(n)
ou n = py'pyt..pif et pr = 2, po = 3,..., p le k-itme nombre premier et les inconnues w;
sont des entiers positifs o nuls.

Pour k assez grand, le probléme (P;) est équivalent au :

(ZL‘l—I—fL‘Q—f-...—I—l’k)!) (P2)

En utilisant la formule de Stirling, nous remplagons dans (P,), la fonction & optimiser

{xl log2 + x5 log 3 + x3logps + ... + z log pr, < log X

max log T '
(xl,xz,...,a:k)ERﬁ’_ T1:T9!... Tk!

log h (n) par une fonction convenablement choisie F'(xy,z3, ..., xx), puis on résoud le prob-
leme d’optimisation :

{xl log2 + x5 log 3 + x3logps + ... + z log pr, < log X

max  F(x1,z9,...,xk)
($1,$2,~--7Ik)€Ri

(P)

Nous montrons que ce probléme a une solution simple z7, z3,..., 27, cette solution est
donnée par la proposition (2.4.1), elle permet de majorer h(n).

Pour une valeur de %k convenable, en choisissant pour «; un entier proche de z;, on
construit des nombres entiers n = p'p5*...p.*, pour lesquelles h(n) prend des grandes

valeurs.
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2.1. Approximation de log(h (n))

2.1 Approximation de log(h (n))
Ce lemme nous sera utile dans la suite.
Lemme 2.1.1 Pour toutn > 1, on a
n™ exp(—n)V2rn < n! < exp (1) " exp(—n)v/n. (2.1.1)

Preuve. La formule (2.1.1) , découle de la formule classique de Stirling (cf.[1]) valable

pour n > 1, on a

0
n! = n" exp(—n)v2mn exp <E) ,oul <6 <1, (2.1.2)
n

Pour n = 1, on obtient :

exp (—=1) V21 = 0.92214 < 1

donc la formule (2.1.1) est vérifiee pour n = 1

Pour n > 2, on a
V27 exp (%) < V2mexp(1/24) = 2.61... < exp (1)
par la formule (2.1.2) , il vient
n! < n™exp(—n)V2my/nexp (i) < n"exp(—n)yvnexp (1)

donc la majoration est vérifiée .

Pour la minoration, on a
0
1<exp|— | oul<bd<1
12n

la formule (2.1.2) implique,

n! > n"exp(—n)V2mn.

Notation 2.1.1 Pour k > 2 on pose x = (x1,Za, ..., x) € RE et 0= (0,0,...,0) € RE.
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2.1. Approximation de log(h (n))

Définition 2.1.1 . Soient x1, xa,..., x}, des nombres réels positifs ou nuls.

Pour z € Rﬁ, on définit la fonction F : R’i — R par

k
F(xy, 29, ...,x5) = (11 + 22 + ... + xp) log(zq + 22 + ... + 25) — sz log x; (2.1.3)
i=1
avec la convention tlogt =0 sit=0.

Remarque 2.1.1 . La convention tlogt = 0 st t = 0, nous permet de prolonger par

continuité la fonction F' en 0.
Grace au lemme (2.1.1), nous montrons :

Proposition 2.1.1 . Soit un entier naturel n > 2 dont la décomposition en produit de
facteurs premiers distincts est n = g7 ¢5>...q,".
Alors on a,

) kE—1
(1) logh(n) < F(ay, g, ..., ) — —5 < F(ag,ag, ..., ax)

1 k
(¢4) logh(n) > F(a, az,...,ax) — k — 52 log o
i=1

Preuve. La proposition est vraie pour k = 1, puisque on a h(qy") =1 et F(a;) =0
Supposons donc k > 2.
Posons,

S=a;+ay+..+a, et T =oqlasg)...ap!

(a1+oz2+...—|—ozk)! _g
oqlas!.. .o T
Preuve de I’inégalité (i) : Le lemme (2.1.1) implique,

comme h(n) = , alors h (n)

Sl <exp(1)S®exp(—9) s

ce qui équivalent a :

S!<exp (1) (aq + g+ ...+ oy ) @rre2tFan) exp(—(ay 4+ g + ... + ap))V/ (1 + g + ... + o)
(2.1.4)
et

T > af*as?..a*(V2m)fy/arag...ap exp(—(ay + ag + ... + ay)) (2.1.5)
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2.1. Approximation de log(h (n))

Les inegalits (2.1.4) et (2.1.5) entrainent,

h(n)

exp (1) (a1 + ag + ... + ag)rtezteFan) exp(—(ag + g + ... + ag))v/ (a1 + a2 + ... + ay)

<
- attag?. ok (V2m)k exp(—(ag + ag + ... + ap))J/aran..ay

(1 + g + ... + ag)earaztetar) oxp (1) \/og + ag + ... + ax

al Qg

(0%
attas?.agk (27)k/2, faq g vy,

comme, ( :
a1 + g + ...+ qy )artazttak
( o102 3340"“ = exp (F(a1, ag, ..., ag)) (2.1.6)
l 2 e k
alors,

exp (1) Vai +as+ ...+ ¢,

h(n) < exp(F(a,ag, ..., a)) @n)72 Jarias. ar (2.1.7)
mais «; > 1 implique,
SRR T e s T T (2.1.8)
Q... Q... aqoe..oy T o

De (2.1.7) et (2.1.8) on déduit que

k-1
2

h(n) < exp(F(ay,as,...,ar))exp (1) (27r)7k/2 2
d’ol

1-k
~1 w3 1) 1=k 1=k
h(n)exp(—F(ay, az,...,ap)) < exp(l)(%)fkﬂ okt _ exp ( )]ZJrr2 < exp ( )7r
V21 6 V2m2/3

par suite,
1—k

h(n)exp(—F(aq, ag, ..., ap)) < e 3 (2.1.9)
en prenant le logarithme des deux membres de (2.1.9) , on obtient

1—
log h(n) — F(ay, ag, ...;ap) < Tk (2.1.10)

(2.1.10) entraine,

k—1
logh(n) < F(Oé170427 "'7ak) - T < F(Oél,Oéz, "'aak)

car > 0, puisque k > 2.
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2.1. Approximation de log(h (n))

Preuve de I’'inégalité (ii). Se démontre de la méme fagon que (7)
(2.1.1) implique,
S > S%exp (—=S) v2rS

ce qui est équivalent a,

SI> (@ + g + ... + o) @ttt exp(—(ay 4+ ag + ... + ap))V2ry/ (g + g + ... + )
(2.1.11)

et
T < exp (k) o a3...ap*/oqas...agexp(—(oq + ag + ... + ag)) (2.1.12)

(2.1.11) et (2.1.12) entrainent :

(1 + g + .o + ag)@Feztetan) exp(—(a; 4+ ag + ... + ap))V2my/(ar + oz + ... + ay)

h(n) >
(n) 2 exp (k) af'as?..apk exp(—(a1 + a2 + ... + ay) )y /araz...oy
(2.1.13)
De (2.1.6) et (2.1.13) on déduit que
V2
h(n) > exp(F(a1, oz, ..., o)) ottt oy (2.1.14)

€k\/051042...04k

comme /27 (a1 + g + ... + @) > 1, puisque o; > 1

alors (2.1.14) entraine,

1
h(n)exp(—F(ay, asg, ..., a)) >
Pl az e ) 2 G0y ararar

ce qui implique,

k
1
log h(n) — F(ay, ag, ...,ar) > —k — §;log o
si et seulement si,
k
1
log h(n) > F(aq, a9, ...,0p) — k — 5;108,“041'

ce qui prouve (ii ). m
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2.2. Etude de \ et )\,

2.2 Etude de )\ et \;

Soient p; = 2, po = 3, ..., Pk, oU pi désigne le k-iéme nombre premier, pour k > 1.
On pose,
"1
Pu(s) =) —. (2.2.1)
=10

Pour k£ fixé, la fonction P est décroissante et continue sur Uintervalle [0 ;+oo], elle
décroit de k a 0, lorsque s varie de 0 & +oo. La fonction Py(s) : [0,4o00] — 0, k], admet
donc une fonction réciproque P, ! (y) définie pour 0 < y < k.

Posons :

A= P (1). (2.2.2)

Proposition 2.2.1 .
1) La série

P(s) = Zpi (2.2.3)

pERP

converge normalement pour s > so > 1 et donc la suite des sommes partielles (P (s));>,
converge uniformément vers P(s) pour s > so > 1.

2) Soient \g, A définis par (2.2.2) et (1.3.3) .

Alors,

(Ak)psy est une suite croissante de plus on a : lim Ay = A. (2.2.4)

k—oo

Preuve. .

1
1) La série P(s) = ) — est normalement convergente pour s > so > 1
pEp
En effet, pour s > so > 1 on a,

So So — “So
N 1P =1 J?

oo 1
or la série > — converge car c¢’est une série de Riemann convergente puisque sp > 1, d’ou

j=1J7"°
le résultat.

k
2) Pour k fixé, la fonction s — Pi(s) = > — est décroissante
j=1D;
, k log p;
(caron a Py (s) = —> —== < 0).
j=1 Dj
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2.2. Etude de \ et )\,

donc

De méme :

donc

1
Bi(Ak) = 1= Pepai(Meyr) = PelAern) + = > PelXera)

Di11
Ak < Akg1
1 1
k+1 Prt2
A < A

La suite (\g),, est croissante et majorée par A, elle est donc convergente, soit A’ sa limite,

on a A < \. Comme la série P(s) est normalement convergente pour s > so > 1, et donc la

suite des sommes partielles (P;(s)),~, converge uniformément vers P(s) pour s > sy > 1.

La convergence uniforme implique,

khrf Py(\x) = P(N) mais Py(\) =1

donc P(N)=1let N =) m

Proposition 2.2.2 Avec les mémes notations précédentes, on a

lorsque k — oo

—1 1.44617...

A— A~ = 2.2.5
TN DP V)R log k) kM 1(log k)Y (22.5)
Pour la démonstration, nous aurons besoin des lemmes suivants :
Lemme 2.2.1 Lorsque x tend vers l'infini, on a :
7(z) = Li(z) + R(x) (2.2.6)

ou Li est le logarithme intégral et

R(x)—OU( ’ ) (2.2.7)

(log)"

ol v est un nombre réel fixé supérieur a 1.

22



2.2. Etude de \ et )\,

Preuve. cf.[9] =
Lemme 2.2.2 . Soit k un entier positif, lorsque k — oo, on a
pr ~ klogk et logp, ~ logk

Preuve. Nous utilisons le théoréme des nombres premiers,

T

7(x)

~ , pour x — +00
log

Nous démontrons d’abord, que 7(x) ~ , lorsque © — +o00.

log 7 ()
En effet, lorsque x — oo, on a

1
si et seulement si lim M =1

log = z—+00 x

() ~
en prenant le logarithme des deux membres on obtient,
lirf log7 (z) + loglogx —logx =0

d’ou

lim 1
i logz

log 7 () N loglogz 1) —o
log log

puisque lim logx = +o00
Tr—

+oo
alors,
lim logm ()  loglogz 120
z—+o0 logw log x
log1
comme lim —8-28% _ 0, (2.2.10) implique,
z—+00 logm
lim 087 _
z—+00 IOgCL’
(2.2.9) et (2.2.11) entrainent,
lim 7 (z)logw (z) _1
r——+00 €T

pour x = pg, on a 7w (x) = k et la relation (2.2.12) permet de déduire

. klogk
lim =
k—+o00 Pk

1
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2.2. Etude de \ et )\,

d’ou
pr ~ klogk, lorsque k — +o0. (2.2.13)

Montrons maintenant, que log px ~ log k lorsque k — +o00

En prenant le logarithme des deux membres dans la relation (2.2.13) on obtient,

logpr ~ log(klogk)=logk + loglogk

~ logk lorsque k — +o0.

Théoréme 2.2.1 (Intégral de Stieltjes) . Soit E un ensemble discret de R, F € C' ([a, b])

et g une fonction réelle (ou complexe) définie sur E.

On pose G(t) = > g¢g(u).

Alors, D
> Fwgw = FO)G ) - F@G @~ [F 0G0 = [FOdE )

Preuve. cf.[24] =

Lemme 2.2.3 . Soient s >1, m>0etv>0. Pourx>1, ona:

I v v(v+1)
s—1 (s=1)logx (s—1)*(logz)?
/°° dt 1 - (=D)™v(v+1)...(v+m—1)
. ts(logt)? x5~ (logx)® (s —1)™(log )™
+(—1)m+1v(v+1)...(v+m)/°° dt
(s = 1)m* o t*(logt)rtmt |

Preuve. Le résultat du lemme (2.2.83) s’obtient en intégrant m fois par parties. m

Preuve de la proposition (2.2.2). Les relations (2.2.1) et (2.2.3) impliquent

P(s) = Py (s) = — (2.2.14)
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2.2. Etude de \ et )\,

en utilisant 'intégrale de Stieltjes et le lemme (2.2.1) pour s > sg > 1 on obtient,

1
P(s) — Pi(s) = j:kﬂp—?
_ 7d<w<t>>
tS
_ 7d(Lz’(x)+R(:c))
tS
_ /tsfsgﬁ/—d(};(x)) (2.2.15)

En faisant le changement de variable y = (s — 1) log ¢ et en utilisant (1.1.6) on obtient,

/ dt B / e Ydy
tslogt Y
pﬁ (s—1) log px

)
= FEi((s—1)logpx) (2.2.16)

En intégrant par parties et en utilisant (2.2.7) , le deuxiéme terme de (2.2.15) devient,

7d<R @) _ R@|™, 7sR<t> »
s s P ts-l—l
Py Py
(px)° t* (logt)"
Py
ou (', est une constante dépendante de v.
Le lemme (2.2.3) entraine,
Td(R (x)) c, 1
/ s = T 1 v + s—1 1 fUOvyso(l)
i pp (logpy)”  pi~ (logpx)
Py,

__ Ol (2.2.17)
Py (logpr)v

Les relations (2.2.15) , (2.2.16) et (2.2.17) impliquent,
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2.2. Etude de \ et )\,

Oy.s (1
P(s) — Py (s) = Ey((s — 1) logpr) + 5_1—0(>’U (2.2.18)
p;(logk)
De méme, pour s > so > 1 on a,
Pl(s)=Pls) = Y =
j=kp1 P
B 7d(7r (1)) logt
= —
Py
7dt 7d(R (1)) logt
o [R— + - 77 =
ts s
Pk pz_
1 Oy.s0(1
= — t - o (1) - (2.2.19)
(s = 1)p; py (log k)~
En appliquant la formule de Taylor a ’ordre 2 on obtient,
A — )2
Pe (M) — Pe(N) == NP (M) + %M’ (2.2.20)

ou M'= P/ (&) et \p <E< A
log” p;
e 1o d
1 :
P(s) = Y2
j=1 Dj
Pour £ > 3 on a,

Comme > 0 pour s > 5o > 1, donc la suite (P,” (s)),~, est croissante puisque

(log 2)*

0.182... = o

= PI'(\) < M’ < P"(\g) = 926.56...
les relations (2.2.2) et (1.3.3) entrainent,
Po(\) = Pe(A) =P (\) = P (M) (2.2.21)
(2.2.20) et (2.2.19) il vient (pour s = A )
PO =B = (=N (P () + B — P () + 2

= =) (P - P o + B )

1, o O — A)
(s—=1)py " prt(logk)v—? 2

= -0 (P w) e
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2.3. Etude de a et ag,

De (2.2.18) , (2.2.21) et (2.2.22) on déduit (pour s = A ),

| 0,(1 Me—A)
i (1) _ ot >M>
(s—=1)pi  pp (logh) 2

0,(1)
. (log k)?
lorsque k — +o00, (2.2.4) implique A\, — A — 0

De (2.2.23) , on déduit (A, — A)P" (\) ~ E1((A — 1) log p)
(2.2.8) et (1.1.7) donnent,

A — ) <P’ (A) +

= Ei((A—1)logpy) + (2.2.23)

1
(A —1) kA1 (log k)N

(Ax = A)P"(A) ~

2.3 Etude de a et a;

Soient k > 1, Ag, A, Py et P définis par (2.2.2) , (1.3.3) , (2.2.1) et (2.2.3) . On définit

a et ay par
- 1
= = (0.5776486... et = 23.1
SRVELOY ) (231
Proposition 2.3.1 .
La suite (ay),~, est décroissante et on a klim ag = a (2.3.2)
= ——4-00
Preuve. Montrons que (ay), est une suite décroissante.
On a,
1 F1oL
P(s)= > — et P (s)= ) — impliquent,
J21Fj J=1lj
[ k
N oo p,
Pls)=> —BP of pl(s) =S 8P (5> 5> 1) (2.3.3)
=1 P P
(2.3.1) et (2.3.3) entrainent,
-1 1 Pl (A — P (A
Qi1 — Qp = + _ tk (Aet1) ke (Ar) (2.3.4)

PléJrl (>‘k+1) Pli (Ak) B Plé (Ak) Plé+1 (Ak+1)

Evaluons P/, (A1) — P (Ax)-
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2.3. Etude de a et ag,

On a
k41 logp
Piy (k) = P () = —Z o — P(w)
j=1Dj
logpesi  x~logp;
- T N Ak+1j _P]; ()\k)
k+1 j=1Dj
lo
= —BPEL L P () — PLOW) (2.3.5)
k+1
Di11
D’autre part, la relation (2.2.2) implique,
M1 = P (P (Merr))
= P ! ( )\k+1>
j=1P;j
k+1
1
Pk (Z >\k+1 - >\k+1>
j=1P;j Py
kal
k+1
puisque ) — — = bn (Akt1) = 1.
lepj
donc
_ 1
Aoyt = Pt (1 - ml) (2.3.6)
Pi11
(2.3.6) implique,
_ 1
P, (A1) = P;:H o P! <1 — >\k+1> (2.3.7)
k+1
de (2.2.2) on déduit,
P, (\) = P,o P '(1) (2.3.8)
Les relations (2.3.5) , (2.3.7) et (2.3.8) impliquent,
logp;.C _ 1 _
Pl (Meyr) = B (M) = o 4 Plopt <1 — ml) — Plo P (1)
Drst Di+a
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2.3. Etude de a et ag,

Ak+1

1
Le théoréme des accroissements finis appliqué & ¢ (s) = P o P, 1 (s) sur [1 -, 1] ,
k41

implique qui il existe un nombre 7, 1 — oy < < 1, tel que

k+1
logp;.C 1 1 P”oP_l(n )
PI:+1 <)\k+1) - P]; (>\k;) = /\k+j - Nt Pk, P]il i (239)
Dr11 Dpaq “kC 1k (nk)
1

= - (logpk—HPkOP Y(np) + Pl o P (n ))
P (Pio Pt(my)

En posant p, = P, '(n,,), on obtient,

_ 1 _
Pkl(l_ Ak+1> > Pt (ny) > BH(1)

D11
. - - / = logp;
puisque P, *(s) est décroissante car P/ (s) = Z pr < 0.
=1 Fj
~1 —1 1
Comme P, (1) =\, et P, (1 — o | = Mk
Dr41
alors,
A < P < )\k+1-
En remplagant p, dans (2.3.9) on obtient,
1
Py Qi) = B (M) = (log pi Py, (px) + Fr (py))

Ak41
pkfl (— Pé (Pr)

1 i log? p i log p;logp
_ j j k41

pry1 (=B (1) = P j=1 p;

_ 1 i (IOgQ pj —logp; 10gpk+1>

- A D
piiy (=P (o) 538 py

<0 (2.3.10)

1 k. (loe?p. — logp. 1
puisque pv , >0 et Y ( og Pj ngp] ngk+1> <0
Pt (=P (pr)) j=1 D;

car logp; < logpi41 pour tout j, 1 < j <k
donc Py 1 (Ae+1) — P (M) <0
La dénominateur dans la relation (2.3.4) est strictement positif puisque

1
P,Q@):-Z‘)gpf <0,¥s>1

=
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2.3. Etude de a et ag,

donc

P (M) — B (M)
—a = <0
G O = e Oven) P Ow)

si et seulement si ax1 < ag.

Montrons que la suite (ay),, est convergente.

0.)

1

La série P’ (s) est normalement convergente pour s > sg > 1, car |P' (s)] < o R
g p

n=1 nso

00

et >
n=1 T

logn

50

est une série convergente pour s; > 1, et donc la suite des sommes partielles
Pl(s converge uniformément vers P’ (s).

k\S))k>1 g

De la convergence uniforme de (P/(s)),-; et de la relation (2.2.4) on déduit que,

lim Pl(\y) = P'(\) doit lim ay, = a.

k—+4o00 k—+o00

Proposition 2.3.2 Lorsque k — 400 on a,

1 0.835378...
—an~ = 2.3.11
T )P )R (klog kT (klog k) (2:3.11)

Preuve. On a,

k

—log s _log .
P (s) = Z% et Pl (s) = Z% (s> 50> 1) (2.3.12)
j=1 J J

(e 9]

j=1
En appliquant la formule de Taylor a ordre 2 & la fonction P} (s), il vient

A — A)?
Pl(A\) — PL(N) = (A — NP/ (M) + —( i 5 ) M" (2.3.13)
ot M" = PV (€) et \p < € < A,
k log3p-
Jj=1 J
sante, alors pour £k >3 ona: A3 <Ay <&< Aet

comme )P,g?’) (s)

, est une fonction décroissante et que la suite (A\) est crois-

] < [P (1)

> log? p;
D’autre part on a P (s) = & Pj e qui implique,
=1 D;
1" 1" G 10g2 Dby
PN =P' N =) =
j=kr1 Pi
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2.3. Etude de a et ag,

En utilisant U'intégrale de Stieltjes et (2.2.6) on obtient,

— log”p;
PN =P = > —H
j=k+1 p;
“rd(n (1) log? t
pr— t—A
Py
y log tdt Td (R (t))log*t
_ / el /—tA (2.3.14)
Pk i
]
en intégrant [ Oi f dt par parties on obtient,
Pk
Tlogtdt  (A—1)1 1
/ cgidt _ (A —1)logpi+ (2.3.15)
¢ (A=1)"py
Pk
d(R(t))log*t
pour la deuxiéme intégral f (R(t# de (2.3.14) , en intégrant par parties et en util-
Py
isant (2.2.7) on obtient,
7log2t.d(R 1)) (log2 )R ()| 7(2 logt — Alog? ) R(1)
it =Tt Sl W7 AR et~ St b W4 + dt
tA A AL
Py
oy Ph
c, e TG
= —3 2 —|—/ U—ldt_/—Hdt
. log’ " pg A+ (log t) tA+1 (logt)
Pk P
0,(1
Py (log k)v=
ou C, est une constante dépendant de v.
De (2.3.14) , (2.3.15) et (2.3.16) on déduit que,
A—1)1 1 b(1
Pl (\) - P'(\) = A1) Ofpfj HO 1) - (2.3.17)
(A—=1)"p;, P (log k)~
Les relations (2.3.13) , (2.2.19) (pour s = \), (2.3.17) et (2.2.5) entrainent,
lorsque k — 400,
1 w1
Pl{(A\x) — P'(\) = (M — NP"(N\) + Ou(1) (2.3.18)

_|_
A=1py ' pp(logk)t
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2.4. La solution du probléme d’optimisation

1
En appliquant la formule de Taylor a la fonction z — f(¢) = — a ordre 2, on obtient,

-1 -1
ar —a = PO P (2.3.19)
R (G Rt

P'(A)’
lorsque k — 400, par (2.3.19) , (2.3.18) et (2.2.8) on déduit que,
(A — AN P"(\) 1 0,(1)
T T 2.3.20
ar —a P’ ()\>2 ()\ _ 1)p2_1P’ ()\)2 k/\fl(log l{:)“v*? ( )

La proposition (2.2.2) implique que le premier terme de (2.3.20) est négligeable devant

le second et en choisissant v = 1, on obtient la proposition (2.3.2). =

2.4 La solution du probléme d’optimisation

Soit z = (1,2, ..., ;) € R*" et posons,

k
F(z) = (x14+ 2o+ ... +xg)log(xy + 22+ ... +25) — Zﬂh log z;
i=1

et g(z) = zk::nz log p;. (2.4.1)
i=1
Soit A un nombre réel positif et &k > 2, on définit le domaine D (A) C R’j par
D (A) = {(:cl, T, ..., Tg) € R’jr; x1log2 + zolog3 + ... + 1 log pr < A} (2.4.2)
Lemme 2.4.1 . La fonction F définie par (2.4.1) est concave dans RE .

Preuve. .

Soit x = (1, xa, ..., Tk) € R"f, posons S = x1 + xg + ... + 1.

On a,
gz () =log (%) >0 (2.4.3)
d’ou,
%(g) = 6’1 (log (S) — log x;)
_ 11
S
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2.4. La solution du probléme d’optimisation

Pour j#1i et 1 <i,j <k, on a,

O*F 0

La forme quadratique des dérivées partielles secondes de F' s’écrit alors,
WA 2k 12
F"(2).(hy, ha, ... hy) = 3 (;h> _@- ] x— (2.4.4)
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Shwarz, on obtient,
k 2 k h, 2 kg2
) () <2

i =1 i =1 7 =1

d’ou

F"(z).(hy, ha, ... hy) = (%) (ih)Zk Z—Q

i =1 =1
k k
1 h? h?
< =25y YLy
- S ZXZ:IIZ vt €T;

.o . . k
ce qui implique que I est concave dans R, =

D’apres (2.4.3) la fonction F est croissante par rapport a chaque variable, le probléme

d’optimisation
maxF(xq, 9, ..., Tx)
{$6Ri (P)
glz) < A

a donc la méme solution que le probléme

maxF(zq, xa, ..., Tg)
{xERi (P')
g(z) = A
Proposition 2.4.1 La solution du probléme d’optimisation (P) ou (P') est donnée par
% akA
T; = —5 (2.4.5)
D;

de plus on a,

F(a7, 25, ..., x5) = MA (2.4.6)

ol ag, A\ et F' sont définis par (2.3.1), (2.2.2) et (2.4.1) .
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2.4. La solution du probléme d’optimisation

Preuve. Nous utilisons la méthode des multiplicateurs de Lagrange

Preuve de le résultat (2.4.5)

On a
oF ¥ . * 0
d’ou pouri=1, 2,..., k, on a,
oF .
a_g;i@) 1 s ,
3g = e, lo pe = (2.4.7)

ot X est le multiplicateur de Lagrange.
De (2.4.7) on déduit que,

log <x>{ R Rt xZ) = logp}

T;

ce qui implique,
]+ a5+ .+ v
* Q

Z;

ce qui est équivalent a,

]+ s+ .+ T

xl = 7 , pour tout i = 1,2,.... k . (2.4.8)
D;
d’ou,
k koo . k k
. e A e . 1
Q=) Sy =) ) oy
i=1 i=1 i P
k
en divisant par » z} on obtient,
i=1

"1 F1
=1 o Y =FN)=1

i—1Di i—1 Pi

donc ) = )\ est le multiplicateur de Lagrange.
Comme (7, 23, ..., x}), satisfait la contrainte g (z) = A,
alors,

xilog2 4+ z3log3 + x5logh + ... + x logpr, = A (2.4.9)
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2.4. La solution du probléme d’optimisation

Gréace aux relations (2.4.8) et (2.3.12) on obtient,

i L R ~log p;
A = Y alogp =Y A2 Elogp = (z + s+t ah) Y —
i=1 i=1 Pi i=1 Pi
= — (@1 + s+ ) B ()
d’apres (2.3.1) L
comme d’aprés (2.3.1) ay = alors
R A A (2.4.10)
Byt ri+ .ty =———<=a A.
b RO T
par suite,
x;k: 1‘1+$2—)|\—+33k _ a/]z\A , 1§Z§k_
p;* P
Preuve de le résultat (2.4.6)
La relation (2.4.7) s’écrit,
oF ,
72 ") 1 R 7
! = log = A\ (2.4.11)
dg (%) log p; i
8% -
d’ou
oF
o (z¥) = A\ log p; (2.4.12)

0
puisque \ = \; et 8g (z*) = log p;

En multipliant ’égalité (2.4.11) par z log p;, on obtient,

r; log p;

oz (log (z] 4+ x5 + ... + a3) — log x}) = Mgz} log p;

d’ou,
xilog (] + 3+ ... + f) — af log x} = A} log p;

en prenant la somme de ¢ = 1 a k, on obtient :

k k
Z (xflog (z] + x5+ ...+ x}) — ) loga}) = )\kZm;k log p;
i=1 i=1

ce qui est équivalent a :

k k k
log (27 + x5+ ... + ) Zx;‘ — Zx;‘ logz; = )\ka;‘ log p;
i=1

i=1 =1
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2.4. La solution du probléme d’optimisation

et comme i
fo logp; = A
i=1

alors F'(zq, 2, ...,T5) = A\A. &

Proposition 2.4.2 Soit k > 2, (v1, 22, ...,xx) € D(A) et xf, x5, ..., xf définis par (2.4.5)

alors on a,
1 k—1 2
F(zy, 29, .. xp) < F(a],25,...,27) — m (Z |z; — xf| logpz-) (2.4.13)
i=1
k—1
< F * * logp’b * 2
> (ZL‘17ZE2, ) k: Z2A10gpk ) xz) :

=1

ot, D(A) est défini par (2.4.2) .

Preuve. Soit z € D(A), et posons y = (y1,¥2, .-, Yr), tel que :

k
Y1 = T1, Y2 = T2, -0y Y1 = Tk—1, €t Zyz logp; = A (2.4.14)
i=1
comme z € D(A) alors x; < vy , la croissance de F' par rapport a chacune des variables

entraine,

F(z) < F(y) (2.4.15)

Posons h; = y; — x}, on a par (2.4.14) et (2.4.9)

k k k
Zhi log p; = Zyi log p; — fo logp;=A—A=0 (2.4.16)
=1 i=1 i=1

La formule de Taylor appliquée & F' entre les points y et z* a l'ordre 2 donne,

F(y) - Fla') = Yoo ) + 5F(©). () (24.17)

ou{=0y+(1—-0)z*et 0<0 <1
De (2.4.12) et (2.4.16) on déduit que,

: OF
Zh 6:@ = )\kZh logp; =0 (2.4.18)

1=
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2.4. La solution du probléme d’optimisation

La relation (2.4.16) et l'inégalité de Cauchy-Shwarz impliquent,

() - () - (Ze0-1m)
- (;\/_f< 113552»

- hi log pi ?
< (bt +£k>2f<1— )

donc

(Zh ) (€ + &+ +&) 222 (1 - logpi) (2.4.19)

i =1 7 =1

log p; :
en utilisant 'inégalité (1 —¢)*> < 1 — ¢, valable pour 0 < t < 1 avec t = 98P ot 1a relation
08 Pk
(2.4.4) on obtient,
1 k
Fo.w = ) (o
oW = (g7g+76) (& Z
k 2k
h? log p; 2
< i (1) oy
i =1 3 logpk i =1 57,
k
h? log p;
< -V = o8P (2.4.20)

Comme on a,

k k k
> &logp; =0 yilogp; + (1—60)> a}logp; =0A+ (1—0)A= A
=1 =1 =1

I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique,

<i|hi|logpi> (Z\/g log p |h|v10gpz) Azh log p: (2.4.21)

i =1 i =1 \/_ i =1
en divisant (2.4.21) par —Alog py on obtient,
k k 2
h?log p; —-1
izlfilogpk Alog pk 121' [log ( )
les inégalités (2.4.22) et (2.4.20) impliquent
k k 2
h? log p; —-1
F"(z).(h) < =) —*~ L < h;| log p; 2.4.23
N e ol PRI (2429
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2.5. Grandes valeurs de la fonction h (n)

ce qui avec (2.4.14) , (2.4.15) , (2.4.17) et (2.4.18) entrainent,

Fz) < F(y < F(z7) - 2A10gp <Zly fllogpz)

k—1 2
1
< P e (- sioss)
1 k—1
< Fz*)— —— i — *21 Z'z.
< PG~ gpiggy 3 =) (ogp)

2.5 Grandes valeurs de la fonction A (n)

Théoréme 2.5.1 .
Soit n un entier, n > 2 et k = w (n) le nombre de facteurs premiers distincts de n.
Alors on a,

log h(n) < Aplogn
Preuve. Nous démontrons par récurrence sur n et pour k fixé que
h(n) < n

Pour n = 2 on a h(2) = 1, la propriété est vraie

Supposons la vraie jusqu’a n—1 avec n = q?l...qjo-‘j ou g;, 1 <i < j < k sont des nombres
premiers distincts et a; > 1.

L’hypothése de récurrence et les relations (1.3.2) et (1.3.4) impliquent
J n J n Ak
- )£
k A k
n A 1 A
(2) ==

\'M

38



2.5. Grandes valeurs de la fonction h (n)

Théoréme 2.5.2 (cf.[15]) Soit n un entier naturel, n > 3, et k = w(n) le nombre de
facteurs premiers distincts de n.

Alors

(i) Il existe une constante positive Cy tel que

(logn)'"*

k—1
logh(n) < Aglogn — —— < Alogn — C}—————
3 log logn

(ii) Et il existe une constante positive Cy et m < n tel que,
(log n)'"

logh (m) > Alogn — Cy——"—
log logn

les constantes positives C et Cy sont absolues.

ol A\ et A sont définis en (2.2.2) et (1.3.3) .

Preuve.

Démonstration de ’inégalité (i)

Soit n = ¢ ¢5?...qp* > 3, la décomposition de n en facteurs premiers distincts avec
G<@<..<q.

Lorsque k = 1, A\, = 0 et d’aprés (1.3.2) ; h(n) = 1 et donc (i) est satisfait pour toute
constante C'; < 1 et pour tout n.
on peut donc supposer que k > 2.

On pose N = p*py2..p0* < n ol p; = 2, ps = 3,..., px le k-iéme nombre premier.

Par (1.3.2) ,on a h(N) = h(n) et iai logp; = log N.
la proposition (2.1.1) (i) donne -

-1
log h(n) = logh(N) < Flon, s, ..0) —

En appliquant la proposition (2.4.1) avec A = log N on obtient

kE—1
log h(n) < Aglog N — 5

et comme log N < logn, il vient,

k-1
log h(n) < Aglogn — —5
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2.5. Grandes valeurs de la fonction h (n)
Par ailleurs I'inégalité,

1 1 /A
Akbgn——ﬁg—ngbgn—CLLng——

loglogn
est équivalente a :

k—1 log n)*/*
(A= \o) logn + > ¢, logn)
Supposons C; < 0.135,

. 2.5.1
! log logn ( )

pour 3<n<1bet k=w(n)=2,ona X\ =0.788... et n € {6,10,12,14,15}
d’apres le calcul, (2.5.1) est satisfaite.

On suppose maintenant n > 16, donc loglogn > 1.

D’apres la proposition (2.2.2) il existe une constante positive 7, telle que
71
A=A > .
"= 2 1(log k)

Nous distinguons les deux cas suivants :

1
1 X
1.S1 2<k< M < logn, alors
log log n

71 71 (log n)%il
b= (log n)% A=l loglog n
loglog n (loglogn)*
d’ou

—1 logn)™ k-1
()\—/\k)logn+kT > (logn) K

>l

(log n)
=~ loglogn 3 = "oglogn
donc (2.5.1) est satisfaite et aussi (i), on peut prendre C; = 7,
] X
2. i k> 1B

,on a
log logn
1
k—1 - k - 1 (logn)>
3 T 6 6loglogn
ce qui implique,

E—1 1 (logn)*
(A= A)logn + > (logn)

3 élog logn
d’ou (2.5.1) est donc satisfaite, on peut prendre C; = 0.166...

Dans les deux cas (2.5.1) est satisfaite et alors (i) aussi, il suffit de prendre pour cela
C7 = min(0.135,7,). m

Avant de démontrer (ii) nous avons besoin du lemme suivant cf.[15]
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2.5. Grandes valeurs de la fonction h (n)

Lemme 2.5.1 Soient k un entier positif et n = 2 X 3 X 5...p, ou pi le k-iéme nombre
premier, on range les 2F diviseurs de n par ordre croissant : 1 =dy < dy < ... < dox = n.

Alors, pour tout i, 1 <i <21 ona
diy1 < 2d;.

Preuve. Soit n =2 x 3 X 5...p;
supposons d; < n.
1. Si d; est impaire, 2d; est un diviseur de n et comme d; < 2d;, alors d;.; < 2d;.
2. Si d; est pair (donc divisible par 2), soit p; > 3, 2 < j < k le plus petit
nombre premier ne divisant pas d;.

Comme p;_; divise d; et que (di, p_]) =1

pj—l
dip; .
alors dibj est un diviseur de n plus grand que d;
Pj—
dip;
par conséquent d; 1 < Pi.
Pj—1 .
Mais, par le postulat de Bertrand (cf.[14],Th.418), on a P
Pj—1
dip;
d’ou di+1 < Pi < 2dz
Pj—

ce qui acheve la preuve du lemme (2.5.1). m
Démonstration de (ii) du Théoréme (2.5.2).
Soit n € N*, montrons qu'il existe un entier naturel m < n, vérifiant (ii) du théoréme

(2.5.2).

Posons, )
1 1/A
g | doen) (2.5.2)
log logn
ou /4 est une constante positive satisfaisant,
©< Aat’* =0.945... (2.5.3)

ol a est défini par la relation (2.3.1)
Posons A = log n, d’apres la proposition (2.4.1) on a,
arlogn

P o i=1,2,..k (2.5.4)

ol les a;, sont définis par la relation (2.3.1) .
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2.5. Grandes valeurs de la fonction h (n)

La relation (2.4.9) implique,

k
me logp; = logn

i =1

(2.5.5)

Lorsque n — +00, en utilisant la décroissance de la suite (ay) et le fait que Ay < A,

k € N*, les relations (2.5.4) et (2.2.8) entrainent,

arlogn _ alogn alogn

puisque la suite (ay), est décroissante et A, < A, pour tout k£ € N*.

Gréce a (2.5.2) on obtient,

alogn a (loglog n)’\

* * *
I'1>I'2>...>{L‘kN

La relation (2.4.6) implique,
F(z*) = Mg logn = Aogn — (A — A) logn
Avec (2.2.5) et (2.5.2) , lorsque n — +00 on obtient,

A 1/A-1
Ao~ 1 A (logn)

(klog k)A ~ p*(log k + 1/ loglogn — log loglog n)*

En utilisant (2.5.2) , la relation (2.5.7) s’écrit,
F(z*) = Aplogn = Aogn — O (k)
Par (2.4.10) et (2.3.2) on a lorsque n — 400,
r]+ a5+ ...+ 7, =aglogn ~alogn

et (2.4.5) entraine,

k k k
Z logz; = Z log(axlogn) — )\kz log p;

i =1 i =1 7 =1

= klog(arlogn) — A0 (px)

ou f(t) = > logp est la fonction de Tchebychev,

p<t
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2.5. Grandes valeurs de la fonction h (n)

En utilisant le développement asymptotique de Cipolla (cf.[8]), on obtient

log log (k) — 2 loglog k) ®
pr = k(logk +loglogk — 1 + loglog (k) = 2 vof (2228l (2.5.12)
log k log k

Le théoréme des nombres premiers (cf.[9], Th. 4.7) et (2.5.12) impliquent,

O(pr) = pr + (O(pk> = k(log k +loglogk — 1 + o(1)), lorsque k — oo (2.5.13)

log p)?
Avec (2.5.2) , (2.5.13) et la relation (2.5.11) on obtient,

k
L 1
Eizllogxf = log aj, + loglogn — A <X10g10gn + log g + 0(1)>

De la relation (2.3.2) on déduit que, loga, =loga+o0(1) et par (2.5.3) on obtient pour

k assez grand,

e at/*

k
> loga; = kAlog

i =1

> kA (2.5.14)

/\al/A

puisque > 1.

Construction de ’entier m

k ¥
k étant défini par (2.5.2) et x} par (2.4.5) , on pose my = '1:[1]%[ d
on a alors,

n k r¥—1 k ¥
- =1Ilp;" ~ <mo<n=Ilp".
Dip2---pr =1 =1

Soit d le plus grand diviseur de pips...py, vérifiant d < I
mo
k
On écrit d = Hlpfi, avec £; = 0 ou 1. D’apres le lemme (2.5.1), on a d > 2L
1= mo

Posons m = mqd, on a alors,

g <mod=m<n (2.5.15)

k
m = .Hlpf"', avec «; = [x]]+e&;,e,=00ul (2.5.16)
1=

les relations (2.5.15) et (2.5.16) entrainent,

k k
—log2 < log (m/n) = Zlogpgarxz) = Z(ai —a7)logp; <0 (2.5.17)

i =1 i =1
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2.5. Grandes valeurs de la fonction h (n)

De (2.5.16) et (2.5.6) on déduit que,

I1<[z/]<o <14[z]] <14z <227 , 1<i<k (2.5.18)

(2

et
oy — 27| <1, 1<i<k (2.5.19)

En appliquant la formule de Taylor a l'ordre 2 a la fonction F' définie par (2.1.3) , il
existe £ = (£1,8q,...,&;) ou & = Oa; + (1 — 0)z7 pour tout 4, 1 <i < ket 0 <6 <1, tel

que :
2
F(a) = F(z") +Zzl(ai —~ xi)axi@ ) + AR R DT (2.5.20)
de (2.5.18) on obtient,
§ = 0z + (1 —0)[2]] = [2]] = 1. (2.5.21)

Par (2.5.17) et (2.4.12) le deuxiéme terme du membre de droite dans (2.5.20) satisfait,

k k
SOF . m
E (a; — xi)@xi (%) = g E (o — x7)log p; = A log . > —Mplog2 > —Alog2. (2.5.22)

i =1 i =1

par (2.5.19) et (2.5.21) , le quatriéme terme de (2.5.20) s’écrit,

Z Z% g (2.5.23)

La relation (2.5.20) et les inégalités (2.5.22) et (2.5.23) entrainent

Z(

i =1

F(a) > F(z*) — Alog2 — g (2.5.24)

puisque le troisiéme terme de (2.5.20) est positif.

D’autre part, I'inégalité (ii) de la proposition (2.1.1) implique, pour m défini par (2.5.16)

k
1
logh(m) > F(a) — k — §Zlog a; .

i =1

et avec les relations (2.5.24) et (2.5.18) on obtient,

1
logh(m) > F(z*) — Alog2 — — — —Zlog 2z7) (2.5.25)

7,*1

44



2.5. Grandes valeurs de la fonction h (n)

(2.5.9) , (2.5.14) et (2.5.25) impliquent alors,

log h(m) > Alogn — O (k)
(logn)*/*

1
loglogn } TS,

comme d’aprés (2.5.2) onak = {u

1 1/A
log h(m) > Alogn — O (logn) 2 :
loglogn

ce qui termine la preuve de (ii) du théoréme (2.5.2). =
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Chapitre 3

Les nombres h—champions

Définition 3.0.1 On dit qu’un entier positif N est un nombre h—champion, si pour tout

entier m, on a :

m < N implique h(m) < h(N) (3.0.1)

Dans la suite de tout ce chapitre, nous désignerons par N un nombre ~A—champion et le
1—iéme nombre premier par p;, donc p; = 2, py = 3,... , pk, ..., et on désignera par N; le
1—iéme nombre h—champion, alors Ny =1, Ny =6, N3 = 12,...

Notons que la fonction & (n) ne dépend que des exposants de la décomposition en facteurs

premiers de n, on a :

Lemme 3.0.2 Soit N = p{'p5%...p,* un nombre h—champion, ot py = 2, ps = 3,... , pj, est
le k—1éme nombre premier.
Alors,

ap>as> .. >ap>1 otk =w(N) (3.0.2)

Preuve. Soit N nombre h—champion dont la décomposition en facteurs premiers s’écrit
N =pi'ps*..pi"

Supposons qu’il existe 7, 2 < i < k tel que a;_1 < «.

Ecrivons «; = a;_1 +m avec m € N* et donc N = pi”pgz...p?_ifp?i‘ﬁmp?f{l...pZ’“.

Soit N’ = pps2..piy " p

alors on a,
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3. Les nombres h—champions

!/ m

N’ < N car % = pi;bl < 1, puisque p;_1 < p;
Calculons h (N) et hi(N’)
on a,
h(N) (q + ag + ... + ag + m)! et h(N') = (1 + g + ... + ag + m)!

N 061!042!...@1',1! (Oéi,1 + m)!ozlqu!...ozk! Ckl!OéQ!... (Oéifl + m)!ai,llaiﬂl...ozk!
d’ot A(N) = h(N'), mais N’ < N ceci contredit le fait que N est un nombre h—champion

d’ou le résultat du lemme (3.0.2). m

Lemme 3.0.3 .
Pour tout i > 1 et pour tout entier positif n, si N; <n < N1 alors h(n) < h(N;),

ou N; et le i—iéme nombre h—champion

Preuve. Découle du fait que N;;; est le plus petit entier positif plus grand que NV,

verifiant h(NZJrl) > h(NZ) |

Lemme 3.0.4 .

1l existe une infinité de nombres h— champions.

Preuve. Par le théoréme (2.5.2) (ii), on a @ h(n) = 400, donc l’ensemble des

nombres h—champions est infini. m

Lemme 3.0.5 .

Soit i un entier naturel > 2, alors,
Nig1 < 2N;.

Preuve. Soit i € N*

La définition de h (n) implique que pour tout entier naturel n > 1 tel que w(n) = 1, on
ah(n)=1

Mais comme h (1) =1 < h(6) = (2 x 3) =2

donc pour tout i > 2, on a w(N;) > 2 ou N; et le i—iéme nombre h—champion.

(82

Supposons donc ¢ > 2. Soit N; un nombre h—champion tel que N; = 2%13%2...p,
on a,

(1 + g + ... + . + 1)!
(a1 + Dlag!...ay!
(a1—|—oz2—|—...+ak+1)

h(2N;) =
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3.1. Encadrement de w(N)

d’ou

h(2N;) > h(N;)
comme N, est le plus petit entier plus grand que N; et vérifiant h(N;.1) > h(N;), alors
Niz1 <2N;. =

3.1 Encadrement de w(N)

Théoréme 3.1.1 Soit N (N # 1) un nombre h—champion.
Alors, il existe trois constantes positives Cs, Cy et ng telles que, pour N > ng, on ait :

(log N)Y/*

(log N)*/A
— N)<C
s log log N < w(i)

= *loglog N

Pour la démonstration, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1.1 Soit N = p{'p5..p,* (N # 1) un nombre h—champion.

Alors,
(log N)'/*

log h(N) > Alog N — Oy~—=2—-——.
og h(N) = Alog G loglog N

(3.1.1)

ot Cy est la constante définie dans le théoréme (2.5.2) .

Preuve. D’aprés (ii) du théoréeme (2.5.2), il existe un entier m < N, tel que

(log N)'/*

log h > Alog N — C.
og h(m) = Alog 2loglog]\/

L’hypothése de N nombre h—champion entraine

log h(N) > log h(m)
d’ou
(log )/

log h(N) > log h(m) > Alog N — .
og h(N) > log h(m) > Xlog Cs og log N

Preuve du Théoréme (3.1.1).

Soit N un nombre h—champion tel que k = w(N) > 2.
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3.1. Encadrement de w(N)

Par l'inégalité (i) du théoréme (2.5.2), on a,

-1
logh(N) < Aplog N — kT (3.1.2)

En comparant cette inégalité et I'inégalité du lemme (3.1.1) on déduit que,

log N)'/* kE—1
Uos V)2 3 1og N — (A— A0 log N — F= L.

Aog N — (% 3

loglog N
ce qui est équivalent a 'inégalité :
(log N)'/*

A— ;) log N <
( p)log N < Gy log log N

(3.1.3)

D’apres la proposition (2.2.2) le premier membre de I'inégalité (3.1.3) est équivalent a,

log N

(A= Xg)log N ~ —(A = DP'(NE 1(log k)X

en remplagant dans (3.1.3) il vient,

(log N)'~"/*loglog N

K log k)t 2 1.4
Posons,
y = f(x) = 2> (log )* (3.1.5)
et s
(log N)“x loglog N

T = 3.1.6
~GO - DPOY) 10

L’inégalité (3.1.4) s’écrit alors,
f(k)zT (3.1.7)

La fonction f définie par (3.1.5) , est croissante et continue sur I'intervalle [1, +oo], elle
admet donc une fonction réciproque g .

Par (3.1.5) on obtient,
logy = log f(x) = (A —1)logz + Aloglog =
mais lorsque xr — 400 on a :

log y
A—1

logy ~ (A —1)logz , ce qui est équivalent & logx ~

en remplacant dans (3.1.5) on obtient,

y= (o)~ (B
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3.1. Encadrement de w(N)

d’ou 'on déduit la relation,

A—1
A—1 A
T yﬁ%y)

ainsi, on obtient 'expression explicite de la fonction réciproque g de f,

comme ¢ est une fonction croissante, puisque f est croissante, (3.1.7) implique

k=g(f(k)) = g(T).

Evaluons ¢(7T).
La relation (3.1.6) implique,

1

st (og N)> (loglog N)*1
(—CoP'(\)FT(A — )7

et

-1
logT:)\

loglog N + logloglog N — log(—C5P'(\)) — log(A — 1)

d’ot, lorsque N — 400 on a,

logT' ~ loglog N

et
(log T)ﬁ ~ (%) o (loglog N)ﬁ
De (3.1.8) , (3.1.10) et (3.1.11) on déduit que
(log N)*(log log N) 31

g(T) ~ (A= 1) - e =
(=CoP'(A\))>T (A —1)x1 (%) A1 (log log N )1

d’oul ’on obtient,

(log N)>
9(T) ~ G (loglog V)
ou G 1)

(~CoP/(A) = (352)

Cs =

Lorsque N — 400, (3.1.9) implique,

(log N)>

E>Cy—o——
2 Cs (loglog N)
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3.1. Encadrement de w(N)

d’ou la minoration de k = w(N).
La majoration de w(/N), s’obtient de (3.1.2) et (3.1.1) .

En effet, on a
k—1 S (log N)'/*

3 = 77 log log N
car d’apres (2.2.4) A\, < A.
d’ou
(log N)*/*

k<
<30, log log N

+1

(log N)Y/

P N >3
our N > 3, on a log log N

> 1, ou A = 1.399433...
par suite,

log N)**  (log N)/*
k§302(0g )% (logN)

loglog N loglog N

donc il existe une constante C} tel que,

(log N)Y/

k<C.
= log log N

on peut prendre Cy, =3C5+ 1. =
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3.2. Exposants des petits facteurs premiers d’un nombre h—champion.

3.2 Exposants des petits facteurs premiers d’un nom-
bre h—champion.

Théoréme 3.2.1 Soit N un nombre h—champion, tel que N = pi'ps®...pp".
Alors lorsque N — 400, on a :
, a (log N)©
i) aj=—log N 4+ O
¥ p; Soen
(i) QUN) =01+ as+ ... + ap = alog N + O((log N)°)

), 1<i<k-—1

ol

c=(1+1/X)/2=0857... (3.2.1)

Preuve.

Preuve de (i)

Soit N = p{*...p2% un nombre h—champion tel que k = w (N)
I'inégalité (3.1.1) et (2.2.4) entrainent,

(log N)'/* (log N)'/*
logh(N) > AlogN — Co——— > A\,log N — Cp——— 2.2
0g h(N) = Alog ¢ loglog N — k108 ¢ loglog N (322)
D’autre part, (i) de la proposition (2.1.1) implique,
logh(N) < F(aq,ag, ..., o) (3.2.3)

I'inégalité (3.2.3) et la proposition (2.4.2) appliquée avec A = log N permettent d’obtenir,

k—1 2
* * * ]' *
log h(N) < F(ay, ag, ...,ax) < F (27,25, ..., x3) — m <Z§1 | — $¢|10gpi>
(3.2.4)
ou x est défini par (2.4.5)

mais par la proposition (2.4.2) appliquée pour A = log N et I'inégalité (3.2.4) on obtient,

k—1 2
1
logh(N) < AglogN — ————— i —x;|logpi | . 3.2.5
og h(N) < Aulog N = 5o (Ei_f'a v ogp> (325
Les inégalités (3.2.2) et (3.2.5) impliquent
k—1 2
1 (log N)/*
_ i —xi|logp; | <Oyt 3.2.6
2log N log py. (;W zil ng) =2 loglog N ( )
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3.2. Exposants des petits facteurs premiers d’un nombre h—champion.

Le théoréme (3.1.1) permet de déduire alors que,

_ (log N)'/*

k=w(N)x 3.2.7
w(N) loglog N ( )
d’apres (2.2.8) , lorsque k — 400, on a log py ~ log(klogk) ~ log k
de (3.2.7) on déduit que lorsque k — +o0 on a,
1
log py ~ logk ~ 3 loglog N. (3.2.8)
de (3.2.6) et (3.2.8) on obtient,
k—1 2
2C:
(z - mgpi) < 2 g vy
i=1
d’ou
k—1
> la; — a7 log pi = O((log N)°) (3.2.9)
i=1
ot = (1+1/)\)/2 = 0.857...
Comme on a pour tout i, 1 <i < k: |a; — x| logp; > 0, alors
k-1
o — 25| log pi < > |a; — | log p;
i=1
ce qui avec (3.2.9) donne,
|a; — x| log p; = O((log N)°) (3.2.10)
log N
De (2.4.5) , on a xf = %, par suite (3.2.10) s’écrit pour tout i, 1 <i <k —1,
P
log N log V)¢
i — w =0 (M) (3'2'11)
ce qui est équivalent a,
log N log N )¢
o~ MoEN (o a o (Losd) (3.2.12)
p; p* D log p;

Le troisiéme terme a gauche de (3.2.12) en valeur absolue vaut,

a a ‘(1 1) o )1
— = ==l == )a+ (a —a) =
o pt P
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3.2. Exposants des petits facteurs premiers d’un nombre h—champion.

1
le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction z — — sur interval [\, A]

Py
implique,
aj a 1 1 ) 1
— - —| = —— — — ) ap + (@ —a) —
o ‘ ( P P
log p;

1
p;"“ (/\ — )\k) ap + (ak — a>]?_f‘

< (A=) alogpi + (ar, — a)

IA

log p; 1 . .
puisque, % <logpr (p;i <px)et — < Lpouri, 1<i< k—1.
p p

Les proposiltions (2.2.2) et (2.3.2) ainsi que la relation (3.2.8) entrainent,

a a
ka; — < (A=) aglogpr + (ar, — a) (3.2.13)

log pi 1
© (k;’\l log k)‘) O (k)‘l log k’\l)

1 1
= 0 (kAl log k)‘l) =0 <(10g N)l—l//\)

Les relations (3.2.11) et (3.2.13) impliquent (i)
puisque d’aprés (3.2.8) on a logp; <logpr = O (loglog N) et 1/\ < ¢

Preuve de (ii) du Théoréme (3.2.1)

Soit N un nombre h—champion, tel que N = pi*ps?..pp*, ot p1 = 2, po = 3... et pj le
k-iéme nombre premier. On a (N) = iai

En utilisant (2.4.9) et (2.4.10) avec A =log N

on obtient,
k k

me =ailog N et Zx;" log p; = log N

i=1 =1
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3.2. Exposants des petits facteurs premiers d’un nombre h—champion.

donc,
k k
|Q(N) —alog N| = Zai - fo
i=1 i=1
k—1 1
- Lt — )]
; (i = ) + o (o — ) log
k—1
= Z(ai—xi)— (log N — ay log pr, — log N + z7, log pi.)
i1 log pk
k—1 1 k-1
= o — ) 04 log p; — z; log p;
k—1 k—1
= QG — i i 10gpz
2 12
k—1 log p;
= |2 (ai—a) <1— » )
i1 &Pk
d’ou
k—1 log p;
|Q(N) — aplog N| = (v — x}) (1 — z) (3.2.14)
i—1 log p
comme pour tout 7, 1 <7 < k on a,
log p; log p;
1-— <let ——2>1
log pg log 2
alors,
k—1 loe ;s k—1
=) (1- 22)| < (o)
) log py i1
k—1 log p;
< i — T : 3.2.15
< Xl -ail g (3:2.15)
De (3.2.15) et (3.2.14) on déduit que,
k—1 log p;
QN) = aglog N| < |a; — 7| Tog 2 (3.2.16)

L’estimation (3.2.9) et l'inégalité (3.2.16) impliquent,

Q(N) =aglog N + O ((log N)°)
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3.3. Exposants des grands facteurs premiers d’un nombre h—champion

donc

Q(N) —alog N — (ar, — a)log N = O ((log N)°) (3.2.17)

D’apres la proposition (2.3.2) et (3.2.7) impliquent alors,

S R Y b1

D’ou 'on obtient avec (3.2.17) et (3.2.18) ,

QN) = alogN+O< )10gN+O((10gN)C)

(log N)171/>\
= alogN +0 ((log N)"™*) +0 ((log N))
= alog N+ O ((log N)°)

ce qui prouve (ii). =

3.3 Exposants des grands facteurs premiers d’un nom-
bre h—champion

Théoréme 3.3.1 Soit N = p{'p5?...p.* un nombre h—champion. Alors pour N assez grand

on a,

ap =1 (3.3.1)

Preuve.

(695

Soit N = p{'p3%...p,* un nombre h—champion assez grand.

Posons M = N %, d’aprés le théoréeme (3.1.1) on déduit que k = w (N) tend vers
Pr—1Dk
'infini lorsque N tend vers 'infini et par le lemme (2.2.2) on a pour N assez grand

M <N (3.3.2)

La définition (3.0.1) d’un nombre A—champion et (3.3.2) impliquent,

Q1010

h(M) =
( ) a1+ ag + ..+ o

h(N) < h(N) (3.3.3)

D’apres le théoréme (3.2.1) lorsque N — +o0 on a,

a
aq ~ 2—)\logN et QN)=a;+as+ ...+ o, ~alogN
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3.3. Exposants des grands facteurs premiers d’un nombre h—champion

d’ou ’on obtient,
Q(N
( ):()41+062+ +Ozkw2)\<3
(0751 (0751

donc
a1+ g+ ..o+ ap < 30 (334)
Pour N assez grand l'inégalité (3.3.3) implique,

Q110 . L, . . a1 +oag 4.+ oy
<1 ce qui est équivalent & a1 <
a1+ o+ .+ oy (71

(3.3.5)

le lemme (3.0.2) et les inégalités (3.3.4) et (3.3.5) donnent,

oapto+ ...t o
1§ai§ak,1ak< ! 2 <3
a1

d’ott lon déduit que 1 < oy, < v/3, ce qui implique oy, = 1 car oy, € N*.

Ce qui achéve la preuve de (3.3.1) . =

Notons que d’aprés la table des nombres h—champions (cf.[6]). Les seuls nombres
h—champions, qui sont inférieurs a X = ﬁlpi = 3.2 x 10%° et dont les exposants oy, dans
la décomposition en facteurs premiers sont égaux ou supérieurs & 2, sont les cinq nombres
suivants,

Nyg = 3175200 = 25345272, N5p = 6350400 = 26345272, N5 = 12700800 = 27345272

Ngo = 19051200 = 26355272 et Ngy = 38102400 = 273°5272,

(075

Lemme 3.3.1 Soit N un nombre h_ champion tel que N = 2%13%2...p,
Pour tout £, 0 < € < 1, il existe N, tel que pour N > N,, il existe des entiers u, v, u', v’
vérifiant,

(1—e)p; < 293" < pi < pi1 < 293" < pip1(1+¢) < pi(1+ 2¢) (3.3.6)

Dit1 tend

Preuve. D’apres le théoréme des nombres premiers, on déduit que la limite

pi
vers 1. Le résultat du lemme (3.3.1) découle du fait que si 'on ordonne les nombres de la

forme 2“3V o u et v sont des entiers positifs ou nuls (u > 0, v > 0), en une suite croissante

n log 3
(7)n>1, on a lim Tt (cf.[28]) car o8
= n—-+4o0o Tn Og

est un nombre irrationnel. m
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3.3. Exposants des grands facteurs premiers d’un nombre h—champion

Théoréme 3.3.2 Soit N = p{'p5*..pe* un nombre h—champion.
Soit q; le plus grand nombre premier tel que qj: divise N ( en particulier ¢1 = py), alors pour
j fixé, 7 > 1 et lorsque N — +00, on a
1/A
a ~ <a10jgN) | ~ i (3.3.7)
ot A et a sont définis par (1.3.3) et (2.3.1) .

Preuve. cf.[15]

Fixons j, on désigne par i = i(j) le rang du nombre premier ¢;, autrement dit,
qj = Pi = Pi(j) (3.3.8)
et par la définition de ¢;, on déduit du lemme (3.0.2)
a;>7 et a <j-—1 (3.3.9)

L’estimation (i) du théoréme (3.2.1) implique i = i(j) et p; tend vers l'infini lorsque N
tend vers l'infini.

Comme i < k, de (3.2.8) et (3.3.6) on déduit que,

u,v,u’,v" = O(loglog N). (3.3.10)
Posons,
N23Y Npi1
M = <NetM = . 3.3.11
D ¢ 2w 3Y (3:3.11)

Les relations (1.3.2) , (3.0.1) et (3.3.9) impliquent

h(M) o (AN)+1)...(AN)+u+v—1)

h(N) — (ag+1)...(a1 +u)(ag +1)...(ag +v)
@)

(a1 + u)*(ag + v)?

Le (i) du théoréme (3.2.1) et (3.3.10) entrainent,

(3.3.12)

(v +u)* = afexp (u log(1 + —)> < of exp(—)




3.3. Exposants des grands facteurs premiers d’un nombre h—champion

d’ou .
oty (1)
et
(ag +v)" ~ <alZgAN)

de la relation (ii) du théoréme (3.2.1) et de (3.3.10) on déduit que,

(Q(N))quvfl ~ (a log N)u+v71 )

 (2¢3%) log N\ /2
La relation (3.3.12) entraine alors, 1 > j—(l ]\)[ , donc 2v3° < <a Og )
alog j
ce qui, avec (3.3.6) donne,
1 alog N L/A
=PS : 3.3.13
b=k (1—¢) < j > ( )

Avec le méme raisonnement pour M’ défini en (3.3.11) on a,

1 > h(M'") _ (g —u' +1)...(og + Dy (g +0')...(ae + 1)z
h(N) (i1 + 1) (QUN) = — v +2) ... (QN) — 1) QN)

(y — u)* (ag — v')V alog N

ey ~ 3.3.14
Q) j(2v3)? ( )
ce qui, avec (3.3.6) donne,
1 alog N /A
C— oy, > . 3.1
G=PR T < ; ) (3.3.15)

Comme ¢ peut étre choisi arbitrairement petit, les relations (3.3.13) et (3.3.15) en-

alog N /A
q; ~ ) .

Corollaire 3.3.1 Soit N (N # 1) un nombre h—champion.

trainent,

Alors il existe trois constantes positives Cs, Cy et ng telles que, pour N > ng, on ait

(log N)*/
loglog N

(log N)*/*

k= ~ Aa'/?
w(n) ¢ loglog N

= (0.945....) (3.3.16)

ot X et a sont définis par (1.5.3) et (2.3.1) (a*/* =0.676...).
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3.4. Estimation de Q(X)

Preuve. cf.[15]
En utilisant (2.2.8) on a,
O I |
logpy  logq
et d’apres le théoreme (3.3.2) pour j = 1 on obtient,

(alog N)'* g Jog M)

k=w(n) ~ .
W)~ A Toga+ 13 loglog N ~ M Toglog N

3.4 Estimation de Q(X)

Soit X un nombre réel, X > 1, désignons par (X)) le nombre de nombres h—champions
inférieurs ou égaux a X. D’aprés le lemme (3.0.5), il existe une infinité de nombres
h—champions.

La proposition qui suit donne une minoration de Q(X).

Proposition 3.4.1 Soit X un nombre réel X > 6, on a,
Q(X) > log X

Preuve. La relation, Q(X) > log X est équivalente a log X = O(Q(X)), donc il suffit
de démontrer que

log X < Q(X)

Comme pour tout X > 6, il existe un entier positif i > 2 tel que 'on ait,
N; < X < N;y (3.4.1)

ou /V; désigne le :—iéme nombre h—champion N; =1, Ny = 6,...
alors, Q(X) =1

Mais d’apres le lemme (3.0.5), on a N; 1 < 2Ny, Vi > 2
d’'ott Njyp < 22N;_; < 28N; 5 < ... <2FFIN, ;. telque 0 <k <i—2
pour k =i — 2, on obtient N;|; < 271N, = 21716 < 2¢+2
donc pour tout 7 > 2 on a,

Ni S 2Z'+1
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3.4. Estimation de Q(X)

d’ou 'on déduit que,

log Nist < (i +2)log2 < i +2 < 2i (3.4.2)
les relations (3.4.1) et (3.4.2) entrainent,

IOgX < lOgNi+1 < 2Q(X>

d’ou,

log X = 0 (Q(X)).

La proposition qui suit donne une estimation plus précise de Q(X).
Proposition 3.4.2

1. 1l existe un nombre réel positif § (§ = 0.059 convient) tel que pour X assez grand on
ait,
Q(X) > (log X)'*° (3.4.3)

2. Et pour X assez grand, on a
log Q(X) = O((log X)/?) (3.4.4)
ot c=(141/X)/2=0.857...et X est défini par (1.3.3) .

Pour la démonstration de la proposition (3.4.2), nous aurons besoin des deux lemmes

suivants.

Lemme 3.4.1 (cf.[15]) . Soient n et k deux entiers naturels strictements positifs.

Le nombre de solutions v(n, k) de l'inéquation diophantienne,

T+ x9+ ... + a1 <N, avec x; € N tels que 11 > 19 > ... > 1y, (3.4.5)

v(n,k) =0 (exp (7? %)) . (3.4.6)

Preuve. Soit ’équation diophantienne,

satisfait,

T1+ 2o+ ...+xr=n o x; €N tels que 1 > 19 > ... > 1y, (3.4.7)
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3.4. Estimation de Q(X)

le nombre de solutions de ’équation diophantienne (3.4.7) est égal au nombre de partitions

1 2n
p(n) ~ 3 exp (71’\/%) (3.4.8)

donc le nombre de solutions v(n, k) de (3.4.5) est la somme des nombres de solutions des

p(n) de lentier n

D’apres (cf.[11]) on a,

équations diophantiennes,
1+ 2+ . F+rr=5 oul<j<n

d’ou l'on a,
v(n,k) =p(1) +p(2) + ... + p(n) < np(n) (3.4.9)

car la fonction p(j) est croissante.

De (3.4.8) et (3.4.9) on déduit que,

1 2n
k) < —
v(n, k) < Wi exp (7? 3 )

ce qui prouve (3.4.6) . =

Lemme 3.4.2 Soit N un nombre h— champion, assez grand et soit N' le nombre h— champion

suivant N, alors

2nloglog N
N <N(1+—F7"2— 3.4.10
B ( T (g V)’ ) ( )

1—
ol 1 est un nombre réel fixé, tel que n < )\——l—i = 0.0594...

ot c= (1+1/X)/2 =0.857...et A est défini par (1.3.3) .
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3.4. Estimation de Q(X)

Preuve. cf.[15]
Soit N = 2%13%2__p7* un nombre h—champion assez grand. Le théoréme des nombres
premiers implique que,

(log N)"

™ (2(log N)) = m ((log N)") ~ =30 S e N

Autrment dit, le nombre de nombres premiers dans l'intervalle [(log N)" , 2 (log N)"] est
(log N)"
nloglog N
premiers consécutifs p, et p,,; satisfaisant &,

équivalent a Par conséquent pour N est assez grand, il existe deux nombres

(log N)" <p, <pr+2<pry1 <2(logN)" (3.4.11)

et
pr <pr+2 < prya < pr+2nloglog N (3.4.12)

1
Le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction f(t) = ~ sur l'intervalle
[Dr, Pr41] et inégalité (3.4.11) impliquent,
(pr B pr+1) 2\ o >\2_)\

- Y
pr - p'r' Z A Z -
o Pt (2(log N)N™' (log N

(3.4.13)

si I'on choisit de 7 tel que,

1—c A—1
— — 0.0594...
TS X1 204D

on déduit de (3.4.13) et de (i) du théoreme (3.2.1) que pour N assez grand on a,

a, —ap = alogN (p,* = p ) + O ((log N))
aX2™ (log )" 1 0 (log N)*

v

v

2 (3.4.14)

Posons,

M= NS N

Dr
De (1.3.2) et (3.4.14) on déduit que,
h(M) = —2" (N > h(N)
B Ay +1
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3.4. Estimation de Q(X)

En utilisant (3.4.11) , (3.4.12) et le lemme (3.0.3), on déduit que le nombre ~A—champion

N’ suivant N vérifie,

N<N’§M§N(pr+2n10glOgN> SN(14_27710g10g77]\/>
DPr (IOgN)

ce qui démontre le lemme (3.4.2). m

Preuve de la proposition (3.4.2). cf.[15]
Preuve de la relation (3.4.3)

Soit N; le 1—iéme nombre h—champion

écrivons les nombres h—champions entre *é—? et X,

VX

Nu < T < Nu+1 < Nu+2 <...< Nu+v <X < Nu+v+1
En choisissant § < 7 = 0.0594..., le lemme (3.4.2) implique pour X assez grand,

. 2n log log (‘/—7{>
Nuyir1 <1+ 2

R O]

comme par le lemme (3.0.5) on a,

1 _
<1+ (logX) onl<i<w

X Nigwr1r _ Nipogr 1 A
< < <[1+4=(logX
VX 2N; = Niyn — * 2 (log X)

alors )
3 log X

log <1 + 3 (log X)76>

QX)>v> > (log X)'*°

d’ou la relation (3.4.3) .
Preuve de la relation (3.4.4)
Soit X > 0, un nombre réel assez grand et N un nombre h—champion inférieur a X.
On pose A =log N, pour 1 < i < k, on définit x par (2.4.5) et a; par la relation (3.0.2)
Soit j un entier naturel > 3, on a par (2.2.4) , \; > A3 > L.
Posons,
k
T;(N)=T;= > o (3.4.15)
i=j+1
Sij>k,alorsT; =0
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3.4. Estimation de Q(X)

Sij <k, alors (3.2.8) , (3.2.9) et (3.3.1) impliquent,

k—1
T; < Z a; log p; + ay log py,
i=j+1
k—1
< > a}logp: + O ((log N))
i=j+1
k—1 logp'
= arlogN Y —— +O0((log N)°). (3.4.16)
i=j+1 Vi

Gréce aux relations (2.2.1) , (2.2.3) ,(2.2.4) , (2.2.19) et a la proposition (2.2.2) on

déduit que,

k—1

log p; log p; 1 1
Z A — Z X PJ,<)\]) o P/(/\]) 0 Aj—1 =0 A-1
i=j+1 Pi i=j+1 Pi J J

log N c
T; =0 ( P ) + O ((log N)). (3.4.17)
Fixons j tel que,
= [(log X)"] avec y— ~—C -1 _g357 (3.4.18)
1 = 5y = 0357 A

ol A et ¢ sont définis par (1.3.3) et (3.2.1) .

Pour chaque nombre h—champion N < X, la relation (3.4.17) implique,

T; (N) = aj1 + ajpa + ... + o = O ((log N)°)

D’aprés le lemme (3.4.1) le nombre de choix possibles pour a;ji1,049,...,a e€st
exp (O <\/ (log N)C>> = exp (O (log X)C/2> : (3.4.19)

1
De la relation (3.0.2) et du (i) du théoréme (3.2.1), puisque on a % < % <0.219 < 5
p

xS
on obtient,

par suite le nombre des choix possibles pour chaque exposant «;, ¢ = 1...7, est majoré par

IOgX J (log X)” v
5 +1) <(logX) = exp ((log X)" loglog X) . (3.4.20)
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De (3.4.19) et (3.4.20) on déduit alors que,
Q(X) < exp((log X)"loglog X) + O <(1ogX)C/2>

Comme d’apres (3.4.18) on a v < ¢/2, cela achéve la preuve de (i) =
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Annexe

.1 Programmes

- Programme de calcul de )\, )\, a et a;
Ce programme écrit & I'aide du logiciel Maple, permet de calculer les valeurs des deux

suites (Ax)gs; et (ar)gs, ainsi que la valeur de A et a.
1
A et A, étant définis par les relations : P, (A\y) = 1 et P(A) = 1 out Py(s) = > — et
j=1D;

1 1
P(s)= > —; aeta, para=
)= e P B
La formule,

cf.[26] permet de calculer avec précision la valeur \.
Le programme:
P :=proc(s,mmax) local m , S ;
# P(s) est la somme pour p premier de 1/p~s
# P(s) est aussi egale a somme(mu(m)/m*log(zeta(m™*s)), m=1..infini)
# pour avoir une valeur de P(x) avec k chiffres, choisir mmax =3*k
# Par example, pour calculer P(1.4) avec 10 décimales faire P(1.4,30) ;
S :=0;
for m from 1 to mmax do
S :=S+-evalf(numtheory|mobius|(m)/m*log(Zeta(m*s))) ;
od ;

end ;
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.1. Programmes

# Les procédures Pprime et P1 calculent P’(s), P2 calcule P”(s)

# en choisissant mmax comme pour P(s)

Pprime :=proc(s,mmax) local a,bk ;

a :=evalf(sum(numtheorymobius](k)*Zeta(1,k*s) /Zeta(k*s), k=1..mmax)) end ;
P1 :=proc(s,mmax) local ss ; evalf(subs(ss=s,diff(P(ss,mmax),ss)))end ;
P2 :=proc(s , mmax) local ss ; evalf(subs(ss=s,diff(P(ss,mmax),ss,ss)))end ;
Q :=proc(s,k) local S.j,p

# Q(s,k) est la somme des inverses des puissance s-ieme des k premiers
# nombres premiers (notee P k(s) dans la thése)

S :=0. ;p :=1;

for j from 1 to k do

p :=nextprime(p) ;

S :=S+evalf(1/p~s) ;

od ;

S;

end ;

Q1 :=proc(s,k) local S,j,p ;

# Ql(s,k) vaut P_K’(s)

S :=0. ;p:=1;

for j from 1 to k do

p :=nextprime(p) ;

S :=S+evalf(-log(p)/p~s) ;

od ;

S;

end ;

# La fonction f sert a calculer lambda_k

f :=proc(x,k) evalf(x-Q(x,k)-1)/Q1(x,k)) end ;

# calcul de lambda_k

lambdak :=proc(k,impr) local x,i :

# calcule la valeur de lambda_k par la methode de Newton ;
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# impr est une variable booleenne d’impression

# impr :=false, on n’ecrit rien ; impr=true, on ecrit le resultat.
x:=1.4":

for i from 1 to 10 do x :=evalf(f(x,r)) ;if impr then print(i,x) fi ; od :
if impr then print(‘k=‘k,‘lambda_k="x) fi ;

X ;
end ;

# la fonction ff sert a calculer lambda

ff :=proc(x,mmax) ; x-(P(x,mmax)-1)/P1(x,mmax) ; end ;

# calcul de lambda

lambda :=proc(mmax,impr) local x,i ;

# calcule de valeur de lambda par la methode de Newton ;

# choisir mmax=3 fois le nombre de chiffres desires, comme pour P(s)

# impr est une variable booleene d’impression

# impr=false, on n’ecrit rien ; impr=true, on ecrit les resultats partiels
x:=14;

for i from 1 to 10 do x :=evalf(ff(x,mmax)) ;if impr then print(ix) fi ; od :
if impr then print(‘lambda="*x) fi ;

X ;

end ;

ak :=proc(k,impr) local lamk,P1l,aak ;

# calcule a_k tel que defini dans notre these a_k=-1/P’(lambda_ k)
lamk :=lambdak(k,impr) ;

P11 :=Q1(lamk k) ;

aak :=evalf(-1/P11) ;

if impr then print(‘k="‘k,‘lambda_k="‘lamk,‘a k="‘aak) fi ;

aak ;

end ;

asypk :=proc(kmmax,t,z) local Y,Z,ZZ.k,ord ;

# cette proc calcule en t=log(x) et z=loglog(x)
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# le dev asy de Li(x)"-1

# a l'ordre 2" kmax-2 ; le reste est en 2" kmax-1 ;
Y :=t+log(t) ;

for k from 1 to kmax do

Y :=asymp(Y-(Ei(Y)-exp(t)*Y/exp(Y),t,2"k+1) ;
Y :=convert(Y,polynom) ; #print(Y) ;

od ;

Y :=asympt(exp(Y-t),t,2 " kmax) ;

Y :=convert(Y,polynom) ;

Z :=subs(log(t)=2,Y) ;

27 :=collect(Z,[t,z]) ;

end ;

- Programme de calcul des nombres h—champions :

Ce programme détermine les nombres h—champions. Il donne pour chaque nombre
h—champions N trouvé, la suite de ses exposants intervenant dans sa factorisation en produit
de nombres premiers et il calcule la valeur de h (n).

La méthode utilisée est la méthode de M. Deléglise cf.[6], elle consiste & déterminer par

"backtraking" tous les nombres de la forme,
N =232 _pi* avec ag > as > ... > ap > 1 (H)

et k =w (N) et qui sont inférieurs & une borne donnée X, ensuite a l'aide de la fonction h,
on élimine tous les nombres qui ne sont pas des nombres h—champions.
Pour X = 3.2x10%, les calculs effectués par Marc Deléglise, montrent qu’il existe 814236

nombres de la forme (H) et que seuls 785 nombres sont des h—champions.
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Le programme :

init :=proc(K) local k, pk; global P, KMAX,NMAX, tab,tabexp,a,v ;
tab := table() ;

tabexp := table() ;

KMAX :=K;

P := array(0..K) ;
pk:=1;

P[0] :=1 ;

for k from 1 to K do
pk := pk*ithprime(k) ;
P[k] := pk od ;
NMAX :=P[K] ;

v := vector(K,0) ;

)
a := vector(K,0) ;
end ;
traite := proc(k,n)
local j,s,total ;
global a,v,tab,tabexp ;
s :=0 ; total :=0 ;
for j from k to 1 by -1 do
s := stalfj] ;
total := total+s ;

od ;

tab[n] := combinat[multinomial](total,v[’j’]$’j’=1..k) ;
tabexp[n] := eval([v[]’]$j’=1..k]) ;
print(‘k="‘k,‘'n=",n,‘tab[n|=",tab[n], tabexp[n]=*,tabexp[n]) ;
end ;

backt := proc(k,N)

local n ;
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global a ;

n:=N;

while (n<=NMAX) do

if (a[k]>0 then traite(k,n) ; print(‘k="k,'n="n,‘a="a) ;

else print(“***k="k ‘n="n ‘a="‘a) ;

fi;

if (k< KMAX) and (n*P[k+1]<=NMAX)
then

alk+1] :=0 ;

backt(k=1,n)

fi;

n :=n*P[k] ;

alk] :=alk]+1 ;

od ;

end;

champ :=proc(k)

local n,y,inds,record,liste2,z,ti ;

global a,tab,cnte,resu ;

resu :=table() ;

ti :=time() ;

init(k) ;

a :=vector(k,0) ;

backt(1.1) ;print(‘temps lere partie=‘,time()-ti) ;ti :=time() ;
inds :=sort(map(x->op(x) ,[indices(tab)])) ;
record :=0 ;

cnte :=0 ;

liste2 :=[] ;

print(‘nombre d’elements=‘nops(inds)) ;

for n from 1 to nops(inds) do

y :=tab[inds[n]] ;
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if y>record then

record :=y ;

cnte := cnte+1 ;

z :=eval(tabexp[inds[n]] ;

if z[nops(z)]>1 then liste2 :=[op(liste2),[inds[n],z]] fi ;
print(cnte,inds[n],eval(tabexp[inds[n]]), y) ;

resufcnte] :=[inds[n],z,y] ;

fi;

od ;

print(liste2) ;print(‘temps tri=‘,time()-ti) ;

end ;

73



2. Tables

.2 Tables

Table des quelques valeurs de A, et a,

k A ay

1 0.000000000 | 1.4426950410
2 0.787884911 | 1.1577157340
3 1.032812266 | 1.0026586190
4 1.147338412 | 0.9199384156
5 1.200772803 | 0.8687693152
6 1.238008660 | 0.8329544543
7 1.261759902 | 0.8073711729
8 1.280631858 | 0.7870100677
9 1.294379142 | 0.7711148983
10 | 1.304009451 | 0.7588531258
20 | 1.347710190 | 0.6972891872
30 | 1.362395287 | 0.6727679268
40 | 1.369643257 | 0.6592992451
50 | 1.374168099 | 0.6503367296
60 | 1.377297517 | 0.6438268495
70 | 1.379584325 | 0.6388697231
80 | 1.381332992 | 0.6349425576
90 | 1.382735573 | 0.6317046386
100 | 1.383896771 | 0.6289627385
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Table des 50 premiers nombres h—champions:

i | N (ar, .y on) | RN || i | Ny (a1, oy ) | B(N)
1|1 1 26 | 50400 (5,2,2,1) 7560

2 |6 (1,1) 2 27 | 60480 | (6,3,1,1) | 9240

3 |12 (2,1) 3 28 | 75600 | (4,3,2,1) | 12600
4 |24 (3.1) 4 29 | 90720 | (5,4,1,1) | 13860
5 | 30 (1,1,1) 6 30 | 110880 | (5,2,1,1,1) | 15120
6 | 60 (2,1,1) 12 31| 120960 | (7,3,1,1) | 15840
7 1120 | (3,1,1) 20 32 | 151200 | (5,3,2,1) | 27720
8 | 180 | (2:2,1) 30 33| 226800 | (4,4,2,1) | 34650
9 360 |(3.21) 60 34 | 277200 | (4,2,2,1,1) | 37800
10 | 720 | (4,2,1) 105 || 35| 302400 | (6,3,2,1) | 55440
11840 | (3,1,1,1) | 120 || 36453600 | (54,2,1) | 83160
12 | 1080 | (3,3,1) 140 || 37| 604800 | (7,3,2,1) | 102960
13| 1260 | (2,2,1,1) | 180 || 38665280 | (6,3,1,1,1) | 110880
14 | 1680 | (4,1,1,1) | 210 || 39| 831600 | (4,3,2,1,1) | 183600
15 | 2160 | (4,3,1) 280 || 40 | 907200 | (6,4,2,1) | 180180
16 | 2520 | (3,2,1,1) | 420 || 41 | 1330560 | (7,3,1,1,1) | 205920
17 | 4320 | (5,3,1) 504 || 42 | 1360800 | (5,5,2,1) | 216216
18 | 5040 | (4,2,1,1) | 840 || 43 | 1512000 | (6,3,3,1) | 240240
19 | 7560 | (3,3,1,1) | 1120 || 44 | 1663200 | (5,3,2,1,1) | 332640
20 | 10080 | (5,2,1,1) | 1512 || 45 | 1814400 | (7,4,2,1) | 360360
21 | 12600 | (3,2,2,1) | 1680 || 46 | 2494800 | (4,4,2,1,1) | 415800
22 | 15120 | (4,3,1,1) | 2520 || 47 | 2721600 | (6,5,2,1) | 504504
23 | 25200 | (4,2,2,1) | 3780 || 48 | 3175200 | (5,4,2,2) | 540540
24 | 30240 | (5,3,1,1) | 5040 || 49 | 3326400 | (6,3,2,1,1) | 720720
25 | 45360 | (4,4,1,1) | 6300 || 50 | 4536000 | (6,4,3,1) | 840840

[6)



.3. Conclusion:

.3 Conclusion:

Dans ce mémoire, nous avons étudié les grandes valeurs ainsi quelques propriétés des

nombres champions de la fonction h, définie pour n > 1 par h(1) =1 et
|
h(n) _ (041 + g+ ... + Oék).
@1!0{2!...ak!
Nous avons repris et détaillé les résultats das a J. L. Nicolas et M. O. Hernane cf.[15].

3 _ 01 02 A
,8in=q1"qy%...q,".

Les auteurs ont dans [15] donné quelques problémes ouverts. Notre objectif dans le futur
est d’essayer de résoudre quelques uns de ces problémes.

Les problémes ouverts listés dans [15] et [16] sont :

1. Existe-t-il une constante C' telle que, lorsque le nombre h_champion N tend vers
I'infini, on ait
1/A
(logN)'",

logh (n) = Alog N — (C'+0(1)) loglog N

2. Dans son article [25] S. Ramanujan a appellé nombre hautement compose superieur

(M) ~ 7(N)
ME S NE 2

un nombre N pour lequel il existe € > 0 tel que pour tout M > 1 on ait

ou 7 (n) est le nombre de diviseurs de n.

Peut-on généraliser cette notion aux nombres h—champions 7

3. La proposition (3.4.2) donne Q(X) > (log X)"" pour X assez grand.

Existe-t-il une constante v > 0 telle que Q(X) < (log X)??
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