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Chapitre 1

Introduction

1.1 Le modéle

Soit 2 un domaine ouvert borné de R?, de frontiére réguliére T

On considere le systéme d’une plaque thermoélastique suivant (voir [14] ):

[I — aA]wy + A%w + yA0 + F(w) = 0 dans Q x (0, 00)

(1.1.1)
0, — A0 — vAw; = 0 dans Q x (0, 00)

ol w(z,t) et O(x,t) représentent respectivement le déplacement et la température du
point x € ) a l'instant ¢.

Le probléme (1.1.1) est muni des conditions aux limites libres pour w

Aw + (1 — p)Byw + 0 = 0,
0Aw (9ng Wt 00 sur I' x (07 OO) (112)
O 10—

ov or

et des conditions aux limites de Robin pour 6 :

{? +A0=0. surT x (0,00) (1.1.3)
v

ol les opérateurs frontiéres By et By sont donnés par (voir [14])

Biw = Aw+(1— p)Bw, (1.1.4)
O0Aw 0Byw
B = 1-—
w =, T w



1.1. Le modéle

avec
9w 9w 9w
Biw = 2V1V28x6y — 2 97 V3 Bk (1.1.5)
0w Pw  Pw
B2W = (V% _Vg)axay +V1V2(ay2 - 85(72)

et la constante p € (0,1) représente le module de Poisson, « > 0, v > 0,7 >0et A >0
sont des constantes et 7 et  sont respectivement le vecteur tangent unitaire et le vecteur
normal dirigé vers l'extérieur de (2.

Au modele (1.1.1), on associe les conditions initiales:

w(.,0) = we e HX(Q),
wi(,0) = wy € HY(D), (1.1.6)
0(.,0) = 6, € L*(Q),

avec
H,(Q) = (@ sia>0, (1.1.7)
L3(Q) si a = 0.
Parmi les constantes physiques du modéle (1.1.1)-(1.1.2) la plus importante est c.
Le cas a > 0 signifie qu’il y a présence de 'inertie de rotation, et pour a = 0 signifie
I’abscence de l'inertie de rotation.
Les deux cas a > 0 et @ = 0 produisent des propriétés dynamiques tres différentes.

La contribution principale du résultat de stabililisation de notre travail (se rapportant

au cas « = 0 ) est le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.1 Soient les hypothéses 1.4 sur F , et supposons que les paramétres n, A
sont positifs .
Alors, pour des données initiales [wo, w1, 0] € H, , il existe deux constantes positives

C' et p, qui peuvent dépendre de a et E(0), telles que
E(t) < Ce " E(0) pour t >0

Pour le cas a > 0, ce théoreme a été démontré dans [3], pour le cas linéaire, et dans [5]

pour le cas non linéaire.



1.2. Littérature

1.2 Littérature

Les plaques thermoélastiques lineaires ont été étudiées intensivement ces dernieres années.
La plupart des papiers traitent le modeéle avec des conditions aux limites d’encastrement (
clamped ) ou déplacements pivotants ( hinged ) et le cas ou le parameétre o = 0. En effet,
pour ces modeéles particuliers, la stabilité exponentielle des solutions correspendantes a été
prouvée par plusieurs auteurs (voir [13], [26],[27], [4] et [30] ). L’analyticité du semi groupe
associé a la plaque thermoélastique linéaire a été démontrée récemment dans [24]. C'est le
résultat le plus important pour les conditions aux limites d’encastrement ( clamped ) ou (
hinged ) mécanique / Dirichlet thermique, et o = 0. Les généralisations concernant le cas
des conditions aux limites unies hinged /Newmann .

Grace a l'analyticité du semi groupe linéaire, la décroissence exponentielle de 1’énergie
est constamment réduite dans le cas des conditions aux limites libres. Les conditions aux
limites entrainent une forte union sur le bord entre les variables thermique et mécanique, ce
qui fait que les conditions de Lopatinski ne sont pas satisfaites, et ceci pose des difficultés
pour prouver ’analycité.

Dans le cas des conditions aux limites libres, on sait que le semi groupe linéaire corre-
spondant est uniformement stable. La décroissance uniforme du modéle linéaire a été établi.
Le probléme le plus important qui reste est celui des estimations explicites produites qui
peuvent étre transformées en variations non linéaires du modele . Les estimations de la
stabilité ont été obtenues pour presque toutes les conditions aux limites. Cependant, les
techniques utilisées ne nous permettent pas d’aboutir aux mémes résultats pour les modeles
avec des conditions aux limites libres.

Pour obtenir ces estimations, il faut prouver des résultats de trace pour le modele Fuler-
Bernoulli dans le cas ou les conditions de Lopatinski ne sont pas satisfaites ( une théorie
similaire a été développée dans [17] , [18] , [19] et [32] pour I’équation des ondes ). Mais,
cette analyse n’a pas encore été faite, et son entreprise constiturait un projet technique treés
difficile. Cet ingrédient de trace est indispensable pour obtenir des estimations explicites
du taux de décroissance pour le systéme thermoélastique linéaire avec @ = 0 et avec des

conditions aux limites libres.



1.3. But

1.3 But

Le but de ce travail est de démontrer que le systeme thérmoélastique non lineaire , avec
le paramétre a = 0 et ( avec des non linéarités vérifiant les hypothéses 1.4 ci dessous )
est exponentiellement stable pour une grande famille de "dissipativité" F(.), et il englobe
plusieurs modéles classiques de la mécanique comme:

1) Le systéme de Von Karman,

2) L’équation quasilinéaire de Berger,

3) Le modele d’une plaque Fuler -Bernouilli semi linéaire.

Notre objectif est aussi de montrer comment la régularité produite par l’analyticité du
semi groupe peut étre exploitée pour obtenir des estimations explicites du taux de décroissance
de l’énergie. L’avantage positif de cette méthode c’est qu’elle peut étre utilisée

traiter le cas des modéles non linéaires.

1.4 Hypothéses sur la non linéarité F(.)

On suppose que l'opérateur de non linéarité F'(.) vérifie les hypothéses suivantes:

1.4.1 Hypothése 1

On suppose que l'application F : H2(Q) — [H(Q)] est
e localement Lipschitzienne,
e continue,
e ['(0) =0,

o ' est différentiable au sens de Fréchet au point 0.

1.4.2 Hypotheése 2

On suppose que 'application F' vérifie la relation:

/Q F(w)wd > 0



1.4. Hypothéses sur la non linéarité F'(.)

et
1d
/ F(w(t))w(t)dQ = §£Ep(w(t)) Yt >0, Yw € H*(Q) et w € WH(0,T, H*(Q));
0
(1.4.1)
ou la fonctionnelle Fr € H?(Q) vérifie :
0< Ep(w) < C(HWH?{?(Q))HWH%I?(Q)' (1.4.2)

Les deux hypothéses précédentes 1 et 2 sur F' sont nécéssaires pour obtenir le résultat
principal de stabilisation de notre travail , dans le cas o = 0.

Pour a > 0, on a besoin d'une hypothése supplémentaire.

1.4.3 Hypothése 3

Dans le cas a > 0, F est faiblement continue de H?(Q) dans D'(Q).

Remarque 1.4.1 1. On note généralement par C(.) une fonction bornée a valeurs bornées

, par contre, on note par C' une constante positive .

On peut démontrer directement que les exemples des non linéarités qui vérifient les
hypothéses 1-4 énoncées avant incluent dans les modeles suivants:

1 -Modele de Von Karman : voir [12], [11] et [23]

ou [.,.] est le crochet de Von Karman qui est défini par
(W, @] = WeaWyy + WyyWaz — 2WayWay,
et la fonction f est solution du probléme

A?f(w) = — [w,w] dans Q

) = 1)

2 -Modele de Berger : voir [7],[29] et [31]

=0surl.

Flw) = —Aw.g(/Q|Vw]2dx)



1.5. Dissipation

ot g € CY(R) avec g’ > 0.
3 -Modele de Euler— Bernoulli

F(w) =|w [P w,oup > 0.

1.5 Dissipation

Notre intéret est le comportement asymptotique des solutions du modele décrit par (1.1.1)-
(1.1.2), qui est perturbé par les forces F, affectant la plaque. Les instabilités dans les
modeles libres sont intrinséquement de dimension infinie (nombre infini de valeurs propres
sur ’axe imaginaire), par conséquent le damping utilisé doit étre assez fort pour supprimer
les instabilités. Assez fort, veut dire qu’il ne peut pas étre modelisé par un opérateur compact
(par rapport a l’espace des phases). Il y a plusieurs maniéres d’introduire physiquement une
dissipation dans le systéme.

Parmi les dissipations que 1’on rencontre, on peut citer:

e Dissipation mécanique interne, éventuellement non linéaire, agissant sur tout
I'intérieur du domaine. Ce type de dissipation est modeélisé par une fonction g(u;), ou
g(s) est une fonction non linéaire.

¢ Dissipation mécanique interne localisée, dissipation localisée sur un certain sous
ensemble de 2. Dans ce cas le terme de dissipation prend la forme &(x)g(u;) avec &(x)
localisée sur une partie de (2.

e Dissipation mécanique qui agit seulement sur le bord. Dans ce cas une fonction qui
dépend de la vitesse u; est ajoutée aux conditions aux limites.

e Dissipation thermique. Dans ce cas il ya une autre équation qui décrit la tempéra-

ture dans la plaque.
Le mémoire se compose de quatre chapitres.
Le Chapitre 1 est consacré a une introduction ot I’'on expose ’objectif de notre travail.

Le Chapitre 2 est consacré a I'introduction d’outils d’analyse fonctionnelle, des résultats
préliminaires, des rappels sur les opérateurs , les semi-groupes , des rappels sur l'opérateur

biharmonique et la théorie des plaques.



1.5. Dissipation

Dans le Chapitre 3, on expose les résultats obtenus concernant I’existence, 'unicité et
la régularité des solutions du probleme thermo élastique non linéaire en utilisant la théorie

des semi groupe non linéaires.

Le Chapitre 4 est consacré a I’étude la stabilisation exponentielle du systéeme thermo
élastique par une dissipation thermique en ’absence d’inertie rotationnelle c’est & dire dans

le cas o =0..



Chapitre 2

Rappels généraux et définitions

2.1 Quelques outils d’analyse fonctionnelle

Nous n’avons pas l'intention de présenter ici la théorie des espaces de Sobolev dans toute
généralité. Nous allons simplement introduire les notions de base, suffisantes pour la com-
préhension de notre probléme, en renvoyant & la bibliographie pour les démonstrations de
ces derniéres (par exemple pour les théorémes de trace).

Les notions introduites dans cette section seront utilisées dans les chapitres ultérieurs; nous
rappellerons au moment opportun les résultats les plus élaborés sur les espaces de Sobolev

dont nous aurons besoin, (pour cette section voir [11, Chapitre 1]).

2.1.1 Théoréme de la convergence dominée

Soit (fn)nen une suite de fonctions Lebesgue intégrables sur Q C Réqui converge presque
partout vers f (sauf peut étre sur un ensemble de mesure négligeable ).

On suppose qu’il existe une fonction g, non négative et intégrable, qui vérifie

(@) < g(x) Vo, 2 €@, pp

alors

() feLL(),

(i) lm [ [fy = f |dp=0,
n OOQ/



2.1. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

2.1.2 Espaces de Sobolev

Soit © un ouvert de R”, on introduit les espaces suivants?) :

Les espaces L* ()

1. LP(Q) est 'espace des (classes de) fonctions f mesurables telles que (p étant donné

avec 1 <p < 0) :

1/p
’f‘LP(Q) = ([ |f (l’)’p d$> < 003 1 <p<oo, (2.1.1)
!f\Loo(Q) = sugess. |f (z)|dx < o0 p = 00, (2.1.2)
S

muni de la norme (2.1.1) si p # oo et (2.1.2) si p = oo, LP () est un espace de
Banach; si p = 2, L? (2) est un espace de Hilbert, le produit scalaire correspondant a

la norme (2.1.1) (ou p = 2) est donné par
(F9)= [ F@a()d (213

2. 2(Q) est 'espace des fonctions € et a support compact dans 2. Etant donné
une suite ; € 7 (€2) on dira que ¢; — 0 dans Z (Q2) si :

(i) 3K (compact) fixé tel que

K cc Q,Suppgoj C K, Vj;

(i) Ya, D%p; — 0 uniformément sur 2 ot I'on a posé :
8()61"‘---"1‘04”

Drp= 2 "
4 8x‘f1...8$gngp’

a={ay,..,a,} € N (2.1.4)

3.  2'(Q) est lespace des distributions sur 2, c’est-a dire ’espace des formes ¢ —
(f, ) linéaires continues sur Z () (c’est-a-dire,( f, p,) — 0si¢, — 0dans Z (2)).
On dira que f; — f dans 2’ () si (fj, o) — (f,¢), Yy € Z(Q).

4. SifeP2'(Q) on définit D*f € 2’ (1), (et cela V «) par
(Df, o) = (=) (£, D) avec |a] =as+ ...+ oy (2.1.5)

En outre lapplication linéaire f — D*f de 2’ (2) — 2’ (Q2) est continue.

(D Toutes les fonctions considérées sont a valeurs réelles.



2.1. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

e Les espaces WP (Q)
On appelle "espace de Sobolev d’ordre m sur L? (2) ", que 'on note W™ (§2) , 'espace
défini par
WmP(Q) ={v| ve L’ (Q), D € L* (), |a| <m}. (2.1.6)

Muni de la norme

1/p
s ( > |Dav]’£p(m> ;1< p<oo,

0<a|<m (2.1.7)
|U|Wm»°°(Q) = oéﬂﬁ%{m |D U|Lo<>(sz) ) p =00
WP () est un espace de Banach.
Le cas p = 2 est fondamental, on posera
Wm2(Q) = H™ (), (2.1.8)
muni du produit scalaire
(1, 0) gpmgy = (U, 0),0 = Z (D%, D*0) 12(q) (2.1.9)

laj<m

et on note

N|=

‘Ulm,ﬂ = (U>U)m,9
la norme correspondante.
H™ () est un espace de Hilbert.
Premier théoréme des traces
On prendra garde que, sauf en dimension 1, une fonction v de H' (2) n’est pas néces-
sairement continue sur €2, ni a fortiori sur {; on peut néanmoins et c¢’est absolument essentiel

pour les applications définir les traces de v sur la frontiére I de Q (V). Nous ferons ’hypothése

que €2 est un ouvert borné dont la frontieére I' est une variété de dimension (n —1) . (2.1.10)

une fois continiiment différentiable, {2 étant localement d’un seul coté de T'.

(UPlus généralement sur une variété réguliere de dimension n — 1 contenue dans €.

10



2.1. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

Cette définition signifie: il existe un nombre fini d’ouverts bornés U; de R”,0 < ¢ < I, tels

que U soit inclu dans €, {U,-}fzo soit un recouvrement ouvert de €2, pour tout i =1, ..., I, il
existe une application inversible ¢, : © —— y = ¢, (x) une fois contintiment dérivable de U;
dans B, boule ouverte de R™ de rayon 1, application inverse ¢, ! étant une fois contintiment
dérivable de B dans U;. On dira que {U, qbl-}f:l est un systéme de cartes locales définissant
I.
On montre alors (voir par exemple Lions-Magenes [36, Chapitre 1]) que, €™ (ﬁ) désignant
I’espace des fonctions une fois continiment différentiables dans Q, € (ﬁ) est dense dans
HY(Q).

Pour v € ¢* (€2) on posera

Yov est la trace de v sur I'. (2.1.11)
On note
L*(T') = {f| f mesurable et de carré sommable sur I' pour la mesure dI'},

muni du produit scalaire
() = [ foar.

On montre alors (voir Lions-Magenes [36])

Théoréme 2.1.1 Sous l’hypothése (2.1.10) on peut définir de fagon unique la trace yyv =
v|p pour v € H' (Q) de fagon que yyv coincide avec la définition usuelle (2.1.11) si v €
€ (Q); v € L2 (D) et Uapplication v — v est linéaire continue de H* (Q) — L*(T').

Remarque 2.1.1 L’application v — D0 est linéaire continue de HI*F' (Q) — H' (Q);
on peut donc définir

{70 (D) ;|la] <m—1} sive H™(Q). (2.1.12)

En fait, puisque la connaissance de v sur I'V entraine celle de ses dérivées tangentielles sur
T, il est préférable de remplacer 'ensemble des dérivées apparaissant dans (2.1.12) par les

dérivées normales d’ordre < m — 1

v = {v, dv/on, ..., 8’”’11}/ 8nm’1} € (L2 (F))m sive H™(Q).

(T réguliere voir ’hypothése (2.1.10).

11



2.1. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

Remarque 2.1.2 On désigne par
H; (Q) le noyau de vy = {v| ve H (Q), yov =0},
plus généralement
H{" (Q) est le noyau de v = {v| ve H"(Q), yo =0} .

On a
H{" () est un sous-espace fermé de H™ () .

Donc H" (Q) est un espace de Hilbert pour la structure induite par celle de H™ ().

Remarque 2.1.3 On montre (cf.[36]) que Z (2) est dense dans H{" (S2). Alors toute forme
linéaire continue sur Hi" () s’identifie a une distribution sur Q.

On définit par H=™ (Q) l'espace dual de H (?) dans cette identification, alors
Hg" (@) — L*(Q) (= H*(Q)) — H ™ (Q).

Afin de caractériser 'espace image de H' () par ~y,, on introduit quelques notions
supplémentaires.

e Les espaces H® (), s€ R

Dans le cas particulier ou {2 = R",

On désigne par . (R") = l'espace des fonctions > a décroissance rapide ainsi que
toutes les dérivées

(Vk € NVo e N* : |z]* |[D*f (#)] — 0), muni des semi-normes

|z|—00
{f — sup (m’“ ]D“f(a:)\) keN ae N”} .
reR™

On peut définir H™ (R™) par la transformation de Fourier. Si v est une fonction continue a

support compact, sa transformée de Fourier % (v) est définie par
b(6) = F (v) (&) = / exp (—2imx - ) v () dz, ot & = (§;,...,,) et x-&=) mg,
" i=1
On peut définir H™ (R™) (voir [36, Théoréeme 1.2]) par (2.1.6) ou par

H () ={o] ve s (®Y), (1+167) "0 e I* (RY) ],

12



2.1. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

ou " (R™) est l'espace dual de . (R"), muni de la topologie forte de dual

Alors il est naturel de poser la définition suivante :
H* (R") = {v| ve s R, (1+¢f) %o e L2 (Rg)},

qui est un espace de Hilbert pour la norme

’U|HS(Rn) == ’(1 + ‘5’2)3/2'&

ZCON
norme qui est équivalente a celle définie par (2.1.9) lorsque s = m.

H° (R"™) est identifié¢ & son dual, on a
(H*(R")) = H " (R").
Remarque 2.1.4 Les espaces H® (R™) ont la propriété de "localisation” suivante :

Vo e 2 (R"), v € H* (R") Yv € H* (R™) et lapplication v — v

(2.1.13)
est linéaire continue de H® (R") — H* (R").

Cette derniére propriété permet de définir H* (T'), pour tout réel s.

On définit H* (I') M) pour s > 0, on considére ensuite
Ho(T) = (H*(T) s a<o.

Pour une fonction v € L?(T') on définit, a I’aide d’une famille de cartes locales et d’une

I
partition {ﬁi}fzo de l'unité (C’est a dire ¥; € Z (U;) on peut écrire) | 9; = 1) subordonnée
=1

I —_—
au recouvrement {U;}/_, (Cest a dire 9; € 2 (U;) ¥; =1 sur ) :
-1

v = Z Y (somme localement finie) ,

puis 'on définit les images de 9;v dans R"~1; on dira alors que v € H* (T") si toutes les images
de ¥;v sont dans H*® (R"1); si w; est 'image de 9;v, on prend comme norme (hilbertienne)

sur H* () :

1
2
2
’U|HS(1") = (§ |wi’Hs(Rn—1)> . (2114)

7

(T réguliere voir ’hypothése (2.1.10).
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2.1. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

Grace a (2.1.13) lespace H® (I') ainsi défini ne dépend pas de la famille de cartes locales
et de la partition de 'unité choisie . L’espace H® (I') est défini de maniére intrinséque ainsi

que sa topologie mais non sa norme.

Deuxiéme théoréme de traces

On peut maintenant compléter le théoréeme 2.1.1 par le

Théoréme 2.1.2 Sous les hypothéses du théoréme 2.1.1 application v — y,v est linéaire

continue et surjective de H' (Q) — HY2 (T).
Pour la preuve voir par exemple Lions-Magenes [36].
Théoréme 2.1.3 2 () est dense dans H* (12).

Théoréme 2.1.4 L’application trace

v, : H2(Q) — Hz (I =0Q)

ov
Vov =—
v — vy = oo
est linéaire continue et surjective.
La formule de Green pour le Laplacien
Yu e H*(Q), Yv e H' (Q), JzAuvdx = —ZVqudx + A/vayudf‘. (2.1.15)

ou d,u = y,u est la dérivées normale de u sur 0€2 =T".

e Les espaces LP(a,b; X)

Soit X un espace de Banach de norme notée | |; on désigne par: LP (0,T’; X') 'espace
des (classes de) fonctions ¢ — f (t) mesurables de ]0,7[ — X (pour la mesure dt), telles

que

T 1/p
1 Olimom = ( [ s dt) < o0 (p# 00),
|f (t)|Loo(o,T;X) =supess. |f (t)|x -
te(0,T)

C’est un espace de Banach.

C(a,b; X) = C([a,b]; X) := l'espace des fonctions fortement continues sur [a, b] & valeur

dans 'espace X.

14



2.1. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

Remarque 2.1.5 Une signification similaire pour les notations C([a,b); X) et C'((a,b]; X).

e Les espaces W™P(a,b; X)
Whl(a,b; X) := L’ensemble des fonctions absolument continues de [a,b] dans X (voir,

[49, Theorem 1.7, p. 105]).
WhP(a,b; X) = {f € Cla,b; X) : f' € L(a,b; X)},

ou f'(t) est la dérivée (presque partout) de f(t) par rapport a t.

W™P(a,b; X) = {f € Cla,b; X): f® € LP(a,b; X)},1 < k < m,

ot f®)(t) est la dérivée d’ordre k (presque partout) de f(¢) par rapport a t.

On désigne par 7' (0, T[; X) lespace des distributions sur |0, 7' & valeurs dans X, défini

par
7' (10.T[; X) = 2 (2(]0,T[); X),

o, de fagon générale Z (Y; X) deésigne 'espace des applications linéaires continues de
Y — X,s1Y = X on note .Z (X).

A une fonction f € LP (0,T; X) correspond une distribbution f sur 10, T & valeurs dans
X, définie par .

For= [ roewa ¢e201p,

(ce qui définit bien une application ¢ — f (¢) linéaire continue de 2 (]0,T]) — X).
L’application f — f est une injection; on identifiera f et f. En outre si f — 0 dans
LP (0, T; X) alors f — 0 dans 2’ (]0,T[; X), c’est-a-dire f (@) — 0 Yo € 2(]0,T]). On
a alors

LP(0,T;X) Cc 2'(]0,T[; X) .

Pour f € ' (]0,T[; X), on définit d*f/dt* = f*) par

FO ) = (=D f (™) Veoe2(0,T]),

ce qui définit f*) comme éléement de 2’ (]0,T[; X). En outre application f — f*) est

linéaire continue de 2’ (]0,7[; X) dans lui-méme.
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2.2. Rappels sur les opérateurs non linéaires

Soient X et Y deux espaces de Banach avec X C Y avec injection continue et dense.

Soitv € L? (0,T; X); alors dv/ dt € 2' (]0,T[; X) donc, en particulier (puisque 2’ (]0,T[; X) C
7 (0, T[;Y))

wdv/dt € 2'(]0,T[;Y).

Supposons alors que

dv/dt € L1(0,T;X) (1<qg< ).

Alors la fonction v est, aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle,
continue de [0,7] — Y.
En particulier, pour V, H deux espaces de Hilbert sur R, de norme respectives | |/,

| |, le produit scalaire dans H étant noté ( , ); on suppose que
V C H, V dense dans H.

En identifiant H a son dual, H s’identifie alors a un sous-espace du dual V' de V, d’ou

V C H = H' C V' avec injections continues et denses. Soit v € L? (0, T;V) alors
dv/dt € L* (0, T;V").

On montre (voir Lions-Magenes [36, Chapitre 1]) que, aprés modification éventuelle sur un

ensemble de mesure nulle, la fonction ¢ — v (¢) est continue de [0,7] — H.

2.2 Rappels sur les opérateurs non linéaires

2.2.1 Opérateurs non linéaires

Dans cette section, on rappelle certains résultats concernant les opérateurs non linéaires
dans les espaces de Banach qui seront utilisés dans I’étude des équations de Von Karman

par la suite.

Opérateurs monotones

Il y a plusieurs techniques développées pour les EDP qui sont utilisées pour démontrer
I’existence et 1'unicité des solutions pour les équations non linéaires. Dans le cas des mod-

¢les de Von Karman les deux approches les plus utilisées sont : La théorie des opérateurs

16



2.2. Rappels sur les opérateurs non linéaires

monotones et la Méthode de Galerkin. Pour une présentation détaillée de ces deux méthodes
on renvoie le lecteur a [40, 36, 45].
On consideére les opérateurs agissant de V dans V', ou V' est un espace de Banach reflexif

et V'’ son dual. On suppose aussi que 1’on a les inclusions suivantes:
VcH=H cV/,

oul H est un espace de Hilbert.
On notera par (v,v*)y.y la valeur de la fonctionnelle v* € V’ sur I’élément v € V. Si V
est un espace de Hilbert, on peut identifier V'’ avec V' et supposer que (v, v*)y.y: = (v, v*)yy

est un produit scalaire dans V.
Définition 2.2.1 L’opérateur A: D(A) CV — V' et dit monotone si
(v1 — Vg, Avy — Avg)y. v > 0 pour tout vy, ve € D(A).
on dit que A est mazimal monotone (m-monotone) si A est monotone et la relation
(v—u,Av—u")y. v >0
pour u € V et u* € V' et pour tout v € D(A) implique que u € D(A) et u* = Au.

Remarque 2.2.1 Notons que si V' est un espace de Hilbert et V' est identifié a V', alors

les opérateurs monotones sont appelés accrétifs.
On rappelle aussi plusieurs notions de majorations et de continuité ( voir, [36, 40, 45] ).

Définition 2.2.2 Soit A:V +— V'’ un opérateur agissant sur un espace de Banach réflexif
V.

e l'opérateur A est dit localement borné en vy € V' s il existe un voisinage U(vg) tel que
A(U) = {Av : v € U} soit un ensemble borné de V'.

o L’opérateur A est dit borné s’il applique chaque sous ensemble borné de V' dans un
sous ensemble borné de V.

e A est dit continu si Au,, — Au fortement dans V' pour toute suite {u,} C V telle que

U, — u fortement dans V.
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2.2. Rappels sur les opérateurs non linéaires

e L’opérateur A est dit compact si A est continu et applique les sous ensemble bornés
de V' en des sous ensembles relativement compacts de V.

e A est fortement continu si Au,, — Au fortement dans V'’ pour chaque suite {u,} C V
telle que u, — u faiblement dans V.

e A est dit hémicontinu si pour chaque u,v € V' la fonction a valeure relle t — (v, A(u+

tv))vyr est continue.
On note que la monotonie et I’hémicontinuité impliquent les majorations locales.

Définition 2.2.3 On dit que A :V — V' est coercif si

(v, Av)y, v

— 00 quand |v]y — oo,
[olv

ou |.|v représente la norme dans ’espace V.

On rappelle aussi quelques propriétés pour les opérateurs monotones tels que D(A) =V

( voir, [36, 18, 45] ).

Proposition 2.2.1 Soit A:V — V' ou V est un espace de Banach reflexif.

e Si A est monotone et hémicontinu, alors il est m-monotone.

e Si A est linéaire et monotone, alors il est continu.

e Si A est monotone, alors A est localement borné en tout point de V.

e Si A est monotone et hémicontinu, alors il est semi continu.

e soient A et B des opérateurs m-monotones de V.— V’. Alors A+ B est m-monotone.

e Si A est monotone, hémicontinu et coercif et l’espace V' est séparable, alors R(A) = V';
c’est a dire que l'équation Au = [ a des solutions pour tout f € V.

e Sopposons que A est m-monotone et que B est monotone et hémicontinu de V- — V.

Alors A+ B est m-monotone. Supposons de plus que A+ B est coercif, on a R(A+B) =V".

Le résultat de convergence faible suivant est fondamental dans le contexte des opérateurs

m monotones [40].

Proposition 2.2.2 Supposons que V' est un espace de Banach reflexif. Soit A : D(A) C
V +— V' un opérateur monotone mazximal et {v,} une suite dans D(A) telle que v, — v

faiblement dans V' et Av, — f faiblement dans V.
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2.2. Rappels sur les opérateurs non linéaires

® Si
lim sup(v,, — v, Av, — f)vyr <0, (2.2.1)
alorsv € D(A), f=Av et
lim (v, Avy) vy = (v, Av)yyr. (2.2.2)

e La méme conclusion reste vraie, si au lieu de (2.2.1) on suppose que
(Un, — U, Ay, — AUy )y — 0 quand n,m — oo. (2.2.3)

Preuve. Partie 1: On peut voir que (2.2.1) est équivalente a

lim sup(vy,, Avy)v. v < (v, f)vvr, (2.2.4)
Alors, puisque
(v, — w, Av, — Aw)y. v > 0 pour tout w € D(A), (2.2.5)

en prenant limsup, on obtient (v — w, f — Aw)yy > 0. Donc la mazimalité de A implique
que v € D(A) et f = Av.
Prenons maintenant la iminf dans la relation (2.2.5) avec w = v, on obtient que

liminf (v, Av,)viy: > (v, vy qui, avec (2.2.4), implique (2.2.2).

n—oo

Partie 2: Supposons (2.2.3) au lieu de (2.2.1). On démontre premiérement que

T}LH;O(Un, Avn)V. Vv = (U, f)v \V (226)
Il s’ensuit d’aprés (2.2.83) pour tout € > 0, qu’il existe N tel que
0 < (v — Vm, Av, — Avy)v. v < € pour tout n,m > N. (2.2.7)

Soit a un point limite de la suite {(vy,, Av,)yv/}. Alors a = lim (v, , Av,, vy pour une

suite {ny}. D’aprés (2.2.7) on a
0 < (vn,, Aoy, vivr + (U, Avp, vivr — (Unyy Avy) vy — (U Ay, vy < €

pour tout k,l > N. Donc, si on fait tendre | vers oo dans la derniére relation, on obtient

0 S (Unka Avnk)V.V’ +a— (’U, Avnk>V.V’ — (Unku f)V.V’ S €
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2.3. L’opérateur Biharmonique

pour tout k > N. En faisons tendre k — oo, on obtient
0<2a-—2(, v <e pourtout € > 0.

Ainsi a = (v, f)v.y et donc (2.2.6) est vérifiée.

Maintenant utilisant (2.2.6), aprés un passage a la limite dans (2.2.5), on trouve que
(v—w, f—Aw)yy > 0 pour chaque w € D(A) et donc, d’aprés la maximalité de A,v € D(A)
et f = Av. La relation (2.2.2) découle de (2.2.6). m

2.3 L’opérateur Biharmonique

On introduit ici plusieurs résultats concernant 1’'opérateur biharmonique A? et les problémes
aux limites définis sur un domaine régulier borné¢ Q C R2. On considére plusieurs types de
conditions aux limites associés au A2,

Les conditions aux limites considérées—encastrement (clamped) , "hinged", simplement
supporteés et libres— ont une grande motivation physique. On renvoie le lecteur a [42] et
[43 , Chapitre 3] pour la signification physique (du point de vue mécanique) des conditions
aux limites considérées.

On introduit un certain nombre de formules "de type Green” qui donnent une connection
entre I'opérateur biharmonique et les différentes conditions aux limites. Afin d’accomplir
ceci, on commence premiérement par expliquer la signification des opérateurs aux bords et
des traces associées.

Soit I' := 90 une courbe de classe C'. Alors , pour tout n € I, on peut définir le
vecteur unitaire normal extérieur v = v(n) = (v1(n);v2(n)) et le vecteur unitaire tangent
correspondant 7 = 7(n) = (—v2(n),v1(n)). De plus, pour tout 7, € T, il existe un voisinage
(tubulaire) U 517, dans R? tel que chaque x € U N Q peut étre représenté d’une manicre
unique sous la forme

r=mn—0ov(n) pourneUNT et § > 0. (2.3.1)

Ceci rend possible le prolongement des champs vectoriels v et 7 définis sur I' a I'intérieur

de 2 par les formules



2.3. L’opérateur Biharmonique

ou z est donné par (2.3.1). Par conséquent, on peut définir les dérivées normale et tangen-

tielle & I'intérieur de U N €2 par les formules

Ow Ow
o (z) (Vw(x),v(x))ge et o) (Vw(x), 7(x))r2, z€UNQ,

ou (+,")gz est le produit scalaire dans R?.

Proposition 2.3.1 pour chaque w et v de C3(Q) , on a lidentité suivante

/Q[w,v]da::/r [(Blw)% — (Baw)v | dr.

Ict
w,v] = 02 w02 v+ 02, w02 v — 202, w2, v (2.3.2)

12 122

est le crochet de Von Karman, les opérateurs aux bords By and By sont définis par les

relations (1.1.4)-(1.1.5)

Preuve. Voir [ 43, Chaptitre 3, Lemme3C.2, p.300]. m
La proposition 2.3.1 et la formule de Green pour l'opérateur de Laplace impliquent (

voir, [14] ) la Proposition suivante

Proposition 2.3.2 Pour tout w € H*(Q2), v € H*(Q), et p € R, on a

/Q A’wvdr = ag(w,v) + /F [(a(aiw) gz

+ (1 — p)Bow)v — (Aw + (1 — p)Biw) — | dT" (2.3.3)
o
ap(w,v) = /Q(AwAv — (1 — p)|w,v])dz (2.3.4)
= /Q(MAUJA'U + (1 = 1) (Way 2y Vayay + 2Wa 09 Vay g + Wagzo Vapas ) ) AT

voir le lemme 4.0.1 ( stabilisation )

Conditions aux limites d’encastrement (Clamped (Dirichlet))

On note par A% : L*(Q) — L?*(Q2) Popérateur biharmonique avec des conditions aux limites
d’encastrement nulles:

w|ag = Vu}‘ag =0. (235)
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2.3. L’opérateur Biharmonique

C’est a dire que

ALw = NANw, weD(AYL) = HYQ)NHZ(Q). (2.3.6)

L’opérateur A% est auto-adjoint et strictement positif. Il posséde aussi un spectre discret.

On rappelle la définition suivante.

Définition 2.3.1 Un opérteur auto-adjoint A dans un espace de Hilbert H est dit un opéra-
teur avec un spectre discret si et seulement si il existe une base orthonormale {ex} dans H

se composant des vecteurs propres de l'opérateur A :
Ae, = \re, e € D(A),]{? =1,2,..,

et les valeurs propres correspondantes {\i} ont les propriétés 0 < Ay < Ay <., et lim

)\k = Q.
k—o0

L’opérateur A% engendre sur H3(Q) la forme bilinéaire

a(w,v) = /QAwAvdx = ((A%)lﬂw, (A%)l/2 U>L2(Q) . w,v € HY(Q).

Remarque 2.3.1 On note que (A2)Y2? % Ap. Ceci est due auz conditions aux limites qui
sont utilisées dans la définition de A%. Seulement dans le cas commutatif ( les conditions
aux limites " hinged "; voir (2.8.7) ci-dessous) on a l’équivalence (A%)Y? = Ap.

On note que d’aprés la Proposition 2.3.1 la forme a(w,v) admet aussi la représentation
suivante

a(w,v) = ag(w,v), w,v € H3(Q),

ot ag(w,v) est définie par (2.3.4) avec la constante 0 < p < 1, et pu est le module de Poisson.
La représentation précédente est importante dans le contexte de l’analyse des conditions aux

limites mixtes.

Il est nécessaire, par la suite, d’introduire les applications de Green qui donnent des
extensions des valeurs aux bords & 'intérieur du domaine.
Dans le cas des conditions aux limites d’encastrement " clamped " (Dirichlet) (2.3.5),

Iapplication de Green est donnée par w = Gpg si et seulement si w vérifie

Ow
A’w=0 pourz € Q, wl|yg=0,—| =g.
oV |5
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2.3. L’opérateur Biharmonique

La théorie elliptique classique implique que
Gp : L*(09) — H3*2(Q) N HL(Q) est continue
et donc
Gp: [2(09Q) — D ((A%)?’/ 8*5) = {%24(Q) N HY(Q)

est continu pour tout € > 0 assez petit.

Conditions aux limites " hinged "

Les conditions aux limites de type " hinged ", du point de vue mathématique, sont les plus
simples & traiter. Ceci est due au fait que I'opérateur biharmonique devient juste un carré
de 'opérateur de Dirichlet—Laplace. En effet, les conditions aux limites de type "hinged "

sont de la forme suivante

w’ag = Aw’ag =0. (237)
Comme avant, Uopérateur A% : L2(Q) — L?(2) est défini par les relations
Ajw = ANw, we DAY) = {w e H () N Hy(Q) : Aw|sq = 0} (2.3.8)

est un opérateur auto-adjoint, positif, avec un spéctre discret. Il est clair que A% = A%,
ou Ap est Popérateur de Laplace avec les conditions aux limites de Dirichlet, D(Ap) =
H2(Q) N HL(Q). Donc (A2)"? = —Ap.

L’opérateur de Green associé aux conditions aux limites " hinged " est défini par la

u = G g, ou u vérifie le probléeme aux limites suivant
A’w =0 for 2 € Q wl,, =0, Aw|,, =g

Dans ce cas, Gy peut étre identifié avec —A;'D, ott Ap = —Ap et D est I'application clas-
sique de Dirichlet ( définie comme une extension harmonique de g du bord 0f2 a l'intérieur

de Q) . Clest a dire, w = Dg, ou
Aw = 0 dans Q et w|spg = g.

Puisque D est borné de L2(092) dans HY2(Q) € D(A}*™®), on conclut que Gy = —A5'D
est une application continue de L2(982) dans D(AY*™%) =D ((A3)5/87¢/2).
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2.3. L’opérateur Biharmonique

Donc

Gy : LX(0Q) v D ((Ag)m*) = H5274(Q) N HA Q)

est continu pour tout € > 0 assez petit. On note aussi que comme dans le cas d’encastrement

( clamped ) on peut faire tendre ¢ — 0 et obtenir la relation
Gy : L*(09Q) — H*(Q) N H}(Q) est continue.

Pour plus de détails, on renvoie le lecteur a [44, Chapitre 3, Section 3.6] et les références
dedans.

On note aussi que
0
/ A*wG pgdr = / a—wng pour tout w € D (A%), g € L*(I). (2.3.9)
Q r ov

En effet, on peut voir que la formule de Green (2.3.3), avec u = 1 peut étre écrite sous la

forme

0Aw v 0Av ow
2 —_ 2 = h— - - -
/QA wodz /QwA vdx /F [ 5 " Away} ar /F [ o Y Avay] dal’ (2.3.10)

Substituonst w € D(A%) et v = Gyg dans (2.3.10) et tenons compte des conditions aux

limites pour w et v, on obtient (2.3.9).
Il est aussi important de mentionner que Gy est un cas particulier de I'application de

Green Gg considéré dans la sous section suivante (G = Gg quand p = 1).

Conditions aux limites de type libres

Les conditions aux limites libres sont définies vue les moments et les forces de cisaillement

imposés sur le bord [14]:

— 0, (2.3.11)
o0

oll, comme avant, les opérateurs aux bords B; et By définis par les relations (1.1.4)-(1.1.5)

On définit 'opérateur A% : L2(Q) — L?(Q) par la formule A%2w = A%w pour w € D(AZ),

A+ (1= Bl = |55 (B) + (1= 0B

v

ot le domaine D(AZ) se compose de fonctions w de H*(Q) vérifiant (2.3.11). On peut voir
que A% est un opérateur elléptique régulier . Par conséquent pour tout 0 < p < 1 Popérateur

A? est un opérateur auto adjoint et positif avec un spéctre discret.
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2.3. L’opérateur Biharmonique

La forme bilinéaire correspondante ar(w,v) est défini sur D <(A%)l/ 2) = H?*(Q) et la

relation

_ 2\1/2 2\1/2 _
ar (Wav) - <<AF) W (AF> U) L2(9) — CL[)(W,’U)

est vérifiée pour tout w,v € H?() avec ag(w,v) donnée par (2.3.4).
2.3.1 Opérateurs de Green

Les opérateurs de Green (G; et (G5 associés aux conditions aux limites libres sont définis de

la maniére suivante : w = G1g et w = Gah, o w et w sont solutions des problémes

A% =0 dans Q x (0, c0)
Gig=w < Aw+ (1 —p)Biw =g (2.3.12)
A OBy sur I'x(0,00)

5, ta—m—5;

Aw =0 dans Q x (0, 00)
Goh =w <~ Aw+ (1 — p)Biw =0 (2.3.13)
dAw OByw sur I' % (0, 00)

v +-n or

Av=0 dans Q x (0, 00)
Dh =1 < (2.3.14)
vlp=nh sur I x (0, 00)

La théorie elleptique standard ( voir [43, Chapitre 3] et les références dedans) implique

le résultat de régularité suivant.
Proposition 2.3.3 soient
Gy : L2(09) — HY2(Q) C D ((A%)“’/B‘&)) = /2% (Q)

et
Gy L*(0Q) — {u € H*(Q) : [Au+ (1 — p)Byul|yq = 0}

continument.
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2.4. Les équations d’évolution

En particulier
Gy : 12(00) = D ((a3) )
on
D ((A%)WB*E)) ={ue H**(Q) : [Au+ (1 — p)Byul|y, =0}

Ici € > 0 est assez petit. De plus, on a aussi

D : H5(T) — H5Y2(Q), s >0,

Gy : H(T) — H*™%(Q), s >0,

Gy H¥(T) — H*72(Q), s >0, (2.3.15)
On note aussi que 'on a
0
/ A*wGhgdr = / —wgdl’, weD (A%) . ge L*(I), (2.3.16)
Q T ov
et
/ A’wGygdr = — /wgdf‘, weD (A%) . ge L*(I), (2.3.17)
Q r
En effet, la formule de Green (2.3.3) peut étre écrite comme
/ Alwvdr — / wA*vdr = (2.3.18)
Q Q

_/F Ka(aAVW) . u)fj”) v = (Aw + (1 — 1) Bw) %} dr

_/p K%Hl _”)agjv) w = (Av+ (1 = p)Byv) (9_w} dr

v
Par conséquent, en substituant w € D(A%) et v = G;g dans (2.5.18) et en tenant compte

des conditions auz limites pour w et v , alors on obtient (2.3.16) et (2.3.17).

2.4 Les équations d’évolution

Dans cette partie, on introduit un rappel sur la théorie des équations d’évolution abstraites
qui servent comme un prototype pour les équations d’évolutions de Von Karman. Une
attention speciale sera faite concernant l’existence et I'unicité des solutions des équations
d’évolution non linéaires. Les méthodes utilisées sont basées sur la théorie des opérateurs
monotones et leur adaptation aux problémes non monotones. On énonce aussi des résultats

pour les équations des plaques qui seront utilisées dans les chapitres suivants.
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2.4. Les équations d’évolution

2.4.1 Les opérateurs accrétifs dans les espaces de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert. On considére les opérateurs (non linéaires) A dans H définis
sur un sous ensemble D(A) de H avec I'image R(A) = {Az:xz € D(A)} C H.

On commence par donner des définitions.
Définition 2.4.1 un opérateur A : D(A) C H — H est appelé accrétif si on a
(A(zy — x2), 01 — x2)g > 0 pour tout x1,x2 € D(A).
Un opérateur accrétif A est dit maximal accrétif (m — acerétif) si la relation
(Av —u* v —u)g >0
pour u, u* € H et pour tout v € D(A) implique que u € D(A) et u* = Au.

On note que P'opérateur accrétif est un cas particulier d’un opérateur monotone ( voir,
Définition 2.2.1 ).
Une caractérisation des opérateurs m — accrétifs est donnée par le résultat suivant; voir

[31] ou [36, Chapitre IV].

Théoréme 2.4.1 Un opérateur accrétif A:D(A) C H — H sur l'espace de Hilbert H est
m — accrétif si et seulement si R(AI + A) = H pour tout A\ > 0.
Ici R(B) représente 'image de 'opérateur B.

Le résultat de perturbation suivant est fréquemment utilisé dans le contexte des EDPs

(voir, [36, Section IV.2]).

Proposition 2.4.1 . Soit A: D(A) C H — H un opérateur m — accrétif sur l'espace de
Hilbert H. Alors
e 51 B: Hw— H estaccrétif et Lipschitzien; c’est a dire,

1B(w1) = Bug)|| < Lflur — uall, ur,us € H,

alors A+ B est m — accrétif.
e Si B: Hw— H est Lipschitzien, alors pour tout w > L lUopérateur A + B + wl est

m — accrétif.
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2.4. Les équations d’évolution

Le résultat suivant présente quelques propriétés de continuité des opérateurs m—accrétifs

dans le sens de la Proposition 2.2.2.

Proposition 2.4.2 Soit A : D(A) C H — H un opérateur m — accrétif sur l’espace de
Hilbert H. Soit {v,} une suite dans D(A). Supposons qu’il existe des éléments v et f de H

tels que v,, — v et Av, — [ faiblement dans H et
(Av, — Avp, vy — V) g — 0 quand n,m — oo.

Alors, v € D(A), f = Av et lim (Av,,v,)g = (Av,v)g.

n—oo

Preuve. On applique la seconde partie de Proposition 2.2.2 avec V =V' = H. =

Définition 2.4.2 On dit qu’un opérateur A : D(A) C H — H est coercif si

(Au,u)y

11m
lull =00 ||l 5

— 00, u€ D(A).
On a la proposition suivante (voir, [36, Section IV.2, p. 170]).

Proposition 2.4.3 Soit A un opérateur m — accrétif. Si | |}im |A(u)||; = oo, alors A
u H_’OO

est surjectif; c’est a dire R(A) = H. Si A est coercif alors R(A) = H.

Exemple 2.4.1 Tout opérateur auto-adjoint non néqgatif sur un espace de Hilbert est un

opérateur m — accrétif.

2.4.2 Equations différentielles abstraites
Equation différentielle abstraite

Soit A un opérateur m — accrétif sur un espace de Hilbert H. On considére I’équation

différentielle abstraite suivante:

d
d—?—l—Au:f; 0<t<T, ulmo=up€ H, (2.4.1)

ou0< 7T < oo.
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2.4. Les équations d’évolution

Solution forte

Définition 2.4.3 Une solution forte de (2.4.1) est une fonction continue u de [0,T)

dans H qui est absolument continue sur chaque sous intervalle [a,b],0 <a < b < T,

donc u est différentiable presque partout avec % € L'(a,b; H), et pour p.p. t > 0 on a

dt
u(t) € D(A) et vérifie (2.4.1).
Un résultat fondamental qui affirme ’existence de solutions fortes pour les opérateurs

m — accrétifs est due a Kato (voir [36, p. 180]).

Théoréme 2.4.2 Soit A un opérateur m — accrétif sur un espace de Hilbert H. Supposons
que ug € D(A) et f:1]0,T] — H est absolument continue. Alors, il existe une unique solu-
tion forte de (2.4.1). De plus, u est Lipschitzienne continue de [0,T]| dans H et differentiable
dans H pourt > 0. De plus u(t) € D(A) pour tout t > 0 et v’ € L*(0,T; H).

On note que dans certains cas, les solutions fortes peuvent étre construites par la méthode

de Galerkin .

Solution généralisée

Définition 2.4.4 Une solution généralisée de (2.4.1) sur un intervalle (fermé) [0,T]
est une fonction continue uw € C(0,T; H) telle que u(0) = ugy et pour laquelle il existe une

suite de solutions fortes u,, définies sur [0, T] pour le probléme

duy,
%jLAun = fu;, n=12 .

Un(0) = Up,.

avec f, — f dans L*(0,T; H) et u,, — u dans C(0,T; H). Une fonction u(t) de C([0,T); H)
est une solution généralisée du probléme (2.4.1) sur un semi-intervalle [0,T), ssi u est une

solution généralisée de (2.4.1) sur chaque intervalle fermé [0,T"] avec T' < T.

Le résultat d’existence des solutions généralisées est donné ci-dessous [46, p. 183].

Théoréme 2.4.3 Soit A un opérateur m—accrétif sur l’espace de Hilbert H, f € L*(0,T; H)
et ug € D(A), ou D(A) est l'adhérence de D(A) dans H. Alors, il existe une unique solu-

tion généralisée de (2.4.1). De plus, toutes solutions généralisée u,(t) et uq(t) avec données
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2.4. Les équations d’évolution

{uro, f1} et {uso, fo} vérifiant 'estimation de stabilité suivante avec 0 < s <t <T

lua (£) = o ()7 < un(s) = ua(s)ll7 + 2/0 (f1(2) = fa(2), ua(2) — u2(2))ndz  (24.2)

et
lua(8) = ua ()37 < llua(s) — uals)ll3 + 2/0 1£1(2) = fa(2)I[5 d= (2.4.3)

Equation différentielle abstraite perturbée

On rappelle aussi dans cette section plusieurs résultats concernant les problémes perturbés.

Soit B : D(A) — H un opérateur telle que

[1B(u) = B(v)lly < Lllu—wvlly; u,veD(A). (2.4.4)
On considére ’équation perturbée

d
d—:“:+ (A+B)u=f; 0<t<T, ul—o=up. (2.4.5)

Théoréme 2.4.4 On suppose que A est un opérateur m — accrétif et B vérifie (2.4.4).

e Solutions fortes: pour chaque ug € D(A) et f absolument continue de [0,T] dans
H, il existe une unique solution forte u(t) du probléme (2.4.5). La fonction t — wu(t) est
lipschitzienne et continue de [0,T] dans H et différentiable dans H avec u(t) € D(A) pour
tout t > 0. De plus , on a

d
Ur = d—QZ = LOO(Oa T; H)? A(U) € LOO(OvTv H) (246)

et les fonctions t — u(t) et t — A(u(t)) sont faiblement et fortement continues comme
applications de [0,T] dans H.

e Solutions généralisées: pour chaque ug € D(A) et f € L'(0,T;H) il existe une
unique solution généralisée pour le probléeme (2.4.5) sur [0,T].

De plus, toutes solutions généralisées uy(t) et us(t) du probléme (2.4.5) avec données

{uro, f1} et {uso, fo} vérifient Uestimation de stabilité suivante avec 0 < s <t <T

lun (8) = wa ()17 < 7 [lua(s) — ua(s) |17, + 2/0 D (fi(2) = fol2), ua(2) — uz(2)) ndz
(2.4.7)
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2.4. Les équations d’évolution

et

T
lur (£) = ua ()l < € JJua(s) — uz(s) 7 + 2/0 N fi(2) = fol2) [ dz (2.4.8)

Pour la démonstration des estimations (2.4.7) et (2.4.8) ( voir [36, p. 183] ).

Les propriétés de régularités des solutions fortes découlent de 'argument donné dans
[36, p.175].

Dans ce qui suit, on donne une généralisation du résultat aux perturbations localement
Lipschitziennes B. Ce résultat est un élément principal dans la démonstration de ’existence
globale pour les EDPs semi linéaires avec des estimations a priori semblables & celles obtenues

par les méthodes d’énergie.

Définition 2.4.5 Un opérateur localement Lipschitzien B : D(A) — H est une fonction

telle que pour tout K > 0, il existe une constante positive L(K) telle que
[B(u) = B(v)llg < L(K) [[u— vl (2.4.9)
pour tout u,v € D(A) telle que ||ul|; < K et ||[v||; < K.

Théoréme 2.4.5 Soit A + A\ un opérateur m — accrétif pour A > 0. On suppose que B
vérifie (2.4.9).

e Solutions locales fortes: Pour chaque élément uy € D(A) et toute fonction f :
R, — H qui est absolument continue sur tout intervalle fini [0,T)], il existe tpya < 0o tel
qu’il existe une unique solution forte u(t) du probléme (2.4.5) définie sur [0,tmax). La
fonction t — u(t) est Lipschitzienne continue et différentiable avec u(t) € D(A) pour tout
t € [0,tmax). De plus, la relation (2.4.6) est vérifiée pour tout T < tpa. et les fonctions
t — uy(t) et t — A(u(t)) sont fortement et faiblement continues comme applications de
0, tnaz) dans H.

e Solutions locales généralisées: Pour chaque élément ug de la l'adhérence de (—A)
de D(A) dans H et pour chaque fonction f € L}, ([0, +00); H), il existe une unique solution

généralisée pour le probleme (2.4.5) définie sur [0,tmaz)-

® Dans les deuz cas, on a . litm |u(t)]|; = o0, tant que tyqe, < 00.

max
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2.5. Modéle des plaques Linéaires

e Solutions globales: Soit u(t) une solution forte (ou généralisée) avec donnée {ug, f}.

Supposons qu’il existe T > 0 et Cr(ug, f) tels que

sup [[u()ly < Cro. (2.4.10)
0,T*

pour tout intervalle [0,T7*) C [0,T] de lexistence de la solution u(t). Alors la solution u(t)
existe sur [0, T]. De plus,, si pour tout T' > 0 il existe Cp(ug, f) telle que (2.4.10) est vérifiée,

alors la solution u(t) peut étre prolongée sur [0,400); c’est a dire, tyq, = 00.

2.5 Modéle des plaques Linéaires

On donne dans cette section quelques resultats concernant I’équation des plaques linéaires
avec différentes conditions aux limites. Certaines estimations seront utilisées dans la suite

pour le modeéle des plaques non linéaires.

2.5.1 Conditions aux limites Homogeénes

Les conditions aux limites considérées sont de type: libres-encastrement ( clamped ) (
Dirichlet ).

Conditions aux limites libres—encastrement ( clamped )

On considére

Wi — aAwy + A?w = f(x,t) dans Q = Q x (0,7),
w=Vw=0 sur ¥y =Ty x (0,7),

Aw+ (1 = p)Biw =0 sur ¥, =T x (0,7), (2.5.1)
%—I—(l—y)ag—iw—a%zo sur X,

[ Wm0 = wo(), wi|i=0 = wi(),

ou B; and Bs sont définis par les relations (1.1.4)-(1.1.5), 0 < pu < 1, et 'y, I'; sont deux

parties disjointes du bord I telles que

ryuly =TI
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2.5. Modéle des plaques Linéaires

Pour reformuler le probléme (2.5.1) dans la forme abstraite (2.4.1), on prend en compte
I’observation formelle suivante.
Multiplions 1’équation dans (2.5.1) par une fonction réguliere ¢ telle que ¢ = Vo = 0

sur 'y et en intégrant sur {2, on obtient

/wttgodx—a/Awttgpdx+/A2w<pdx:/fgpd:n
Q Q Q Q

L’intégration par parties, la formule (2.3.3), et les conditions aux limites dans (2.5.1) nous

permettent d’obtenir la relation suivante
/thtgodzz%—a/Qththodzz+a0(w,go) = /Qfgodx (2.5.2)
pour tout ¢ € HE (), ou HE () est défini par
HE () ={ue H*Q), u=0, Vu=0 sur o}
et
ag(w,v) = /QAwAvda: + (1 — p) /Q(wmlmlvmlzl + 2Wa 0y Uiy g + WanzpVapa )dT  (2.5.3)

La forme ag(w, v) considérée sur HE () est engendrée par Popérateur A donné dans L*(€)

par les relations

[Aw + (1 = p)Biw]|p =0,

Aw=Aw, weD(A) = Jwe H'Q)|  [ZAw+ (1 - p)%2] =0, (2.5.4)

w=Vw=0 sur I'y

Donc

ao(w, 'U) = (A1/2w, ./41/2’0)9 = (Aw, U)’D(.Al/2),[’D(.A1/2]’

avec D(AY?) = HE (€2). De la méme maniére,

/ wypda+a / VwuVipdz = (M"2w, M'P0)q = (Mwu, ©) g s, @)+ (AW, ©)pa2) pavy:
Q Q

ou M =1—alAyp et Ayp est I'opérateur de Laplace muni des conditions aux limites de

Neumann sur I'; et de Dirichlet sur I'g. Donc (2.5.2) peut étre écrite sous la forme

(Mwy, SO)H}O(Q),[H%O(Q)}’ + (Aw, @)D(Al/z),[D(AW]/ = / fedz,
Q
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2.5. Modéle des plaques Linéaires

ou

HE (Q) ={we H(Q), w=0o0nTy}

et le probleme (2.5.1) peut étre présenté sous la forme (2.4.1) avec H = L*(Q2), V,, = H} ()
pour a >0, D =0, et A et M décrit avant.

L’application du Théoréeme 2.4.3 donne la proposition suivante.

Proposition 2.5.1 Soit a > 0. Alors, on a le résultat suivant.

o Solutions fortes: pour f € WH'(0,T; [H} (Q)]) et (wo;w1) € W x HE (Q), ou
W ={we H} (Q): Aw € [H] (]}, (2.5.5)
il existe une unique solution forte sur l'intervalle [0, T telle que

(wiwy) € C(0,T; HE (Q) x Hf (), (2.5.6)
wy € C(0,T;HL(Q) et Aw(t) € C(0,T; HE (Q)).

e Solutions généralisées ( faibles ): Soit f € L'(0,T; [H} (R)]) et wo € HE (),
wy € H} (). Alors, il existe une unique solution généralisée qui vérifie (2.5.6). De plus,
chaque solution généralisée est faible et vice versa.

Les deux solutions, forte et généralisée, vérifient la relation de [’énergie suivante

E((Ja)(w(t>awt(t)) = Eéa)(wo,wl) +/O /Qf(T,as)wt(T,x)d;vdT. (2.5.7)
Ict
ES (wo, wy) = %/ﬂ (Jw1(2)]* + a|Vw: (z)[?) dz + %a(wg,wo),

ot a(w,v) est donnée par (2.5.3).

Remarque 2.5.1 Puisque D(AY*) = D(M'?) =V = H} (), on peut voir que W =
D(AYY), ou W est donné par (2.5.5). Donc, la théorie de réqularité elliptique ( voir ,[ 44,
Proposition 3A.1, p.283] et les références dedans) implique

W={ue (H’NHE (), Aw+ (1—p)Bw=0surl} C H*(Q).
Done, une solution forte du probléme (2.5.1) avec o« > 0 posséde la propriété

w e C(0,T; H3Q))NCH0,T; H*(Q))
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2.5. Modéle des plaques Linéaires

et vérifie les conditions aux limites w = 0, Vw = 0 sur I'y et Aw + (1 — p)Byw = 0 sur

Iy.

Remarque 2.5.2 Comme avant ( cf. Théoréme 2.4.3 et Propositions 2.5.1) on peut obtenir

les assertions concernant la réqularité des solutions faibles. En particulier, si
e W2H0,T; (HE (Q)) N C(0,T; L*())
et les conditions de compatibilité
wo, w1 € W, u®(0) = M~ (—Awg + f(0)) € D(AY?) = HE (),

W@ (0) = MY (—Aw; + £/(0) € V = H} (Q),

sont vérifiées, alors une solution faible w(t) du probléme (2.5.1) avec o > 0 posséde la
propriété

we Ck0,T; H5(Q)), k=0,1,2,3. (2.5.8)
En effet, d’apres le théoréeme 2.4.3, on a (2.5.8) qui est vérifiée pour k = 1,2,3. Utilisons

la relation (2.5.2) et intégrons par parties, on obtient

3wtt
(Aw, SO)H%O(Q)’[HEO(Q)]/ + Oé/Fl E@dr = /Q(f — wy + alAwy ) pdz

pour tout p € HIZO(Q). Soit Gy un opérateur de Green donnée par v = Gag, ot v est solution

du probleme

0
A%y = 0 dans Q, v:—U:Osurl"O,
ov

Av+ (1 —p)Biv = 0, et %Av + (1 —p)Bv =g sur I'y,

Alors, en utilisant (2.3.3), on obtien pour tout ¢ € HE (),

(AGQ%, gp) =a <G2 aawtt,@) _ a(;]ttgodf
v o) [mR, o) v r, ov

Donce, on obtient

(A (w — aGy awtt) 790> = /(f — wyy + aAwy ) pdx
v g @, [mz @] e
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pour tout ¢ € HE (Q). Ceci implique

0
A (w — aGy 8“’“) e C(0,T; L3(Q)). (2.5.9)
v
Par conséquent, d’aprés la théorie de régularité elliptique, on a w — aGg(%) appartient

a C(0,T; H4(R)). La relation (2.5.8) pour k = 2 et le théoréme des traces impliquent
Qon ¢ HY2(9Q). Donc, puisque Go : HY?(I'y) — H*(Q) est un opérateur borné ( voir
(??) dans le cas ot Ty = @), il s’ensuit que aGo(%2) € C(0,T; H*(Q)). Par conséquent
w e C(0,T; HX(Q)). Donc on obtient (2.5.8).

On note aussi que la relation (2.5.9) et la structure de opérateur A impliquent que la

solution w(t) vérifie les conditions auz limites dans (2.5.1).
Dans le cas a = 0, on a ’assertion suivante.

Proposition 2.5.2 Soit a = 0. Alors, on a le résultat suivant.

e Solutions fortes: pour chaque f € W''(0,T; L*(Q)) et (wo,w1) € W x HE (Q), o
W ={we H} (Q): Aw € L*(Q)} = D(A)

avec D(A) donnée par (2.5.4), il existe une unique solution forte sur l'intervalle [0,T]

telle que

(wiwy) € C(0,T; HE (Q) x L*(2)), (2.5.10)
wy € C(0,T;L*(Q)) et Aw(t) € C(0,T;L*(Q)).

o Solutions généralisées (faibles): pour chaque f € L'(0,T; L*(Q)) et wo € HE (Q),

wy € L*(Q) il existe une unique solution généralisée qui vérifie (2.5.10).

De plus chaque solution généralisée est faible et vice versa.

Les solutions fortes et généralisées vérifient la relation de I’énergie (2.5.7) avec a = 0.

Remarque 2.5.3 Dans le cas a =0, on a W C H*(Q).
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Chapitre 3

Existence, unicité et régularité des

solutions du systéme thermoélastique

Dans ce chapitre, on étudie ’existence, I'unicité et la régulatité des solutions pour le modele
des plaques themoélastiques (1.1.1)-(1.1.6). Le modeéle des équations aux dérivées partielles
est un couplage d’une équation du second ordre (plaques) et d’une équation du premier
ordre (chaleur). C’est pour cette raison, que le traitement des modeéles thermoélastiques ne
se fait pas de la méme maniére que pour les équations abstraites du second ordre. Dans
ce chapitre on entreprend une étude des solutions associées aux équations d’évolution de
von Karman avec une dissipation thermique. On considére les modeles avec et sans termes
d’inertie rotationnelle. C’est a dire
Cas a = (0 : absence d’inertie rotationnelle

Cas a > 0 : présence d’inertie rotationnelle

3.1 Le modéle

Soit  un domaine borné dans R? de frontiére 9Q = I', A désigne I'opérateur de Laplace,
et F' est une fonction avec des régularités qui seront spécifiées plus tard.

Comme avant, on pose

w,v] = 02 w02 v+ 02 w02 v —2:02 , w2, v (3.1.1)

T1T2 Tr1x2
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dont I'expression définit le crochet de Von Karman.
Dans ce qui suit, on décrit le modéle sous considération qui est une plaque thermoélas-
tique de Von Karman avec des forces externes et internes. Les équations correspondantes

(voir, e.g., [14] et les références de dans) ont la forme suivante

Wit — aAwy + YA + Aw + F(w) =0, dans Q x R,

(3.1.2)
0; — A0 — vAw; = 0, dans 2 x R,
La température 6 vérifie une condition aux limites de type Robin de la forme:
00
Em + M0 =0surI' xR;. (3.1.3)
v

Les conditions aux limites imposées sur le déplacement w sont de type libres:

Aw+ (1 —p)Biw+~v0 =0sur I' x Ry,

0B 0 00
+ (1 —p) 8iw—nw—a ;jtnLvaz()surFxRJr,

Les parameétres p est positif et a est non négatif. le cas o > 0 correspond a la prise en

compte de I'inertie rotationnelle des filaments de la plaque.

3.2 La formulation abstraite

Dans la suite, on suppose que le domaine €2 est soit régulier , soit rectangulaire.

On définit les opérateurs suivants:

o A:L*Q) D D(A) — L*(Q), ou A= A? et son domaine :

[Aw+ (1= Byl = 0,
(9ng]
or

A est défini positif, auto-adjoint, de plus, en utilisant la formule de Green ( voir [14] ), on a

D(A) =< we H'Q) (3.2.1)

=0,
r

(%2 + (1 — p)

~

~ 12 12 ~ ] ~ 1/
<.Aw,w>[ ( 1/2)],X (a1/2) = <.A w, A w>L2(Q) = a(w,w)r @), Yw, w €D (.A ) ,
(3.2.2)
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ott a(w,@) est la forme bilinéaire définie par ( voir [14] )

a(wa ’ZE) = / [wxacwx:v + wyywyy + ﬂ'(wxa:wyy + wnyDxCIf) + 2(1 - l‘)wxywzy] dQ + n / wwdf
Q r
(3.2.3)
et de plus, on a

) 12y =l A2 220y ) 324
o Ap :L*(Q) D D(Ap) — L*(2), ou Ap = —A, avec les conditions aux bord de
Dirichlet, c’est a dire

D(Ap) = H*(Q) N HL(Q) (3.2.5)

Ap est aussi défini positif, auto adjoint , est
D(AY?) = HL(Q) (3.2.6)

o Ap : L*(Q)) D D(Agr) — L*(Q) indiquera l'opérateur elleptique de seconde ordre
suivant:
Ap = —A, (3.2.7)

D(Ap) = {9 € H2(Q) : % + 00 = o} , (3.2.8)

Ap est définie positif , auto adjoint, et on a
(V0,V0) 20 + A0, 0) 20y = (A0, AY20) 120 (3.2.9)
D’autre part, si A > 0, on a l’equivalence topologique

(0,0) o) = (A0, AL*0) 120 (3.2.10)

e On désigne par (v,,7,) les applications traces, pour f € C’OO(S_I), par ,

Yf = flr (3.2.11)
_ 9f
o= EF
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3.2. La formulation abstraite

3.2.1 Opérateurs de Green

avec les opérateurs A , GG; définis avant , on peut démontrer, d’aprés la formule de Green

(2.3.3) que YV w € D (Al/Q), les adjoints GFA € L (D (.Al/Q) ;LQ(F)), i = 1,2, vérifient

respectivement :
. ow
GiAw = —| surI' x (0,00), (3.2.12)
ov |
G Aw = —w|psur I' x (0, 00).

3.2.2 Opérateur de masse M,
e On définit 'opérateur de mase M, par :
M, =TI+ aAp. (3.2.13)

et
(1) Dans le Cas : a > 0, on définit 'espace Hj () équivalent a Hj(€2) avec son produit

scalaire
(u1, u2)H%7a(Q) = (u1,us)r2(0) + (Vuy, V) 2y Vuyus € Hy(S2). (3.2.14)
et son dual noté par H; (). La (3.2.6) , donne alors
M, € L (Hy,(Q); H'(Q)) . (3.2.15)

avec
(Moun, ua) vy ) = (W u2)my (@) (3.2.16)
De plus, la H&va(Q)—ellipticité de M, et Lax Milgram nous donnent que M, est inversible,
ie
M e £L(H'(); Hy () . (3.2.17)
Finalement, M, étant défini positif, auto-adjoint en tant qu’opérateur.
M, : L*(Q) D D(M,) — L*(Q)

: . 1/2 4 g
(comme Ap l'est), la racine carrée Mga"?et bien définie avec

D(M,?) = Hy ()
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3.2. La formulation abstraite

Utilisant le théoréeme d’interpolation ( voir [39], p. 10 ), il s’ensuit alors d’apres (3.2.16)

que pour w et w € H{ (1),

2 2 2 2
||M§/2WHL2(Q) = HWHL2(Q) ta HVWHL2(Q) = HWHH&Q(Q)' (3.2.18)
(M 2w, MyP0) () = (w, @)y _(0)- (3.2.19)
(#7) Dans le cas o = 0 , la (3.2.13) donne
My=1 (3.2.20)
et on pose simplement les espaces
Hgo(Q) = L*(Q). (3.2.21)
e On définit aussi L3 () définit par
L2() si A >0
L3(Q) = ) (3.2.22)
L2(Q) si A =0.
ou
LE(Q) = {9 € L*(9), / Odx = o} :
Q
On définit 'espace de hilbert H,(2) par
H,(Q) = H*(Q) x HL(Q) x L*(), (3.2.23)
ou
HY(Q)sia>0
= T
L*(Q)sia=0
avec le produit scalaire
w1 (;1
wo | (;2 = (Al/le, ./41/2(:71)[/2(9) -+ (Mol/2w2, Mol/ZCZ)VQ)Lz(Q) + (9, Q)Lz(g).
6 o
Hq
(3.2.24)
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3.2. La formulation abstraite

Avec les définitions précédentes , on pose alors A, : H,(Q2) D D(A,) — H,() comme

étant
0 1 0
Aa=| -MA 0 YMZH(AR(I — D) — AGiyg + AAGay,) | - (3.2.25)
0 —YAp —Agr(I — D)
avec

[wi,ws, 0] € D (AY?) x D (AY2) x D(Ag) N L3(),
D(An) = 4 telle que,
Aw; + 7 AG170 — YANAG2y,0 € H ;1 (Q) et yAw, + Af € L3(Q)

D’apres [38], on a les caractérisations suivantes

D(AY?) = H?*Q), (3.2.26)
D(AY) = H'(Q), (3.2.27)
DAY = {we Q) NH*(Q), Aw+ (1 —p)Bw=0suwr '} (3.2.28)

On note que [Ap(I — Dv,y)0] = —Af = Arf pour 0 € D(Ag).
Si on prend la donnée initiale [wg, w1, 6] dans H,, alors le systéme couplé (3.1.2) s’écrit

sous la forme.

w w
d
e | = A w |+ F@) (3.2.29)
0 0
0
Flw)=| MJ'F(w)
0

Remarque 3.2.1 Avec les notations précédentes, les équations (3.1.2), avec les conditions

aux limites considérées, peuvent aussi étre écrites dans la forme

Mawtt — ’)/ARG —+ A(.U = F((.U),

(3.2.30)
KOy + nARO + vApw; = 0.
(3.2.30) est muni des conditions initiales
UJ|t:0 = Wo, wt|t:0 = Wi, 0|t:0 = 90. (3231)
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3.3. Le probléme linéaire

3.3 Le probléme linéaire

On commence par étudier les propriétés du systéme thermoélastique linéaire. Ceci conduit

a considérer le systéme

Mawtt + ACU - ’YAR@ = 0,
0; + vApw + Arf = 0.

(3.3.1)

On introduit 'espace approprié des phases (énergie) H, qui dépend des parameétres 0 <
a < m, et pour une constante positive (fixée) m,, ( ci dessous , on prend m, = 1 pour des
raisons de simplicité)

Pour chaque oo € A = {0 < a < 1} on introduit ’espace de Hilbert
Hy=D(AY?*) x V, x H (3.3.2)

ou

H'(Q) pour a >0
L*() pour a = 0.

L’espace H, est muni de la norme

U2 = [|AY2wo||” + || MY2wn ||” + 1612, U = (wo;wi; 6),
pour « € A.

Dans l'espace H,, le probléeme (3.3.1) peut étre vu comme une équation d’évolution

abstraite du premier ordre sous la forme

dU (t)
dt
oulonaU=U(t) = (w(t);wt); 6(t)) et Popérateur A, : D(A,) C H, — H, donné par

= AU (), (3.3.3)

0 I 0
Ao = | —M;A 0 M 'Ag (3.3.4)
0 - ’}/AD - AR
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3.4. Génération d’un semi groupe fortement continu

3.4 Génération d’un semi groupe fortement continu
On a le résultat suivant concernant l’existence et 'unicité de la solution du probléme (3.3.1).

Proposition 3.4.1 Pour chaque a € A, le systéme défini par (3.3.1) (ou par (3.3.3)) en-
gendre un semi groupe linéaire de contractions e~4et fortement continu dans H.,.

Aot est exponentiellement stable,

De plus, le semi groupe e~
™4 o) < Ce™® 8 >0,

ot les constantes positives C' et § ne dépendent pas de o € A.

Preuve. Il est suffisant de montrer que 'opérateur A, et son adjoint A’ sont tous les
deux accrétifs (voir [48, Corollary 4.4, p. 15]).

On peut voir que
(AU, U)o = — (A0, ) + (Aw — vAR0, D) + v(Apv, 0) + (ARb, 0) (3.4.1)

pour tout U = (w;v;0) € D(A,) et U (A;@;g) € H,. Par conséquent

2
(AU, U), = HA}EMH ‘ >0 pour U = (w;v;6) € D(A,).

c’est & dire que, A, est accrétif.

Il s’ensuit aussi d’aprés (3.4.1) que 'opérateur adjoint A a la forme

o I 0
A= -MJ'A 0 AM'Ag (3.4.2)
0 - ’}/AD AR

et D(A%) = D(A,). Les mémes calculs qu’avant, montrent que A¥ est aussi accrétif:

2
(AU, U), = HA}J% ‘ >0 pour U = (u;v;0) € D(A%) = D(A,).

Dong, la théorie des semi groupes (voir [47, Corollary 4.4, p. 15]) appliquée conduit &

la conclusion que les deux opérateurs A, et A’ engendrent sur H, des semi groupes de

—Aat — A%t

contractions continus e et e
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3.4. Génération d’un semi groupe fortement continu

L’exponentielle stabilité du semi groupe, avec I'uniforme contréle (en o) des constantes
découle de la Proposition 3.1.3 [43, p.229]. =

On considére ensuite le probléme thermoélastique non homogene

0, + Apd + yApw; = g(t).

avec donnée initiale

Wi—o = wo, W|t=o = w1, Olt=0 = bo, (3.4.4)

et on suppose que f € L'(R+;V!) et g € L*(R+;H). Ici, on note par V le dual (par rapport
a ‘H) de V,. Dans l'espace H,, le probléme (3.4.3) et (3.4.4) peut étre écrit sous la forme
dU (t)

— = HAU®) = F(t), U(0) =Uo, (3.4.5)

oulon a U = U(t) = (w(t);w(t); 0(t)), Uy = (wo; w1;bo), et F(t) = (0; M1 f(¢); g(t)).
D’aprés la Proposition 3.4.1, A, engendre un semi groupe fortement continu, qui nous

permet alors d’appliquer la théorie développée dans [47]

Proposition 3.4.2 Pour le probléeme (8.4.3) et (3.4.4), on a les assertions suivantes.

e Solutions fortes: Soit f € WH(R+;V)) et g(t) € WHY(R+;H). Supposons que
Uy = (ug; u1;6p) € D(Aq).

Alors, il eziste une unique solution forte (dans le sens de la Définition 2.4.3) U(t) =

(w(t);we(t);0(t)). Cette solution vérifie I’équation de I’énergie

t
TR, +2 / [AY20(7)|2dr (3.4.6)

= ‘UU’3+2/O[(f(T)awt<7—))+(g(7—>79(7))]d7—7 t>0.

e Solutions généralisées: Soit f € L*(R+;V)) et g(t) € L'(R+;H). Supposons que
Uy = (wo; w13 6p) € H,.

Alors, il existe une unique solution généralisée (dans le sens de la Définition 2.4.4 )
U(t) = (w(t);we(t); 0(t)) telle que O(t) € L%OC(R—l—;D(A}f)) et la relation de ’énergie dans

(3.4.6) est vérifiée. Cette solution est aussi mild; c’est a dire, elle peut étre présenter dans

la forme

t
U(t) = e U(0) + / e AT (1) dr,
0
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3.5. Analyticité du semi groupe pour le modéle sans inertie rotationnelle

et vérifie aussi l'inégalité variationnelle correspondante (i.e., U(t) est aussi faible).

Preuve. Puisque A, est un générateur d’un semi groupe fortement continu (voir Propo-
sition 3.4.1), pour obtenir 'existence et I'unicité d’une solution forte on peut appliquer [47,
Corollaire 2.10, p. 109]. Comme les solutions fortes de 1’équation (3.4.3) sont vraies dans
‘H pour presque tout t > 0, on peut utiliser la procédure standard pour obtenir la relation
d’énergie (3.4.6). Il suffit de multiplier la premiére équation de (3.4.3) par wy, la seconde par
0, et d'intégrer par partie. L’existence des solutions généralisées et leurs propriétés découle
des considérations données dans [47 , Section 4.2]. Elles peuvent aussi étre obtenues d’apres

le Théoreme 2.4.3 général abstrait. m

3.5 Analyticité du semi groupe pour le modéle sans
inertie rotationnelle

Dans le cas ot a« = 0, on a

Théoréme 3.5.1 Soit o = 0. Alors le semi groupe de contractions et donnée par la

Proposition 3.4.1 et défini par l’équation (3.3.3) est analytique sur Hy.

Pour la définition et les propriétés d’un semi groupe analytique, voir [47].

Preuve. Voir [48] =

3.6 Génération d’un semi groupe non linéaire

Notre but ici est de démontrer I’existence, I'unicité, et la dépendence des solutions par rap-
port aux données initiales du probléme correspondant au modele (3.2.30) et (3.3.4) considéré
sur l’espace des phases H, donné par (3.3.2).

Le résultat d’existence et d’unicité suivant découle de la régularité du crochet de von

Karman (3.1.1) (voir Section 1.4) et des propriétés du semi groupe linéaire correspondant.

Théoréme 3.6.1 (Existence, unicité et énergie finie des solutions). Supposons que

F wvérifie les hypothéses 1.4 . Soit « € A = {0 < o < 1}.
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3.6. Génération d’un semi groupe non linéaire

Alors pour toute donnée initiale Uy = (wo;w1;00) € H,, le probleme (3.2.30) et (3.2.51)

posséde une unique solution (généralisée)
U(t) = (w(t);we(t); 0(t)) € C([0, 00); Ha)

qui dépend continument de la donnée initiale. Cette solution est aussi faible; c’est a dire,

vérifie I’équation variationnelle appropriée. De plus, on a l’égalité de l’énergie suivante

Ea(w(t),wi (t),0(1)) +/ [AB*0)|Pdr = Ea(w (s) wi ()0 (5) (3.6.1)

pour toutt > s >0, ot &, x(w,wy, B) est l'énergie associée au modéle (3.2.30) qui est donnée

par la formule

Ea(w(t),wi (t),0(t) = Ealw (t),wi (t),0()) + % /Q([F, wlw)dz (3.6.2)
Ea(w (), we (t),0(1) = % | Apwl[? + || Mo/ 2w * + %HAU(w)H2 + HHHZ] - (363)
De plus, quand o =0, on a
U(t) = (w(t);we(t); 0(t)) € C((0,T]; H*(Q) x H'(Q) x H'()) (3.6.4)
pour tout T > 0, et
lw(@)1I5 + Nl D117 + 1@ < @, t € (0,7],|Ufo < R. (3.6.5)

La démonstration du théoréme d’existence et d’unicité est classique. L’idée principale
est de considérer I’équation d’évolution non linéaire comme une perturbation locallement
lipschitzienne d’un semi groupe linéaire sur H, . En effet, le terme non linéaire F'(u) est
locallement lipschitzien. Donc, les résultats abstraits (voir [47 , Chapter 6] ) sur la génération
de semi groupes non linéaires s’appliquent, afin de conclur 'existence des semi groupes non
linaires S;* sur H,, .

Preuve. du Théoréme 3.6.1 (Existence et Unicité). Le point de départ est la
partie linéaire qui peut étre représéntée par 'opérateur A, : H, — H, donné par (3.3.4) et

muni du domaine naturel D(A,). D’aprés la Proposition 3.4.1 A, engendre un semi groupe
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3.6. Génération d’un semi groupe non linéaire

e~ 4t de contractions fortement continu sur H, . Maintenant, on réécrit le probléme non

linéaire (3.2.30) et (3.2.31) comme un probléme du premier ordre sous la forme

) | AY(0) = B O)t > 0. (0) = Yo — (woiioni o) 5.66)

ou Y(t) = (w(t);w(t);0(¢)) et B(Y) = (0; M 'F(w);0) avec F(w) donnée par (3.2.29).
Il s’ensuit, d’apreés le Corollaire 1.4.5 | que le terme non linéaire B(Y) est locallement

lipschitzien sur H,, . En effet, pour Y; = (w;;v;;6;),i = 1,2, on a

BY1) = B(Ya)la = [[Mi"2(F(w1) = Flws))|| < Flwn) — Flws)) (3.6.7)

< C’(||[w1,v(w1)] - [Wzvv(wz)]ﬂ + ||[W1 - wz,Fo]H)-
Par conséquent
1B(¥2) = B(¥a)la < C (lwilly + lall3 + | Follyaeay ) o = s, (3.6.8)

ot C' ne dépend pas de . Ceci signifie que B(Y') est localement lipschitzienne sur H, .
Etape 1: Solutions locales. Donc, on peut appliquer le Théoréme 2.4.3 du Chapitre

2, qui implique 'existence locale de solutions généralisées Y (t) = (w(t);w(t);0(t)) pour

toute donnée initiale Yy = (wo;w1;00) € Hy. Si Yy € D(A,), alors la solution Y (t) est forte

et possede la propriété
Y(t) € C.([0,7); D(AY?)) € C, ([0,T); W, x H*(Q) x H*(2))
for some T" > 0, ou C, is the corresponding space of right-continuous functions et
W, = {u e D(AY?): M;'?Aw € L*(Q)} C H3(Q).

La fonction ¢ — Y () est faiblement continue dans W, x H?(Q) x H*(Q).

Etape 2: Egalité d’énergie et Solutions globales. Les propriétes de régularité
des solutions fortes , nous permettent d’obtenir par les méthodes standards d’énergie , la
relation énonce dans (3.6.1) sur U'intervalle d’existence . Il suffit de multiplier la premiére
équation de (3.1.2) par u,, la seconde par 0, d’intégrer par parties et d’ajouter les deux

équations. Cette relation de ’énergie et aussi les inégalités de la forme

1 Ba(w (t),wi (£),0(1) — Cr < Ealw (t) ,wi (£),0(£)) < caBa(w (£),w, (£),0(t)) + C
(3.6.9)
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3.6. Génération d’un semi groupe non linéaire

impliquent une estimation a priori pour les solutions dans H, qui sont uniformes par rapport
au parametre a:

[ Apw|? + 1My 2wl + (|01 < C(r, | Flyce). (3.6.10)

sous la condition ||Apwoll, ||Mi/2w1||, [|6o]] < r. De plus, la constante C' dans (3.6.10) ne
dépend pas de t (et de I'intervalle d’existence). Donc, on applique de nouveau le Théoréme
2.4.2 pour montrer que les solutions locales (en temps) sont globales et globalement bornées
sur R, & valeurs dans H,,.

Afin d’obtenir des relations d’énergie valables pour les solutions généralisées (limites
fortes dans H, des solutions régulieres), il suffit d’écrire les relations d’énergie pour la
différence de deux solutions réguliéres Y,, et Y,,. Puisque les termes non linéaires sont

localements Lipschitziens, on obtient la convergence forte supplémentaire
6, — 6 dans L2 (o,T;D(AgQ)).

Ceci, nous permet de passer a la limite dans les relations d’énergie qui nous permettent
d’obtenir des relations de I’énergie valables pour toutes les solutions généralisées. Cet argu-
ment peut aussi étre utiliser pour montrer que toute solution généralisée est aussi faible et
vice versa.

Etape 3: Régularité supplémentaire. Afin d’obtenir 1’égalité dans (3.6.4), on utilise

A_

I’analyticité du semi groupe linéaire e*~*! qui est vrai pour o = 0, comme il a été démontré

dans le Théoréme 5.3.3, et pour lequel la Proposition 3.4.1 est valable. En effet, utilisant

la formule de variation des constantes
t
Y (t) = e~ 'Y (0) +/ eI BY (7)) dr
0

d’apres la méthode standard (voir, [16, Chapter 2]) on peut obtenir (3.6.4). m
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Chapitre 4

Stabilisation exponentielle

On démontre que la solution du probléme (1.1.1)-(1.1.6) donnée par le Théoréme 3.6.1
décroit uniformément vers 0 quand le temps ¢ tend vers co.
Afin d’obtenir nos résultats , on definit la fonctionnelle énergie pour le modele(1.1.1) |

par :

E(t) = E, wy(t) + Ep(w(t)) (4.0.1)

ou Er est la fonctionnelle qui a été considérée dans ’hypothése 2, on pose

w(t)
Eo | | w(t) | | = alw(t),w®) + [we®)ll72(@) + allVwe®) 72 + 10172y (4.0.2)
a(t)

ou la forme bilineaire (., .) est définie par ( voir [14])

a(w(t),w(t)) = a(w, @) + n/wwdf. (4.0.3)

r

et ot a(w, w) est donnée par

a(w, @) = / (Waa @z + Wyy@yy + 1(WeaWyy + WyyWaa) + 2(1 — )Wy sy d (4.0.4)
Q
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4. Stabilisation exponentielle

4.0.1 Formule de Green

Utilisant la forme bilinéaire précédente, on obtient le lemme suivant (voir [14])

Lemme 4.0.1 Si les fonctions w et w sont assez réguliéres, on a

/A2wwdﬂ+n/wwdF (4.0.5)
Q

r

= a(w(t),w(t) + /F(aaA—V“ +(1—p) agj“)wdr — /F(Aw +(1- )Blw)aa_wdr

on peul aussi écrire

/Q A’wwdQ 41 /F wwdl = a(w, w) + /F {(ng) (Blw)a;}dr (4.0.6)

(on note que si n > 0, alors a(.,.) est H*(Q)-elliptique).

Preuve. En posant le changement de variable suivant
Aw =

on obtient
/A2wwdQ:/A(Aw)wdQ:/AgowdQ
Q Q Q

d’ot I'on a, d’aprés la formule de Green,

/VwdeQ: —/Awwdﬂ+/a—wwdf‘
Q Q r Ov

c’est a dire
/AwwdQ /AwwdQ /—wdF—i—/—wdF
et donc
/ ApwdQ = / oAwd— | 2Zpar + [ 2 mar (4.0.7)
o) 81/ (91/
= /AwAwdQ /—AwdF /8AwwdF
Q T aV
= / A%wwd.
Q
De plus

/ AwAwd() = /(wmwm + Wy Wyy + WaaWyy + Wyy Wag)d
Q Q
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4. Stabilisation exponentielle

en ajoutant et en retranchant les deux termes WargWyyy WyyWez & a(w, w) , on trouve
a(w, @) = / AWADAQ + (W @yy + Wy Waw) + 2(1 — [1)Way Wiy — War@yy — Wyy Wz
Q
ce qui donne
a(w, @) = /QAwAwdQ + (1 — Dwgpmyy + (1 — 1wy @ar + 2(1 — p)wey @y
et donc :
/QAwAwdQ =a(w, @) + (1 — p)wea@yy + (1 — ) wyy@as — 2(1 — p)weyws, — (4.0.8)
en substituant cette derniére égalité dans (4.0.7) , on trouve

/ Awwd) = a(w, @)+ /(1 — 1) [Waa@yy + WyyWaz — 204y Way| A
Q Q

n / 0aw / 9% Aol
r 81/ T al/

En remarquant, de plus que

0Bsw Ow
/Q(wmwyy + Wy Wy — 2W4y Ty ) A = /F [ 872' w — Blw%} dI’ (4.0.9)
alors, on a
0Aw 0Byw Ow
2 _ _ _ _ -
/QA wwdQ = a(w, @) +/F [ 5 +(1—p) 3 ] w /F[Aw + (1 — p) Byw] 3 dr

— awm)+ [{Buw - B3 ar

et en ajoutant aux deux membres de 1’égalité précédente n fr wwdl’, on obtient le résul-
tat. m

Nous somme maintenant dans une position d’annoncer notre resultat principal.

Théoréme 4.0.2 Soient les hypothéses 1.4 sur F' , et supposons que les paramétres n, A
sont positifs .
Alors, pour des données initiales [wo, w1, 0] € H, , il existe deux constantes positives

C' et p, qui peuvent dépendre de a et E(0), telles que

E(t) < Ce ™ E(0) pour t >0 (4.0.10)
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4.1. Casaa =10

Remarque 4.0.1 La prétention que 1 , A sont positive n’est pas essentielle

C’est simplement une convenance ici, afin d’éviter les états d’équilibre pour le probléme.
Des résultats presque identiques pourraient étre obtenus en imposant des conditions aux
bord "clamped" homogenes sur la partie non vide I'y de I', de plus les conditions aux bord
(1.1.2) sur I\ I'y. Ces nouvelles spécifications des valeurs bornées ne présenteraient aucune

difficulté additionnelle .

Commentaire sur le Théoréme 4.0.2

Cas a=0

Ce théoreme, ( cas @ = 0 ) , généralise le résultat du modeéle linéaire au modeéle non
linéaire.

Dans le cas linéaire, la preuve de ’analyticité du semi groupe du Théoréeme 4.0.2 implique
aisément sa stabilité uniforme [20] (Chapitre 3, Annexe 1) pour 7 > 0.

Cas a >0

Quand le paramétre « est positif, le Théoréme 4.0.2 a été démontré dans le cas lineaire
dans [3] , et la technique utilisée a servi comme base pour prouver son extension au cas non

lineaire dans [5].

4.1 Casa=0

4.1.1 Les estimations des muliplicateurs

4.1.2 Une identité fondamentale

On commence avec une relation fondamentale de ’énergie qui montre que notre probléme

est dissipatif

Lemme 4.1.1 Supposons que |[w,wy, 0] est la solution du probléme (1.1.1)-(1.1.2) . Alors

pour tout t,s > 0, ’énergie E(t) associée au probléme donnée par la relation (4.0.1) vérifie

t t
2/ I V0 P dr+2)\/ 16 |2ay dr = E ()~ E (1) (41.1)
E (t) < E(s) pourtout t>s.
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Preuve. La démonstration de ce lemme est classique: On multiple la premiére équation
de notre probléme par w; et la seconde par 6. On obtient le résultat en intégrant en temps

aprés une inégration par parties par rapport a la variable d’espace et 1'utilisation des
relations (4.1.1) et (1.4.1). m

L’estimation préliminaire suivante est un résultat trés important pour la suite.

Lemme 4.1.2 Supposons que |[w,wy, 8] est la solution de (1.1.1)-(1.1.2) . Alors, pour tout

T > 0,0n a

T T t
/ E(t)dt < C(E(0)) [E(T) + E(0) +/ | 6 ||§I1(Q) dt +/ || we ||H_%(F) dt} (4.1.2)
0 0 0
Preuve. On commence par rappeler les opérateurs suivants (voir les chapitres précédent)

Ap: L*(Q) — L*(Q), Ap=-A; D(Ap) = H*(Q)N Hy(Q);

D : DeHT)— H*":(Q), pour s € R. (4.1.3)
h

= Dg<= Ah=0sur Qet h=gsurl,

"A"est un isomorphisme et donc son inverse existe et d’aprés la théorie elliptique on a
Apl e L(LX(Q), D(Ap)) et D € L(H*(T), H*~2(£)). De plus, on a le lemme suivant
* lemme (1) :Les opérateurs Ap et D définis par les relations précédentes vérifient les

égalités suivantes

Au = A(u— Du |r) = —Ap(u — Dulp), (4.1.4)
AP Au = —u+ Dul|pVu € H*(Q). (4.1.5)
e Preuve : Pour démontrer la relation (4.1.4), on a en tenant compte du fait que :

A Dulp =0

car

Ah =ADg = A Dul,
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puisque,
Ah =0 sur €,
d’ou

A Du|p = 0.

En remplacant ¢ par u, il vient alors
Au = A(u — Dulp) = —Ap(u — Dulp)

ce qui implique

A Au = —u+ Dulp,Yu € H*(Q)

d’ou la relation (4.1.5) .

Ce qui achéve la démonstration du lemme (1).

Etape 1. Le point principal ici est d’appliquer le multiplicateur A" 6 & la premiére
équation de (1.1.1). On note que le méme multiplicateur a été utilisé¢ dans [3], [4] et [5] .

Premiérement, on a :

T

Jo (i, Ap'0) 2yt = [(we , AD'0) 2], +

T ) (4.1.6)
[ ol + 6= D [ 0l + awlela]

ou ici on a utilisé I’équation de la chaleur dans (1.1.1) et les relations (4.1.4) et (4.1.5)
appliquées a 6 et w;. En plus, on note d’aprés la régularité de 'application D de (4.1.3)
1
pour s = —, que
| [(wt, 60— D 0|F)L2(Q) — a(wt, Dwt|)L2(Q)] |

t T ¢
< e fo lhwe ey dt+ Ce Jo 10 Moy dt+ Ce fo o Iy () dr

(4.1.7)

Deuxiément, en utilisant la formule de Green (4.1.1) ((avec @ = A;'0 , ot A0 =0

puisque A,'0 € D(Ap), et la premiére condition aux limites de (1.1.2), on obtient

0AL'0
D )L2(Q) dt

(A2w | A5'0) 2 Zp 7
Jo (Bw AR eyt = [ |alw, A'6) + a(6, O (4.1.8)

t
< 5fo | we ”%{2(9) dt 4 C: fo |6 ”?—[1(9) dt
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ou dans la derniére étape, nous avons aussi utilisé la continuité de a(.,.) dans la topologie
H?(Q)x H?(f), aussi bien que la théorie des traces. Donc, en appliquant (4.1.4) et (4.1.5)

a 0, on trouve aussi que

f (AQA 9L2 fO 9 ¢9+D9|F)L2 dt

(4.1.9)
< CJy 110 I3q dt

D’apres la continuité de F' de I'hypothése 1, et comme F(t) < E(0) pour tout ¢ positive (

d’apres le lemme 4.1.1) , on a pour tout ¢ > 0

IE @) sy < CUD o) 190y < CEO) w2y - (41.10)
Avec cette inégalité et d’aprés le lemme 4.1.1, on obtient alors

T —
fo (F<w)7AD10)L2 dt < Cfo ” F ) ”[Hl(g)}’H 0 “?{1(9) dt
< Jo CEO) [|w®) 30 0 Hip (4.1.11)
<efy H w(t) Ifp2(q) dt + C=(E fo || 0 |13 dt

Utilisons les relations (4.1.7)-(4.1.12), les majorations précédentes, la théorie des traces et

la régularité de ’application D, on obtient

(e=c0) fy llwil3ai dt < CEQO)+EM)]+e [ || w(t) e, dt
< Coao Jo 10 By dt +Ceg Sy eIy,
(4.1.12)
Etape 2 Maintenant on applique le multiplicateur ~classique” w. La multiplication de la
premiére équation dans (1.1.1) par w, suivie d'une intégration en temps et en espace, et
d’une intégration par parties et 'utilisation de la formule de Green (4.1.1) (compte tenu

des conditions aux limites dans (1.1.2) ) donne

I a(w, w) + (F(w),w)2i0)] dt = — [(wy,w)]E + foTan wi |22, dt
w
fOT 05(09, $)L2(F)dt + fOT(VH, Vw)L2(Q)dt
(4.1.13)

< CIE(0) + E(T)] +¢ f, |l w( t) I3z (0 dt

T
+Ce fy 10 Wy dt + Jy Il wi 320y @
(4.1.14)
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Etape 3 On ajoute maintenant le terme fot || we H%Q(Q) dt aux deux membres de (4.1.14);
et on applique I'estimation (4.1.12) au membre de droite de 'inégalité obtenue pour obtenir

( puisque (F(w),w)r2@) > 0, d’apres 'hypothése 1)

T T
/O [, )t I i ey | dt < /0 [afw,w) [ @ o) +HFW). @i di (41.15)

T t

< CIlE@O)+ E(T)] +C(E(0))/O 10 117 gy dt +

Rappelons la H?(Q))—ellipticité de a(.,.) dans (4.1.1), quand le paramétre n de (1.1.2)
et strictement positif, et prendre ¢ et assez petit dans (4.1.15) alors, on obtient

T

| ot e ] @t < € 1EO)+ BEN+CEO) [ 10 dt+C [ e

(4.1.16)

dr
)

1
_2(F

tant que (1.4.2) et le fait que E(t) < E(0) ( d’apres le lemme 4.1.1 ) impliquent que

/0 EF(w)dth(E(O))/O | () Py dth(E(O))/O o, w)dt (4.1.17)

On peut alors coupler cette inégalité avec (4.1.16) et arriver a l'inégalité

EMdt = | Byt)dt+ | Ep(t)dt (4.1.18)
[0 = [ s | |

T
< CEO) B0+ BT+ [ 10 de o+ [ Tl dr

Ceci achéve la démonstration du lemme 4.1.2. =

Ici, on note que le "mauvais" terme dans 1’ inegalite (4.1.2) est fOT | wy Hi{_ o Puisque

IT)
qu’il ne peut pas étre majorée par l’énergie.). On note explicetement que ce terme se
présente comme un résultat de ’expréssion (4.1.4) et (4.1.5) (u = w;) dans la dérivation de

'estimation (4.1.7).
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4.1.3 Les estimations Analytiques

Le but de cette section et de démonter le résultat de régularité de la composante de la
solution |w,w;] du probléme probléme (1.1.1)- (1.1.6),
( La régularité—(L*(0, T, H*(2)) de 6 a été démontré déja dans le lemme 4.1.1)

Lemme 4.1.3 Soit [w,w, 0] la solution de (1.1.1)-(1.1.6) , qui correspond auz donneés
initiales [wo, w1, 00] € Ho(S2) . Alors

[w,wy, 0] € L2(0,T, H*()) x L*(0, T, H*(2)) x L*(0, T, H(2)),

avec ’estimation suivante :

T T
[ W+ e By + 110 o] < CEO) +OEO) [ 11 s
(4.1.19)
ol la constante ne dépend pas de T'.
Preuve. On écrit la solution [w,wy, #] pour I’équation (1.1.1)-(1.1.6) vu la variation des
formules des paramétres. Pour cela, soit Ay le générateur correspondant a la partie lineaire

de (1.1.1)-(1.1.6) ,.autrement dit ,

Ap [w,wy, 0] = [wt, —A%w — yAby, Aby+ WAwt] ,

avec
D (A,) [wo,w1,00] € H*(Q) x H 2(Q) x H %(Q), tel que les conditions aux limites dans
0 prm—
(1.1.2) — (1.1.3) sont vérifiées
Il est bien connu d’aprés [21] que Ag engendre un semi groupe {ert} + 5o de contraction

analytique et continu sur Hy, et de plus inversible pour n > 0.
Etant données ces dynamiques, on peut alors écrire la solution du probléme (1.1.1)-(1.1.6)

explicitement comme

w(t) Wo ’ 0

wit) | = | wy |+ / e 1 P(w) (4.1.20)
0

10 0y 0

58



4.1. Casaa =10

Utilisant 1’égalité

w(t) wo . 0
A | welt) | = Age™ | wy *‘j/ Age™ A | Fw) | ds, (4.1.21)
0
0(t) 0o 0

on obtient alors 'estimation

w(t) wo 0
1 _1
Ag | wi(t) <Ol w + 1402 | Fw) (4.1.22)
o) L2(0,T,Ho(2)) o Ho(Q) 0 L2(0,T,Ho(9))

La justification de l'estimation (4.1.22) découle des trois propriétés suivantes

(i) La quantité {ert} est un semi groupe de contraction continu sur Hy( donc

t >0
que 'operateur -Aj est acccrétif ici )

(ii) et est de plus analytique sur Hy et

(iii) il est exponentiellement stable sur Hy( donc que, en particulier , A;'est bornée
sur Hy) .

En fait , le terme intégral dans (4.1.21) donne I'estimation correspondante dans (4.1.22)

d’aprés une propriété standard de stabilité des semi groupes analytiques ( voir [15] ).

On note premiérement que puisque -Ag est accrétif et Ay est bornée , alors

D((-A0)2) = [D(Ao), Hol1 = (D(Ao), Ho)

1 1.
3 n=3,p=2

( voir e.g, [6], Vol.1,proposition 6.1; ou [28] , p.164 ). Avec cette caractérisation , on peut

alors appliquer a 'estimation dans [28] , lemme 3.5 ( voir [6] , Vol I ) pour obtenir (4.1.22).
On sait d’apres la définition de D(A)(= D(A*)) et I'interpolation que

), D(AZ) € H3(Q) x H'(Q) x H'(Q) (4.1.23)

N

D((A)

et ainsi d’aprés la dualite avec la topologique de Hy, on a

!/

)] (4.1.24)

[NIES

(@) x H'(Q) x H'(Q)] © [D((4)

1
En particulier , la deuxiéme composante d’espace de D((Af)2), D(AZ) est égale & H'(Q),
de sorte que la deuxiéme composante d’espace de [D((AS)%)} soit égale a [H 1(9)}/. (c’est
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ainsi, puisque les conditions aux limites dans (1.1.2) rassemblent la premiéres et troisiéme
coordonnées seulement et pas la seconde .) ainsi (4.1.24) et le fait ce F(w(t)) € [H 1(9)]l (de
I’hypothése 1) cela

0 0
Ay | F(w(t) = F(w(t)) (4.1.25)
0 0 1.4’
Hy [D((4a3)2)]

< CNPG ey < CEO) [ 11t iy

ou pour la derniére inégalité , nous avons employé (4.1.10). Epissant ensemble (4.1.23)

avec les évaluations (4.1.22) et (4.1.25), nous avons

T
Iy (e Wy + Wl e By + 10 By dt < J e (AQ)
T
< C(E() +C(EO) J, kuzm)dt
< 0)) +e fy lleo(t) s

£(0)) fo | w HL2(Q)
(4.1.26)

la ot en obtenant la troixiéme inégalite ci-dessus, nous avons employé une inégalité

classique . Prendre Maintenant € > 0 assez petit , donne

T T
[ B + Dt Wy drt 18 ] dr < CEO) + CEON [ 16 ey at
(4.1.27)

Auquel la démonstration du lemme 4.1.3 est compléte . =
(1)

D’apres le lemme 4.1.3 et la théorie des traces , on a que wyr € L*(0,T; Hz(T)) , ce
terme est bornée par le coté droit de (4.1.19). Utilisant cette derniére et la relation de

dessipativité de I’énergie (4.1.1) , et estimation (4.1.2) de lemme 4.1.2, on obtient

TE(T) < / " B(tydt < C(E(0)) [E(0) + E(T) + (4.1.98)

T T
L 008+ [ 19 dt]
0 0

(D Toutes les fonctions considérées sont a valeurs réelles.
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On peut éliminer le terme E(0) par application de la relation (4.1.1) dans le lemme 4.1.1
une fois (avec t = T et s = 0) au cotée droit de (4.1.29) .et prendre 7" > 2T (E(0)) pour

observer I'inégalite priliminaire.

Lemme 4.1.4 Soit [w,wy, 0] la solution de (1.1.1)-(1.1.2), qui correspond aux données ini-

tiales [wo,w1,00] . Soit T =T(E(0)) assez grand . Alors on a l’estimation

B(T) < CHEO) [y 110 By +Jy 1w 13 dt] (4.1.29)

Notre derniére étape est d’e¢liminer le terme d’ordre inferieure fOT | w H%Q(Q) dt pour

'inégalite (4.1.29). Ceci est impose dans la section suivante.

4.2 Absorption des termes d’ordre inférieur

Les arguments de Compacité/ unicité sont a nos jours maintenant standard dans I’étude de
la stabilisation des problémes lineaires. Cependant , la nature générale de la nonlinearité
I présentée dans les EDP thermoélastiques sous considération ici nécéssitent une approche
non standad dans lesquelles I'analyticité et la linéarisationa 1’étude ici rend nécessaire une
approche non standard , dans laquelle 'analyticité qui est a la base de la linéarisation
élément fondamental.

Le résultat principal de cette section est le

Lemme 4.2.1 Soit [w,w, 0] la solution de (1.1.1)-(1.1.6). Alors exsistence de l’inégalité

(4.1.29) implique qu’il existe une constante C'(E(0)) telle que l'estimation suivante est véri-

fiée

Jo Meola@ydt < COE©) i 1015t (1.2.1)

Preuve. Pour démontrer la relation (4.2.1), comme d’habitude, on raisonne par contra-
diction . Supposons que le lemme est faux, alors il existe une suite des données initiales
o0 [ee)
{w(()n), W™, 9(()”)} € Hy, qui correspondent 4 la suite de solutions {w(”), w™, 0(")} de
n=1 n=1

(1.1.1)-(1.1.6) qui vérifient en commun
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- Jo N w® 72y dt
we [T 600 |2, o
Comme E(™(t) < E(™(0) d’aprés (4.1.1) et le lemme 4.1.1 , alors la suite { E™( }Zozlest

E™(0) < constante, Vn (4.2.2)

Y

uniformement bornée en n pour 0 <t < T . Cette propriété de majoration et I’estimation

(4.1.19) donnent la borne uniforme
T (n) 112 (n) |2 d pm) |2 dr < C (4.2.3)
Jo (ITw™ sy + 1T wi™ i dr+ |l | dr < <

ou la dépendance de la constante C' sur T n’est pas notée ici. Par conséquent il ex-
iste une sous suite , notée encore {w(”),win),ﬁ(")} , et [w,wy, 0] € L20,T, H3(Q)) x
n=1
L2(0,7, HY(Q)) x LX(0, T, H'()) tq

w™  — W faiblement dans L2(0, T, H3(12))
w™  — w, faiblement dans L2(0,T, H(2)) (4.2.4)
0" — @ faiblement dans L*(0,T, H'(Q))

comme, on peut utiliser 'équation de la chaleur dans (1.1.1), le fait que A € L(H(Q2), H}(Q))
et estimation (4.1.19) en 8™ pour déduire que {0(”) }Zo_lest une suite bornée dans L(0, T, H*(Q)).
Par 'utilisation de I’équation de la plaque dans (1.1.1) et l'estimation (4.1.19), on conclue
que {wit)}n est une suite bornée dans L%(0, T, H1(2)) . Par conséquent , d’aprés un

résultat de compacité d’Aubin dans [1] , on a que
[w(") w(™ «9(")] —  [w,w;, 0] fortement dans L2(0, T, Hy(2)) (4.2.5)

(notons , qu’il est important ici de justifier la convergence forte de la suite w dans
L%(0,T, H*(%)).

On considére maintenant deux cas.

Cas I Jirgow(”) = w # 0 (dans L?(0,T, H*(2)). Dans ce cas, la limite (4.2.2) implique
— 0. Avec cette convergence, et celles des relations (4.2.4) et (4.2.5),

L2(0,T,H(R))
et de plus rappelons ’hypothése 1 , on peut passer a la limite dans le systéme couplé (1.1.1)-

que HG(")

(1.1.2) pour trouver que la limite w vérifie

wi + A% + F(w) = 0 sur Q x (0, 00)
AMw; = 0 sur © x (0, 00).

(4.2.6)
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4.2. Absorption des termes d’ordre inférieur

Ceci implique alors que w; vérifie

A?w; = 0 sur Q x (0,00)

Aw; + (1 — p)Byw, =0, (4.2.7)
981 4 (1 — p) B2t — puyy = 0. I' x (0,00).

D’apres la théorie des problémes elliptiques, on a alors w; = 0 ( rappelons 'ellipticité de
la forme bilineare af(.,.) definie dans (4.0.5) , avec n > 0).

Retournons a la premiére équation de (4.2.6), on a
A*w+ F(w) =0.

Maintenant , rappelons I’hypothése 2 (avec (F(w),w)r2@) > 0) et Pellipticité de af(.,.),
on déduit que w = 0, ce qui contredit notre hypothese.

Cas II lim w™ = w = 0 (dans L?(0,T, H*(Q2)). Dans ce cas , posons

n—oo

alors
HUJ”) —1, Vn (4.2.9)
L2(0,T,H2(Q)
C,, — 0 (d’aprés (4.2.5) et la condition présente dans cas II ) (4.2.10)
/ HN(") dt — 0 ( d’apres (4.2.8) et (4.2.2)) (4.2.11)

Par ailleurs ,[CJ(”), 0 } vérifie (aprés la division de (1.1.1)-(1.1.2) par C,,)

n n ~(n 1
()+A2w()_{_OéAe()+C—F(w(”)):OsurQX(O,OO) (4212)
é;(n) Ag™ _ aAG,™ =0 sur 2 x (0,00)

AG™ 4+ (1= p)Bo™ + ”y@ =0
OAG™ OBy ™ a0
1_ e O B
~(?ny) +(1—p) 5 nw'"™ + 5 0 sur T x (0,00) (4.2.13)
00 ~(n)
Sy 0 =0
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De plus , utilisons 'estimation analytique (4.1.19) et la relation d’énergie (4.1.1) .on

obtient 'inégalité

T n n n n T n
Jo (1™ Py + ™ By dt < CEQ) [BOT) + f; 1107 30y +

T
Iy e oy
(4.2.14)

Divisons les deux cotés de cette inégalité par C?, rappelons I'estimation (4.1.29) de
{EM(T )}20:1 , la limite (4.2.11), et le fait que {E™ (0)}20:1est uniformement bornée (voir
(4.2.2) ), alors, on obtient

T
/ (15" sy + 11 5 I3y dr < € ¥ne N (4.2.15)
0

Par conséquent , il existe une sous suite convergante { [ﬁ"%@,ﬁ’”] } et [, € L*(0,T, H*(2)) x

L2(0,T, H'(2)) telleque "
[a)("),wg")] - [&, @] faiblement dans L2(0,T, H3(Q)) x L*(0,T, H'(Q))  (4.2.16)
D’aprés le résultat de compacité d’Aubin et (4.2.9), on a alors, comme pour le cas I,
&™ — & fortement dans L*(0, T, H>~(Q)) (4.2.17)

1@ | ~1 (4.2.18)

L2(0,T,L2(%2)) o
de plus, d’apreés la relation d’énergie (4.1.1) et I'estimation (4.1.29) ,

EM(t) < EM™(0)
= EO(T)+2 foT va(n)

dt + 2\ T”9<">
o & I

2 2
dt
» . (4.2.19)

o dt + foT = Hiz(g) dt

IN

C(E™(0)) Jy' o

2
H(

Ceci et un argument identique a celui utilisé pour obtenir (4.2.15) donne alors

& ™| <C, Vn (4.2.20)

Lo(0,T,H2(Q))

Maintenant notre intention est de passer a la limite dans I’équation (4.2.12)-(4.2.13),

1
mais le terme qui pose probléme dans ce cas est C_F (w™). Pour contouner ce probléme,
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on utilise I’hypothése 1. D’aprés la définition de la différentiabilité de Frechet et le fait que
F(0) =0, on a pour presque tout t € (0,7)

— F(w™(t)) = Ci [Fw™(t)) — F(0)] = F (0)a™(t) + CinR(wm) (t)) (4.2.21)

ot F'(0) € L(H*(Q),[H'(Q )] ) représente la dérivée de Frechet de F' au point 0 ,
'application R (.):H?*(Q2) — [H(Q )] a une propriété que

im (4.2.22)
@1 2 () —0 Hq)HH2(Q)

D’aprés ’hypothése du Cas II, w™ — 0 dans L?(0,7, H*(2)); donc, d’aprés (4.2.22)

et (4.2.20) , on a la presque partout convergence en temps

RO ey
JLHSO—HR )| e T D e i@ | ||H2(Q):o. (4.2.23)

De plus , d’aprés (4.2.21) et la continuité de Lipschitz de F' dans 1 "hypothése 1, on a présque

partout en temps

OinHR(w(n)(mH[Hlmn’ = %F(w(”)(t))—F'(O)@(”)(t)
(n) ||w(n) (t)HHz(Q) ) — (4.2.24)
< CEVO)—F— tFOllz"®l,,,,
S CT Yn

ou, dans la derniére étape, nous avons rappeler (4.2.20).
On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée et la convergence (4.2.17)

au membre de droite de (4.2.21), pour obtenir

lim + F®() = F(0)5  dans L*(0,T, [H'(Q)]) (4.2.25)

n—oo n

utilisons les convergences données par (4.2.11), (4.2.16) et (4.2.25), on peut maintenant

facilement passer a la limite dans (4.2.12)-(4.2.13), pour trouver que la limite & vérifie

@y + A%0 + F'(0)@ = 0 dans Q x (0, 00)
Aw; = 0 dans 2 x (0, 00)

OAL™ B sur I" x (0, 00) (4.2.26)
R

—nw = 0.
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4.2. Absorption des termes d’ordre inférieur

Comme pour le cas I, on obtient a partir de ce systéme que w; = 0 , ce qui implique
que w vérifie
A+ F(0)D=0

OAG™ i )882@ . sur I' x (0, 00) (4.2.27)
—u — W =
v or

Pour terminer la démonstration , la condition [, F(w™)w™dQ > 0, et les conver-
gences données par (4.2.17) et (4.2.25) impliquent que [, F(0)wwdQ > 0, qui combinée avec
Iéllipticité de la forme bilineaire a(.,.) donne w = 0.mais ceci contredit 1’égalité (4.2.18), ce

qui acheve la démonstration du lemme. =

4.2.1 Fin de la preuve du théoréme 4.0.2

Combinant les inégalités des lemmes 4.1.4 et 4.2.1, on obtient
e
B(T) < C(EO) | 18] dt (12.28)
0

Utilisons le relation de 1’énergie (4.1.1), une fois de plus, alors on obtient

e pour A > 0, on obtient a partir de la relation d’énergie (4.1.1) que

T T
B0~ B0) =2 { [ 19010y 47 [ 1018y}
0 0
et d’aprées le lemme d’immersion, on trouve
S
B(0) — E(T) > /0 10113 lt (4.2.29)

e pour A = 0, on obtient & partir de la relation d’énergie (4.1.1) que

E(0) - E(T) =2 {/OT IV 720 dt}

apres avoir rappeler que

/|V6|2d:c20/92d95, pour € L*(Q) et C >0
0 0

Remplacent ceci (les deux cas) dans I'inégalite précédente (4.2.28), on trouve
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4.3. Conclusion

E(T) < C(E(0)) [E(0) — B(T)] (4.2.30)
d’ou
E(T) < 1f(OE—((£zg))E(O) < 1L.E(0) (4.2.31)

Ceci et un argument classique des semi groupes achéve la démonstration du théoréme .

4.3 Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons montré: que le probléme thermoélastique non lineaire (P)
1) admet une unique solution
2) L’énergie associée au probléme est stable uniformément (exponentiellement ) pour le
cas a =0,
3) L’opérateur non lineaire F'(.) traité, nous permet d’obtenir la stabilisation des systéme
suivants:
a) Le systéme de " Von karmen "
b) L’équation quasilinéaire de "Berger/s"
c) Le modele d’une plaque semilineaire "Euler Bernoulli".
Le probléme d’existence et d’unicité s’obtient par utilisation du théoréme de Lummer
Philips.

Pour la stabilisation, nous avons utilisé la méthode des multiplicateurs.

4.4 Perspectives

Il reste a étudier la stabilisation exponentielle du probléme étudié avec divers conditions
aux limites et des feedbacks linéaires et non linéaires :
1) Des dissipations internes
2) Des dissipations frontieres
a) Sur une partie du bord

b) Sur tout le bord.
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