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Notations

Notations :

Nous utiliserons les notations suivantes :
f () ~ g (z) signifie que Ilglolo% = 1.
log, le logarithme Népérien.
P =2, 3, 5, 7, 11, 13,...}, Pensemble des nombres premiers.
pr le k — 2éme nombre premier tel que p; = 2, ps = 3,
p un nombre premier.

7 (x) la fonction qui compte le nombre de nombres premiers plus petits que x,

7T($):Zl.

p<w
Li, le logarithme intégral :
1—¢ d T d
t t
Li(z) = lim —+ [ — |, x>0
e—0 logt logt
0 1+e

0 (x)= Zlogp7 la fonction de Chebyshev, 0 (z) ~ .

p<zm
7 (n), la fonction arithmétique, qui compte le nombre de diviseurs de 'entier n,

T(n):ZL

d\n

w(n), la fonction arithmétique qui compte le nombre de facteurs premiers distincts de
I’entier n.

Q2 (n), le nombre de facteurs premiers de I'entier n, comptés avec multiplicité.

p (n), la fonction arithmétique de Mobius.

¢ (s), la fonction Zéta de Riemann.

|z] : la partie entiére du nombre réel x

Pour toute suite z = (7;), ., de réels de longueur w, finie ou infinie

w w

Q(x) = sz (lorsque cette somme a un sens ) et ||z|| = Z |zi|. Siz = (z1,29,...,2) € RE
i=1 i=1

et y = (y1,¥2, .., yx) € R on définit r = (:I:’l,:v'z, ...) par r;=x;pour 1 <i<keta, =0

v



Notations

pour ¢ > k et g/ = (y’l,y;,...) par 3, = y; pour 1 < i < Lety, = 0 pour i > £ .

lz =yl =l — ¥
A T'essemble des suites de réels positives ol nuls tel que 0 < Q (z) < 400, 0 = (0,0,0,...) et
A* = A\ {0}.

Sixz € A* on note W(x)=sup{j € N;z; #0}.

Pour n entier, de décomposition en facteurs premiers n = ¢i"¢5*...¢p", w (n) =k et

Q(n) :Zai.

f(zx) <g(z), sl existe zg > 0, a > 0, b > 0 tels que: Vo >z, af (x) < g(z) < bg(x).
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Grandes valeurs de La fonction arithmétique de Kalmar

Introduction

La fonction de Kalmar compte les solutions de I’équation diophantienne

T1X2...Lp = N,

c’est aussi le nombre de factorisations de ’entier n en produit de r facteurs entiers x; > 2,
1< <.

L’étude des grandes valeurs de la fonction K (n) est un sujet qui a été déja étudié par
L. Kalmar, P. Erdos, E. Hille, R. Evans, M. Klazar et F. Luca. Les resultats de ces derniers
ont étés améliorés par M. Deleglise, M. O. Hernane et J. L. Nicolas (cf [5]) ot ils ont montré

qu’il existe deux constantes Cy et Cy tels que, pour tout entier n suffisament grand on a
(logn)'/*

log K (n) < plogn — C5———
loglogn

ol p est solution de ((s) = 2,

et pour tout n suffisament grand il existe m < n tel que :

1/p

o, (logn)
loglogn

(logm)””

log K (m) > plogn — > plogm — Cg

loglogm
Dans ce mémoire, nous nous intéressons a I’étude des résultats récents diis notamment a

M. Deleglise, M. O. Hernane et J. L. Nicolas, nous détaillons les principales démonstrations

et nous donnerons quelques résultats et propriétés des nombres K —champions.

Ce présent mémoire est constitué de trois chapitres :
Le premier chapitre, est consacré aux rappels sur les fonctions de factorisation d’un entier
n ainsi que quelques propriétés de la fonction de Kalmar et les grandes valeurs de cette

fonction.

Dans le deuxiéme chapitre, nous exposons un théoréme d’Evans (c¢f [6]) qui donne une

estimation de la fonction K (n) , nous exploitons ce théoréme pour étudier les grandes valeurs



Grandes valeurs de La fonction arithmétique de Kalmar

de la fonction de Kalmar.

Nous approchons la foncion K (n) par la fonction F' définie par :

k
)> = (xjlog (x; + c(x)) — z;log z),

T
=1

k
F(z)= ijlog (1 + C@
=1 !

puis nous résolvons le probléme d’optimisation suivant :

z € D(A)

max F' (x)

ot D (A) C R est le domaine défini par
r1log2 + x5log3 + ... + xplogpr < A, o A est un nombre réel positif.

Le probléme d’optimisation (P) a été résolu par Evans (cf [6] Lemme 6), a aide des
multipicateurs de Lagrange.

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions 1’ordre maximum de la fonction de Kalmar et
nous donnons quelques propriétés des nombres K —champions, ainsi qu’une estimation du

nombre de champions inférieurs & une borne X.



Chapitre 1

Fonctions de factorisation

1.1 Définitions et propriétés

La fonction de factorisation la plus classique est le nombre de diviseurs de I’entier n :
T(n)=)_1,
d\n
elle est aussi le nombre de solutions de I’équation diophantienne z;29 = n en nombres entiers

positifs z1 et 5. On a :

Tg(n):T(n):Zl.

din
Pour r =0
1 si n=1
7o (n) = .
0 si n>2
Pourr =1

T1(n) = 1.

Pour r > 2, 7, (n) est le nombre de solutions de I’équation diophantienne

T1X9...0, = N, (1.1.1)

C’est aussi le nombre de représentations de I'entier n en produit de r facteurs entiers. Sa

série génératrice est donnée par la relation :

SO oy, Re(s) > (112



1.1. Définitions et propriétés

en effet, on a

o = (Za)(25)-(Z5)
Sy Y

—

(v129...7,)°
n=1z1x2...cr=n
- Yoy
S
n=1 ($1l’2...l’r) T1T2...Tp=n n=1 n’

ou ( (s) est la fonction Zeta de Riemann définie par

%0 -1
C(S)zZ%zH(l—}%) ,pEPet Re(s) >1
n=1

p

3
L’équation ( (s) = 2, admet une seule solution positive p tel que 3 < p <2

la valeur approchée de p est p = 1.728..,

La fonction de factorisation d’Oppenheim notée O (n) compte les factorisations d’un
nombre entier n, mais sans tenir compte de I'ordre des facteurs.
Exemple : n = 12 admet O (12) = 4, ces factorisations sont: 12 =2x6 =3 x4 =2x2x3.

Elle a pour série génératrice,
SOWoq(-1)
ns ns ‘
n=1 n>2

Soit A C {2,3,...}; E. Hill et P. Erdos ont généralisé le probléme du nombre de factori-

sation en introduisant la fonction K 4 (n) qui compte le nombre de solutions de (1.1.1) pour
tout r et z; € A.
Dans le cas particulier A = P, la fonction Kp compte le nombre de solution de (1.1.1) en

nombres premiers p1, po, ..., Pk

k
Soit n = ¢7"'¢3?...qp* o les ¢; sont des nombres premiers distincts on a : 2 (n) = E Q.
i=1
La seule possibilité d’écrire n sous la forme (1.1.1) avec x4, xa, ..., T} premiers est de prendre
Q(n) = r et de choisir o variables x; égales & q1, oy égales a qo, ..., ay, égales & qx.



1.2. La fonction de Kalmar

Le nombre de facons de faire ces choix est le coefficient multinomial,

= . 1.1.3
aqlas!. o) ( )

K )= (

a1+ Qo+ ...+ oy (061+062+...+Oék)!
1, A9, ...0

1.2 La fonction de Kalmar

En 1931 L. Kalmar a étudié le cas particulier du nombre de solutions de (1.1.1) avec la
condition x; > 2 et en tenant compte de 'ordre des facteurs. Il a défini la fonction K (n) et

a montré que , lorsque xr — 00

7; K (n) « pgj—(lp)‘”p‘ (1.2.1)
La majoration du reste dans la formule (1.2.1) a été précisée par Ikehara [10] et H.-K.
Hwang [9] .
Soit A > 1, R. Evans a dans [6] considéré une fonction plus générale K (n) dont la série

génératrice est
o

)\ -1 = K)\ (n) avec S
)\——C(s)_; o C(s)# A (1.2.2)

Lorsque A = 2, on obtient la fonction K (n) de Kalmar.

Définition 1.2.1 La fonction de Kalmar compte les solutions de l’équation diophantienne

(1.1.1) pour tout r, mais avec la condition que chaque facteur x; doit vérifier x; > 2.

Exemple 1.2.1 Les factorisations den =12 sont : 12=6x2=3x4=4x3=2x6=
2X3X2=3x2x2=2x2x3
donc K (12) = 8.

La formule (1.1.3), ne s’applique pas a la fonction de Kalmar. Cependant il existe une
formule dtie & Mac- Mahon (¢f [15]) aussi (¢f [14]) pour K(n).

Si la décomposition de n en produit de facteurs premiers est n = g7 ¢5>...qp*, alors

ajtag+...ap j—1 j k o —|—j Z 1
aq 09 (0% > h J— —_
K@rg g =5 S (1) (Z) H( - ) (1.2.3)
Jj=1 h=1

—0



1.2. La fonction de Kalmar

La formule (1.2.3), ne permet pas d’étudier les grandes valeurs de K (n), cependant a partir
de (1.2.2), Evans a donné dans [6] une formule asymptotique pour K (g7 ¢52...¢;*) lorsque
Q(n) = a1 + az + ... + o, tend vers Uinfini. C’est cette formule que nous utiliserons pour
étudier les grandes valeurs de la fonction de Kalmar.

Dans certains cas particuliers la formule (1.2.3) se simplifie, en effet,

si n = q%, q premier et o > 1 alors

K (qa) — 2a—1

sin=q¢lq ,etsii>jona,

i) =23 (1) (1)

Exemple 1.2.2 Pour n = 100 = 2252,

K (2?5%) = 22! i (2) (Z) 27"

k=0

{00006

22
= 26

les 26 factorisations de n = 100, sont : 100 =2Xx2xX5Xx5H=2x5X2x5=2x5xHx2=
OXDOX2X2=0X2XOIX2=0X2X2XH=4XdXDH=0X4AXxH5=0xHx4=10x2x5H =
2Xx10x5=2x5Xx10=0x2Xx10=10x56x2=5Xx10x2=10x10=25 X2 X2 =
2X20x2=2x2x25=4x25=25x4=20x5=5x%x20=50x%x2=2 x50,

Exemple 1.2.3 Pourn =729 =35 on a
K (729) = K (3°) =271 = 2° = 32,

il y a donc 32 facons de représenter 729 comme produit d’entiers > 2.



1.2. La fonction de Kalmar

1.2.1 Propriétés de la fonction de Kalmar

Pour n > 2 la fonction de Kalmar vérifie les propriétées suivantes,

1)
K=Y K <g) - %ZK (g) (1.2.4)
dn,d>1 dn
2)
K (n) 1
; el a0 (1.2.5)
= > (s -1

Preuve. La premiére égalité dans 2) s’obtient a partir de la relation d’Evans (1.2.2)

pour A = 2. Comme :

2-((s) 1—(¢(s) = 1)

la deuxiéme égalité est établie. m

La fonction de Kalmar K est reliée aux fonctions 7, par la relation,

K(n)=

N —

Preuve. On a

!
2—C((s) 2

—_
|
‘J\

N —
VR
[—
+
VRS
N
e
~~
+
VR
T~
NS
S—
~~

[V}
+
+
N\
N
e
~~
=
+
~_




1.3. Grandes valeurs des fonctions de factorisation

la propriété précédente permet de déduire

1.3 Grandes valeurs des fonctions de factorisation

S. Ramanujan fut le premier, dans [18] & étudier de fagon extensive les grandes valeurs de
la fonction 79 = 7. Pour cela, il a introduit les nombres hautements composés (un nombre
N est dit hautement composé si M < N = 7(M) < 7(N)), et a donné de nombreuses
propriétés de ces nombres. Les idées de S. Ramanujan ont été généralisées et développées,
essentiellement en remplacant la fonction 7 par d’autres fonctions arithmetiques.

Les grandes valeurs de la fonction d’Oppenheim ont été etudiées dans [1] et [11].

Oppenheim, (1927) a montré que I'ordre maximum de la fonction d’Oppenheim O (n) est

1 e2Viogz
—> 0~ ————.
T 2/ (log x)

E. R. Canfield, P. Erdos et C. Pomerance, (1983) ont démontré (c¢f [1]):
Théoréme 1.3.1 [l existe deux constantes Dy, Dy avec 0 < Dy < Dy tel que on ait

1) Pour tout n assez grand,

__logn logg n—1 @
O(n) < ne{ logy (10g3 ntlogant T T D13 ) }

3n

et
2) Pour tout n,

_logn logg n—1 logi n
O(n)> ne{ Toga (10g3 ntlogynt T + D2 log2 ") }

Les grandes valeurs de la fonction de Kalmar ont été étudiées par P. Erdos (c¢f [7]), qui

a enonceé le :

Théoréme 1.3.2 Il existe deux constantes fiet fo, 0 < f1 < fo < 1, tel que,



1.3. Grandes valeurs des fonctions de factorisation

1) Pour tout n,

nP
K
( ) e(logn)fl’
2) Pour tout n > ny,
K w
< [
(n) < o

La majoration K (n) < n” obtenue dans [3] par B. Chor, P. Lemeke et Z. Mador a été
ameéliorée en 2007 par M. Klazar et F. Luca, qui ont démontré (c¢f [13]) grace a 'inégalité
K (nn') > 2K (n) K (n') valable pour tout couple d’entiers (n, n’),

1) Pour tout n > 1 et pour tout ¢ > 0 :

np

= exp ((log n)** / (loglog n)HE) .

2) 11 existe une constante ¢ > 0 et ng tel que pour tout n > ny

nr

exp (cg (logn) / (loglog n)l/p)

K (n) >

Ces derniers résultats ont été améliorés par M. Deleglise, M. O. Hernane et J. L.

Nicolas.(cf [5]) .



Chapitre 2

L’éstimation d’Evans et le probléme

d’optimisation

2.1 L’éstimation d’Evans

2.1.1 La fonction c

Définition 2.1.1 (c¢f [6]) .Soit x € A* et w = W (x);et ¢ = c(x) Vunique solution positive

de ’équation :

QtT—H(t—i‘l’j):O

=1

Proposition 2.1.1 c vérifie la relation suivante :

(1 + ﬂ) - (2.1.1)
, c
Jj=1

de plus, pour tout \ > 0,

c(Axy, Axg, ...) = Ae (21, 22, ...) (2.1.2)
et

(z) _ 3Q(z)
Q < < ) 2.1.
@) <o) < 0 <5 (213)

10



2.1. L’éstimation d’Evans

Preuve. Pour tout ¢ > 0 posons,
x.
H=H(z,t)=) 1 (1 J)
p(t) =H(z,t) =) log 1+~

 étant dérivable pour ¢t > 0, on a

o (t) = (i 10g<1+%>

N——
Il
INE
—_
o
o
/N
—
+
K
N—

—_

i\’ x
@ 1_|__9> w 2
) s
— 1_}_& — t+
J=1 n Jj=1 n
- _ - L
t(t—l—mj)

=1

<
Il

comme t > 0et z; >0, pour 1 < j <w alors ¢’ () < 0 et la fonction ¢ est donc strictement

décroissante, comme le montre le tableau des variations de ¢ suivant :

t |0 c 400

log2 N\, O

Et comme ¢ est continue, le théoréme des valeurs intermediaires implique qu’il existe

c > 0, tel que ¢ (¢) = log 2. L’unicité de ¢ découle du fait que ¢ est strictement décroissante.
2 g 2

Comme
p(c) = log2 <= H(c,x;) =log2
— Zlog (1 + —]> = log2
j=1

— ﬁ(1+%)_2.

L’existence et 'unicité de ¢ > 0, sont donc démontrées.

11



2.1. L’éstimation d’Evans

Vérifions maintenant la propriété (2.1.2). Soit A > 0, on a d’une part

wl <”ﬁ) =2 1)

et d’autre part on a

<

<1 - c()\ml),\ijxg, )) =2 (2)

on déduit alors de (1) et (2) que

w

<
[y

Ac(x1, 9, ...) = c(Azy, Axa, ...)

d’ou la propriété (2.1.2).
Pour démontrer I'encadrement (2.1.3), montrons d’abord le lemme suivant
Lemmel. Soit & € N*, (z;), <j<k Une suite de nombres réels positifs ou nuls et soit a € N*,

alors

k
J=

k

X X
1 —]>>1 =
(+a _+]Z_;a

1

Preuve du lemme. par récurrence sur l'entier k
pour k£ =1, on a l'égalité

pour k =2, on a

donc

Jj=1 j=1
Supposons que l'on a
k
:L’ .
1+ —J> >1+ ) ~
( a/ Z a
7=1 7j=1
Montrons alors que
k+1 . a2
1 —J> >1 =
H ( + a/l — + Z a
7j=1 7j=1

12



2.1. L’éstimation d’Evans

on a
Ml T k i T
j . j k+1 k41
07 = T0+2) 0072 (057 05,
7j=1 7=1
u ZT; Xz Xz b ;T k+1fL“
(1+3%) (0 22) - aetees s sme L
— a a a = = ¢
car la somme Z xj ka > 0

d’ou Vk € N*, on a

k k
x. l‘.
[1(1+2) 2132

j=1 j=1
d’ou le lemme A

Retour a la preuve de (2.1.3).
Pour t = Q (z) = €, on obtient

zlog(H 2) e[ (1+5)

En utilisant le lemme 1 précédent, on obtient

w
comme, ) = E xj, il vient alors
j=1

or on sait que,

cela donne donc

H (z,Q) > H (z,¢)

la fonction H (z,t) étant décroissante cela implique alors 2 < ¢ (3).

Montrons que 'on a la majoration




2.1. L’éstimation d’Evans

Pour v > —1, on a log (1 + u) < u, d’ou

logQZi:log(le%)g 3 ﬁzg

J=1 J=1

ce qui implique

Q
Q(z) > c(x)log2 si et seulement si ¢ (z) < ] @2) (4)
0g
3 .
comme, log2 < 2 on obtient
3Q
() < 2D )
2
Enfin (3),(4) et (5) entrainent alors
Q 3Q
log 2 2
ceci achéve la preuve de (2.1.3). =
Si @ est fini alors,
c(xy,x9, ..., 25,0,...) = c(x1, 29, ..., 25) (2.1.4)

et la suite infinie 2~ définie par 3:; = x; pour i < w et a:; = 0 pour ¢ > w est un élément de
Aet c(z') = c(x1,2,...05). Par convention, on pose ¢ (0) = 0.
¢ est une fonction symétrique de ses arguments. il suffit de vérifier que ’'on a

c(x1, 29, ooy Thy...) = € (T2, T1, ooy Tk, ...

Posons 7 = xy, 15 = x; et 2 = x; pour tout j > 3, alors

+00 T +00 .
1 J = 1 J =2
H ( + c(ah, 2, ..., 2, )) H ( * c(xy, xg, ...y, ))

j=1 j=1

donc ¢ (2}, 2%, ..., 2}, ...) = ¢ (w9, 1, ..k, ...) = ¢ (X1, Xa, ...Tk, ...) d’OU ¢ est symétrique.

¢ est une fonction croissante de chaque variable de z;.en effet on a :
+oo

[i(2)-2

J=1

14



2.1. L’éstimation d’Evans

Soit x7 > xy et x; = x; pour j > 2, alors

+oc0 ! Z 400 ' +o00 T
<1+—J)—(1+—1) (1+—])>H<1+—3)—2
C C n C . C

Jj=1

—

donc

+oo / +o0 /
€T €T
1+ ) >2= 14+ -2

ce qui implique ¢ < ¢, autrement dit, on a

d=c(2), 2, ...)=c(a],xs,..) > c(x1,29,...)

d’ou ¢ (xy, 3, ...) est croissante en la variable x1. Comme ¢ est symétrique de ses variables,

alors c est croissante par rapport & chacune des variables.
Lemme 2.1.1 Soit x = (x1,29,...) € A*, c = c(x) et, pour tout k > 1, on pose,
e = c(x1,29,...,2%,0,0,0,...) .

Alors

lim ¢, =c¢
k—+o0

Preuve. Montrons que la suite (cx), est croissante.

on a ¢y = ¢(xy,x2,...,7x,0,0,...) et

considérons la fonction ¢ définie par

k+1

x.
t) = (1 —”), .
@ (t) H + pour ¢t > 0
j=1
On a
g x x x x
T (1+Z) =TT (1+2Z)(1+2E) =21+ 2EL) >0
o (cr) H(+Ck) H<+Ck)<+ - =
7j=1 7=1
donc

o (cg) > 2 (2.1.5)
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2.1. L’éstimation d’Evans

Par ailleurs on a:

go(ckﬂ)_lﬁ(ur ) ) —9

C
e k1

de (2.1.5) et (2.1.6) on déduit alors que
w (cr) > @ (ckr1)
comme ¢ est décroissante, cela entraine que

Cr < Ck+1, Vk >1

(2.1.6)

(2.1.7)

(2.1.8)

donc la suite (c),~, est coissante de plus pour tout & > 1, on a ¢; < c. La suite (c),-,

est donc croissante est majorée par c, elle est donc convergente. Soit ¢ la limite de la suite

(ck)p>q, alors  lim ¢, = ¢. Montrons que ¢ = c.
2 k

— 400

k
x; x;
Nous allons montrer d’abord que H (1 + ?‘7> converge uniformément vers H (1 + —]>,
j=1

pour cela le lemme suivant nous sera utile.

1
Lemme*. Pour tout x tel que |z| < g ona

|ex—1]<g]:c\.
Preuve. On a
N 2?2 2t
e :1+x+7+§+ﬂ+...
d’ou
ok SO N
x 2 6 24
ex—1’ = ‘1+£<1+E+x—2+...>’<1+m(1+|x\+|x|2+...)
T 2 3 12 - 2
61_1’ < 1+M< ! ><§.
x - 2 \1-— |z 2

d’ol on a l'inégalité :

ce qui prouve le lemme. W
+oo

t

(2.1.9)

k
x; x;
Montrons que le produit H (1 + 7]) converge uniformément vers H (1 + 7]) sur tout

J=1 J=1

16



2.1. L’éstimation d’Evans

intervalle [u, +ool, u > 0.
Posons,

fk(t):ﬁ<1+%) etf(t):ﬁ(u%)

Jj=1 Jj=

majorons |f (t) — fx (t)| par un nombre a4, independant de t tel que klim ay = 0.

On a

f ()= fu (@) =|f (@) ’1 _ Jr (t)‘

S (@)

comme t > u, alors

@) = fe @ < fu) |1 = 57—

puisque f est décroissante. Posons

1
Ry (t) = — >0,carxz; >0ett>u>0
T (1+%)
A t
j=k+1
alors
+oo T 1 +oo 1 +0o0
— Z3 - < = )
[log Ry, ()| = Z log <1+ t) < " Z . Z T,
j=k+1 j=k+1 Jj=k+1
k +o00
la série — i est te alors lim — =0.
comme la série — Z;xj est convergente alors lim — 'Zk;rl x;
j= j=

Il existe donc kg suffisamment grand tel que pour tout k > kg, on ait

Pour ce kg, on aV k > kg

écrivons que

Ry (t) — 1 = exp (log Ry (t)) — 1.

Par le lemme *, on obtient pour k > ky :

R (1) — 1] = [exp (log R (1)) — 1] < © [log Ry (1)

17
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2.1. L’éstimation d’Evans

1
puisque |log Ry ()| < 5 pour k > ko et de (2.1.16),(2.1.17), (2.1.18), on en déduit que

3 1 +oo
r0-50l < 70 (3)1 Y o
j=k+1
_ 3wl R "
S ) DR (2.1.19)
Jj=k+1
on a donc .
3f(u)l =
50~ 0] < ns onag =200 S o (2.1.20)
Jj=k+1
“+o0o
comme la série Z x; est convergente, cela entraine que klim ar = 0. Donc
j=1 >

Ve > 0,3 ko V k> ko, Vt € [u,+oo]: |f(t) — fi(t)] <e
par suite la suite de fonctions (fj ()), converge uniformément vers

—+00

f(t):H<1+%>

J=1

La suite (fy (¢)), est une suite de fonctions continues puisque fj (t) = H (1 + %) est

j=1
+oo
continue sur [u, +oo[, donc sa limite f(t) = H (1 + %) est une fonction continue car
j=1
(fr (t)), converge uniformément vers f (t),Vt € [u, +o0].
Montrons que 1’on a:
Jim fi (ex) = £ (€)
c’est a dire Ve > 0,3kg, tel que Yk > ko : |f(¢) — fi (k)| <€
écrivons,
£ (&) = fuler)l = 1F(€) = f(er) + f (cr) = fie (c)]
< £ (@) = Flen)l+1f (er) = fi (cr)] (2.1.21)
comme (f (t)), converge uniformément vers f (t), V¢ € [u, +o00[, alors
Ve > 0, 3k tel que Yk > ky : |f (cx) — fu ()] < g (2.1.22)

18



2.1. L’éstimation d’Evans

ceci est d'une part d’autre part, on a f (¢) continue sur |u,+oo[ donc continue en c,

Vk > 0, (car ¢, > 0), par suite
Ve > 0, ks, tel que Yk > ks : | (2) — f ()] < g (2.1.23)

choisissons ko = max (ki, ks), les inégalités (2.1.21),(2.1.22) et (2.1.23) impliquent alors

3

Wk > ko, | (&) = i (en)] < 5+ 5

—¢ (2.1.24)

ainsi on a,

J= J=1
comme on a aussi .
[T(1+%) =2
] c
7j=1
alors
el X b X = X5
H(1+%) = lim (1+J> =2= (1+—J> (2.1.25)
: ¢ k—00 - Ck : c
7j=1 J=1 j=1
d’ou 'on déduit que
c=c

Lemme 2.1.2 Soit x € A*. Pour tout entier i > 1, ¢ admet une dérivée partielle par

rapport a x;, donnée par

oc(z) 1 c(z) wee T (2) — z;
or;  T(x)c(z)+ o T (z) ;—C@) . (2.1.26)

Preuve. Puisque c est une fonction symétrique de ses arguments on peut supposer i = 1.
Fixons xq, x3, ..., 1, €t supposons les d’abord non tous nuls. Posons z = (x1, Z9, .2k, ...) .
L’application x; — ¢ (x) est une bijection croissante de [0, +o00[ sur [cy, +00][ avec
co = (0,29, 23,...) > 0, car par définition, z; s’explicite en fonction de ¢, puisque,

ﬁ<1+%>:<1+%>ﬁ<1+%>=2 (2.1.27)
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2.1. L’éstimation d’Evans

posons
+o0
n=[1(1+%) (2.1.28)
=2 ¢
les relations (2.2.27) et (2.2.28) impliquent
2c
T1= ¢ (2.1.29)
“+oo
la convergence de la série Z x; entraine que
j=2

+oo
log II = Zlog (1 + &>
c

j=2
est dérivable de ¢ sur [cg, +00] et que I'on a

dil - d o egmy _ 4 _ +ooi xj
de dc(6 )_H<dCIOgH)_H<ZdCIOg<1+ c)

Jj=2

d’ou

% _ ! <T (2) — 2 > | (2.1.30)

C c+
Il en resulte que ¢ — 7 est une bijection croissante et continiiment dérivable de [cq, +00[

2
sur [0, +o00[ et que 'on a, puisque II = +—C, d’aprés (2.2.29)
C T

d:vl_d 20 . d 20 _1_2_ z@ _q
de dc ~ de I 112 dc

d’ou
dxq 2 2c 1 T1
— = == =II|—|T — -1
dc I {H2 [ c ( () c—i—:Ul)]}
2o Vo 2 et mrlera)T@ mm]
I1 Y 11 c+
2 c+ 1 c
= = T -1
H{c—l—xl (1) (c—l—xl)}
2
sachant que z; = ﬁ — ¢ implique Bte = — alors
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2.1. L’éstimation d’Evans

o (=)
. (C”“) T (z) (2.1.31)

par le théoréme d’inversion ¢ est une fonction continiment dérivable de x; et la relation

(2.1.26) implique

Ocle) L _ ! . 1 (2.1.32)
0y Oy ctan) ., () c+x T (z)
Oc (z) c -
si 0 =2y = x3 = ..., la définition (2.1.1) donne ¢ (z) = x; et le resultat est encore vrai. m

“+o0o
Lemme 2.1.3 Soit (y;) une suite de nombres réels verifiant 0 < v, < 1 et Z’yi < +o00.
i=1

Alors

H(l—% >1—Z%

=1

Preuve. On a
(1_’71)(1_’72) =1—7—7+77

puis par recurrence, supposons que la propriété suivante est vrai

H 1_71 >1_271
=1

et montrons que l'on a
n+1 n+1

H(l—%)zl—Z%

i=1
on a

[Ja-v = ﬁ (1=7) (1 =741) = <1—Zj:%> (1= 711)

i=1 1=1

L= — Z%) + Vnt1 (Z %’) 21 =7, - (Z ”Yz‘)
i=1 i=1 i=1

v

d’ou
n+1 n+1

[[a=r=1-%

=1
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2.1. L’éstimation d’Evans

et enfin en passant a la limite

+o00 +o00
H(l_%) 2 1_2%'
1 i=1

1=

Lemme 2.1.4 Pour tout x € A*, on pose

et chaque dérivée partielle de ¢ vérifie

dc (z) 1
< < <2

0= Ox; T (z)

— 7 Rz 0
T(z) < ! < o< 1
WY sy r-ts
pour la minoration notons vy, = il par la définition (2.1.1) de c on a
C Z;

+oo +o0 T +o0 c +oo 1 ]

= =1{1- ) = =l—==5 2.1.33
g( i) g( c+xz’) g(c—l—xi) H(C‘Fﬂfz’) 9 ( )

c

d’aprés le lemme (2.1.3) on a

+00 oo

+00 +o0
H (1—v,)>1- Z%- cela implique Z%‘ >1-— H (1—7,) (2.1.34)

1=1 i=1 =1 =1

les relations (2.1.33) et (2.1.34) donnent

+oo +oo 1 1
T(E):Z%‘Zl_H(l_%)zl_ézi-
i=1 i=1
Pour le deuxiéme point, le lemme (2.1.2) entraine

= O0r, T@c@+x~ T(x) ~
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2.1. L’éstimation d’Evans

Lemme 2.1.5 Soit x et ' € A alors

z; — x| =22 — x|

+oo

e(z) —c(@) <2

i=1

Preuve. 1.Si 2’ et z sont de méme longueur finie k, on pose
G(t)=clz+t(@ —2))

alors

c(@' —z)=G(1)-G(0)

G est dérivable sur U'intervalle |0, 1] de dérivée

G(t) = C(@‘l‘t@,—@):C(($1>$27---7$k>+t(9§,1—~T1733/2—$2>---a332_33k))

= c(@ +t(@) —m1), 22+t (2 — 22) ooy + T (2 + (2, — 21)))
posons X; = x; +t (x} — x;), on a

G(t) = C(X17X27 7X/€)

donc,
G'(t) = g§ﬂ£+ﬂf—zﬂ%%L+§%ﬂ£+“f_£»%%3+
+£%@+t@—&h%%
— aa_xcl (21 +t (2] —21)) (2] —21) + 88_; (w2 + 1 (25 — @2)) (wy — w2) + ..
+8a;k (zi +t (2] — 2)) (7}, — w)
_ é(xl_xi)g—;@w(x — z))
d’ou (%)
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2.1. L’éstimation d’Evans

Par le théoréme des accroissements finis et le lemme 2.1.4, il vient

e(@) = e(@) =G (1) = G O] < suwp |¢ () 7 -
0<t<1
2. Revenons maintenant au cas général. Pour tout k£ > 1, notons
cx = c (1, T2, .., 2,0,0,...) et ¢, = (21,29, ..., 24,0,0,...) .

d’apres ce qui précede, on a

’

’

Avec le lemme 2.1.1 on en deduit

’ . /
‘c —c‘: lim [¢, —cp| <
k—oo

Lemme 2.1.6 Soit z,z' € A. Notons Q = Q(z) et Q' = Q (x_/) et T défini en (2.1.26), on

a la majoration
3

T (2') - T (2)] < s (2.0) 2" — ||

Preuve. Notons c=c(z) et ¢ =c (z') et supposons Q' > Q. Alors
o dx;

) T B Z cxlh — B
N — (d + ) (c+z) N

d+x, o+

T(a)-T(z) =

“+o00

c(f — x;) (c—c)x;
(¢ + ) (c+ x;) * ; (¢ + ) (c+ x;)

+
a: —dx; + cx; — cx;

Z (¢ 4+ 2%) (c+ ;)

i=1
+o0

1
et en utilisant le lemme 2.1.5 et la relation (2.1.3)

Pl -T@)| < St SR @@=
T () ~T ()] < Z(C,”,,WZ(C,H,.)(H%)

+oo
|2i — @il Hx—xH = _ 3
< Y Q —C|ZQQ,_ tg S g llr -zl
=1
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2.1. L’éstimation d’Evans

2.1.2 Approximation de K(n)

Les définitions suivantes ont été introduites par Evans (cf.[6]).

Définition 2.1.2 Pour z = (1,2, ..., x) € R¥*. On définit

—|—a:
A = Q(z) | | ’
@) - - 931+1

X5

ou I' est la fonction Gamma définie par :

T

['(z)= /ett”dt

0

Définition 2.1.3 Pour x = (z1, 2, ...,x5) € R*. On définit

N

k

B 1 x; B _ [2c(z)
B(l)_{Qc(g)Zc@H—xl} N\ T ()

=1 -

Lemme 2.1.7 Pour x € ]R*_‘f, on a
V2e(z) <B(z) <2v/c(z)

Preuve. Nous utilisons le lemme (2.1.4) on a :

1

S<T(z)<1

2
cela implique

1
1< <2
T T(x)
alors
2
20(0) < 7 < delw

puis

VI < [ < /i)

d’ou la relation (2.1.37) m
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2.1. L’éstimation d’Evans

1
Théoréme 2.1.1 (Evans). Pour toutn, 0 < n < o il existe Qg et ¢ tels que, pour tout
entier n dont la décomposition en facteurs premiers n = ¢ q5>...q." satisfait

Qn)=a1+as+ ... +ag > Qo, on a, en posant o = (v, g, ..., ),
K(n)=vrA(a)B(a)(l1+R(a)) avec |[R(a)|<co(Q(a))™".

Lemme 2.1.8 [l existe deux constantes absolues C et Cy telles que, pour tout entier n > 2,

de décomposition en facteurs premiers n = ¢i*q5*...qy ", on ait avec o = (o, (g, )

Civ/7A (@) B (a) < K (n) < C3/7A () B (a) (2.1.38)

Preuve. cf([7]) =

Pour chaque r € {1,2,...,20} , et pour tout n tel que Q (n) = r, le rapport
K (n)
VA (a) B (a)

a été évalué par M. Deléglise. Il a vérifié que celui-ci est minimum lorsque o = (r), c’est a

dire lorsque n est une puissance de nombre premier, n = p". Il atteint son maximum lorsque

=(1,1,1,...,1), c’est a dire lorsque n est un produit de r facteurs premiers distincts.

2.1.3 Les constantes p, p;, a, ai

Les constantes p, p,, a, a; ont été introduites par E. Hille, R. Evans [6] et M. Klazar, F.
Luca [13]. Dans ce qui suit nous les rappelons et précisons leur comportement.

Pour k entier , £ > 1, on définit, pour Re (s) > 1,

H 1—pj 1, et ((S):H(l—p_s)_l.

Jj=1 pEP

Définition 2.1.4 On définit p et p, pour tout k > 1, par

Ce (o) =2, C(p) =2, (2.1.39)

on a p = 1.728647238998...,
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2.1. L’éstimation d’Evans

Pour s > 1, on pose
L(S> = _10g€(8)7

de sorte que

L (s) =~ (logC (3)) = Y 2P

i:lpi_l
et

Ly (s) = —log (. (s) -

Définition 2.1.5 Pour k > 1, les nombres réels a et a; sont définis par :

log p; = logp, :
= =L et = =L, (p
;1191 (p) ;179@ — k (Pr)

le tableau suivant donne la valeur des premiers termes des suites (p;,) et (a) .

Eo1 2 3 10 100 1000 00
pr  1.00000 1.43527 1.56603 1.69972 1.726568 1.72843 1.72864
ap 144269 1.44336 1.36287 1.19244 1.11279 1.10196 1.1000200

Lemme 2.1.9 La suite (p,) est une suite croissante et klim Pr = P-
pr=1<py,=143527... < ... < p = 1.72864.

De plus, lorsque k tend vers l'infini,

2 _ 1.509...
(" (7)) (p— D ko L (loghy” k7 (log k)’

P — Pp ™~ (2.1.40)

Ce lemme est démontré dans [13].

Lemme 2.1.10 La suite (ay) est décroissante et, lorsque k tend vers l'infini, on a,

a? 1

p—1(klogk)" "

Qp — a ~

Preuve. La décroissance de la suite (ay) résulte de la croissance de (p;,) (lemme 2.1.9)

lorsque k — o0, il résulte de (2.1.40) et de klim pr = p et que klim ar = a et

11 - -
oot f Bl (2.1.41)
a Qe ad a
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1
calculons un équivalent de — — —. Les définitions (2.1.40) donnent
a Qe

1 1 / /

oo =L = Lilo) = L (p) = L () + Ly () = Ly (i)

.Estimation de L' (p) — L} (p) . On a,

+oo
log p;
L'(p)—Li(p)= > =

i=k+1 17
en utilisant Pestimation

pr = klogk + kloglogk + O (k)

(cf., [4], (3.11.10), (3.11.6) et (3.10.5)), on obtient,

Jio log p; Jio log (ilog 7) f 1 / dt
i=k+1 =1 i=k+1 (ilogd)” iZh1 0 (log ) k te (log )"

1 1
(p—1) k=1 (log k)"

donnent avec (2.1.43)

1 1
(p = 1) k(=) (log k)"

Li(p) = L' (p) ~

Estimation de L, (p) — L, (p;) . La définition de la dérivée et (2.1.41) donnent
21 (1) 1

Ly (p) = Li(px) ~ (p—pi) Ly (p) ~ — (p—1)C (p) kr—L (log k)’

2L" (p) 1
(p=1)¢ (p) ko~ (log k)"
1 1 1
(2.1.43),(2.1.44) , et (2.1.46) donnent — — — ~

@ ar (p—1)(klogh)™V
termine la preuve. m

(2.1.42)

(2.1.43)

(2.1.44)

(2.1.45)

ce qui avec (2.1.42)

Lemme 2.1.11 [l existe une constante positive Cy telle que, pour tout k > 2, et tout nombre

premier p, on ait
w G < C log p _
pre—1 pr—1 prz (klog k)’
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2.2. Un probléme d’optimisation

Preuve. Par le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction ¢t — 1/ (p* — 1),

il existe 0, p, < 6 < p, tel que

1 L e ) (_M) (2.1.47)

pre—1 pr—1 (p? —1)°
comme
ag a o ag, a . ay, Qg
pﬂk—l pp—l B ppk—l pP—l pp—l pP—l
1 1 ap — a
_ N 9.1.48
(ppk—l pP—1>Gk+pP—1 ( )
en utilisant la relation (2.1.47) dans (2.1.48), on obtient
0
i a p”logp a —a
— = — 2.1.49
por — 1 pp—l' (p9—1)2(p pk)ak+p”—1 ( )

Comme on a 1 < p, < p, < 0 < p < 2. La décroissance de & — z/ (x — 1) donne
0 p
;P 2 < o
(P’ =1)°" " (pr—1)" P>

ou C ne dépend ni p ni de k. De méme il existe D tel que

1 < 1 <£< Dlogp < 3Dlogp
pP—1 " prz—1 — pre _pﬂzlogQ_ 2pr2

3
Et donc, puisque la suite (ax) est majorée par 5y par (2.1.49) on a

aj a < 3logp

ppk_l_pp_l — 2pp2 (C(p_pk)_'_D(a’k_a))

et I'on conclut en utilisant les lemmes 2.1.9, 2.1.10 m

2.2 Un probléme d’optimisation

On considére le probléme d’optimisation

z€D(A)

max F'(x)

ou F est la fonction de k& variables définie ci-dessous.
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2.2.1 La fonction F

Définition 2.2.1 Pour x = (z1, 22, ..., xx) € R** on définit

k k
F(z)= ij log <1 + Ci@) = (zjlog (z; 4+ c(z)) — xjlogx;). (2.2.1)

J

Remarque 2.2.1 La fonction F' se prolonge par continuité sur Ri en posant 0log0 = 0.
Notons que,

c(xq,x9, ..., 25,0,...) = c (1,29, ..., 25)
on a

F(z)=F(x1,29,...,7x,0) = F (21,29, ...,21) et F(0) =0.

Définition 2.2.2 Soit une fonction f : R" — R, f est au moins deux fois continiment
différentiable sur E ensemble ouvert convexe de R™ est concave si les dérivées secondes de

f sont négatives.
Lemme 2.2.1 La fonction F' est concave dans Rﬁ

Preuve. Par (2.2.1),

OF 0 <
= Z (zjlog (z; 4+ ¢ (z)) — xjlogx;) =
j=1

Z (zlog (z; + ¢ (z)) — xjlog x;)

b =L

0
= (] ‘ i log
P (x;log (x; + ¢ (z)) — ;log z;) + 5

T dc L
— log (z; @iz om D\ e s !
og(x; +c(x)) + @) + 7 + oz (z) (c(g) —l—l‘i) 0g T; +

— log <%) (2.2.2)
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2.2. Un probléme d’optimisation

on a ensuite

O*F 0 c(z) + x;
x? () = x; log < T )
9)

- Q@)ﬁ) (gai (z) + 1) —% (2.2.3)

et, pour j # 1,

0’F
8%8@

= 2 (log(c(z) + ) — log,)

ox;
B ( +x,) aa:]( z)

c(z)
(c(z) + ) (c(z) +2;) T ()

La forme quadratique des dérivées secondes de F' s’¢crit donc, pour z € R*¥,

Z(C(@)Jr:ci)) (Zx( (qj)—|—x1>> (2.2.4)

=1 =1

F" (hy, hy, .oy hi) = ;<(£x)) (

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

k 2 k T h, 2
Sem) - B

k

h2
< T(z)zm

i=1

ce qui, avec(2.2.4), la concavité de F' dans Padhérence R% de R**. m

2.2.2 Proximité de A(z) et de exp (F' (z))
Le lemme suivant montre que F' est une assez bonne approximation de log A.
Lemme 2.2.2 Soit x € R’jf ;ona

:Cfie_zi

A (z) = % exp (F () [ ] . (1%), ot s (v;) = (2.2.5)

j=1

31



2.2. Un probléme d’optimisation

est le terme correctif de la formule de Stirling I' (x + 1) = 2%e s (x), de l'ordre de grandeur

de \/2mx. De plus précisément on a l’encadrement
Vorr <s(z)<eyz, z>1 (2.2.6)

Preuve. D’aprés la définition (2.1.36) on a

La formule (2.2.6) se réduit a l'encadrement classique de I' (z 4 1)

k x; k c(z T i 2% i
A(z) = Len(x)H (c(2) + )" 2\1/51—[( (_)Z )"

e "V 2mr < T (x+1) < 2% “ey/.

De la définition de s (j) résulte immédiatement le lemme suivant

Lemme 2.2.3 Pour tout j € N, on a

55(‘7'_%1):6(#)]'7 (2.2.7)

s(j) j+1

et lorsque j tend vers 'infin

2.2.3 Maximisation de F

Soit k > 2, et p; le k**™*nombre premier. Soit A > 0, réel, on considére le domaine

D (A) C R**, défini par
r1log2 + x9log3 + ... +xplogp, < A (2.2.8)

on a

LS ECER

axi ZT;
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2.2. Un probléme d’optimisation

alors la fonction F' définie par (2.2.1) est croissante par rapport a chaque variable, le
probléme d’optimisation
xr€D(A
- (4) (2.2.9)
max F (z)

a donc méme solution que le probléme

r1log2 + a9 +log3 + ... + 1o =A
TR S kOBD (2.2.10)

max F' (xq1, T, ..., Tr)

Ce probléme a été résolu dans [6], lemme 6, par la méthode des multipicatieurs de Lagrange.

Le multiplicateur de Lagrange correspondant est la constante p, défini par ; (p,) = 2.

Théoréme 2.2.1 L’unique solution x* = (7,35, ...,x%) du probléme (2.2.10) satisfait

xilog2 4+ a5log3 + ... +xlogp, = A 2.2.11
1108 2108 | 108D
OF
o (*) = py log pi. (2.2.12)
c(z*) =a A (2.2.13)
A
o=t =12,k (2.2.14)
p; 1
F(z") = p,A. (2.2.15)

Lemme 2.2.4 Soit k > 2, o = (v, e, ..., ) € D(A) définie par (2.2.9), z* définie par
(2.2.15) et F définie par (2.2.1) . Alors on a

k—1 2
< * ¥ , 2.
Fa) < F(z') - 4Alogpk (ZZI‘O% $z|logp1> (2.2.16)
1 k—1
F(z*) — ——— - — 25 (log p;)? 2.2.1
< P~ Tiiogpy 2 0~ (o) (2.2.17)

Preuve. Définissons Y= (Y1, Y2, .., Yr) DT

=01, Ya=0a2, , Yg1=0 1, €t Zyz logp; = A. (2.2.18)

comme « € D(A), on a ap <y et la croissance de F' par rapport a chacune des variables
entraine

F(a) < F (y) (2.2.19)
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2.2. Un probléme d’optimisation

Posons h; = y; — xf. On a par (2.2.19),(2.2.15) et (2.1.40),

k k k
Zhilogpi:Zyilogpi—z:mz‘logpi:A—A:() (2.2.20)
=1 i=1 i=1

La formule de Taylor appliquée a I’ entre les points y et z* donne

" OF 1
Fly)—F@) =) his— i (@) + 5 F () - h, (2.2.21)
=1 ¢
avec £ = Oy + (1—0)z* et 0 < § < 1. On a donc § = (§,&,...,&,) € Ri¥. Par

(2.2.13),(2.2.21) il vient

OF
;h’a_mi( - kah logp; =0 (2.2.22)

i=1

Ecrivons,

k I B hi B 1 - c(§) +& o n;
D R R RN %@w%m(§349+@m1“0

i=1 > ( i=1

() - G (i)

( <\ e (¢ +£\/—+§( %i)gffp))z

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

2 2 2
(o) () ()
i,J i J
Alors, on obtient:

- n ) S (0(6) +€) g\’
(;c@) +gi> <T(¢) (X;W (1— 2% (@) g ) ) (2.2.23)

Par (2.1.3), pour tout 7, 1<i<k,ona0< ¢ <Q (§) <c (§) . Notons
_ (e[ &) logp:
’ 2c (§) log px.

yonadonc 0 <t; <1, puis (1 —t)° <1—t,.
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2.2. Un probléme d’optimisation

La majoration (2.2.24), et (2.2.5) donnent alors

" - h?c (é) (C (§) +§Z) log pi
F'(&)-h < ;—gi(c(g)Jrg) (1— 26(§)logpkgp —1)

_ Z logpi h _z-
log pi, 2€;

Ecrivons,

2

(ihilogpi)Q = (Z ( 1ngz> |hi|>

i=1
2
hi| v/log p;
= V& log 1|—)
(Z "V

Avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient,
k 2 k
h log pi
hillogp; | <A ————
(2 mieen) <3152
puisque (2.2.19) et (2.2.12) impliquent,
k k
> Glogpi = Y (Oyi+ (1—6)x})logp;
i=1 i=1
k k
= 92% logp; + (1 —0) fo log p;
i=1 i=1
= A+ (1-0)A=A.

d’ou

k 2 k—1 2
1 1
" h< ——— h;i|l i < —— h;|l i

i=1
ce qui avec (2.2.20),(2.2.22),(2.2.23) et (2.2.19), complete la preuve du lemme 2.2.4. m

Théoréme 2.2.2 [| existe deux constantes Cs et Cy telle que, pour tout entier n > 2, avec

n=2%3%2_p* et ay, g, ..., > 1,a = (a1, qs, ..., ) on ait

exp (F'(a)) exp (F (a)) exp (py, logn)
AP < < < 2.
Ca e K (n) < Cy S SO (2.2.24)

35



2.2. Un probléme d’optimisation

Preuve. On part de 'encadrement donné par (2.1.38)
CivTA (@) B(a) < K (n) < Cov/mA (a) B (a)

En utilisant les inégalités,

V2c(z) <B(z) <2y/c(z) et N(z)<c(z)< Q(z) < 3Q (z)

on obtient,
Civ/2192 (a)A (@) < K (n) < CoVomy/Q(a)A (@) .

On remplace A (a) par le second membre de (2.2.5),

S vr@en (@) [ < K ) < 24 /a@ e @) [+
L’encadrement (2.2.7) de s (x) donne alors,
Cy 1 Cov3r | Q(a)
> wQ (g)ek\/ﬁ exp (F'(a)) < K (n) < 5 - exp (F'(a)). (2.2.25)

H 27TCY¢
i=1

La premiére inégalité dans (2.2.25) est obtenu en minorant €2 (a) par 1 et en posant
C
03 == 1\/7_T
2 k
majorée par leur produit [] (2a;). On obtient donc la deuxieme inégalité de (2.2.24) en

=1
Cg\/ 3T
2

. Puis chacun des entiers 2q; est supérieur ou égal a 2, leur somme 22 (n) est

choisissant Cy = . La derniére inégalité dans (2.2.5) se réduit & F' () < p; logn; elle
s’obtient en appliquant le Théoréme 2.2.1, avec A = logn, ce qui assure ’appartenance de «

au domaine D (A). =
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Chapitre 3

Grandes valeurs de la fonction K et

Propriétés des nombres K-champions

3.1 Introduction

Les grandes valeurs de la fonction K (n), ont été déja étudiées par L. Kalmar, P. Erdos et
M. Klazar et F. Luca et tout récemment par M. Deleglise, M. O. Hernane et J. L Nicolas,

qui ont amélioré ces résultats en montrant :

Théoréme 3.1.1 Il existe deux constantes positives Cs et Cq telles que :

1. Pour tout entier n suffisament grand on a

(logn)"/*
log K (n) < plogn — C5~————— (3.1.1)
loglogn
2. Pour tout n suffisament grand il existe m < n tel que :
1 1/p 1 /e
log K (m) > plogn — CG(mg—n) > plogm C6< 0g m) (3.1.2)
log logn loglogm

Preuve. Preuve de (3.1.1) Soit n = ¢i"¢5*...q;"* la décomposition de n en produit de

facteurs premiers distincts.

Lorsque k& = 1, on calcule par recurrence & 'aide de la formule

K= 3 K (5) =52k (3),

dln,d>1
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3.1. Introduction

K (n) = K (i) =2 <n

(3.1.1) est alors vérifiée pour toute constante Cs et pour tout n.
Nous supposons maintenant £ > 2. On pose N = p]'p3*...p5." < n. D’aprés la définition

de Kona K (n) =K (N).et a;log2 + aslog3 + ... + oy log pp = log N. L’encadrement

exp (¥ (a)) exp (£ (@) exp (py logn)
Cs ek /a10m...ap < Kn) < Cy k/2 < G mk/2 ’

donne

k
log K (N) < p,log N — Elogﬂ—l—logCLh

La définition de K implique K (n) = K (N) d’ou,

k
1ogK(n):logK(N)gpklogN—glogﬂquogCLL
qui avec log N < logn, donne
k k
log K (n) < pklogn—§log7r+logC’4:plogn—plogn+pklogn—§log7r+10g04
k
log K (n) < plogn — (p—pk)logn+§10g7r—log04 (3.1.3)

supposons n > 16 ce qui assure loglogn > 1. Comme
2 1.509...
p - pk’ ~ ! -1 P = —1 P
(=¢ (0) (p— 1) ke~ (log k)" k=" (log k)

il existe une constante positive vy, telle que

71
>
IS e og k))
Alors,
1 1/p
1. 812§k§M<10gn,ona
log logn
/p—1
71 71 (log ”)1
— > > =
PPy = (kr=1 (logk)’) — (log n)/* p=l " loglogn
w (log log n)p
1 1/p
2. Sik> %, on a alors
oglogn
g > b Llogn)”
2 — 2 2loglogn



3.1. Introduction

Dans les deux cas, on a :

k 1 1/p—1 1(1 1/p
(p—pk)logn+§log7r—log04] > (%w) logn+—M—logC4

loglogn 2 loglogn
1 1 1/p 1
> min (717 5) % —log Cy, on pose Cs = min (71; 5)
(logn)"’”
5
log log n

Pour n assez grand, avec C5 > 0. Ceci termine la démonstration de (3.1.1) . Pour démontrer

(3.1.2) , nous utiliserons le lemme suivant (cf [8]).

Lemmel. Soit k£ un entier positif; on range les 2% diviseurs de n = pips...p; par ordre

croissant : 1 =d; < dy < ... < dox = n. Alors, pour tout i, 1 <i < 2¥ —1, on a d;; < 2d;.
Preuve de (2). On applique le théoréme 2.2.1 avec A = logn et

k= {HMJ (3.1.4)

log logn

ou k est une constante positive satisfaisant
k< pa'l? =1.82.. (3.1.5)

et a est défini par

log p; ¥
_Z ogp; ().

pz—l

1 1/p 1 1/p
/{M est la partie entiére du nombre réel /{M :
loglogn loglogn

Par le théoreme 2.2.1, le maximum de F' est atteint au point,

z* = (27,25, ...,x5) avec z; = i=1,2,..k, (3.1.6)

ou les a; sont définis par

comme,

> x; logp; = logn. (3.1.7)
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3.1. Introduction

Lorsque n — +00, on a en utilisant la décroissance de (a) (cf. lemme 2.1.10) , puis (3.1.4)

pour obtenir une équivalente de k,

aplogn _ alogn alogn ap” >1, (3.1.8)

T] > Ty > > ap = =1 PPk ~ (klogk)” Tk
K3

la derniére inégalité provenant de (3.1.5).

=]

i

k
Construction de m. k étant défini par (3.1.4) et z* par (3.1.6) on pose mg = [[ p
=1
Par (3.1.7) on a

Soit d le plus grand diviseur de pyps...pg vérifiant d < n/mgy < pips...px. On pose m = mqd.

Par définition de d et par le lemmel on a n/mgy < 2d, et donc

n n
1< —=—x<2 3.1.9
—m  mod ( )
k
on écrit d = [] p;* avec €; € {0,1}. On a alors
i=1
k
i=1
avec
a; = |z} | +¢e, & €{0,1} (3.1.11)
Les relations (3.1.8), (3.1.11) impliquent,
1<|z]]| <a; < |af]+1<a;+1<2z, 1<i<k, (3.1.12)
et,par (3.1.9), (3.1.7) et (3.1.10) il vient
ok
“log?2 < log 2 = . — 2% logp; < 0. 3.1.13
0g2 <log— =3 (o —a)logp; < (3.1.13)

i=1
Poursuivons la preuve de (3.1.2) . La formule de Taylor et L’expréssion (1.3.6) de la forme

quadratique dérivée seconde de F' donnent

R N

(3.1.14)
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3.1. Introduction

avec, pour 1 <i <k, §; =0a; +(1—0)x;,0<0<1letf=(§,&,...,§). Par (3.1.13) on
a

&> 0af] +(1—6) 2] = |a7] > L (3.1.15)

Par (3.1.11), le quatriéme terme du second membre de (3.1.14) satisfait donc

_ & ¢ (&) (a; —a7)° N (>
; NAGER > i:Zl( i — )t > —k. (3.1.16)

le troisiéme terme est positif. le second terme, par (2.2.12), (3.1.13) puis le lemme 2.1.2

satisfait

; (o — 7) Oz (@") = py, Z:l (a; — x7) log p; = py, 10%% > —pylog2. (3.1.17)

De (3.1.14) , (3.1.16) et (3.1.17) on deduit
F(a) > F(z%) —plog2 — k. (3.1.18)

La relation (3.1.10), et ’encadrement (2.2.24) impliquent,

1 k
log K (m) > F(a) —k — 5 log a; + log Cs (3.1.19)
i=1
Avec (3.1.18) cela donne
1k
log K (m) > F (2*) — 2k — 5 log a; + log C5 — plog 2. (3.1.20)
i=1
Par (2.2.15) il vient
F(z") = plogn — (p — py) logn, (3.1.21)
d’ou
1 k
log K (m) > plogn — (p — p,,) logn — 2k — 3 > loga; + log C3 — plog2. (3.1.22)
i=1

Il reste & montrer que, a part plogn, les termes du second membre de (3.1.22) sont tous des

O <log (n)l/p /log log n) = O (k). Pour le terme (p — p;,) logn cela résulte de I'estimation

Y 2 _ 1.509..
T @) (=1 (loghy ke (log kY
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3.1. Introduction

k

1 k
et de (3.1.4). II reste donc & démontrer que Y loga; est un O (k) ie: z > loga; est un
i=1 i=1
O (1) lorsque k tend vers 'infini. Par (3.1.12)

1k 1k 1k
— > loga; < = > log (227) <log2+ — > log ;.
ki= kiz kiz

L’utilisation du lemme suivant, termine la preuve de (3.1.2) et du théoréme 3.1.1 =

_ | (logn)"””
N Iiloglogn

Lemme 3.1.1 Avec le choiz de k,

On a, lorsque n tend vers l'infini

1k
7 Z logz; = O (1)
1
Preuve. Puisque A = logn, la formule (3.1.6) avec z} = a;;koggb’ i=1,2,...k,
P —
donne
1k 1 k
T Y logz; = logay + loglogn — z S log (pf* — 1)
i=1 =1
k p’-)k 1k 1
= logay +loglogn — > ——logp; — — > log |1 — —
=1k k iz i
1 log p;
— = O%ZO , d’ou —logay = log Z 98Di ela implique que
ak i=1 pz i=1 p’L
o log p;
llog ax| = —logZT
-1 Pi
alors, logay = O (1).
1k 1 k 1
—>log(1l——)=01),car|d log|{1——)| <1
ki= i i=1 pi
d’ou

1k k
Z > log xf = loglogn — % > logp; + 0O (1) (3.1.23)
i=1 i=1

en utilisant le développement asymtotique de py

pr =k (logk +logloghk + O (1)).
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3.1. Introduction

et le théoréme des nombres premiers sous la forme » logp =z + O (z/logx),
p<z

k
> logpi =pp + 0O ( Dr ) =k (logk + loglogk 4+ O (1))
i=1 Dod log pi

ou

1 k
Z > log xf = loglogn — py, [logk + loglog k] + O (1)
i=1
on notons log, = = log log log z, il résulte de la définition (3.1.4)de k que
1
logk = —loglogn —logsn + O (1), loglogk =logsn + O (1),
P

et
p (log k + loglog k) = logom + O (1) .

Avec (3.1.23) cela donne

élogxf = (p—p;) (logk +1loglogk)+ O (1) = O (1)

| =
o)
RS
Bl

I 2 o 1509...
car, par I'équivalence | p — p, ~ (=" (0)) (p— 1) ko2 (log k)’ k»~ (log k)’

(p — pi) (log k + loglog k) tend vers 0 quand n tend vers U'infini. m
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3.2. Les nombres K-champions

3.2 Les nombres K-champions

Définition 3.2.1 Soit f une fonction arithmétique réelle, on dit qu’un entier N est un

f—champion si pour tout n on a
n<N= f(n)<f(N)

Comme la fonction K ne dépend que des exposants de la décomposition en facteurs

premiers de n, tout nombre K —champion N > 1 est de la forme donnée par :
Proposition 3.2.1 Soit N un nombre champion alors
N =2M13%2 pi*,  avec o > ag > ... > ap > 1.

Proposition 3.2.2 Soit N un nombre champion. Alors il existe un entier m < N tel que
(log N)'/*

log K (m) > plog N — Oy __
og K (m) > plog Cs oglog N

Le théoreme (3.1.1), nirﬂm sup K(n) = +oo, donc il existe une infinité de nombres
K —champions

K (n) est le nombre de solutions I’équation n = d;ds...d, , aux inconnus dy, da, ..., d, plus
grandes que 1. Chaque telle factorisation de n donne une factorisation non triviale de 2n,
2n = 2dydy...d,. Comme 2n admet la factorisation triviale 2n = (2n), on a, pour n > 2,
K (2n) > K (n).

Il en résulte que si ’on range les nombres K —champions dans ’ordre croissant, on obtient

1asuite,N1:1<N2:4<N3:6< ...<N7;<NZ‘+1 < ...
Proposition 3.2.3 Pour tout i > 1, on a,

3.3 Encadrement de w (N)

Théoréme 3.3.1 1. Soit N un K—champion assez grand. Alors:

(log N)'/*

loe K (N) > plog N — C,
0g K (N) = plog 6log10gN’

(3.3.1)
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3.3. Encadrement de w (N)

2. De plus, il existe trois constantes positives C7, Cg et Ny telle que, pour tout K —champion

N > Np,on ait
(log N)'"”

log N7
] <w(N) < s N)
log log N

. 3.3.2
- =8 log log N ( )

Preuve. preuve de (3.3.1). Pour le premier point, on utilise I'inégalité (3.1.2) du

théoreme (3.1.1).

(log N)'/*

Il existe m < N vérifiant logK (m) > plog N — Cs
log log N
. Puisque N est un K —chompion, on a K (N) > K (m), alors

(log N)"/*

log K (N) > log K (m) > plog N —
og K (N) > log K (m) > plog CﬁloglogN

preuve de (3.3.2). Posons k = w(N), I'inégalité

exp (F (a)) exp (F' (o)) exp (py, log n)
O3———m2 < K <(Ch———— < (Oy—F—==
Sek . Jarag..ar (n) = Gy k/2 =4 k)2
implique,
1
log K (N) < logCy+ pplogN — k Oiﬁ
log 7
< plog N — plog N +log Cy + p;, log N — k (3.3.3)
alors
log 7
log K (N) < plog N — (p— pg)log N — k:T + log Cj.
d’ou
log ™
(p—pp)log N < plog N — log K (N) — kZT +log Cy
Gréce a la relation (3.3.1) on obtient,
(p—p)log N < plogN — +plog N + C (log )™ logm 1
P — Pi) 108 =~ plog plog GloglogN 5 gLy
(log N)'/?
——— +1
0 loglog N tlog Gl
quand N — 400,
(log N)"* (log N)"/*
— logN < Cg——"—— +1 < 1 1) ———— 3.4
(p pk‘) og —06 loglogN + Og04—06( +0( )) loglogN (33 )
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3.3. Encadrement de w (N)

Par I’estimation,

2
PR () (p— 1) ke (log k)’

il existe donc C' > 0, tel que ,

k! (log k)” > C (log N)* " loglog N (3.3.5)

Mais la fonction y = f (t) = t*~! (logt)” tend vers l'infini avec ¢, et elle est croissante pour
t>1.

donc,

logy = log f(t) =log (t" " (logt)”)

= (p—1)logt+ plog(logt)

d’on,
cela implique que

par conséquent on a

or

d’ou la fonction réciproque f (t) satisfait:

- e y \7 _ (log N)'7*
W~ -1y ((logy)) " loglog N

Ceci donne la minoration de k = w (N) dans (3.3.2). =

Lemme 3.3.1 Soit N un nombre K—champion dont la décomposition en facteurs premiers
est N = 2%13%2__pi*, avec i > g > ... > ap > 1, et k = w(N) . Alors, lorsque

N — +o00, on a

1
log pr ~ —loglog N, ou p est la racine positive de l’équation ¢ (p) = 2 (3.3.6)
p
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3.3. Encadrement de w (N)

et
k
S i — 2| log pi = O ((1og N)5> avee § = (1+1/p) /2 = 0.789243... (3.3.7)
=1

ou x} est défini par (2.2.14).

(log N)*/*
Preuve. L’énigalité log K (N) > plog N — C6W et p > pg, impliquent qu’ il
existe m < N telle que
(log N)'/* (log N)'/?
log K (N) > log K > plog N — Cg—=—— > p,log N — Cg—=——— 3.
og K (N) > log K (m) > plog oglog N = 108N = Coo SN (3.3.8)

I’équation (2.2.15) du théoréme 2.2.1 donne F (z*) = p,log N. En appliquant le lemme

2.2.4 avec o = (o, (g, ..., ) , la majoration (2.2.16)

k—1 2
1
Flo) < F()— (Z | — l’fllogpi)
=1

- 4Alog py
s’écrit,
1 k—1 2
F <plogN — —— i — x| logp; | . 3.
(@) < pelog N = T (;Ia 7| 0gp> (3.3.9)

Par ’encadrement (3.3.2) du théoréme 3.3.1, k = w (V) tend vers 'infini avec N. En utilisant

(2.2.24) , il en résulte, que pour N assez grand,
k
log K (N) < F(a) +1og Cy — S logm < F(a).

cette inégalité avec (3.3.8) et (3.3.9) donnent,

k—1 2 1/
1 (log N)™/*
4log N log py. (Z o — 7] ng) = Co loglog N (3:3.10)

=1

_ (log N)'/*

Par I'inégalité (3.3.2) du théoréme 3.3.1, k = w (V) =< Toaloa N
0g log

N — 400,

ce qui entraine, lorsque

1
log pr, ~ log (klog k) ~ logk ~ —loglog N
)

et cela prouve (3.3.6) . De (3.3.10) et (3.3.6) on déduit la relation,

k—1

Z la; — xf|logp; = O <(log N)é) (3.3.11)

=1
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k
ou § donné par (3.3.7) .Pour prouver que Z la; — xf|logp; = O ((log N)(S), ce qui terminera
i=1
la preuve du lemme, il reste a vérifier que |(ay — z%) log p;| = O <(log N )6). La définition

A =logN et (2.2.4) donnent

k k
log N = Z a;logp; = Z x; log p;.
i=1 i=1

Il en résulte i
Z (o —x7)logp; =0 (3.3.12)
i=1
k—1

et donc, avec (3.3.11), on obtient, |(ay — x})logp;| < Z la; — 2f|logp; = O ((log N)5> .

=1
|

3.4 Exposants des petits facteurs premiers

Théoréme 3.4.1 Soit N un nombre K—champion dont la décomposition en facteurs pre-

miers est

N =2M3%2_pi* avec a; > ag > ... >y > 1,

1 log p;
et p est la racine positive de 'équation ¢ (p) = 2, et — = Z o8P _ (p). Lorsque
a

=1 pf -1
N — 400, on a
Q(N):ozl—i-ch—i-...—i—ak:blogN—l—O<(logN)5>, (3.4.1)
avec ¢ défini en (3.3.7),
a <=
.= t b= .= 0.8612985... 3.4.2
De plus, pour 1 < i < k, on a uniformément en i,
log N)°
a; = f;log N + O (M> . (3.4.3)
log p;
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Preuve. Démonstration de (3.4.1) . Pour cela il suffit de démontrer la majoration,

k +o00
Y ai — Blog N[+ Y BilogN =0 ((1og N)5) . (3.4.4)
=1 i=k+1

On applique le théoréme (2.2.1) avec k = w (N) et A =log N. On écrit alors,

k k k
> lai —Bilog N| <Y Jai — | + ) |27 — B;log N|
=1 =1 =1

. Le lemme 3.3.1 donne

k
Z la; — 27| <O ((log N)5> (3.4.5)
i=1
En utilisant le lemme 2.1.11 (car, par (3.3.2), k > 2)

k k
. B a
k
log N log p; (log N )
= C =0 3.4.6
>~ 9 (k‘ log k)pfl Zzl piﬂ2 Lr—1 ( )
Par la minoration (3.3.2) de w (N) = kil vient
log N
o =0 ((1og N)'"* (10g 1og N)* ) = O ((10g N)’) (3.4.7)

car 1/p < 4. Il vient ensuite

+0o0 +0o0 “+oo CL
Y Bi=> 5 7 Z = < /—dt = (3.4.8)

i=k+1 i=k+1 1= k+1 1= k:+1

ce qui avec (3.4.6) et (3.4.7) complete la preuve de (3.4.4) et de (3.4.1) Démonstration de
(3.4.3). Pour tout 7, 1 <i < k,ona

la; — B;log N| < |a; — x}| + |2] — B;log N| . (3.4.9)

Par le lemme 3.3.1 on a

1 5
- log N)° . 3.4.10
;= 31| € 2~ (log ) (34.10)
Les définitions (2.2.14) et (3.4.2) de 3, et x} et le lemme 2.1.11, donnent, pour tout i,
logp, log N 1 log N
|Oél' — 52 log N‘ S Cg gp2p & o1 = O ( %71 )
pi. (klogk) log p; k

En utilisant (3.4.7), il vient

1
o = B;log N| < 1—— (log N)’,

%

et avec (3.4.10) et (3.4.9), on termine la preuve de (3.4.3). =
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3.5 Exposants des grandes facteurs premiers

Lemme 3.5.1 Soit N = 2*13%2...p.* un K—champion tendant vers U'infini, o = (ay, g, ..., o),

et § est défini par (3.3.7).

1 XRlogp
1. Soit a = 1.100020011...la constante définie par — = Z &ppl; alors
a .
i=1 i
5
¢(a) =alog N + O ((log N) ) : (3.5.1)
— 1
2. Soit Ty = Z — = 0.62035.... Alors on a
j=1 17
5—1
T(a)="Ty+O ((log N) ) . (3.5.2)
, 2a
3. Soit By = «/ — = 1.883....Alors on a
V Ty
5—1
B (a) = By\/log N (1 +0 <(log N) )) (3.5.3)
4.
= Byv/m\/Iog NA (a ( ((log N)*~ 1)) (3.5.4)

Preuve. du lemme 3.5.1 Démonstration de (3.5.1). Soit 8 = (8;),5, ou les 3; sont
deéfinis en (3.4.2) . L'égalité

c(Axy, Az, ...) = Ac (w1, 22, ...)
le lemme 2.1.5 et la majoration (3.4.4) donnent
}c(g) —c(@) 10gN| = ’c( ) — c(ﬁlog]\/’)‘

< 22|o¢Z p;log N| + 2 Z |8, log N| = ((logN)§_1>.
i=k+1
Il reste a vérifier que ¢ (é) = a. Or, par définition de p, on a

i )

i=1 D; =1

En utilisant la formule
+w

H(1+%):2.

J=1
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3.5. Exposants des grandes facteurs premiers

qui définit ¢, cela s’écrit

ﬁ(u = ):ﬁo 1+@ :ﬁ<1+%)

i=1 p; — i=1 j=1
d’ou
c (2p1_ 1 3p1_ 1,...) =1.
Puisque 3, = pa_ T on obtient c (ﬁ) = a en multipliant les deux termes de cette égalité
par a . s

Démonstration de (3.5.2). Par la définition (3.4.2) ,ona 8, = — a 1 cela implique 3,/ (a + 3;) =
D —

1/pf. L’estimation (3.4.3) o le O ((log N)‘;*l) est uniforme en i, et (3.5.1) donnent alors

e & N (140 (e )
T(a) = 2_; cl)Fai” S (a+ atogN (140 (10 V) )

=) pig (140 (g N)'™)) = Xk:% +0 ((log Ny

ce qui prouve (3.5.2), car , par (3.4.7) et (3.4.8) on a

f ]% ~0 <kp1_1> ~0 ((log N)5_1> .

i=k+1"7?

Démonstration de (3.5.3) . La formule (3.5.3) est une conséquence

B 1 & a; B  [2c(a)
Blo) = {QC(Q)ZC(QHCVZ} -\ T(a)

i=1

[ 2(eroN -0 (o)) \/@(uo (Gog 1))

To+ O ((log N)5_1>
= Bo/log NV (1+0 ((1og\)" "))

Démonstration de (3.5.3) . Choisissant n = 1 —§ dans le théoréme 2.2.1 (théoréme de Evans)

N

on obtient

K (N) = V7B () A(a) (1+0@(N)").
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On conclut avec (3.5.3) et (3.4.1)

K(N) = \/%Bm/logN(Ho ((mgzvyS 1))A(Q) (1+O(Q (N))fH)
= BO\/_\/logNA < <10gN )

Définition 3.5.1 Soit N = 2*13*2..p* un K—champion tendant vers linfini, et M un
entier dépendant de N, M = 20‘13a2...pk, , avec o, > 1, pour 1 < i < K'.On pose

/

o = (o, aly,...,a)), et p=9—1/p=0.210.... On dira que M est voisin de N si,
o~ all = O ((log N)*) = O ((10g N)" ).
Lemme 3.5.2 Si M = 2"’130"2...]92,;“ est un voisin de N, on a
log M =log N + O ((1og N)‘S) . (3.5.5)
Q (M) =blog N + O <(10g N)5> . al=flogN+O <(10g N)5> (1<i<k). (3.56)

Preuve. Démonstration de (3.5.5). Posons k; = max (K, k). On

k1
log M —log N| = Y (af — ;) logp:
i=1
k1
< > [(af = o) logp; < [l — af log pr,
i=1
(log N)'/”

Par (3.3.2), k=w(N)=0 loglog N Puisque M est voisin de N, on a

0 <k —k< (logN)". Par (3.3.2)

_ w_ o ((Gos ) og N \"\ _, (Log )"
ki = w(N)+O((logN) )_O<loglogN)+O ((logN)l/p> _O<loglogN).
= 0 ((logN)l/p)

Par le théoréeme des nombres premiers

Pk, ~ kiloghks = O ((log N)l/p) log (O <(10g N)1/9>> —0 ((log N)l/p>
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et, par hypothese ||[o/ — af = O <(10g N)(S_l/p) , d’ou (3.3.5).
Démonstration de (3.5.7) . L’égalité (3.4.1)

Q(N)=a1+as+ ...+ a,=blogN + O ((ng)a) 7
et la majoration évidente
(M) - Q(N)| < [ld —af O ((log N)5> -
donnent

QM) = Q(N)+0 ((log N)‘S)
= blogN+ O <(10gN)5) :
Pour i satisfaisant ¢ < min (k, k"), ’éstimation (3.4.3)

(log N)°
10% Di

a; = B log N + O ( ) et (0}~ )| < o’ — ] = O ((log NY')

donnent

o) = ai+0((logN)") = B,log N + 0 ((llooggjz .)6> +0 ((log N))
= f,log N+ O ((10gN)6> :

Lorsque k < i < K/, on écrit

lai — B;log N| < o} + B, log N < || — a|| + 8;log N = 3;log N + O ((10gN)5> )

IS
[\

EalSY

a 1
On termine en remarquons que 3, = <—S=0——|,vu(336). =m
pi—1"p (log N)* o)

Lemme 3.5.3 Avec les notations de la définition 3.5.1, soit N un K -champion qui tend vers
Uinfini et M = 20"130‘/2...]?:,;“ un voisin de N, et o/ = (o}, a, ..., ) (ou plus généralement,
o € R*¥ quee ||/ — all = O ((log N)"). Soit &, a, Ty et By les constantes figurant dans le

lemme 3.5.1, alors on a :

c(d)=alogN + O <(log N)é) : (3.5.7)
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T(a)=Ty+ O <(log N)‘H) , (3.5.8)
B (/) = Boy/log N + (1 +0 ((log N)5_1>> , (3.5.9)
K (M) = Bov/7\/log NA () (1 +O <(10g N)5’1>) . (3.5.10)

Preuve. du lemme 3.5.4 preuve de (3.5.7), comme on a par (3.5.1): ¢(a) = alog N +
0 ((log N)é) , il suffit de montrer que |c(a/) — ¢ (a)| = O ((log N)5> . Le lemme 3.5.2 et la
définition 3.5.1
e(e) — e (@) <2[le’ — all = O ((og N)')

Démonstration de (3.5.8) , comme on a (3.5.2) il suffit de montrer que |7 (o/) — T ()| =
@) ((log N)(S*l) . Le lemme 3.5.5 donne

) o' — af
T) =Tl = 3 o V). QD)

Par (3.4.1) et (3.5.7) on a Q (M) ~ Q(N) ~ alog N, et avec la définition 2.1,on en déduit
T (@)~ T (a)] = O ((log N)’™").

d’ou
T(a') =Ty +0 ((log N)’ ")

démonstration de (3.5.8), on a par définition de B,

cela implique que

de (3.5.2) et de (3.5.3) .

; < . ((1 N)5)) ., @) ((log N)a)
N alog ¥ + U log _ [0 s 2alog N
B(d) = T+ 0 ((log N)é—l) V1 V1eg N o ((log N)5—1>

To

1+

— Bo/log NV (1+0 ((1og )" "))
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Démonstration de (3.5.9). En choisissant n = 1 — § dans théoréme d’Evans dans la formule
K (n)=vrA(2)B(a)(1+R(a)) avec |R(a)| <co((a))™”
on obtient
K (M) = V7A (@) B (@) (1+0 (M)

on conclut avec (3.5.8) et (3.5.6)

K (M) = Bov/m/log NA (o) (140 ((log V) ™") ) .

Lemme 3.5.4 Soit N = 2*13*2...p;* un K—champion tendant vers l'infini et & = (aq, aa, ..., ) .

Soit alors x € RY dépendant de N, tel que ||z — af = O <(10g N)5>. Alors, pour tout i tel
que pi = o ((log N)lf‘;) on a

OF (z

(—) _ ) p 1-6
5u = Plogpi+0 <pi (log N) ) . (3.5.11)

Preuve. D’aprés la démonstration du lemme 1.3.1

aF—@zlog(M).

ox; Z;

1
Par (3.4.2), on a 3; < —;. Par le lemme.3.5.2 , on a

z;— x| =2z — 2|

e (z) — ()] < 22

des relations (3.4.3.), (3.5.1) et de la définition de 3;, on déduit

lc(@) —c(a)] <2z —af| dou c(z)=c(a)+O0 ((10g N)5>

cl)+m cla)+a; +0 ((10gN)5>
= - a; +0 <(10g N)5>

alog N + 3;log N + O ((logN)6>
B;log N + O <(108§ N)6>
= o (140 (p 105 )))
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et donc,
agx(l@ = log (%fﬁh) = log <pr (1 + (1 + O <pr (log N)éfl))>>
= plogp+ O (pf (log N)é_l) .
n

Le lemme précédent précise la variation de F («) lorsque on multiplie un champion
N = 2*13%2__p'* par un petit facteur premier. Le lemme suivant précise la variation de
F (o) lorsque I'on multiplie M’ = 2% 30‘/2...]):,’“', voisin d’un champion, par un grand facteur

premier.

al

Lemme 3.5.5 Soit N = 2°13°2_.p%* un K —champion tendant vers linfini M' = 2°13%2...p, ¥
un voisin de N. Soit i un indice tel que p° > (logN) '™ et i < K + 1. Soit M" =
M'p; = 2013 _p k" K" = max (i, k') . En posant o' = (o4, o, ..all,) et o/ = (o, aby, ...al},).

Lorsque i = k' + 1, on pose o, ; = 0 et o' = (a],ay,...a;,0). On a alors

F(a")—F(d) = 1+loga+loglogN

—(a; + 1) log (o + 1) + a; log o, + O ((log N)6_1> (3.5.12)
en convenant que o logal = 0 pour o = 0.

Preuve. Commencgons par remarquer que M” est aussi voisin de M.

1. 1l resulte de p? > (log N) ™°, de (3.4.3) et de la définition 3.5.1 que l'on a
o =0 ((log N)° ) . (3.5.13)
Posons ¢’ = ¢ (o) et ¢ = ¢(a/). Montrons que
& = %0 +0 ((1og N)‘H) . (3.5.14)

On considére la fonction G (t) = c(a/ +t(a” —a')). G est dérivable et, par le théoreme

des accroissements finis , on a ¢/ — ¢ = G (1) — G(0) = G'(t) avec t € ]0,1[. Posons
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y=a +t(a" — o). d’aprés le lemme 2.1.2, (3.5.7), (3.5.8) et (3.5.13), on a

dc 1 c(v)
or V=T ) ot

1 alog N + O ((log N)5>
Ty + O ((log N)5_1> alog N + O ((log N)§>

- Tio +0 <(10g N)5>

@) =

ce qui démontre (5.3.14).

2. Ecrivons,
k
Z:cﬂog( > Z z;log (z; + ¢ (z)) — x;log x;)
=1
K K
F@)-F() = > alog - ) o ogc+a
]LJTZ A+ 04-]—1—11#1 , c’ + o
+ (o) + 1) log (oz;——l—ll) — ol log < o Z)
soit
F (") —F(d) =51+ S2+ a;loga — (a; + 1) log (o) + 1) (3.5.15)
avec
K , -
S = j_lz’j:# o, log (1 + o a;> (3.5.16)
et
Sy = (o +1)log (" + )+ 1) — allog (¢ + «). (3.5.17)

Par (3.5.6), (3.5.7), on a ¢ + o} < log N, ce qui entraine par (3.5.14), la relation,

"= "= O (1) 1 1
c + o :c’—l—a’.+ loc N Tc+
J J (og ) 0

log (1 + —|— @) <(10g N)572> :

Il en resulte

k // C/
S, = Z alog(l—i— ’+a)

Jj= 1#1
k
= — Z o’ log —— /+ ( Z a&) O((logN)é—z).
J 1#i J=Lg#i
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Puis en utilisant le lemme , (3.5.7), (3.5.6) et (3.5.13)

S = Tio (T (o) - o fa;) + QM) —a))O ((10g N)H)
= 140 ((ogN)"™"). (3.5.18)

3. La définition (3.5.17) de S, donne,

" +a;+1
d+d—-d+a+1
c+ o )

Sy = log (" +a;+1)+ a;log

= log(c"—i-oz;+1)+oz;10g(
d—d+1

= log(c"+al+1 log (1+ ————— ).
og (" + aj + )"’%Og( + cral )

Avec (3.5.7), (3.5.14) et (3.5.14) on déduit,

Sy = log (a log N (1 +0 ((log N)‘s_l))) + O ((log N)5> ((log N)_l) :

Gréace aux relations (3.5.14) et (3.5.18) on déduit (3.5.12). =

/

Lemme 3.5.6 Soit N = 2*13%2...p.* un K—champion tendant vers l'infini et M' = 2""136‘/2...]9:’“'
un voisin de N.

1. Soit p; un nombre premier tel que p; = O ((log N)"), avec

1-9
0<n<—2=012192... (3.5.19)
p
Soit u un petit entier, u = O ((loglog N)), et M" = ptM'. Alors lorsque N tend vers
I'infini,

KM 5-1
=" (140 ((og N ). 3.5.20
car =M (1+0 (toe M) (3.5.20)

2. Sip; > (log N)(l_é)/p eti < k' +1 alors, lorsque N — o0, on a en posant o, ., = 0,

T S

Preuve. 1. Posons o = o pour j # i, of = o} +u et " = (af,ay,...,ay;). Comme
M" et M’ sont des voisins de N, par (3.5.10), on a
K (M”) BO\/7_T\/lOg NA (g") (1 + O ((log N)6_1)> A (O//) ( ( )6 1
= =—>(140 ( log N)°~ ))
K (M) Byy/my/log NA (¢) (1 + O <(10g N)§_1>) A (o)

o8



3.5. Exposants des grandes facteurs premiers

et, on a
1 mTT L
R el by
Al) — .
VRl e
" s(al) v s (o
v S
7
= exp(F (")~ F ()= <(§)> car ] §Z§ -
.
s(afy = it ] (afy = LD
donc | |
A e (F )~ F ) S (3:5:25)
Par (3.4.2) et 'hypothése p; = O ((log N)") on a
5i:p5_1 2p_>> (log N)

Par (3.4.3) et (3.5.19), et la définition 3.5.1, pour j,0 < j < u, ona a/,+j+1 > (log N)' ™",

donc

s (af +J)

s(a+7+1)

- ))

1 Lo 1
2(a+j+1) o, +j+1

o).

De u = O (loglog N) il resulte alors

a—l—u

a—l—j o
(o +j+1)

loglog N
(log N)' ™"

ey e (wevs)

quand N tend vers l'infini, et avec (3.5.23),

— e (F ) - @) (140

loglog N

Tog N7 (3.5.24)

)
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Par le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € |0, 1], tel que

Fla") - Flo) =22 (@ +t(a"— a).

Puisque ||o”" — /|| = |u| = O (loglog N), on en deduit avec (3.5.11) que

Fd")—F(d) = wuplogp; + 0O ((log log N) pf (log n)‘s_l)

loglog N )

= uplogp;+0 | ———————
plogp ((log N)l—é—np
puis (3.5.20) a I'aide de (3.5.19).

2. Lorsque p; est grand, on a, comme dans le point 1,

L0 A 10 ()

et par (3.5.12)
F(")—F(d) = 1+loga+ loglog N
— (o +1)log (a + 1) + o} log o + O ((log N)5_1> :
De cette égalité,et de (3.5.35) (avec u = 1), on déduit

/

A (") alog N ( o >ai s (af)
s (aj

(140 (0gny ™))

A (o) d+1\ah+1) s(al+1)
~ alogN S—1
= —044—1 <1+O<(logN) ))

Théoréme 3.5.1 Soit N = 2*13**...p* un K—-champion.
1. Pour N suffisament grand, on a ay =1
2. Pour j > 1, un entier fivzé. On désigne par P; le plus grand nombre premier tel que Pj

divise N (en particulier Py = py). Lorsque N tend vers l'infini

log N\ #
Pj~<“ °8 ) ~ jVrp, (3.5.25)

J

3. Lorsque N tend vers l'infini,

(log N)'/*

N) ~ pa'/? :
w(N) ~ pa loglog N

(3.5.26)

60



3.5. Exposants des grandes facteurs premiers

Preuve. Démonstration du point 1. On suppose ay > 2 et on pose

M= Pk+1Pk+2 ‘
2Dk—1Pk

Lorsque N tend vers 'infini, k£ tend vers I'infini. Pour N suffisament grand on a donc

M < N,
et puisque N est un champion
K (M) < K (N).
On pose
M=,y = Ny N e - NPy NPeabee o) g
Pk Pk—1DPk Pk—1DPk Pr—1Pk
Ces nombres sont des voisins de N, et par (3.3.2), on a pp_1 > (log N)(lf(s)/p pour N

assez grand. En appliquant 5 fois le lemme 3.5.8, lorsque N tend vers l'infini, on a

K(M) 1 K (M(H—l)) X100
~ K (N) 11 KMO) ~ 2w xixi (3:5.27)

On a donc pour N assez grand

(Oék_lOék) /2/) 5 2 =3.314

Puisque oy, est un entier , il est plus petit que 2, il y a contradiction.

Démonstration de (3.5.25) . Soit i, dépendant de N, le plus grand indice tel que a; > j.
Cet entier i est caractérisé par «; > j > «a;41.Notons j' = «; et j7 = ;1. D’aprés (3.4.3)
il esxiste une constante C' telle que

j> i > B log N — C (log N)® > ——log N — C (log N)° .
Pit1
Cela implique
pir1 > (log N)O™D/% et donc aussi

et donc aussi

pi > (log N)@ /%,
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3.5. Exposants des grandes facteurs premiers

log
Le nombre étant irrationnel, si 'on ordonne I’enssemble des 2“3"en une suite crois-

log 2

sante (z,), on a limx,,1/x, = 1. En conséquence, pour tout ¢ > 0, il existe N, tel que,

pour tout champion N > N,,il existe des entiers u’, v/, u”, v” > 0 avec
(1—€)p; <293 < pi < pis1 < 293" < pig1 (L+€) < p; (1+2€). (3.5.28)
De I’encadrement ci-dessus, de p; < py et de (3.3.6) il résulte que
', v u” 0" =0 (loglog N) . (3.5.29)
Soit

M' =N2v3"/p;< N et M = N;Z—? < N. (3.5.30)

La majoration (3.5.29) avec (3.4.2) entraine que, pour N assez grand, u” < a; et v” < qs.

Ainsi M’ et M” son entiers. Comme N est un K —champion on a
K(M)< K(N) et K(M”) < K(N).

Par le lemme 3.5.8 on a comme en (3.5.27)

K (M) 2,305 . K (M) alog N
~ e ~ .
K (N) alog N K (N) 2007307 (57 4 1)
Et donc, puisque 23" > (1 — €) p;,
oK (M)
1—¢€)pP < <1
soit ) )
1 alog N\~ 1 alog N\~
P =p; < < :
: p”l—e( Iz ) —1—6( j )

De méme, la majoration K (M”) /K (N) < 1 avec 2*" 3" < p; (1 + 2¢) donne

P —p > 1 alogN .
T (429

Démonstration de (3.5.26). Choisissant j = 1 dans (3.5.25) on obtient

=

pr =P ~ (alog N)7 |

puis, par le théoréeme des nombres premiers, klogk ~ (alog N )% et logk ~ %log log N et

cela donne
(log N)"/*

k=w(N)~ pa'? .
w(N) ~ pa loglog N
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3.6. Estimation de @ (X)

3.6 Estimation de @ (X)

Soit () (X') le nombre de K —champion au plus égaux a X. N = 2*13*2__p'* un K —champion

avec ay > g > ... > ay > 1 et par cette propriété , on a comme en [3] paragraphe 6.4

log X < Q(X) < exp ((1 +o(1)) 2K, [ et )

ﬁ log log X

Théoréme 3.6.1 1. Pour X assez grand, on a
Q(X) > (log X)"".
2. Lorsque X tend vers l'infini
log Q (X) = O ((log X))
ot § = 0.788...a été défini en (3.3.7).

Preuve. cf([5]) m
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3.6. Estimation de @ (X)

M. Deleglise a calculé tous les champions de Kalmar jusqu’a X = 557940830126698960967415390.
I1 a obtenu 340884 nombres de la forme N = 2%13%?...p;*. Mais seuls 761 sont de véritables

champions.

On pourra consulter la table des 761 champions de la fonction de Kalmar sur le site

http://math.univ-lyonl.fr/~deleglis /tables.html
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié essentiellement les grandes valeurs ainsi que les
propriétés des nombres champions de la fonction de factorisation de Kalmar. Cette fonction
a été étudiée par plusieurs auteurs, nous nous sommes intéressés aux derniers résultats
obtenus et publiés dans ([5]), par M. Deleglise, M.O. Hernane et J.L. Nicolas.

Plusieurs problémes ouverts ont été annonceés a la fin de leur article. Nous envisageons de
continuer sur ce sujet et essayer d’y apporter des réponses. Il serait intéressant d’expliciter
les constantes intervenant dans les théorémes cités.

On pourrait aussi, essayer d’améliorer I'estimation Q(X) du nombre de champions in-

férieurs & une certaine borne X.
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