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Notations

Notations :

Nous utiliserons les notations suivantes :

f (x) � g (x) signi�e que lim
x!1

f(x)
g(x)

= 1:

log, le logarithme Népérien.

P = f2; 3; 5; 7; 11; 13; :::g ; l�ensemble des nombres premiers.
pk le k � i�eme nombre premier tel que p1 = 2, p2 = 3;
p un nombre premier.

� (x) la fonction qui compte le nombre de nombres premiers plus petits que x,

� (x) =
X
p�x

1:

Li; le logarithme intégral :

Li (x) = lim
"!0

0@1�"Z
0

dt

log t
+

xZ
1+�

dt

log t

1A ; x > 0

� (x) =
X
p�x

log p; la fonction de Chebyshev, � (x) � x:

� (n), la fonction arithmétique, qui compte le nombre de diviseurs de l�entier n,

� (n) =
X
dnn

1:

! (n) ; la fonction arithmétique qui compte le nombre de facteurs premiers distincts de

l�entier n:


 (n) ; le nombre de facteurs premiers de l�entier n, comptés avec multiplicité.

� (n), la fonction arithmétique de Möbius.

� (s) ; la fonction Zéta de Riemann.

bxc : la partie entière du nombre réel x
Pour toute suite x = (xi)1�i�� de réels de longueur !, �nie ou in�nie


 (x) =
!X
i=1

xi (lorsque cette somme a un sens ) et kxk =
!X
i=1

jxij. Si x = (x1; x2; :::; xk) 2 Rk+

et y = (y1; y2; :::; yk) 2 R`+ on dé�nit x
0
=
�
x
0
1; x

0
2; :::

�
par x

0
i = xi pour 1 � i � k et x

0
i = 0

iv



Notations

pour i > k et y
0
=
�
y�1; y

0
2; :::

�
par y

0
i = yi pour 1 � i � ` et y

0
i = 0 pour i > ` .x� y = x0 � y0 :

A l0essemble des suites de réels positives où nuls tel que 0 � 
 (x) < +1, 0 = (0; 0; 0; :::) et
A� = An f0g :
Si x 2 A� on note ! (x) = sup fj 2 N;xj 6= 0g :
Pour n entier, de décomposition en facteurs premiers n = q�11 q

�2
2 :::q

�k
k , ! (n) = k et


 (n) =
kX
i=1

�i:

f (x) � g (x) ; s�il existe x0 > 0; a > 0; b > 0 tels que: 8x > x0 , af (x) � g (x) � bg (x) :

v



Grandes valeurs de La fonction arithmétique de Kalmar

Grandes valeurs de La fonction arithmétique de Kalmar

Introduction

La fonction de Kalmar compte les solutions de l�équation diophantienne

x1x2:::xr = n;

c�est aussi le nombre de factorisations de l�entier n en produit de r facteurs entiers xi � 2;
1 � i � r:
L�étude des grandes valeurs de la fonction K (n) est un sujet qui a été déja étudié par

L. Kalmar, P. Erdös, E. Hille, R. Evans, M. Klazar et F. Luca. Les resultats de ces derniers

ont étés améliorés par M. Deleglise, M. O. Hernane et J. L. Nicolas (cf [5]) où ils ont montré

qu�il existe deux constantes C5 et C6 tels que, pour tout entier n su¢ sament grand on a

logK (n) � � log n� C5
(log n)1=�

log log n
où � est solution de � (s) = 2;

et pour tout n su¢ sament grand il existe m � n tel que :

logK (m) � � log n� C6
(log n)1=�

log log n
� � logm� C6

(logm)
1=�

log logm
:

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à l�étude des résultats récents dûs notamment à

M. Deleglise, M. O. Hernane et J. L. Nicolas, nous détaillons les principales démonstrations

et nous donnerons quelques résultats et propriétés des nombres K�champions.

Ce présent mémoire est constitué de trois chapitres :

Le premier chapitre, est consacré aux rappels sur les fonctions de factorisation d�un entier

n ainsi que quelques propriétés de la fonction de Kalmar et les grandes valeurs de cette

fonction.

Dans le deuxième chapitre, nous exposons un théorème d�Evans (cf [6]) qui donne une

estimation de la fonctionK (n) ; nous exploitons ce théorème pour étudier les grandes valeurs

1



Grandes valeurs de La fonction arithmétique de Kalmar

de la fonction de Kalmar.

Nous approchons la foncion K (n) par la fonction F dé�nie par :

F (x) =
kX
j=1

xj log

�
1 +

c (x)

xj

�
=

kX
j=1

(xj log (xj + c (x))� xj log xj) ;

puis nous résolvons le problème d�optimisation suivant :

(P )

8<: x 2 D (A)
maxF (x)

;

où D (A) � R�k+ est le domaine dé�ni par

x1 log 2 + x2 log 3 + :::+ xk log pk � A; où A est un nombre réel positif.

Le problème d�optimisation (P ) a été résolu par Evans (cf [6] Lemme 6), à l�aide des

multipicateurs de Lagrange.

Dans le troisième chapitre, nous étudions l�ordre maximum de la fonction de Kalmar et

nous donnons quelques propriétés des nombres K�champions, ainsi qu�une estimation du
nombre de champions inférieurs à une borne X:

2



Chapitre 1

Fonctions de factorisation

1.1 Dé�nitions et propriétés

La fonction de factorisation la plus classique est le nombre de diviseurs de l�entier n :

� (n) =
X
dnn

1;

elle est aussi le nombre de solutions de l�équation diophantienne x1x2 = n en nombres entiers

positifs x1 et x2: On a :

� 2 (n) = � (n) =
X
djn

1:

Pour r = 0

� 0 (n) =

8<: 1 si n = 1

0 si n � 2
:

Pour r = 1

� 1 (n) = 1.

Pour r � 2, � r (n) est le nombre de solutions de l�équation diophantienne

x1x2:::xr = n; (1.1.1)

C�est aussi le nombre de représentations de l�entier n en produit de r facteurs entiers. Sa

série génératrice est donnée par la relation :
1X
n=1

� r (n)

ns
= � (s)r ; Re (s) > 1: (1.1.2)

3



1.1. Dé�nitions et propriétés

en e¤et, on a

� (s)r =

 X
x1�1

1

xs1

! X
x2�1

1

xs2

!
:::

 X
xr�1

1

xsr

!

=
1X
n=1

X
x1x2:::xr=n

1

(x1x2:::xr)
s

=
1X
n=1

1

(x1x2:::xr)
s

X
x1x2:::xr=n

1 =

1X
n=1

� r (n)

ns

où � (s) est la fonction Zeta de Riemann dé�nie par

� (s) =
1X
n=1

1

ns
=
Y
p

�
1� 1

ps

��1
; p 2 P et Re (s) > 1

L�équation � (s) = 2; admet une seule solution positive � tel que
3

2
< � < 2:

la valeur approchée de � est � = 1:728::;

La fonction de factorisation d�Oppenheim notée O (n) compte les factorisations d�un

nombre entier n, mais sans tenir compte de l�ordre des facteurs.

Exemple : n = 12 admet O (12) = 4; ces factorisations sont: 12 = 2�6 = 3�4 = 2�2�3:
Elle a pour série génératrice,

1X
n=1

O (n)

ns
=
Y
n�2

�
1� 1

ns

��1
:

Soit A � f2; 3; :::g; E. Hill et P. Erdös ont généralisé le problème du nombre de factori-
sation en introduisant la fonction KA (n) qui compte le nombre de solutions de (1:1:1) pour

tout r et xi 2 A:
Dans le cas particulier A = P, la fonction KP compte le nombre de solution de (1:1:1) en

nombres premiers p1; p2; :::; pk:

Soit n = q�11 q
�2
2 :::q

�k
k où les qi sont des nombres premiers distincts on a : 
 (n) =

kX
i=1

�i.

La seule possibilité d�écrire n sous la forme (1:1:1) avec x1; x2; :::; xk premiers est de prendre


 (n) = r et de choisir �1 variables xi égales à q1, �2 égales à q2; ..., �k égales à qk:

4



1.2. La fonction de Kalmar

Le nombre de façons de faire ces choix est le coe¢ cient multinomial,

KP (n) =

�
�1 + �2 + :::+ �k
�1; �2; :::�k

�
=
(�1 + �2 + :::+ �k)!

�1!�2!:::�k!
: (1.1.3)

1.2 La fonction de Kalmar

En 1931 L. Kalmar a étudié le cas particulier du nombre de solutions de (1:1:1) avec la

condition xi � 2 et en tenant compte de l�ordre des facteurs. Il a dé�ni la fonction K (n) et
a montré que , lorsque x �!1

X
n�x

K (n) v �1
�� 0 (�)

x�: (1.2.1)

La majoration du reste dans la formule (1:2:1) a été précisée par Ikehara [10] et H.-K.

Hwang [9] :

Soit � > 1, R. Evans a dans [6] considéré une fonction plus générale K� (n) dont la série

génératrice est
�� 1
�� � (s) =

1X
n=1

K� (n)

ns
:; avec � (s) 6= � (1.2.2)

Lorsque � = 2, on obtient la fonction K (n) de Kalmar.

Dé�nition 1.2.1 La fonction de Kalmar compte les solutions de l�équation diophantienne

(1:1:1) pour tout r; mais avec la condition que chaque facteur xi doit véri�er xi � 2.

Exemple 1.2.1 Les factorisations de n = 12 sont : 12 = 6� 2 = 3� 4 = 4� 3 = 2� 6 =
2� 3� 2 = 3� 2� 2 = 2� 2� 3
donc K (12) = 8:

La formule (1:1:3) ; ne s�applique pas à la fonction de Kalmar. Cependant il existe une

formule dûe à Mac- Mahon (cf [15]) aussi (cf [14]) pour K(n):

Si la décomposition de n en produit de facteurs premiers est n = q�11 q
�2
2 :::q

�k
k , alors

K (q�11 q
�2
2 :::q

�k
k ) =

�1+�2+:::�kX
j=1

j�1X
i=0

(�1)j
�
j

i

� kY
h=1

�
�h + j � i� 1

�h

�
(1.2.3)

5



1.2. La fonction de Kalmar

La formule (1:2:3) ; ne permet pas d�étudier les grandes valeurs de K (n), cependant a partir

de (1:2:2), Evans a donné dans [6] une formule asymptotique pour K (q�11 q
�2
2 :::q

�k
k ) lorsque


 (n) = �1 + �2 + ::: + �k tend vers l�in�ni. C�est cette formule que nous utiliserons pour

étudier les grandes valeurs de la fonction de Kalmar.

Dans certains cas particuliers la formule (1:2:3) se simpli�e, en e¤et,

si n = q�; q premier et � � 1 alors

K (q�) = 2��1

si n = qi1q
j
2 , et si i � j on a,

K
�
qi1q

j
2

�
= 2i+j�1

jX
k=0

�
i

k

��
j

k

�
2�k:

Exemple 1.2.2 Pour n = 100 = 2252;

K
�
2252

�
= 22+2�1

jX
k=0

�
2

k

��
2

k

�
2�k

= 23
��
2

0

��
2

0

�
2�0 +

�
2

1

��
2

1

�
2�1 +

�
2

2

��
2

2

�
2�2
�

= 8

�
1 + 2 +

1

22

�
= 26

les 26 factorisations de n = 100; sont : 100 = 2� 2� 5� 5 = 2� 5� 2� 5 = 2� 5� 5� 2 =
5�5�2�2 = 5�2�5�2 = 5�2�2�5 = 4�5�5 = 5�4�5 = 5�5�4 = 10�2�5 =
2� 10� 5 = 2� 5� 10 = 5� 2� 10 = 10� 5� 2 = 5� 10� 2 = 10� 10 = 25� 2� 2 =
2� 25� 2 = 2� 2� 25 = 4� 25 = 25� 4 = 20� 5 = 5� 20 = 50� 2 = 2� 50,

Exemple 1.2.3 Pour n = 729 = 36; on a

K (729) = K
�
36
�
= 26�1 = 25 = 32;

il y a donc 32 façons de représenter 729 comme produit d�entiers � 2:

6



1.2. La fonction de Kalmar

1.2.1 Propriétés de la fonction de Kalmar

Pour n � 2 la fonction de Kalmar véri�e les propriétées suivantes,
1)

K (n) =
X

djn;d>1

K
�n
d

�
=
1

2

X
djn

K
�n
d

�
(1.2.4)

2)

1X
n=1

K (n)

ns
=

1

2� � (s) (1.2.5)

=

1X
k=0

(� (s)� 1)k

Preuve. La première égalité dans 2) s�obtient à partir de la relation d�Evans (1:2:2)

pour � = 2: Comme :

1

2� � (s) =
1

1� (� (s)� 1)
= 1 + (� (s)� 1) + (� (s)� 1)2 + :::+ (� (s)� 1)k + :::

=
1X
k=0

(� (s)� 1)k :

la deuxième égalité est établie.

La fonction de Kalmar K est reliée aux fonctions � r par la relation,

K (n) =
1

2

1X
r=0

� r (n)

2r
:

Preuve. On a

1

2� � (s) =
1

2

1

1� � (s)
2

=
1

2

 
1 +

�
� (s)

2

�
+

�
� (s)

2

�2
+ :::+

�
� (s)

2

�k
+ :::

!

=
1

2

1X
r=0

� (s)r

2r
=
1

2

1X
r=0

1X
n=1

� r (n)

ns

2r
=
1

2

 1X
r=0

� r (n)

2r

1X
n=1

1

ns

!
=

1X
n=1

1

2

1X
r=0

� r (n)

2r

ns
:

7



1.3. Grandes valeurs des fonctions de factorisation

la propriété précédente permet de déduire

K (n) =
1

2

1X
r=0

� r (n)

2r

1.3 Grandes valeurs des fonctions de factorisation

S. Ramanujan fut le premier, dans [18] à étudier de façon extensive les grandes valeurs de

la fonction � 2 = � . Pour cela, il a introduit les nombres hautements composés (un nombre

N est dit hautement composé si M < N =) � (M) < � (N)); et a donné de nombreuses

propriétés de ces nombres. Les idées de S. Ramanujan ont été généralisées et développées,

essentiellement en remplaçant la fonction � par d�autres fonctions arithmetiques.

Les grandes valeurs de la fonction d�Oppenheim ont été etudiées dans [1] et [11].

Oppenheim, (1927) a montré que l�ordre maximum de la fonction d�Oppenheim O (n) est

1

x

X
n�x

O (n) � e2
p
log x

2
p
� (log x)3=4

:

E. R. Can�eld, P. Erdös et C. Pomerance, (1983) ont démontré (cf [1]):

Théorème 1.3.1 Il existe deux constantes D1, D2 avec 0 < D1 < D2 tel que on ait

1) Pour tout n assez grand,

O (n) � ne
�
� logn
log2

�
log3 n+log4 n+

log4 n�1
log3 n

+D1
log24 n

log23 n

��
:

et

2) Pour tout n;

O (n) � ne
�
� logn
log2

�
log3 n+log4 n+

log4 n�1
log3 n

+D2
log24 n

log23 n

��
:

Les grandes valeurs de la fonction de Kalmar ont été étudiées par P. Erdös (cf [7]) ; qui

a enoncé le :

Théorème 1.3.2 Il existe deux constantes f1et f2; 0 < f1 < f2 < 1; tel que,

8



1.3. Grandes valeurs des fonctions de factorisation

1) Pour tout n,

K (n) >
n�

e(logn)
f1
;

2) Pour tout n > n0;

K (n) <
n�

e(logn)
f2

La majoration K (n) < n� obtenue dans [3] par B. Chor, P. Lemeke et Z. Mador a été

améliorée en 2007 par M. Klazar et F. Luca, qui ont démontré (cf [13]) grâce à l�inégalité

K (nn0) � 2K (n)K (n0) valable pour tout couple d�entiers (n, n0) ;
1) Pour tout n � 1 et pour tout " > 0 :

K (n) <
n�

exp
�
(log n)1=� = (log log n)1+"

� :

2) Il existe une constante c05 > 0 et n0 tel que pour tout n � n0

K (n) >
n�

exp
�
c05 (log n) = (log log n)

1=�
�

Ces derniers résultats ont été améliorés par M. Deleglise, M. O. Hernane et J. L.

Nicolas.(cf [5]) :

9



Chapitre 2

L�éstimation d�Evans et le problème

d�optimisation

2.1 L�éstimation d�Evans

2.1.1 La fonction c

Dé�nition 2.1.1 (cf [6]) .Soit x 2 A� et ! = ! (x) ;et c = c (x) l�unique solution positive
de l�équation :

2tr �
!Y
j=1

(t+ xj) = 0

Proposition 2.1.1 c véri�e la relation suivante :

!Y
j=1

�
1 +

xj
c

�
= 2 (2.1.1)

de plus, pour tout � > 0;

c (�x1; �x2; :::) = �c (x1; x2; :::) (2.1.2)

et


 (x) � c (x) � 
 (x)

log 2
� 3
 (x)

2
: (2.1.3)

10



2.1. L�éstimation d�Evans

Preuve. Pour tout t > 0 posons,

' (t) = H (x; t) =

!X
j=1

log
�
1 +

xj
t

�
' étant dérivable pour t > 0, on a

'0 (t) =

 
!X
j=1

log
�
1 +

xj
t

�!0
=

!X
j=1

log
�
1 +

xj
t

�0

=
!X
j=1

�
1 +

xj
t

�0
1 +

xj
t

=

!X
j=1

�xj
t2

t+ xj
t

= �
!X
j=1

xj
t (t+ xj)

comme t > 0 et xj > 0, pour 1 � j � ! alors '0 (t) < 0 et la fonction ' est donc strictement
décroissante, comme le montre le tableau des variations de ' suivant :

t 0 c +1

'
0 �

' +1 &
log 2 & 0

Et comme ' est continue, le théorème des valeurs intermediaires implique qu�il existe

c > 0; tel que ' (c) = log 2: L�unicité de c découle du fait que ' est strictement décroissante.

Comme

' (c) = log 2 () H (c; xj) = log 2

()
!X
j=1

log
�
1 +

xj
c

�
= log 2

() log

!Y
j=1

�
1 +

xj
c

�
= log 2

()
!Y
j=1

�
1 +

xj
c

�
= 2:

L�existence et l�unicité de c > 0, sont donc démontrées.
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2.1. L�éstimation d�Evans

Véri�ons maintenant la propriété (2:1:2) : Soit � > 0; on a d�une part

!Y
j=1

�
1 +

�xj
�c (x1; x2; :::)

�
= 2 (1)

et d�autre part on a

!Y
j=1

�
1 +

�xj
c (�x1; �x2; :::)

�
= 2 (2)

on déduit alors de (1) et (2) que

�c (x1; x2; :::) = c (�x1; �x2; :::)

d�où la propriété (2:1:2).

Pour démontrer l�encadrement (2:1:3), montrons d�abord le lemme suivant

Lemme1. Soit k 2 N�; (xj)1�j�k une suite de nombres réels positifs où nuls et soit a 2 N�;
alors

kY
j=1

�
1 +

xj
a

�
� 1 +

kX
j=1

xj
a
:

Preuve du lemme. par récurrence sur l�entier k

pour k = 1; on a l�égalité

pour k = 2; on a

2Y
j=1

�
1 +

xj
a

�
= 1 +

x1
a
+
x2
a
+
x1x2
a2

� 1 + x1
a
+
x2
a
, car

x1x2
a2

� 0

donc
2Y
j=1

�
1 +

xj
a

�
� 1 +

2X
j=1

xj
a
:

Supposons que l�on a
kY
j=1

�
1 +

xj
a

�
� 1 +

kX
j=1

xj
a

Montrons alors que
k+1Y
j=1

�
1 +

xj
a

�
� 1 +

k+1X
j=1

xj
a

12



2.1. L�éstimation d�Evans

on a
k+1Y
j=1

�
1 +

xj
a

�
=

kY
j=1

�
1 +

xj
a

��
1 +

xk+1
a

�
�
 
1 +

kX
j=1

xj
a

!�
1 +

xk+1
a

�
; 

1 +

kX
j=1

xj
a

!�
1 +

xk+1
a

�
= 1 +

xk+1
a

+

kX
j=1

xj
a
+

kX
j=1

xjxk+1
a2

� 1 +
k+1X
j=1

xj
a
,

car la somme
kX
j=1

xjxk+1
a2

� 0:

d�où 8k 2 N�; on a
kY
j=1

�
1 +

xj
a

�
� 1 +

kX
j=1

xj
a

d�où le lemme �
Retour à la preuve de (2:1:3) :

Pour t = 
(x) = 
; on obtient

H (x;
) =
!X
j=1

log
�
1 +

xj



�
= log

!Y
j=1

�
1 +

xj



�
En utilisant le lemme 1 précédent, on obtient

H (x;
) = log
!Y
j=1

�
1 +

xj



�
� log

 
1 +

!X
j=1

xj



!

comme, 
 =
!X
j=1

xj, il vient alors

H (x;
) � log 2

or on sait que,

H (x; c) = log

!Y
j=1

�
1 +

xj
c

�
= log 2

cela donne donc

H (x;
) � H (x; c)

la fonction H (x; t) étant décroissante cela implique alors 
 � c (3) :

Montrons que l�on a la majoration

c (x) � 
 (x)

log 2

13



2.1. L�éstimation d�Evans

Pour u > �1; on a log (1 + u) � u; d�où

log 2 =

!X
j=1

log
�
1 +

xj
c

�
�

!X
j=1

xj
c
=



c

ce qui implique


 (x) � c (x) log 2 si et seulement si c (x) � 
 (x)

log 2
(4)

comme, log 2 <
3

2
, on obtient

c (x) � 3
 (x)

2
(5)

En�n (3) ; (4) et (5) entrainent alors


 (x) � c (x) � 
 (x)

log 2
� 3
 (x)

2
:

ceci achève la preuve de (2:1:3) :

Si ! est �ni alors,

c (x1; x2; :::; x!; 0; :::) = c (x1; x2; :::; x!) (2.1.4)

et la suite in�nie x
0
dé�nie par x

0
i = xi pour i � ! et x

0
i = 0 pour i > ! est un élément de

A et c
�
x
0�
= c (x1; x2; :::x!). Par convention, on pose c (0) = 0.

c est une fonction symétrique de ses arguments. il su¢ t de véri�er que l�on a

c (x1; x2; :::; xk; :::) = c (x2; x1; :::; xk; :::)

Posons x01 = x2; x
0
2 = x1 et x

0
j = xj pour tout j � 3; alors

+1Y
j=1

�
1 +

x0j
c (x01; x

0
2; :::; x

0
k; :::)

�
=

+1Y
j=1

�
1 +

xj
c (x1; x2; :::xk; :::)

�
= 2

donc c (x01; x
0
2; :::; x

0
k; :::) = c (x2; x1; :::xk; :::) = c (x1; x2; :::xk; :::) d�où c est symétrique.

c est une fonction croissante de chaque variable de xi.en e¤et on a :

+1Y
j=1

�
1 +

xj
c

�
= 2

14



2.1. L�éstimation d�Evans

Soit x01 > x1 et x
0
j = xj pour j � 2, alors

+1Y
j=1

�
1 +

x0j
c

�
=

�
1 +

x01
c

� +1Y
j=2

�
1 +

x0j
c

�
>

+1Y
j=1

�
1 +

xj
c

�
= 2

donc
+1Y
j=1

�
1 +

x0j
c

�
> 2 =

+1Y
j=1

�
1 +

x0j
c0

�
ce qui implique c < c0, autrement dit, on a

c0 = c (x01; x
0
2; :::) = c (x

0
1; x2; :::) > c (x1; x2; :::)

d�où c (x1; x2; :::) est croissante en la variable x1. Comme c est symétrique de ses variables,

alors c est croissante par rapport à chacune des variables.

Lemme 2.1.1 Soit x = (x1; x2; :::) 2 A�, c = c (x) et, pour tout k � 1; on pose,

ck = c (x1; x2; :::; xk; 0; 0; 0; :::) :

Alors

lim
k�!+1

ck = c

Preuve. Montrons que la suite (ck), est croissante.

on a ck = c (x1; x2; :::; xk; 0; 0; :::) et

+1Y
j=1

�
1 +

xj
c

�
= 2:

considérons la fonction ' dé�nie par

' (t) =

k+1Y
j=1

�
1 +

xj
t

�
; pour t > 0:

On a

' (ck) =
k+1Y
j=1

�
1 +

xj
ck

�
=

kY
j=1

�
1 +

xj
ck

��
1 +

xk+1
ck

�
= 2

�
1 +

xk+1
ck

�
> 2

donc

' (ck) > 2 (2.1.5)
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2.1. L�éstimation d�Evans

Par ailleurs on a:

' (ck+1) =
k+1Y
j=1

�
1 +

xj
ck+1

�
= 2 (2.1.6)

de (2:1:5) et (2:1:6) on déduit alors que

' (ck) > ' (ck+1) (2.1.7)

comme ' est décroissante, cela entraine que

ck < ck+1, 8k � 1 (2.1.8)

donc la suite (ck)k�1 est coissante de plus pour tout k � 1; on a ck < c: La suite (ck)k�1

est donc croissante est majorée par c; elle est donc convergente. Soit ĉ la limite de la suite

(ck)k�1, alors lim
k�!+1

ck = ĉ. Montrons que ĉ = c:

Nous allons montrer d�abord que
kY
j=1

�
1 +

xj
t

�
converge uniformément vers

+1Y
j=1

�
1 +

xj
t

�
,

pour cela le lemme suivant nous sera utile.

Lemme*. Pour tout x tel que jxj < 1

2
, on a

jex � 1j < 3

2
jxj :

Preuve. On a

ex = 1 + x+
x2

2
+
x3

3!
+
x4

4!
+ :::

d�où
ex � 1
x

= 1 +
x

2
+
x2

6
+
x3

24
+ :::

����ex � 1x
���� =

����1 + x2
�
1 +

x

3
+
x2

12
+ :::

����� � 1 + jxj2 �1 + jxj+ jxj2 + :::�����ex � 1x
���� � 1 +

jxj
2

�
1

1� jxj

�
<
3

2
:

d�où on a l�inégalité :

jex � 1j < 3

2
jxj (2.1.9)

ce qui prouve le lemme. �

Montrons que le produit
kY
j=1

�
1 +

xj
t

�
converge uniformément vers

+1Y
j=1

�
1 +

xj
t

�
sur tout
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2.1. L�éstimation d�Evans

intervalle [u;+1[, u > 0:
Posons,

fk (t) =
kY
j=1

�
1 +

xj
t

�
et f (t) =

+1Y
j=1

�
1 +

xj
t

�
(2.1.10)

majorons jf (t)� fk (t)j par un nombre �k independant de t tel que lim
k!1

�k = 0:

On a

jf (t)� fk (t)j = jf (t)j
����1� fk (t)f (t)

���� (2.1.11)

comme t > u, alors

jf (t)� fk (t)j � f (u)

����������
1� 1

+1Y
j=1

 
1+
xj
t

!

����������
(2.1.12)

puisque f est décroissante. Posons

Rk (t) =
1

+1Y
j=k+1

�
1 +

xj
t

� > 0, car xj � 0 et t > u > 0 (2.1.13)

alors

jlogRk (t)j =
�����
+1X
j=k+1

log
�
1 +

xj
t

������ � 1

t

+1X
j=k+1

xj �
1

u

+1X
j=k+1

xj (2.1.14)

comme la série
1

u

kX
j=1

xj est convergente alors lim
k!1

1

u

+1X
j=k+1

xj = 0:

Il existe donc k0 su¢ samment grand tel que pour tout k � k0, on ait�����1u
+1X
j=k+1

xj

����� < 1

2
(2.1.15)

Pour ce k0; on a 8 k � k0
jlogRk (t)j <

1

2
(2.1.16)

écrivons que

Rk (t)� 1 = exp (logRk (t))� 1: (2.1.17)

Par le lemme *, on obtient pour k � k0 :

jRk (t)� 1j = jexp (logRk (t))� 1j �
3

2
jlogRk (t)j (2.1.18)
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2.1. L�éstimation d�Evans

puisque jlogRk (t)j <
1

2
, pour k � k0 et de (2:1:16) ; (2:1:17) ; (2:1:18), on en déduit que

jf (t)� fk (t)j � f (u)

�
3

2

�
1

u

+1X
j=k+1

xj

� 3

2

f (u)

u

1

u

+1X
j=k+1

xj (2.1.19)

on a donc

jf (t)� fk (t)j � �k; où �k =
3

2

f (u)

u

1

u

+1X
j=k+1

xj. (2.1.20)

comme la série
+1X
j=1

xj est convergente, cela entraine que lim
k!1

�k = 0. Donc

8" > 0; 9 k0;8 k � k0;8t 2 [u;+1[ : jf (t)� fk (t)j < "
par suite la suite de fonctions (fk (t))k converge uniformément vers

f (t) =
+1Y
j=1

�
1 +

xj
t

�

La suite (fk (t))k est une suite de fonctions continues puisque fk (t) =
kY
j=1

�
1 +

xj
t

�
est

continue sur [u;+1[, donc sa limite f (t) =
+1Y
j=1

�
1 +

xj
t

�
est une fonction continue car

(fk (t))k converge uniformément vers f (t),8t 2 [u;+1[ :
Montrons que l�on a:

lim
k!1

fk (ck) = f (ĉ)

c�est à dire 8" > 0;9k0; tel que 8k � k0 : jf (ĉ)� fk (ck)j < "
écrivons,

jf (ĉ)� fk (ck)j = jf (ĉ)� f (ck) + f (ck)� fk (ck)j

� jf (ĉ)� f (ck)j+ jf (ck)� fk (ck)j (2.1.21)

comme (fk (t))k converge uniformément vers f (t), 8t 2 [u;+1[, alors

8" > 0;9k1;tel que 8k � k1 : jf (ck)� fk (ck)j <
"

2
(2.1.22)
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2.1. L�éstimation d�Evans

ceci est d�une part d�autre part, on a f (t) continue sur [u;+1[ donc continue en ck,
8k > 0; (car ck > 0) ; par suite

8" > 0;9k2; tel que 8k � k2 : jf (ĉ)� f (ck)j <
"

2
(2.1.23)

choisissons k0 = max (k1; k2) ; les inégalités (2:1:21) ; (2:1:22) et (2:1:23) impliquent alors

8k > k0; jf (ĉ)� fk (ck)j <
"

2
+
"

2
= " (2.1.24)

ainsi on a,

lim
k!1

kY
j=1

�
1 +

xj
ck

�
=

+1Y
j=1

�
1 +

xj
ĉ

�
= 2

comme on a aussi
+1Y
j=1

�
1 +

xj
c

�
= 2

alors
+1Y
j=1

�
1 +

xj
ĉ

�
= lim

k!1

kY
j=1

�
1 +

xj
ck

�
= 2 =

+1Y
j=1

�
1 +

xj
c

�
(2.1.25)

d�où l�on déduit que

ĉ = c

Lemme 2.1.2 Soit x 2 A�. Pour tout entier i � 1, c admet une dérivée partielle par

rapport à xi; donnée par

@c (x)

@xi
=

1

T (x)

c (x)

c (x) + xi
; avec T (x) =

1X
i=1

xi
c (x) + xi

(2.1.26)

Preuve. Puisque c est une fonction symétrique de ses arguments on peut supposer i = 1.

Fixons x2; x3; :::; xk; et supposons les d�abord non tous nuls. Posons x = (x1; x2; :::xk; :::) :

L�application x1 7�! c (x) est une bijection croissante de [0;+1[ sur [c0;+1[ avec
c0 = (0; x2; x3; :::) > 0; car par dé�nition, x1 s�explicite en fonction de c; puisque,

+1Y
j=1

�
1 +

xj
c

�
=
�
1 +

x1
c

� +1Y
j=2

�
1 +

xj
c

�
= 2 (2.1.27)
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posons

� =

+1Y
j=2

�
1 +

xj
c

�
(2.1.28)

les relations (2:2:27) et (2:2:28) impliquent

x1 =
2c

�
� c (2.1.29)

la convergence de la série
+1X
j=2

xj entraine que

log � =
+1X
j=2

log
�
1 +

xj
c

�
est dérivable de c sur [c0;+1[ et que l�on a

d�

dc
=

d

dc

�
elog �

�
= �

�
d

dc
log
Q�

= �

 
+1X
j=2

d

dc
log
�
1 +

xj
c

�!

= �

 
�1
c

+1X
j=2

�
xj

c+ xj

�!

d�où
d�

�dc
= �1

c

�
T (x)� x1

c+ x1

�
: (2.1.30)

Il en resulte que c 7�! x1 est une bijection croissante et continûment dérivable de [c0;+1[
sur [0;+1[ et que l�on a, puisque � = 2c

c+ x1
, d�aprés (2:2:29)

dx1
dc

=
d

dc

�
2c

�
� c
�
=
d

dc

�
2c

�

�
� 1 = 2

�
�
�
2c

�2
d�

dc

�
� 1

d�où

dx1
dc

=
2

�
�
�
2c

�2
�

�
�1
c

�
T (x)� x1

c+ x1

���
� 1

=
2

�

�
1 + T (x)� x1

c+ x1

�
� 1 = 2

�

�
c+ x1 + (c+ x1)T (x)� x1

c+ x1

�
� 1

=
2

�

�
c

c+ x1
+
c+ x1
c

T (x1)

�
c

c+ x1

��
� 1

sachant que x1 =
2c

�
� c implique x1 + c

c
=
2

�
alors
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dx1
dc

=
2

�

�
�

2
+

�
c+ x1
c

�
T (x)

�
� 1

=

�
c+ x1
c

�
T (x) (2.1.31)

par le théorème d�inversion c est une fonction continûment dérivable de x1 et la relation

(2:1:26) implique

@c (x)

@x1
=

1

@x1
@c (x)

=
1�

c+ x1
c

�
T (x)

=
c

c+ x1

1

T (x)
: (2.1.32)

si 0 = x2 = x3 = :::; la dé�nition (2:1:1) donne c (x) = x1 et le resultat est encore vrai.

Lemme 2.1.3 Soit (i) une suite de nombres réels veri�ant 0 � i � 1 et
+1X
i=1

i < +1.

Alors
+1Y
i=1

(1� i) � 1�
+1X
i=1

i:

Preuve. On a

(1� 1) (1� 2) = 1� 1 � 2 + 12

puis par recurrence, supposons que la propriété suivante est vrai

nY
i=1

(1� i) � 1�
nX
i=1

i

et montrons que l�on a
n+1Y
i=1

(1� i) � 1�
n+1X
i=1

i

on a

n+1Y
i=1

(1� i) =
nY
i=1

(1� i)
�
1� n+1

�
�
 
1�

nX
i=1

i

!�
1� n+1

�
� 1� n+1 �

 
nX
i=1

i

!
+ n+1

 
nX
i=1

i

!
� 1� n+1 �

 
nX
i=1

i

!
d�où

n+1Y
i=1

(1� i) � 1�
n+1X
i=1

i
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et en�n en passant à la limite

+1Y
i=1

(1� i) � 1�
+1X
i=1

i:

Lemme 2.1.4 Pour tout x 2 A�; on pose

T (x) =
+1X
i=1

xi
c (x) + xi

alors
1

2
� T (x) � 1

et chaque dérivée partielle de c véri�e

0 � @c (x)

@xi
� 1

T (x)
� 2:

Preuve. L�encadrement (2:1:3) donne la majoration

T (x) �
+1X
i=1

xi
c+ xi

�
+1X
i=1

xi
c
=



c
� 1

pour la minoration notons i =
xi

c+ xi
par la dé�nition (2:1:1) de c on a

+1Y
i=1

(1� i) =
+1Y
i=1

�
1� xi

c+ xi

�
=

+1Y
i=1

�
c

c+ xi

�
=

+1Y
i=1

1�
c+ xi
c

� = 1

2
(2.1.33)

d�aprés le lemme (2:1:3) on a

+1Y
i=1

(1� i) � 1�
+1X
i=1

i cela implique
+1X
i=1

i � 1�
+1Y
i=1

(1� i) (2.1.34)

les relations (2:1:33) et (2:1:34) donnent

T (x) =

+1X
i=1

i � 1�
+1Y
i=1

(1� i) = 1�
1

2
=
1

2
:

Pour le deuxième point, le lemme (2:1:2) entraine

0 � @c (x)

@xi
=

1

T (x)

c (x)

c (x) + xi
� 1

T (x)
� 2:
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Lemme 2.1.5 Soit x et x0 2 A alors

jc (x)� c (x0)j � 2
+1X
i=1

���x0i � xi��� = 2 kx0 � xk
Preuve. 1.Si x0 et x sont de même longueur �nie k; on pose

G (t) = c (x+ t (x0 � x))

alors

c (x0 � x) = G (1)�G (0)

G est dérivable sur l�intervalle ]0; 1[ de dérivée

G0 (t) =
kX
i=1

(x0i � xi)
@c

@xi
(x+ t (x0 � x)) : (�)

En e¤et,

G (t) = c (x+ t (x0 � x)) = c ((x1; x2; :::; xk) + t (x01 � x1; x02 � x2; :::; x0k � xk))

= c (x1 + t (x
0
1 � x1) ; x2 + t (x02 � x2) ; :::; xk + t (xk + t (x0k � xk)))

posons Xi = xi + t (x
0
i � xi), on a

G (t) = c (X1; X2; :::; Xk)

donc,

G0 (t) =
@c

@X1

(x+ t (x0 � x)) @X1

@t
+
@c

@X2

(x+ t (x0 � x)) @X2

@t
+ :::

+
@c

@Xk

(x+ t (x0 � x)) @Xk

@t

=
@c

@x1
(x1 + t (x

0
1 � x1)) (x01 � x1) +

@c

@x2
(x2 + t (x

0
2 � x2)) (x02 � x2) + :::

+
@c

@xk
(xi + t (x

0
i � xi)) (x0k � xk)

=
kP
i=1

(x0i � xi)
@c

@xi
(x+ t (x0 � x))

d�où (�)
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2.1. L�éstimation d�Evans

Par le théorème des accroissements �nis et le lemme 2:1:4, il vient

jc (x)� c (x0)j = jG (1)�G (0)j � sup
0<t<1

���G0
(t)
��� � 2 kX

i=1

���x0i � xi���
2. Revenons maintenant au cas général. Pour tout k � 1, notons

ck = c (x1; x2; :::; xk; 0; 0; :::) et c
0

k = (x1; x2; :::; xk; 0; 0; :::) :

d�après ce qui précède, on a

���c0k � ck��� � 2 kX
i=1

���x0i � xi��� � 2x0 � x :
Avec le lemme 2:1:1 on en deduit���c0 � c��� = lim

k!1

���c0k � ck��� � 2x0 � x :

Lemme 2.1.6 Soit x; x0 2 A: Notons 
 = 
 (x) et 
0
= 


�
x
0�
et T dé�ni en (2:1:26) ; on

a la majoration

jT (x0)� T (x)j � 3

max (
;
0)
kx0 � xk

Preuve. Notons c = c (x) et c0 = c0 (x0) et supposons 
0 � 
. Alors

T (x0)� T (x) =
+1X
i=1

�
x0i

c0 + x0i
� xi
c+ xi

�
=

+1X
i=1

cx0i � c0xi
(c0 + x0i) (c+ xi)

=

+1X
i=1

cx0i � c0xi + cxi � cxi
(c0 + x0i) (c+ xi)

=
+1X
i=1

c (x0i � xi)
(c0 + x0i) (c+ xi)

+
+1X
i=1

(c� c0)xi
(c0 + x0i) (c+ xi)

et en utilisant le lemme 2:1:5 et la relation (2:1:3)

jT (x0i)� T (x)j �
+1X
i=1

jx0i � xij
(c0 + x0i)

+
+1X
i=1

xi (c
0 � c)

(c0 + x0i) (c+ xi)

�
+1X
i=1

jx0i � xij



+ jc0 � cj
+1X
i=1

xi


0

=
kx0 � xk



+
jc0 � cj

0

: � 3


0
kx0 � xk :
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2.1. L�éstimation d�Evans

2.1.2 Approximation de K(n)

Les dé�nitions suivantes ont été introduites par Evans (cf.[6]):

Dé�nition 2.1.2 Pour x = (x1; x2; :::; xk) 2 R�k+ . On dé�nit

A (x) =
1

2
p
2
e�
(x)

kY
i=1

(c (x) + xi)
xi

� (xi + 1)
(2.1.35)

où � est la fonction Gamma dé�nie par :

� (x) =

xZ
0

e�ttndt

Dé�nition 2.1.3 Pour x = (x1; x2; :::; xk) 2 R�k+ : On dé�nit

B (x) =

(
1

2c (x)

kX
i=1

xi
c (x) + xi

)� 1
2

=

s
2c (x)

T (x)
(2.1.36)

Lemme 2.1.7 Pour x 2 R�k+ ; on ap
2c (x) � B (x) � 2

p
c (x) (2.1.37)

Preuve. Nous utilisons le lemme (2:1:4) on a :

1

2
� T (x) � 1

cela implique

1 � 1

T (x)
� 2

alors

2c (x) � 2c (x)

T (x)
� 4c (x)

puis p
2c (x) �

s
2c (x)

T (x)
�
p
4c (x)

d�où la relation (2:1:37)
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2.1. L�éstimation d�Evans

Théorème 2.1.1 (Evans). Pour tout �, 0 � � <
1

2
, il existe 
0 et c0 tels que, pour tout

entier n dont la décomposition en facteurs premiers n = q�11 q
�2
2 :::q

�k
k satisfait


 (n) = �1 + �2 + :::+ �k � 
0, on a , en posant � = (�1; �2; :::; �k),

K (n) =
p
�A (�)B (�) (1 +R (�)) avec jR (�)j � c0 (
 (�))�� :

Lemme 2.1.8 Il existe deux constantes absolues C1 et C2 telles que, pour tout entier n � 2,
de décomposition en facteurs premiers n = q�11 q

�2
2 :::q

�k
k , on ait avec � = (�1; �2;:::; �k)

C1
p
�A (�)B (�) � K (n) � C2

p
�A (�)B (�) (2.1.38)

Preuve. cf([7])

Pour chaque r 2 f1; 2; :::; 20g ; et pour tout n tel que 
 (n) = r, le rapport

K (n)p
�A (�)B (�)

a été évalué par M. Deléglise. Il a véri�é que celui-ci est minimum lorsque � = (r) ; c�est à

dire lorsque n est une puissance de nombre premier, n = pr. Il atteint son maximum lorsque

� = (1; 1; 1; :::; 1) ; c�est à dire lorsque n est un produit de r facteurs premiers distincts.

2.1.3 Les constantes �; �k; a; ak

Les constantes �; �k; a; ak ont été introduites par E. Hille, R. Evans [6] et M. Klazar, F.

Luca [13]. Dans ce qui suit nous les rappelons et précisons leur comportement.

Pour k entier , k � 1, on dé�nit, pour Re (s) > 1,

�k (s) =

kY
j=1

�
1� p�sj

��1
; et � (s) =

Y
p2P

�
1� p�s

��1
:

Dé�nition 2.1.4 On dé�nit � et �k pour tout k � 1; par

�k (�k) = 2; � (�) = 2; (2.1.39)

on a � = 1:728647238998:::,
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2.1. L�éstimation d�Evans

Pour s > 1, on pose

L (s) = � log � (s) ;

de sorte que

L
0
(s) = � d

ds
(log � (s)) =

+1X
i=1

log pi
p�i � 1

et

Lk (s) = � log �k (s) :

Dé�nition 2.1.5 Pour k � 1, les nombres réels a et ak sont dé�nis par :

1

a
=

+1X
i=1

log pi
p�i � 1

= L0 (�) et
1

ak
=

+1X
i=1

log pi
p
�k
i � 1

= L
0

k (�k)

le tableau suivant donne la valeur des premiers termes des suites (�k) et (ak) :

k 1 2 3 10 100 1000 1

�k 1:00000 1:43527 1:56603 1:69972 1:72658 1:72843 1:72864

ak 1:44269 1:44336 1:36287 1:19244 1:11279 1:10196 1:1000200

Lemme 2.1.9 La suite (�k) est une suite croissante et lim
k!1

�k = �:

�1 = 1 < �2 = 1:43527::: < ::: < � = 1:72864:

De plus, lorsque k tend vers l�in�ni,

�� �k �
2�

�� 0 (�)
�
(�� 1) k��1 (log k)�

=
1:509:::

k��1 (log k)�
: (2.1.40)

Ce lemme est démontré dans [13].

Lemme 2.1.10 La suite (ak) est décroissante et, lorsque k tend vers l�in�ni, on a,

ak � a �
a2

�� 1
1

(k log k)��1
:

Preuve. La décroissance de la suite (ak) résulte de la croissance de (�k) (lemme 2:1:9)

lorsque k �!1; il résulte de (2:1:40) et de lim
k!1

�k = � et que lim
k!1

ak = a et

1

a
� 1

ak
=
ak � a
aak

� ak � a
a2

(2.1.41)
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calculons un équivalent de
1

a
� 1

ak
: Les dé�nitions (2:1:40) donnent

1

a
� 1

ak
= L

0
(�)� L0

k (�k) = L
0
(�)� L0

k (�) + L
0

k (�)� L
0

k (�k) (2.1.42)

.Estimation de L0 (�)� L0k (�) : On a,

L0 (�)� L0k (�) =
+1X
i=k+1

log pi
p�i � 1

(2.1.43)

en utilisant l�estimation

pk = k log k + k log log k +O (k)

(cf., [4] ; (3:11:10), (3:11:6) et (3:10:5)); on obtient,

+1X
i=k+1

log pi
p�i � 1

�
+1X
i=k+1

log (i log i)

(i log i)�
�

+1X
i=k+1

1

i� (log i)��1
�

1Z
k

dt

t� (log t)��1

� 1

(�� 1)
1

k(��1) (log k)��1

donnent avec (2:1:43)

L0k (�)� L0 (�) �
1

(�� 1)
1

k(��1) (log k)��1
(2.1.44)

Estimation de L
0
k (�)� L

0
k (�k) : La dé�nition de la dérivée et (2:1:41) donnent

L0k (�)� L0k (�k) � (�� �k)L00k (�) � �
2L00k (�)

(�� 1) � 0 (�)
1

k��1 (log k)�

� � 2L00 (�)

(�� 1) � 0 (�)
1

k��1 (log k)�
(2.1.45)

(2:1:43) ; (2:1:44) ; et (2:1:46) donnent
1

a
� 1

ak
� 1

(�� 1) (k log k)(��1)
; ce qui avec (2:1:42)

termine la preuve.

Lemme 2.1.11 Il existe une constante positive C9 telle que, pour tout k � 2; et tout nombre
premier p, on ait ���� ak

p�k � 1 �
a

p� � 1

���� � C9 log p

p�2 (k log k)��1
(2.1.46)
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2.2. Un problème d�optimisation

Preuve. Par le théorème des accroissements �nis appliqué à la fonction t 7�! 1= (pt � 1) ;
il existe �; �k < � < �; tel que

1

p�k � 1 �
1

p� � 1 = (�� �k)
�
� p� log p

(p� � 1)2
�

(2.1.47)

comme ���� ak
p�k � 1 �

a

p� � 1

���� =

���� ak
p�k � 1 �

a

p� � 1 +
ak

p� � 1 �
ak

p� � 1

����
=

�
1

p�k � 1 �
1

p� � 1

�
ak +

ak � a
p� � 1 (2.1.48)

en utilisant la relation (2:1:47) dans (2:1:48), on obtient���� ak
p�k � 1 �

a

p� � 1

���� = p� log p

(p� � 1)2
(�� �k) ak +

ak � a
p� � 1 (2.1.49)

Comme on a 1 < �2 � �k � � � � � 2: La décroissance de x 7�! x= (x� 1)2 donne

p�

(p� � 1)2
� p�2

(p�2 � 1)2
� C

p�2

où C ne dépend ni p ni de k. De même il existe D tel que

1

p� � 1 �
1

p�2 � 1 �
D

p�2
� D log p

p�2 log 2
� 3D log p

2p�2

Et donc, puisque la suite (ak) est majorée par
3

2
, par (2:1:49) on a���� ak

p�k � 1 �
a

p� � 1

���� � 3 log p

2p�2
(C (�� �k) +D (ak � a))

et l�on conclut en utilisant les lemmes 2:1:9; 2:1:10

2.2 Un problème d�optimisation

On considère le problème d�optimisation

(P )

8<: x 2 D (A)
maxF (x)

;

où F est la fonction de k variables dé�nie ci-dessous.
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2.2. Un problème d�optimisation

2.2.1 La fonction F

Dé�nition 2.2.1 Pour x = (x1; x2; :::; xk) 2 R�k+ on dé�nit

F (x) =

kX
j=1

xj log

�
1 +

c (x)

xj

�
=

kX
j=1

(xj log (xj + c (x))� xj log xj) : (2.2.1)

Remarque 2.2.1 La fonction F se prolonge par continuité sur Rk+ en posant 0 log 0 = 0:

Notons que,

c (x1; x2; :::; x!; 0; :::) = c (x1; x2; :::; x!)

on a

F (x) = F (x1; x2; :::; xk; 0) = F (x1; x2; :::; xk) et F (0) = 0:

Dé�nition 2.2.2 Soit une fonction f : Rn ! R; f est au moins deux fois continûment

di¤érentiable sur E ensemble ouvert convexe de Rn est concave si les dérivées secondes de

f sont négatives.

Lemme 2.2.1 La fonction F est concave dans Rk+

Preuve. Par (2:2:1) ;

@F

@xi
=

@

@xi

kX
j=1

(xj log (xj + c (x))� xj log xj) =

=
@

@xi
(xi log (xi + c (x))� xi log xi) +

@

@xi

kX
j=1;j 6=i

(xj log (xj + c (x))� xj log xj)

= log (xi + c (x)) +
xi

c (x) + xi
+
@c

@xi
(x)

�
xi

c (x) + xi

�
� log xi � 1 + 

kX
j=1;j 6=i

xj
c (x) + xj

!
@c

@xi
(x)

=

 
kX
j=1

xj
c (x) + xj

!
@c

@xi
(x) + log (c (x) + xi) +

xi
c (x) + xi

� log xi � 1

=
c (x)

c (x) + xi
+

xi
c (x) + xi

+ log

�
c (x) + xi

xi

�
� 1

= log

�
c (x) + xi

xi

�
(2.2.2)
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on a ensuite

@2F

@x2i
(x) =

@

@xi
log

�
c (x) + xi

xi

�
=

@

@xi
(log (c (x) + xi)� log xi)

=

�
1

c (x) + xi

��
@c

@xi
(x) + 1

�
� 1

xi
(2.2.3)

et, pour j 6= i,

@2F

@xi@xj
=

@

@xj
(log (c (x) + xi)� log xi)

=

�
1

c (x) + xi

�
@c

@xj
(x)

=
c (x)

(c (x) + xi) (c (x) + xj)T (x)

La forme quadratique des dérivées secondes de F s�écrit donc, pour x 2 R�k+ ;

F 00 (h1; h2; :::; hk) =
c (x)

T (x)

 
kX
i=1

hi
(c (x) + xi)

!2
�
 

kX
i=1

c (x)h2i
xi (c (x) + xi)

!
(2.2.4)

L�inégalité de Cauchy-Schwarz donne 
kX
i=1

hi
(c (x) + xi)

!2
=

 
kX
i=1

r
xi

c (x) + xi

hip
xi (c (x) + xi)

!2

� T (x)

kX
i=1

h2i
xi (c (x) + xi)

ce qui, avec(2:2:4), la concavité de F dans l�adhérence Rk+ de R�k+ :

2.2.2 Proximité de A(x) et de exp (F (x))

Le lemme suivant montre que F est une assez bonne approximation de logA:

Lemme 2.2.2 Soit x 2 R�k+ ; on a

A (x) =
1

2
p
2
exp (F (x))

kY
j=1

1

s (xi)
; où s (xi) =

� (xi + 1)

xxii e
�xi

(2.2.5)
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est le terme correctif de la formule de Stirling � (x+ 1) = xxe�xs (x), de l�ordre de grandeur

de
p
2�x: De plus précisément on a l�encadrement

p
2�x � s (x) � e

p
x, x � 1 (2.2.6)

Preuve. D�aprés la dé�nition (2:1:36) on a

A (x) =
1

2
p
2
e�
(x)

kY
i=1

(c (x) + xi)
xi

� (xi + 1)
=

1

2
p
2

kY
i=1

(c (x) + xi)
xi

xxii

xxii e
xi

� (xi + 1)

La formule (2:2:6) se réduit à l�encadrement classique de � (x+ 1)

xxe�x
p
2�x � � (x+ 1) � xxe�xe

p
x:

De la dé�nition de s (j) résulte immédiatement le lemme suivant

Lemme 2.2.3 Pour tout j 2 N, on a

s (j + 1)

s (j)
= e

�
j

j + 1

�j
; (2.2.7)

et lorsque j tend vers l�in�ni

s (j + 1)

s (j)
= 1 +

1

2j
+O

�
1

j2

�
:

2.2.3 Maximisation de F

Soit k � 2; et pk le ki�emenombre premier. Soit A > 0; réel, on considère le domaine

D (A) � R�k+ , dé�ni par

x1 log 2 + x2 log 3 + :::+ xk log pk � A (2.2.8)

on a
@F

@xi
= log

�
c (x) + xi

xi

�
;
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alors la fonction F dé�nie par (2:2:1) est croissante par rapport à chaque variable, le

problème d�optimisation

(P )

8<: x 2 D (A)
maxF (x)

(2.2.9)

a donc même solution que le problème

(P 0)

8<: x1 log 2 + x2 + log 3 + :::+ xk log pk = A

maxF (x1; x2; :::; xk)
(2.2.10)

Ce problème a été résolu dans [6], lemme 6, par la méthode des multipicatieurs de Lagrange.

Le multiplicateur de Lagrange correspondant est la constante �k dé�ni par �k (�k) = 2.

Théorème 2.2.1 L�unique solution x� = (x�1; x
�
2; :::; x

�
k) du problème (2:2:10) satisfait

x�1 log 2 + x
�
2 log 3 + :::+ x

�
k log pk = A (2.2.11)

@F

@xi
(x�) = �k log pi; (2.2.12)

c (x�) = akA (2.2.13)

x�i =
akA

p
�k
i � 1

; i = 1; 2; :::; k (2.2.14)

F (x�) = �kA: (2.2.15)

Lemme 2.2.4 Soit k � 2; � = (�1; �2; :::; �k) 2 D (A) dé�nie par (2:2:9), x� dé�nie par
(2:2:15) et F dé�nie par (2:2:1) . Alors on a

F (�) � F (x�)� 1

4A log pk

 
k�1X
i=1

j�i � x�i j log pi

!2
(2.2.16)

� F (x�)� 1

4A log pk

k�1X
i=1

(�i � x�i )
2 (log pi)

2 (2.2.17)

Preuve. Dé�nissons y = (y1; y2; :::; yk) par

y1 = �1; y2 = �2; , yk�1 = �k�1; et
kX
i=1

yi log pi = A: (2.2.18)

comme � 2 D (A), on a �k � yk et la croissance de F par rapport à chacune des variables
entraine

F (�) � F
�
y
�

(2.2.19)
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Posons hi = yi � x�i . On a par (2:2:19) ; (2:2:15) et (2:1:40) ;

kX
i=1

hi log pi =

kX
i=1

yi log pi �
kX
i=1

x�i log pi = A� A = 0 (2.2.20)

La formule de Taylor appliquée à F entre les points y et x� donne

F
�
y
�
� F (x�) =

kX
i=1

hi
@F

@xi
(x�) +

1

2
F 00
�
�
�
� h; (2.2.21)

avec � = �y + (1� �)x� et 0 < � < 1. On a donc � = (�1; �2; :::; �k) 2 R�k+ : Par

(2:2:13) ; (2:2:21) il vient

kX
i=1

hi
@F

@xi
(x�) = �k

kX
i=1

hi log pi = 0 (2.2.22)

Ecrivons,

kX
i=1

hi

c
�
�
�
+ �i

=
kX
i=1

hi

c
�
�
�
+ �i

� 1

2c
�
�
�
log pk

 
kX
i=1

c
�
�
�
+ �i

c
�
�
�
+ �i

hi log pi

!
alors, 

kX
i=1

hi

c
�
�
�
+ �i

!2
=

 
kX
i=1

hi

c
�
�
�
+ �i

 
1�

�
c
�
�
�
+ �i

�
log pi

2c
�
�
�
log pk

!!2

=

0@ kX
i=1

s
�i

c
�
�
�
+ �i

hiq
�i
�
c
�
�
�
+ �i

�
 
1�

�
c
�
�
�
+ �i

�
log pi

2c
�
�
�
log pk

!1A2

en utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwarz0@ X
i;j

aibj

!2
�
 X

i

a
1
2
i

!2 X
j

b
1
2
j

!21A
Alors, on obtient : 

kX
i=1

hi

c
�
�
�
+ �i

!2
� T

�
�
�0@ kX

i=1

h2i
�i
�
c
�
�
�
+ �i

�  1� �c ���+ �i� log pi
2c
�
�
�
log pk

!21A (2.2.23)

Par (2:1:3), pour tout i, 1� i � k; on a 0 < �i � 

�
�
�
� c

�
�
�
: Notons

ti =

�
c
�
�
�
+ �i

�
log pi

2c
�
�
�
log pk

; on a donc 0 < ti � 1, puis (1� ti)2 � 1� ti.
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La majoration (2:2:24), et (2:2:5) donnent alors

F 00
�
�
�
� h �

kX
i=1

h2i c
�
�
�

�i
�
c
�
�
�
+ �i

�  1� �c ���+ �i� log pi
2c
�
�
�
log pk

� 1
!

� �
kX
i=1

log pi
log pk

h2i
2�i
:

Ecrivons,  
kX
i=1

jhij log pi

!2
=

 
kX
i=1

s
�i
�i

�p
log pi

�2
jhij
!2

=

 
kX
i=1

p
�i log pi

jhij
p
log pip
�i

!2
Avec l�inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient, 

kX
i=1

jhij log pi

!2
� A

kX
i=1

h2i log pi
�i

puisque (2:2:19) et (2:2:12) impliquent,

kX
i=1

�i log pi =
kX
i=1

(�yi + (1� �)x�i ) log pi

= �
kX
i=1

yi log pi + (1� �)
kX
i=1

x�i log pi

= �A+ (1� �)A = A:

d�où

F 00
�
�
�
� h � � 1

2A log pk

 
kX
i=1

jhij log pi

!2
� � 1

2A log pk

 
k�1X
i=1

jhij log pi

!2
ce qui avec (2:2:20) ; (2:2:22) ; (2:2:23) et (2:2:19) ; complète la preuve du lemme 2:2:4:

Théorème 2.2.2 Il existe deux constantes C3 et C4 telle que, pour tout entier n � 2; avec
n = 2�13�2 :::p�kk et �1; �2; :::; �k � 1; � = (�1; �2; :::; �k) on ait

C3
exp (F (�))

ek
p
�1�2:::�k

� K (n) � C4
exp (F (�))

�k=2
� C4

exp (�k log n)

�k=2
(2.2.24)
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Preuve. On part de l�encadrement donné par (2:1:38)

C1
p
�A (�)B (�) � K (n) � C2

p
�A (�)B (�)

En utilisant les inégalités,p
2c (x) � B (x) � 2

p
c (x) et 
 (x) � c (x) � 
 (x)

log 2
� 3
 (x)

2

on obtient,

C1
p
2�
 (�)A (�) � K (n) � C2

p
6�
p

 (�)A (�) :

On remplace A (�) par le second membre de (2:2:5),

C1
2

p
�
 (�) exp (F (�))

kY
j=1

1

s (�j)
� K (n) � C2

p
3�

2

p

 (�) exp (F (�))

kY
j=1

1

s (�j)
:

L�encadrement (2:2:7) de s (x) donne alors,

C1
2

p
�
 (�)

1

ek
p
�1�2:::�k

exp (F (�)) � K (n) � C2
p
3�

2

vuuut 
 (�)
kQ
i=1

2��i

exp (F (�)) : (2.2.25)

La première inégalité dans (2:2:25) est obtenu en minorant 
 (�) par 1 et en posant

C3 =
C1
p
�

2
: Puis chacun des entiers 2�i est supérieur ou égal à 2, leur somme 2
 (n) est

majorée par leur produit
kQ
i=1

(2�i) : On obtient donc la deuxième inégalité de (2:2:24) en

choisissant C4 =
C2
p
3�

2
: La dernière inégalité dans (2:2:5) se réduit à F (�) � �k log n; elle

s�obtient en appliquant le Théorème 2:2:1, avec A = log n; ce qui assure l�appartenance de �

au domaine D (A) :
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Chapitre 3

Grandes valeurs de la fonction K et

Propriétés des nombres K-champions

3.1 Introduction

Les grandes valeurs de la fonction K (n) ; ont été déja étudiées par L. Kalmar, P. Erdös et

M. Klazar et F. Luca et tout récemment par M. Deleglise, M. O. Hernane et J. L Nicolas,

qui ont amélioré ces résultats en montrant :

Théorème 3.1.1 Il existe deux constantes positives C5 et C6 telles que :

1. Pour tout entier n su¢ sament grand on a

logK (n) � � log n� C5
(log n)1=�

log log n
(3.1.1)

2. Pour tout n su¢ sament grand il existe m � n tel que :

logK (m) � � log n� C6
(log n)1=�

log log n
� � logm� C6

(logm)
1=�

log logm
(3.1.2)

Preuve. Preuve de (3:1:1) Soit n = q�11 q
�2
2 :::q

�1
k la décomposition de n en produit de

facteurs premiers distincts.

Lorsque k = 1, on calcule par recurrence à l�aide de la formule

K (n) =
X

djn;d>1

K
�n
d

�
=
1

2

X
djn

K
�n
d

�
;
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3.1. Introduction

K (n) = K (q�11 ) = 2
�1�1 � n

(3:1:1) est alors véri�ée pour toute constante C5 et pour tout n:

Nous supposons maintenant k � 2. On pose N = p�11 p
�2
2 :::p

�1
k � n: D�aprés la dé�nition

de K on a K (n) = K (N).et �1 log 2 + �2 log 3 + :::+ �k log pk = logN . L�encadrement

C3
exp (F (�))

ek
p
�1�2:::�k

� K (n) � C4
exp (F (�))

�k=2
� C4

exp (�k log n)

�k=2
;

donne

logK (N) � �k logN �
k

2
log � + logC4;

La dé�nition de K implique K (n) = K (N) d�où,

logK (n) = logK (N) � �k logN �
k

2
log � + logC4

qui avec logN � log n; donne

logK (n) � �k log n�
k

2
log � + logC4 = � log n� � log n+ �k log n�

k

2
log � + logC4

logK (n) � � log n�
�
(�� �k) log n+

k

2
log � � logC4

�
(3.1.3)

supposons n � 16 ce qui assure log log n > 1: Comme

�� �k �
2�

�� 0 (�)
�
(�� 1) k��1 (log k)�

=
1:509:::

k��1 (log k)�

il existe une constante positive 1 telle que

�� �k �
1

(k��1 (log k)�)

Alors,

1. Si 2 � k � (log n)1=�

log log n
< log n, on a

�� �k �
1

(k��1 (log k)�)
� 1 

(log n)1=�

log log n

!��1
(log log n)�

= 1
(log n)1=��1

log log n
:

2. Si k >
(log n)1=�

log log n
, on a alors

k

2
log � � k

2
>
1

2

(log n)1=�

log log n
:
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3.1. Introduction

Dans les deux cas, on a :�
(�� �k) log n+

k

2
log � � logC4

�
�

 
1
(log n)1=��1

log log n

!
log n+

1

2

(log n)1=�

log log n
� logC4

� min

�
1;
1

2

�
(log n)1=�

log log n
� logC4; on pose C5 = min

�
1;
1

2

�
� C5

(log n)1=�

log log n

Pour n assez grand, avec C5 > 0: Ceci termine la démonstration de (3:1:1) : Pour démontrer

(3:1:2) ; nous utiliserons le lemme suivant (cf [8]):

Lemme1. Soit k un entier positif; on range les 2k diviseurs de n = p1p2:::pk par ordre

croissant : 1 = d1 < d2 < ::: < d2k = n: Alors, pour tout i, 1 � i � 2k � 1, on a di+1 � 2di.
Preuve de (2). On applique le théorème 2:2:1 avec A = log n et

k =

$
�
(log n)1=�

log log n

%
(3.1.4)

où � est une constante positive satisfaisant

� < �a1=� = 1:82::: (3.1.5)

et a est dé�ni par
1

a
=

+1X
i=1

log pi
p�i � 1

= L
0
(�) :

où

$
�
(log n)1=�

log log n

%
est la partie entière du nombre réel

 
�
(log n)1=�

log log n

!
:

Par le théorème 2:2:1; le maximum de F est atteint au point,

x� = (x�1; x
�
2; :::; x

�
k) avec x�i =

ak log n

p
�k
i � 1

, i = 1; 2; :::k; (3.1.6)

où les ak sont dé�nis par
1

ak
=

+1X
i=1

log pi
p
�k
i � 1

= L
0

k (�k) :

comme,
kP
i=1

x�i log pi = log n: (3.1.7)
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3.1. Introduction

Lorsque n �! +1, on a en utilisant la décroissance de (ak) (cf. lemme 2:1:10) ; puis (3:1:4)
pour obtenir une équivalente de k;

x�1 > x
�
2 > ::: > x

�
k =

ak log n

p
�k
k � 1

>
a log n

p
�k
i

� a log n

(k log k)�
� a��

�
> 1; (3.1.8)

la dernière inégalité provenant de (3:1:5) :

Construction de m. k étant dé�ni par (3:1:4) et x� par (3:1:6) on pose m0 =
kQ
i=1

p
bx�i c
i :

Par (3:1:7) on a
n

p1p2:::pk
=

kQ
i=1

p
x�i�1
i < m0 �

kQ
i=1

p
x�i
i = n:

Soit d le plus grand diviseur de p1p2:::pk véri�ant d � n=m0 < p1p2:::pk. On pose m = m0d.

Par dé�nition de d et par le lemme1 on a n=m0 < 2d, et donc

1 � n

m
=

n

m0d
< 2 (3.1.9)

on écrit d =
kQ
i=1

p"ii avec "i 2 f0; 1g. On a alors

m =
kQ
i=1

p�ii (3.1.10)

avec

�i = bx�i c+ "i; "i 2 f0; 1g (3.1.11)

Les relations (3:1:8), (3:1:11) impliquent,

1 � bx�i c � �i � bx�i c+ 1 � x�i + 1 � 2x�i ; 1 � i � k; (3.1.12)

et,par (3:1:9) ; (3:1:7) et (3:1:10) il vient

� log 2 � log m
n
=

kX
i=1

(�i � x�i ) log pi � 0: (3.1.13)

Poursuivons la preuve de (3:1:2) : La formule de Taylor et L�expréssion (1:3:6) de la forme

quadratique dérivée seconde de F donnent

F (�) = F (x�) +
kP
i=1

(�i � x�i )
@F

@xi
(x�) +

c (�)

T
�
�
�  kP

i=1

�i � x�i
c
�
�
�
+ �i

!2

�
kP
i=1

c
�
�
�
(�i � x�i )

2

�i
�
c
�
�
�
+ �i

� (3.1.14)
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3.1. Introduction

avec, pour 1 � i � k, �i = ��i + (1� �)x�i ; 0 < � < 1 et � = (�1; �2; :::; �k) : Par (3:1:13) on
a

�i � � bx�i c+ (1� �) bx�i c = bx�i c � 1: (3.1.15)

Par (3:1:11), le quatrième terme du second membre de (3:1:14) satisfait donc

�
kP
i=1

c
�
�
�
(�i � x�i )

2

�i
�
c
�
�
�
+ �i

� � �
kP
i=1

(�i � x�i )
2 � �k: (3.1.16)

le troisième terme est positif. le second terme, par (2:2:12) ; (3:1:13) puis le lemme 2:1:2

satisfait

kP
i=1

(�i � x�i )
@F

@xi
(x�) = �k

kP
i=1

(�i � x�i ) log pi = �k log
m

n
� ��k log 2: (3.1.17)

De (3:1:14) ; (3:1:16) et (3:1:17) on déduit

F (�) � F (x�)� � log 2� k: (3.1.18)

La relation (3:1:10) ; et l�encadrement (2:2:24) impliquent,

logK (m) � F (�)� k � 1
2

kP
i=1

log�i + logC3 (3.1.19)

Avec (3:1:18) cela donne

logK (m) � F (x�)� 2k � 1
2

kP
i=1

log�i + logC3 � � log 2: (3.1.20)

Par (2:2:15) il vient

F (x�) = � log n� (�� �k) log n; (3.1.21)

d�où

logK (m) � � log n� (�� �k) log n� 2k �
1

2

kP
i=1

log�i + logC3 � � log 2: (3.1.22)

Il reste à montrer que, à part � log n; les termes du second membre de (3:1:22) sont tous des

O
�
log (n)1=� = log log n

�
= O (k) : Pour le terme (�� �k) log n cela résulte de l�estimation

�� �k �
2�

�� 0 (�)
�
(�� 1) k��1 (log k)�

=
1:509:::

k��1 (log k)�
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et de (3:1:4) : Il reste donc à démontrer que
kP
i=1

log�i est un O (k) ie:
1

k

kP
i=1

log�i est un

O (1) lorsque k tend vers l�in�ni. Par (3:1:12)

1

k

kP
i=1

log�i �
1

k

kP
i=1

log (2x�i ) � log 2 +
1

k

kP
i=1

log x�i :

L�utilisation du lemme suivant, termine la preuve de (3:1:2) et du théorème 3:1:1

Lemme 3.1.1 Avec le choix de k,

k =

$
�
(log n)1=�

log log n

%
On a, lorsque n tend vers l�in�ni

1

k

kP
i=1

log x�i = O (1)

Preuve. Puisque A = log n; la formule (3:1:6) avec x�i =
ak log n

p
�k
i � 1

, i = 1; 2; :::; k;

donne

1

k

kP
i=1

log x�i = log ak + log log n�
1

k

kP
i=1

log (p
�k
i � 1)

= log ak + log log n�
kP
i=1

p
�k
i

k
log pi �

1

k

kP
i=1

log

�
1� 1

pi

�
1

ak
=

+1X
i=1

log pi
p
�k
i

, d�où � log ak = log
+1X
i=1

log pi
p
�k
i

cela implique que

jlog akj =
������ log

+1X
i=1

log pi
p
�k
i

����� < 1
alors, log ak = O (1) :

1

k

kP
i=1

log

�
1� 1

pi

�
= O (1) ; car

���� kP
i=1

log

�
1� 1

pi

����� < 1
d�où

1

k

kP
i=1

log x�i = log log n�
�k
k

kP
i=1

log pi +O (1) (3.1.23)

en utilisant le développement asymtotique de pk

pk = k (log k + log log k +O (1)) :
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et le théorème des nombres premiers sous la forme
P
p�x
log p = x+O (x= log x) ;

kP
i=1

log pi = pk +O

�
pk
log pk

�
= k (log k + log log k +O (1))

D�où
1

k

kP
i=1

log x�i = log log n� �k [log k + log log k] +O (1)

on notons log3 x = log log log x; il résulte de la dé�nition (3:1:4)de k que

log k =
1

�
log log n� log3 n+O (1) ; log log k = log3 n+O (1) ;

et

� (log k + log log k) = log2 n+O (1) :

Avec (3:1:23) cela donne

1

k

kP
i=1

log x�i = (�� �k) (log k + log log k) +O (1) = O (1)

car, par l�équivalence

 
�� �k �

2�
�� 0 (�)

�
(�� 1) k��1 (log k)�

=
1:509:::

k��1 (log k)�

!
(�� �k) (log k + log log k) tend vers 0 quand n tend vers l�in�ni.
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3.2 Les nombres K-champions

Dé�nition 3.2.1 Soit f une fonction arithmétique réelle, on dit qu�un entier N est un

f�champion si pour tout n on a

n < N ) f (n) < f (N)

Comme la fonction K ne dépend que des exposants de la décomposition en facteurs

premiers de n, tout nombre K�champion N > 1 est de la forme donnée par :

Proposition 3.2.1 Soit N un nombre champion alors

N = 2�13�2 :::p�kk ; avec �1 � �2 � ::: � �k � 1:

Proposition 3.2.2 Soit N un nombre champion: Alors il existe un entier m � N tel que

logK (m) � � logN � C6
(logN)1=�

log logN
� � logm� C6

(logm)
1=�

log logm

Le théorème (3:1:1); lim
n�!+1

sup K(n) = +1; donc il existe une in�nité de nombres
K�champions
K(n) est le nombre de solutions l�équation n = d1d2:::dr , aux inconnus d1; d2; :::; dr plus

grandes que 1. Chaque telle factorisation de n donne une factorisation non triviale de 2n,

2n = 2d1d2:::dr: Comme 2n admet la factorisation triviale 2n = (2n), on a, pour n � 2;

K (2n) > K (n) :

Il en résulte que si l�on range les nombresK�champions dans l�ordre croissant, on obtient
la suite,N1 = 1 < N2 = 4 < N3 = 6 < ::: < Ni < Ni+1 < :::

Proposition 3.2.3 Pour tout i � 1; on a,

Ni+1 < 2Ni: (3.2.1)

3.3 Encadrement de ! (N)

Théorème 3.3.1 1. Soit N un K�champion assez grand. Alors:

logK (N) � � logN � C6
(logN)1=�

log logN
; (3.3.1)
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2. De plus, il existe trois constantes positivesC7; C8 etN0 telle que, pour toutK�champion
N � N0,on ait

C7
(logN)1=�

log logN
� ! (N) � C8

(logN)1=�

log logN
: (3.3.2)

Preuve. preuve de (3:3:1). Pour le premier point, on utilise l�inégalité (3:1:2) du

théorème (3:1:1).

Il existe m � N véri�ant logK (m) � � logN � C6
(logN)1=�

log logN

: Puisque N est un K�chompion, on a K (N) � K (m), alors

logK (N) � logK (m) � � logN � C6
(logN)1=�

log logN

preuve de (3:3:2) : Posons k = !(N); l�inégalité

C3
exp (F (�))

ek
p
�1�2:::�k

� K (n) � C4
exp (F (�))

�k=2
� C4

exp (�k log n)

�k=2

implique,

logK (N) � logC4 + �k logN � k
log �

2

� � logN � � logN + logC4 + �k logN � k
log �

2
(3.3.3)

alors

logK (N) � � logN � (�� �k) logN � k
log �

2
+ logC4:

d�où

(�� �k) logN � � logN � logK (N)� k log �
2

+ logC4

Grâce à la relation (3:3:1) on obtient,

(�� �k) logN � � logN �+� logN + C6
(logN)1=�

log logN
� k log �

2
+ logC4

� C6
(logN)1=�

log logN
+ logC4

quand N �! +1;

(�� �k) logN � C6
(logN)1=�

log logN
+ logC4 � C6 (1 + o (1))

(logN)1=�

log logN
(3.3.4)
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Par l�estimation,

�� �k �
2�

�� 0 (�)
�
(�� 1) k��1 (log k)�

il existe donc C > 0; tel que ;

k��1 (log k)� � C (logN)1�1=� log logN (3.3.5)

Mais la fonction y = f (t) = t��1 (log t)� tend vers l�in�ni avec t, et elle est croissante pour

t � 1:
donc,

log y = log f (t) = log
�
t��1 (log t)�

�
= (�� 1) log t+ � log (log t)

d�où,

log y � (�� 1) log t

celà implique que

y � t��1 1

(�� 1)� (log y)
�

par conséquent on a

t��1 � y
1

(�� 1)� (log y)
�
= (�� 1)� y

(log y)�

or

t � (�� 1)
�

��1

�
y

(log y)�

� 1
��1

(y ! +1)

d�où la fonction réciproque f (t) satisfait:

f�1 (y) � (�� 1)
�

��1

�
y

(log y)

� 1
��1

� (logN)1=�

log logN
:

Ceci donne la minoration de k = ! (N) dans (3:3:2) :

Lemme 3.3.1 Soit N un nombre K�champion dont la décomposition en facteurs premiers
est N = 2�13�2 :::p�kk ; avec �1 � �2 � ::: � �k � 1; et k = ! (N) . Alors, lorsque

N �! +1, on a

log pk �
1

�
log logN; où � est la racine positive de l�équation � (�) = 2 (3.3.6)

46



3.3. Encadrement de ! (N)

et

kP
i=1

j�i � x�i j log pi = O
�
(logN)�

�
avec � = (1 + 1=�) =2 = 0:789243::: (3.3.7)

où x�i est dé�ni par (2:2:14):

Preuve. L�énigalité logK (N) � � logN � C6
(logN)1=�

log logN
et � � �k, impliquent qu�il

existe m � N telle que

logK (N) � logK (m) � � logN � C6
(logN)1=�

log logN
� �k logN � C6

(logN)1=�

log logN
(3.3.8)

l�équation (2:2:15) du théorème 2:2:1 donne F (x�) = �k logN . En appliquant le lemme

2:2:4 avec � = (�1; �2; :::; �k) ; la majoration (2:2:16)

F (�) � F (x�)� 1

4A log pk

 
k�1X
i=1

j�i � x�i j log pi

!2
s�écrit,

F (�) � �k logN �
1

4A log pk

 
k�1X
i=1

j�i � x�i j log pi

!2
: (3.3.9)

Par l�encadrement (3:3:2) du théorème 3:3:1, k = ! (N) tend vers l�in�ni avecN: En utilisant

(2:2:24) ; il en résulte, que pour N assez grand,

logK (N) � F (�) + logC4 �
k

2
log � � F (�) :

cette inégalité avec (3:3:8) et (3:3:9) donnent,

1

4 logN log pk

 
k�1X
i=1

j�i � x�i j log pi

!2
� C6

(logN)1=�

log logN
(3.3.10)

Par l�inégalité (3:3:2) du théorème 3:3:1, k = ! (N) � (logN)1=�

log logN
, ce qui entraine, lorsque

N �! +1;
log pk � log (k log k) � log k �

1

�
log logN

et cela prouve (3:3:6) : De (3:3:10) et (3:3:6) on déduit la relation,

k�1X
i=1

j�i � x�i j log pi = O
�
(logN)�

�
(3.3.11)

47



3.4. Exposants des petits facteurs premiers

où � donné par (3:3:7) :Pour prouver que
kX
i=1

j�i � x�i j log pi = O
�
(logN)�

�
, ce qui terminera

la preuve du lemme, il reste à véri�er que j(�k � x�k) log pij = O
�
(logN)�

�
. La dé�nition

A = logN et (2:2:4) donnent

logN =

kX
i=1

�i log pi =

kX
i=1

x�i log pi:

Il en résulte
kX
i=1

(�i � x�i ) log pi = 0 (3.3.12)

et donc, avec (3:3:11) ; on obtient, j(�k � x�k) log pij �
k�1X
i=1

j�i � x�i j log pi = O
�
(logN)�

�
:

3.4 Exposants des petits facteurs premiers

Théorème 3.4.1 Soit N un nombre K�champion dont la décomposition en facteurs pre-
miers est

N = 2�13�2 :::p�kk ; avec �1 � �2 � ::: � �k � 1;

et � est la racine positive de l�équation � (�) = 2, et
1

a
=

+1X
i=1

log pi
p�i � 1

= L0 (�) : Lorsque

N �! +1, on a


 (N) = �1 + �2 + :::+ �k = b logN +O
�
(logN)�

�
; (3.4.1)

avec � dé�ni en (3:3:7),

�i =
a

p�i � 1
et b =

+1X
i=1

�i = 0:8612985::: (3.4.2)

De plus, pour 1 � i � k; on a uniformément en i;

�i = �i logN +O

 
(logN)�

log pi

!
: (3.4.3)
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3.4. Exposants des petits facteurs premiers

Preuve. Démonstration de (3:4:1) : Pour cela il su¢ t de démontrer la majoration,
kX
i=1

j�i � �i logN j+
+1X
i=k+1

�i logN = O
�
(logN)�

�
: (3.4.4)

On applique le théorème (2:2:1) avec k = ! (N) et A = logN: On écrit alors,
kX
i=1

j�i � �i logN j �
kX
i=1

j�i � x�i j+
kX
i=1

jx�i � �i logN j

: Le lemme 3:3:1 donne
kX
i=1

j�i � x�i j � O
�
(logN)�

�
(3.4.5)

En utilisant le lemme 2:1:11 (car, par (3:3:2), k � 2)
kX
i=1

jx�i � �i logN j = logN

kX
i=1

���� ak
p
�k
i � 1

� a

p�i � 1

����
� C9

logN

(k log k)��1

kX
i=1

log pi
p
�2
i

= O

�
logN

k��1

�
(3.4.6)

Par la minoration (3:3:2) de ! (N) = k;il vient

logN

k��1
= O

�
(logN)1=� (log logN)��1

�
= O

�
(logN)�

�
(3.4.7)

car 1=� < �: Il vient ensuite

+1X
i=k+1

�i =
+1X
i=k+1

a

p�i � 1
�

+1X
i=k+1

2a

p�i
�

+1X
i=k+1

2a

i�
�

1Z
k

2a

t�
dt =

2a

(�� 1) k��1 (3.4.8)

ce qui avec (3:4:6) et (3:4:7) complète la preuve de (3:4:4) et de (3:4:1) Démonstration de

(3:4:3). Pour tout i, 1 � i � k, on a

j�i � �i logN j � j�i � x�i j+ jx�i � �i logN j : (3.4.9)

Par le lemme 3:3:1 on a

j�i � x�i j �
1

log pi
(logN)� : (3.4.10)

Les dé�nitions (2:2:14) et (3:4:2) de �i et x
�
i et le lemme 2:1:11; donnent, pour tout i,

j�i � �i logN j � C9
log pi
p
�2
i

logN

(k log k)��1
=

1

log pi
O

�
logN

k��1

�
:

En utilisant (3:4:7), il vient

j�i � �i logN j �
1

log pi
(logN)� ;

et avec (3:4:10) et (3:4:9) ; on termine la preuve de (3:4:3) :
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3.5. Exposants des grandes facteurs premiers

3.5 Exposants des grandes facteurs premiers

Lemme 3.5.1 Soit N = 2�13�2 :::p�kk unK�champion tendant vers l�in�ni, � = (�1; �2; :::; �k),
et � est dé�ni par (3:3:7) :

1. Soit a = 1:100020011:::la constante dé�nie par
1

a
=

+1X
i=1

log pi
p�i

; alors

c (�) = a logN +O
�
(logN)�

�
: (3.5.1)

2. Soit T0 =
1X
j=1

1

p�j
= 0:62035::::Alors on a

T (�) = T0 +O
�
(logN)��1

�
: (3.5.2)

3. Soit B0 =

r
2a

T0
= 1:883::::Alors on a

B (�) = B0
p
logN

�
1 +O

�
(logN)��1

��
(3.5.3)

4.

K (N) = B0
p
�
p
logNA (�)

�
1 +O

�
(logN)��1

��
: (3.5.4)

Preuve. du lemme 3:5:1 Démonstration de (3:5:1). Soit � = (�i)i�1 où les �i sont

dé�nis en (3:4:2) : L�égalité

c (�x1; �x2; :::) = �c (x1; x2; :::) ;

le lemme 2:1:5 et la majoration (3:4:4) donnent��c (�)� c ��� logN �� =
��c (�)� c �� logN���

� 2

kX
i=1

j�i � �i logN j+ 2
+1X
i=k+1

j�i logN j = O
�
(logN)��1

�
:

Il reste à véri�er que c
�
�
�
= a: Or, par dé�nition de �; on a

2 = � (�) =
+1Y
i=1

1

1� p��i
=

+1Y
i=1

p�i
p�i � 1

=
+1Y
i=1

�
1 +

1

p�i � 1

�
:

En utilisant la formule
+!Y
j=1

�
1 +

xj
c

�
= 2:
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qui dé�nit c, cela s�écrit

+1Y
i=1

�
1 +

1

p�i � 1

�
=

+1Y
i=1

0@1 +
�

1
p�i�1

�
1

1A =
+1Y
j=1

�
1 +

xj
c

�
d�où

c

�
1

2� � 1 ;
1

3� � 1 ; :::
�
= 1:

Puisque �i =
a

p�i � 1
; on obtient c

�
�
�
= a en multipliant les deux termes de cette égalité

par a :

Démonstration de (3:5:2). Par la dé�nition (3:4:2) ; on a �i =
a

p�i � 1
cela implique �i= (a+ �i) =

1=p�i : L�estimation (3:4:3) où le O
�
(logN)��1

�
est uniforme en i, et (3:5:1) donnent alors

T (�) =
kX
i=1

�i
c (�) + �i

=
kX
i=1

�i logN
�
1 +O

�
(logN)��1

��
(a+ �i) logN

�
1 +O

�
(logN)��1

��
=

kX
i=1

1

p�i

�
1 +O

�
(logN)��1

��
=

kX
i=1

1

p�i
+O

�
(logN)��1

�
= T0 �

+1X
i=k+1

1

p�i
+O

�
(logN)��1

�
;

ce qui prouve (3:5:2), car , par (3:4:7) et (3:4:8) on a

+1X
i=k+1

1

p�i
= O

�
1

k��1

�
= O

�
(logN)��1

�
:

Démonstration de (3:5:3) : La formule (3:5:3) est une conséquence

B (�) =

(
1

2c (�)

kX
i=1

�i
c (�) + �i

)� 1
2

=

s
2c (�)

T (�)

=

vuuut2
�
a logN +O

�
(logN)�

��
T0 +O

�
(logN)��1

� =

r
2a logN

T0

�
1 +O

�
(logN)��1

��
= B0

p
logN

�
1 +O

�
(logN)��1

��
:

Démonstration de (3:5:3) : Choisissant � = 1�� dans le théorème 2:2:1 (théorème de Evans)
on obtient

K (N) =
p
�B (�)A (�)

�
1 +O (
 (N))��1

�
:
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On conclut avec (3:5:3) et (3:4:1)

K (N) =
p
�B0

p
logN

�
1 +O

�
(logN)��1

��
A (�)

�
1 +O (
 (N))��1

�
= B0

p
�
p
logNA (�)

�
1 +O

�
(logN)��1

��
:

Dé�nition 3.5.1 Soit N = 2�13�2 :::p�kk un K�champion tendant vers l�in�ni, et M un

entier dépendant de N; M = 2�
0
13�

0
2 :::p

�0k
k0 , avec �

0
i � 1, pour 1 � i � k0.On pose

�0 = (�01; �
0
2; :::; �

0
k) ; et � = � � 1=� = 0:210:::. On dira que M est voisin de N si,

k�0 � �k = O ((logN)�) = O
�
(logN)��1=�

�
:

Lemme 3.5.2 Si M = 2�
0
13�

0
2 :::p

�0k
k0 est un voisin de N , on a

logM = logN +O
�
(logN)�

�
: (3.5.5)


 (M) = b logN +O
�
(logN)�

�
; �0i = �i logN +O

�
(logN)�

�
(1 � i � k0) : (3.5.6)

Preuve. Démonstration de (3:5:5) : Posons k1 = max (k0; k) : On

jlogM � logN j =
�����
k1X
i=1

(�0i � �i) log pi

�����
�

k1X
i=1

j(�0i � �i)j log pi � k�0 � �k log pk1 :

Par (3:3:2), k = ! (N) = O
(logN)1=�

log logN
. Puisque M est voisin de N , on a

0 � k1 � k � (logN)� : Par (3:3:2)

k1 = ! (N) +O ((logN)�) = O

 
(logN)1=�

log logN

!
+O

0@ logN

(logN)1=�

!�1A = O

 
(logN)1=�

log logN

!
:

= O
�
(logN)1=�

�
Par le théorème des nombres premiers

pk1 � k1 log k1 = O
�
(logN)1=�

�
log
�
O
�
(logN)1=�

��
= O

�
(logN)1=�

�
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et, par hypothèse k�0 � �k = O
�
(logN)��1=�

�
; d�où (3:3:5) :

Démonstration de (3:5:7) : L�égalité (3:4:1)


 (N) = �1 + �2 + :::+ �k = b logN +O
�
(logN)�

�
;

et la majoration évidente

j
 (M)� 
 (N)j � k�0 � �kO
�
(logN)�

�
=

donnent


 (M) = 
 (N) +O
�
(logN)�

�
= b logN +O

�
(logN)�

�
:

Pour i satisfaisant i � min (k; k0), l�éstimation (3:4:3)

�i = �i logN +O

 
(logN)�

log pi

!
et j(�0i � �i)j � k�0 � �k = O

�
(logN)�

�
donnent

�0i = �i +O
�
(logN)�

�
= �i logN +O

 
(logN)�

log pi

!
+O

�
(logN)�

�
= �i logN +O

�
(logN)�

�
:

Lorsque k < i � k0; on écrit

j�0i � �i logN j � �0i + �i logN � k�0 � �k+ �i logN = �i logN +O
�
(logN)�

�
:

On termine en remarquons que �i =
a

p�k � 1
� 2a

p�k
= O

 
1

(logN)1+o(1)

!
; vu (3:3:6) :

Lemme 3.5.3 Avec les notations de la dé�nition 3:5:1, soit N unK-champion qui tend vers

l�in�ni et M = 2�
0
13�

0
2 :::p

�0k
k0 un voisin de N; et �

0 = (�01; �
0
2; :::; �

0
k) (où plus généralement,

�0 2 R�k0+ avec k�0 � �k = O ((logN)�) : Soit �, a, T0 et B0 les constantes �gurant dans le
lemme 3:5:1, alors on a :

c (�0) = a logN +O
�
(logN)�

�
; (3.5.7)
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T (�0) = T0 +O
�
(logN)��1

�
; (3.5.8)

B (�0) = B0
p
logN +

�
1 +O

�
(logN)��1

��
; (3.5.9)

K (M) = B0
p
�
p
logNA (�0)

�
1 +O

�
(logN)��1

��
: (3.5.10)

Preuve. du lemme 3:5:4 preuve de (3:5:7), comme on a par (3:5:1): c (�) = a logN +

O
�
(logN)�

�
; il su¢ t de montrer que jc (�0)� c (�)j = O

�
(logN)�

�
: Le lemme 3:5:2 et la

dé�nition 3:5:1

jc (�0)� c (�)j � 2 k�0 � �k = O
�
(logN)�

�
:

Démonstration de (3:5:8) , comme on a (3:5:2) il su¢ t de montrer que jT (�0)� T (�)j =
O
�
(logN)��1

�
: Le lemme 3:5:5 donne

jT (�0)� T (�)j � 3 k�0 � �k
max (
 (N) ;
 (M))

:

Par (3:4:1) et (3:5:7) on a 
 (M) � 
 (N) � a logN , et avec la dé�nition 2:1,on en déduit

jT (�0)� T (�)j = O
�
(logN)��1

�
:

d�où

T (�0) = T0 +O
�
(logN)��1

�
démonstration de (3:5:8) ; on a par dé�nition de B;

B (x) =

(
1

2c (x)

kX
i=1

xi
c (x) + xi

)� 1
2

=

s
2c (x)

T (x)

cela implique que

B (�0) =

s
2c (�0)

T (�0)

de (3:5:2) et de (3:5:3) :

B (�0) =

vuuut2
�
a logN +O

�
(logN)�

��
T0 +O

�
(logN)��1

� =

r
2a

T0

p
logN

0BBBBB@
1 +

O
�
(logN)�

�
2a logN

1 +
O
�
(logN)��1

�
T0

1CCCCCA
= B0

p
logN

�
1 +O

�
(logN)��1

��
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Démonstration de (3:5:9). En choisissant � = 1� � dans théorème d�Evans dans la formule

K (n) =
p
�A (�)B (�) (1 +R (�)) avec jR (�)j � c0 (
 (�))��

on obtient

K (M) =
p
�A (�0)B (�0)

�
1 + 
 (M)��1

�
on conclut avec (3:5:8) et (3:5:6)

K (M) = B0
p
�
p
logNA (�0)

�
1 +O

�
(logN)��1

��
:

Lemme 3.5.4 Soit N = 2�13�2 :::p�kk unK�champion tendant vers l�in�ni et � = (�1; �2; :::; �k) :
Soit alors x 2 R�`+ dépendant de N , tel que kx� �k = O

�
(logN)�

�
. Alors, pour tout i tel

que p�i = o
�
(logN)1��

�
on a

@F (x)

@xi
= � log pi +O

�
p�i (logN)

1��
�
: (3.5.11)

Preuve. D�aprés la démonstration du lemme 1:3:1

@F (x)

@xi
= log

�
c (x) + xi

xi

�
:

Par (3:4:2), on a �i �
1

p�i
: Par le lemme:3:5:2 , on a

jc (x)� c (x0)j � 2
+1X
i=1

���x0i � xi��� = 2 kx� x0k
des relations (3:4:3:) ; (3:5:1) et de la dé�nition de �i; on déduit

jc (x)� c (�)j � 2 kx� �k d�où c (x) = c (�) +O
�
(logN)�

�

c (x) + xi
xi

=
c (�) + �i +O

�
(logN)�

�
�i +O

�
(logN)�

�
=

a logN + �i logN +O
�
(logN)�

�
�i logN +O

�
(logN)�

�
= p�i

�
1 +O

�
p�i (logN)

��1
��
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et donc,

@F (x)

@xi
= log

�
c (x) + xi

xi

�
= log

�
p�i

�
1 +

�
1 +O

�
p�i (logN)

��1
����

= � log p+O
�
p�i (logN)

��1
�
:

Le lemme précédent précise la variation de F (�) lorsque on multiplie un champion

N = 2�13�2 :::p�kk par un petit facteur premier. Le lemme suivant précise la variation de

F (�0) lorsque l�on multiplie M 0 = 2�
0
13�

0
2 :::p

�0
k0
k0 , voisin d�un champion, par un grand facteur

premier.

Lemme 3.5.5 Soit N = 2�13�2 :::p�kk unK�champion tendant vers l�in�niM 0 = 2�
0
13�

0
2 :::p

�0
k0
k

un voisin de N . Soit i un indice tel que p�i � (logN) 1�� et i � k0 + 1: Soit M 00 =

M 0pi = 2
�0013�

00
2 :::p

�00
k00
k00 k

00 = max (i; k0) : En posant �00 = (�001; �
00
2; :::�

00
k00) et �

0 = (�01; �
0
2; :::�

0
k0).

Lorsque i = k0 + 1; on pose �0k0+1 = 0 et �
0 = (�01; �

0
2; :::�

0
k00) : On a alors

F (�00)� F (�0) = 1 + log a+ log logN

� (�0i + 1) log (�0i + 1) + �0i log�0i +O
�
(logN)��1

�
(3.5.12)

en convenant que �0i log�
0
i = 0 pour �

0
i = 0:

Preuve. Commençons par remarquer que M 00 est aussi voisin de M:

1: Il resulte de p�i � (logN) 1�� ; de (3:4:3) et de la dé�nition 3:5:1 que l�on a

�0i = O
�
(logN)�

�
: (3.5.13)

Posons c00 = c (�00) et c0 = c (�0) : Montrons que

c00 � c0 = 1

T0
+O

�
(logN)��1

�
: (3.5.14)

On considère la fonction G (t) = c (�0 + t (�00 � �0)) : G est dérivable et, par le théoreme

des accroissements �nis , on a c00 � c0 = G (1) � G (0) = G0 (t) avec t 2 ]0; 1[ : Posons
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 = �0 + t (�00 � �0). d�aprés le lemme 2:1:2; (3:5:7), (3:5:8) et (3:5:13) ; on a

G0 (t) =
@c

@xi

�

�
=

1

T
�

� c

�

�

c
�

�
+ �0i + t

=
1

T0 +O
�
(logN)��1

� a logN +O
�
(logN)�

�
a logN +O

�
(logN)�

�
=

1

T0
+O

�
(logN)�

�
ce qui démontre (5:3:14) :

2: Ecrivons,

F (x) =

kX
j=1

xj log

�
1 +

c (x)

xj

�
=

kX
j=1

(xj log (xj + c (x))� xj log xj)

F (�00)� F (�0) =
k00X

j=1;j 6=i

�0j log
c00 + �0j
�0j

�
k00X

j=1;j 6=i

�0j log
c0 + �0j
�0j

+(�0i + 1) log

�
c00 + �0i + 1

�0i + 1

�
� �0i log

�
c0 + �0i
�0i

�
soit

F (�00)� F (�0) = S1 + S2 + �0i log�0i � (�0i + 1) log (�0i + 1) (3.5.15)

avec

S1 =
k00X

j=1;j 6=i

�0j log

�
1 +

c00 � c0
c0 + �0j

�
(3.5.16)

et

S2 = (�
0
i + 1) log (c

00 + �0i + 1)� �0i log (c0 + �0i) : (3.5.17)

Par (3:5:6), (3:5:7) ; on a c0 + �0j � logN; ce qui entraine par (3:5:14) ; la relation,

log

�
1 +

c00 � c0
c0 + �0j

�
=
c00 � c0
c0 + �0j

+
O (1)

(logN)2
=
1

T0

1

c0 + �0j
+O

�
(logN)��2

�
:

Il en resulte

S1 =

kX
j=1;j 6=i

�0j log

�
1 +

c00 � c0
c0 + �0j

�

=
1

T0

kX
j=1;j 6=i

�0j log
�0j

c0 + �0j
+

 
kX

j=1;j 6=i

�0j

!
O
�
(logN)��2

�
:
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Puis en utilisant le lemme , (3:5:7), (3:5:6) et (3:5:13)

S1 =
1

T0

�
T (�0)� �0i

c0 + �0i

�
+ (
 (M 0)� �0i)O

�
(logN)��2

�
= 1 +O

�
(logN)��1

�
: (3.5.18)

3: La dé�nition (3:5:17) de S2 donne,

S2 = log (c00 + �0i + 1) + �
0
i log

c00 + �0i + 1

c0 + �0i

= log (c00 + �0i + 1) + �
0
i log

�
c00 + c0 � c0 + �0i + 1

c0 + �0i

�
= log (c00 + �0i + 1) + �

0
i log

�
1 +

c00 � c0 + 1
c0 + �0i

�
:

Avec (3:5:7), (3:5:14) et (3:5:14) on déduit

S2 = log
�
a logN

�
1 +O

�
(logN)��1

���
+O

�
(logN)�

� �
(logN)�1

�
:

Grâce aux relations (3:5:14) et (3:5:18) on déduit (3:5:12) :

Lemme 3.5.6 Soit N = 2�13�2 :::p�kk unK�champion tendant vers l�in�ni etM 0 = 2�
0
13�

0
2 :::p

�0
k0
k

un voisin de N .

1: Soit pi un nombre premier tel que pi = O ((logN)
�), avec

0 � � � 1� �
�

= 0:12192::: (3.5.19)

Soit u un petit entier, u = O ((log logN)) ; et M 00 = puiM
0. Alors lorsque N tend vers

l�in�ni,
K (M 00)

K (M 0)
= p�ui

�
1 +O

�
(logN)��1

��
: (3.5.20)

2: Si pi � (logN)(1��)=� et i � k0 + 1 alors, lorsque N �!1; on a en posant �0k0+1 = 0;

K (M 00)

K (M 0)
=
a logN

�0i + 1

�
1 +O

�
(logN)��1

��
: (3.5.21)

Preuve. 1. Posons �00j = �
0
j pour j 6= i, �00i = �0i + u et �00 = (�001; �002; :::; �00:k0). Comme

M 00 et M 0 sont des voisins de N , par (3:5:10) ; on a

K (M 00)

K (M 0)
=
B0
p
�
p
logNA (�00)

�
1 +O

�
(logN)��1

��
B0
p
�
p
logNA (�0)

�
1 +O

�
(logN)��1

�� = A (�00)

A (�0)

�
1 +O

�
(logN)��1

��
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et, on a

A (�00)

A (�0)
=

1

2
p
2
exp (F (�00))

kY
j=1

1

s
�
�00j
�

1

2
p
2
exp (F (�0))

kY
j=1

1

s
�
�0j
�

A (�00)

A (�0)
= exp (F (�00)� F (�0)) s (�

0
i)

s (�00i )

kY
j=1

j 6=i

s
�
�0j
�

s
�
�00j
� (3.5.22)

= exp (F (�00)� F (�0)) s (�
0
i)

s (�00i )
, car

kY
j=1

j 6=i

s
�
�0j
�

s
�
�00j
� = 1

où

s (�00i ) =
� (�00i + 1)

�00i e
��00i

et s (�00i ) =
� (�0i + 1)

�0ie
��0i

:

donc
A (�00)

A (�0)
= exp (F (�00)� F (�0)) s (�0i)

s (�0i + u)
: (3.5.23)

Par (3:4:2) et l�hypothèse pi = O ((logN)
�) on a

�i =
a

p�i � 1
� a

p�i
� a

(logN)��
:

Par (3:4:3) et (3:5:19), et la dé�nition 3:5:1, pour j; 0 � j � u; on a �0i+j+1� (logN)1��� ;

donc

s (�0i + j)

s (�0i + j + 1)
= 1� 1

2 (�0i + j + 1)
+O

 �
1

�0i + j + 1

�2!

= 1 +O

�
1

(logN)1���

�
:

De u = O (log logN) il resulte alors

s (�0i)

s (�0i + u)
=

u�1Y
j=0

s (�0i + j)

s (�0i + j + 1)
= 1 +O

�
log logN

(logN)1���

�
quand N tend vers l�in�ni, et avec (3:5:23) ;

A (�00)

A (�0)
= exp (F (�00)� F (�0))

�
1 +O

�
log logN

(logN)1���

��
: (3.5.24)

59



3.5. Exposants des grandes facteurs premiers

Par le théorème des accroissements �nis, il existe t 2 ]0; 1[ ; tel que

F (�00)� F (�0) = u@F (x)
@xi

(�0 + t (�00 � �0)) :

Puisque k�00 � �0k = juj = O (log logN) ; on en deduit avec (3:5:11) que

F (�00)� F (�0) = u� log pi +O
�
(log logN) p�i (log n)

��1
�

= u� log pi +O

 
log logN

(logN)1�����

!
;

puis (3:5:20) à l�aide de (3:5:19) :

2. Lorsque pi est grand, on a, comme dans le point 1,

K (M 00)

K (M 0)
=
A (�00)

A (�0)

�
1 +O

�
(logN)��1

��
et par (3:5:12)

F (�00)� F (�0) = 1 + log a+ log logN

� (�0i + 1) log (�0i + 1) + �0i log�0i +O
�
(logN)��1

�
:

De cette égalité,et de (3:5:35) (avec u = 1), on déduit

A (�00)

A (�0)
=

a logN

�0i + 1
e

�
�0i

�0i + 1

��0i s (�0i)

s (�0i + 1)

�
1 +O

�
(logN)��1

��
=

a logN

�0i + 1

�
1 +O

�
(logN)��1

��
:

Théorème 3.5.1 Soit N = 2�13�2 :::p�kk un K�champion.
1. Pour N su¢ sament grand, on a �k = 1

2: Pour j � 1; un entier �xé. On désigne par Pj le plus grand nombre premier tel que P jj
divise N (en particulier P1 = pk) : Lorsque N tend vers l�in�ni

Pj �
�
a logN

j

� 1
�

� j�1=�P1 (3.5.25)

3: Lorsque N tend vers l�in�ni,

! (N) � �a1=� (logN)
1=�

log logN
: (3.5.26)
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Preuve. Démonstration du point 1. On suppose �k � 2 et on pose

M =
pk+1pk+2
2pk�1pk

:

Lorsque N tend vers l�in�ni, k tend vers l�in�ni. Pour N su¢ sament grand on a donc

M < N;

et puisque N est un champion

K (M) < K (N) :

On pose

M =M (0); M (1) =
N

pk
; M (2) =

N

pk�1pk
; M (3) =

Npk+1
pk�1pk

; M (4) =
Npk+1pk+2
pk�1pk

et M (5) =M:

Ces nombres sont des voisins de N , et par (3:3:2), on a pk�1 > (logN)(1��)=� pour N

assez grand. En appliquant 5 fois le lemme 3:5:8; lorsque N tend vers l�in�ni, on a

1 >
K (M)

K (N)
=

4Y
i=1

K
�
M (i+1)

�
K (M (i))

� �k�1�k
2� � 1� 1 : (3.5.27)

On a donc pour N assez grand

(�k�1�k) =2
� . 2� = 3:314

:

Puisque �k est un entier , il est plus petit que 2, il y a contradiction.

Démonstration de (3:5:25) : Soit i, dépendant de N , le plus grand indice tel que �i � j:
Cet entier i est caractérisé par �i � j � �i+1:Notons j0 = �i et j" = �i+1. D�aprés (3:4:3) ;
il esxiste une constante C telle que

j > �i+1 � �i+1 logN � C (logN)
� � a

p�i+1
logN � C (logN)� :

Cela implique

pi+1 � (logN)(��1)=� ; et donc aussi

et donc aussi

pi � (logN)(��1)=� :
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Le nombre
log 3

log 2
étant irrationnel, si l�on ordonne l�enssemble des 2u3ven une suite crois-

sante (xn) ; on a limxn+1=xn = 1: En conséquence, pour tout � > 0; il existe N� tel que,

pour tout champion N � N�;il existe des entiers u0; v0; u"; v" � 0 avec

(1� �) pi � 2u
0
3v0 < pi < pi+1 < 2

u"3v" < pi+1 (1 + �) < pi (1 + 2�) : (3.5.28)

De l�encadrement ci-dessus, de pi � pk et de (3:3:6) il résulte que

u0; v0; u"; v" = O (log logN) : (3.5.29)

Soit

M 0 = N2u
0
3v0=pi < N et M" = N

pi+1
2u"3v"

< N: (3.5.30)

La majoration (3:5:29) avec (3:4:2) entraîne que, pour N assez grand, u" < �1 et v" < �2:

Ainsi M 0 et M" son entiers. Comme N est un K�champion on a

K (M 0) < K (N) et K (M") < K (N) :

Par le lemme 3:5:8 on a comme en (3:5:27)

K (M 0)

K (N)
� 2�u

0
3�v0j0

a logN
et

K (M")

K (N)
� a logN

2�u"3�v" (j" + 1)
:

Et donc, puisque 2u
0
3v0 � (1� �) pi,

(1� �)� p�i
j0

logN
. K (M 0)

K (N)
< 1

soit

Pj = pi .
1

1� �

�
a logN

j0

� 1
�

� 1

1� �

�
a logN

j

� 1
�

:

De même, la majoration K (M") =K (N) < 1 avec 2u"3v" � pi (1 + 2�) donne

Pj = pi &
1

(1 + 2�)

�
a logN

j

� 1
�

:

Démonstration de (3:5:26). Choisissant j = 1 dans (3:5:25) on obtient

pk = P1 � (a logN)
1
� ;

puis, par le théorème des nombres premiers, k log k � (a logN)
1
� et log k � 1

�
log logN et

cela donne

k = ! (N) � �a1=� (logN)
1=�

log logN
:
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3.6 Estimation de Q (X)

SoitQ (X) le nombre deK�champion au plus égaux àX. N = 2�13�2 :::p�kk unK�champion
avec �1 � �2 � ::: � �k � 1 et par cette propriété , on a comme en [3] paragraphe 6.4

logX � Q (X)� exp

 
(1 + o (1))

2�p
3

s
logX

log logX

!

Théorème 3.6.1 1. Pour X assez grand, on a

Q (X) � (logX)1:07 :

2. Lorsque X tend vers l�in�ni

logQ (X) = O
�
(logX)�=2

�
où � = 0:788:::a été dé�ni en (3:3:7) :

Preuve. cf([5])
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M. Deleglise a calculé tous les champions de Kalmar jusqu�àX = 557940830126698960967415390:

Il a obtenu 340884 nombres de la forme N = 2�13�2 :::p�kk : Mais seuls 761 sont de véritables

champions.

On pourra consulter la table des 761 champions de la fonction de Kalmar sur le site

http://math.univ-lyon1.fr/~deleglis/tables.html
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié essentiellement les grandes valeurs ainsi que les

propriétés des nombres champions de la fonction de factorisation de Kalmar. Cette fonction

a été étudiée par plusieurs auteurs, nous nous sommes intéressés aux derniers résultats

obtenus et publiés dans ([5]); par M. Deleglise, M.O. Hernane et J.L. Nicolas.

Plusieurs problèmes ouverts ont été annoncés à la �n de leur article. Nous envisageons de

continuer sur ce sujet et essayer d�y apporter des réponses. Il serait intéressant d�expliciter

les constantes intervenant dans les théorèmes cités.

On pourrait aussi, essayer d�améliorer l�estimation Q(X) du nombre de champions in-

férieurs à une certaine borne X:
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