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En Mathématiques
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compétences, sa conception de la recherche, sa sévérité scientifique et son sacrifice à la
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Mon profond respect et ma gratitude se dirigent aussi vers mon enseignante Madame
Guerbyenne pour son aptitude dans l’enseignement et les conseils que j’ai tirés de sa longue
expérience.
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1.2.5 Ergodicité, Ergodicité géométrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Introduction générale

L’analyse des séries chronologiques a pour but, la mise en œuvre et l’évaluation des

modèles mathématiques adéquats pour la description des phénomènes aléatoires évolutifs

dans le temps. On comprend du modèle mathématique une représentation simplifiée d’un

phénomène aléatoire sous étude ; cette représentation est soumise à des hypothèses qui sim-

plifient l’étude de la série chronologique pour un objectif préalablement fixé. L’élaboration

d’un modèle mathématique est basé sur des outils mathématiques, c’est-à-dire des méthodes

et des techniques qui sont fondées sur l’observation du phénomène, la mise en œuvre du

modèle correspondant et en terminant par la validation de ce modèle. Une fois ce modèle est

mis en œuvre, on peut l’exploiter en vue de résoudre différentes problématiques posées au

préalable. Le modèle mathématique le plus utilisé pour représenter une série chronologique

est le processus aléatoire qui s’agit d’une famille de variables aléatoires caractérisées par

une structure de dépendance stochastique et provenant d’une distribution spécifique. La

qualité de la représentation du phénomène aléatoire par un modèle mathématique dépend

de ce que la structure de dépendance du processus puisse le mieux prendre la structure de

dépendance du phénomène observé. L’objectif de ce mémoire est l’étude des equations aux

récurrences stochastiques. Les domines d’application de ce type d’équations sont multiples

entre autres : l’économétrie financière, l’actuariat (modèle de risque) etc. Les processus non-

linéaire, en particulier les processus autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques

(ARCH) proposés par Engle [27] portant sur le problème de modélisation du phénomène

du regroupement de la volatilité caractérisant les séries chronologiques financières et les

modèles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques généralisés (GARCH) pro-

posés par Bollerslev [12], peuvent être inclus dans l’équation aux récurrences stochastique.

Ceci implique que le comportement extrémal de ces processus peut être étudié via l’étude

de l’équation aux récurrences stochastique et son comportement extrémal. Une question

importante pour l’étude de l’équation aux récurrences stochastique est de trouver des

hypothèses sur les coefficients aléatoires assurant l’existence et l’unicité de la solution
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non-anticipative ayant les propriétés suivantes : stationnarité stricte, stationnarité au se-

cond ordre, ergodicité, existence des moments d’ordres supérieurs, ergodicité géométrique,

(β, α)-mélange, comportement des queues de la distribution stationnaire et des distribu-

tions fini-dimensionnelles. De nombreux auteurs se sont intéressé à l’étude de l’équation

aux récurrences stochastique, en particulier Vervaat [74], Brandt [15], Bougerol et Picard

[13] pour l’existence et l’unicité de la solution non-anticipative strictement stationnaire et

ergodique, Goldie [36] et Grey [37] pour le comportement des queues de la distribution sta-

tionnaire de la solution strictement stationnaire, Basrak [5] pour l’ergodicité géométrique

et les propriétés (α, β)-mélanges, Konstantinides et Mikosch [49] sur les principes de larges

déviations et la probabilité de ruine associés à la solution non-anticipative strictement sta-

tionnaire.

Ce mémoire est composé de 5 chapitres.

Le chapitre 1 présente les concepts théoriques de base : Dans la section 1.1, on présente

quelques propriété des processus aléatoires telles que la stationnarité stricte, la stationnarité

au second ordre, les transformations préservant la mesure de probabilité, l’ergodicité, le

mélange et la régularité. Dans la section 1.2, on présente les châıne de Markov à espace

d’états continu et leurs propriétés telles que l’irréductibilité, l’apériodicité, la récurrence,

la transition, l’existence de mesures invariantes, l’ergodicité, l’ergodicité géométrique et les

propriétés (α, β)-mélanges.

Le chapitre 2 est consacré à l’étude de l’équation aux récurrences stochastique : Dans

la section 2.1, on définit l’équation aux récurrence stochastique et les notions de solutions

non-anticipatives et l’exposant de Lyapounov. Dans la section 2.2, on donne les différentes

conditions nécessaires et suffisantes assurant l’existence et l’unicité de la solution non-

anticipative strictement stationnaire et ergodique. Dans la section 2.3, on définit les moment

d’ordres supérieurs de la loi stationnaire. Dans la section 2.4, on donne des conditions

suffisantes assurant l’ergodicité géométrique et les propriétés (α, β)-mélanges de la solution

non-anticipative strictement stationnaire.

Le chapitre 3 présente la variation régulière de la solution strictement stationnaire

de l’équation aux récurrences stochastique : Dans la section 3.1, on définit la notion de

variation régulière d’une variable aléatoire et les différentes transformations d’une suite de

variables aléatoires à variations régulières telles que la somme et le produit. Dans la section

3.2, on prolonge la notion de variation régulière au cas multidimensionnel. Dans la section

3.3, on appliques les résultats des deux sections précédentes pour étudier le comportement

de la queue de la distribution stationnaire de la solution de l’équation aux récurrences
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stochastique ainsi que le comportement des queues de ses distributions fini-dimensionnelles

et les sommes de ses composantes.

Le chapitre 4 est consacré aux processus ARCH et GARCH. Dans la section 4.1,

on donne les définitions précises des processus ARCH et GARCH. On montre que le

carré du processus ARCH satisfait un modèle autorégressif AR et le carré du processus

GARCH satisfait le modèle autorégressif moyenne mobile ARMA. Dans la section 4.2, on

donne les conditions nécessaires et suffisantes de stationnarité stricte et de stationnarité

au second ordre du processus GARCH(1, 1) qui peut être écrit sous forme d’équation

aux récurrences stochastique. Sous les conditions de stationnarité stricte du processus

GARCH(1, 1), on précise le comportement de ses queues. Dans la section 4.3, on définit

le processus ARCH(∞) et on montre que le processus GARCH(p.q) peut être écrit sous

forme d’un processus ARCH(∞). Dans la section 4.4, on donne les conditions suffisantes

assurant l’existence des moments d’ordres supérieurs du processus GARCH(p, q) et on

définit le coefficient d’aplatissement (kurtosis). Dans la section 4.5, on montre l’ergodicité

géométrique et les propriétés (α, β)-mélanges de ces processus.

Dans le chapitre 5, on s’intéresse aux principes de grandes déviations et la probabilité

de ruine. Le principe des grandes déviations concerne le comportement asymptotique des

queues de suites de variables aléatoires et a pour objet l’étude de la vitesse de convergence

vers zéro d’événements rares. Le cas typique est celui de grandes déviations par rapport

à la moyenne dans les théorèmes ergodiques. Dans la section 5.2, on définit le principe de

grande déviation dans le cas d’une suite de variables aléatoires i.i.d à variation régulière

d’indice α et on montre que la probabilité de large déviation dépend de la valeur de α.

Dans la section 5.3, On calcule la probabilité de large déviation de la solution strictement

stationnaire de l’équation aux récurrences stochastique. Dans la section 5.4, on définit les

notions de processus de risque et la probabilité de ruine dans les assurances. On montre

que la probabilité de ruine dépend de la distribution de la suite de variables aléatoires i.i.d

qui modélisent les coûts individuels des sinistres. Finalement, on calcule la probabilité de

ruine pour les processus linéaires et pour la solution strictement stationnaire de l’équation

aux récurrences stochastique.



Chapitre 1

Outils préliminaires

Pour une meilleure compréhension de notre travail, on donne quelques outils qui seront

nécessaires par la suite.

1.1 Processus aléatoires

Définition 1.1.1. Un processus aléatoire X de domaine d’évolution T défini sur un espace

de probabilité (Ω,F , P ) à valeurs dans ((X ,B(X )) est une famille de variables aléatoires

(Xt, t ∈ T ), i.e.,

X = (Xt, t ∈ T ) : T → D
(
(Ω,F), (X ,B(X ))

)
t 7→ Xt

avec D
(
(Ω,F), (X ,B(X ))

)
est l’ensemble des variables aléatoires définies sur (Ω,F , P ) à

valeurs dans (X ,B(X )).

Remarque 1.1.

1. Pour ω fixé, la fonction

X(ω) : T → X

t 7→ X(ω, t) = Xt(ω)

définit la trajectoire du processus.

2. Si T et X sont discrets (resp. continus), le processus est dit à temps discret et à

espace d’états discret (resp. à temps continu et à espace d’états continu).

6
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3. Si T est discret (resp. continu) et X est continu (resp. discret), le processus est dit à

temps discret et à espace d’états continu (resp. à temps continu et à espace d’états

discret).

Comme pour les vecteurs aléatoires, on peut définir la distribution d’un processus

aléatoire de la façon suivante.

Définition 1.1.2. Pour tout n ∈ N? et pour tout t1, t2, . . . , tn ∈ T , la distribution fini-

dimensionnelle du processus X = (Xt, t ∈ T ) est la distribution de toute sous-suite finie

(Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) de X, définie de B(X )⊗n dans [0, 1], i.e.,

PXt1 ,Xt2 ,...,Xtn (·) : B(X )⊗n → [0, 1]

B 7→ PXt1 ,Xt2 ,...,Xtn (B) = P
{
ω :

n⋂
j=1

Xtj(ω) ∈ Btj

}

où B =
n∏
j=1

Btj ∈ B(X )⊗n

La fonction moyenne, la fonction variance et la fonction d’autocovariance de la distri-

bution d’un processus aléatoire sont définies comme suit.

Définition 1.1.3. Soit X = (Xn, n ∈ T ) un processus aléatoire défini sur un espace de

probabilité (Ω,F , P ) à valeurs dans (X ,B(X )), alors

1. ∀t ∈ T , µ(t) = E(Xt),

2. ∀t ∈ T , σ2(t) = var(Xt),

3. ∀(t, s) ∈ T × T , γ(t, s) = cov(Xt, Xs).

1.1.1 Processus strictement stationnaire

La structure de dépendance la plus simple que peut avoir un processus aléatoire est la

propriété d’indépendance stochastique. Cette propriété est adapté aux processus aléatoires

à partir de la propriété d’indépendances d’une suite fini de variables aléatoires. On dit dans

un premier temps qu’un processus aléatoire est stationnaire si la distribution de Xt est in-

variante dans le domaine d’évolution T . On peut généraliser cette propriété de stationnarité

marginale à la propriété de stationnarité des distributions fini-dimensionnelles.
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Définition 1.1.4. Un processus aléatoire X = (Xt, t ∈ T ) défini sur un espace de probabi-

lité (Ω,F , P ) à valeurs dans (X ,B(X )) est dit strictement stationnaire, si

P (Xt1 ∈ B1, . . . , Xtk ∈ Bk) = P (Xt1+h ∈ B1, . . . , Xtk+h ∈ Bk), ∀Bi ∈ B(X ), ∀ti, h ∈ T

avec ti + h ∈ T, i = 1, . . . , k.

Maintenant, on définit les transformations préservant la mesure P qui sont liées étroitement

aux processus strictement stationnaires.

Définition 1.1.5. Une transformation préservant la mesure P est une fonction mesurable

T, définie de (Ω,F) dans (Ω,F), telle que ∀B ∈ F , P (T−1B) = P (B).

Proposition 1.1.1. [50] Soient T une transformation préservant la mesure P et X :

Ω→ R une fonction mesurable, alors on peut définir un processus strictement stationnaire

X = (Xn)n∈N par :

Xn(ω) = X(Tn(ω)),∀ω ∈ Ω. (1.1)

Soient (Ω,F , P ) un espace de probabilité et T une transformation préservant la mesure

P . Pour X ∈ L1(Ω,F , P ), on définit la fonction UX par :

∀ω ∈ Ω, UX(ω) = X
(
T(ω)

)
.

On s’intéresse au comportement des moyennes empiriques X̄n = 1
n
(X+UX+ · · ·+Un−1X).

Théorème 1.1.1 (Birkhoff). [50] Soit T une transformation préservant la mesure P ,

alors pour X ∈ L1(Ω,F , P ), il existe X̄ ∈ L1(Ω,F , P ) telle que :

1. X̄n → X̄ p.s si n→ +∞.

2. UX̄ = X̄ p.s.

3.
∫

Ω
X̄(ω) dP (ω) =

∫
Ω
X(ω) dP (ω).

Soient T une transformation préservant la mesure P et (Xn)n∈N = (X(Tn
)
n∈N un pro-

cessus strictement stationnaire où X ∈ L1(Ω,F , P ). Un résultat du théorème de Birkhoff

est la loi forte des grands nombres.

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

U iX = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

Xn = X̄.

Dans le cas où les variables Xn sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d), X̄

est une constante, X̄ = E(Xn).
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Définition 1.1.6. Soit T une transformation préservant la mesure P , alors

1. Une variable aléatoire X définie sur (Ω,F , P ) est dite T-invariante, si

X
(
T(ω)

)
= X(ω) p.s

2. Un évènement B ∈ F est dit T−invariant, si la fonction indicatrice IB est T-invariante.

3. T est dite ergodique, si chaque fonction mesurable T-invariante est une constante

presque sûrement.

4. T est ergodique ssi chaque événement T-invariant a une probabilité égale à un ou

zéro.

Une autre propriété importante des transformations préservant la mesure P est la

propriété du mélange.

Définition 1.1.7. Une transformation T préservant la mesure P est dite mélangeante si,

∀B1, B2 ∈ F , lim
n→∞

P (B1 ∩ T−nB2) = P (B1)P (B2).

Le mélange implique l’ergodicité. En effet, si B est T-invariant, alors

P (B) = P (B ∩ T−nB) = P 2(B), ce qui implique que P (B) = 0 ou 1.

A partir des définitions précédentes, on peut formuler des définitions correspondantes pour

des processus strictement stationnaires.

Définition 1.1.8. Soit X = (Xn)n∈Z un processus aléatoire strictement stationnaire défini

sur un espace de probabilité (Ω,F , P ), alors

1. Le processus X = (Xn)n∈Z est dit ergodique, si la transformation préservant la mesure

P correspondante est ergodique.

2. Le processus X = (Xn)n∈Z est dit mélangeant si la transformation préservant la

mesure P correspondante est mélangeante.

On définit maintenant la notion de la régularité. Pour −∞ ≤ k1 ≤ k2 ≤ +∞, soit

Fk2k1 ⊆ F la plus petite tribu contenant tous les ensembles cylindriques de la forme

C = {ω : Xn1(ω) ∈ B1, . . . , Xnk(ω) ∈ Bk},

avec n1, . . . , nk ∈ Z, k1 ≤ n1, . . . , nk ≤ k2 et B1, . . . , Bk ∈ B(R)

Définition 1.1.9. Un processus strictement stationnaire X = (Xn)n∈Z est dit régulier, si

la tribu ∩k Fk−∞ contient seulement les évènements de mesure 0 et 1.
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Une conséquence importante de la régularité est le lien avec le mélange.

Théorème 1.1.2. [8] Si le processus strictement stationnaire X = (Xn)n∈Z est régulier,

alors il est mélangeant et par conséquent ergodique.

1.1.2 Processus faiblement stationnaire

La stationnarité stricte exige la connaissance des distributions fini-dimensionnelles du

processus qui ne sont pas toujours connues explicitement. Toutefois, plusieurs propriétés

essentielles du processus aléatoire peuvent être déduites à partir des deux premiers mo-

ments. La stationnarité de la variance peut être suffisante pour expliquer la stationnarité

dans la distribution du processus.

Définition 1.1.10. Un processus aléatoire X = (Xt, t ∈ T ) défini sur un espace de proba-

bilité (Ω,F , P ) à valeurs dans (X ,B(X )) est dit faiblement stationnaire, si

1. σ2(t) = var(Xt) = σ2 < +∞, ∀t ∈ T ,

2. µ(t) = E(Xt) = µ, ∀t ∈ T

3. γ(t, t+ h) = cov(Xt, Xt+h) = cov(X0, Xh), ∀t, h ∈ T .

Sous des conditions supplémentaires sur le processus faiblement stationnaire, la moyenne

empirique converge vers la moyenne théorique.

Théorème 1.1.3. [45] Soit X = (Xn)n∈N un processus faiblement stationnaire non corrélé,

alors
1

n
(X1 + · · ·+Xn)

m.q→ E(X1) m.q : moyenne quadratique.

Définition 1.1.11. On dit qu’un processus faiblement stationnaire de fonction d’autoco-

variance γ(h) est asymptotiquement non corrélé, si

lim
k→∞

1

k

k−1∑
h=0

γ(h) = 0.

On a immédiatement le résultat suivant.

Théorème 1.1.4. [45] Soit X = (Xn)n∈N un processus faiblement stationnaire de fonction

d’autocovariance γ(h), alors

lim
k→∞

1

k

k−1∑
h=0

γ(h) = 0 ⇔ lim
k→∞

E(X̄k − µ)2 = 0.
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Le théorème 1.1.4 peut se généraliser à des processus faiblement stationnaire quel-

conques, c’est-à-dire même dans la présence de la corrélation.

Théorème 1.1.5. [45] Soit X = (Xn)n∈N un processus faiblement stationnaire défini sur

l’espace de probabilité (Ω,F , P ), alors il existe une variable aléatoire X définie sur le même

espace de probabilité telle que

lim
n→∞

E‖X̄n −X‖ = 0.

1.2 Châınes de Markov à espace d’états continu

Une chaine de Markov est un type particulier de processus aléatoires. Les chaines de

Markov à espaces d’états continus est une généralisation des chaines de Markov à espaces

d’états dénombrables.

1.2.1 Noyau de transition et définition d’une châıne de Markov

La définition suivante introduit la notion de noyau de transition sur un espace d’états

continu X .

Définition 1.2.1. On appelle noyau de transition ou fonction de transition de Markov,

toute famille P = {P (x,B), x ∈ X , B ∈ B(X )} telle que :

1. Pour tout B ∈ B(X ), P (·, B) est une fonction mesurable non négative sur X .

2. Pour chaque x ∈ X , P (x, ·) est une mesure de probabilité sur B(X ).

Maintenant, on peut définir un processus aléatoire qui vérifie les propriétés marko-

viennes et pour lequel P servira de décrire les lois de transitions en une seule étape.

Théorème 1.2.1. [54] Pour toute mesure initiale µ sur B(X ) et pour tout noyau de

transition P = {P (x,B), x ∈ X , B ∈ B(X )}, il existe un processus aléatoire X = (Xn)n∈N

sur Ω = X N, B(X )⊗N-mesurable, et une mesure de probabilité Pµ sur B(X )⊗N telle que

∀B ∈ B(X )⊗N, Pµ(X ∈ B) =

∫
X
µ(dx)Pµ(X ∈ B|X0 = x) et ∀(Bi)

n
i=0; Bi ⊆ X ,

Pµ(X0 ∈ B0, . . . , Xn ∈ Bn) =

∫
x0∈B0

. . .

∫
xn−1∈Bn−1

µ(dx0)P (x0, dx1) . . . P (xn−1, Bn) (1.2)

La définition d’une châıne de Markov homogène repose sur les distributions (1.2).
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Définition 1.2.2. Un processus aléatoire X = (Xn)n∈N est dit une châıne de Markov

homogène avec un noyau de transition P et une distribution initiale µ, si les distributions

fini-dimensionnelles satisfont (1.2) pour tout n.

Le noyau de transition en n étapes est défini itérativement. On pose P 0(x,B) = δx(B)

où δx(B) est la mesure de Dirac définie par

δx(B) =

{
1 si x ∈ B,
0 sinon.

Pour n ≥ 1, on écrit

P n(x,B) =

∫
X
P (x, dy)P n−1(y,B), ∀x ∈ X , ∀B ∈ B(X )

Ainsi, le noyau de transition en n étapes est

Pn = {P n(x,B), x ∈ X , B ∈ B(X )}.

On vérifie que P n(x,B) s’interprète comme la probabilité conditionnelle de l’événement

{Xn ∈ B} par rapport à X0 = x0.

1.2.2 Irréductibilité et apériodicité

L’irréductibilité signifie qu’une châıne de Markov démarrant d’un état initial X0 = x0,

avec une probabilité positive visite n’importe quel ensemble C ∈ B(X ) de mesure positive.

On définit d’abord quelques éléments essentiels.

Définition 1.2.3. Soit X = (Xn)n∈N une châıne de Markov et B ∈ B(X ), alors

1. Le temps de séjour dans B est :

ηB =
+∞∑
n=1

IXn∈B

avec IB désigne la variable indicatrice d’un évènement B.

2. La durée moyenne de séjour dans B partant de x ∈ X est donnée par :

E(ηB|X0 = x) =
+∞∑
n=1

P n(x,B).
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3. Le temps de premier passage dans B à partir de l’instant 1 est donné par :

τB = min{n ≥ 1 : Xn ∈ B}.

4. La probabilité de passage dans B partant de x ∈ X :

P(τB < +∞|X0 = x).

On définit maintenant le concept d’irréductibilité.

Théorème 1.2.2. [54] Soit ϕ une mesure non identiquement nulle définie sur (X ,B(X )),

on dit que ϕ est une mesure d’irréductibilité, si

∀x ∈ X , ∀B ∈ B(X ), ϕ(B) > 0 ⇒
+∞∑
n=1

P n(x,B) > 0

On dit alors que la châıne X = (Xn)n∈N est ϕ-irréductible.

L’existence de la mesure d’irréductibilité maximale est assurée par la proposition sui-

vante.

Proposition 1.2.1. [54] Si X = (Xn)n∈N est ϕ-irréductible, il existe une mesure ψ sur

(X ,B(X )) telle que :

1. X = (Xn)n∈N est ψ-irréductible.

2. Pour toute autre mesure ϕ′ sur (X ,B(X )), X = (Xn)n∈N est ϕ′-irréductible si et

seulement si ϕ′ est absolument continue par rapport à ψ (ψ � ϕ′).

3. Si ψ(A) = 0 avec A ∈ B(X ), alors ψ(Ā) = 0 où Ā = {x : P(τB < +∞|X0 = x) > 0}.

La mesure ψ est alors dite mesure d’irréductibilité maximale.

Pour une châıne de Markov de mesure d’irréductibilité maximale ψ, on définit l’en-

semble B+(X ) définit par : B+(X ) = {B ∈ B(X ) : ψ(B) > 0}. L’existence d’une mesure

d’irréductibilité est compatible avec le comportement périodique de la châıne. Dans le cas

où X est dénombrable et la châıne est irréductible (tous les états communiquent), il suffit

que P (x, x) > 0 pour que la châıne soit apériodique. La définition est moins immédiate

pour un espace d’états continu. On commence à définir la notion de “small set”.

Définition 1.2.4. On appelle νm-small set tout ensemble C ∈ B(X ) tel qu’il existe un

m > 0 et une mesure non triviale νm sur B(X ) tels que :

∀x ∈ C, ∀B ∈ B(X ), Pm(x,B) ≥ νm(B).
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Soit C un νM -small set tel que νM(C) > 0. On considère l’ensemble des entiers n tels

que C est νn-small set par rapport à la mesure νn proportionnelle à νM :

EC = {n ≥ 1 : l’ensemble C est un νn-small set, avec νn = δnνM pour δn > 0}.

Définition 1.2.5. Soient X = (Xn)n∈N une châıne ψ-irréductible et C ∈ B+(X ), alors

p = pgcd(EC) est dit période de le châıne. Si p = 1, la châıne est dite apériodique.

Si 1 ∈ EC, alors la châıne est dite fortement apériodique.

1.2.3 Châınes récurrentes, châınes transitoires

La classification d’un ensemble B ∈ B(X ) dans la classe des ensembles récurrents ou

dans la classe des ensembles transitoires repose sur le temps moyen de séjour dans B.

Définition 1.2.6. Un ensemble B ∈ B(X ) est dit :

1. récurrent, si ∀x ∈ B,
∑+∞

n=1 P
n(x,B) =∞ ;

2. uniformément transitoire, si ∃M < +∞ t.q
∑+∞

n=1 P
n(x,B) < M,∀x ∈ B ;

3. transitoire, s’il existe une famille (Bn) d’ensembles uniformément transitoires telle

que B =
⋃
nBn.

Les châınes de Markov se répartissent en deux classes, à savoir la classe des châınes de

Markov récurrentes et la classe des châıne transitoires.

Théorème 1.2.3. [54] Supposons que la châıne X = (Xn)n∈N est ψ-irréductible, alors

1. La châıne est récurrente ssi
∑+∞

n=1 P
n(x,B) =∞, ∀x ∈ X , ∀B ∈ B+(X ).

2. La châıne est transitoire ssi ∃(Bn), X =
⋃
nBn,

∑+∞
n=1 P

n(x,Bn) ≤ Mn < ∞, ∀x ∈
X .

Une notion de récurrence un peu plus forte, mais permettant d’obtenir des résultats

également plus forts est celle de Harris-récurrence. Au lieu d’être fondée sur l’espérance du

temps de séjour, la définition repose sur la probabilité que ce temps de séjour soit infini.

Définition 1.2.7. Soit X = (Xn)n∈N une châıne de Markov ψ-irréductible, alors la châıne

est dite Harris-récurrent, si

∀x ∈ X , ∀B ∈ B+(X ), P(ηB =∞|X0 = x) = 1.
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1.2.4 Existence de mesures invariantes

La stabilité la plus forte pour une châıne de Markov est que les variable Xn soient

toutes de même loi, dans ce cas la propriété de Markov assure que les distributions fini-

dimensionnelles de la châıne X = (Xn)n∈N sont invariantes par translation dans le temps.

De telles considérations nous mènent à introduire la notion de mesure invariante.

Définition 1.2.8. Une mesure non nulle σ-finie π avec la propriété

∀B ∈ B(X ) , π(B) =

∫
X
π(dx)P (x,B) (1.3)

est dite invariante.

Remarque 1.2. Lorsqu’une châıne récurrente admet une mesure invariante finie, on peut

toujours la normaliser pour obtenir une mesure de probabilité invariante et elle représente

dans la pratique la situation de stabilité.

L’existence d’une mesure de probabilité invariante nous mène à définir deux classes

différentes de châınes de Markov récurrentes.

Définition 1.2.9. Supposons que la châıne X = (Xn)n∈N est ψ-irréductible et récurrente,

alors

1. La châıne est dite positive, si elle admet une mesure de probabilité invariante.

2. La chaine est dite nulle, si elle n’admet pas une telle mesure.

Si une châıne récurrente positive est Harris-récurrente, on dit que la chaine est Harris

positive.

En général la châıne de Markov n’est pas strictement stationnaire. Néanmoins, si on fixe

une distribution initiale invariante, la châıne de Markov devient un processus strictement

stationnaire. Soit µ une mesure de probabilité initiale invariante telle que :

µ(B) =

∫
X
µ(dx)P (x,B) = Pµ(X1 ∈ B)

=

∫
X

(∫
X
µ(dy)P (y, dx)

)
P (x,B)

=

∫
X
µ(dy)

∫
X
P (y, dx)P (x,B)

=

∫
X
µ(dy)P 2(y,B)

...

=

∫
X
µ(dy)P n(y,B) = Pµ(Xn ∈ B), ∀n ∈ N , ∀B ∈ B(X ).
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En utilisant la propriété de Markov, cela est équivalent à la stationnarité stricte de la

châıne et µ sa loi stationnaire. En effet,

Pµ(Xn ∈ B0, . . . , Xn+k ∈ Bk) =

∫
x0∈B0

. . .

∫
xk−1∈Bk−1

µ(dx0)P (x0, dx1) . . . P (xk−1, Bk)

= Pµ(X0 ∈ B0, . . . , Xk ∈ Bk), ∀n ≥ 0, ∀k ≥ 0.

Inversement si X = (Xn)n∈N est une châıne de Markov strictement stationnaire, X0 et X1

ont la même loi, alors ∀B ∈ B(X ), µ(B) =
∫
X µ(dx)P (x,B), où µ désigne la distribution

initiale. On a donc la proposition suivante.

Proposition 1.2.2. [54] La châıne de Markov X = (Xn)n∈N est strictement stationnaire

si et seulement si sa distribution initiale est invariante.

Les mesures de probabilités invariantes sont aussi importantes pour définir le comporte-

ment à long terme ou le comportement ergodique de la châıne. Pour comprendre pourquoi

ceci est plausible, considérant Pµ(Xn ∈ ·) pour n’importe quelle mesure initiale µ. Si une

mesure de probabilité limite γµ existe sur l’espace des mesures de probabilités telle que :

∀B ∈ B(X ),Pµ(Xn ∈ B)→ γµ(B) si n→∞, alors

γµ(B) = lim
n→∞

∫
X
µ(dx)P n(x,B)

= lim
n→∞

∫
X
µ(dx)

∫
X
P n−1(x, dy)P (y,B)

=

∫
X
P (y,B) lim

n→∞

∫
X
µ(dx)P n−1(x, dy)

=

∫
X
γµ(dy)P (y,B),

donc γµ est une mesure de probabilité invariante. De plus, s’il y a une unique mesure

de probabilité invariante, alors s’il existe une mesure de probabilité limite γµ, elle est

indépendante de µ.

1.2.5 Ergodicité, Ergodicité géométrique

Si on commence la châıne de Markov par n’importe quelle distribution de probabilité

initiale µ sur X , on se demande si la distribution de Xn converge vers une distribution de

probabilité invariante π. On a déjà vu que l’existence d’une mesure de probabilité invariante

est une condition nécessaire pour qu’une telle convergence ait lieu.
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Définition 1.2.10. Soit G = {g : X → R , |g(x)| ≤ 1} l’ensemble des fonctions mesu-

rables, alors la norme en variation totale d’une mesure µ est définie par

‖µ‖ = sup
g∈G

∫
X
µ(dx)g(x). (1.4)

Pour les châınes de Markov récurrentes positives, la convergence de la distribution de

Xn vers la distribution invariante π est assurée en utilisant la norme en variation totale.

Théorème 1.2.4. [59] Si X = (Xn)n∈N est une châıne de Markov Harris-récurrente posi-

tive, fortement apériodique de mesure invariante π, alors pour toute mesure initiale µ

‖
∫
X
P n(x, ·)µ(dx)− π(·)‖ → 0 si n→∞

et la châıne est dite ergodique.

Si une telle convergence par rapport à la norme en variation totale se produit avec un

taux géométrique fixe, on dit que la châıne de Markov est géométriquement ergodique. En

d’autres termes, ceci signifie qu’il existe un ρ, 0 < ρ < 1 tel que

∀x ∈ X , ρ−n‖P n(x, ·)− π(·)‖ → 0 si n→∞ (1.5)

Afin d’énoncer des résultats sur l’ergodicité géométrique, on définit les notions de châıne

de Feller et de T - châıne.

Définition 1.2.11. [67] Une châıne de Markov X = (Xn)n∈N est dite une châıne de Feller,

si pour toute fonction f continue et bornée sur X ,

E(f(X1)|X0 = x) est continue surX .

Le théorème suivant donne les conditions suffisantes pour que la châıne de Feller soit

géométriquement ergodique.

Théorème 1.2.5. [5] Supposons que X = (Xn)n∈N est une châıne de Feller telle que :

1. La châıne est ϕ-irréductible pour une certaine mesure d’irréductibilité ϕ sur (X ,B(X )).

2. Ils existent un compact C ∈ B(X ) avec ϕ(C) > 0 et une fonction f : X → [0,+∞[

tels que :

f(x) ≥ 1, ∀x ∈ C, (1.6)

∃ δ > 0, E(f(X1)|X0 = x) ≤ (1− δ)f(x), ∀x ∈ Cc, (1.7)
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alors la châıne est géométriquement ergodique.

Définition 1.2.12. La fonction f : X → R est dite semi-continue inférieurement, si

∀c ∈ R , {x : h(x) > c} est un ouvert.

Définition 1.2.13. S’ils existent une application T : X × B(X ) → [0,+∞[ et une distri-

bution de probabilité a = (a(n)) sur N telles que :

1. T (·, B) est semi-continue inférieurement, ∀B ∈ B(X ),

2. T (x, ·) est une mesure sur B(X ),

3. Ka(x,B) =
+∞∑
n=1

P n(x,B) a(n) ≥ T (x,B),∀x ∈ X, ∀B ∈ B(X ),

alors la châıne (Xn)n∈N est dite T-châıne et T est dite un composant continu de Ka(x,B).

Le résultat suivant donne la propriété de la T -châıne.

Théorème 1.2.6. [54] Si X = (Xn)n∈N est ϕ-irréductible T -châıne, alors chaque compact

est un small set.

On donne maintenant des conditions suffisantes de l’ergodicité géométrique pour une

châıne de Markov T -châıne.

Théorème 1.2.7. [67] Soit X = (Xn)n∈N une châıne de Markov telle que :

1. La châıne est ϕ-irréductible pour une certaine mesure d’irréductibilité ϕ sur (X ,B(X )),

2. La châıne est apériodique T -châıne,

3. Ils existent un small set (un compact) C ∈ B+(X ), un entier m ≥ 1 et une fonction

continue f : X → [0,+∞[ tels que :

E
(
f(Xt+m|Xt = x)

)
≤
{

(1− β)f(x)− β, x ∈ Cc,
b, x ∈ C,

avec β > 0 et b > 0 ,

alors la châıne est géométriquement ergodique. De plus Eπ
(
f(Xn)

)
est fini, où Eπ désigne

l’espérance mathématique prise sous la distribution stationnaire π.

L’ergodicité géométrique implique que la châıne (Xn)n∈N est géométriquement β-mélangeante

et par conséquent géométriquement fortement mélangeante.



CHAPITRE 1. OUTILS PRÉLIMINAIRES 19

Définition 1.2.14. Soit X = (Xn)n∈Z un processus strictement stationnaire, alors les

coefficients β-mélanges sont donnés par :

βX(k) = E
(

sup
B∈F+∞

k

|P (B|F0
−∞)− P (B)|

)
(1.8)

avec F+∞
k = σ(Xk, Xk+1, . . . ) et F0

−∞ = σ(. . . , X−1, X0)

Le processus est dit β-mélangeant, si lim
k→∞

βX(k) = 0

Les coefficients α-mélange d’un processus strictement stationnaire (Xn)n∈Z sont donnés

par la définition suivante.

Définition 1.2.15. Soit X = (Xn)n∈Z un processus strictement stationnaire, alors les

coefficients α-mélange sont donnés par :

αX(k) = sup
A∈F0

−∞,B∈Fk+∞

|P (A ∩B)− P (A)P (B)|. (1.9)

Le processus X est dit α-mélange (ou fortement mélangeant), si lim
k→∞

αX(k) = 0.

Remarque 1.3. Notons que αX(k) ≤ βX(k) et si un processus strictement stationnaire et

β-mélangeant, alors il est α-mélangeant.

Les coefficient β- mélange pour une châıne de Markov ergodique sont donnés par le

théorème suivant.

Théorème 1.2.8. [67] Pour une châıne de Markov ergodique de distribution invariante

π,

βX(k) =

∫
X
‖P k(x, ·)− π(·)‖ π(dx)

Notons que dans (1.5), le taux ρ peut être choisi indépendamment de l’état initial x, par

conséquent βX(k) = O(ρk) si (1.5) est vérifiée. La châıne est stationnaire et géométriquement

ergodique, par conséquent la châıne est géométriquement β-mélangeante.

Le résultat suivant donne les conditions suffisantes du théorème central limite pour un

processus strictement stationnaire et fortement mélangeant.

Théorème 1.2.9. [44] Soit (Xn)n∈Z un processus centré strictement stationnaire et forte-

ment mélangeant. Supposons que ∃δ > 0 tel que E(|Xn|2+δ) <∞ et
∞∑
k=0

(αX(k))δ/(2+δ) <∞,

alors

σ2 = E(X2
1 ) + 2

∞∑
n=2

E(X1Xn) <∞

et n−1/2Sn
D→ N(0, σ2).



Chapitre 2

Équations aux récurrences
stochastiques

2.1 Définition du modèle

On considère un espace vectoriel Rd muni de la norme euclidienne notée | · | etMd(R)

l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre d muni d’une norme euclidienne matricielle

notée ‖ · ‖.
Pour tout x ∈ Rd, on a :

|x| =
( d∑
k=1

x2
k

) 1
2

Pour toute matrice a ∈Md(R), on a :

‖a‖ = sup{|ax| : x ∈ Rd, |x| = 1}

Soient (Ω,F , P ) un espace de probabilité et ((an, bn))n∈Z une suite de variables aléatoires

i.i.d, où an est une matrice aléatoire à valeurs dans Md(R) et bn un vecteur aléatoire à

valeurs dans Rd.

On définit maintenant l’équation aux récurrences stochastique.

Définition 2.1.1. On dit qu’un processus aléatoire (Xn)n∈Z défini sur un espace de proba-

bilité (Ω,F , P ) à valeurs dans Rd satisfait ou est une solution de l’équation aux récurrences

stochastiques, s’il existe une suite de variables aléatoires ((an, bn))n∈Z i.i.d définie sur le

même espace de probabilité à valeurs dans Md(R)× Rd telle que

Xn+1 = anXn + bn, n ∈ Z. (2.1)

20
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Il est clair que l’équation (2.1) définit un processus autorégressif avec des coefficients

qui sont des matrices aléatoires. Dans le cas particulier où les matrices aléatoires an sont

déterministes, (Xn)n∈Z est un processus autorégressif d’ordre 1, AR(1). Par conséquent,

les processus aléatoires satisfaisant l’équation aux récurrences stochastique (2.1) sont dits

processus autorégressifs généralisés.

Il serait intéressant de voir pour quelles conditions sur ((an, bn))n∈Z, la solution non-

anticipative strictement stationnaire de l’équation (2.1) existe.

Définition 2.1.2. Une solution non-anticipative de l’équation aux récurrences stochastique

(2.1) est un processus aléatoire (Xn)n∈Z tel que

∀h ∈ N , Xn et (an+h, bn+h) sont indépendants,

ou encore si

Xn = f
(
(an−1, bn−1), (an−2, bn−2), . . .

)
.

Avant qu’on puisse formuler les résultats sur l’existence d’une telle solution, on définit

la notion d’exposant de Lyapounov.

Définition 2.1.3. Pour une suite (an)n∈N de matrices aléatoires i.i.d, la constante

γ = inf{ 1

n
E log ‖a1 . . . an‖, n ∈ N} (2.2)

est dite exposant de Lyapounov.

Remarque 2.1.

1. L’exposant de Lyapounov ne dépend pas de la norme choisie.

2. Supposons que la partie positive du logarithme de a0 est intégrable, E log+ ‖a0‖ <∞,

alors une application du théorème ergodique subadditif de Kingman [47] ou des

résultats de Furstenberg et Kesten [32] donnent

γ = lim
n→∞

1

n
log ‖a1 . . . an‖ , p.s (2.3)

Une autre définition de l’exposant de Lyapounov est basée sur l’ensemble des vecteurs

positifs dans Rd de norme égale à 1 et l’ensemble des matrices positives dansMd(R). Soit

Sd−1 une sphère dans Rd de rayon 1 et S+ l’ensemble de ses éléments positifs.

Sd−1 = {x ∈ Rd : |x| = 1} , S+ = {x ∈ Sd−1 : x ≥ 0}

Si la condition E(log+ ‖an‖) <∞ est satisfaite, alors

γ = lim
n→∞

1

n
log ‖a1 . . . an‖ = lim

n→∞

1

n
log |xa1 . . . an|
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2.2 Solution stationnaire

Dans cette partie, on décrit des résultats généraux sur les équations aux récurrences

stochastique. Premièrement, on étudie les équations aux récurrences stochastiques multi-

dimensionnelles. Après qu’on ait défini l’exposant de Lyapounov, on donne les conditions

suffisantes sur ((an, bn))n∈Z pour l’existence d’une solution non-anticipative strictement

stationnaire pour l’équation aux récurrences stochastique (2.1).

Théorème 2.2.1. [15] Supposons que E(log+ |b0|) < ∞, E(log+ ‖a0‖) < ∞. Si γ < 0,

alors

Xn =
∞∑
m=0

( m∏
j=1

an−j

)
bn−m−1 (2.4)

converge presque sûrement et le processus (Xn)n∈Z est l’unique solution non-anticipative

strictement stationnaire et ergodique de (2.1).

Preuve. Soit X une variable initiale à l’instant n = 0. Après n itérations dans l’équation

(2.1), on obtient

Xn(X) =
n−1∑
m=0

( m∏
j=1

an−j

)
bn−m−1 +

( n∏
m=1

an−m

)
X.

Considérons la norme du terme général de la série du côté droit de (2.4).

|an−1 . . . an−m bn−m−1| = exp
(
m

1

m
log |an−1 . . . an−m bn−m−1|

)
Comme log |an−1 . . . an−m bn−m−1| ≤ log ‖an−1 . . . an−m‖+ log |bn−m−1|, alors

|an−1 . . . an−m bn−m−1| ≤ exp
(
m(

1

m
log ‖an−1 . . . an−m‖+ log+ |bn−m−1|)

)
En utilisant la condition E log+ |bn| <∞ et la loi forte des grands nombres, il est clair que

E log+ |bn−m−1|/m
p.s→ 0 , si m→∞.

De plus, par la loi forte des grands nombres, on a

1

m
log ‖an−1 . . . an−m‖ ≤

1

m

m∑
j=1

log ‖an−j‖
p.s→ γ , si m→∞.
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Par conséquent,

exp
(
m
( 1

m

m∑
j=1

log ‖an−j‖+
1

m
log+ |bn−m−1|

)) p.s→ 0 si m→∞

donc |an−1 . . . an−m bn−m−1| converge presque sûrement vers zéro et par conséquent la série

(2.4) converge absolument presque sûrement.

Maintenant, on montre que |Xn(X)−Xn| converge presque sûrement vers 0. En effet,

|Xn(X)−Xn| =
∣∣∣ n−1∑
m=0

( m∏
j=1

an−j
)
bn−m−1 +

( n∏
m=1

an−m
)
X −

∞∑
m=0

( m∏
j=1

an−j
)
bn−m−1

∣∣∣
=

∣∣∣− ∞∑
m=n

( m∏
j=1

an−j
)
bn−m−1 +

( n∏
m=1

an−m
)
X
∣∣∣

=
∣∣∣( n∏

m=1

an−m
)
(−X0 +X)

∣∣∣ ≤ ( n∏
m=1

‖am−1‖
)
(|X0|+ |X|). (2.5)

Par la loi forte des grands nombres, on en déduit que

n∏
m=1

‖am−1‖ = exp
(
n
( 1

n

n∑
m=1

log ‖am−1‖
)) p.s→ 0 si n→∞.

Par conséquent,
∣∣Xn(X)−Xn

∣∣ converge presque sûrement vers 0.

La solution (2.4) est strictement stationnaire. En effet, (an, bn)
D
= (an+i, bn+i), ∀i ∈ Z,

où
D
= désigne l’égalité en distribution, alors le décalage dans les indices de an et bn de la

série infinie (2.4) implique le décalage dans Xn, ce qui signifie que Xn+1
D
= Xn.

Considérons l’équation aux récurrences stochastique (2.1) pour n ∈ N, c’est-à-dire

Xn+1 = anXn + bn, n ∈ N , Xn ∈ Rd. (2.6)

La solution unique étant donné une variable initiale X0, s’écrit

Xn =
( n−1∏
m=0

am

)
X0 +

n−1∑
m=0

( n−1∏
j=m+1

aj

)
bm. (2.7)

Notons que pout tout n ∈ N,(
X0, (ak, bk)0≤k≤n−1

)
D
=
(
X0, (an−k−1, bn−k−1)0≤k≤n−1

)
,

ceci implique que

Xn
D
=
( n−1∏
m=0

am

)
X0 +

n−1∑
m=0

( m∏
j=1

aj−1

)
bm.

Les propriétés de la solution (2.7) sont données par le résultat suivant.



CHAPITRE 2. ÉQUATIONS AUX RÉCURRENCES STOCHASTIQUES 24

Théorème 2.2.2. [74] Soit (Xn)n∈N définie par (2.7). Supposons que E(log+ |bn|) < ∞,

E(log+ ‖a0‖) <∞ et γ < 0, alors

1. Xn
D→ X si n→∞, X satisfait l’équation stochastique

X
D
= aX + b, X et (a,b) sont indépendantes. (2.8)

2. X est donnée par :

X =
∞∑
m=0

( m∏
j=1

aj−1

)
bm, (2.9)

où le côté droit converge presque sûrement.

3. Si on choisit X0
D
= X comme dans (2.9), alors le processus (Xn)n∈N défini par (2.7)

est strictement stationnaire.

Supposons que (Xn)n∈N est une solution non-anticipative strictement stationnaire de

(2.6), alors il est clair que (Xn, (an, bn))n∈N est strictement stationnaire. Ce processus peut

être prolongé au processus strictement stationnaire (Xn, (an, bn))n∈Z qui vérifie l’équation

aux récurrences stochastique

Xn+1 = anXn + bn, p.s. ∀n ∈ Z,

et le processus (Xn)n∈Z est l’unique solution stationnaire de cette équation.

Remarque 2.2. On peut remplacer la condition E(log+ |b0|) <∞ par une condition plus

faible E(|b0|β) < ∞ pour β > 0. Notons que l’exposant de Lyapounov de (an)n∈Z est

inférieur à zéro dès que E(log ‖a0‖) < 0 (prenant n = 1 dans la définition 2.1.3).

Définition 2.2.1. Soit a = (aij)1≤i,j≤d et b = (bij)1≤i,j≤d deux matrices deMd(R), alors le

produit de Kronecker noté ⊗ de a et b est une matrice carrée d’ordre d2 qui s’écrit comme

suit :

a⊗ b =

 a11b · · · a1db
...

. . .
...

ad1b · · · addb


Définition 2.2.2. Soit a ∈ Md(R) une matrice inversible. On appelle valeur propre de a

tout λ ∈ C tel qu’il existe x ∈ C, x 6= 0 tel que ax = λx. On appelle rayon spectral de a la

quantité ρ(a) = max{|λ| : λ ∈ C, λ valeur propre de a}

On a aussi une autre condition assurant la négativité de l’exposant de Lyapounov.
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Proposition 2.2.1. [24] Si le rayon spectral de la matrice E(a1 ⊗ ta1) est de module

strictement inférieur à 1, alors l’exposant de Lyapounov est négatif.

Preuve. De la remarque 2.1, γ ne dépend pas de la norme matricielle. On considère les

matrices a1, . . . an comme des matrices constantes dans Rd×d muni de la norme euclidienne

‖ · ‖. On a alors

‖a‖2 =
d∑
j=1

d∑
i=1

a2
ij = trace(a ta)

On pose Sn = a1 × · · · × an et Fn = E(Sn
tSn). On a alors

Fn+1 = E(Sn+1
tSn+1)

= E(an+1 Sn
tSn

tan+1)

= E
(
an+1E(Sn

tSn) tan+1

)
grace à l’indépendance de Sn et an+1. Ainsi, on a la relation suivante

Fn+1 = T Fn

où T est définie de Rd×d dans Rd×d qui associe à chaque matrice A la matrice E(a1A
ta1).

En particulier, on a

E‖a1 . . . an‖2 = E‖an . . . a1‖2
d×d

= trace(Fn) = trace(T n I)

≤ d2ρ(T )n,

où I est la matrice identité. Il est clair que dès que ρ(T ) est strictement inférieur à 1,

l’exposant de Lyapounov est négatif. Soit maintenant Ei j la matrice dont tous ses élément

sont nuls sauf l’élément (ei j) qui vaut 1, alors dans la base (E1 1, E1 2, . . . E2 1, E2 2, . . . Ed d)

de Rd×d, T s’écrit comme E(a1⊗ta1). Cette condition ainsi que E(log+ ‖b0‖) <∞ assurent

l’existence d’une solution non-anticipative strictement stationnaire

Les conditions du théorème 2.2.1 sont simples dans le cas d’une équation aux récurrence

stochastiques unidimensionnelle puisque

γ =
1

n
E(log |a1 . . . an|) =

1

n

n∑
j=1

E(log |aj|) = E(log |a1|)
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On donne maintenant les conditions suffisantes pour l’existence d’une solution non-

anticipative strictement stationnaire pour l’équation aux récurrences stochastique suivante

Xn+1 = anXn + bn, n ∈ Z, Xn ∈ R, (2.10)

où ((an, bn))n∈Z est une suite de couples de variables aléatoires i.i.d à valeurs dans R2.

Théorème 2.2.3. [15] Si une des conditions, −∞ ≤ E(log |a0|) < 0 et E(log+ |b0|) <∞
ou P (a0 = 0) > 0 est vérifiée, alors la série infinie (2.4) converge presque sûrement et le

processus (Xn)n∈Z est l’unique solution non-anticipative strictement stationnaire de (2.10).

Preuve. Pour la première condition, la preuve de la convergence de la série (2.4) est

similaire à celle dans le cas d > 1. Si P (a0 = 0) > 0, la série (2.4) a seulement un nombre

fini de termes non nuls, ainsi la série converge presque sûrement. De plus
∏n

m=1 |am−1| = 0

presque sûrement lorsque n est suffisamment grand. Ceci et l’inégalité dans (2.5) impliquent

que |Xn(X)−Xn|
p.s→ 0 si n→∞

On montre maintenant que si P (a0 = 0) > 0 est satisfaite, le processus (Xn)n∈Z défini par

(2.4) est l’unique solution non-anticipative strictement stationnaire pour l’équation (2.10).

En effet, si (X
′
n)n∈Z est une autre solution pour (2.10), alors par l’inégalité triangulaire, on

en déduit que

|X ′n −Xn| = |an−1| · |X
′

n−1 −Xn−1|
...

=
∣∣ k∏
j=1

an−j
∣∣ · |X ′n−k −Xn−k|

≤
∣∣ k∏
j=1

an−j
∣∣ · |X ′n−k|+ ∣∣ k∏

j=1

an−j
∣∣ · |Xn−k|

Du fait que P (a0 = 0) > 0 et la série (2.4) contient un nombre fini de termes non nuls,

on en déduit que
∏k

j=1 |an−j|
p.s→ 0 si k →∞. De plus, comme (X

′
n)n∈Z et (Xn)n∈Z sont

strictement stationnaires, alors

∣∣ k∏
j=1

an−j
∣∣ · |X ′n−k| p.s→ 0 et

∣∣ k∏
j=1

an−j
∣∣ · |Xn−k|

p.s→ 0 si k →∞

Par conséquent, ∀n ∈ Z, X
′
n = Xn p.s, c’est-à-dire (Xn)n∈Z est l’unique solution non-

anticipative strictement stationnaire de (2.10).
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Soit (Xn)n∈N un processus aléatoire satisfaisant l’équation aux récurrences stochastique

(2.6). On définit un processus (Yk)k∈N par :

Yk = XMk, k ∈ N, M > 1. (2.11)

Il est intéressant de vérifier si le processus (Yk)k∈N satisfait l’équation aux récurrences

stochastique.

Proposition 2.2.2. [69] Soit (Xn)n∈N un processus aléatoire satisfaisant l’équation aux

récurrences stochastique (2.6), alors le processus (Yk)k∈N satisfait l’équation aux récurrences

stochastique suivante.

Yk = aykYk−1 + byk , k ≥ 1. (2.12)

où
(
(ayk, b

y
k)
)
k≥1

est une suite de couples de variables aléatoires i.i.d définie par.

ayk =
M∏
i=1

aMk−i (2.13)

et

byk =
M−1∑
j=0

( j∏
i=1

aMk−i

)
bMk−j−1 (2.14)

Preuve. On fixe M > 1.

XMk = aMk−1XMk−1 + bMk−1

= aMk−1(aMk−2XMk−2 + bMk−2) + bMk−1

= aMk−1aMk−2XMk−2 + aMk−1bMk−2 + bMk−1

...

= aMk−1 . . . aMk−MXMk−M + aMk−1 . . . aMk−(M−1)bMk−M + · · ·+ aMk−1bMk−2 + bMk−1

=
( M∏
i=1

aMk−i

)
XM(k−1) +

M−1∑
j=0

( j∏
i=1

aMk−i

)
bMk−j−1

XMk = aykXM(k−1) + byk.

Par définition, on a Yk−1 = XM(k−1), donc l’équation aux récurrences stochastique (2.12)

est vérifiée. Il est clair que
(
(ayk, a

y
k)
)
k≥1

forme une suite de variables aléatoires i.i.d. On

vérifie facilement que (ayk+1, a
y
k+1) et (ayk, a

y
k) n’ont pas des termes communs. En effet,

ayk+1 =
M∏
i=1

aM(k+1)−i = aMk+M−1aMk+M−2 . . . aMk.
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Par comparaison à ayk défini par (2.13), on vérifie que ayk+1 et ayk n’ont pas des termes

communs.

byk+1 =
M−1∑
j=0

( j∏
i=1

aM(k+1)−i

)
bM(k+1)−j−1

= bMk+M−1 + aMk+M−1bMk+M−2 + · · ·+ aMk+M−1aMk+M−2 . . . aMk+1bMk.

Par comparaison à byk défini par (2.14), on vérifie que byk+1 et byk n’ont pas des termes com-

muns. Par conséquent, on a vérifié que (ayk, a
y
k) et (ayk, a

y
k) n’ont pas des termes communs.

Le résultat suivante donne les conditions suffisantes pour que l’équation aux récurrences

stochastique (2.12) admet une unique solution non-anticipative strictement stationnaire.

Corollaire 2.2.1. [69] Supposons que E(log ‖a1‖+) <∞, E(log+ |by1|) <∞ et l’exposant

de Lyapounov est négatif (γ < 0), alors la série définie par

Y =
∞∑
l=1

( l−1∏
i=1

ayi

)
byl (2.15)

converge presque sûrement et l’équation (2.12) a une unique solution non-anticipative stric-

tement stationnaire qui vérifie

Yk
D
= Y , k ≥ 1. (2.16)

Dans le cas où d = 1, on a le résultat suivant.

Corollaire 2.2.2. [69] Si une des conditions, −∞ ≤ E(log |a1|) < 0 et E(log+ |by1|) <∞
ou P (a1 = 0) > 0 est satisfaite, alors la série définie par (2.15) converge presque sûrement

et l’équation aux récurrences stochastique (2.12) a une unique solution non-anticipative

strictement stationnaire donnée par (2.16).

Notons qu’on peut associer à l’équation aux récurrences stochastique (2.6) une châıne

de Markov. En effet, si on pose X0 = x, alors à l’instant n la châıne sera à l’état Xn.

Par conséquent, la châıne (Xn)n∈N est une solution de l’équation (2.6) de noyau de transition

P = {P (x,B) = Px(a0x+ b0 ∈ B), x ∈ Rd, B ∈ B(R)⊗d}

et de distribution invariante

π(B) =

∫
Rd
P (x,B)π(dx), ∀B ∈ B(R)⊗d.
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La solution non-anticipative strictement stationnaire de l’équation aux récurrences stochas-

tique (2.6) est équivalente à la distribution invariante d’une châıne de Markov. En effet,

soit (Xn)n∈N une solution non-anticipative strictement stationnaire de l’équation (2.6) de

loi stationnaire π, alors X0 et indépendante de ((an, bn))n≥1 et

π(B) = P(X1 ∈ B) = P (a0X0 + b0 ∈ B)

=

∫
Rd

P(a0x+ b0 ∈ B)dPX0(x)

=

∫
Rd
P (x,B)π(dx)

Inversement, soit π une distribution invariante, π(B) =
∫
Rd P (x,B)π(dx), on considère une

variable aléatoire X0 indépendante de ((an, bn), n ≥ 1) de loi π.

Pour n ≥ 1, on pose Xn = an−1Xn−1 + bn−1, ainsi (Xn)n∈N est une châıne de Markov

de noyau de transition P . Comme la loi π de X0 est invariante, alors (Xn)n∈N est stricte-

ment stationnaire et est une solution non-anticipative strictement stationnaire de l’équation

(2.6). Par prolongement, elle est solution de l’équation (2.1).

Notons que l’inverse du théorème 2.2.1 n’est pas toujours vrai, en d’autres termes si

l’équation aux récurrences stochastiques (2.1) admet une solution non-anticipative stric-

tement stationnaire, l’exposant de Lyapounov n’est pas forcement négatif. Néanmoins, la

condition d’irréductibilité de l’équation aux récurrences stochastique semble une condi-

tion suffisante pour que l’inverse du théorème 2.2.1 soit vrai. Rappelons la définition d’un

sous-espace vectoriel affine sur laquelle repose la notion d’irréductibilité de l’équation (2.1).

Définition 2.2.3. Un sous-espace vectoriel H ⊂ Rd est dit affine, s’il existe un vecteur

x0 ∈ Rd et un sous espace vectoriel E ⊂ Rd tels que H = x0 + E

On donne maintenant la condition suffisante pour l’irréductibilité de l’équation aux

récurrences stochastique (2.1).

Définition 2.2.4. Un sous-espace vectoriel H ⊂ Rd est dit invariant sous l’équation (2.1),

si

{a0x+ b0, x ∈ H} ⊂ H p.s

L’équation aux récurrences stochastique (2.1) est dite irréductible, si l’espace vectoriel Rd

est le seul sous-espace vectoriel affine invariant sous l’équation (2.1).
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Proposition 2.2.3. Soient π une distribution invariante et H un sous-espace vectoriel

affine minimal de Rd contenant une solution de l’équation aux récurrences stochastique

(2.1) tel que π(H) = 1, alors H est invariant sous l’équation (2.1).

Preuve. Soit (Xn, n ∈ Z) une solution non-anticipative strictement stationnaire de l’équation

aux récurrences stochastique (2.1) appartenant à H,

π(H) = 1 = P(X1 ∈ H)

= P(a0X0 + b0 ∈ H)

= E
(∫

Rd
IH(a0x+ b0)π(dx)

)
.

Si L = {x ∈ Rd : a0x + b0 ∈ H p.s}, alors π(L) = 1 et le sous-espace vectoriel affine

L ∩ H est tel que π(L ∩ H) = 1. Par minimalité de H, on a H ⊆ L. Ceci montre que

{a0x+ b0 : x ∈ H} ⊂ H p.s. Par conséquent, H est invariant.

Définition 2.2.5. Une application affine f est une fonction définie de R dans R par :

∀x ∈ R , f(x) = ax+ b avec a, b ∈ R

Sous la condition d’irréductibilité de l’équation aux récurrences stochastique (2.1), le

premier résultat qui n’exige aucune condition sur l’espérance du logarithme de a0 et de b0

est le théorème du Bougerol et Picard [13].

Théorème 2.2.4. [13] Supposons que l’équation aux récurrences stochastique (2.1) est

irréductible et admet une solution non-anticipative strictement stationnaire, alors

1.
( k∏
i=1

an−i

)
p.s→ 0 si k →∞

2. La série (2.4) converge p.s et le processus (Xn)n∈Z est l’unique solution non-anticipative

strictement stationnaire de l’équation aux récurrences stochastique (2.1).

Preuve. Soit G un espace vectoriel d’applications affines définies de Rd dans Rd par :

∀x ∈ Rd , g(x) = ax+ b avec a ∈Md(R), b ∈ Rd

On a dim(G) = d(d+ 1) et il existe une bijection entre G et Md(R)× Rd

On munit G par une loi de composition interne noté o définie comme suit :

∀f, g ∈ G/ f(x) = ax+ b , g(x) = cx+ d ,
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on a (fog)(x) = a(cx+ d) + b = acx+ ad+ b

Par conséquent, G est un groupe semi-topologique. Soient Fn et Γn deux ensembles d’ap-

plications affines aléatoires définies par :

Fn(x) = an−1x+ bn−1 , x ∈ Rd , n ∈ Z

et

Γk = Fn o Fn−1 o . . . o Fn−k

Soit µ la loi de Fn, µk la loi de Γk et ν =
∑+∞

k=0 2−k−1µk qui sont des mesures de probabilités

sur G. Notons par S, le support de ν qui est un sous-groupe semi-topologique de G.

Par hypothèse, l’équation aux récurrences stochastique (2.1) est irréductible et qu’elle a

une solution non-anticipative strictement stationnaire. Par conséquent, on déduit de la

proposition 2.2.3 qu’elle existe une distribution invariante π qui n’est pas portée par un

sous-espace vectoriel affine H.

π est µ-invariante, c’est-à-dire π(B) =
∫
µ(x,B)π(dx) , ∀B ∈ B(Rd). Par conséquent, il

existe un sous-ensemble Ω0 de Ω tel que P (Ω0) = 1 et tel que ∀ω ∈ Ω, il existe une mesure

de probabilité πω sur B(Rd) qui vérifie les propriétés suivantes :

Pour toute fonction bornée et continue ϕ : Rd → R, on a :

lim
n→+∞

∫
Rd
ϕ
(
Γωn(x)

)
π(dx) =

∫
Rd
ϕ(x)πω(dx) (2.17)

et ∀g ∈ G,

lim
n→+∞

∫
Rd
ϕ
(
(Γωn o g)(x)

)
π(dx) =

∫
Rd
ϕ(x)πω(dx) (2.18)

Soit Hω un sous-espace vectoriel affine minimal de Rd tel que

πω(Hω) = 1.

Comme, la distribution invariante π n’est pas portée par un sous-espace vectoriel affine,

alors ∀ω ∈ Ω0, on a :

– La suite (Γωn)n∈N est bornée sur l’espace vectoriel affine G.

– Pour Γω∞, la limite de la suite (Γn)n∈N, on a

1. L’ensemble {Γω∞ o f , f ∈ S} est borné.

2. ∀ f ∈ S , (Γω∞ o f)(Rd) = Γω∞(Rd) = Hω.
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En effet, soit ω ∈ Ω0 et supposons que la suite (Γωn)n∈N n’est pas bornée, alors on peut

trouver une sous-suite (ni)i∈N et une application affine Γω telles que :

lim
i→+∞

|Γωni| = +∞

et

lim
i→+∞

Γωni
|Γωni|

= Γω

avec | · | désigne la norme euclidienne sur l’espace vectoriel G.

Soient H = {x ∈ Rd; Γω(x) = 0} et ϕ : Rd → R une fonction continue.

Si x n’est pas dans H, alors

|Γωni(x)| → +∞ et ϕ(Γωni(x))→ 0 si i→ +∞

Ceci implique que

lim
i→+∞

∫
Rd
ϕ
(
Γωni(x)

)
π(dx) = lim

i→+∞

∫
Rd

IH(x)ϕ
(
Γωni(x)

)
π(dx)

En utilisant (2.17), on obtient∣∣∣ ∫
Rd
ϕ(x) πω(dx)

∣∣∣ ≤ π(H) sup
x∈Rd
|ϕ(x)|

avec πω est une mesure de probabilité et π(H) = 1.

Puisque π n’est pas portée par un sous-espace vectoriel affine, alors H est égal à Rd. on a

aussi Γω = 0 qui contredit |Γω| = 1. Par conséquent, la suite (Γωn)n∈N est bornée.

Soit maintenant Γω∞ la limite de la suite (Γωn)n∈N, alors par (2.18) on en déduit que

∀ f ∈ S ,
∫
Rd
ϕ
(
(Γω∞ o f)(x)

)
π(dx) =

∫
Rd
ϕ(x) πω(dx) (2.19)

pour toute fonction continue et bornée ϕ.

L’ensemble des applications affines f pour les quelles l’égalité (2.19) est vérifiée est fermé

et toute fonction dans le support S de ν vérifie l’égalité (2.19). Ces propriétés montrent

que {Γω∞ o f , f ∈ S} est borné.

De l’égalité (2.19), on déduit que

∀f ∈ S , ∀B ∈ B(Rd) , πω(B) = π
{
x ∈ Rd :

(
Γω∞ o f

)
(x) ∈ B

}
. (2.20)
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En remplaçant B par Hω dans cette relation, ceci montre que la distribution π est portée

par l’ensemble

{x ∈ Rd :
(
Γω∞ o f

)
(x) ∈ Hω}

Par hypothèse, π n’est pas portée par un sous-espace vectoriel affine, ceci montre que(
Γω∞ o f

)
(Rd) ∈ Hω

Utilisant encore une fois la relation (2.20) en posant B =
(
Γω∞ o f

)
(Rd), alors du fait que

Hω est minimal, on en déduit que (
Γω∞ o f

)
(Rd) = Hω

Maintenant, puisque les relations (2.17) et (2.19) sont vérifiées pour une application iden-

tité, alors on a :

Γω∞ = Hω

Ceci montre (2).

Soit Ω = {ω ∈ Ω0 : Γωn ∈ S , n ∈ N}, alors P (Ω1) = 1.

Soient ω ∈ Ω1 et Γω∞ la limite de la suite {Γωn , n ∈ N}, alors par (1) on en déduit que

{Γωn o f , f ∈ S} est borné.

On a Γω∞ ∈ S et S est un sous-semi groupe de G, alors {Γωn o g , g ∈ S} est un semi-groupe

et sa fermeture K est un semi-groupe compact. Ceci implique que ∃h ∈ K / h o h = h et

G = {h o f o h , f ∈ K}

est un groupe compact.

Soient λ une mesure sur G telle que λ(G) = 1 et z ∈ Rd tel que

z =

∫
G

g(0)dλ(g)

la mesure λ est invariante sous la transformation g(z) = z , ∀g ∈ G, en particulier, on a

∀f ∈ S ,
(
h oΓω∞ o f o h

)
(z) = z

Soient g = h oΓω∞ et l’ensemble affine V = {f
(
h(z)

)
, f ∈ S}, alors

∀f ∈ S , f(V ) ∈ V
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L’irréductibilité de l’équation (2.1) implique que V = Rd et par conséquent, g(Rd) = {z}
Comme g ∈ S, alors à partir de (2) on déduit que

Hω = (Γω∞ o g)(Rd) = Γω∞({z})

Soit Z(ω) = Γω∞({z}), alors de (2) on en déduit que Γω∞(Rd) = {Z(ω)}, c’est-à-dire Γω∞ est

une application affine qui satisfait

Γω∞(x) = Z(ω) ,∀x ∈ Rd

Ceci montre que {Γωn , n ∈ N} converge vers Z , ∀ω ∈ Ω1 et

lim
k→+∞

an−1an−2 . . . an−kx = lim
k→+∞

{Fn o Fn−1 o . . . o Fn−k(x)− Fn o Fn−1 o . . . o Fn−k(0)}

= lim
k→+∞

{Γk(x)− Γk(0)} p.s , ∀x ∈ Rd (2.21)

et

lim
k→+∞

k−1∑
i=0

an−1an−2 . . . an−ibn−i−1 = lim
k→+∞

Γk(0) = Zn p.s (2.22)

Soit (Yn)n∈Z une solution non-anticipative strictement stationnaire de l’équation (2.1), alors

Yn = an−1an−2 . . . an−kYn−k + an−1an−2 . . . an−k+1bn−k + · · ·+ an−1bn−2 + bn−1

= Fn o Fn−1 o . . . o Fn−k(Yn−k) = Γk(Yn−k) , ∀n ∈ Z , ∀k ∈ N

Par conséquent,

|Γk(Yn−k)− Γk(0)| = |an−1an−2 . . . an−kYn−k|

≤ ‖an−1an−2 . . . an−k‖.|Yn−k| (2.23)

comme la loi de |Yn−k| ne dépend pas de k et |Γk(Yn−k) − Γk(0)| P→ 0 si k → ∞,

alors Yn = Zn , ∀n ∈ Z et ‖an−1an−2 . . . an−k‖
p.s→ 0. (Zn)n∈Z est l’unique solution non-

anticipative strictement stationnaire.

La proposition suivante donne la première vue pour le cas de la non-irréductibilité de

l’équation aux récurrences stochastiques (2.1).

Proposition 2.2.4. [13] Supposons que l’équation (2.1) a une solution non-anticipative

strictement stationnaire et notons H un sous-espace vectoriel affine minimal de Rd tel

que P (X0 ∈ H) = 1, alors H est invariant sous l’équation (2.1) et chaque sous-espace

invariant sous l’équation (2.1) de H contient une solution non-anticipative strictement

stationnaire.
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Les hypothèses d’irréductibilité et l’intégrabilité des parties positives des logarithmes

de a0 et b0 sont des conditions suffisantes pour que l’inverse du théorème 2.2.1 soit vrai.

Théorème 2.2.5. [13] Supposons que l’équation aux récurrences stochastique (2.1) soit

irréductible, E(log+ ‖a0‖) < ∞ et E(log+ |b0|) < ∞, alors l’équation (2.1) a une solution

non-anticipative strictement stationnaire ssi l’exposant de Lyapounov γ est négatif.

De la proposition 2.2.4 et du théorème 2.2.5 on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.3. [13] Supposons que E(log+ ‖a0‖) <∞, E(log+ |b0|) <∞ et qu’il existe

une solution non-anticipative strictement stationnaire de l’équation (2.1) qui n’est pas

portée par un sous-espace vectoriel affine H ⊂ Rd, alors les propriétés suivantes sont

équivalentes.

1. L’exposant de Lyapounov est négatif.

2. L’équation (2.1) est irréductible.

3. L’équation (2.1) a une seule solution non-anticipative strictement stationnaire.

2.3 Moments de la loi stationnaire

Dans cette partie, on s’intéresse aux moments d’ordres supérieurs de la loi station-

naire de la solution non-anticipative strictement stationnaire de l’équation aux récurrences

stochastique. Le lemme suivant est utile pour les prochains résultats.

Lemme 2.3.1 (Inégalité de Jensen). [50] Soit f : R→ R+ une fonction convexe, alors

pour toute variable aléatoire X telle que E(X) <∞,

E(f(X)) ≥ f(E(X)).

Le résultat suivant donne les moments d’ordre supérieurs de la loi stationnaire de

l’équation aux récurrences stochastique suivante

Xn = an−1Xn−1 + bn−1, n ∈ N X ∈ R.

Théorème 2.3.1. [74] Supposons qu’il existe p ∈ [1,+∞[ tel que E(|a0|p) < 1 et E(|b0|p) <
∞, alors E(|X|p) <∞ et la série infinie (2.9) converge en moment d’ordre p. Si la variable

initiale X0 est telle que E(|X0|p) < ∞, alors (Xn)n∈N définie par (2.7) converge vers X



CHAPITRE 2. ÉQUATIONS AUX RÉCURRENCES STOCHASTIQUES 36

en moment d’ordre p, en particulier E(|Xn|p)→ E(|X|p) si n→∞. Les moments E(Xm)

sont déterminés par :

E(Xm) =
m∑
k=0

( m
k

)
E(ak bm−k)E(Xk) , m = 1, 2, . . . , [p], (2.24)

où [p] est la partie entière de p.

Preuve. Puisque (E(|a0|p))1/p < 1 et (E(b0|p))1/p <∞, alors par l’inégalité de Jensen, on

en déduit que E(log |a0|) < 0 et E(log+ |b0|) < ∞ et par conséquent Xn définie par (2.7)

converge vers X, donnée par (2.9), qui satisfait l’équation aux récurrence (2.8). De plus

(E(|X|p))1/p =
(
E
∣∣∣ ∞∑
m=0

( m∏
j=1

aj−1

)
bm

∣∣∣p)1/p

≤
∞∑
m=0

(
E
∣∣∣( m∏

j=1

aj−1

)
bm

∣∣∣p)1/p

=
∞∑
m=0

(
E(|a0|p)m/p

)
(E|b0|p)1/p <∞.

Par conséquent E(|X|p) <∞ et la série (2.9) converge en moment d’ordre p.

Soit X ′0 = 0 et X ′n =
n−1∑
m=0

( m∏
j=1

aj−1

)
bm, alors

Xn
D
= X ′n +

( n∏
j=1

aj−1

)
X0.

X ′n converge presque sûrement vers X, donnée par (2.9), et E(|X ′n|p) → E(|X|p). Ainsi,

pour X0 = 0 p.s, en utilisant le fait que Xn(0)
D
= X ′n, on en déduit que E(|Xn|p) →

E(|X|p). Pour X0 quelconque, on obtient

E(|Xn(X0)−Xn(0)|p) = E
(∣∣∣( n−1∏

m=0

am

)
X0

∣∣∣p) ≤ (E(|a0|p))nE(|X0|p)→ 0.

Par conséquent, E(Xn(X0))p − E(Xn(0))p → 0 et E(Xn(X0))p − E(Xp)→ 0

Par l’équation stochastique (2.8), il clair que la relation (2.24) est vérifiée à chaque fois que

les espérances d’occurrences existent. E(Xm) se calcule successivement pourm = 1, · · · , [p].

Remarque 2.3. Pour l’équation aux récurrences multivariées, si ∃p ∈ [1,∞[ tel que

E(‖a0‖p) < 1 et E(|b0|p) <∞, alors les moment de la loi stationnaire vérifient

(E(|X|k))1/k ≤
∞∑
m=0

(
E
∥∥∥ m∏
j=1

aj−1

∥∥∥k)1/k

E(|b0|k)1/k, k ≥ 1.
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2.4 Solution géométriquement ergodique

Dans le théorème 1.2.5 et le théorème 1.2.7, on a donné des conditions suffisantes pour

qu’une châıne de Markov soit géométriquement ergodique et par conséquent fortement

mélangeante avec un taux géométrique. Maintenant, on adapte ces propriétés à la solution

de l’équation aux récurrences stochastique. Le lemme suivant donne la convergence dominée

de Lebesgue.

Lemme 2.4.1 (Convergence dominée de Lebesgue). [2] Soit (Xn)n∈N une suite de

variables aléatoires µ−intégrables (Lebesgue intégrables), convergeant presque partout vers

une variable aléatoire X et il existe une variable aléatoire Y à valeurs positives, Lebesgue-

intégrable telle que |Xn| ≤ Y, ∀n ∈ N, alors X est Lebesgue-intégrable et

lim
n→+∞

∫
Ω

Xn(ω)µ(dω) =

∫
Ω

X(ω)µ(dω)

Rappelons que la châıne de Markov (Xn)n∈N est géométriquement ergodique s’il existe

une constante ρ ∈]0, 1[ telle que

ρ−n‖P n(x, ·)− π(·)‖ → 0 si n→∞,

où ‖ · ‖ est la norme en variation totale et π est une mesure de probabilité invariante de la

châıne de Markov.

Pour une matrice aléatoire a, on définit la fonction suivante

ha(y) = E(‖a‖y), y ≥ 0.

Si ∃ z > 0 tel que E(‖a‖z) <∞, alors ha définie une fonction réelle sur [0, z]. Cette fonction

est deux fois dérivable.

h′a(y) = E(‖a‖y log ‖a‖)

et

h′′a(y) = E(‖a‖y log2 ‖a‖).

Lorsque h′′a > 0, alors la fonction ha(·) est convexe sur [0, z].

Lemme 2.4.2. [5] La condition ha(ε) < 1 est vérifiée pour ε > 0 ssi E(log ‖a‖) < 0 et

ha(δ) <∞ pour un certain δ > 0.
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Preuve. Supposons que E(log ‖a‖) < 0 et E(‖a‖δ) < ∞, alors ha(·) est une fonction

définie sur [0, δ] qui est dérivable à droite de zéro, h′a(0
+) < 0. On remarque que ha(y) est

décroissante au voisinage de zéro et comme ha(0) = 1, alors ha(ε) < 1 pour un petit ε > 0.

D’autre part, on a ha(ε) < 1 pour un certain ε > 0, ha est convexe sur [0, ε] et log ‖a‖ est

intégrable, alors par l’inégalité de Jensen, on a E(log ‖a‖) < 0.

Théorème 2.4.1. [5] Supposons que la distribution de a ou de b admet une densité et

qu’il existe ε > 0 tel que

ha(ε) < 1 et E(|b|ε) <∞ (2.25)

alors il existe une unique solution strictement stationnaire de (2.1) et la châıne de Markov

(Xn)n∈Z est géométriquement ergodique et géométriquement β-mélangeante et par conséquent

géométriquement fortement mélangeante (α-mélangeante).

Preuve. L’existence et l’unicité de la solution non-anticipative strictement stationnaire

(Xn)n∈Z de l’équation aux récurrences stochastique (2.1) est une conséquence directe du

lemme 2.4.2 et le théorème 2.2.1 où (Xn)n∈Z est donnée par (2.4). Pour montrer que cette

solution est géométriquement ergodique, on applique le théorème 1.2.5. En effet, par le

théorème de convergence dominée de Lebesgue, pour n’importe quelle fonction continue

bornée f , on a E(f(X1)/X0 = x)) est continue en x et par conséquent la châıne de Markov

est une châıne de Feller. La µ-irréductibilité pour une certaine mesure µ est garantie du

fait que a ou b a une densité.

Supposons que ε ∈]0, 1] et soit

f(x) = |x|ε + 1, x ∈ Rd.

S’il existe un compact C tel que

E
(
f(Xn)/Xn−1 = x)

)
≤ (1− δ)f(x), x ∈ Cc, (2.26)

alors du théorème 1.2.5, on en déduit que la châıne de Markov (Xn)n∈Z est géométriquement

ergodique et géométriquement β-mélangeante et par conséquent géométriquement forte-

ment mélangeante. En effet, on a

E
(
f(Xn)/Xn−1 = x)

)
≤ E(|ax|ε) + E(|b|ε) + 1

≤ E(‖a‖ε)|x|ε + E(|b|ε) + 1 = E(‖a‖ε)f(x) + L
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On choisit C comme une boule fermée dans Rd de centre (0, 0, . . . , 0)t et de rayon M > 0

aussi grand de telle sorte que

E
(
f(Xn)/Xn−1 = x)

)
≤ (1− δ)f(x), |x| > M,

pour une certaine constante δ telle que (1− δ) > E(‖a‖ε).
Ce ci montre la relation (2.26).



Chapitre 3

Variation régulière et valeurs
extrêmes

3.1 Variation régulière dans R

La notion de variation régulière apparait dans différents domaines de probabilités ap-

pliquées, ainsi que la théorie des filles d’attentes, la théorie de renouvellement et la théorie

des processus ponctuels. Les variables aléatoires et les distributions avec des queues qui

varient régulièrement sont étudiées de point de vue théorique et pratique. Une grande

variété de résultats sur le développement de la théorie des valeurs extrêmes et la variation

régulière se trouvent dans Bingham et al [11], Resnick [63] ou Embrechts et al [26]. La

classe de distributions avec des queues qui varient régulièrement est utile pour étudier des

événements extrêmes dans les finances et les assurances. En fin, la variation régulière a

une interprétation mathématique en termes de comportement asymptotique des sommes

partielles et des maximums des suites stationnaires.

3.1.1 fonctions à variations régulières

On commence par définir la notion de variation régulière pour une fonction mesurable.

Définition 3.1.1. On dit que la fonction mesurable f : R+ → R+ est à variation régulière

à l’infini d’indice ρ ∈ R, si

∀x > 0 , lim
t→+∞

f(tx)

f(t)
= xρ. (3.1)

Remarque 3.1. Si ρ = 0, on dit que f est à variation lente et on la note par L(x).

Si f est à variation régulière d’indice ρ 6= 0, alors f(x)/xρ est à variation régulière d’indice

40
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zéro et on pose L(x) = f(x)/xρ, c’est-à-dire on peut toujours représenter une fonction à

variation régulière d’indice ρ par xρL(x).

Définition 3.1.2. On dit que la fonction de distribution F de la variable aléatoire X est

à variation régulière à l’infini (ou dans la queue droite) d’indice α ≥ 0, si

∀x > 0 , lim
t→+∞

1− F (tx)

1− F (t)
= lim

t→+∞

P (X > tx)

P (X > t)
= x−α. (3.2)

Remarque 3.2. L’indice de variation régulière de la distribution d’une variable aléatoire

est différent de l’indice de variation régulière d’une fonction réelle mesurable, i.e., α = −ρ.

Définition 3.1.3. On dit qu’une variable aléatoire X est à variation régulière, si sa dis-

tribution est à variation régulière dans ses queues, i.e., si pour p ∈ [0, 1] les deux limites

suivantes existent

∀x > 0 , lim
t→∞

P (X > tx)

P (|X| > t)
= px−α et lim

t→∞

P (X < −tx)

P (|X| > t)
= qx−α, (3.3)

avec q = 1− p.

Par conséquent, |X| est à variation régulière d’indice α ≥ 0 qui est l’indice de variation

régulière de X, i.e.,

∀x > 0 , lim
t→∞

P (|X| > tx)

P (|X| > t)
= x−α.

Le prochain résultat donne les propriétés d’intégration des fonctions à variations régulières.

Théorème 3.1.1 (Karamata). [11] Soit f une fonction à variation régulière d’indice ρ

et localement bornée sur R+, alors

1. ∀σ ≥ −(ρ+ 1), xσ+1f(x)
( ∫ x

0
tσf(t)dt

)−1

→ σ + ρ+ 1 si x→∞.

2. ∀σ < −(ρ+ 1), xσ+1f(x)
( ∫∞

x
tσf(t)dt

)−1

→ −(σ + ρ+ 1) si x→∞.

3.1.2 Somme de variables aléatoires à variations régulières

SoitX1, X2, . . . , Xk des variables aléatoires non-négatives, pas nécessairement indépendantes

ou identiquement distribuées, à variations régulières pas nécessairement de même indice

de variation. On pose

Sk = X1 +X2 + · · ·+Xk , k ≥ 1.
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Lemme 3.1.1. [20] Supposons que X1 est à variation régulière d’indice α ≥ 0 et de

distribution F . Si X1, X2, . . . , Xk satisfont les conditions suivantes :

lim
x→∞

P (Xi > x)

1− F (x)
= ci , i = 1, . . . , k (3.4)

et

lim
x→∞

P (Xi > x,Xj > x)

1− F (x)
= 0 , i 6= j, (3.5)

alors

lim
x→∞

P (Sk > x)

1− F (x)
= c1 + · · ·+ ck. (3.6)

Preuve. Soit k = 2, on définit une suite (bn) qui satisfait la relation suivante

n(1− F (bn)) → 1 , si n→∞

et sur intervalle ]0,∞], on défint la mesure ν par ν(]x,∞]) = x−α.

La définition de la suite (bn) nous donne la convergence vague suivante

nP (Xi/bn ∈ .)
v→ ciν

dans l’espace des mesures ν définies sur ]0,∞]. La relation (3.4) implique que

nP
(
b−1
n (X1, X2) ∈]dx, dy[2

) v→ c1 ν(dx) ε0(dy) + c2 ε0(dx) ν(dy) (3.7)

dans l’espace des mesures définies sur [0,∞]2\{0}.

Remarque 3.3. La condition (3.4) avec les constantes ci non toutes nulles est nécessaire

afin d’assurer qu’au moins une variable Xi est à variation régulière.

L’inverse de ce résultat est dû à Embrechts et al [25].

Lemme 3.1.2. [25] Supposons que Sn = X1 + · · ·+ Xn est à variation régulière d’indice

α ≥ 0 et les variables aléatoires Xi sont i.i.d non-négatives, alors les variables aléatoires

Xi sont à variation régulière d’indice α et

P (Sn > x) ∼ nP (X1 > x) , n ≥ 1. (3.8)
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Remarque 3.4.

1. La relation (3.8) est une définition d’une distribution sous-exponentielle. En effet,

une fonction de distribution F d’une variable aléatoire non négative X est sous-

exponentielle, si

∀n ≥ 1, P (Sn > x) ∼ nP (X > x) ∼ P (Mn > x) si x→∞,

où X1, · · · , Xn sont indépendantes de même distribution F et Mn = max
i=1,··· ,n

Xi.

2. Le lemme 3.1.2 reste valide pour les distributions sous-exponentielles dans le sens

que la sous-exponentialité de Sn implique la sous-exponentialité de X1 (voir [55]).

Supposons que (Yi)i∈N est une suite de variables i.i.d à variation régulière d’indice α ≥ 0

et vérifie la condition (3.3), alors il se suit du lemme 3.1.1 que pour toute suite de nombres

réels (ψi)

P (ψ1Y1 + · · ·+ ψmYm > x) ∼ P (ψ1Y1 > x) + · · ·+ P (ψmY1 > x). (3.9)

En posant P (ψiY1 > x) = P (ψ+
i Y

+
i > x) + P (ψ−i Y

−
i > x), où ψ± = max(0,±ψ),

on déduit le résultat suivant.

Lemme 3.1.3. [43] Soit (Yi)i∈N une suite de variables aléatoires i.i.d à variation régulière

d’indice α satisfaisant la condition (3.3), alors ∀ψi ∈ R , i = 1, . . . ,m , m ≥ 1

P (ψ1Y1 + · · ·+ ψmYm > x) ∼ P (|Y1| > x)
m∑
i=1

[p(ψ+
i )α + q(ψ−i )α]. (3.10)

Remarque 3.5. En général l’inverse du lemme 3.1.3 n’est pas vrai, c’est-à-dire la variation

régulière de ψ1Y1 + · · ·+ψmYm d’indice α > 0 pour une suite de variables aléatoires (Yn)n∈N

i.i.d n’implique pas que Y1 est à variation régulière, excepté le cas m = 2 avec ψi > 0,

Yi > 0 p. s, i = 1,2 (voir Jessen et Mikosch [43]).

Le comportement de la queue de la série infinie

X =
+∞∑
i=0

ψiYi (3.11)

pour une suite (Yn)n∈N de variables aléatoires i.i.d à variation régulière d’indice α > 0

apparait dans la théorie des valeurs extrêmes pour les processus bilinéaires (voir Davis et

Resnick [20]) et les processus linéaires ARMA (voir Resnick [63]). La variation régulière

de X sera possible, si la série (3.11) converge presque sûrement. Par exemple, si α > 2, ce

qui implique var(Yi) < ∞, les conditions E(Y1) = 0 et
∑∞

i=0 ψ
2
i < ∞ sont nécessaires et

suffisantes pour que la série (3.11) converge presque sûrement (voir Mikosch [55]).
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Théorème 3.1.2. [43] Soit (Yn)n∈N une suite de variables aléatoires i.i.d à variation

régulière d’indice α > 0 satisfaisant la condition (3.3). Soit (ψi) une suite de nombres

réels telle que l’une des conditions suivantes est vérifiée.

1. α > 2 , E(Y1) = 0 et
∑∞

i=0 ψ
2
i <∞.

2. α ∈]1, 2] , E(Y1) = 0 et ∃ ε > 0 tel que
∑∞

i=0 |ψi|α−ε <∞.

3. α ∈]0, 1] et ∃ ε > 0 tel que
∑∞

i=0 |ψi|α−ε <∞.

alors

P (X > x) ∼ P (|Y1| > x)
∞∑
i=0

[p(ψ+
i )α + q(ψ−i )α] (3.12)

Remarque 3.6. La relation (3.10) est un résultat de (3.12) pour une série tronquée. La

preuve de (3.12) est basée sur la relation (3.10) et le fait que la limite du reste est négligeable

par rapport P (|Y1| > x) si x et m tendent vers l’infini (voir Jessen et Mikosch [43]).

Proposition 3.1.1. [43] Soit X et Y deux variables aléatoires positives avec X à variation

régulière d’indice α ≥ 0. Supposons que ∀m ≥ 0 il existe une constante cm > 0 et les

variables aléatoires Ym , Zm qui vérifient Y
D
= Ym + Zm et les trois conditions suivantes

1. P (Ym > x) ∼ cmP (X > x) si x→∞,

2. cm → c0 si m→∞,

3. lim
m→∞

lim sup
x→∞

P (Zm > x)

P (X > x)
= 0 et Ym , Zm sont indépendantes

ou bien lim
m→∞

lim sup
x→∞

P (|Zm| > x)

P (X > x)
= 0,

alors

P (Y > x) ∼ c0P (X > x) (3.13)

Preuve. pour m ≥ 1 et ε ∈]0, 1], on a :

P (Y > x) ≤ P (Ym > x(1− ε)) + P (Zm > εx)

par conséquent,

lim sup
x→∞

P (Y > x)

P (X > x)
≤ lim sup

x→∞

P (Ym > x(1− ε))
P (X > x)

+ lim sup
x→∞

P (Zm > εx)

P (X > x)

= cm(1− ε)−α + ε−α lim sup
x→∞

P (Zm > εx)

P (X > x)

→ c0(1− ε)−α si m→∞

→ c0 si ε→ 0.
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Si Ym et Zm sont indépendantes, alors

lim inf
x→∞

P (Y > x)

P (X > x)
≥ lim inf

x→∞

P (Ym > x(1 + ε), Zm ≥ −εx)

P (X > x)

= lim inf
x→∞

P (Ym > x(1 + ε))

P (X > x)
P (Zm ≥ −εx)

= cm(1 + ε)−α → c0 si m→∞ , ε→ 0

Si Ym et Zm ne sont pas indépendantes, alors

lim inf
x→∞

P (Y > x)

P (X > x)
≥ lim inf

x→∞

P (Ym > x(1 + ε), |Zm| ≤ εx)

P (X > x)

≥ lim inf
x→∞

P (Ym > x(1 + ε))

P (X > x)
− lim

x→∞
sup

P (|Zm| > εx)

P (X > x)

= cm(1 + ε)−α → c0 si m→∞ , ε→ 0

Dans les deux cas, on a :

c0 ≤ lim inf
x→∞

P (Y > x)

P (X > x)
≤ lim

x→∞

P (Y > x)

P (X > x)
≤ lim sup

x→∞

P (Y > x)

P (X > x)
≤ c0

Par conséquent

lim
x→∞

P (Y > x)

P (X > x)
= c0 , i.e., P (Y > x) ∼ c0P (X > x)

3.1.3 Variation régulière du produit de deux variables

Dans cette partie, on s’intéresse au comportement de la queue du produit de deux va-

riables aléatoires indépendantes non-négatives. Le théorème de Breiman (1965) [16] donne

la variation régulière du produit de deux variables aléatoires X1 et X2 en supposant que

la queue de l’une des deux variables domine la queue de l’autre.

Théorème 3.1.3. [16] Soient X1 et X2 deux variables aléatoires indépendantes non-

négatives avec X1 à variation régulière d’indice α > 0, alors

1. Si ∃ ε > 0 tel que E(Xα+ε
2 ) <∞, alors

P (X1X2 > x) ∼ E(Xα
2 )P (X1 > x). (3.14)

2. Si ∃ ε > 0 tel que E(Xα+ε
2 ) <∞, alors pour toute suite (xn) telle que xn →∞, on a

lim
n→∞

sup
x≥xn

∣∣∣P (X1X2 > x)

P (X1 > x)
− E(Xα

2 )
∣∣∣ = 0. (3.15)
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3.2 Variation régulière dans Rd

Dans cette partie, on généralise la notion de variation régulière au cas multivarié.

Définition 3.2.1. Soit E ⊆ Rd muni de la tribu E et notons par B la classe des ensembles

bornés de E, alors la mesure m définie sur (E, E) est dite de Radon (ou localement finie),

si

∀B ∈ B , m(B) <∞.

Soit F l’ensemble des fonctions mesurables f : E→ R+, alors pour toute fonction f ∈ F ,

on définit

mf =

∫
E
f(x)m(dx). (3.16)

On dit que la suite de mesures de Radon (mi)i∈N converge vaguement vers une mesure de

Radon m et on écrit mn
v→ m, si

∀f ∈ Fc , mnf → mf si n→∞, (3.17)

avec Fc = {f ∈ F ; f continue}

Définition 3.2.2. Soit (mi)i∈N une suite de mesures finies, on dit que (mi)i∈N converge

faiblement vers la mesure finie m et l’on écrit mn
f→ m, si

∀f ∈ F bc , mnf → mf si n→∞, (3.18)

avec F bc = {f ∈ F ; f continue et bornée}

Proposition 3.2.1. [5] Soient (mi)i∈N et m des mesures finies bornées sur E, alors

mn
f→ m⇔ mn

v→ m et mn(E)→ m(E).

Si (mi)i∈N est une suite de mesures de Radon, alors on dit que (mi)i∈N converge vaguement,

si les deux conditions suivantes sont vérifiées

1. ∀B ∈ B , sup
n∈N

mn(B) < ∞ (3.19)

2. Pour toutes suites réelles (an) et (bn) telles que an , bn →∞, on a

man
v→ m1 et mbn

v→ m2

implique que m1 = m2
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Pour montrer la condition (2), on utilise souvent le résultat suivant.

Lemme 3.2.1. [5] Supposons que les deux mesures m1 et m2 sont définies sur (E, E) et

soit P la classe des sous-ensembles de E qui forme une partition de E telle que σ(P) = E.

Si tout ensemble de P est mesurable par rapport à m1 et m2, alors il en de même pour tout

ensemble de E.

Soit E un ensemble de Rd
et on note par | · | la norme sur Rd. Pour une mesure de

Radon µ sur (E, E), on définit

Bµ = {B ∈ B : µ(∂B) = 0}.

Notons par S(0, δ) et B(0, δ) une sphère et une boule ouverte dans Rd de centre 0 et de

rayon δ, respectivement. On définit le complémentaire de la boule fermée par

Bc
δ = {x ∈ Rd : |x| > δ} =

(
S(0, δ) ∪B(0, δ)

)c
.

Notons par Sd−1 = {x ∈ Rd : |x| = 1}, la sphère centrée dans Rd.

Théorème 3.2.1. [5] Soient X un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd et µ une mesure

de Radon sur Rd\{0} telle que µ(Rd\Rd) = 0.

Supposons que ∃E ⊂ Rd\{0} tel que tE ∈ Bµ , ∀t ∈ T , où T ⊆]0,+∞[, alors les deux

conditions suivantes sont équivalentes

µt(·) =
P (X ∈ t ·)
P (X ∈ tE)

v→ µ(·) si t→∞, (3.20)

où
v→ désigne la convergence vague sur la tribu de Rd\{0}.

∀δ > 0 , µt(·) =
P (X ∈ t·)
P (X ∈ tE)

f→ µ(·) si t→∞. (3.21)

où
f→ désigne la convergence faible sur la tribu de Bc

δ. Si la condition (3.20) ou (3.21) est

satisfaite, alors

∃!α ≥ 0, µ(xB) = x−αµ(B), ∀x ∈ T, ∀B ∈ Bµ. (3.22)

Preuve. On montre d’abord le dernier résultat de ce théorème, c’est-à-dire si (3.20) ou

(3.21) est vérifiée, alors

∃!α ≥ 0, µ(xB) = x−αµ(B), ∀x ∈ T, ∀B ∈ Bµ.
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Notons que ∀x, y ∈ T,

µ(xyE) = lim
t→∞

P (X ∈ txyE)

P (X ∈ tE)
= lim

t→∞

P (X ∈ txyE)

P (X ∈ txE)
lim
t→∞

P (X ∈ txE)

P (X ∈ tE)
= µ(yE)µ(xE).

Par conséquent, µ(xE) = x−α est la seule solution de l’équation µ(xyE) = µ(yE)µ(xE).

Soit B ∈ Bµ et notons que

µ(xB) = lim
t→∞

P (X ∈ txB)

P (X ∈ tE)
= lim

t→∞

P (X ∈ txB)

P (X ∈ txE)
lim
t→∞

P (X ∈ txE)

P (X ∈ tE)
= x−αµ(B).

(3.20)⇒ (3.21) : pour δ > 0 et Bc
δ ⊂ Rd\{0}, on a

µt
v→ µ surBc

δ .

Notons que Bc
δ ∈ Bµ, donc

µt(B
c
δ)→ µ(Bc

δ).

De cette convergence et du fait que µt converge vers µ sur Bc
δ , on déduit de la proposition

3.2.1 que

µt
f→ µ surBc

δ .

(3.21) ⇒ (3.20) : On prolonge la mesure µ sur Rd\{0} à Rd\{0} en utilisant le fait que

µ(Rd\Rd) = 0. Ceci implique que

µt
f→ µ sur Rd\B(0, δ).

Notons que pour chaque ensemble borné B ∈ Rd\{0}, ∃δ > 0 tel que B ∈ Rd\B(0, δ).

Cependant, Rd\B(0, δ) ∈ Bµ et que ∃t0 > 0,

sup
t≥t0

µt(B) ≤ sup
t≥t0

µt(R
d\B(0, δ)) <∞,

donc il existe au moins une limite. L’unicité de la limite est une conséquence directe de la

proposition 3.2.1 et du fait que si une mesure µ définie sur En avec En → E, alors µ est

définie sur E.

Remarque 3.7. Pour d = 1, il est clair que la condition (3.3) est équivalente à la condition

(3.20), avec E =]−∞, 1[∪]1,+∞[. En effet, si on prend par exemple 0 < a < b, alors pour

l’intervalle ]a, b] et t→∞ on a :

µt(]a, b]) =
P (X ∈]ta, tb])

P (X ∈ tE)
=
P (X > ta)− P (X > tb)

P (|X| > t)
→ p(a−α − b−α) = µ(]a, b]).
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On a immédiatement la définition suivante.

Définition 3.2.3. On dit qu’un vecteur aléatoire X à valeurs dans Rd est à variation

régulière, si l’une des conditions (3.20) et (3.21) est satisfaite. On dit qu’un processus

aléatoire (Xt)t∈T est à variation régulière, si les distributions fini-dimensionnelles sont à

variations régulières.

La notion du processus aléatoire à variation régulière sera employée par la suite pour

les solutions de l’équation aux récurrences stochastique. Un autre aspect de la variation

régulière et la forme de la queue de la distribution d’un vecteur aléatoire est donné par le

théorème suivant.

Théorème 3.2.2. [5] Soit X un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd, alors les conditions

suivantes sont équivalentes.

1. Le vecteur aléatoire X est à variation régulière.

2. Il existe un vecteur aléatoire θ à valeurs dans Sd−1 tel que ∃α ≥ 0,

∀u > 0 ,
P
(
|X| > tu,X/|X| ∈ ·

)
P (|X| > t)

v→ u−αP (θ ∈ ·) si t→∞ (3.23)

avec
v→ désigne la convergence vague sur la tribu de Sd−1.

3. Il existe un vecteur aléatoire θ à valeurs dans Sd−1 et une suite de nombres positifs

(an), an →∞ tels que ∃α ≥ 0,

∀u > 0 , n P
(
|X| > uan, X/|X| ∈ ·

) v→ u−αP (θ ∈ ·) si n→∞ (3.24)

Remarque 3.8. la relation (3.23) est souvent employée comme définition de la variation

régulière d’un vecteur aléatoire (voir par exemple Davis et Mikosch [21], Resnick [63]).

Un résultat du théorème 3.2.2 est donné par le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.1. [3] Soit X un vecteur aléatoire à variation régulière d’indice α ≥ 0,

alors il existe une mesure de Radon µ1 sur Rd\{0} et une suite à termes positifs (an),

an →∞ telles que

nP (X ∈ an·)
v→ µ1(.). (3.25)

La mesure µ1 satisfait

∀u > 0 , µ1({x : x/|x| ∈ · et |x| > u}) = u−αP (θ ∈ ·), (3.26)

où θ est un vecteur aléatoire à valeurs dans Sd−1.
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Remarque 3.9.

1. Si X est à variation régulière d’indice α > 0 et de mesure limite de Radon µ1 vérifiant

(3.25), alors ∃ c > 0 tel que µ1 = cµ, où µ est la mesure de Radon qui satisfait (3.20).

2. Si la suite (an) est choisie de telle sorte que nP (|X| > an) → 1, alors dans ce cas

µ1 = µ et la relation (3.24) est vérifiée.

On a immédiatement la définition suivante.

Définition 3.2.4. Soit X un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd, à variation régulière

d’indice α ≥ 0 et de mesure limite de Radon µ vérifiant la relation (3.26), alors la mesure

de probabilité P (θ ∈ ·) est dite mesure spectrale de la variation régulière du vecteur X.

Remarque 3.10. Dans le cas où d = 1, la condition (2) du théorème 3.2.2 est équivalente

à la condition (3.3) qui est une définition de la variation régulière de X dans R. La mesure

spectrale dans ce cas est donnée par P (θ = 1) = p et P (θ = −1) = q.

Maintenant, on définit la variation régulière des vecteurs aléatoires à valeurs dans Rd
+.

On note par 1 le vecteur t(1, . . . , 1) ∈ Rd et Sd−1
+ est l’intersection de la sphère unité Sd−1

avec Rd
+.

Théorème 3.2.3. [5] Soit X un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd
+, alors X est à varia-

tion régulière ssi la limite suivante existe et est finie.

∀x ∈ Rd
+/{0} , lim

t→∞

1− P (X ≤ tx)

1− P (X ≤ t1)
. (3.27)

La condition (3.27) est équivalente à la condition de Kesten (voir Kesten [46]) donnée

par le théorème suivant.

Théorème 3.2.4. [46] Soit X un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd
+, alors X est à

variation régulière d’indice α > 0 si et seulement si

∀x ∈ Rd/{0} , lim
t→∞

P
(
(X,x) > t

)
P
(
(X,1) > t

) = w(x), (3.28)

où w(x) est une fonction à valeurs finies vérifiant

∀t > 0 , w(tx) = t−αw(x).
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3.2.1 Transformations de vecteurs aléatoires à variations régulières

Dans cette partie, on donne une généralisation du résultat (3.14) du théorème 3.1.3 de

Breiman. On note par | · | la norme sur Rd et par ‖ · ‖ la norme matricielle définie par :

Pour toute matrice A de taille p× d, on a

‖A‖ = sup
|x|=1

|Ax|, x ∈ Rd.

Proposition 3.2.2. [4] Soit A une matrice aléatoire de taille p × d, indépendante du

vecteur aléatoire X à variation régulière d’indice α > 0 et de mesure limite de Radon µ.

Supposons que ∃ ε > 0 tel que E(‖A‖α+ε) <∞, alors

P (AX ∈ t ·)
P (X ∈ tE)

v→ ν(·) = E(µ oA−1(·)), (3.29)

où
v→ désigne la convergence vague sur la tribu de Rp

/{0} et E vérifie les conditions du

théorème 3.2.1.

Preuve. On fixe B ∈ Bν et qui est contenu dans Bc
δ . On pose

At(B) = {AX ∈ tB},

alors ∀0 < ε < M <∞, on a

P (At(B)) = P (At(B) ∩ {‖A‖ ≤ ε}) + P (At(B) ∩ {ε < ‖A‖ ≤M}) +

P (At(B) ∩ {‖A‖ > M}) = p1 + p2 + p3.

Par la relation (3.14) et du fait que B ⊆ Bc
δ , on a

lim sup
t→∞

p3

P (X ∈ tE)
≤ lim

t→∞

P (|X|‖A‖I]M,∞[(‖A‖) > tδ)

P (X ∈ tE)
= δ−αE(‖A‖αI]M,∞[(‖A‖).

Puisque E(‖A‖α) < ∞, on conclut par le théorème de convergence dominée de Lebesgue

que

lim
M→

lim sup
t→∞

p3

P (X ∈ tE)
= 0.

Pour p2, on a

lim
t→∞

p2

P (X ∈ tX)
= lim

t→∞

∫
ε<‖A‖≤M

P (At(B)\A)

P (X ∈ tE)
P (dA) = E(I]ε,M ](‖A‖)µ(A−1B))
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Le côté droit converge vers E(µ(A−1B)) si M →∞ et ε→ 0.

La limite obtenue est finie, en effet

E(I]ε,M ](‖A‖)µ(A−1B)) = E(I]ε,M ](‖A‖)µ{x : Ax ∈ B})

≤ E(I]ε,M ](‖A‖)µ{x : ‖A‖|x| > δ})

≤ E(‖A‖α)µ({x : |x| > δ}) <∞.

Finalement, pour p1, on a

lim sup
t→∞

p1

P (X ∈ tE)
≤ lim

t→∞

P (ε|X| > tδ)

P (X ∈ tE)
= (δ−1ε)α.

On déduit que

lim
ε→0

lim sup
t→∞

p1

P (X ∈ tE)
= 0.

En combinant toutes les limites pour p1, p2 et p3, la preuve est achevée.

Une conséquence de la proposition précédente est le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.2. [5] Soit A une matrice aléatoire de taille p×d, indépendante du vecteur

aléatoire X à valeurs dans Rd, à variation régulière d’indice α > 0 et de mesure limite de

Radon µ telle que

∃C ⊆ Rd
/{0}, E(µ oA−1(C)) > 0 et ∃ ε > 0, E(‖A‖α+ε) <∞,

alors AX est à variation régulière dans Rp d’indice α.

Remarque 3.11. La proposition 3.2.2 implique que AX + B est à variation régulière de

même indice et de même mesure limite ν que AX, où B est un vecteur aléatoire à valeurs

dans Rp et de queue légère, i.e., P (|B| > x) ∼ o
(
P (|X| > x)

)
si x → ∞. Le résultat

de la proposition 3.2.2 peut être prolongé pour une somme infinie de vecteurs aléatoires

non-négatifs à variations régulières multipliés par des matrices aléatoires positives Ai, c’est-

à-dire,
∑∞

i=1AiXi est à variation régulière.

Corollaire 3.2.3. [5] Soit A une matrice aléatoire de taille p×d, indépendante du vecteur

aléatoire X à valeurs dans Rd, à variation régulière d’indice α > 0 et de mesure limite

µ. Supposons que ∃ ε > 0 /E(‖A‖α+ε) < ∞ et soit B un vecteur aléatoire à valeurs dans

Rp, à variation régulière d’indice α et indépendant de AX, alors AX + B est à variation

régulière d’indice α.
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Preuve. La variation régulière de AX+B est une conséquence directe du fait que (AX,B)

est à variation régulière.

La variation régulière est aussi préservée sous la transformation puissance. En effet, si

le vecteur (X1, · · · , Xd) est à variation régulière d’indice α, alors le vecteur (Xp
1 , · · · , X

p
d)

est à variation régulière d’indice de variation différent de α. On a le résultat suivant.

Lemme 3.2.2. [5] Soit (X1, · · · , Xd) un vecteur aléatoire non-négatif à variation régulière

d’indice α > 0, alors pour p > 0, (Xp
1 , · · · , X

p
d) est à variation régulière d’indice α/p.

Preuve. soit f une application continue définie de Rd
+ dans Rd

+ par

f : X = (X1, · · · , Xd)→ (Xp
1 , · · · , X

p
d).

Notons que ∀x ∈ Rd
+, |f(x)| = |x|p, avec | · | = | · |∞ désigne la norme maximale sur Rd

+.

En utilisant le fait que X est à variation régulière et on applique la caractérisation de la

variation régulière donnée par (3.24) du théorème 3.2.2, on déduit qu’il existe une suite

(an), an → ∞ et une mesure de probabilité Pθ sur une sphère unité Sd−1 dans Rd
+ telles

que

∀x > 0, nP (|X| > xan, X/|X| ∈ ·)
v→ x−αPθ(·) si n→∞.

Par conséquent,

nP (|f(X)| > xapn, f(X)/|f(X)| ∈ S) = nP (|X| > x1/pan, f(X)/|X|p ∈ S)

= nP (|X| > x1/pan, X/|X| ∈ f−1(S))
v→ x−α/pPθ(f

−1(S)) si n→∞.

Cependant, f est une application de Sd−1 dans Sd−1, alors

Pf,θ(S) = Pθ(f
−1(S))

est une autre mesure de probabilité sur la sphère unité Sd−1. Par conséquent, f(X) est à

variation régulière d’indice α/p et de mesure spectrale Pf,θ.

3.2.2 Somme de vecteurs aléatoires à variations régulières

Dans cette partie, on étudie les applications de la notion de variation régulière dans

les théorèmes limites des sommes des suites (Xn)n∈N de vecteurs aléatoires i.i.d. On pose

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn , n ≥ 1.
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Définition 3.2.5. On dit qu’un vecteur aléatoire X à valeurs dans Rd est stable, si

∀a > 0 , ∀b > 0,

∃ c > 0 , ∃d ∈ Rd ; aX1 + bX2
D
= cX + d,

où X1 et X2 sont deux vecteurs aléatoires indépendants de même loi que X.

Le résultat suivant donne une condition suffisante en terme du théorème central limite

pour qu’un vecteur aléatoire est de distribution stable.

Théorème 3.2.5. [5] Soit (Xn)n∈N une suite de vecteurs aléatoires i.i.d, si

Sn − bn
an

D→ Y, (3.30)

où (an) est une suite de nombres réels et (bn) est une suite de vecteurs dans Rd, alors la

distribution de Y est stable et les vecteurs Xi sont dits dans le domaine d’attraction de Y .

La définition 3.2.5 est équivalente à la définition suivante.

Définition 3.2.6. On dit qu’un vecteur aléatoire X à valeurs dans Rd est stable, si

∃α ∈]0, 2] tel que

∀n ≥ 2, ∃ b ∈ Rd, X1 +X2 + · · ·+Xn
D
= n1/αX + b, (3.31)

où X1, X2, . . . , Xn sont des vecteurs aléatoires i.i.d de même loi que X. On appelle le

nombre α, l’indice de stabilité.

Remarque 3.12. Dans le cas où α = 1, X est de distribution de Cauchy. Pour α = 2, X

est un vecteur Gaussien (voir Embrechts et al [26]).

En général, la densité d’un vecteur α-stable ne peut être écrite en termes de fonctions

élémentaires. Cependant, sa fonction caractéristique peut être écrite explicitement.

Théorème 3.2.6. [5] Soit α ∈]0, 2[, alors un vecteur aléatoire X est dit α-stable dans Rd

ssi sa fonction caractéristique ϕX a la forme suivante

ϕX(t) = exp
(
i(t,a) +

∫ (
ei(t,x) − 1− ig(t,x)dµ(x)

))
, (3.32)

où a ∈ Rd, g est définie par g(t,x) = (1 ∧ |x|)(t,x/|x|) et µ une mesure sur Rd/{0}.
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Notons qu’un vecteur aléatoire α-stable est à variation régulière et la mesure µ de la

relation (3.32) correspond à la mesure donnée dans le Corollaire 3.2.1. Par conséquent, il

existe une suite de nombres réels (an) telle que

nP (X ∈ an·)
v→ µ(·). (3.33)

Théorème 3.2.7. [5] Soit (Xn)n∈N une suite de vecteurs aléatoires i.i.d, à variation

régulière d’indice α < 2 et de mesure limite µ satisfaisant (3.33). Supposons que

∃δ > 0 , bn = a an + nE(X1I|X1|≤anδ),

où a ∈ Rd, (an) une suite de nombres réels et (bn) une suite de vecteurs dans Rd, alors

(Sn)n∈N satisfait le théorème limite (3.30) dont le vecteur limite Y est stable et de fonction

caractéristique donnée par (3.32).

L’inverse du théorème 3.2.7 est vrai. Si le théorème central limite (3.30) est vérifié pour

une suite (Xn)n∈N de vecteurs aléatoires i.i.d, alors X1 est à variation régulière d’indice

α < 2. On a ainsi le résultat suivant.

Théorème 3.2.8. [5] Soit (Xn)n∈N une suite de vecteurs aléatoires i.i.d, alors X1 est à

variation régulière d’indice α ∈]0, 2[ ssi il existe une suite de nombres positifs (an) et une

suite de vecteurs (bn) dans Rd telles que

Sn − bn
an

D→ Yα, (3.34)

où Yα est un vecteur α- stable.

On définit maintenant la notion de valeurs extrêmes qui est liée à la variation régulière.

On se limite dans cette partie aux valeurs extrêmes unidimensionnelles qui se généralisent

au cas multidimensionnel. Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires i.i.d. On s’intéresse

au comportement asymptotique du maximum partiel suivant :

Mn = max(X1, · · · , Xn) , n ∈ N.

Pour formuler des résultats de base de la théorie des valeurs extrêmes, on a besoin des

distributions des valeurs extrêmes suivantes.

1. Fonction de distribution de Fréchet : φα(x) =

{
0 si x < 0
exp(−x−α) si x ≥ 0,
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2. Fonction de distribution Weibull : ψα(x) =

{
exp(−(−x)−α) si x < 0

1 si x ≥ 0,

3. Fonction de distribution de Gumbel : ϑ(x) = exp(−e−x) , x ∈ R.

Théorème 3.2.9. [26] Supposons qu’il existe une suite de nombres positifs (an) et une

suite de nombres réels (bn) telles que

Mn − bn
an

D→ ξ,

alors ξ a une des distributions des valeurs extrêmes, c’est-à-dire il existe c > 0 et d ∈ R
tels que c ξ + d a une des distributions φα(x), ψα(x) ou ϑ(x).

3.3 Variation régulière des solutions des équations aux

récurrences stochastiques

Dans le chapitre précédent, on a déterminé des conditions suffisantes pour l’existence de

solutions stationnaires non-anticipatives des équations aux récurrences stochastiques. On a

déterminé aussi quelques conditions suffisantes pour la propriété du mélange. Pour l’analyse

asymptotique, il est intéressant d’étudier les propriétés distributionnelles. Il s’avère que

dans des conditions générales, la solution non-anticipative strictement stationnaire est à

variation régulière. Ce résultat permet d’étudier les extrémités de la solution de l’équation

aux récurrences stochastique ( par exemple Goldie [36], Grey [37] et Scotto [69]).

3.3.1 Variation régulière de la distribution stationnaire

Soit une équation aux récurrences stochastique unidimensionnelle

Xn+1 = anXn + bn n ∈ N (3.35)

où (an, bn)n∈N est une suite de variables aléatoires i.i.d.

On a vu dans le théorème 2.2.2 que si E(log |a0|) < 0 et E(log+ |b0|) < ∞, alors Xn

converge vers X lorsque n tend vers l’infini avec X satisfait l’équation stochastique

X
D
= aX + b, X et (a, b) sont indépendantes.

Goldie [36] a étudié le comportement des queues de la distribution de X, c’est-à-dire le

comportement asymptotique de P (X > x) et P (X < −x) quand x tend vers l’infini.
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Théorème 3.3.1. [36] S’il existe α > 0 tel que

E(|a|α) = 1,

E
(
|a|α log+ |a|

)
<∞,

E
(
|b|α
)
<∞ ,

et que la loi conditionnelle de log |a| sachant a 6= 0 est non-arithmétique, alors

1. si a est positive presque sûrement, alors

P (X > x) ∼ c+x
−α si x→∞, (3.36)

P (X < −x) ∼ c−x
−α si x→∞, (3.37)

où c+ et c− sont des constantes positives.

2. si P (a < 0) > 0, alors les limites (3.36) et (3.37) sont aussi vraies avec c+ = c− ≥ 0.

3. Dans les deux cas, la somme c+ + c− est strictement positive si et seulement si

l’application affine y 7→ ay + b n’a pas de point fixe presque sûrement :

∀y ∈ R, P (b = y(1− a)) < 1.

Sous les hypothèses du théorème 3.3.1, E(|a|α log |a|) est strictement positive et les

constantes c+ et c− sont données comme suit :

- Dans le premier cas, on a

c+ =
(
E(|a|α log |a|)

)−1
∫ ∞

0

(
P (X > x)− P (aX > x)

)
xα−1dx,

c− =
(
E(|a|α log |a|)

)−1
∫ ∞

0

(
P (X < −x)− P (aX < −x)

)
xα−1dx.

- Dans le deuxième cas, on a

c+ = c− =
1

2

(
E(|a|α log |a|)

)−1
∫ ∞

0

(
P (|X| > x)− P (|aX| > x)

)
xα−1dx.

Le théorème de Grincevic̆ius [38] traite le cas où α n’existe pas en montrant que lorsque

a est non-négatif, ils existe β et γ, (β > γ > 0) tels que E(aγ) < 1, E(aβ) < ∞ et la

distribution de b est à variation régulière à l’infini d’indice γ (α ne peut exister parce

que pour satisfaire E(aα) = 1, α doit être plus grand que γ et dans ce cas E(|b|α) < ∞
n’est pas vérifiée), alors la distribution de X est à variation régulière à l’infini d’indice

γ. Par conséquent, la distribution de b est importante pour déterminer le comportement

asymptotique de la queue de la distribution de X.
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Théorème 3.3.2. [38] Soit (a, b) un couple de variables aléatoires avec E(log+ |b|) <∞,

P (a ≥ 0) = 1, E(aα) < 1 et E(aβ) <∞ pour β > α > 0, alors l’équation stochastique

X
D
= aX + b

admet une unique solution avec X est indépendante de (a, b).

Si L est une fonction à variation lente à ∞, alors les deux conditions suivantes sont

équivalentes

P (b > x) = x−αL(x), x > 0. (3.38)

P (X > x) =
1

1− E(aα)
x−αL(x), x > 0. (3.39)

Lemme 3.3.1. [38] Soit X une variable aléatoire avec

∀x > 0 , P (X > x) = x−αL1(x), (3.40)

où L1 est une fonction à variation lente à ∞, alors ∀δ > 0, ∃ k > 1 tel que

∀x > 0 ,∀λ > 0 ,
L1(λx)

L1(x)
≤ max

(
λα, kλ−δ

)
. (3.41)

Preuve. Si λ ≥ 1, alors le fait que P (X > x) est non croissante, on a L1(λx) ≤ λαL1(x).

Soit A > 1 et δ > 0, alors ∃x0 tel que, si λ < 1, on a

L1(λx)

L1(x)
≤ Aλ−δ si λx ≥ x0. (3.42)

De plus, puisque 1 ≥ x−αL1(x) ≥ x−α0 L1(x0), ∀x ∈]0, x0], alors si 0 < λx < x ≤ x0, on a

L1(λx)

L1(x)
≤ λαxα

x−α0 L1(x0)xα
= Bλα ≤ Bλ−δ. (3.43)

Finalement, si λx < x0 < x, alors

L1(λx)

L1(x)
=

L1(λx)

L1(x0)
· L1(x0)

L1(x)
≤ B

(λx
x0

)−δ
A
(x0

x

)−δ
= ABλ−δ. (3.44)

Lemme 3.3.2. [38] Soit Y une variable aléatoire à variation régulière d’indice α > 0 telle

que

P (Y > y) = c y−αL(y), y > 0, (3.45)
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où c > 0 et L est une fonction à variation lente à l’infini. Soit (a, b) un couple de variables

aléatoires indépendant de Y avec E(log+ |b|) <∞, P (a ≥ 0) = 1, E(aα) < 1 et E(aβ) <∞
pour β > α > 0, alors

P (b > y) = y−αL(y), y > 0 (3.46)

ssi

P (aY + b > y) =
(
1 + cE(aα)

)
y−αL(y), y > 0 (3.47)

Preuve. En posant

P (Y > y) ∼ y−αL2(y), y →∞,

avec L2 est à variation lente et L2(y) ∼ c L(y).

Soit ε ∈]0, 1[ tel que

P (aY + b > y) = P
(
b > (1 + ε)y

)
− P

(
b > (1 + ε)y , aY + b ≤ y

)
+P
(
(1− ε)y < b ≤ (1 + ε)y , aY + b > y

)
+P
(
b ≤ (1− ε)y , aY + b > y)

et on écrit J(y) = I1(y)− I2(y) + I3(y) + I4(y). On a

0 ≤ I2(y) ≤ P
(
b > (1 + ε)y, aY < −εy

)
≤ P (a > y(α+β)/2β) + P

(
b > (1 + ε)y

)
P (Y < −εy(β−α)/2β)

= o(y−(α+β)/2) + o
(
P (b > (1 + ε)y)

)
,

P (a > y(α+β)/2β) = o(y−(α+β)/2) se déduit de E(aβ) <∞ qui implique P (a > m) = o(m−β).

Pour I4, on a

I4(y) = cy−αL(y)E
(P(Y > a−1(y − b)

)
cy−αL(y)

; a > 0, b ≤ (1− ε)y
)

avec l’espérance est prise sur les deux variables aléatoire a et b.

On note que P
(
Y > a−1(y − b)

)
/cy−αL(y) converge vers aα et

P
(
Y > a−1(y − b)

)
cy−αL(y)

≤
P
(
Y > a−1εy

)
cy−αL(y)

.

Par le lemme 3.3.1 avec δ = β − α, ∃ k > 0 tel que

P
(
Y > a−1εy

)
/cy−αL(y) ≤ 1

c
max(1, kε−βaβ).
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Par la convergence dominée de Lebesgue, on a

I4(y) ∼ cE(aα)y−αL(y) ∼ E(aα)y−αL2(y) si y →∞.

1) Supposons que P (b > y) = y−αL(y), alors

I1(y) = (1 + ε)−αy−αL(y) ∼ c−1(1 + ε)−αy−αL2(y),

I2(y) = o
(
y−αL(y)

)
puisque y−(α+β)/2 = o

(
y−αL(y)

)
,

0 ≤ I3(y) ≤ P
(
(1− ε)y < b ≤ (1 + ε)y

)
=

(
(1− ε)y

)−α
L
(
(1− ε)y

)
−
(
(1 + ε)y

)−α
L
(
(1 + ε)y

)
∼ c−1

(
(1− ε)−α − (1 + ε)−α

)
y−αL2(y).

Par conséquent,

lim sup
t→∞

J(y)

y−αL2(y)
≤ c−1(1 + ε)−α − 0 + c−1

(
(1− ε)−α − (1 + ε)−α

)
+ E(aα)

et

lim inf
t→∞

J(y)

y−αL2(y)
≥ c−1(1 + ε)−α − 0 + 0 + E(aα).

On fait tendre ε vers zéro, d’où le résultat.

2) Inversement, supposons que J(y) =
(
1 + cE(aα)

)
y−αL(y), alors

I1(y)− I2(y) + I3(y) ∼ y−αL(y) ∼ c−1y−αL2(y).

Puisque I1(y) + I3(y) ≥ P
(
b > (1 + ε)y

)
et I2(y) ≤ o

(
y−αL(y)

)
+ o
(
P (b > (1 + ε)y)

)
,

alors ceci implique que

I1(y) + I3(y) ∼ c−1y−αL2(y).

De plus, on a

P
(
b > (1 + ε)y

)
≤ I1(y) + I3(y) ≤ P

(
b > (1− ε)y

)
.

Par coséquent,

lim sup
y→∞

P
(
b > (1 + ε)y

)
c−1y−αL2(y)

≤ 1 et lim inf
y→∞

P
(
b > (1− ε)y

)
c−1y−αL2(y)

≥ 1.

Par un changement de variable, on obtient

(1− ε)α ≤ lim inf
y→∞

P (b > y)

c−1y−αL2(y)
≤ lim sup

y→∞

P (b > y)

c−1y−αL2(y)
≤ (1 + ε)α.

On fait tendre ε vers zéro, d’où le résultat.
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Lemme 3.3.3. [38] Soit (a, b) un couple de variables aléatoires tel que E(log+ |b|) < ∞,

P (a ≥ 0) = 1, E(aα) < 1 et E(aβ) < ∞ pour β > α > 0. Si b est à variation régulière

d’indice α, alors il existe une variable aléatoire Z indépendante de (a, b) telle que

∃c > 0 , P (Z > z) = c z−αL(z), z > 0 (3.48)

et

aZ + b ≤D Z (3.49)

où ≤D désigne l’inégalité stochastique.

Preuve. On choisit c′ >
(
1− E(aα)

)−1
et soit Y une variable aléatoire qui satisfait

P (Y > y) = c′ y−αL(y), y > 0,

alors par le lemme 3.3.2, on a

P (aY + b > y) =
(
1 + c′E(aα)

)
y−αL(y), y > 0.

Par conséquent, puisque c′ > 1 + c′E(aα), alors

∀y > 0 , P (aY + b > y) ≤ P (Y > y).

Soit Z une variable aléatoire ayant une distribution de Y conditionnellement à Y ≥ 0,

alors Z est à variation régulière d’indice α, où c = c′/P (Y ≥ 0).

De plus, pour t ≥ 0

P (aZ + b > y) = P (aY + b > y/Y ≥ 0) ≤ P (aY + b > y)

P (Y ≥ 0)

≤ P (Y > y)

P (Y ≥ 0)
= P (Z > y).

Cette inégalité est vérifiée pour y < 0, ceci implique que P (Z > y) = 1.

Preuve du théorème 3.3.2. Sous les conditions du théorème, la suite (Xn)n∈N, définie

par l’équation (3.35) converge en distribution vers X qui est l’unique solution de l’équation

stochastique

X
D
= aX + b.

Par conséquent l’unique solution strictement stationnaire de l’équation (3.35) est telle que

Xn
D
= X , ∀n ∈ N. La variation régulière de X implique la variation régulière de b en
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posant Y = X et c =
(
1 − E(aα)

)−1
dans le lemme 3.3.2. Pour montrer que la variation

régulière de b implique celle de X, il suffit de trouver une borne inférieure et une borne

supérieure de la queue de X. En effet, si on choisit une variable aléatoire initiale X0 telle

que X0 ≥D X1, alors la suite (Xn)n∈N définie par (3.35) est stochastiquement non croissante

et Xn ≥D X , ∀n ∈ N. On choisit une variable aléatoire Z qui vérifie la condition du lemme

3.3.3 et soit X0 = Z, alors

X1 = a1X0 + b1 ≤D X0

et la suite (Xn)n∈N est donc stochastiquement non-croissante.

Par le lemme 3.3.2, on a

P (Xn > x) = cnx
−αL(x) , x > 0 , ∀n ∈ N

avec c0 = c et {cn} est une suite qui satisfait la relation suivante

cn+1 = 1 + cnE(aα) , n ∈ N (3.50)

et de limite

c∗ =
1

1− E(aα)
. (3.51)

On pose L2(x) ∼ c∗L(x), l’inégalité P (X > x) ≤ P (Xn > x) implique que

lim sup
x→∞

P (X > x)

x−αL2(x)
≤ 1 . (3.52)

Pour obtenir la borne inférieure de la queue de la distribution de X, on utilise un raisonne-

ment semblable. En effet, Si X0 ≤D X, alors Xn ≤D X , ∀n ∈ N. Notons que P (X > 0) > 0

parce que si cette relation n’est pas vérifiée, puisque X est différent de zéro, alors il doit

exister x < 0 tel que P (ax + b ≤ 0) = 1, ceci contredit le fait que la queue de b est plus

épaisse que la queue de a. Par conséquent,

P (X > x) = P (b+ aX > x) ≥ P (X > 0)P (b > x).

Si on choisit X0 telle que

P (X0 > x) = P (X > 0)P (b > x) , ∀x ≥ 0

et

P (X0 > x) = P (X > x) , ∀x < 0,
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alors X0 ≤D X. Par le lemme 3.3.2, on a

P (Xn > x) = cn x
−αL(x) , x > 0 , ∀n ∈ N,

avec c0 = P (X > 0), la suite {cn} est définie par (3.50) et de limite donnée par (3.51).

L’inégalité P (X > x) ≥ P (Xn > x) implique que

lim inf
x→∞

P (X > x)

x−αL2(x)
≥ 1. (3.53)

Les inégalités (3.52) et (3.53) impliquent que

P (X > x) ∼ x−αL2(x) si x→∞.

Par conséquent, la relation (3.39) est vérifiée, c’est-à-dire

P (X > x) =
1

1− E(aα)
x−αL(x), x > 0.

Le résultat de Kesten (1973) [46] montre que sous certaines conditions sur les suites

(an)n∈N et (an)n∈N, la distribution stationnaire de la solution de l’équation aux récurrences

stochastique (3.35) est à variation régulière.

Théorème 3.3.3. [46] Soit (an, an)n∈N une suite de variables aléatoires i.i.d non-négatives.

Supposons que la suite i.i.d (an)n∈Z est de distribution marginale Pa telle que

1. Il existe δ > 0 tel que E(aδ) < 1,

2. L’ensemble

{log(an . . . a1) : n ≥ 1, an . . . a1 > 0 et an, . . . , a1 ∈ support de Pa} (3.54)

engendre un groupe dense dans R,

3. Il existe α0 > 0 tel que

E(aα0) ≥ 1 et E(aα0 log+ a) <∞, (3.55)

alors il existe une unique solution α ∈]0, α0[ pour l’équation

E(aα) = 1 (3.56)

De plus, si E(bα) <∞, alors il existe une unique solution strictement stationnaire (Xn)n∈Z

pour l’équation (3.35) et la distribution stationnaire est à variation régulière d’indice α,

en particulier, il existe c > 0 tel que

P (X > x) ∼ cx−α si x→∞. (3.57)
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Rappelons que la solution non-anticipative strictement stationnaire de l’équation

Xn+1 = anXn + bn, n ∈ Z, Xn R (3.58)

a la représentation suivante

Xn =
∞∑
m=0

( m∏
k=1

an−k

)
bn−m−1, n ∈ Z. (3.59)

Par la suite, on suppose que (an)n∈Z et (bn)n∈Z sont deux suites de variables aléatoires non-

négatives telles que b est à variation régulière d’indice α > 0 et la queue de la distribution

de a est plus légère par rapport à la queue de la distribution de b. Dans ce cas, les conditions

du théorème 3.3.3 ne sont pas satisfaites. En particulier, on suppose que E(aα) < 1. A cet

effet, on verra que la distribution stationnaire de la solution (3.59) de l’équation (3.58) est

à variation régulière de même indice α. Soit X0 une variable initiale, alors après n itérations

dans l’équation (3.58) on obtient

Xn =
( n−1∏
m=0

am

)
X0 +

n−1∑
m=0

( n−1∏
k=m+1

ak

)
bm. (3.60)

De plus, supposons qu’il existe δ > 0 tel que E(aα+δ) <∞, alors par le théorème 3.1.3, on

en déduit que

P
(
bm

m−1∏
k=1

ak > x
)

P (b > x)
∼

(
E(aα)

)m−1
si x→∞. (3.61)

Le résultat suivant est important pour la propriété de variation régulière des distributions

fini-dimensionnelles de la solution strictement stationnaire (3.59) de l’équation (3.58). En

effet, on pose X0 = c dans (3.60) où c est une constante et notons par (Xn)n∈Z la suite

obtenue qui n’est pas une solution stationnaire de l’équation (3.58).

Proposition 3.3.1. [49] Supposons que b est à variation régulière d’indice α > 0 et il

existe δ > 0 tel que E(aα+δ) <∞, alors ∀n ≥ 1,

P (Xn > x) ∼ P (b > x)
n−1∑
m=0

(
E(aα)

)m
si n→∞ (3.62)

où Xn est défini par (3.60) pour X0 = c.
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Preuve. On pose Y0 = c

n−1∏
m=0

am , Ym = bm−1

m−1∏
k=1

ak−1, m = 1, . . . , n.

Il est clair que

Xn =
( n−1∏
m=0

am

)
c+

n−1∑
m=0

( n−1∏
k=m+1

ak

)
bm

D
=
( n−1∏
m=0

am

)
c+

n−1∑
m=0

( m∏
k=1

ak−1

)
bm =

n∑
m=0

Ym.

Pour 1 ≤ k < m ≤ n, on a

P (Yk > x , Ym > x) ≤ P
( k−1∏
i=1

ai−1 min(bk−1,

m−1∏
i=k

ai−1bm−1) > x
)
.

Puisque E(aα+δ) < ∞ et b est à variation régulière d’indice α, alors on peut trouver une

fonction g(x)→∞ telle que g(x)/x→ 0 et P
(

max(ak,
k∏
i=1

ai−1) > g(x)
)

= o
(
P (b > x)

)
.

Par conséquent, pour k < m

P (Yk > x, Ym > x)

P (b > x)

≤
P
( k−1∏
i=1

ai−1 min
(
bk−1,

m−1∏
i=k

ai−1bm−1

)
> x,max

(
ak,

k∏
i=1

ai−1

)
> g(x)

)
P
(
b > x

)

+

P
( k−1∏
i=1

ai−1 min
(
bk−1,

m−1∏
i=k

ai−1bm−1

)
> x,max

(
ak,

k∏
i=1

ai−1

)
≤ g(x)

)
P
(
b > x

)

≤
P
(

max
(
ak,

k∏
i=1

ai−1

)
> g(x)

)
P
(
b > x

) +

P
( k−1∏
i=1

ai−1bk−1 > x,
m−1∏
i=k+1

ai−1bm−1 > x/g(x)
)

P
(
b > x

)
= o(1) + E(aα)m−2P (b > x/g(x))(1 + o(1))→ 0.

Dans la dernière étape, on a utilisé le résultat du théorème 3.1.3 et l’indépendance de( k−1∏
i=1

ai−1

)
bk−1 et

( m−1∏
i=k+1

ai−1

)
bm−1. Par l’inégalité de Markov, pour 1 ≤ k ≤ n,

P (Y0 > x, Yk > x)

P (b > x)
≤ P (Y0 > x)

P (b > x)
≤ cn

(
Eaα+δ

)n
x−α−δ

P (b > x)
→ 0. (3.63)

Il est clair que les relations (3.61) et (3.63) sont équivalentes aux conditions du lemme

3.1.1, avec c0 = 0 et ci =
(
E(aα)

)i−1
, i = 1, . . . , n. Par conséquent, (3.62) est vérifiée.
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Maintenant, on s’intéresse au comportement de la queue de la distribution stationnaire

de la solution de l’équation aux récurrences stochastique (3.58). De la proposition 3.3.1

et la représentation de la solution strictement stationnaire non-anticipative (3.59), on en

déduit que

lim inf
x→∞

P (X > x)

P (b > x)
≥ lim

x→∞

P
( n−1∑
m=0

bm

m∏
k=1

ak−1 > x
)

P (b > x)
=

n−1∑
m=0

(
E(aα)

)m
. (3.64)

En faisant tendre n vers l’infini, ceci nous donne une borne inférieure pour P (X > x) et

par conséquent, la relation (3.64) suggère que

P (X > x) ∼ P (b > x)
∞∑
i=0

(
E(aα)

)i
si x→∞ (3.65)

est vérifiée sous les conditions que b est à variation régulière d’indice α > 0 et E(aα) < 1.

Théorème 3.3.4. [49] Supposons que b est à variation régulière d’indice α > 0, E(aα) < 1

et il existe δ > 0 tel que E(aα+δ) <∞, alors l’équation aux récurrences stochastique (3.58)

admet une unique solution strictement stationnaire non-anticipative (Xn)n∈Z, donnée par

(3.59) et qui satisfait

P (X > x) ∼ P (b > x)
(
1− E(aα)

)−1
. (3.66)

Preuve. La fonction g(h) = E(ah) satisfait g(0) = 1, g(α) < 1, continue et convexe sur

[0, α]. On a g′(0+) = E(log a) < 0, alors −∞ ≤ E(log a) < 0 et E(log+ a) < ∞. De

plus, puisque E(bδ) < ∞ pour δ < α, alors E(log+ b) < ∞. Par conséquent, l’équation

aux récurrences stochastique (3.58) a une unique solution strictement stationnaire non-

anticipative. La relation (3.66) est une conséquence directe du théorème 3.3.2.

3.3.2 Variation régulière des distributions fini-dimensionnelles
de la solution stationnaire

Dans ce qui suit, on suppose que les conditions du théorème 3.3.4 sont satisfaites. Le

théorème 3.3.4 nous a montré que la distribution stationnaire de la solution de l’équation

aux récurrences stochastique (3.58) est à variation régulière de même indice α que b. Main-

tenant, on prolonge ce résultat aux distributions fini-dimensionnelles de la solution (Xt)n∈Z.

Dans ce cas, on utilise les résultats du théorème 3.2.2 et le Corollaire 3.2.1 pour la variation

régulière du vecteur aléatoire Xm à valeurs dans Rm.
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Proposition 3.3.2. [49] Supposons que les conditions du théorème 3.3.4 sont satisfaites,

alors les distributions fini-dimensionnelles de la solution strictement stationnaire (Xn)n∈Z

de l’équation (5.58) sont à variations régulières de même indice α.

Preuve. Soit m ≥ 1, alors par la représentation (3.60) de la solution non- anticipative

strictement stationnaire (Xn)n∈N on obtient

Xm = (X1, . . . , Xm)′

=
( 0∏
k=0

ak,
1∏

k=0

ak, . . . ,

m−1∏
k=0

ak

)′
X0 +

(
b0, b1 + a1b0, . . . , bm−1 +

m−2∑
j=0

( m−1∏
k=j+1

ak

)
bj

)′

=
( 0∏
k=0

ak,
1∏

k=0

ak, · · · ,
m−2∏
k=0

ak,
m−1∏
k=0

ak

)′
X0 +

(
1,

1∏
k=1

ak,
2∏

k=1

ak, · · · ,
m−2∏
k=1

ak,
m−1∏
k=1

ak

)′
b0

+
(

0, 1,
2∏

k=2

ak, · · · ,
m−2∏
k=2

ak,
m−1∏
k=2

ak

)′
b1 + · · ·+

(
0, 0, 0, · · · , 0, 1

)
bm−1

= A0X0 + A1b0 + · · ·+ Ambm−1.

Notons que A0 et X0 sont indépendantes et que Ai et bi−1 sont indépendantes pour

chaque i > 0. Puisque ∃ δ > 0 tel que E(|A|α+δ) < ∞, alors on peut appliquer le résultat

du théorème 3.1.3 dans un cas multidimensionnel et on conclut que les vecteurs aléatoires

A0X0, A1b0, . . . , Ambm−1 sont à variations régulières d’indice α et de mesures limites cor-

respondantes µ0, . . . , µm. Par le théorème 3.1.3 et le théorème 3.3.4, on déduit que

P (|A0X0| > x) ∼ E(|A0|α)P (X0 > x) ∼ E(|A0|α)(1− E(aα))−1P (b > x) si x→∞

et

P (|Aibi−1| > x) ∼ E(|Ai|α)P (b > x) si x→∞ , i = 1, . . . ,m.

On choisit pour tous les vecteurs précédents une suite de nombres positifs (an) telle que

nP (|A0|X0 > an) ∼ 1,

alors on peut caractériser la mesure µi par la distribution spectrale (voir le Corollaire 3.2.1).

En effet, pour tout ensemble S ⊂ Sm−1, on a :

nP (|Ai|bi−1 > tan, Ai/|Ai| ∈ S) = nP (
1

t
|Ai|bi−1 > an, Ai/|Ai| ∈ S)

∼ nE
(
|Ai|αt−α IS(Ai/|Ai|)

)
P (bi−1 > an)

= nt−αE
(
|Ai|α IS(Ai/|Ai|)

)
P (bi−1 > an).
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La mesure spectrale P (θ ∈ ·) de Aibi−1 est donnée par

P (|Ai|bi−1 > tan, Ai/|Ai| ∈ S)

P (|Ai|bi−1 > an)
= t−αP (θ ∈ S), S ∈ Sm−1.

On a :

P (|Ai|bi−1 > tan, Ai/|Ai| ∈ S)

P (|Ai|bi−1 > an)
∼

t−αE
(
|Ai|α IS(Ai/|Ai|)

)
P (bi−1 > an)

P (|Ai+1|bi > an)
.

Comme P (|Ai|bi−1 > an) ∼ E(|Ai|α)P (bi−1 > an), alors

P (|Ai|bi−1 > tan, Ai/|Ai| ∈ S)

P (|Ai|bi−1 > an)
∼

t−αE
(
|Ai|α IS(Ai/|Ai|)

)
P (bi−1 > an)

E(|Ai|α)P (bi−1 > an)
.

Par conséquent la mesure spectrale P (θ ∈ ·) de Aibi−1 est définie par

P (θ ∈ S) =
E
(
|Ai|α IS(Ai/|Ai|)

)
E(|Ai|α)

, S ∈ Sm−1.

En utilisant la preuve du lemme 3.1.1 pour le cas multidimensionnel, on déduit que Xm

est à variation régulière d’indice α et de mesure limite

µ(dx) = µ0(dx) + c1µ(dx) + · · ·+ cmµm(dx), (3.67)

avec ci = [E(|Ai|α)/E(|A0|α)](1− E(aα)), i = 1, · · · ,m.

3.3.3 Variation régulière de la somme des variables de la solution
stationnaire

Dans cette partie, on on s’intéresse au comportement asymptotique de la queue de la

distribution de la somme

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn, n ≥ 2, (3.68)

Pour une suite (Xn)n∈Z indépendantes et identiquement distribuées, on a le résultat suivant.

Théorème 3.3.5. Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires i.i.d à variations régulières

d’indice α > 0, alors

P (Sn > x) ∼ nP (X > x), n ≥ 2, si x→∞. (3.69)
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Dans les conditions du théorème 3.3.3 et les conditions du théorème 3.3.4, la solution

strictement stationnaire (Xn)n∈Z de l’équation aux récurrences stochastique (3.58) ne vérifie

pas la relation (69). Cependant, sous les conditions du théorème 3.3.4, Sn est à variation

régulière d’indice α. En effet, on a

Sn =
n∑

m=1

((m−1∏
k=0

ak

)
X0 +

m−1∑
j=0

( m−1∏
k=j+1

ak

)
bj

)
= X0

n∑
m=1

(m−1∏
k=0

ak

)
+

n∑
m=1

m−1∑
j=0

( m−1∏
k=j+1

ak

)
bj

= X0

n∑
m=1

(m−1∏
k=0

ak

)
+

n−1∑
j=0

bj

n−1∑
m=j

( m∏
k=j+1

ak

)
, (3.70)

et on pose

Y0 = X0

n∑
m=1

(m−1∏
k=0

ak
)
, Yj+1 = bj

n−1∑
m=j

( m∏
k=j+1

ak
)
, j = 0, . . . , n− 1.

Théorème 3.3.6. [?] Supposons que les conditions du théorème 3.3.4 sont satisfaites. Si

(Xn)n∈Z est la solution non-anticipative strictement stationnaire de l’équation aux récurrences

stochastique (3.58), alors

lim
x→∞

P (Sn > x)

P (b > x)
=
(
1− E(aα)

)−1
E

( n∑
m=1

(m−1∏
k=0

ak

))α
+

n−1∑
j=0

E

( n−1∑
m=j

( m∏
k=j+1

ak

))α
.(3.71)

Preuve. On a : Sn =
∑n

m=0 Ym.

La variable X0 est indépendante de
∑n

m=1

(∏m−1
k=0 ak

)
, alors par le théorème 3.1.3 et la

relation (3.66), on déduit que

P
(
X0

n∑
m=1

(m−1∏
k=0

ak

)
> x

)
∼ P (b > x)(1− E(aα))−1E

( n∑
m=1

m−1∏
k=0

ak

)α
.

La variable bj est indépendante de
∑n−1

m=j

(∏m
k=j+1 ak

)
, alors par le théorème 3.1.3, on

déduit que

P (Yj+1 > x) = P
(
bj

n−1∑
m=j

( m∏
k=j+1

ak
)
> x

)
∼ P (b > x)E

( n−1∑
m=j

( m∏
k=j+1

ak
))α

, j = 0, · · · , n−1.

En utilisant la preuve de la proposition 3.3.1, on déduit que

lim
x→∞

P (Yk > x, Ym > x)

P (Y0 > x)
= 0, 0 ≤ k < m ≤ n.

Les conditions du lemme 3.1.1 sont satisfaites, alors la relation (3.71) est vérifiée.
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Remarque 3.13.

1. La relation (3.71) peut être écrite sous la forme suivante.

lim
x→∞

P (Sn > x)

P (X > x)
= E

( n∑
m=1

(m−1∏
k=0

ak

))α
+
(
1− E(aα)

) n−1∑
j=0

E
( n−1∑
m=j

( m∏
k=j+1

ak

))α
(3.72)

2. Sous les conditions du théorème 3.3.3 de Kesten, Sn est à variation régulière d’in-

dice α > 0. En effet, supposons que ∃δ > 0 tel que E(aα+δ) < ∞, alors par la

représentation (3.70), le théorème 3.1.3 et le lemme 3.1.1, on en déduit que

lim
x→∞

P (Sn > x)

P (X > x)
= E

( n∑
m=1

(m−1∏
k=0

ak

))α
. (3.73)



Chapitre 4

Modèles ARCH/GARCH

4.1 Introduction

Les modèles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques (ARCH) ont été pro-

posés par Engle [27] pour capturer la volatilité instantanée caractérisant les séries fi-

nancières. Leur extension aux modèles Autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques

généralisés (GARCH) est due à Bollerslev [12]. Dans ces modèles, le concept principal est

la variance conditionnelle, c’est-à-dire la variance conditionnée par le passé du processus

(conditionnellement à l’ensemble d’informations fournies par le passé de la série chro-

nologique). Dans les modèles classiques GARCH, la variance est exprimée comme une

fonction linéaire du carré des valeurs passées de la série chronologique. Cette spécification

particulière peut capturer les faits stylisés principaux caractérisant la série financière. La

structure linéaire de ces modèles est exposée par plusieurs représentations qu’on étudiera

dans cette partie. On présente d’abord des définitions et des représentations des modèles

GARCH(p, q), puis on étudie les conditions de stationnarité forte ainsi que les conditions

de stationnarité au second ordre.

71
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Définition 4.1.1. Le processus (εt)t∈Z satisfait un modèle GARCH(p, q), si

εt = σtηt, (4.1)

σ2
t = α0 +

q∑
i=1

αiε
2
t−i +

p∑
j=1

βjσ
2
t−j, (4.2)

avec α0 > 0 , αi ≥ 0 , i = 1, . . . , q, βj ≥ 0 , j = 1, . . . , p (4.3)

et (ηt)t∈Z est une suite de variables aléatoires i.i.d : E(ηt) = 0, E(η2
t ) = 1.

L’équation (4.2) peut être écrite sous la forme symbolique suivante :

B(B)σ2
t = α0 +A(B)ε2

t , t ∈ Z, (4.4)

où B est l’opérateur de retard (Biε2
t = ε2

t−i et Biσ2
t = σ2

t−i , ∀i ∈ N) et A, B sont deux

polynômes de degrés q et p, respectivement :

A(B) =

q∑
i=1

αiB
i, (4.5)

B(B) = 1−
p∑
j=1

βjB
j. (4.6)

Si B(z) = 1, alors on a :

σ2
t = α0 + α1ε

2
t−1 + · · ·+ αqε

2
t−q

et le processus (εt)t∈Z est dit processus ARCH(q).

Remarque 4.1. Les inégalités dans (4.3) sont imposées pour garantir que :

σ2
t > 0 , p.s. (4.7)

Dans le cas du modèle GARCH(1, 1) avec

σ2
t = α0 + α1ε

2
t−1 + β1σ

2
t−1,

les conditions suffisantes, mais pas nécessaires pour (4.7) sont

α0 > 0 , αi ≥ 0 , βj ≥ 0. (4.8)
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En d’autres termes, par substitution on montre que

σ2
t = α0 + α1ε

2
t−1 + β1(α0 + α1ε

2
t−2 + β1σ

2
t−2)

...

= α0(1− β1)−1 + α1ε
2
t−1 + α1β1

∞∑
j=0

βj1ε
2
t−j−2,

avec α0 > 0, α1 ≥ 0, 0 ≤ β1 < 1 sont des conditions nécessaires et suffisantes pour (4.7)

en supposant que la somme
∑∞

j=0 β
j
1ε

2
t−j−2 est convergente.

Par définition, les innovations relatives au processus (ε2
t )t∈Z sont données par le proces-

sus (ξt)t∈Z, défini par :

ξt = ε2
t − σ2

t , t ∈ Z. (4.9)

En remplaçant la variable σ2
t−j par ε2

t−j−ξt−j dans l’équation (4.2), on obtient la représentation

suivante :

ε2
t = α0 +

max(p,q)∑
i=1

(αi + βi)ε
2
t−i + ξt −

p∑
j=1

βjξt−j , t ∈ Z, (4.10)

avec la convention que αi = 0 (βj = 0) si i > q (j > p). Cette équation a la structure

linéaire d’un modèle ARMA(max(p, q), p). Sous des conditions supplémentaires, incluant

la stationnarité de second ordre du processus (ε2
t )t∈Z, on peut dire que si (εt)t∈Z satisfait un

modèle GARCH(p, q), alors le processus (ε2
t )t∈Z satisfait un modèle ARMA(max(p, q), p).

En particulier, le carré du processus ARCH(q) satisfait, s’il est stationnaire, un modèle

autorégressif d’ordre q, AR(q). La représentation ARMA est utile pour l’estimation et

l’identification des processus GARCH.

Remarque 4.2. L’innovation ξt est conditionnellement hétéroscédastique. En effet, si la

loi conditionnelle de εt sachant Ft−1, l’ensemble d’informations disponibles à l’instant t−1,

suit une loi normale N(0, σ2
t ), alors on a :

E(ξ2
t |Ft−1) = E

((
ε2
t − E

(
ε2
t |Ft−1

))2

|Ft−1

)
= E

((
ε4
t − 2ε2

tE
(
ε2
t |Ft−1

)
+
(
E
(
ε2
t |Ft−1

))2
)
|Ft−1

)
= E

(
ε4
t |Ft−1

)
− 2
(
E
(
ε2
t |Ft−1

))2
+
(
E
(
ε2
t |Ft−1

))2

= E
(
ε4
t |Ft−1

)
−
(
E
(
ε2
t |Ft−1

))2

= 3σ4
t − σ4

t = 2σ4
t .
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4.2 Solutions stationnaires

Dans cette partie, on s’intéresse aux solutions non-anticipatives stationnaires (solutions

strictement stationnaires et solutions faiblement stationnaires) du modèle défini par (4.1)

et (4.2). On considère d’abord le modèle GARCH(1, 1) qui peut être étudié d’une manière

explicite que le cas général.

4.2.1 Étude d’un modèle GARCH(1,1)

Soit un modèle GARCH(1, 1) défini par :

εt = σtηt, (4.11)

σ2
t = α0 + α1ε

2
t−1 + β1σ

2
t−1, (4.12)

avec α0 > 0, α1 ≥ 0, β1 ≥ 0 et (ηt)t∈Z est une suite de variables aléatoires i.i.d (0, 1).

Le modèle GARCH(1, 1) peut être écrit comme équation aux récurrences stochastiques

Xt = at−1Xt−1 + bt−1, t ∈ Z,

où (at, bt)t∈Z est une suite de variables aléatoires i.i.d. (Xt)t∈Z est une suite de vecteurs

aléatoires, (at)t∈Z est une suite de matrices aléatoires i.i.d et (bt)t∈Z une suite de vecteurs

aléatoires i.i.d définis par

Xt =

(
ε2
t

σ2
t

)
, at−1 =

(
α1η

2
t β1η

2
t

α1 β1

)
, bt−1 =

(
α0η

2
t

α0

)
.

Nelson [58] a démontré une condition suffisante pour que le modèle GARCH(1, 1) défini

par (4.11) et (4.12) admet une unique solution non-anticipative strictement stationnaire et

ergodique.

Théorème 4.2.1. [58] Soit un modèle GARCH(1, 1) défini par (4.11) et (4.12). Suppo-

sons que

−∞ ≤ E
(

log(α1η
2
0 + β1)

)
< 0, (4.13)

alors

1. La série infinie suivante :

σ2
t = α0

∞∑
m=0

m∏
j=1

(α1η
2
t−j + β1) (4.14)
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converge presque sûrement. Le processus (σ2
t )t∈Z est strictement stationnaire et ergo-

dique et le processus (εt)t∈Z défini par εt = σt ηt est l’unique solution non-anticipative

strictement stationnaire et ergodique du modèle défini par (4.11) et (4.12).

2. Supposons que (σ2
t )t∈Z est strictement stationnaire. Soit p ∈ [1,+∞[ tel que

E
(
α1η

2
0 + β1)p < 1, (4.15)

alors ∃m : 1 ≤ m ≤ [p] tel que E(σ2m) <∞ et

E(σ2m) =
(
1− (α1η

2
0 + β1)m

)−1
m−1∑
k=0

( m
k

)
E(α1η

2
0 + β1)kαm−k0 E(σ2k). (4.16)

Preuve. De l’équation (4.12), on a :

σ2
t = α0 + α1ε

2
t−1 + β1σ

2
t−1

= α0 + (α1η
2
t−1 + β1)σ2

t−1.

On a ainsi la représentation de σ2
t sous l’équation aux récurrences stochastique :

Xt = at−1Xt−1 + bt−1, t ∈ Z, (4.17)

avec Xt = σ2
t , at−1 = α1η

2
t−1 + β1 et bt−1 = α0.

On a E(log+ |b0|) < ∞ et par hypothèse E(log |a0|) = E
(

log(α1η
2
0 + β1)

)
< 0. Ainsi, par

le théorème 2.2.3, la série (4.14) converge presque sûrement et (σ2
t )t∈Z est l’unique solu-

tion non-anticipative strictement stationnaire et ergodique de l’équation aux récurrences

stochastique (4.17). Par conséquent, le processus (εt)t∈Z est défini par :

εt =
(
α0

∞∑
m=0

m∏
j=1

(α1η
2
t−j + β1)

)1/2

ηt (4.18)

est l’unique solution non-anticipative strictement stationnaire et ergodique du modèle défini

par (4.11) et (4.12). Supposons que E(|a0|p) = E
(
α1η

2
0 + β1)p < 1, avec p ∈ [1,+∞[, alors

par le théorème 2.3.1, on déduit que

E(σ2m) =
(
1− E

(
(α1η

2
0 + β1)m

))−1
m−1∑
k=0

( m
k

)
E
(
(α1η

2
0 + β1)k

)
αm−k0 E(σ2k), (4.19)

avec 1 ≤ m ≤ [p].

Le résultat suivant montre la non-stationnarité du processus GARCH(1, 1).
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Corollaire 4.2.1. [31] Soit un modèle GARCH(1, 1) défini par (4.11) et (4.12) avec t ≥ 1.

Si E
(

log(α1η
2
0 + β1)

)
> 0, alors

lim
t→∞

σ2
t = +∞ , p.s. (4.20)

Si, en plus, E(| log(η2
t )|) <∞, alors

lim
t→∞

ε2
t = +∞ , p.s. (4.21)

Preuve. On a :

σ2
t ≥ α0

t∑
m=1

m−1∏
j=1

(α1η
2
t−j + β1) ≥ α0(α1η

2
t−1 + β1) . . . (α1η

2
1 + β1),

alors

lim inf
t→∞

1

t
log σ2

t ≥ lim inf
t→∞

1

t

t−1∑
j=1

log(α1η
2
t−j + β1) = E

(
log(α1η

2
0 + β1)

)
.

Par conséquent log σ2
t → +∞ et σ2

t → +∞ , p.s.

De la même manière, on a :

lim inf
t→∞

1

t
log ε2

t = lim inf
t→∞

1

t
(log σ2

t + log η2
t )

≥ E
(

log(α1η
2
0 + β1)

)
+ lim inf

t→∞

1

t
log η2

t = E
(

log(α1η
2
0 + β1)

)
,

alors log ε2
t → +∞ et ε2

t → +∞ , p.s

Bollerslev [12] a établit une condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’une

solution stationnaire au second ordre du modèle GARCH(1, 1).

Théorème 4.2.2. [12] Le modèle GARCH(1, 1) défini par (4.11) et (4.12) admet une

unique solution non-anticipative stationnaire au second ordre donnée par (4.18), avec

E(εt) = 0, var(εt) = α0(1− α1 − β1)−1 et cov(εt, εs) = 0 pour t 6= s, ssi

α1 + β1 < 1. (4.22)

Preuve. Si (εt)t∈Z est stationnaire au second ordre, alors on a :

E(ε2
t ) = E

(
E(ε2

t |Ft−1)
)

= E(σ2
t ) = α0 + (α1 + β1)E(ε2

t−1).

Par conséquent,

(1− α1 − β1)E(ε2
t ) = α0,
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ce qui donne pour 1− α1 − β1 > 0, E(ε2
t ) =

α0

1− α1 − β1

.

Inversement, supposons que α1 + β1 < 1. Par l’inégalité de Jensen, on a :

E
(

log(α1η
2
0 + β1)

)
≤ logE(α1η

2
0 + β1) = log(α1 + β1) < 0

c’est-à-dire la condition (4.13) est satisfaite. Il suffit alors de montrer que la solution (εt)t∈Z

définie par (4.18) admet une variance finie. En effet, Notons que

m+1∏
j=1

(α1η
2
t−j + β1) = (α1η

2
t−1 + β)

m∏
j=1

(α1η
2
t−1−j + β1)

et puisque (ηt)t∈Z est une suite i.i.d, l’espérance de
∏m

j=1(α1η
2
t−j + β1) ne dépend pas de t.

Par conséquent,

E
( m∏
j=1

(α1η
2
t−j + β1)

)
= (α1 + β1)E

(m−1∏
j=1

(α1η
2
t−j + β1)

)
...

= (α1 + β1)m.

On a ainsi,

E(ε2
t ) = E(η2

t ) · E(σ2
t ) = E

(
α0

∞∑
m=0

m∏
j=1

(α1η
2
t−j + β1)

)
= α0

∞∑
m=0

E
( m∏
j=1

(α1η
2
t−j + β1)

)
= α0

∞∑
m=0

(α1 + β1)m

= α0(1− α1 − β1)−1.

Ceci montre que la solution du modèle GARCH(1, 1) défini par (4.11) et (4.12) est sta-

tionnaire au second ordre. De plus cette solution est un bruit blanc parce que

E(εt) = E
(
E(εt|Ft−1)

)
= 0 et ∀h > 0,

cov(εt, εt−h) = E(εtεt−h) = E
(
E(εtεt−h|Ft−1)

)
= E

(
εt−hE(εt|Ft−1)

)
= 0.

Notons que depuis les conditions du théorème 4.2.1, la stationnarité stricte de (σ2
t )t∈Z

implique la stationnarité stricte du processus (ε2
t , σ

2
t )t∈Z = (σ2

t (η
2
t , 1))t∈Z. Par la construc-

tion du processus (εt)t∈Z, le processus (εt, σt)t∈Z est strictement stationnaire. Dans cette



CHAPITRE 4. MODÈLES ARCH/GARCH 78

partie, on étudie le comportement des queues des vecteurs aléatoires (εt, σt) en utilisant la

notion de la variation régulière des vecteurs aléatoires (voir théorème 3.2.2). On pose

at−1 = α1η
2
t−1 + β1, t ∈ Z.

Théorème 4.2.3. [56] Supposons que la loi de (log a) est non-arithmétique, E(log a) < 0,

P (a > 1) > 0 et il existe h0 ≤ ∞ tel que E(ah) <∞, ∀h < h0 et E(ah0) =∞, alors on a

les résultats suivants

1. L’équation

E(ak/2) = 1 (4.23)

admet une unique solution positive.

2. Supposons que k satisfait l’équation (4.23), alors il existe une unique solution non-

anticipative strictement stationnaire (σ2
t )t∈Z de l’équation aux récurrences stochas-

tique (4.17). Pour a indépendante de σ2, il existe une constante positive

c0 =
E((α0 + aσ2)k/2 − (aσ2)k/2)

(k/2)E(ak/2 log a)

telle que

P (σ > x) ∼ c0x
−k si x→∞ (4.24)

P (|ε| > x) ∼ E(|η|k)P (σ > x) si x→∞. (4.25)

Par conséquent, le vecteur (ε, σ) est à variation régulière d’indice k et de mesure

spectrale définie sur S1 par :

P (θ ∈ ·) =
E(|(η, 1)|kI{(η,1)/|(η,1)|∈·})

E(|(η, 1)|k)
. (4.26)

Preuve. La fonction E(ah) est continue et convexe par rapport à h. Comme E(log a) < 0,

alors E(ah) < 1 sur un voisinage de zéro. De plus, pour une valeur suffisamment grande pour

h, puisque P (a > 1) > 0 et E(ah0) =∞, alors E(ah) ≥ 1. Par conséquent, E(ak/2) = 1 ad-

met une unique solution positive. Puisque la condition (4.13) est satisfaite, alors l’équation

(4.17) admet une unique solution non-anticipative strictement stationnaire (σ2
t )t∈Z. La re-

lation (4.24) est une conséquence directe du théorème 3.3.1. La relation (4.25) est une

conséquence du théorème 3.1.3. De plus, pour B ∈ S1, on a

P (|(ε, σ)| > xt , (ε, σ)/|(ε, σ)| ∈ B) = P (σ|(η, 1)|I{(η,1)/|(η,1)|∈B} > xt)

∼ E(|(η, 1)|kI{(η,1)/|(η,1)|∈B}x
−k)P (σ > t),

P (|(ε, σ)| > t) = P (σ|(η, 1)| > t) ∼ E(|(η, 1)|k)P (σ > t).
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4.2.2 Modèle GARCH(p,q)

Dans le cas général d’un modèle GARCH(p, q), défini par (4.1) et (4.2), on a la

représentation vectorielle (équation aux récurrences stochastique multivariée) suivante :

Xt = at−1Xt−1 + bt−1, t ∈ Z, (4.27)

avec

Xt = (ε2
t , · · · , ε2

t−q+1, σ
2
t , · · · , σ2

t−p+1)′ ∈ Rp+q, bt−1 = (α0η
2
t , 0, · · · , α0, 0, · · · , 0)′ ∈ Rp+q et

at−1 =



α1η
2
t α2η

2
t · · · αq−1η

2
t αqη

2
t β1η

2
t β2η

2
t · · · βp−1η

2
t βpη

2
t

1 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0 0 0 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 · · · 1 0 0 0 · · · 0 0
α1 α2 · · · αq−1 αq β1 β2 · · · βp−1 βp
0 0 · · · 0 0 1 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0 0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 · · · 0 0 0 0 · · · 1 0


(4.28)

telle que at ∈ Rp+q × Rp+q. Dans le cas d’un modèle ARCH(q), le vecteur Xt se réduit à

ε2
t et ses (q− 1) premières valeurs passées, la matrice at se réduit à une sous-matrice de la

matrice définie par (4.28).

Le résultat suivant donne les conditions suffisantes pour que le modèle défini par (4.1)

et (4.2) admet une unique solution non-anticipative strictement stationnaire et ergodique.

Théorème 4.2.4. [31] L’équation aux récurrences stochastique (4.27) admet une unique

solution non-anticipative, strictement stationnaire et ergodique définie par

Xt =
∞∑
k=0

( k∏
j=1

at−j

)
bt−k−1 , (4.29)

ssi l’exposant de Lyapounov γ de la suite (at)t∈Z définie par (4.28) est strictement négatif.

Par conséquent le modèle (4.1) et (4.2) admet une unique solution non-anticipative stric-

tement stationnaire et ergodique.

Preuve. On utilise la norme matricielle définie ‖a‖ =
∑

i,j |aij|. Notons que la suite (at)t∈Z

vérifie la condition E
(

log+ ‖at‖) <∞. En effet, puisque E(η2
t ) = 1, alors les composantes
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de la matrice at sont toutes intégrables et par conséquent, on a :

E
(

log+ ‖at‖) ≤ E
(
‖at‖) <∞.

De plus, la suite (bt)t∈Z vérifie la condition E
(

log+ |bt|) <∞. Les conditions du théorème

2.2.1 sont alors satisfaites.

Les conséquences de la condition de stationnarité stricte sont données dans la proposi-

tion suivante.

Proposition 4.2.1. [30] Si l’exposant de Lyapounov γ de la suite (at)t∈Z est strictement

négatif, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1.
∑p

i=1 βi < 1.

2. Les racines de

1− β1z − · · · − βpzp = 0

sont en dehors du disque unité.

3. ρ(B0) < 1, avec ρ(B0) est le rayon spectral de la matrice

B0 =


β1 β2 · · · βp−1 βp
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0


Preuve. Comme les éléments de la matrice at sont positifs, alors il est clair que l’exposant

de Lyapounov de la suite (at)t∈Z est plus grand que l’exposant de Lyapounov de la suite

des matrices constantes obtenues en remplaçant par zéro les composantes des q premières

lignes et les q premières colonnes de la matrice at. La matrice obtenue a les mêmes valeurs

propres non nulles et le même rayon spectral que B0. Pour une matrice constante A, on a

lim
t→∞

1

t
log ‖At‖ = log ρ(A), (4.30)

alors log ρ(B0) ≤ γ < 0, ce qui implique que ρ(B0) < 1.

En calculant le determinant de (λIp −B0) par rapport à la dernière colonne, on obtient

det(λIp −B0) = λp − λp−1β1 − · · · − λβp−1 − βp = λpB
(1

λ

)
,

avec B(z) = 1− β1z − · · · − βpzp.
L’équivalence entre (2) et (3) est évidente. On montre maintenant que (1)⇔ (2).
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On a B(0) = 1 et B(1) = 1 −
∑p

i=1 βi. Par conséquent, si
∑p

i=1 βi ≥ 1, alors B(1) ≤ 0 et

par le théorème de Role, ∃ z0 ∈]0, 1] t.q B(z0) = 0. On a montré alors (2)⇒ (1).

Inversement, si
∑p

i=1 βi < 1 et B(z0) = 0 avec |z0| ≤ 1, alors

1 =

p∑
i=1

βiz
i
0 =

∣∣∣ p∑
i=1

βiz
i
0

∣∣∣ ≤ p∑
i=1

βi|z0|i ≤
p∑
i=1

βi < 1 ,

d’où la contradiction. On a montré alors (1)⇒ (2).

Corollaire 4.2.2. [31] Si l’exposant de Lyapounov γ de la suite (at)t∈Z définie par (4.28)

est strictement négatif, alors

∃ s > 0 tel que E(σ2s
t ) <∞ et E(ε2s

t ) <∞.

Le résultat suivant donne une autre caractérisation de la stationnarité stricte des

modèles GARCH.

Lemme 4.2.1. [31] Soit (at)t∈Z une suite de matrices aléatoires i.i.d, alors l’exposant de

Lyapounov γ de la suite (at)t∈Z est strictement négatif, ssi

∃ s > 0 , ∃ k0 ≥ 1 tels que δ = E
(
‖ak0ak0−1 · · · a1‖s

)
< 1.

Preuve. Supposons que γ < 0. On a :

γ = inf
k

1

k
E
(

log ‖akak−1 · · · a1‖
)
,

alors ∃ k0 ≥ 1 tel que E
(

log ‖ak0ak0−1 · · · a1‖
)
< 0.

De plus, en utilisant la norme ‖A‖ =
∑

i,j |Aij|, on obtient

E
(
‖ak0ak0−1 · · · a1‖

)
= ‖E(ak0ak0−1 · · · a1)‖

= ‖
(
E(a1)

)k0‖
≤

(
E‖a1‖

)k0 .
Rappelons que si ∃ r > 0 tel que E(Xr) < ∞ et E

(
logX

)
< 0, avec X est une

variable aléatoire positive, alors ∃ s > 0 tel que E(Xs) < 1.

En utilisant ce dernier résultat, on conclut que

γ < 0⇒ ∃ s > 0 , ∃ k0 ≥ 1 tel que E
(
‖ak0ak0−1 · · · a1‖s

)
< 1.

Si ∃ s > 0 , ∃ k0 ≥ 1 tel que δ < 1, alors par l’inégalité de Jensen, on a :

γ ≤ 1

k0

E
(

log ‖ak0ak0−1 · · · a1‖
)
≤ 1

sk0

log δ < 0.
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Preuve du corollaire 4.2.2. La preuve du lemme 4.2.1 montre que le nombre s peut

être inférieur à 1. Soit s ∈]0, 1], alors la solution strictement stationnaire définie par (4.29)

satisfait

E(‖Xt‖s) ≤
∞∑
k=0

E(‖at−1 · · · at−k‖s)E(‖bt−k−1‖s) = E(‖b0‖s)
∞∑
i=0

E(‖at−1 · · · at−k‖s)

= E(‖b0‖s)
(

1 +

k0∑
k=1

E(‖at−1 · · · at−k‖s) +
∞∑

k=k0+1

E(‖at−1 · · · at−k‖s)
)

≤ E(‖b0‖s)
(

1 +

k0∑
k=1

(E‖a0‖s)k +

2k0∑
k=k0+1

E(‖at−1 · · · at−k‖s) +

∞∑
k=2k0+1

E(‖at−1 · · · at−k‖s)
)

≤ E(‖b0‖s)
(

1 +

k0∑
k=1

(E‖a0‖s)k + δ

k0∑
k=1

(E‖a0‖s)k +
∞∑

k=2k0+1

E(‖at−1 · · · at−k‖s)
)

...

≤ E(‖b0‖s)
(

1 +
∞∑
j=0

δj
k0∑
k=1

(E‖a0‖s)k
)
<∞.

On en déduit que σ2s
t ≤ ‖Xt‖s et ε2s

t ≤ ‖Xt‖s et par conséquent E(σ2s
t ) <∞ et E(ε2s

t ) <∞.

Le théorème suivant donne les conditions nécessaires et suffisantes de stationnarité du

second ordre des processus GARCH(p, q).

Théorème 4.2.5. [12] Si un processus GARCH(p, q) est stationnaire au second ordre,

alors

q∑
i=1

αi +

p∑
j=1

βj < 1. (4.31)

Inversement, si la condition (4.31) est satisfaite, alors l’unique solution non-anticipative

strictement stationnaire du modèle défini par (4.1) et (4.2) est un bruit blanc faible (sta-

tionnaire au second ordre).

Preuve. On montre d’abord que la condition (4.31) est nécessaire. Soit (εt)t∈Z un processus

GARCH(p, q) stationnaire au second ordre, alors

E(ε2
t ) = E

(
E(ε2

t |Ft−1)
)

= E(σ2
t )
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ne dépend pas de t. En prenant l’espérance mathématique des deux cotés de (4.2), on

obtient

E(ε2
t ) = α0 +

q∑
i=1

αiE(ε2
t ) +

p∑
j=1

βjE(ε2
t ),

c’est-à-dire (
1−

q∑
i=1

αi −
p∑
j=1

βj

)
E(ε2

t ) = α0,

ce qui montre (4.31).

Maintenant, on montre la condition suffisante. Supposons que la condition (4.31) est satis-

faite et on construit une solution stationnaire satisfaisant un modèle GARCH(p, q).

Pour t, k ∈ Z, on définit le vecteur Xk(t) comme suit

Xk(t) =

{
0 si k < 0,
at−1Xk−1(t− 1) + bt−1 si k ≥ 0.

et Xk(t)−Xk−1(t) =


0 si k < 0,
bt−1 si k = 0,

at−1(Xk−1(t− 1)−Xk−2(t− 1)) si k > 0.

Par itération, on obtient pour k > 0,

Xk(t)−Xk−1(t) = at−1at−2 · · · at−kbt−k−1.

Par conséquent,

E(‖Xk(t)−Xk−1(t)‖) = ‖E(at−1at−2 · · · at−kbt−k−1)‖.

Notons que tous les termes de at−1at−2 · · · at−kbt−k−1 sont indépendants parce que (ηt)t∈Z

est une suite de variables aléatoires i.i.d. En posant a = E(at) et b = E(bt), on obtient

pour k > 0,

E(‖Xk(t)−Xk−1(t)‖) = ‖akb‖ = (1, 1, · · · , 1)akb.

La condition (4.31) implique que les valeurs propres de a sont strictement inférieur à 1 en

valeur absolue. En effet, on peut vérifier que

det(λIp+q − a) = λp+q
(

1−
q∑
i=1

αiλ
−i −

p∑
j=1

βjλ
−j
)
.
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Si |λ| ≥ 1, alors

|det(λIp+q − a)| ≥
∣∣∣1− q∑

i=1

αiλ
−i −

p∑
j=1

βjλ
−j
∣∣∣ ≥ 1−

q∑
i=1

αi −
p∑
j=1

βj > 0,

donc ρ(a) < 1. En utilisant le résultat (4.30), on déduit que ak → 0 si k → ∞. De

plus, pour t fixé, Xk(t) converge presque sûrement lorsque k → ∞. Soit Xt la limite de

(Xk(t))k. Pour k fixé, le processus (Xk(t))t∈Z est strictement stationnaire. Le processus

limite (Xt)t∈Z est strictement stationnaire et est une solution de l’équation aux récurrences

stochastique (4.27).

Remarque 4.3.

1. Sous la condition (4.31) du théorème 4.2.5, l’unique solution du modèle défini par

(4.1) et (4.2) est un bruit blan de variance

var(εt) = α0

(
1−

q∑
i=1

αi −
p∑
j=1

βj

)−1

.

2. Sous la condition (4.31) du théorème 4.2.5, on a nécessairement(
1−

q∑
i=1

αi −
p∑
j=1

βj < 1
)
⇒ γ < 0

parce que la solution stationnaire au second ordre donnée par le théorème 4.2.5 est

aussi strictement stationnaire. En effet, si la condition (4.31) est satisfaite, alors le

rayon spectral ρ(E(at)) est strictement inférieur à 1. De plus, on a :

1

k
E(log ‖ak · · · a1‖) ≤

1

k
logE(‖ak · · · a1‖)

=
1

k
log ‖(E(a1))k‖ → log ρ(E(a1)) < 0 ,

ce qui montre que γ < 0.

4.3 Processus ARCH(∞)

Définition 4.3.1. Un processus (εt)t∈Z est dit un processus ARCH(∞), s’il existe une

suite de variables aléatoires (ηt)t∈Z i.i.d avec E(ηt) = 0, var(ηt) = 1 et une suite de

constantes non négatives (φi)i∈N, avec φ0 > 0 telles que

εt = σtηt, (4.32)

σ2
t = φ0 +

∞∑
i=1

φiε
2
t−i. (4.33)
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Cette classe de processus contient les processus ARCH(q) et les processus GARCH(p, q).

La stationnarité d’un processus ARCH(∞) exige des conditions sur les suites (ηt)t∈Z

et (φi)i∈N.

Théorème 4.3.1. [31] Soit

As =
∞∑
i=1

φsi et µ2s = E(|ηt|2s) , s ∈]0, 1],

si ∃ s ∈]0, 1] tel que Asµ2s < 1, alors il existe une unique solution non-anticipative

strictement stationnaire du modèle défini par (4.32) et (4.33), donnée par εt = σtηt, avec

σ2
t = φ0 + φ0

∞∑
k=1

∑
i1,··· ,ik≥1

φi1 · · ·φikη2
t−i1η

2
t−i1−i2 · · · η

2
t−i1−···−ik , (4.34)

telle que E(ε2s
t ) <∞.

Preuve. Consédérons la variable aléatoire suivante

St = φ0 + φ0

∞∑
k=1

∑
i1,··· ,ik≥1

φi1 · · ·φikη2
t−i1η

2
t−i1−i2 · · · η

2
t−i1−···−ik . (4.35)

Soit s ∈]0, 1], alors

Sst ≤ φs0 + φs0

∞∑
k=1

∑
i1,··· ,ik≥1

φsi1 · · ·φ
s
ik
η2s
t−i1η

2s
t−i1−i2 · · · η

2s
t−i1−···−ik (4.36)

En prenant l’espérance des deux cotés de (4.36), on obtient :

E(Sst ) ≤ φs0 + φs0

∞∑
k=1

∑
i1,··· ,ik≥1

φsi1 · · ·φ
s
ik
E
(
η2s
t−i1η

2s
t−i1−i2 · · · η

2s
t−i1−···−ik

)
= φs0

(
1 +

∞∑
k=1

(Asµ2s)
k
)

= φs0(1− Asµ2s)
−1,

ceci prouve que St est fini presque sûrement. De l’équation (4.35), on obtient :

∞∑
i=1

φiSt−iη
2
t−i = φ0

∞∑
i0=1

φi0η
2
t−i0 + φ0

∞∑
i0=1

φi0η
2
t−i0

∞∑
k=1

∑
i1,··· ,ik≥1

φi1 · · ·φikη2
t−i0−i1 · · · η

2
t−i0−i1···−ik

= φ0

∞∑
k=0

∑
i0,··· ,ik≥1

φi0 · · ·φikη2
t−i0η

2
t−i0−i1 · · · η

2
t−i0−···−ik .
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Par conséquent, (St)t∈Z vérifie l’équation aux récurrences stochastique suivante.

St = φ0 +
∞∑
i=1

φiSt−iη
2
t−i.

La solution non-anticipative strictement stationnaire (εt)t∈Z du modèle défini par (4.32) et

(4.33) est donnée par εt = S
1/2
t ηt. De plus,

E(ε2s
t ) = E((S

1/2
t ηt)

2s) = E((Stη
2
t )
s) ≤ E(Sst )E(η2

t )
s ≤ µ2sφ

s
0(1− Asµ2s)

−1 <∞.

4.3.1 Représentation ARCH(∞) d’un processus GARCH(p, q)

Il est utile de considérer la représentation ARCH(∞) d’un processus GARCH(p, q).

Par exemple, cette représentation permet d’écrire explicitement la variance conditionnelle

σ2
t de εt en fonction de son passé infini. Il permet également aux conditions de positivité

sur les paramètres (4.3) d’être affaiblies.

Théorème 4.3.2. [6] Si (εt)t∈Z est une solution non-anticipative et strictement station-

naire du modèle défini par (4.1) et (4.2), alors ils existent une constante C et une suite de

constantes (ψt)t∈N telles que :

σ2
t = C +

∞∑
j=1

ψjε
2
t−j, t ∈ Z. (4.37)

Preuve. De la proposition 4.2.1, on a
∑p

j=1 βj < 1 et les racines de B(z) = 0 sont en

dehors du disque unité. Par conséquent, on a :

1

B(z)
=
∞∑
j=0

djz
j, |z| ≤ 1,

∞∑
j=0

|dj| <∞.

On pose B−1(B) =
1

B(B)
=

∞∑
j=0

djB
j. En appliquant l’opérateur B−1(B) à (4.4), on

obtient :

σ2
t = B−1(1)α0 + B−1(B)A(B)ε2

t

= α0

(
1−

p∑
j=1

βj

)−1

+
∞∑
j=1

ψjε
2
t−j,

les coefficients ψj sont obtenus du développement en série de fonctions de B−1(B)A(B),

i.e.,

ψj = αj +

p∑
k=1

βjψj−k , j ≥ 1 ,

avec αj = 0 , j > q et ψj = 0 , j ≤ 0.
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4.4 Moments d’ordres supérieurs et kurtosis

4.4.1 Moments d’ordres supérieurs

Dans cette partie, on s’intéresse aux moments d’ordres supérieurs de la solution stric-

tement stationnaire du modèle GARCH(p, q). Le résultat suivant donne les conditions

assurant l’existence des moments d’ordres 2m, où m est un entier positif.

Théorème 4.4.1. [29] Soit a(m) = E(a⊗mt ), avec at définie par (4.28). Supposons que

E(η2m
t ) <∞ et ρ(a(m)) < 1, alors la série (4.29) converge dans Lm et le processus (ε2

t )t∈Z

est strictement stationnaire admettant des moments jusqu’à l’ordre m.

Preuve. Soit k > 0, alors après k itérations dans l’équation aux récurrences (4.27), on

obtient :

Xt =
k∏
i=1

at−iXt−k +
k−1∑
j=0

( j∏
i=1

at−i

)
bt−j−1.

On pose at−1,k =
∏k

i=1 at−i et Xt,k = at−1,k bt−k−1, avec at−1,0 = Ip+q et Xt,0 = bt−1.

Notons que

Xt =
∞∑
k=0

( k∏
i=1

at−i

)
bt−k−1 =

∞∑
k=0

Xt,k. (4.38)

En utilisant la norme ‖A‖ =
∑

i,j |Aij| et l’égalité ‖A‖ · ‖B‖ = ‖A⊗B‖, on obtient :

E(‖Xt,k‖m) = E(‖at−1,kbt−k−1⊗· · ·⊗at−1,kbt−k−1‖) = ‖E(at−1,kbt−k−1⊗· · ·⊗at−1,kbt−k−1)‖.

Soit x ∈ Rp+q, alors (ax)⊗m = a⊗m × x⊗m. En utilisant ce résultat, on obtient :

E(‖Xt,k‖m) = ‖E(at−1,k
⊗mbt−k−1

⊗m)‖ = ‖E(at−1
⊗m · · · at−k⊗mbt−k−1

⊗m)‖. (4.39)

On pose b(m) = E(bt
⊗m). De (4.39) et du fait que les matrices at−i sont indépendantes, on

obtient :

E(‖Xt,k‖m) = ‖(a(m))kb(m)‖.

En utilisant ce dernier résultat et la relation (4.38), on obtient :

‖Xt‖m = (E(‖Xt‖m))1/m ≤
∞∑
k=0

‖Xt,k‖m

≤ ‖b(m)‖1/m
( ∞∑
k=0

‖(a(m))k‖1/m
)
.
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Si ρ(a(m)) < 1, alors ‖(a(m))k‖ converge vers zéro. Dans ce cas, Xt est finie presque

sûrement, le processus (Xt)t∈Z est la solution strictement stationnaire de (4.27) et il ap-

partient à Lm. Il est clair que ‖ε2
t‖m ≤ ‖Xt‖m. Par conséquent, la condition suffisante pour

l’existence de E(ε2m
t ) est alors ρ(a(m)) < 1.

4.4.2 Coefficient d’aplatissement (Kurtosis)

Dans ctte partie, on s’intéresse au coefficient d’aplatissement de la distribution margi-

nale de la solution strictement stationnaire du modèle GARCH(p, q). Premièrement, on

annonce ce résultat qui est une conséquence du théorème 4.3.2.

Corollaire 4.4.1. [51] Soit (εt)t∈Z un processus GARCH(p, q) stationnaire, alors pour le

processus (ε2
t )t∈Z satisfaisant le modèle ARMA(max(p, q), q), il existe une constante C et

une suite de constantes (ψi)i∈N données par :

C = α0

(
1−

max(p,q)∑
i=1

(αi + βi)
)−1

et

ψj = −βj +

max(p,q)∑
k=1

(αk + βk)ψj−k , j ≥ 0, (4.40)

avec β0 = −1, βj = 0 , j > p et ψj = 0 , j < 0 ,
∑∞

j=0 |ψj| <∞, telles que :

ε2
t = C +

∞∑
j=0

ψjξt−j. (4.41)

Pour le coefficient d’aplatissement du processus GARCH(p, q), on a le résultat suivant.

Proposition 4.4.1. [31] Soit (εt)t∈Z un processus GARCH(p, q) possédant un moment

d’ordre 4. On pose θ =
∑∞

j=0 ψ
2
j , avec (ψi)i∈N est définie par (4.40), alors la kurtosis de

(εt)t∈Z est donnée par :

kε = kη
(
kη − θ(kη − 1)

)−1
,

avec kη est la kurtosis de (ηt)t∈Z.

Preuve. Notons que le processus (ξt)t∈Z est un bruit blanc de variance

var(ξt) = E(σ4
t (η

2
t − 1)2) = (kη − 1)E(σ4

t ).
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En utilisant la relation (4.41), on obtient :

var(ε2
t ) =

∞∑
i=0

ψ2
i var(ξt−i) = θ(kη − 1)E(σ4

t )

= E(ε4
t )−

(
E(ε2

t )
)2

= kηE(σ4
t )−

(
E(ε2

t )
)2
.

Par coséquent,

E(σ4
t ) =

(
E(ε2

t )
)2(

kη − θ(kη − 1)
)−1

et

kε =
kηE(σ4

t )(
E(ε2

t )
)2 =

kη
kη − θ(kη − 1)

.

4.5 Ergodicité géométrique et β-mélange des proces-

sus ARCH/GARCH

Pour une bonne compréhension, on définit d’abord l’ergodicité géométrique et la pro-

priété du mélange pour un processus ARCH(1) qui est le seul cas où (εt)t∈Z est Markovien.

Considérons le modèle ARCH(1) suivant :

εt = σtηt, (4.42)

σ2
t = α0 + α1ε

2
t−1. (4.43)

avec α0 > 0, α1 ≥ 0 et (ηt)t∈Z est une suite i.i.d : E(ηt) = 0 , E(η2
t ) = 1.

Hypothèse (1) : la loi Pη de la suite (ηt)t∈Z est absolument continue de densité g par

rapport à la mesure de Lebesgue λ sur (R,B(R)). Supposons que :

inf{η : η > 0 , g(η) > 0} = inf{−η : η < 0 , g(η) > 0} = η∗ (4.44)

et ∃ ε > 0 : ]− η∗ − ε,−η∗[∪]η∗, η∗ + ε[⊂ {g > 0}.

L’égalité (4.44) implique une certaine symétrie de la loi de (ηt)t∈Z.

Le résultat suivant établit l’ergodicité géométrique et la propriété de mélange.

Théorème 4.5.1. [67] Supposons que la suite (ηt)t∈Z vérifie l’hypothèse (1) et que

−∞ ≤ E(logα1η
2
0) < 0, (4.45)

alors l’unique solution non-anticipative strictement stationnaire du modèle défini par (4.42)

et (4.43) est géométriquement ergodique et par conséquent géométriquement β-mélangeante

et aussi géométriquement fortement mélangeante (α-mélangeante).
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Preuve. Le processus (εt)t∈Z satisfait

εt = (α0 + α1ε
2
t−1)1/2ηt , t ≥ 1,

avec ηt est indépendante de εt−i , i > 0. Il est clair que (εt)t≥1 est une chaine de Markov

homogène sur (R,B(R)) de probabilités de transitions

P (x,B) = P(ε1 ∈ B|ε0 = x) = P
(
(α0 + α1ε

2
0)1/2η1 ∈ B|ε0 = x

)
= P

(
η1 ∈ (α0 + α1x

2)−1/2B|ε0 = x
)

=

∫
(α0+α1x2)−1/2B

dPη(y).

On montre que les conditions du théorème 1.2.5 sont satisfaites. Pour une fonction mesu-

rable h de R dans R, on a :

E
(
h(εt)|εt−1 = x

)
= E

(
h
(
(α0 + α1x

2)1/2ηt
))
. (4.46)

Si h est continue et bornée, alors la fonction x → h((α0 + α1x
2)1/2y) , y ∈ R est continue

et bornée. Par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on déduit que (εt)t∈Z est

une chaine de Feller.

Pour montrer la ϕ-irréductibilité, on suppose que η∗ = 0 dans l’hypothèse (1). Soit ϕ

une mesure de Lebesgue sur [0,
√
α0ε [. Comme (α0 +α1x

2)1/2 >
√
α0, alors on peut vérifier

que

ϕ(B) > 0⇒ λ
(
(α0 + α1x

2)−1/2B ∩ [0, ε[
)
> 0⇒ P (x,B) > 0

et par conséquent, la chaine est ϕ-irréductible. En particulier, ϕ = λ si la densité de ηt est

positive sur R.

Si η∗ > 0. Notons que

E(logα1η
2
t ) =

∫
]−∞,−η∗]∪[η∗,+∞[

log(α1x
2)g(x)dx ≥ logα1(η∗)2.

De la condition (4.45), on déduit que :

ω = α1(η∗)2 < 1.

Soit ε′ ∈]0, ε[ tel que :

ω1 = α1(η∗ + ε′)2 < 1.
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De modèle ARCH(1) défini par (4.42) et (4.43), on obtient pour ε0 = x,

ε2
t = σ2

t η
2
t = (α0 + α1ε

2
t−1)η2

t = α0η
2
t + α1ε

2
t−1η

2
t

= α0η
2
t + α1σ

2
t−1η

2
t−1η

2
t = α0η

2
t + α1(α0 + α1ε

2
t−2)η2

t−1η
2
t

= α0η
2
t + α0α1η

2
t−1η

2
t + α2

1ε
2
t−2η

2
t−1η

2
t

...

= α0(η2
t + α1η

2
t η

2
t−1 + · · ·+ αt−1

1 η2
t · · · η2

1) + αt1η
2
t · · · η2

1x
2.

On définit ainsi la fonction suivante :

Yt = (η2
1, · · · , η2

t )→ Zt = (η2
1, · · · , η2

t−1, ε
2
t )

De plus, par l’hypothèse (1), les vecteurs Yt et Zt ont des densités par rapport à la mesure

de Lebesgue λ. Par conséquent, pour ε0 = x, ε2
t a une densité par rapport à la mesure de

Lebesgue λ.

Soit l’évènement suivant :

Σt =
t⋂

s=1

(
ηs ∈]− η∗ − ε′,−η∗[∪[η∗, η∗ + ε′]

)
L’hypothèse (1) implique que P(Σt) > 0. Conditionnellement à Σt, on a :

ε2
t ∈ It =

[
α0(η∗)2(1− ωt)(1− ω)−1 + ωtx2, α0(η∗)2(1− ωt1)(1− ω1)−1 + ωt1x

2
]
.

Puisque It est un intervalle fermé, alors en utilisant le théorème des valeurs intermédiaires

et le fait que ε2
t a une densité, on déduit que pour ε0 = x, la distribution conditionnelle de ε2

t

par rapport à Σt a une densité positive sur It. Par conséquent, la distribution conditionnelle

de εt par rapport à Σt a une densité positive sur Jt avec Jt = {x ∈ R : x2 ∈ It}.
Soit I = [α0(η∗)2(1 − ω)−1, α0(η∗ + ε′)2(1 − ω1)−1] , J = {x ∈ R : x2 ∈ I} et λJ est une

mesure de Lebesgue sur J . On a :

λJ(B) > 0⇒ ∃t, λ(B ∩ Jt) > 0⇒ ∃t, P(εt ∈ B|ε0 = x) ≥ P(εt ∈ B|(ε0 = x) ∩ Σt)P(Σt) > 0,

alors la chaine est ϕ-irréductible avec ϕ = λJ .

La variable aléatoire α1η
2
t est positive presque sûrement satisfaisant E(α1η

2
t ) = α1 <∞ et

E(logα1η
2
t ) < 0, alors ∃s > 0 t.q E(α1η

2
t )
s = αs1µ2s < 1.

Comme dans la preuve du corollaire 4.2.2, on suppose que s ≤ 1 et soit f(x) = 1 + x2s,
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alors la condition (1.6) du théorème 1.2.5 est satisfaite pour tout x ∈ R.

Soient 0 < δ < 1− αs1µ2s et un ensemble compact C,

C = {x ∈ R : αs0µ2s + δ + (αs1µ2s − 1 + δ)x2s ≥ 0}.

Puisque C est un intervalle fermé et non vide, alors ϕ(C) > 0. De plus, pour x ∈ Cc,

E(f(εt)|εt−1 = x) = E(1 + ε2s
t |εt−1 = x) = 1 + E(ε2s

t |εt−1 = x)

= 1 + E((α0 + α1ε
2
t−1)sη2s

t |εt−1 = x)

≤ 1 + E((αs0 + αs1ε
2s
t−1)η2s

t |εt−1 = x) = 1 + (αs0 + αs1x
2s)µ2s

= (1− δ)f(x) + αs0µ2s + δ + (αs1µ2s − 1 + δ)x2s < (1− δ)f(x).

Ceci montre la relation (1.7) du théorème 1.2.5, c’est-à-dire la chaine est géométriquement

ergodique et par conséquent géométriquement β-mélangeante.

Soit un modèle GARCH(1, 1) défini par (4.11) et (4.12). Dans ce cas, le processus

(σt)t∈Z est un processus Markovien, mais (εt)t∈Z n’est pas un processus Markovien si β1 > 0.

Le résultat suivant donne les conditions de l’ergodicité géométrique de la chaine de Markov

(σt)t∈Z et la propriété de β-mélange du processus (εt)t∈Z.

Théorème 4.5.2. [31] Supposons que la suite (ηt)t∈Z satisfait l’hypothèse (1) et que

−∞ ≤ E(log(α1η
2
0 + β1)) < 0, (4.47)

alors la solution non-anticipative strictement stationnaire du modèle GARCH(1, 1) est telle

que la chaine de Markov (σt)t∈Z est géométriquement ergodique et (εt)t∈Z est géométriquement

β-mélangeant et par conséquent géométriquement fortement mélangeant (α-mélangeante).

Preuve. Le processus (σt)t∈Z vérifie

σ2
t = α0 + (α1η

2
t−1 + β1)σ2

t−1 , t ≥ 1,

(σt)t∈Z est une chaine de Markov homogène définie sur (R+,B(R+)) et de probabilités de

transitions

∀x > 0, ∀B ∈ B(R+) , P(σ1 ∈ B|σ0 = x) = P
(
(α0 + (α1η

2
0 + β1)σ2

0)1/2 ∈ B|σ0 = x
)

=

∫
Bx

dPη(y),
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avec Bx = {η : (α0 + (α1η
2 + β1)x2)1/2 ∈ B}.

Comme dans le cas d’un modèle ARCH(1), pour une fonction mesurable h : R+ → R+,

(σt)t∈Z est une chaine de Feller, avec

E
(
h(σt)|σt−1 = x

)
= E

(
h
(
(α0 + (α1η

2
t−1 + β1)x2)1/2

))
.

Pour montrer la ϕ-irréductibilité, remarquant d’abord que la condition (4.47) implique que

ω = α1η
∗2 + β1 < 1.

Soit ε′ ∈]0, ε[ tel que

ω1 = α1(η∗ + ε′)2 + β1 < 1.

Si σ0 = x ∈ R+, alors pour t > 0, on a :

σ2
t = α0

(
1+(α1η

2
t−1+β1)+· · ·+(α1η

2
t−1+β1) · · · (α1η

2
1 +β1)

)
+(α1η

2
t−1+β1) · · · (α1η

2
0 +β1)x2.

Conditionnellement à Σt, on a :

σ2
t ∈ It =

[ α0

1− ω
+ ωt

(
x2 − α0

1− ω
)
,

α0

1− ω1

+ ωt1
(
x2 − α0

1− ω1

)]
.

Soit

I = lim
t→∞

It = [
α0

1− ω
,

α0

1− ω1

],

alors conditionnellement à Σt, σ
2
t a une densité positive sur Jt avec Jt = {x ∈ R+ : x2 ∈ It}.

Soit λJ une mesure de Lebesgue sur [
√
α0(1− ω)−1/2,

√
α0(1− ω1)−1/2], alors on a :

λJ(B) > 0 ⇒ ∃t, λ(B ∩ Jt) > 0

⇒ ∃t, P(σt ∈ B|σ0 = x) ≥ P(σt ∈ B|(σ0 = x) ∩ Σt)P(Σt) > 0,

c’est-à-dire la chaine (σt)t∈Z est ϕ-irréductible avec ϕ = λJ .

La variable aléatoire (α1η
2
t−1 + β1) est positive presque sûrement satisfaisant

E(α1η
2
t−1+β1) <∞ et E(log(α1η

2
t−1+β1)) < 0, alors ∃s > 0 t.q % = E(α1η

2
t−1+β1)s < 1.

Supposons que s ≤ 1 et soit f(x) = 1 + x2s, alors la condition (1.6) du théorème 1.2.5 est

satisfaite pour tout x ∈ R+.

Soient 0 < δ < 1− % et un ensemble compact C,

C = {x ∈ R+ : αs0 + δ + (%− 1 + δ)x2s ≥ 0}.



CHAPITRE 4. MODÈLES ARCH/GARCH 94

Pour x ∈ Cc, on a :

E(f(σt)|σt−1 = x) = E(1 + σ2s
t |σt−1 = x) = E

(
1 + (α0 + (α1η

2
t−1 + β1)σ2

t−1)s|σt−1 = x
)

≤ E
(
1 + αs0 + (α1η

2
t−1 + β1)sσ2s

t−1|σt−1 = x
)

= 1 + αs0 + %x2s

= (1− δ)f(x) + αs0 + δ + (%− 1 + δ)x2s < (1− δ)f(x),

ceci montre que la condition (1.7) du théorème 1.2.5 est satisfaite. Il reste à montrer que

ϕ(C) > 0 pour pouvoir appliquer le théorème 1.2.5. En effet, en notant par C◦ l’intérieur

de l’ensemble C, on a :

ϕ(C) > 0⇔
√

α0

1− ω
∈ C◦ ⇔ αs0 + δ + (%− 1 + δ)

( α0

1− ω

)s
> 0,

alors il suffit de choisir δ suffisamment proche de 1−% de sorte que la dernière inégalité soit

satisfaite. Les conditions du théorème 1.2.5 sont satisfaite, alors la solution non-anticipative

strictement stationnaire (σt)t∈Z est une chaine de Markov géométriquement ergodique et

par conséquent géométriquement β-mélangeante.

On a εt = σtηt, alors il suffit de montrer que le processus Yt = (σt, ηt)
′ vérifie la propriété de

mélange pour que le processus (εt)t∈Z soit mélangeant. Notons que (Yt)t∈Z est une chaine de

Markov sur R+×R muni de la tribu B(R+×R). De plus, (Yt)t∈Z est strictement stationnaire

et Yt est une fonction de ηt, ηt−1 · · · . Pour y = (y1, y2) ∈ R+ × R, B1 ∈ B(R+), B2 ∈ B(R)

et t > 0, les probabilités de transition de (Yt)t∈Z sont données par :

P t(y,B1 ×B2) = P(σt ∈ B1, ηt ∈ B2|σ0 = y1, η0 = y2)

= Pη(B2)P(σt ∈ B1|σ0 = y1, η0 = y2)

= Pη(B2)P(σt ∈ B1|σ1 = α0 + (α1y
2
2 + β1)y1)

= Pη(B2)P t−1(α0 + (α1y
2
2 + β1)y1, B1),

ceci implique que

‖P t(y, ·)− PY (·)‖ = ‖Pη(·) · P t−1(α0 + (α1y
2
2 + β1)y1, ·)− Pη(·) · Pσ(·)‖

= ‖P t−1(α0 + (α1y
2
2 + β1)y1, ·)− Pσ(·)‖ → 0,

par conséquent (Yt)t∈Z est géométriquement ergodique et aussi β- mélangeant. Puisque εt

est une fonction mesurable de Yt, alors le processus (εt)t∈Z est β-mélangeant.
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Dans le cas d’un processus ARCH(q), la propriété du mélange ne se déduit pas par

l’extension des résultats de la propriété du mélange d’un processus ARCH(1).

Soit le modèle ARCH(q) suivant :

εt = σtηt, (4.48)

σ2
t = α0 +

q∑
i=1

αiε
2
t−1 t ∈ Z, (4.49)

avec α0 > 0, αi ≥ 0 , i = 1 · · · q et (ηt)t∈Z est une suite i.i.d : E(ηt) = 0, E(η2
t ) = 1.

Le modèle ARCH(q) peut être représenté par l’équation aux récurrences stochastique

suivante :

Xt = at−1Xt−1 + bt−1,

avec Xt = (ε2
t , · · · , ε2

t−q+1)
′
, bt−1 = (α0η

2
t , 0, · · · , 0)

′
et

at−1 =


α1η

2
t α2η

2
t · · · αq−1η

2
t αqη

2
t

1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0

 (4.50)

Théorème 4.5.3. [31] Si ηt a une densité sur un voisinage de zéro et l’exposant de Lyapou-

nov de la suite (at)t∈Z définie par (4.50) est négatif, alors l’unique solution non-anticipative

strictement stationnaire (εt)t∈Z du modèle défini par (4.48) et (4.49) est géométriquement

β-mélangeante et par conséquent géométriquement fortement mélangeante.

Remarque 4.4. La preuve détaillée du théorème 4.5.3 se trouve dans C. Francq et J. M.

and Zaköıan [31].

Dans le cas d’un modèle GARCH(p, q), on a le résultat suivant.

Théorème 4.5.4. [31] Si ηt a une densité sur un voisinage de zéro et l’exposant de Lyapou-

nov de la suite (at)t∈Z définie par (4.28) est négatif, alors l’unique solution non-anticipative

strictement stationnaire (εt)t∈Z du modèle défini par (4.1) et (4.2) est β-mélangeante.

Remarque 4.5. La preuve détaillée du théorème 4.5.4 se trouve dans C. Francq et J. M.

and Zaköıan [31].



Chapitre 5

Larges déviations et probabilité de
ruine

5.1 Introduction

Dans le chapitre 3, on a montré que la solution strictement stationnaire (Xn)n∈Z de

l’équation aux récurrences stochastique Xn = an−1Xn−1 + bn−1, avec (an, bn) est une suite

de variables aléatoires non négatives i.i.d, est à variation régulière d’indice α > 0 sous les

conditions que (bn)n∈Z est à variation régulière d’indice α et que la suite (an)n∈Z satisfait

la condition E(aαt ) < 1. On a vu aussi que la suite (Sn)n∈N∗ des sommes partielles de la

solution (Xn)n∈Z est à variation régulière de même indice de variation α. Dans cette partie,

on s’intéresse aux larges déviations des Sn et aux probabilités de larges déviations, c’est-

à-dire aux probabilités P ((Sn − E(Sn) > xn) pour une suite (xn) croissante vers l’infini.

On applique le principe de large déviation pour étudier la probabilité de ruine de la suite

(Sn)n∈N∗ , c’est-à-dire P (supn≥1((Sn − E(Sn))− nµ) > u), µ > 0, u > 0. On s’intéresse au

comportement asymptotique de cette probabilité de ruine quand u tend vers l’infini.

5.2 Large déviation dans le cas d’une suite de va-

riables aléatoires i.i.d.

La notion de variation régulière comme définie dans le chapitre 3 est liée étroitement

aux principes de larges déviations pour les processus stochastiques. De tels résultats ont

étés prouvés depuis les années 1960 par plusieurs auteurs en citant Nagaev, V . S [57] qui

a étudié les larges déviations de la suite des sommes partielles d’une suite de variables

aléatoires i.i.d à variations régulières.

96
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Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires i.i.d telle que var(X) = σ2.

Par le théorème central limite, on a

lim
n→∞

sup
x∈R

∣∣∣P(Sn − E(Sn)

σ
√
n

≤ x
)
− Φ(x)

∣∣∣ = 0, (5.1)

où Φ(x) est la distribution de la loi normale. On s’intéresse au comportement asymptotique

de P
(Sn−E(Sn)

σ
√
n

> xn
)

pour une suite (xn) avec xn tend vers l’infini. Le théorème de Cramer

[26] donne la première vue de la probabilité de large déviation.

Théorème 5.2.1. [23] Supposons que la fonction génératrice des moments M(h) = E(exp(hX))

existe sur un voisinage de zéro, alors

P (Sn − E(Sn)/σ
√
n > x)

1− Φ(x)
= exp

( x3

√
n
λ(
x

n
)
)(

1 +O
(x+ 1√

n
ϕ(x)

))
, (5.2)

P (Sn − E(Sn)/σ
√
n ≤ −x)

Φ(−x)
= exp

(−x3

√
n
λ(
−x
n

)
)(

1 +O
(x+ 1√

n
ϕ(x)

))
, (5.3)

uniformément pour x ≥ 0, x = o(
√
n). ϕ(x) est la densité de la loi normale et λ(z) est une

série de fonctions dont les coefficients dépendent des moments de X et convergente dans

un voisinage de zéro.

Preuve. Pour la preuve, voir Dembo et Zeitouni [23].

Notons qu’il est difficile de déterminer les coefficients de la série de Cramer λ(z). Ce-

pendant, on peut considérer un cas particulier de ce théorème.

Corollaire 5.2.1. [23] Supposons que la fonction génératrice des moments M(h) = E(exp(hX))

existe sur un voisinage de zéro, alors

P
(Sn − E(Sn)

σ
√
n

> x
)

= (1− Φ(x)) exp
( x3

6
√
n

E(X − E(X))3

σ3

)
+O

( 1√
n
ϕ(x)

)
,(5.4)

P
(Sn − E(Sn

σ
√
n

≤ −x
)

= Φ(−x) exp
(−x3

6
√
n

E(X − E(X))3

σ3

)
+O

( 1√
n
ϕ(x)

)
, (5.5)

uniformément pour x ≥ 0, x = O(n1/6). En particulier, si E(X − E(X))3 = 0, alors

P
(Sn − E(Sn

σ
√
n

≤ x
)
− Φ(x) = O

( 1√
n
ϕ(x)

)
, x ∈ R. (5.6)
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Remarque 5.1. Les résultats de larges déviations peuvent être interprétés comme une

amélioration de taux de convergence dans le théorème central limite. En effet, soit x = xn

tel que xn tendant vers l’infini et xn = o(n1/6), alors on déduit du corollaire 5.2.1 que

P
(∣∣∣Sn − E(Sn)

σ
√
n

∣∣∣ > xn

)
= 2(1− Φ(xn)) +O

( 1√
n

exp
(
− x2

n

2

))
. (5.7)

De la même manière, on peut envisager les larges déviations de (Sn) pour une suite de

variables aléatoires centrées (Xn)n∈N à variations régulières d’indice α < 2.

Théorème 5.2.2. [26] Supposons que (Xn)n∈N est à variation régulière d’indice α < 2 et

soit (bn)n∈N une suite de nombres réels telle que bn →∞ et P (X > bn) ∼ 1/n, alors

lim
n→∞

P (Sn > bnxn)

nP (X > bnxn)
= lim

n→∞

P (Sn > bnxn)

P (Mn > bnxn)
= 1, (5.8)

pour toute suite (xn) telle que xn tend vers l’infini.

L’objectif dans cette partie est la probabilité de large déviation P (Sn > xn) pour la

solution strictement stationnaire à variation régulière d’indice α > 1 de l’équation aux

récurrences stochastique. On donne d’abord quelques résultats pour une suite de variables

aléatoires i.i.d à variation régulière d’indice α > 1. Pour (Xn)n∈N i.i.d à variation régulière

d’indice α < 2, on a vu dans le théorème 5.2.2 que la condition nP (X > xn)→ 1 implique

P (Sn > xn) = nP (X > xn)(1 + o(1)) = P (Mn > xn). (5.9)

Notons qu’une variable aléatoire à variation régulière est de distribution sous-exponentielle

qui est définie par

P (Sn > x) = P (Mn > x)(1 + o(1)), n ≥ 1, x→∞.

Ainsi, la relation (5.9) est une extension de la limite précédente pour le cas où n et x

tendent vers l’infini simultanément. Nagaev, S. V [57] a montré que la relation (5.9) reste

valide pour une suite centrées i.i.d à variation régulière d’indice α > 2.

Théorème 5.2.3. [57] Supposons que (Xn)n∈N est à variation régulière d’indice α > 2 et

∃ δ > 0 tel que E(|X|2+δ) <∞ avec var(X) = 1, alors

P (Sn > x) =
(
1− Φ(

x√
n

)
)
(1 + o(1)) + nP (X > x)(1 + o(1)), (5.10)
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uniformément pou x ≥
√
n. En particulier,

P (Sn > x) =
(
1− Φ(

x√
n

)
)
(1 + o(1)), (5.11)

uniformément pour
√
n ≤ x ≤ γ(n log n)1/2, avec γ <

√
α− 2 et

P (Sn > x) = nP (X > x)(1 + o(1)) = P (Mn > x), (5.12)

uniformément pour x > γ(n log n)1/2, avec γ >
√
α− 2.

Le théorème suivant donne le principe de larges déviations dans le cas d’une suite

(Xn)n∈N de variables aléatoires centrées i.i.d à variation régulière d’indice α > 1.

Théorème 5.2.4. [26] Supposons que (Xn)n∈N est à variation régulière d’indice α > 1,

avec E(X) = 0, alors

P (Sn > x) = nP (X > x)(1 + o(1)), (5.13)

uniformément pour x ≥ τn.

Un résultat qui découle du théorème 5.2.4 est donné par le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.2. [42] Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires i.i.d à variations

régulières d’indice α > 1, avec E(X) = 0, alors

lim
n→∞

sup
x≥1

∣∣∣P (x−1
n Sn ∈]x,∞[)

nP (X > xn)
− xα

∣∣∣ = 0, (5.14)

xn tendant vers l’infini.

Hult et al [42] ont démontré des résultats de larges déviations dans les cas des suites

de vecteurs aléatoires i.i.d à variations régulières. Rappelons qu’un vecteur aléatoire X

à valeurs dans Rd est à variation régulière d’indice α > 0, s’il existe une suite à termes

positifs (xn)n∈N, xn → ∞ et une mesure de Radon µ sur B(Rd\{0}), avec µ(Rd\Rd) = 0,

telle que

nP (x−1
n X ∈ B)

v→ µ(B), ∀B ∈ B(Rd\{0})

et la mesure µ satisfait µ(uB) = u−αµ(B), ∀u > 0, ∀B ∈ B(Rd\{0}).

Définition 5.2.1. Une suite (Xn)∈N de vecteurs aléatoires à valeurs dans Rd, avec E(X) =

0, satisfait le principe de large déviation, s’il existe deux suite (xn), (yn) de nombres positifs
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croissantes vers l’infini et une mesure de Radon µ sur B(Rd\{0}), avec

µ(Rd\Rd) = 0, telle que

xnP (y−1
n Xn ∈ B)

v→ µ(B), ∀B ∈ B(Rd\{0}). (5.15)

et on écrit,

P (y−1
n Xn ∈ B)

nP (|X| > yn)

v→ µ(B), ∀B ∈ B(Rd\{0}). (5.16)

Le résultat suivant donne une condition suffisante pour le principe de large déviation de

la suite (Sn) des sommes partielles de la suite (Xn)∈N de vecteurs aléatoires i.i.d à variation

régulière.

Théorème 5.2.5. [42] Soit (Xn)∈N une suite de vecteurs aléatoires i.i.d, à valeurs dans

Rd, à variation régulière d’indice α > 0 et de mesure limite de Radon µ sur B(Rd\{0}),

avec µ(Rd\Rd) = 0. Soit (yn)n∈N une suite de nombres positifs croissante vers l’infini

vérifiant les conditions suivantes

y−1
n Sn

P→ 0, si α < 2

y−1
n Sn

P→ 0, ∃ γ > 0 t.q yn/
√
n1+γ →∞, si α = 2

y−1
n Sn

P→ 0, yn/
√
n log n→∞, si α > 2,

alors (Sn) satisfait le principe de large déviation et on écrit,

P (y−1
n Sn ∈ B)

nP (|X| > yn)

v→ µ(B), ∀B ∈ B(Rd\{0}). (5.17)

Remarque 5.2. Sous les conditions du théorème 5.2.5, on peut choisir, comme dans le

théorème 5.2.4, yn = γn avec γ > 0, si α > 1 et E(X) = 0. Si α ∈]0, 2[, alors les conditions

nP (|X| > yn) → 0 et ny−1
n E(XI[0,yn](|X|) → 0 sont nécessaires et suffisantes pour

y−1
n Sn

P→ 0 (voir Petrov [60]). On peut choisir, comme dans le théorème 5.2.3, yn =

γ
√
n log n avec γ >

√
α− 1, si α > 2 et E(X) = 0 (voir Hult et al [42]).

La preuve du théorème 5.2.5 se base sur la converge des distributions de la suite (Sn).

Lemme 5.2.1. [42] Sous les conditions du théorème 5.2.5, on a

xnP (y−1
n Sn ∈ B)

v→ µ(B), ∀B ∈ B(Rd\{0}). (5.18)

où xn =
(
nP (|X| > yn)

)−1
.
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Preuve. On cherche d’abord une borne supérieure de xnP (y−1
n Sn ∈ A) pour tout ensemble

de Borel borné A ∈ B(Rd\{0}). Pour tout ensemble de Borel B ∈ B(Rd\{0}) et ε > 0, on

pose Bε = {x ∈ Rd\{0} : |y − x| ≤ ε, y ∈ B}, alors

P (y−1
n Sn ∈ A) ≤ nP (y−1

n X ∈ Aε) + P (y−1
n Sn ∈ A, y−1

n Xi ∈ Acε, i = 1, · · ·n)

≤ nP (y−1
n X ∈ Aε) + P (y−1

n |Sn −Xi| > ε, i = 1, · · · , n).

Par la variation régulière de X, on a

lim
ε↓0

lim
n→∞

xnnP (y−1
n X ∈ Aε) = lim

ε↓0
µ(Aε) = µ(A).

On montre que ∀ε > 0, lim
n→∞

xnP (y−1
n |Sn −Xi| > ε, i = 1, · · · , n) = 0.

Soit δ > 0, on définit les ensembles suivants

B1 =
⋃

1≤i<j≤n

{|Xi| > δyn, |Xj| > δyn}, B2 =
n⋃
i=1

{|Xi| > δyn, |Xj| ≤ δyn, i 6= j, j = 1, · · · , n},

B3 = { max
i=1,··· ,n

|Xi| ≤ δyn}.

Il est facile de vérifier que B1, B2 et B3 forment un système complet d’événements. Il est

clair que xnP (B1) = o(1) et

P ({|Sn −Xi| > εyn, i = 1, · · · , n} ∩B2)

=
n∑
k=1

P ({|Sn −Xi| > εyn, i ≤ n} ∩ {|Xk| > δyn, |Xj| ≤ δyn, j 6= k, j ≤ n})

≤
n∑
k=1

P (|Sn −Xk| > εyn, |Xk| > δyn) = P (|Sn−1| > εyn)(nP (|X| > δyn)) = o(x−1
n ).

Pour B3, on a

P ({|Sn −Xi| > εyn, i = 1, · · · , n} ∩B3)

≤ P (|Sn−1| > εyn, max
i=1,··· ,n−1

|Xi| ≤ δyn) = o(nP (|X| > yn)).

On a y−1
n Sn

P→ 0 et ny−1
n E(XI[0,δyn](|X|)→ 0 pour tout δ > 0. Par conséquent,

P (|Sn| > εyn, max
i=1,··· ,n

|Xi| ≤ δyn) ≤ P
(∣∣ n∑

i=1

XiI[0,δyn](|Xi|)
∣∣ > εyn

)
≤ P

(∣∣ n∑
i=1

(
XiI[0,δyn](|Xi|)− E(XI[0,δyn](|X|))

)∣∣ > εyn
2

)
.

On utilise l’inégalité de Fuk et Nagaev [60] donnée par le lemme suivant.
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Lemme 5.2.2. [60] Soit (Xn)n∈Z une suite de variables aléatoires i.i.d telle que E(|X|) = 0

et ∃p ≥ 2 tel que E(|X|p) <∞, alors

P (Sn ≥ x) ≤ (1 + 2/p)pnE(|X|p)x−p + exp
(
− 2(p+ 2)−2e−px2(nvar(X))−1

)
.

P
(∣∣ n∑

i=1

(
XiI[0,δyn](|Xi|)− E(XI[0,δyn](|X|))

)∣∣ > εyn
2

)
≤ c1n y

−p
n E(|X|pI[0,δyn](|X|)) + exp

(
− c2y

p
n

(
nvar(XI[0,δyn](|X|))

)1−)
,

avec c1, c2 > 0.

Par le théorème 3.1.1 de Karamata, on a

∀p > α, E(|X|pI[0,δyn](|X|)) ∼ c(δyn)pP (|X| > δyn) si n→∞.

Par conséquent, pour p > max(2, α),

lim
δ↓0

lim sup
n→∞

E(|X|pI[0,δyn](|X|))
ypnP (|X| > yn)

= c lim
δ↓0

lim sup
n→∞

(δyn)pP (|X| > δyn)

ypnP (|X| > yn)
= c lim

δ↓0
δp−α = 0.

Si var(X) <∞, alors du fait que yn/
√
n log n→∞, on a

lim sup
n→∞

exp
(
− c2y

p
n

(
nvar(XI[0,δyn](|X|))

)1−)
nP (|X| > yn)

= 0. (5.19)

Si α ∈]0, 2[, alors par le théorème 3.1.1 de Karamata, on a

ny−2
n var(XI[0,δyn](|X|) ∼ cnP (|X| > yn),

Par conséquent, la relation (5.19) est vérifiée.

Si α = 2 et var(X) = ∞, alors les fonctions y2
nP (|X| > yn) et var(XI[0,δyn](|X|))

)
sont

à variations lentes. Par hypothèse, ∃ γ > 0 tel que yn/
√
n1+γ → ∞, alors on déduit que

(5.19) est vérifiée. Finalement, on conclut que

lim
ε↓0

lim sup
n→∞

xnP (y−1
n Sn ∈ Aε) ≤ lim

ε↓0
µ(Aε) = µ(A). (5.20)

Notons que B(Rd\{0}) est engendrée par la classe de tous les intervalles semi-ouverts de

la forme [a, b[, alors pour trouver une borne inférieure à xnP (y−1
n Sn ∈ A), A ∈ B(Rd\{0}),
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il suffit de considérer A = [a, b[. Pour ε > 0, on définit a+ε = (a1 + ε, · · · , ad + ε),

b−ε = (b1 − ε, · · · , bd − ε) et A−ε = [a+ε, b−ε[ qui est un ensemble de continuité de µ, alors

P (y−1
n Sn ∈ A) ≥ P (y−1

n Sn ∈ A, y−1
n Xi ∈ A−ε)

≥ P (y−1
n Xi ∈ A−ε, y−1

n |Sn −Xi| < ε)

≥ nP (y−1
n X ∈ A−ε)P (y−1

n |Sn−1| < ε)− n(n− 1)

2

(
P (y−1

n X ∈ A−ε)
)2
.

Par hypothèse, y−1
n Sn

P→ 0, alors

lim inf
n→∞

xnP (y−1
n Sn ∈ A) ≥ lim

ε↓0
lim
n→∞

P (y−1
n X ∈ A−ε)

P (|X| > yn)
= lim

ε↓0
µ(A−ε) = µ(A). (5.21)

De (5.20) et (5.21), on en déduit que

lim
n→∞

xnP (y−1
n Sn ∈ A) = µ(A),

ce qui donne xnP (y−1
n Sn ∈ A)

v→ µ(A), ∀A ∈ B(Rd\{0}).

Remarque 5.3. Le théorème 5.2.5 est un cas particulier du théorème 2.1 de Hult et all [42]

pour le principe de large déviation de la suite (Sn) = ((S[nt])t∈[0,1]) de processus aléatoires

à valeurs dans l’ensemble de fonctions D([0, 1],Rd). La preuve du théorème 5.2.5 dans le

cas général se trouve dans Hult et all [42].

5.3 Principes de larges déviations pour la solution de

l’équation aux récurrences stochastique

La solution strictement stationnaire (Xn)n∈Z de l’équation aux récurrences stochastique

ne vérifie pas les résultats du théorème 5.2.2 et le théorème 5.2.3. Néanmoins, on peut

définir d’une manière explicite, le comportement asymptotique de la probabilité de large

déviation P (Sn − E(Sn) > xn), où xn →∞. En effet, soit (Yn)n∈Z, avec

Yn =
∞∑
i=n

( i∏
k=n+1

ak

)
, n ∈ Z. (5.22)

Le résultat suivant donne quelques propriétés de la suite (Yn)n∈Z qui seront utiles pour

étudier la probabilité de large déviation.

Proposition 5.3.1. [49] Soit (an)n∈Z une suite de variables aléatoires i.i.d non négatives

telle qu’il existe α > 0 satisfaisant E(aα) < 1, alors
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1. La suite (Yn)n∈Z est strictement stationnaire.

2. Les variables Yn satisfont E(Y p
n ) <∞, p > 0 ssi E(ap) <∞.

3. Si a admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur [0, x0], avec x0 ≤ ∞,

alors la suite (Yt)t∈Z est géométriquement fortement mélangeante.

Preuve. 1) La suite (Yn)n∈Z est égale en distribution à la suite (Zn)n∈Z définie par :

Zn =
∞∑
i=0

( i−1∏
k=0

an−k−1

)
, n ∈ Z. (5.23)

Par conséquent, on a l’équation aux récurrences stochastique suivante

Zn = 1 + an−1Zn−1, n ∈ Z.

La condition E(aα) < 1 implique que E(log a) < 0 et E(log+ a) <∞, alors (Zn)n∈Z définie

par (5.23) est l’unique solution non-anticipative strictement stationnaire.

2) On a

E(Zp
n) = E((1 + an−1Zn−1)p) =

p∑
i=0

(
p
i

)
E(ap−in−1Z

p−i
n−1).

La variable aléatoire an−1 est indépendante de zn−1, alors

E(Zp
n) =

p∑
i=0

(
p
i

)
E(ap−in−1)E(Zp−i

t−1).

Par la stationnarité de (Zt)t∈Z, on déduit que E(Zp) <∞ ssi E(ap) <∞.

3) On a E(aα) < 1, c’est-à-dire les conditions du théorème 2.4.1 sont satisfaites, alors la

solution strictement stationnaire (Zn)n∈Z est géométriquement fortement mélangeante. Par

conséquent (Yn)n∈Z est géométriquement fortement mélangeante.

Le théorème suivant donne le comportement asymptotique de la probabilité de large

déviation pour la solution strictement stationnaire de l’équation aux récurrences stochas-

tique.

Théorème 5.3.1. [49] Supposons que (an)n∈Z et (bn)n∈Z sont deux suites indépendantes

de variables aléatoires i.i.d non négatives telles que b est à variation régulière d’indice

α > 1, E(aα) < 1 et E(a2α) < ∞. Soit (xn) une suite de nombre positifs croissante vers

l’infini telle que nP (b > xn)→ 0 et ∀c > 0,

lim
n→∞

sup
x≥xn

∣∣∣P (var(bI[0,x](b))
∑n

i=1 Y
2
i > cx2/ log x) + P (|

∑n
i=1(Yi − E(Yi))| > cx)

nP (b > x)

∣∣∣
= 0 (5.24)
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alors,

lim
n→∞

sup
x≥xn

∣∣∣P (Sn − E(Sn) > x)

nP (b > x)
− E(Y α)

∣∣∣ = 0, (5.25)

Preuve. On a

Sn =
n∑
i=1

( i−1∏
k=0

ak

)
X0 +

n−1∑
j=0

bj

n−1∑
i=j

( i∏
k=j+1

ak

)
=

n∑
i=1

( i−1∏
k=0

ak

)
X0 +

n−1∑
j=0

bj

∞∑
i=j

( i∏
k=j+1

ak

)
−

n−1∑
j=0

bj

∞∑
i=n

( i∏
k=j+1

ak

)
= Sn,1 + Sn,2 − Sn,3.

Soit ε > 0, alors

P (Sn − E(Sn) > x)

≤ P (Sn,1 − E(Sn,1) > xε/2) + P (Sn,2 − E(Sn,2) > x(1− ε)) + P (−Sn,3 + E(Sn,3) > xε/2).

On a :

lim
n→∞

sup
x≥xn

P (Sn,1 − E(Sn,1) > xε/2)

nP (b > x)
= 0. (5.26)

En effet, par le Théorème 3.3.4, la variable X0 est à variation régulière d’indice α. La

solution strictement stationnaire (Xn)n∈Z est non anticipative, alors X0 est indépendante

de
∏i−1

k=0 ak. Puisque E(aα) < 1 pour α > 1 et la fonction g(h) = E(ah) est convexe

continue sur [0, α], alors E(a) < 1. Par conséquent,

∞∑
i=1

( i−1∏
k=0

ak

)
= Y−1 − 1

D
= Y − 1.

E(Sn,1) = E(X0)
n∑
i=1

(E(a))i → E(X0)E(a)(1− E(a))−1 = r <∞ si n→∞.

Par hypothèse, on a E(a2α) < ∞, alors E(Y 2α) < ∞. Par conséquent, les condition du

théorème 3.1.3 sont satisfaites, c’est-à-dire X0 est à variation régulière, indépendante de Y
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et ∃δ > 0 tel que E(Y α+δ) <∞. On a ainsi,

sup
x≥xn

P (Sn,1 − E(Sn,1) > xε/2)

nP (b > x)
≤ sup

x≥xn

P (|Sn,1 − E(Sn,1)| > xε/2)

nP (b > x)

≤ sup
x≥xn

P (X0(Y − 1) > xε/2− r)
nP (b > x)

≤ c sup
x≥xn

P (X0 > xε/2)E(Y − 1)α

nP (b > x)

≤ c(1− E(aα))−1(2/ε)αE(Y − 1)α

n
→ 0.

D’autre part, on a

Sn,3 =
n−1∑
j=0

bj

∞∑
i=n

( i∏
k=j+1

ak

)
=

n−1∑
j=0

bj

( n∏
k=j+1

ak

) ∞∑
i=n

( i∏
k=n+1

ak

)
=

n−1∑
j=0

bj

( n∏
k=j+1

ak

)
Yn

= Ynan

n−1∑
j=0

bj

( n−1∏
k=j+1

ak

)
D→ Y aX.

De la même manière que Sn,1, on peut vérifier que E(Sn,3)→ E(a).E(b)(1− E(a))−2 et

sup
x≥xn

P (−Sn,3 + E(Sn,3) > xε/2)

nP (b > x)
≤ sup

x≥xn

P (|Sn,3 − E(Sn,3)| > xε/2)

nP (b > x)
→ 0. (5.27)

On a : Sn,2 =
n−1∑
j=0

bjYj.

On montre que

lim
ε↓0

lim
n→∞

sup
x≥xn

(P (Sn,2 − E(Sn,2) > x(1− ε))
nP (b > x)

− E(Y α)
)
≤ 0. (5.28)

En effet, pour tout δ > 0, on définit les événements suivants

Qn,1(δ) =
⋃

0≤j<s≤n−1

{bj > δx, bs > δx}, Qn,2(δ) = {max
j≤n−1

bj ≤ δx},

Qn,3(δ) =
n−1⋃
j=0

{bj > δx, bs ≤ δx, 0 ≤ s 6= j ≤ n− 1}.

On peut vérifier facilement que Qn,1(δ), Qn,2(δ) et Qn,3(δ) forment un système complet
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d’événements, prenons par exemple n = 2, on a ainsi,

P (Sn,2 − E(Sn,2) > x(1− ε))
nP (b > x)

=
P ((Sn,2 − E(Sn,2) > x(1− ε)) ∩Qn,1(δ))

nP (b > x)

+
P ((Sn,2 − E(Sn,2) > x(1− ε)) ∩Qn,2(δ))

nP (b > x)

+
P ((Sn,2 − E(Sn,2) > x(1− ε)) ∩Qn,3(δ))

nP (b > x)

= I2,1(x) + I2,2(x) + I2,3(x).

On peut vérifier facilement que ∀δ > 0, lim
n→∞

sup
x≥xn

I2,1(x) = 0.

Posons bj,x = bjI[0,x](bj), ∀j ∈ Z, ∀x > 0, alors

sup
x≥xn

I2,2(x) ≤ sup
x≥xn

P
(∑n−1

j=0 (bj,δxYj − E(b0,δx)E(Y )) > (1− ε)x
)

nP (b > x)

≤ sup
x≥xn

P
(∑n−1

j=0 (bj,δx − E(b0,δx))Yj > (1− ε)x/2
)

nP (b > x)

+ sup
x≥xn

P
(
E(b0,δx)

∑n−1
j=0 (Yj − E(Y )) > (1− ε)x/2

)
nP (b > x)

.

En utilisant l’inégalité de Fuk et Nagaev [60] donnée par lemme 5.2.2, avec p = 2α et

E(Y 2α) <∞, on en déduit que

E
(
P
( n−1∑
j=0

(bj,δx − E(b0,δx))Yj > (1− ε)x/2/(Yj)
))

≤ cE
(

((1− ε)x/2)−2α

n−1∑
j=0

Y 2α
j + c′ exp

[
− c′′((1− ε)x/2)2

(
var(b0,δx)

n−1∑
j=0

Y 2
j

)−1])
≤ cx−2αnE(Y 2α)

+cc′E
(

exp
[
− c′′((1− ε)x/2)2

(
var(b0,δx)

n−1∑
j=0

Y 2
j

)−1]
I{var(b0,δx)

∑n−1
j=0 Y

2
j ≤dx2/ log x}

)
+P
(

var(b0,δx)
n−1∑
j=0

Y 2
j > dx2/ log x

)
, ,

où c = (α+ 1)2αα−2αE(b0,δx−E(b0,δx))
2α, c′ = 1

c
, c′′ = 2(α+ 2)−2e−2α et d > 0 satisfaisant

sup
x≥xn

E
(

exp
[
− c′′((1− ε)x/2)2

(
var(b0,δx)

∑n−1
j=0 Y

2
j

)−1]
I{var(b0,δx)

∑n−1
j=0 Y

2
j ≤dx2/ log x}

)
nP (b > x)

≤ sup
x≥xn

exp
(
− c′′((1− ε)/2)2 log x/d

)
nP (b > x)

= sup
x≥xn

x−c
′′((1−ε)/2)2/d

nP (b > x)
→ 0 (5.29)
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Il est clair que

lim
n→∞

sup
x≥xn

cx−2αnE(Y 2α)

nP (b > x)
= 0. (5.30)

Par l’hypothèse (5.24), on déduit que

lim
n→∞

sup
x≥xn

P
(

var(b0,δx)
∑n−1

j=0 Y
2
j > dx2/ log x

)
nP (b > x)

= 0 (5.31)

et lim
n→∞

sup
x≥xn

P
(
E(b0,δx)

∑n−1
j=0 (Yj − E(Y )) > (1− ε)x/2

)
nP (b > x)

= 0. (5.32)

Par les relations (5.29), (5.30), (5.31) et (5.32), on déduit que

lim
n→∞

sup
x≥xn

I2,2(x) = 0. (5.33)

Pour I2,3(x), on a :

I2,3(x) ≤
n−1∑
i=0

P
(
biYi +

n−1∑
s=0,s 6=i

(bsYs − E(b)E(Y )) > x(1− ε), bi > δx, max
0≤s≤n−1,s 6=i

bs ≤ δx
)

nP (b > x)

≤
n−1∑
i=0

P
(
bi min(Yi, δ

−1(1− 2ε)) > (1− 2ε)x
)

nP (b > x)

+
n−1∑
i=0

P
( n−1∑
s=0,s 6=i

(bsYs − E(b)E(Y )) > xε, bi > δx, max
0≤s≤n−1,s 6=i

bs ≤ δx
)

nP (b > x)

≤
P
(
b0 min(Y0, δ

−1(1− 2ε)) > (1− 2ε)x
)

P (b > x)
+

n−1∑
i=0

P
( n−1∑
s=0,s 6=i

(bsYs − E(b)E(Y )) > xε, max
0≤s≤n−1,s 6=i

bs ≤ δx
)
P (b > δx)

nP (b > x)
= f1(x) + f2(x).

Par le théorème 3.1.3, on déduit que

lim
ε↓0

lim
δ↓0

lim
n→∞

sup
x≥xn

([
f1(x)−

E
(
(min(Y, δ−1(1− 2ε)))α

)
(1− 2ε)α

]
+
[E((min(Y, δ−1(1− 2ε)))α

)
(1− 2ε)α

− E(Y α)
])

= 0
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En utilisant la preuve de (5.33), on déduit que

lim
n→∞

sup
x≥xn

f2(x) = 0.

Par conséquent,

lim
ε↓0

lim
δ↓0

lim
n→∞

sup
x≥xn

(
I2,3(x)− E(Y α)

)
≤ 0.

Par les relations (5.26), (5.27) et (5.28), on déduit que

lim
n→∞

sup
x≥xn

(P (Sn − E(Sn) > x)

nP (b > x)
− E(Y α)

)
≤ 0. (5.34)

On a ∀δ > 0,

P (Sn − E(Sn) > x)

nP (b > x)
∼
P
(
(Sn,2 − E(Sn,2) > x) ∩Qn,2

)
nP (b > x)

+
P
(
(Sn,2 − E(Sn,2) > x) ∩Qn,3

)
nP (b > x)

,

uniformément pour x ≥ xn. En utilisant la preuve de (5.33), on déduit que

lim
n→∞

sup
x≥xn

P
(
(Sn,2 − E(Sn,2) > x) ∩Qn,2

)
(nP (b > x))2

= 0.

Pour ε > 0, soit Li = {bi min(Yi, δ
−1(1 + ε)) > (1 + ε)x}, i ∈ Z. On a ainsi,

P
(
(Sn,2 − E(Sn,2) > x) ∩Qn,3

)
nP (b > x)

=
n−1∑
i=0

P
(
biYi +

n−1∑
s=0,s 6=i

bsYs > x+ nE(b)E(Y ), bi > δx, max
s≤n−1,s 6=i

bs ≤ δx
)

nP (b > x)

≥ (P (b0 ≤ δx))n−1

n−1∑
i=0

P (Li)

nP (b > x)

−
n−1∑
i=0

P
(
(

n−1∑
s=0,s 6=i

(bsYs − E(b)E(Y )) < −εx+ E(b)E(Y )) ∩ Li ∩ ( max
s≤n−1,s 6=i

bs ≤ δx)
)

nP (b > x)

= K1(x)−K2(x). .

Il est clair que

lim
n→∞

sup
x≥xn
|(P (b ≤ δx))n−1 − 1| = 0.
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Par conséquent,

lim
n→∞

sup
x≥xn

(
(1 + ε)−αE

(
min(Y, δ−1(1 + ε))

)α −K1(x)
)

= 0.

Soit Tn,i = {
n−1∑

s=0,s 6=i

(bs,δxYs−E(b)E(Y )) ≤ −εx+E(b)E(Y )}. Pour 0 < m < M <∞, on a

nP (b > x)K2(x) ≤
n−1∑
i=0

P
(
Tn,i ∩ Li ∩ (Yi ≤ m)

)
+

n−1∑
i=0

P
(
Tn,i ∩ Li ∩ (Yi > M)

)
+

n−1∑
i=0

P
(
Tn,i ∩ Li ∩ (Yi ∈]m,M ])

)
= K2,1(x) +K2,2(x) +K2,3(x).

lim
m→0

lim
n→∞

sup
x≥xn

K2,1(x)

nP (b > x)
≤ lim

m→0
lim
n→∞

sup
x≥xn

P (mb > (1 + ε)x)

P (b > x)
= lim

m→0
mα(1 + ε)−α = 0.

De plus, par le théorème 3.1.3 et le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on a

lim
M→0

lim
n→∞

sup
x≥xn

K2,2(x)

nP (b > x)
= lim

M→0
lim
n→∞

sup
x≥xn

P (Y I{Y >M}b > (1 + ε)x)

P (b > x)

= lim
M→0

E
(
Y αI]M,∞[(Y )

)
(1 + ε)−α = 0.

En utilisant la preuve de (5.33), on peut vérifier que

sup
x≥xn

K2,3(x)

nP (b > x)
≤ sup

x≥xn

c

n

n−1∑
i=0

P (Tn,i)

≤ sup
x≥xn

P
( n−1∑
i=0

(bi,δxYs − E(b)E(Y )) ≤ −εx/2
)

+ sup
x≥xn

P (b0,δxY > xε/2)

→ 0.

Par conséquent,

lim
n→∞

sup
x≥xn

(
(1 + ε)−αE

(
min(Y, δ−1(1 + ε))

)α − P
(
(Sn,2 − E(Sn,2) > x) ∩Qn,3

)
nP (b > x)

)
= 0.

On fait tendre ε et δ vers zéro, on déduit que

lim
n→∞

sup
x≥xn

(
E(Y α)−

P
(
(Sn,2 − E(Sn,2) > x) ∩Qn,3

)
nP (b > x)

)
≥ 0.

Finalement, on conclut que

lim
n→∞

sup
x≥xn

(
E(Y α)−

P
(
(Sn − E(Sn) > x)

)
nP (b > x)

)
≤ 0.
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En général, il est difficile de vérifier la relation (5.24). Néanmoins, en imposant la

condition du mélange sur la suite (Yn)n∈Z, on obtient (5.24).

Proposition 5.3.2. [49] Supposons que a admet une densité par rapport à la mesure de

Lebesgue sur [0, x0], avec x0 ≤ ∞, b est à variation régulière d’indice α > 1 et E(aα) < 1.

1. Supposons que ∃γ > 0 tel que γ + α > 2,

lim
n→∞

sup
x≥xn

n(α+γ)/2
(
x/
√

var(bI[0,x](b)) log x
)−(γ+α)

nP (b > x)
= 0 (5.35)

et E(aγ+α) <∞, alors la relation (5.24) est vérifiée.

2. Supposons que ∃c > 0 tel que Y ≤ c p.s et ∃d, ε > 0 tels que

lim
n→∞

sup
x≥xn

e−d(x/
√
n)2/(log x var(bI[0,x](b)))

nP (b > x)
+ lim

n→∞
sup
x≥xn

e(x/
√
n)n−ε

nP (b > x)
= 0, (5.36)

alors la relation (5.24) est vérifiée.

Preuve. Par la proposition 5.3.1, la suite (Zn)n∈Z est fortement mélangeante et par

conséquent, pour une suite (Nn)n∈Z de variables aléatoires indépendantes de même loi

normale et indépendante de (Zn)n∈Z, la suite (NnZn)n∈Z est fortement mélangeante.

Par l’inégalité de Markov, ∀y > 0 et γ > 0 tel que E(aα+γ) <∞, on a

P
( n∑
i=1

Y 2
i > y

)
≤ y−(α+γ)/2E

( n∑
i=1

Y 2
i

)(α+γ)/2
=
y−(α+γ)/2E

(∣∣∑n
i=1NiZi

∣∣(α+γ)
)

E(|N |(α+γ)/2)

≤ c(n/y)(α+γ)/2. (5.37)

Dans la dernière inégalité, on a utilisé l’estimation de l’espérance de la somme des variables

d’une suite fortement mélangeante ( voir Francq et Zaköıan [31]). En utilisant l’inégalité

(5.37) pour x > 1 et d > 0, on obtient

P
(
var(bI[0,x](b))

∑n
i=1 Y

2
i > dx2/ log x

)
nP (b > x)

≤ cn(α+γ)/2

(
x/
√

log x var(bI[0,x](b))
)−(α+γ)

nP (b > x)
.

Par l’hypothèse (5.35), on déduit que le coté droit de la dernière inégalité converge vers

zéro uniformément pour x ≥ xn.

D’une manière équivalente, si Y ≤ c p.s, alors par l’inégalité exponentielle de Markov pour

h > 0, on a

P
( n∑
i=1

Y 2
i > y

)
≤ e−(h2/2)(y/n)E

(
e(h2/2)n−1

∑n
i=1 Y

2
i
)

= e−(h2/2)(y/n)E
(
ehn

−1/2
∑n
i=1NiZi

)
.
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Par le théorème central limite pour une suite fortement mélangeante (voir théorème 1.2.9),

on en déduit que

n−1/2

n∑
i=1

NiZi
D→ N(0, σ2),

avec σ2 = var(Z). Par conséquent,

E
(
e(h2/2)n−1

∑n
i=1 Y

2
i
)
≤ E

(
e(h2/2)Y 2

1
)
<∞.

Par l’hypothèse (5.36), on en déduit que

P
(
var(bI[0,x](b))

∑n
i=1 Y

2
i > dx2/ log x

)
nP (b > x)

≤ c
e−(h2/2)d(x/

√
n)2/(log xvar(bI[0,x](b)))

nP (b > x)
→ 0.

Comme E(aα+γ) <∞, alors on a

P
(∣∣ n∑

i=1

(Yi − E(Y )
∣∣ > x

)
≤ x−(α+γ)E

(∣∣ n∑
i=1

(Yi − E(Y ))
∣∣α+γ

)
≤ cx−(α+γ)n(α+γ)/2.

Puisque Y ≤ c p.s et (Yn)n∈Z est fortement mélangeante, alors on a le résultat suivant.

∀ε < 1/2 , ∃h > 0 tel que P
( n∑
i=1

(Yi − E(Y )) > x
)
≤ e−h(x/

√
n)n−ε .

Ceci complète la preuve de la proposition 5.3.2.

Remarque 5.4. La relation (5.24) est vérifiée pour une suite (xn) satisfaisant (5.36), si b

est à variation régulière d’indice α > 1 et ∃c0 < 1 tel que a ≤ c0. Par conséquent, ∀d > 0,

E(ad) < 1 et
∞∑
i=0

c2
0 = (1− c0)−1.

Si α > 2, var(b) <∞ et b est à variation régulière d’indice α > 1, c’est-à-dire il existe une

fonction L(x) à variation lente telle que P (b > x) = x−αL(x), alors la condition (5.35) est

satisfaite si

(n(α+γ)/2−1x−γn ) sup
x≥xn

(
(log x)(α+γ)/2/L(x)

)
→ 0.

Puisque (log x)(α+γ)/2/xεL(x) ≤ 1, ∀ε > 0 si x → ∞, alors la relation précédente est

vérifiée si xn = n1/2+δ, avec δ > γ−1(α/2− 1).

Si α ∈]1, 2[, alors on peut choisir xn = n(1/α)+δ pour δ > 0. Dans les deux cas, on peut

choisir xn = cn comme dans le cas d’une suite (Yn)n∈Z de variables aléatoires i.i.d à

variation régulière d’indice α > 1 (voir théorème 5.2.4).
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5.4 Probabilité de ruine

La notion de probabilité de ruine est apparue pour la première fois dans les travaux

de Filip Lundberg qui a donné son premier modèle dans les assurances et les finances ;

il a développé la théorie du risque dans sa célèbre thèse en 1903. Le processus de risque

(R(t))t≥0 qui modélise les réserves d’une compagnie d’assurance est défini par :

R(t) = u+ ct−
N(t)∑
i=1

Yi.

1. (Yk)k≥1 : suite de variables aléatoires non-négatives i.i.d modélisant les couts indivi-

duels des sinistres.

2. c : taux de cotisations demandées aux assurés.

3. u : le capital initial de la compagnie d’assurance.

4. (Nt)t≥0 : processus de Poisson homogène de paramètre λ > 0 modélisant le nombre

de sinistres, indépendant de (Yk)k≥1

5. (τk)k≥1 : temps inter-sinistres i.i.d de loi exp(λ).

Le coût total de sinistres est modélisé par le processus de Poisson composé défini par

St =
∑N(t)

i=1 Yi. Connaissant la distribution de Y en supposant que E(Y ) = µ, la question

fondamentale pour le modèle de la théorie de ruine est le calcul de la probabilité de ruine

en temps infini.

Définition 5.4.1. La probabilité de ruine sur horizon infini, noté ψ(u) correspond à la

probabilité que les réserves deviennent strictement négatives à un instant t < +∞. i.e.,

ψ(u) = P (inf
t≥0

R(t) < 0/R(0) = u) = P
(

sup
t≥0

(St − ct) > u
)
.

Le découvert de la compagnie d’assurance est défini par le processus aléatoire

(Dt)t≥0 = (
∑N(t)

k=1 Yk − ct)t≥0. La constante β = λµ est interprétée comme coût moyen des

sinistres par unité de temps. Par conséquent, la constante γ = c− β définit le chargement

de sécurité de la compagnie d’assurance ; elle mesure la rentabilité de la compagnie d’assu-

rance. En effet, il est clair que la ruine ne pouvant intervenir qu’à un instant d’arrivée Tn du

nème sinistre, alors il suffit de définir la suite de variables aléatoires (D̃n)n≥0 représentant

(Dt)t≥0 à ses temps d’arrivée de sinistres.

D̃0 = 0 et n ≥ 1, D̃n = DTn =
n∑
k=1

Yk − cTn.
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Proposition 5.4.1. [7]

1. Si γ < 0, alors lim
n→+∞

D̃n = +∞ p.s., par conséquent, ψ(u) = 1.

On dit que l’activité n’est pas rentable.

2. Si γ = 0, alors lim inf
n→+∞

D̃n = −∞ p.s. et lim sup
n→+∞

D̃n = +∞ p.s., par conséquent,

ψ(u) = 1. On dit que l’activité n’est pas rentable.

3. Si γ > 0, alors lim
n→+∞

D̃n = −∞ p.s., par conséquent, ψ(u) < 1. On dit que l’activité

est rentable.

Preuve. Si γ < 0, le résultat découle de la loi des grands nombres. Si γ = 0, on remarque

que D̃n est la somme des n variables aléatoires (Yk − cτk)1≤k≤n qui sont indépendantes

identiquement distribuées et centrées. Lorsque γ > 0, on introduit le temps d’arrêt τ1 =

inf{n > 0 : D̃n > u} qui est fini p.s. La marche aléatoire (D̃n+τ1 −Dτ1)n≥0 est de même loi

que (D̃n)n≥0. Par conséquent, le temps d’arrêt τ2 = inf{n > 0 : D̃n+τ1 −Dτ1 > u} est fini

p.s. On poursuit ce procédé, on montre que lim sup
n→+∞

D̃n ≥ u, d’où la contradiction.

Soit τ(u) l’instant de ruine de la compagnie, défini par τ(u) = inf{t ≥ 0; R(t) < 0}, avec

la convention inf ∅ = +∞, alors une autre fonction de risque qui fait l’objet de nombreux

travaux s’agit de la fonction de pénalité de Gerber et Shiu [35]. Cette fonction est définie

comme suit.

m(u) = E
(
e−δf

(
R(τ(u)−, R(τ(u))

)
I{τ(u)<+∞}/R(0) = u

)
, (5.38)

avec δ ≥ 0 est un facteur d’actualisation et f : R2
+ → R+ mesure la perte économique,

par exemple une sanction financière, liée à la ruine à travers deux quantités : La valeur du

processus juste avant la ruine R(τ(u)−) et le déficit au moment de la ruine R(τ(u)). Pour

δ = 0 et f(x, y) = 1, on retrouve la probabilité de ruine sur horizon infini.

Supposons que γ > 0 et on considère la variable aléatoire X(u) =
∑N(τ(u))

i=1 Yi−cτ(u)−u
représentant la perte nette en cas de ruine. La probabilité de ruine s’exprime en fonction

de la transformée de Laplace de la loi de X(u).

Théorème 5.4.1. [53] Supposons que la transformée de LaplaceMY de la loi de Y vérifie

la propriété suivante : ∃ z > 0 tel que MY (z)− cz/λ− 1 = 0, alors

ψ(u) = e−zu
(
E(ezX(u)/τ(u) < +∞)

)−1
. (5.39)
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Preuve. Si un tel z existe, alors (ezD̃n)n≥0 est une martingale. En particulier,

∀n ≥ 0, E(ezD̃n) = 1. Soit n > 0, alors τ(u) ∧ n est un temps d’arrêt borné et

1 = E(ezD̃τ(u)∧n) = E(ezD̃τ(u)I{τ(u)<n}) + E(ezD̃nI{τ(u)≥n}).

Par la convergence dominée, la seconde espérance converge vers zéro lorsque n tend vers

l’infini. Par conséquent,

1 = E(ezD̃τ(u)I{τ(u)<+∞}) = ezuE(ezX(u)/τ(u) < +∞)P (τ(u) < +∞).

Dans le cas où les coûts individuels des sinistres (Yk)k≥1 sont i.i.d de loi exponentielle

de paramètre 1/µ, la loi de perte nette en cas de ruine est donnée par le résultat suivant.

Lemme 5.4.1. [53] Sachant que τ(u) < +∞, la variable X(u) =
∑N(τ(u))

i=1 Yi − cτ(u)− u
représentant la perte nette suit la loi exponentielle de paramètre 1/µ.

Preuve. Soit n ∈ N, t > 0 et x ∈ R. En utilisant l’indépendance des variables (Yk)k≥1 et

la propriété de perte de mémoire de la loi exponentielle, on obtient le résultat

P (X(u) > y/τ(u) = n,Dτ(u)−1 = x, Tτ(u) − Tτ(u)−1 = t)

= P (Dn > y + u/D0 < u, · · · , Dn−1 < u,Dn > u,Dn−1 = x, Tn − Tn−1 = t)

= P (Yn > y + u− x+ ct/D0 < u, · · · , Dn−1 < u,Dn−1 = x, Tn − Tn−1 = t, Yn > u− x+ ct)

= P (Yn > y + u− x+ ct/Yn > u− x+ ct) = P (Yn > y) = e−
1
µ
y.

On déduit du théorème 5.4.1 et le lemme 5.4.1, la probabilité de ruine lorsque les coûts

individuels des sinistres (Yk)k≥1 sont i.i.d de loi exponentielle de paramètre 1/µ.

Théorème 5.4.2. [53] Si (Yk)k≥1 est de même loi exponentielle de paramètre 1/µ, alors

la probabilité de ruine ψ(u) sur horizon infini est donnée par

ψ(u) =
λµ

c
exp

{
− (

1

µ
− λ

c
)u
}
. (5.40)

Dans le cas où les coûts individuels (Yk)k≥1 sont i.i.d de même loi du type de Cramér,

c’est-à-dire ∃ t > 0 tel que MX1(t) = E(exp(tX1)) < +∞, alors on a le résultat suivant.

Théorème 5.4.3. [26] La probabilité de ruine sur horizon infini vérifie

ψ(u) ≤ exp{−δu}, (5.41)

où δ est l’unique solution strictement positive de l’équation λ+ ct = λMX1(t).
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En théorie de la ruine, on s’intéresse à des phénomènes qui engendrent des pertes

extrêmes. Les variables aléatoires sous-exponentielles, en particulier à variations régulières,

modélisent les phénomènes type catastrophe naturelle parce qu’il se peut qu’un sinistre met

en danger la solvabilité d’une compagnie d’assurance. Supposons que les coûts individuels

des sinistres (Yk)k≥1 sont i.i.d de distribution sous- exponentielle.

Proposition 5.4.2. [26] Si (Yi)i∈N est de distribution sous-exponentielle, alors les condi-

tions suivantes sont équivalentes

1.
∑N(t)

i=1 Yi est sous-exponentielle.

2. Y est sous-exponentielle.

3. P
(∑N(t)

i=1 Yi > x
)(
P (Y > x)

)−1 →∞, si x→∞.

La proposition 5.4.2 nous permet d’obtenir le comportement asymptotique de la pro-

babilité de ruine lorsque les coûts individuels des sinistres (Yk)k≥1 sont i.i.d et à variation

régulière d’indice α > 1.

Théorème 5.4.4. [26] Si (Yk)k≥1 est à variation régulière d’indice α > 1, alors la proba-

bilité de ruine sur horizon infini vérifie

ψ(u) ∼ λ

γ

∫ ∞
u

P (Y > x)dx ∼ λ

γ

1

α− 1
u1−α, si u→∞. (5.42)

5.4.1 Probabilité de ruine multivariée

Dans certains cas, l’influence du climat, des marchés financiers, de la répression et de

prévention routière, ou d’autres paramètres peuvent avoir un impact sur la fréquence de

sinistres a priori indépendants les uns des autres. Cela correspond à la modulation du

processus d’arrivée des sinistres par un processus représentant l’état de variables d’envi-

ronnement commun aux branches d’activité. Dans d’autres cas, un événement unique peut

induire des sinistres dans plusieurs branches d’activités différentes ; ces branches peuvent

représenter des filiales différentes, des secteurs d’activité différents (assurance santé, habi-

tation, automobile, responsabilité civile) ou encore des activités, différentes ou identiques,

dans différents continents, pays ou régions. Par exemple, pour un accident de voiture, il

faut dans certains cas réparer la voiture ( branche automobile), indemniser et réparer les

dommages causés aux personnes touchées et indemniser le conducteur en cas d’invalidité

ou prendre en charge des frais de santé. Ces considérations mènent à considérer l’évaluation
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conjointe des richesses de d > 1 branches d’activité d’une compagnie d’assurance et donc

d’un processus du risque multivarié (R(t))t≥0 défini comme suit :

R(t) = ub + ct−
N(t)∑
k=1

Yk = ub + ct− St. (5.43)

1. (Yk)k≥1 est une suite de vecteurs aléatoires i.i.d à valeurs dans Rd représentant les

montants des sinistres.

2. (Nt)t≥0 est un processus de Poisson de paramètre λ > 0 modélisant le nombre de

sinistres indépendant de (Yk)k≥1.

3. u est le capital initial.

4. b : b ∈]0, 1]d et b(1) + · · ·+ b(d) = 1.

5. ub détermine l’allocation de capital aux différentes branches ( la branche j dispose

du capital ub(j)).

6. c ∈]0,+∞[d est le taux de cotisation.

Cai et Li [17] ont donné une représentation de concepts principaux de la probabilité de

ruine multivariée.

Définition 5.4.2. La probabilité de ruine ψsum que la somme des richesses des branches

d’activité devienne négative est définie par

ψsum(u) = P
(

inf
t≥0

d∑
j=1

R(j)(t) < 0
)

= P
(

sup
t≥0

( d∑
j=1

(S
(j)
t − c(j)t)

)
> u

)
. (5.44)

La probabilité de ruine ψor qu’au moins une des branches soit ruinée est donnée par :

ψor(u) = P
( d⋃
j=1

(
inf
t≥0

R(j)(t) < 0
))

= P
( d⋃
j=1

(
sup
t≥0

(S
(j)
t − c(j)t) > b(j)u

))
. (5.45)

La probabilité de ruine ψand que toutes les branches soient ruinées, mais pas forcément au

même temps est définie par :

ψand(u) = P
( d⋂
j=1

(
inf
t≥0

R(j)(t) < 0
))

= P
( d⋂
j=1

(
sup
t≥0

(S
(j)
t − c(j)t) > b(j)u

))
. (5.46)

La probabilité de ruine ψsim que toutes les branches d’activité de la compagnie d’assurance

soient dans le rouge à une certaine date est définie par :

ψsim(u) = P (∃t ≥ 0, ∀1 ≤ j ≤ d, R(j)(t) < 0). (5.47)
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Hult et Lindskog [40] ont étudié l’autre probabilité de ruine dans le cas où le transfert

des capitaux entre les branches d’activité d’une compagnie d’assurance est autorisé, c’est-

à-dire une branche d’activité qui se trouve dans une position confortable au regard de sa

solvabilité peut transférer une fraction β ∈ [0, 1] de ses réserves vers d’autres branches

d’activités qui sont en position d’insolvabilité. La compagnie d’assurance tombe en ruine

si la position d’insolvabilité d’une branche d’activité ne sera résolue par le transfert des

capitaux d’autres branches d’activités. L’ensemble de ruine est défini par.

Fβ =
{
x : β

d∑
k=1

(
x(k) ∨ 0

)
< −

d∑
k=1

(
x(k) ∧ 0

)}
,

avec ∨ = min et ∧ = max.

Définition 5.4.3. La probabilité de ruine multivariée ψd,β est définie comme la probabilité

que le processus de risque multivarié (R(t))t≥0 appartient à Fβ.

ψd,β(u) = P (∃t ≥ 0, R(t) ∈ Fβ) = P (∃t ≥ 0, St − ct ∈ ub−Fβ). (5.48)

Remarque 5.5. -

- Pour β = 0, les transferts des capitaux ne sont pas autorisés et donc ψd,0 = ψor.

- Pour β = 1, les transferts sont autorisés sans aucune restriction et ψd,1 = ψsum.

Le résultat suivant est important pour étudier le processus de Poisson composé multi-

varié St =
∑N(t)

k=1 Yk et par conséquent le processus de risque multivarié (R(t))t≥0.

Proposition 5.4.3. [41] Soit (Xk)k≥1 une suite vecteurs aléatoires i.i.d à valeurs dans Rd,

à variation régulière d’indice α > 0 et de mesure limite de Radon µ. Soit N > 0 une variable

aléatoire discrète indépendante de (Xk)k≥1 telle que ∃ε > 0,
∑∞

n=1 P (N = n)(1 + ε)n <∞,

alors
∑N

k=1 Xk est à variation régulière d’indice α > 0 et de mesure limite de Radon

µE(N).

Hutl et Lindskog [40] ont démontré le résultat suivant pour le comportement asympto-

tique de la probabilité de ruine où la suite des montants de sinistres (Yk)k≥1 est à variation

régulière.

Théorème 5.4.5. [40] Supposons que (Yk)k≥1 est à variation régulière d’indice α > 1,

de mesure limite de Radon µ et satisfait w = c/λ− E(Y) ∈]0,+∞[d, alors

ψd,β(u) ∼ uP (|Y| > u)

∫ ∞
0

µ(vw + b−Fβ)dv. (5.49)
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Remarque 5.6. Notons que dans le cas univarié, on a b−Fβ =]1,+∞[. Par conséquent,

on obtient facilement le résultat du théorème 5.4.4 pour le comportement asymptotique de

la probabilité de ruine. En effet

lim
u→∞

ψ(u)

uP (Y > u)
= lim

u→∞

P (supt≥0(St − ct) > u)

uP (Y > u)
=

∫ ∞
0

µ(]vw + 1,∞[)dv

= µ(]1,∞[)

∫ ∞
0

(vw + 1)−αdv =
1

w(α− 1)
.

5.4.2 Probabilité de ruine pour les processus linéaires

Dans cette partie, on étudie le comportement asymptotique de la probabilité de ruine

pour un processus linéaire (Xn)n∈Z définie par

Xn =
+∞∑
j=−∞

ϕn−jεj, (5.50)

où (εn)n∈Z est une suite de variables aléatoires centrées i.i.d. De plus, on suppose que la

suite (εn)n∈Z est à variation régulière d’indice α > 1, c’est-à-dire qu’elle vérifie les conditions

suivantes.

P (|ε| > x) ∼ x−α si x→∞, (5.51)

lim
x→∞

P (ε > x)

P (|ε| > x)
= p et lim

x→∞

P (ε < −x)

P (|ε| > x)
= q, (5.52)

avec 0 < p ≤ 1 et p+ q = 1.

Les coefficients ϕj ne sont pas tous nuls et vérifient la condition suivante :

+∞∑
j=−∞

|jϕj| < ∞. (5.53)

Le théorème suivant est une généralisation du résultat de lemme 3.1.3.

Théorème 5.4.6. [55] Soit (εn)n∈Z une suite de variables aléatoires centrées i.i.d vérifiant

les conditions (5.51) et (5.52). Supposons que les coefficients ϕj vérifient la condition

(5.53), alors la série infinie (5.50) converge p.s et X = X0 est à variation régulière d’indice

α > 1.

P (X > x)

P (|ε| > x)
∼

+∞∑
j=−∞

|ϕj|α[pI{ϕj>0} + qI{ϕj<0}] = ‖ϕ‖αα, si x→∞. (5.54)
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Remarque 5.7. Pour une suite de variables aléatoire (Xn)n∈Z i.i.d de même comportement

de queue que la variable X dans (5.54), on en déduit par le théorème 5.4.4 et le théorème

3.1.1 de Karamata, le comportement asymptotique de la probabilité de ruine comme suit

ψ(u) = P
(

sup
n≥1

(Sn − nµ) > u
)
∼ 1

µ(α− 1)
uP (X > u) ∼ ‖ϕ‖

α
α

α− 1

1

µ
uP (|ε| > u). (5.55)

En raison de la variation régulière de la suite (εn)n∈Z, on s’attend à la réalisation de

l’événement {supn≥1(Sn − nµ) > u} par une grande valeur positive ou une petite valeur

négative de la variable εj. La grande contribution des variables importantes εj à l’état de

la somme partielle Sn du processus (Xn)n∈Z peut être vue de l’expression suivante.

Sn =
n∑
k=1

+∞∑
j=−∞

ϕk−jεj =
+∞∑
j=−∞

εj

n−j∑
k=1−j

ϕk.

Pour les grandes valeurs positives des variables (εn)n∈Z, la contribution de ε+
j à la somme

partielle Sn est multipliée par le facteur
∑n−j

k=1−j ϕk. Lorsque j prend une petite valeur

négative, alors ce facteur est très petit en raison de la condition (5.53). Notons qu’une

seule variable ε+
j n’apporte pas une grande contribution considérable au comportement

des queues des variables du processus (Xn)n∈Z. En effet, la queue P (ε > u) de chaque

variable ε+
j est d’ordre inférieur à celui de ψ(u) dans (5.55), c’est-à-dire la queue P (ε > u)

de ε+
j est moins épaisse. De plus, puisque la marche aléatoire (Sn − nµ)n≥0 est de dérive

négative, alors la contribution de chaque variable ε+
j disparâıtra avec le temps. Il est clair

que, si les petites valeurs négatives de j ne jouent pas un rôle important, alors les variables

importantes de (εn)n∈Z sont celles dont l’indice est très élevé et dans ce cas le facteur

multiplicatif de ε+
j devient

∑n−j
k=−∞ ϕk et la plus grande valeur que peut atteindre ce facteur

est

m+
ϕ = sup

−∞<n<+∞

n∑
k=−∞

ϕk.

On peut appliquer le même raisonnement pour les petites valeurs négatives des variables

de la suite (εn)n∈Z en utilisant la notation suivante.

m−ϕ = sup
−∞<n<+∞

n∑
k=−∞

(−ϕk),

Mikosch et Samorodnitsky [55] montrent que le comportement asymptotique de la proba-
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bilité de ruine ψ(u) lorsque u tend vers l’infini est donné par

ψ(u) = P
(

sup
n≥1

(Sn − nµ) > u
)
∼

∞∑
j=1

(
P (m+

ϕε
+
j > u+ jµ) + P (m−ϕε

−
j > u+ jµ)

)
∼

∫ ∞
1

P (m+
ϕε

+ > u+ yµ)dy +

∫ ∞
1

P (m−ϕε
− > u+ yµ)dy

∼
m+
ϕ

µ

∫ ∞
u

m+
ϕ

P (ε > y)dy +
m−ϕ
µ

∫ ∞
u

m−ϕ

P (ε < −y)dy. (5.56)

De plus, une seule variable εj de la suite (εj)j∈Z ne joue aucun rôle important dans le

comportement asymptotique de la probabilité de ruine ψ(u), alors on peut commencer la

sommation dans (5.56) à n’importe quelle valeur de j. En effet, il est clair que le compor-

tement asymptotique de ψ(u) ne dépend pas de la position du premier terme de la somme

dans (5.56).

Théorème 5.4.7. [55] Soit (Xn)n∈Z un processus linéaire défini par (5.50) et supposons

que (εn)n∈Z satisfait les conditions (5.51) et (5.52) avec α > 1. Supposons que les coeffi-

cients ϕn vérifient la condition (5.53), alors le comportement asymptotique de la probabilité

de ruine ψ(u) lorsque u tend vers l’infini est donné par

ψ(u) = P
(

sup
n≥1

(Sn − nµ) > u
)
∼

[p(m+
ϕ )α + q(m−ϕ )α]

α− 1

1

µ
uP (|ε| > u) (5.57)

∼
[p(m+

ϕ )α + q(m−ϕ )α]

‖ϕ‖αα
1

µ(α− 1)
uP (X > u). (5.58)

Dans le cas où p = 1, c’est-à-dire les queues droites des variables εn sont plus épaisses

que les queues gauches, on a les résultat suivants.

Corollaire 5.4.1. [55] Supposons que p = 1, m+
ϕ > 0 et posons βnj =

∑n−j
i=1−j ϕi, alors

∀k > −∞,

lim
u→∞

P
(

supn≥1

(∑k
j=−∞ εjβnj − nµ

)
> u

)
uP (ε > u)

= 0. (5.59)

Preuve. Il est clair que

pk = P
(

sup
n≥1

( k∑
j=−∞

εjβnj − nµ
)
> u

)
≤ P

( k∑
j=−∞

|εk|
+∞∑
i=1−j

|ϕi| > u
)
.
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On pose ϕ̃ =
∑+∞

j=−∞ |ϕj| < ∞. Du fait que la condition (5.53) est vérifiée, alors par le

théorème 5.4.6, on obtient

lim sup
u→∞

pk
P (ε > u)

≤
k∑

j=−∞

( +∞∑
i=1−j

|ϕi|
)α
≤ ϕ̃α

k∑
j=−∞

+∞∑
i=1−j

[|ϕj|/ϕ̃] <∞.

Ce qui montre le corollaire.

Corollaire 5.4.2. [55] Supposons que p = 1 et m+
ϕ > 0, alors ∀k > 0,

lim
k→∞

lim sup
u→∞

P
(

supn≥1

(
− nµ+

∑∞
j=n+k εjβnj

)
> u

)
uP (ε > u)

= 0. (5.60)

Preuve. Notons que

qk = P
(

sup
n≥1

(
− nµ+

∞∑
j=n+k

εjβnj
)
> u

)
≤

∞∑
n=1

P
( ∞∑
j=n+k

|εj|
n−j∑
i=−∞

|ϕi| > u+ nµ
)

=
∞∑
n=1

P
( ∞∑
j=k

|εj|
−j∑

i=−∞

|ϕi| > u+ nµ
)
.

Du fait que la condition (5.53) est vérifiée, alors ∃c > 0 telle que

qk ≤
∞∑
n=1

P
( ∞∑
j=k

[
|εj| − E|ε1|

] −j∑
i=−∞

|ϕi| > u+ nµ− c
)
.

Par le théorème 5.4.6 et le théorème 3.1.1 de Karamata, on peut vérifier que

lim sup
u→∞

qk
uP (ε > u)

≤ c
−k∑

j=−∞

|jϕj|.

On fait tendre k à l’infini. Ceci montre le corollaire.

5.4.3 Probabilité de ruine pour la solution de l’équation aux
récurrences stochastique

Rappelons que l’équation aux récurrences stochastique admet une unique solution non-

anticipative strictement stationnaire sous les conditions que (bt)n∈Z est à variation régulière

d’indice α > 0 et que (at)n∈Z satisfait la condition E(aα) < 1. En particulier, supposons

que α > 1, alors E(b) < 1, E(a) < 1 et E(X) = E(b)(1 − E(a))−1. Par conséquent, la

loi forte des grands nombre montre que la marche aléatoire
(
(Sn −E(Sn))− nµ

)
n≥0

, avec
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µ > 0, a une dérive négative. Dans ces conditions, Konstantinides et Mikosch [49] ont

étudié le comportement asymptotique de la probabilité de ruine

ψ(u) = P
(

sup
n≥0

(
(Sn − E(Sn))− nµ

)
> u

)
,

lorsque le capital initial u tend vers l’infini et µ > 0.

Théorème 5.4.8. [49] Supposons que les conditions du théorème 5.3.1 sont satisfaites et

xn = nc, avec c > 0 et que la suite (Yn)n∈Z, définie par (5.22), est fortement mélangeante

et ∃γ > α tel que E(Y γ+α) <∞, alors ∀µ > 0, on a

P
(

sup
n≥0

(
(Sn − E(Sn))− nµ

)
> u

)
∼ 1

µ

1

α− 1
E(Y α)uP (b > u) si u→∞. (5.61)

Remarque 5.8. Le résultat du théorème 5.4.8 est identique au résultat du théorème 5.4.4.

En effet, en utilisant le théorème 3.3.4, la relation (5.61) peut être écrite de la manière

suivante

P
(

sup
n≥0

(
(Sn − E(Sn))− nµ

)
> u

)
∼ (1− E(aα))E(Y α)

1

µ

1

α− 1
u1−α si u→∞.(5.62)



Conclusion et Perspectives

Dans ce mémoire, nous avons étudié les équations aux récurrences stochastiques. Nous

avons mis l’accent dans un premier temps sur certaines propriétés concernant l’existence

de la solution non-anticipative strictement stationnaire à savoir : l’ ergodicité, l’existence

des moments de la loi stationnaire etc. Dans un second temps, on a donné les princi-

paux résultats sur la variation régulière de la distribution stationnaire et de distributions

fini -dimensionnelles. Les processus non linéaires de type ARCH et GARCH sont ensuite

étudiées du fait de leur représentation par des équations aux récurrences stochastiques.

La dernière partie du mémoire concerne une application à la théorie de la ruine et plus

précisément au principe des grandes déviations. Le principe des grandes déviations est ap-

pliqué à la probabilité de ruine. La thématique abordée ouvre la voie à de nouvelles pistes

de recherche, entre autres : Il serait intéressant, en utilisant les équations aux récurrences

stochastiques, d’étudier les propriétés de l’estimateur du quasi-maximum de vraisemblance

pour des séries chronologiques conditionnellement hétéroscédastiques (normalité, conver-

gence en probabilité), d’élargir l’étude à certains types de modèles spécifiques comme les

modèles de branchement. Le principe des grandes déviations en théorie de la ruine est

aussi une nouvelle piste de recherches : comme par exemple de déterminer des bornes de

la probabilité de ruine convergent rapidement.
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[6] Berkes, I., Horvàth, L., and Kokoszka, P. (2003a) GARCH processes : structure and

estimation. Bernoulli 9, 201–227.
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