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Introduction générale

L’analyse des séries chronologiques a pour but, la mise en ceuvre et 1’évaluation des
modeles mathématiques adéquats pour la description des phénomenes aléatoires évolutifs
dans le temps. On comprend du modele mathématique une représentation simplifiée d’un
phénomene aléatoire sous étude ; cette représentation est soumise a des hypotheses qui sim-
plifient I’étude de la série chronologique pour un objectif préalablement fixé. L’élaboration
d’un modele mathématique est basé sur des outils mathématiques, c’est-a-dire des méthodes
et des techniques qui sont fondées sur I'observation du phénomene, la mise en ceuvre du
modele correspondant et en terminant par la validation de ce modele. Une fois ce modele est
mis en ceuvre, on peut I'exploiter en vue de résoudre différentes problématiques posées au
préalable. Le modele mathématique le plus utilisé pour représenter une série chronologique
est le processus aléatoire qui s’agit d’une famille de variables aléatoires caractérisées par
une structure de dépendance stochastique et provenant d’une distribution spécifique. La
qualité de la représentation du phénomene aléatoire par un modele mathématique dépend
de ce que la structure de dépendance du processus puisse le mieux prendre la structure de
dépendance du phénomene observé. L’objectif de ce mémoire est I’étude des equations aux
récurrences stochastiques. Les domines d’application de ce type d’équations sont multiples
entre autres : ’économétrie financiere, 'actuariat (modele de risque) etc. Les processus non-
linéaire, en particulier les processus autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques
(ARCH) proposés par Engle [27] portant sur le probleme de modélisation du phénomene
du regroupement de la volatilité caractérisant les séries chronologiques financieres et les
modeles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques généralisés (GARCH) pro-
posés par Bollerslev [12], peuvent étre inclus dans 1’équation aux récurrences stochastique.
Ceci implique que le comportement extrémal de ces processus peut étre étudié via I’étude
de I'équation aux récurrences stochastique et son comportement extrémal. Une question
importante pour I'étude de I’équation aux récurrences stochastique est de trouver des

hypotheses sur les coefficients aléatoires assurant 'existence et 'unicité de la solution



non-anticipative ayant les propriétés suivantes : stationnarité stricte, stationnarité au se-
cond ordre, ergodicité, existence des moments d’ordres supérieurs, ergodicité géométrique,
(B, )-mélange, comportement des queues de la distribution stationnaire et des distribu-
tions fini-dimensionnelles. De nombreux auteurs se sont intéressé a I’étude de 1’équation
aux récurrences stochastique, en particulier Vervaat [74], Brandt [15], Bougerol et Picard
[13] pour 'existence et I'unicité de la solution non-anticipative strictement stationnaire et
ergodique, Goldie [36] et Grey [37] pour le comportement des queues de la distribution sta-
tionnaire de la solution strictement stationnaire, Basrak [5] pour 'ergodicité géométrique
et les propriétés (o, 8)-mélanges, Konstantinides et Mikosch [49] sur les principes de larges
déviations et la probabilité de ruine associés a la solution non-anticipative strictement sta-
tionnaire.

Ce mémoire est composé de 5 chapitres.

Le chapitre 1 présente les concepts théoriques de base : Dans la section 1.1, on présente
quelques propriété des processus aléatoires telles que la stationnarité stricte, la stationnarité
au second ordre, les transformations préservant la mesure de probabilité, I'ergodicité, le
mélange et la régularité. Dans la section 1.2, on présente les chaine de Markov a espace
d’états continu et leurs propriétés telles que l'irréductibilité, 'apériodicité, la récurrence,
la transition, I'existence de mesures invariantes, I’ergodicité, I'ergodicité géométrique et les
propriétés (a, B)-mélanges.

Le chapitre 2 est consacré a 1’étude de 1’équation aux récurrences stochastique : Dans
la section 2.1, on définit I’équation aux récurrence stochastique et les notions de solutions
non-anticipatives et I’exposant de Lyapounov. Dans la section 2.2, on donne les différentes
conditions nécessaires et suffisantes assurant l’existence et 'unicité de la solution non-
anticipative strictement stationnaire et ergodique. Dans la section 2.3, on définit les moment
d’ordres supérieurs de la loi stationnaire. Dans la section 2.4, on donne des conditions
suffisantes assurant 'ergodicité géométrique et les propriétés («, 3)-mélanges de la solution
non-anticipative strictement stationnaire.

Le chapitre 3 présente la variation réguliere de la solution strictement stationnaire
de T’équation aux récurrences stochastique : Dans la section 3.1, on définit la notion de
variation réguliere d’une variable aléatoire et les différentes transformations d’une suite de
variables aléatoires a variations régulieres telles que la somme et le produit. Dans la section
3.2, on prolonge la notion de variation réguliere au cas multidimensionnel. Dans la section
3.3, on appliques les résultats des deux sections précédentes pour étudier le comportement

de la queue de la distribution stationnaire de la solution de 1’équation aux récurrences



stochastique ainsi que le comportement des queues de ses distributions fini-dimensionnelles
et les sommes de ses composantes.

Le chapitre 4 est consacré aux processus ARCH et GARCH. Dans la section 4.1,
on donne les définitions précises des processus ARCH et GARCH. On montre que le
carré du processus ARCH satisfait un modele autorégressif AR et le carré du processus
GARCH satisfait le modele autorégressif moyenne mobile ARM A. Dans la section 4.2, on
donne les conditions nécessaires et suffisantes de stationnarité stricte et de stationnarité
au second ordre du processus GARCH(1,1) qui peut étre écrit sous forme d’équation
aux récurrences stochastique. Sous les conditions de stationnarité stricte du processus
GARCH(1,1), on précise le comportement de ses queues. Dans la section 4.3, on définit
le processus ARC'H (o) et on montre que le processus GARC H (p.q) peut étre écrit sous
forme d'un processus ARCH (o0). Dans la section 4.4, on donne les conditions suffisantes
assurant ’existence des moments d’ordres supérieurs du processus GARCH (p,q) et on
définit le coefficient d’aplatissement (kurtosis). Dans la section 4.5, on montre 'ergodicité
géométrique et les propriétés (o, 5)-mélanges de ces processus.

Dans le chapitre 5, on s’intéresse aux principes de grandes déviations et la probabilité
de ruine. Le principe des grandes déviations concerne le comportement asymptotique des
queues de suites de variables aléatoires et a pour objet I’étude de la vitesse de convergence
vers zéro d’événements rares. Le cas typique est celui de grandes déviations par rapport
a la moyenne dans les théoremes ergodiques. Dans la section 5.2, on définit le principe de
grande déviation dans le cas d’une suite de variables aléatoires i.i.d a variation réguliere
d’indice a et on montre que la probabilité de large déviation dépend de la valeur de a.
Dans la section 5.3, On calcule la probabilité de large déviation de la solution strictement
stationnaire de I’équation aux récurrences stochastique. Dans la section 5.4, on définit les
notions de processus de risque et la probabilité de ruine dans les assurances. On montre
que la probabilité de ruine dépend de la distribution de la suite de variables aléatoires i.i.d
qui modélisent les cotits individuels des sinistres. Finalement, on calcule la probabilité de
ruine pour les processus linéaires et pour la solution strictement stationnaire de 1’équation

aux récurrences stochastique.



Chapitre 1

Outils préliminaires

Pour une meilleure compréhension de notre travail, on donne quelques outils qui seront

nécessaires par la suite.

1.1 Processus aléatoires

Définition 1.1.1. Un processus aléatoire X de domaine d’évolution T défini sur un espace
de probabilité (2, F, P) a valeurs dans ((X,B(X)) est une famille de variables aléatoires
(Xt,t € T), 'é.e.,

X=XnteT): T — D(QF),(X,B(X))
t — X,

avec D((Q, F), (X,B(X))) est l'ensemble des variables aléatoires définies sur (Q, F, P) d
valeurs dans (X,B(X)).

Remarque 1.1.

1. Pour w fixé, la fonction

X(w): T — X
t = X(w,t)=X(w)

définit la trajectoire du processus.

2. Si T et X sont discrets (resp. continus), le processus est dit a temps discret et a

espace d’états discret (resp. & temps continu et a espace d’états continu).
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3. Si T est discret (resp. continu) et X" est continu (resp. discret), le processus est dit a
temps discret et a espace d’états continu (resp. a temps continu et a espace d’états
discret).

Comme pour les vecteurs aléatoires, on peut définir la distribution d’un processus

aléatoire de la facon suivante.

Définition 1.1.2. Pour tout n € N* et pour tout ty,ts,...,t, € T, la distribution fini-

dimensionnelle du processus X = (X;,t € T) est la distribution de toute sous-suite finie
(Xey, Xiyy - -+, Xy,) de X, définie de B(X)®" dans [0,1], i.e.,

Ptithvnthn () : B(X)®n — [07 1]

B o P 8) = Pl (1502 1)

Jj=1

ou B=]]B, €Bx)>"

j=1

La fonction moyenne, la fonction variance et la fonction d’autocovariance de la distri-

bution d’un processus aléatoire sont définies comme suit.

Définition 1.1.3. Soit X = (X,,,n € T)) un processus aléatoire défini sur un espace de
probabilité (0, F, P) a valeurs dans (X, B(X)), alors

1. VteT, u(t) = E(Xy),

2.Vt eT, o*(t) = var(Xy),

3. NY(t,s) € T xT, v(t,s) = cov(Xz, Xs).

1.1.1 Processus strictement stationnaire

La structure de dépendance la plus simple que peut avoir un processus aléatoire est la
propriété d’indépendance stochastique. Cette propriété est adapté aux processus aléatoires
a partir de la propriété d’indépendances d’une suite fini de variables aléatoires. On dit dans
un premier temps qu’un processus aléatoire est stationnaire si la distribution de X; est in-
variante dans le domaine d’évolution T". On peut généraliser cette propriété de stationnarité

marginale a la propriété de stationnarité des distributions fini-dimensionnelles.
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Définition 1.1.4. Un processus aléatoire X = (X4, t € T') défini sur un espace de probabi-
lité (Q, F, P) a valeurs dans (X, B(X)) est dit strictement stationnaire, si

P(Xy, € By,..., Xy, € By) = P(Xy,4n € B1,..., Xt, 40 € By), VB; € B(X), Vt;,heT
avec t; +heT, 1=1,... k.

Maintenant, on définit les transformations préservant la mesure P qui sont liées étroitement

aux processus strictement stationnaires.

Définition 1.1.5. Une transformation préservant la mesure P est une fonction mesurable

T, définie de (Q, F) dans (Q, F), telle que VB € F, P(T"'B) = P(B).

Proposition 1.1.1. [50] Soient T wune transformation préservant la mesure P et X :
Q — R une fonction mesurable, alors on peut définir un processus strictement stationnaire
X = (X,)nen par :

X,(w) = X(T"(w)),Vw € . (1.1)

Soient (£2, F, P) un espace de probabilité et T une transformation préservant la mesure
P. Pour X € LY(Q, F, P), on définit la fonction UX par :

VweQ, UX(w)=X(T(w)).
On s’intéresse au comportement des moyennes empiriques X,, = %(X+ UX+--+U"1X).

Théoréme 1.1.1 (Birkhoff). [50] Soit T wune transformation préservant la mesure P,
alors pour X € LY(Q, F, P), il existe X € L'(Q, F, P) telle que :

1. X, = X ps si n— +oo.

2. UX =X ps.

3. o X(w)dP(w) = [, X(w)dP(w).

Soient T une transformation préservant la mesure P et (X,)nen = (X(T™) _ un pro-

neN
cessus strictement stationnaire ot X € L'(Q2, F, P). Un résultat du théoréme de Birkhoff

est la loi forte des grands nombres.

n—1 n—1
1 ; 1 .
Jam o D U =l D) X =X

Dans le cas ot les variables X, sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d), X
est une constante, X = F(X,,).
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Définition 1.1.6. Soit T une transformation préservant la mesure P, alors

1. Une variable aléatoire X définie sur (Q, F, P) est dite T-invariante, si

2. Un évenement B € F est dit T—invariant, si la fonction indicatrice lg est T-invariante.

3. T est dite ergodique, si chaque fonction mesurable T-invariante est une constante

presque surement.

4. T est ergodique ssi chaque événement T-invariant a une probabilité égale a un ou

2€7r0.

Une autre propriété importante des transformations préservant la mesure P est la

propriété du mélange.
Définition 1.1.7. Une transformation T préservant la mesure P est dite mélangeante si,
VBl,BQ € F, lim P(Bl ﬂTang) = P(Bl)P(BQ)
n—oo

Le mélange implique I'ergodicité. En effet, si B est T-invariant, alors
P(B) = P(BNT "B) = P*(B), ce qui implique que P(B) =0 ou 1.
A partir des définitions précédentes, on peut formuler des définitions correspondantes pour

des processus strictement stationnaires.

Définition 1.1.8. Soit X = (X,,)nez un processus aléatoire strictement stationnaire défini

sur un espace de probabilité (Q, F, P), alors

1. Le processus X = (X, )nez est dit ergodique, si la transformation préservant la mesure

P correspondante est ergodique.

2. Le processus X = (X,)nez est dit mélangeant si la transformation préservant la

mesure P correspondante est mélangeante.

On définit maintenant la notion de la régularité. Pour —oo < k; < ky < 400, soit

.7:,512 C F la plus petite tribu contenant tous les ensembles cylindriques de la forme
C={w:X,,(w) € By,...,X,, (w) € B},
avec ny,...,ng € Z, ky <mnqy,...,ng < ky et By, ..., B, € B(R)

Définition 1.1.9. Un processus strictement stationnaire X = (X, )nez est dit régulier, si

la tribu Ny F*_ contient seulement les événements de mesure 0 et 1.
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Une conséquence importante de la régularité est le lien avec le mélange.

Théoréme 1.1.2. [8] Si le processus strictement stationnaire X = (X,,)nez est régulier,

alors il est mélangeant et par conséquent ergodique.

1.1.2 Processus faiblement stationnaire

La stationnarité stricte exige la connaissance des distributions fini-dimensionnelles du
processus qui ne sont pas toujours connues explicitement. Toutefois, plusieurs propriétés
essentielles du processus aléatoire peuvent étre déduites a partir des deux premiers mo-
ments. La stationnarité de la variance peut étre suffisante pour expliquer la stationnarité

dans la distribution du processus.

Définition 1.1.10. Un processus aléatoire X = (X;,t € T') défini sur un espace de proba-
bilité (2, F, P) a valeurs dans (X,B(X)) est dit faiblement stationnaire, si

1. o*(t) = var(X;) = 0% < 400, Vt €T,

2. ut)=E(Xy) =p, VteT

3. y(t,t+ h) = cov(Xy, Xin) = cov(Xo, Xp), VE,h e T.

Sous des conditions supplémentaires sur le processus faiblement stationnaire, la moyenne

empirique converge vers la moyenne théorique.

Théoréme 1.1.3. [45] Soit X = (X,,)nen un processus faiblement stationnaire non corrélé,
alors .
—(X1 4+ X,) oy E(Xy) m.q : moyenne quadratique.

n
Définition 1.1.11. On dit qu’un processus faiblement stationnaire de fonction d’autoco-
variance y(h) est asymptotiquement non corrélé, si

1 k—1
fin g2 om=o

On a immédiatement le résultat suivant.

Théoréeme 1.1.4. [45] Soit X = (X,,)nen un processus faiblement stationnaire de fonction

d’autocovariance y(h), alors
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Le théoreme 1.1.4 peut se généraliser a des processus faiblement stationnaire quel-

conques, c’est-a-dire méme dans la présence de la corrélation.

Théoréme 1.1.5. [45] Soit X = (X,,)nen un processus faiblement stationnaire défini sur
Uespace de probabilité (0, F, P), alors il existe une variable aléatoire X définie sur le méme

espace de probabilité telle que
lim B X, — X| =0.
n—oo

1.2 Chaines de Markov a espace d’états continu

Une chaine de Markov est un type particulier de processus aléatoires. Les chaines de
Markov a espaces d’états continus est une généralisation des chaines de Markov a espaces

d’états dénombrables.

1.2.1 Noyau de transition et définition d’une chaine de Markov

La définition suivante introduit la notion de noyau de transition sur un espace d’états

continu X
Définition 1.2.1. On appelle noyau de transition ou fonction de transition de Markov,
toute famille P = {P(x,B),z € X, B € B(X)} telle que :

1. Pour tout B € B(X), P(-, B) est une fonction mesurable non négative sur X.

2. Pour chaque x € X, P(x,-) est une mesure de probabilité sur B(X).

Maintenant, on peut définir un processus aléatoire qui vérifie les propriétés marko-

viennes et pour lequel P servira de décrire les lois de transitions en une seule étape.

Théoreme 1.2.1. [54] Pour toute mesure initiale v sur B(X) et pour tout noyau de
transition P = {P(z,B),x € X, B € B(X)}, il existe un processus aléatoire X = (X, )nen

sur Q = XN, B(X)*N-mesurable, et une mesure de probabilité P, sur B(X)*N telle que

VB € B(X)®N, P,(X € B) / 1(d2)P, (X € B|Xo = 2) et V(By)ly: B: C X,

X
]P)/J,(XO € Bo,...,Xn € Bn) :/ / /.L(dxo)P(.fL'o,dl'l)...P($n,1,Bn) (12)
xo€Boy Tpn_1€Bn_1

La définition d’une chaine de Markov homogene repose sur les distributions (1.2).
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Définition 1.2.2. Un processus aléatoire X = (X, )nen est dit une chaine de Markov
homogeéne avec un noyau de transition P et une distribution initiale p, si les distributions

fini-dimensionnelles satisfont (1.2) pour tout n.

Le noyau de transition en n étapes est défini itérativement. On pose P°(z, B) = 6,(B)

ou 6,(B) est la mesure de Dirac définie par

1 sizeB,
0 sinon.

6.(5) = {

Pour n > 1, on écrit

P"(x, B) :/ P(z,dy)P" *(y, B), Vo € X, VB € B(X)
X
Ainsi, le noyau de transition en n étapes est
P ={P"(z,B),x € X,B € B(X)}.

On vérifie que P™(x, B) s’interpréte comme la probabilité conditionnelle de I’événement
{X,, € B} par rapport a Xy = xo.

1.2.2 Irréductibilité et apériodicité

L’irréductibilité signifie qu'une chaine de Markov démarrant d’un état initial Xy = xq,
avec une probabilité positive visite n’importe quel ensemble C' € B(X) de mesure positive.

On définit d’abord quelques éléments essentiels.

Définition 1.2.3. Soit X = (X,,)nen une chaine de Markov et B € B(X), alors

1. Le temps de séjour dans B est :

“+oo
B = E HxneB
n=1

avec g désigne la variable indicatrice d’un évéenement B.

2. La durée moyenne de séjour dans B partant de v € X est donnée par :

+oo
Enp|Xo=1) = an(% B).
n=1
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3. Le temps de premier passage dans B a partir de [instant 1 est donné par :
75 =min{n > 1: X,, € B}.
4. La probabilité de passage dans B partant de v € X :
P(rp < 400Xy = z).
On définit maintenant le concept d’irréductibilité.

Théoréeme 1.2.2. [54] Soit ¢ une mesure non identiquement nulle définie sur (X, B(X)),

on dit que @ est une mesure d’irréductibilité, si

+oo
Vo€ X, VBEB(X), ¢(B)>0 = Y P'(x,B)>0

n=1

On dit alors que la chaine X = (X,,)nen est @-irréductible.

L’existence de la mesure d’irréductibilité maximale est assurée par la proposition sui-

vante.

Proposition 1.2.1. [54] Si X = (X,,)nen est p-irréductible, il existe une mesure v sur
(X,B(X)) telle que :
1. X' = (X,)nen est -irréductible.
2. Pour toute autre mesure ¢’ sur (X,B(X)), X = (X,)nen est ¢ -irréductible si et
seulement si @' est absolument continue par rapport a ¥ (Y = ¢').
3. Sip(A) =0 avec A € B(X), alors Y(A) =0 ou A = {x: P(15 < +o0|Xy = z) > 0}.

La mesure 1 est alors dite mesure d’irréductibilité mazximale.

Pour une chaine de Markov de mesure d’irréductibilité maximale 1, on définit ’en-
semble BT (X) définit par : BT (X) = {B € B(X) : ¢(B) > 0}. L'existence d’une mesure
d’irréductibilité est compatible avec le comportement périodique de la chaine. Dans le cas
ou X est dénombrable et la chaine est irréductible (tous les états communiquent), il suffit
que P(x,z) > 0 pour que la chaine soit apériodique. La définition est moins immédiate

pour un espace d’états continu. On commence a définir la notion de “small set”.

Définition 1.2.4. On appelle v,,-small set tout ensemble C' € B(X) tel qu’il existe un

m > 0 et une mesure non triviale v, sur B(X) tels que :

Ve e C,VB € B(X), P"(x,B) > v,(B).
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Soit C' un vy-small set tel que vy (C') > 0. On considere I'ensemble des entiers n tels
que C' est v,-small set par rapport a la mesure v,, proportionnelle a vy, :

Ec = {n >1:Tensemble C est un v,-small set, avec v, = §,,vy; pour §, > 0}.

Définition 1.2.5. Soient X = (X,,)nen une chaine -irréductible et C € BT(X), alors
p = pgcd(E¢) est dit période de le chaine. Sip =1, la chaine est dite apériodique.

Si 1 € E¢, alors la chaine est dite fortement apériodique.

1.2.3 Chaines récurrentes, chaines transitoires

La classification d'un ensemble B € B(X) dans la classe des ensembles récurrents ou

dans la classe des ensembles transitoires repose sur le temps moyen de séjour dans B.
Définition 1.2.6. Un ensemble B € B(X) est dit :

1. récurrent, siVx € B, Y. % P"(z, B) = 00 ;

2. uniformément transitoire, si AM < 400 t.q Z:{g P"(z,B) < M,Vx € B;

3. transitoire, s’il existe une famille (B,) d’ensembles uniformément transitoires telle

que B=J, B,.

Les chaines de Markov se répartissent en deux classes, a savoir la classe des chaines de

Markov récurrentes et la classe des chalne transitoires.

Théoréme 1.2.3. [54] Supposons que la chaine X = (X, )nen est Y-irréductible, alors
1. La chaine est récurrente ssi 3. >3 P"(v,B) = 0o, Vr € X, VB € BH(X).
2. La chaine est transitoire ssi 3(B,), X = |J,, Bn, 23 P*"(z,B,) < M, < oo, Vx €
X.

Une notion de récurrence un peu plus forte, mais permettant d’obtenir des résultats
également plus forts est celle de Harris-récurrence. Au lieu d’étre fondée sur I'espérance du

temps de séjour, la définition repose sur la probabilité que ce temps de séjour soit infini.

Définition 1.2.7. Soit X = (X,,)nen une chaine de Markov y-irréductible, alors la chaine

est dite Harris-récurrent, si

Ve e X, VB € BT (X), P(np=o0|X,=1x)=1.
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1.2.4 Existence de mesures invariantes

La stabilité la plus forte pour une chaine de Markov est que les variable X, soient
toutes de méme loi, dans ce cas la propriété de Markov assure que les distributions fini-
dimensionnelles de la chaine X = (X,),en sont invariantes par translation dans le temps.

De telles considérations nous meénent & introduire la notion de mesure invariante.

Définition 1.2.8. Une mesure non nulle o-finie m avec la propriété
VB e B(X), n(B) = /W(daz)P(x,B) (1.3)
X
est dite invariante.

Remarque 1.2. Lorsqu’une chaine récurrente admet une mesure invariante finie, on peut
toujours la normaliser pour obtenir une mesure de probabilité invariante et elle représente

dans la pratique la situation de stabilité.

L’existence d’une mesure de probabilité invariante nous mene a définir deux classes

différentes de chalnes de Markov récurrentes.

Définition 1.2.9. Supposons que la chaine X = (X, )nen est Y-irréductible et récurrente,

alors
1. La chaine est dite positive, si elle admet une mesure de probabilité invariante.
2. La chaine est dite nulle, si elle n’admet pas une telle mesure.

St une chaine récurrente positive est Harris-récurrente, on dit que la chaine est Harris

positive.

En général la chaine de Markov n’est pas strictement stationnaire. Néanmoins, si on fixe
une distribution initiale invariante, la chaine de Markov devient un processus strictement

stationnaire. Soit u une mesure de probabilité initiale invariante telle que :

u(B) = [ udo)Pla,B) = B,(Xi € B)

= [ ([ wanPy.a0) Pz 1)
= [ wtay) | PP )

= /Xu(dy)PQ(y, B)

_ / u(dy)P"(y, B) = P,(X,, € B), ¥n € N, ¥B € B(X).
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En utilisant la propriété de Markov, cela est équivalent a la stationnarité stricte de la

chaine et u sa loi stationnaire. En effet,

]P),u(Xn & Bo, - aXn—i-k - Bk) = / / d.l?o) (ZU(), dl’l) P(xk_l, Bk)
IOGBO Tk 1€BK_1

= X()EBO,.. XkEBk) Vn >0, Vk > 0.

Inversement si X = (X, ),en est une chaine de Markov strictement stationnaire, X, et X;
ont la méme loi, alors VB € B(X), w(B) = [, p(dz)P(x, B), ot pu désigne la distribution

initiale. On a donc la proposition suivante.

Proposition 1.2.2. [54] La chaine de Markov X = (X,,)nen est strictement stationnaire

st et seulement si sa distribution initiale est invariante.

Les mesures de probabilités invariantes sont aussi importantes pour définir le comporte-
ment a long terme ou le comportement ergodique de la chaine. Pour comprendre pourquoi
ceci est plausible, considérant P, (X,, € -) pour n’'importe quelle mesure initiale z. Si une
mesure de probabilité limite 7, existe sur 'espace des mesures de probabilités telle que :
VB € B(X),P,(X, € B) = 7,(B) si n — oo, alors

Y(B) = lim [ u(de)P"(z,B)

n—oo X

= lim X,u(dx)/XP”_l(x,dy)P(y,B)

n—oo

- /X P(y,B) lim | p(dz)P" *(z,dy)

= /Xw(dy)P(y, B),

donc 7, est une mesure de probabilité invariante. De plus, s’il y a une unique mesure
de probabilité invariante, alors s’il existe une mesure de probabilité limite ~,, elle est

indépendante de p.

1.2.5 Ergodicité, Ergodicité géométrique

Si on commence la chaine de Markov par n’importe quelle distribution de probabilité
initiale p sur X', on se demande si la distribution de X, converge vers une distribution de
probabilité invariante 7. On a déja vu que I'existence d’une mesure de probabilité invariante

est une condition nécessaire pour qu’'une telle convergence ait lieu.
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Définition 1.2.10. Soit G = {g : X — R, |g(z)| < 1} l'ensemble des fonctions mesu-

rables, alors la norme en variation totale d’une mesure pu est définie par

lul = sup /X u(dz)g(z). (1.4)

geg

Pour les chaines de Markov récurrentes positives, la convergence de la distribution de

X, vers la distribution invariante 7w est assurée en utilisant la norme en variation totale.

Théoréeme 1.2.4. [59] Si X = (X,,)nen est une chaine de Markov Harris-récurrente posi-

tive, fortement apériodique de mesure invariante w, alors pour toute mesure initiale
[ / Pz, )u(de) —7()]| =0 si n— oo
X
et la chaine est dite ergodique.

Si une telle convergence par rapport a la norme en variation totale se produit avec un
taux géométrique fixe, on dit que la chaine de Markov est géométriquement ergodique. En

d’autres termes, ceci signifie qu’il existe un p, 0 < p < 1 tel que
Vee X, p"||P"(z,:) —7()|| >0 si n— o0 (1.5)

Afin d’énoncer des résultats sur I'ergodicité géométrique, on définit les notions de chaine
de Feller et de T- chaine.

Définition 1.2.11. [67] Une chaine de Markov X = (X,,)nen est dite une chaine de Feller,

si pour toute fonction f continue et bornée sur X,
E(f(X1)|Xo=x) est continue surX.

Le théoreme suivant donne les conditions suffisantes pour que la chaine de Feller soit

géométriquement ergodique.

Théoreme 1.2.5. [5] Supposons que X = (X, )nen est une chaine de Feller telle que :
1. La chaine est p-irréductible pour une certaine mesure d’irréductibilité ¢ sur (X, B(X)).

2. Ils existent un compact C' € B(X) avec p(C) > 0 et une fonction f: X — [0, +oo]

tels que :

flz)>1, Ve e C, (1.6)

36 >0, BE(f(X)|Xo=2) < (1-96)f(x), Vz € C°, (1.7)
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alors la chaine est géométriquement ergodique.

Définition 1.2.12. La fonction f : X — R est dite semi-continue inférieurement, si
Ve e R, {z: h(x) > c} est un ouvert.

Définition 1.2.13. S’ils existent une application T : X x B(X) — [0,+o00| et une distri-

bution de probabilité a = (a(n)) sur N telles que :
1. T(-, B) est semi-continue inférieurement, VB € B(X),

2. T(x,-) est une mesure sur B(X),
3. K,(z,B) = +§P"(x, B)a(n) > T(z,B),Vx € X,VB € B(X),

alors la chaine (X:S:LGN est dite T-chaine et T est dite un composant continu de K,(z, B).
Le résultat suivant donne la propriété de la T-chaine.

Théoréme 1.2.6. [54] Si X = (X,)nen est @-irréductible T-chaine, alors chaque compact

est un small set.

On donne maintenant des conditions suffisantes de I'ergodicité géométrique pour une
chaine de Markov 7T-chaine.
Théoréme 1.2.7. [67] Soit X = (X,,)nen une chaine de Markov telle que :
1. La chaine est p-irréductible pour une certaine mesure d’irréductibilité ¢ sur (X, B(X)),
2. La chaine est apériodique T-chaine,
3. lls existent un small set (un compact) C' € BT(X), un entier m > 1 et une fonction

continue f : X — [0, +oo] tels que :

E(f(Xism| X = 7)) < { <b1 - B)f(x) -8, :;"gg

avec >0 et b>0,

alors la chaine est géométriquement ergodique. De plus F (f(Xn)) est fini, ou E, désigne

l’espérance mathématique prise sous la distribution stationnaire m.

L’ergodicité géométrique implique que la chaine (X,),en est géométriquement S-mélangeante

et par conséquent géométriquement fortement mélangeante.
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Définition 1.2.14. Soit X = (X,)nez un processus strictement stationnaire, alors les
coefficients -mélanges sont donnés par :

Ba(k) = E( sw [P(BIF.) -~ P(B))) (18)

BeF, >
avec F® =0(Xp, Xpy1,...) et Fooo=0(..,X 1,Xp)
Le processus est dit 3-mélangeant, si klim Bx(k) =0
—00

Les coefficients a-mélange d’un processus strictement stationnaire (X, ),ez sont donnés

par la définition suivante.

Définition 1.2.15. Soit X = (X,)nez un processus strictement stationnaire, alors les
coefficients a-mélange sont donnés par :
ax(k) = sup |P(AN B) — P(A)P(B). (1.9)
AeFl  ,BeFk

Le processus X est dit a-mélange (ou fortement mélangeant), si klim ax(k) =0.
—00

Remarque 1.3. Notons que ax(k) < fx(k) et si un processus strictement stationnaire et

f-mélangeant, alors il est a-mélangeant.

Les coefficient - mélange pour une chaine de Markov ergodique sont donnés par le

théoréme suivant.

Théoréme 1.2.8. [67] Pour une chaine de Markov ergodique de distribution invariante

Bu(k) = /X |PA(z, ) — ()| n(dz)

Notons que dans (1.5), le taux p peut étre choisi indépendamment de ’état initial x, par
conséquent Sx (k) = O(p") si (1.5) est vérifiée. La chaine est stationnaire et géométriquement
ergodique, par conséquent la chaine est géométriquement [S-mélangeante.

Le résultat suivant donne les conditions suffisantes du théoreme central limite pour un

processus strictement stationnaire et fortement mélangeant.
Théoréeme 1.2.9. [44] Soit (X, )nez un processus centré strictement stationnaire et forte-

ment mélangeant. Supposons que 35 > 0 tel que E(|X,|*T°) < oo et Z(ax(k))‘s/@”) < 00,

k=0
alors

o’ = E(X7)+2) BE(X1X,) < o0

n=2

et =128, B N(0,0?).



Chapitre 2

Equations aux récurrences
stochastiques

2.1 Définition du modele

On consideére un espace vectoriel RY muni de la norme euclidienne notée | - | et My(R)
I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre d muni d’'une norme euclidienne matricielle
notée || - ||.

Pour tout z € R%, on a :

Pour toute matrice a € My(R), on a :
la]l = sup{Jaz| : 2 € R, || = 1}

Soient (2, F, P) un espace de probabilité et ((ay, b,))nez une suite de variables aléatoires
i.i.d, ou a, est une matrice aléatoire a valeurs dans My(R) et b, un vecteur aléatoire a

valeurs dans R?.

On définit maintenant ’équation aux récurrences stochastique.

Définition 2.1.1. On dit qu’un processus aléatoire (X, )nez défini sur un espace de proba-
bilité (0, F, P) a valeurs dans R? satisfait ou est une solution de l’équation aux récurrences
stochastiques, s’il existe une suite de variables aléatoires ((an,bp))nez i.i.d définie sur le

méme espace de probabilité a valeurs dans My(R) x R? telle que

Xps1 = anXn+bn, n€Z. (2.1)

20
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Il est clair que 1’équation (2.1) définit un processus autorégressif avec des coefficients
qui sont des matrices aléatoires. Dans le cas particulier ou les matrices aléatoires a,, sont
déterministes, (X,)nez est un processus autorégressif d’ordre 1, AR(1). Par conséquent,
les processus aléatoires satisfaisant 1’équation aux récurrences stochastique (2.1) sont dits
processus autorégressifs généralisés.

Il serait intéressant de voir pour quelles conditions sur ((an, b,))nez, la solution non-

anticipative strictement stationnaire de 1’équation (2.1) existe.

Définition 2.1.2. Une solution non-anticipative de l’équation aux récurrences stochastique

(2.1) est un processus aléatoire (X, )nez tel que
Vhe N, X,, et (anin,bnsn) sont indépendants,

ou encore si
Xn = f((anfh bnfl)y (an727 ban)a s )
Avant qu’on puisse formuler les résultats sur ’existence d’une telle solution, on définit

la notion d’exposant de Lyapounov.

Définition 2.1.3. Pour une suite (a,)nen de matrices aléatoires i.i.d, la constante
1
v = inf{—=Floglla;...a,|,n € N} (2.2)
n
est dite exposant de Lyapounov.

Remarque 2.1.
1. L’exposant de Lyapounov ne dépend pas de la norme choisie.

2. Supposons que la partie positive du logarithme de ag est intégrable, E log™ ||ag|| < oo,
alors une application du théoreme ergodique subadditif de Kingman [47] ou des

résultats de Furstenberg et Kesten [32] donnent
1
v = lim —loglla;...a,|, p.s (2.3)
n—oo N

Une autre définition de I'exposant de Lyapounov est basée sur I’ensemble des vecteurs
positifs dans R? de norme égale & 1 et I'ensemble des matrices positives dans My(R). Soit

S9! une sphere dans RY de rayon 1 et S, 'ensemble de ses éléments positifs.

STl ={zecR?: |z| =1}, S;={zcS™':2>0}
Si la condition E(log™ ||a,||) < oo est satisfaite, alors

1 1
v= lim —loglla;...a,|| = lim —log|za; ...a,|
n—oo 1 n—0oo 1}
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2.2 Solution stationnaire

Dans cette partie, on décrit des résultats généraux sur les équations aux récurrences
stochastique. Premierement, on étudie les équations aux récurrences stochastiques multi-
dimensionnelles. Apres qu’on ait défini 'exposant de Lyapounov, on donne les conditions
suffisantes sur ((an,bn))nez pour lexistence d’une solution non-anticipative strictement

stationnaire pour 1’équation aux récurrences stochastique (2.1).

Théoréme 2.2.1. [15] Supposons que E(log™ |bo|) < oo, E(log™ |lag|]) < oo. Si vy < 0,

alors
Xn = Z (Han,j)bn,m,1 (24)
m=0  j=1

converge presque surement et le processus (X, )nez est l'unique solution non-anticipative

strictement stationnaire et ergodique de (2.1).

Preuve. Soit X une variable initiale a I'instant n = 0. Apres n itérations dans I’équation
(2.1), on obtient

X, (X) = ni (ﬁan_j>bn_m_l + < ﬁ an_m>X.

Considérons la norme du terme général de la série du coté droit de (2.4).
1
|@p_1 .. Gy bp—m—1| = €xp (m— log |an_1 ... Gnm bn_m_1|>
m
Comme 1og |ap_1 ... Gp_pm bp—m—1| <log ||an_1...an_m| +10g|by—m_1|, alors
1 +
|@n_1 . Ay bym1| < exp (m(E log ||an—1 ... an_m| + log |bn,m,1\)>
En utilisant la condition Elog™ |b,| < oo et la loi forte des grands nombres, il est clair que
Elog" |by_m_1]/m 220, si m— .

De plus, par la loi forte des grands nombres, on a

1 1< . .
Elog lan—1 ... an_m| < p” jz_;log lan_;]| 23, si m — oo
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Par conséquent,
exp (m(iilogﬂa -||+ilog+|b 1|)> 220 si o m— oo
m4 1 n—j m n—m—
J:

donc |a,_1 ... Gp—m by—m—1| converge presque sirement vers zéro et par conséquent la série
(2.4) converge absolument presque sturement.

Maintenant, on montre que | X, (X) — X,,| converge presque surement vers 0. En effet,

%00 =Xl = |3 (T ow e + (LT o)X =32 (T i)bus
= | = Z ( § An—j)bn—m—1 + ( H an_m)X‘
= [(TT an-m) (=X + X)| < (TT Ham-al) (1ol + 1XD). (2.5)

Par la loi forte des grands nombres, on en déduit que

H |am—_1] = exp <n(% Z log ||am,1\|)) 220 si n— oo
m=1 m=1

Par conséquent, ’Xn(X ) — Xn| converge presque siirement vers 0.
La solution (2.4) est strictement stationnaire. En effet, (a,, by) L (Qntiybpyi), Vi € Z,
ou 2 désigne 1'égalité en distribution, alors le décalage dans les indices de a,, et b, de la

série infinie (2.4) implique le décalage dans X,,, ce qui signifie que X, 41 2 X,
Considérons I’équation aux récurrences stochastique (2.1) pour n € N, c’est-a-dire
X1 = apX,+0b,, neN, X, e R (2.6)

La solution unique étant donné une variable initiale X, s’écrit

n—1

X, = (ﬁ am>Xo + ”Zl ( H aj>bm. (2.7)

m=0 j=m+1

Notons que pout tout n € N,
D
(X(), (ak, bk)ogkgn—1) = (X07 (@p—k—1, bn—k—l)ogkgn—1>,

ceci implique que
n—1 n—1 m
Xn 2 ( H CLm>X0 + Z <Haj,1)bm.
m=0 m=0  j=1

Les propriétés de la solution (2.7) sont données par le résultat suivant.
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Théoréme 2.2.2. [74] Soit (X,)nen définie par (2.7). Supposons que E(log™ |b,|) < oo,
E(log™ ||ag||) < oo et v <0, alors

1. X, DX s on— 0o, X satisfait [’équation stochastique
XZ2aX+b Xet (a,b) sont indépendantes. (2.8)

2. X est donnée par :

X = i(f{aﬂ)bm, (2.9)

ot le coté droit converge presque surement.

3. Si on choisit Xo 2 X comme dans (2.9), alors le processus (X, )nen défini par (2.7)

est strictement stationnaire.

Supposons que (X,)nen est une solution non-anticipative strictement stationnaire de
(2.6), alors il est clair que (X, (4, by))nen est strictement stationnaire. Ce processus peut
étre prolongé au processus strictement stationnaire (X, (an, b,))nez qui vérifie I’équation

aux récurrences stochastique
Xni1 = ap X, + by, p.s. Vn € Z,

et le processus (X, ),ez est I'unique solution stationnaire de cette équation.

Remarque 2.2. On peut remplacer la condition E(log™ |by|) < co par une condition plus
faible E(|bg|?) < oo pour B > 0. Notons que I'exposant de Lyapounov de (a,)nez est

inférieur a zéro des que E(log||ag||) < 0 (prenant n = 1 dans la définition 2.1.3).

Définition 2.2.1. Soit a = (a;;)1<ij<d €t b = (bij)1<i j<a deur matrices de My(R), alors le
produit de Kronecker noté @ de a et b est une matrice carrée d’ordre d* qui s’écrit comme

suit :
anb s Gldb

a®b= :
adlb addb

Définition 2.2.2. Soit a € My(R) une matrice inversible. On appelle valeur propre de a
tout A € C tel qu’il existe x € C, x # 0 tel que axr = Ax. On appelle rayon spectral de a la
quantité p(a) = max{|A| : A € C, X valeur propre de a}

On a aussi une autre condition assurant la négativité de 'exposant de Lyapounov.
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Proposition 2.2.1. [24] Si le rayon spectral de la matrice E(a; ® *ay) est de module

strictement inférieur a 1, alors l’exposant de Lyapounov est négatif.

Preuve. De la remarque 2.1, v ne dépend pas de la norme matricielle. On considere les
matrices aq, . .. a, comme des matrices constantes dans R%*?¢ muni de la norme euclidienne

| - |]. On a alors

lal|* = ZZ a;; = trace(a‘a)

j=1 =1

On pose S, =a; X -+ X a, et F, = E(S,'S,). On a alors

Fn+1 = E<Sn+1 tSnJrl)
= E(an—i-l Sn tSn tan—‘rl)
= E(an+1 E(Sn tSn) tan-l—l)

grace a 'indépendance de S, et a,,1. Ainsi, on a la relation suivante
Fn+1 =TF,

ot T est définie de R dans R4 qui associe a chaque matrice A la matrice E(a; A'tay).

En particulier, on a

Ellay ...a,|” Ellay .. a1]|3xq
— trace(Fn) = trace(T” ])

< &p(T)",

ou I est la matrice identité. Il est clair que deés que p(T') est strictement inférieur a 1,
I'exposant de Lyapounov est négatif. Soit maintenant E;; la matrice dont tous ses élément
sont nuls sauf I'élément (e; ;) qui vaut 1, alors dans la base (E11, Eyo, ... Eo1, Eso, ... Eqq)
de R4 T g'écrit comme F(a; @' ay). Cette condition ainsi que E(log™ ||bo]|) < oo assurent

I’existence d’une solution non-anticipative strictement stationnaire

Les conditions du théoreme 2.2.1 sont simples dans le cas d’une équation aux récurrence

stochastiques unidimensionnelle puisque

1
7 =—B(logla...an]) = ZE log |a;|) = E(logas])
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On donne maintenant les conditions suffisantes pour l'existence d’une solution non-

anticipative strictement stationnaire pour I’équation aux récurrences stochastique suivante
Xps1 = apnX,+by, n€Z, X, €R, (2.10)
ol ((an,by))nez est une suite de couples de variables aléatoires i.i.d & valeurs dans R?.

Théoréme 2.2.3. [15] Si une des conditions, —oo < E(log|ag|) < 0 et E(log™ |by]) < oo
ou P(ag = 0) > 0 est vérifiée, alors la série infinie (2.4) converge presque sirement et le

processus (X, )nez est unique solution non-anticipative strictement stationnaire de (2.10).

Preuve. Pour la premiere condition, la preuve de la convergence de la série (2.4) est
similaire & celle dans le cas d > 1. Si P(ag = 0) > 0, la série (2.4) a seulement un nombre
fini de termes non nuls, ainsi la série converge presque strement. De plus [ _, |am—1| =0
presque surement lorsque n est suffisamment grand. Ceci et 'inégalité dans (2.5) impliquent
que | X, (X) = X, 220 si n— oo

On montre maintenant que si P(ag = 0) > 0 est satisfaite, le processus (X,,)nez défini par
(2.4) est I'unique solution non-anticipative strictement stationnaire pour 1’équation (2.10).
En effet, si (X,)nez est une autre solution pour (2.10), alors par I'inégalité triangulaire, on
en déduit que

|X;L_Xn| = |an—1|"X/

n—1

- Xn—l‘

k
/
= ‘ HGN—j| ' |Xn—k - n—k|
j=1

IN

k k
T @ni] - 15l + [ T ] anmi| - 1 Xl
J=1 j=1

Du fait que P(ap = 0) > 0 et la série (2.4) contient un nombre fini de termes non nuls,
on en déduit que H?Zl la,_j| 250 si k — oo. De plus, comme (X)nez et (X, )nez sont

strictement stationnaires, alors
k k
‘Han_j{ X L B0 et ‘Ha”—jl Xk B30 si k= o0
j=1 j=1

Par conséquent, Vn € 7Z, X;l = X,, p-s, c'est-a-dire (X,,)nez est 'unique solution non-

anticipative strictement stationnaire de (2.10).
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Soit (X, )nen un processus aléatoire satisfaisant 1’équation aux récurrences stochastique

(2.6). On définit un processus (Y% )ren par :
Y. = XMk> k e N, M > 1. (211)

Il est intéressant de vérifier si le processus (Yj)ren satisfait I’équation aux récurrences

stochastique.

Proposition 2.2.2. [69] Soit (X,,)nen un processus aléatoire satisfaisant ’équation aux
récurrences stochastique (2.6), alors le processus (Yi)ren satisfait I’équation auz récurrences

stochastique suivante.
Y = alYe1+0b), k>1 (2.12)

ot ((a,z;’, b,z’q’))k>1 est une suite de couples de variables aléatoires i.i.d définie par.

M
af = [Jasmn-s (2.13)
=1

et

M-1 J
b% = Z (HaMk_i>ka_j_1 (214)
j=0 i=1
Preuve. On fixe M > 1.

Xur = amp—1Xmk—1 + bark—1
= amp—1(apr—2Xnk—2 + byr—2) + bark—1

= apmk—10ME—2XME—2 + Aprk—1bak—2 + Dark—1

= AMEk—1 - OMEk—MXMEk—M + AME—1 - - - Apk—(M—1)0nik—nr + -+ + ank—1bpe—2 + Dare—1

M M-1 j
= (H aMkfi)XM(kfl) + Z (H CLMkﬂ') bark—j—1
i=1 j=0 =1
Xur = ajXnmp-1) + by,

Par définition, on a Y1 = Xp4—1), donc I’équation aux récurrences stochastique (2.12)
est vérifiée. Il est clair que ((af,a})),., forme une suite de variables aléatoires 4.i.d. On
vérifie facilement que (aj_,,a},,) et (a},a]) n’ont pas des termes communs. En effet,

M
y _ _
apy1 = H AN (k+1)—i — AME+M-10OME+M~2 - - - AME-
i=1
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: S Y A4Fns - y Yo
Par comparaison a aj défini par (2.13), on vérifie que aj, 41 et ap n'ont pas des termes

communs.
M-—1 J
Y _
bey1 = E:(HaMwH)—z’)bM(kH)—j—l
j=0 i=1

= bmrsm—1 + ankrm—10nksv—2 + 0 Ok M—1OME+M—2 - - - AMk+100E-

Par comparaison a b], défini par (2.14), on vérifie que b}, et b, n’ont pas des termes com-

muns. Par conséquent, on a vérifié que (a}, aj) et (a},a}) n'ont pas des termes communs.

Le résultat suivante donne les conditions suffisantes pour que ’équation aux récurrences

stochastique (2.12) admet une unique solution non-anticipative strictement stationnaire.

Corollaire 2.2.1. [69] Supposons que E(log||a;||t) < oo, E(log™ |b]]) < oo et 'exposant
de Lyapounov est négatif (v < 0), alors la série définie par

o)

Yy = Z(ﬁag)b? (2.15)

converge presque sturement et I’équation (2.12) a une unique solution non-anticipative stric-

tement stationnaire qui vérifie

I

Vi 2 v, k>1 (2.16)

Dans le cas ou d = 1, on a le résultat suivant.

Corollaire 2.2.2. [69] Si une des conditions, —oo < E(log|a;]) < 0 et E(log™ [bY]) < oo
ou P(ay = 0) > 0 est satisfaite, alors la série définie par (2.15) converge presque sturement
et l’équation auzr récurrences stochastique (2.12) a une unique solution non-anticipative

strictement stationnaire donnée par (2.16).

Notons qu’on peut associer a I’équation aux récurrences stochastique (2.6) une chaine
de Markov. En effet, si on pose X = z, alors a 'instant n la chaine sera a 1’état X,,.

Par conséquent, la chaine (X, ),en est une solution de I’équation (2.6) de noyau de transition
P = {P(x,B) = P,(apx + by € B), v € R?, B € B(R)**}
et de distribution invariante

~(B) = /R P(, Byn(dr), VB € BR)*.
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La solution non-anticipative strictement stationnaire de I’équation aux récurrences stochas-
tique (2.6) est équivalente a la distribution invariante d’une chaine de Markov. En effet,
soit (X,)nen une solution non-anticipative strictement stationnaire de ’équation (2.6) de

loi stationnaire m, alors Xy et indépendante de ((ay,, b,))n>1 €t

m(B) = P(X, € B) = P(agXo + by € B)

= / }P’(aox + bO S B)dPXo(x)
= /Rd P(z, B)m(dx)

Inversement, soit m une distribution invariante, 7(B) = [, P(x, B)m(dx), on considére une
variable aléatoire X indépendante de ((ay,,b,),n > 1) de loi 7.

Pour n > 1, on pose X,, = a,_1X,_1 + by_1, ainsi (X,,)nen est une chaine de Markov
de noyau de transition P. Comme la loi 7 de X est invariante, alors (X, )nen est stricte-
ment stationnaire et est une solution non-anticipative strictement stationnaire de I’équation

(2.6). Par prolongement, elle est solution de 'équation (2.1).

Notons que l'inverse du théoreme 2.2.1 n’est pas toujours vrai, en d’autres termes si
I'équation aux récurrences stochastiques (2.1) admet une solution non-anticipative stric-
tement stationnaire, ’exposant de Lyapounov n’est pas forcement négatif. Néanmoins, la
condition d’irréductibilité de I'’équation aux récurrences stochastique semble une condi-
tion suffisante pour que l'inverse du théoreme 2.2.1 soit vrai. Rappelons la définition d’un

sous-espace vectoriel affine sur laquelle repose la notion d’irréductibilité de 'équation (2.1).

Définition 2.2.3. Un sous-espace vectoriel H C R? est dit affine, s’il existe un vecteur

x9 € R? et un sous espace vectoriel € C RY tels que H = xo + &

On donne maintenant la condition suffisante pour l'irréductibilité de 1’équation aux

récurrences stochastique (2.1).

Définition 2.2.4. Un sous-espace vectoriel H C R? est dit invariant sous [’équation (2.1),
s1
{apxr +by, v e H}CH p.s

L’équation auz récurrences stochastique (2.1) est dite irréductible, si l’espace vectoriel R?

est le seul sous-espace vectoriel affine invariant sous l’équation (2.1).
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Proposition 2.2.3. Soient m une distribution invariante et H un sous-espace vectoriel
affine minimal de RY contenant une solution de 'équation aux récurrences stochastique
(2.1) tel que m(H) = 1, alors H est invariant sous l’équation (2.1).

Preuve. Soit (X,,,n € Z) une solution non-anticipative strictement stationnaire de I’équation

aux récurrences stochastique (2.1) appartenant a H,

T(H) = 1=P(X, € H)
= HD((I()XO + b() S H)

= E(/Rd Iy (apz + bo)w(dac)>.

Si L ={reR: aux +by € H p.s}, alors 7(L) = 1 et le sous-espace vectoriel affine
LN H est tel que 7(L NH) = 1. Par minimalité de H, on a H C L. Ceci montre que
{apx + by : x € H} CH p.s. Par conséquent, H est invariant.

Définition 2.2.5. Une application affine f est une fonction définie de R dans R par :
VeeR, f(z)=ax+b aveca,beR

Sous la condition d’irréductibilité de '’équation aux récurrences stochastique (2.1), le
premier résultat qui n’exige aucune condition sur ’espérance du logarithme de ag et de b

est le théoreme du Bougerol et Picard [13].

Théoréme 2.2.4. [13] Supposons que l’équation auzx récurrences stochastique (2.1) est

wrréductible et admet une solution non-anticipative strictement stationnaire, alors

k
1. <Han_i>50 stk — o0

i=1
2. La série (2.4) converge p.s et le processus (X, )nez €St 'unique solution non-anticipative

strictement stationnaire de l’équation auz récurrences stochastique (2.1).
Preuve. Soit G un espace vectoriel d’applications affines définies de R? dans R? par :
Vo € R g(z) =ax+b aveca € My(R), b€ R?

On a dim(G) = d(d + 1) et il existe une bijection entre G et My(R) x R?

On munit G par une loi de composition interne noté o définie comme suit :

Vf,g€G/ f(x)=ax+b, gx) =cr+d,
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on a (fog)(z) =alcx +d)+b=acx+ad+b
Par conséquent, G est un groupe semi-topologique. Soient F;, et I',, deux ensembles d’ap-

plications affines aléatoires définies par :
Fo(2)=ap124+byy, c€R neZ

et
I'n=F,0F,_10...0F,_;

Soit i laloi de F,, puy laloide 'y et v = ;;’B 27%=1/;, qui sont des mesures de probabilités
sur G. Notons par S, le support de v qui est un sous-groupe semi-topologique de G.

Par hypothese, 1’équation aux récurrences stochastique (2.1) est irréductible et qu’elle a
une solution non-anticipative strictement stationnaire. Par conséquent, on déduit de la
proposition 2.2.3 qu’elle existe une distribution invariante m qui n’est pas portée par un
sous-espace vectoriel affine .

T est p-invariante, c’est-a-dire 7(B) = [ p(z, B)n(dz), VB € B(R?). Par conséquent, il
existe un sous-ensemble 2y de €2 tel que P(£2y) = 1 et tel que Vw € €, il existe une mesure
de probabilité 7, sur B(RY) qui vérifie les propriétés suivantes :

Pour toute fonction bornée et continue ¢ : R = R, on a :

lim o(T¥(z)) 7(dz) = /Rd o(z)m,(dx) (2.17)

n—-+00 R4

et Vg € G,

lim (T2 og)(x)) m(dzx) = /Rd o(z)m,(dr) (2.18)

n—-4o0o Rd

Soit H,, un sous-espace vectoriel affine minimal de R? tel que
m(H,) = 1.

Comme, la distribution invariante m n’est pas portée par un sous-espace vectoriel affine,
alors Vw € €, on a :
— La suite (I'Y),en est bornée sur 'espace vectoriel affine G.

— Pour I'Y,, la limite de la suite (I';)nen, on a
1. L’ensemble {T' o f, f € S} est borné.
2.VfeS, T9of)(RY) =TY(RY) =H,,.
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En effet, soit w € Qg et supposons que la suite (I'“),cy n’est pas bornée, alors on peut

trouver une sous-suite (n;);en et une application affine T'“ telles que :

lim [TY | =400
i——+00 v
et
Fw
lim —/~ =T1¥
i%+m‘rg
nl
avec | - | désigne la norme euclidienne sur I’espace vectoriel G.

Soient H = {x € R%;T¥(z) = 0} et » : R? — R une fonction continue.

Si x n’est pas dans H, alors

Iy (2)] = 400 et (% (z)) -0 si i — +oo

ng

Ceci implique que

i [ (T (@) wldr) = tim | T(e) o (T () ()

En utilisant (2.17), on obtient

‘/Rd o() Ww(dl')’ < m(H) sup |p(z)]

rER4

avec 7, est une mesure de probabilité et w(H) = 1.
Puisque 7 n’est pas portée par un sous-espace vectoriel affine, alors H est égal a R%. on a
aussi 'Y = 0 qui contredit [['“| = 1. Par conséquent, la suite (I'),en est bornée.

Soit maintenant I la limite de la suite (I'),cn, alors par (2.18) on en déduit que

Vfes, /Rd go((ljgo of)(x)) m(dx) = /]Rd o(x) 7, (dr) (2.19)

pour toute fonction continue et bornée ¢.

L’ensemble des applications affines f pour les quelles 'égalité (2.19) est vérifiée est fermé
et toute fonction dans le support S de v vérifie I'égalité (2.19). Ces propriétés montrent
que {I'” o f, f € S} est borné.

De I'égalité (2.19), on déduit que

VfeS,VBeBRY), n,(B) = w{zeR": (I'%of)(z) € B}. (2.20)
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En remplacant B par H, dans cette relation, ceci montre que la distribution 7 est portée

par I’ensemble
{r R (M0 f)(2) € M)

Par hypothese, m n’est pas portée par un sous-espace vectoriel affine, ceci montre que
(T2 0 f)(R?) € He,

Utilisant encore une fois la relation (2.20) en posant B = (T o f)(R?), alors du fait que

H,, est minimal, on en déduit que
(T, of)(]Rd) =H,

Maintenant, puisque les relations (2.17) et (2.19) sont vérifiées pour une application iden-

tité, alors on a :

T =H,

Ceci montre (2).

Soit Q ={weQy:T'¥ e S, neN}, alors P() = 1.

Soient w € ; et 'Y, la limite de la suite {I'“, n € N}, alors par (1) on en déduit que
{IT“of,f e S} est borné.

On aT“ € S et S est un sous-semi groupe de G, alors {I'“0g ,g € S} est un semi-groupe

et sa fermeture K est un semi-groupe compact. Ceci implique que 3h € K / hoh = h et
G={hofoh, f € K}

est un groupe compact.

Soient A une mesure sur G telle que A\(G) =1 et 2 € R? tel que

2= [ 90axg)

el

la mesure \ est invariante sous la transformation g(z) = z, Vg € G, en particulier, on a
Vies, (hoTofoh)(z) ==

Soient g = hoT“, et 'ensemble affine V = {f(h(z)), f € S}, alors

ViesS, f(V)eV
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L’irréductibilité de I'équation (2.1) implique que V = R? et par conséquent, g(R?) = {z}
Comme g € S, alors a partir de (2) on déduit que

Mo = (T 0g9)(RY) =T ({2})
Soit Z(w) =T ({z}), alors de (2) on en déduit que I'* (R?) = {Z(w)}, c’est-a-dire T'% est
une application affine qui satisfait
I (r) = Z(w),Vr € R?

w
n?

Ceci montre que {I'¥ | n € N} converge vers Z, Yw € Q et

lim a, 16, 9...0p kgr = lim {F,0F, 10...0F, y(x)—F,0F, 10...0F, x(0)}
k—+o0 k—+o0
= lim {Tk(z) = Tx(0)} p.s, Vo € R? (2.21)
k——+o0
et
k-1
kginoo 2_; Ape1Qp— o o Qb1 = kgr-i{loo ['v(0) =2, p.s (2.22)

Soit (Y}, )nez une solution non-anticipative strictement stationnaire de I’équation (2.1), alors

Y, = ap10po.. . ap pYn g+ ap10p 2. .. an—k—i—lbn—k ++ an—lbn—2 + bn—l

= F,oF,_10... Oank(Ynfk) = Fk(Yn,k) , Vn € Z, Vk e N
Par conséquent,

|Fk(Yn7k) - Fk(0)| - ’anflan72 c. ankanfk|
S Han_lan_g c. an_kH.|Yn_k\ (223)

comme la loi de |Y,,_x| ne dépend pas de k et |I'x(Yn—x) — ['k(0)] 20 s k> 00,

alors Y, = Z,, Vn € Z et ||ap_1an_2...an_gl| 22o. Zn)nez est I'unique solution non-

anticipative strictement stationnaire.

La proposition suivante donne la premiere vue pour le cas de la non-irréductibilité de

I'équation aux récurrences stochastiques (2.1).

Proposition 2.2.4. [13] Supposons que l’équation (2.1) a une solution non-anticipative
strictement stationnaire et notons H un sous-espace vectoriel affine minimal de R? tel
que P(Xo € H) =1, alors H est invariant sous l’équation (2.1) et chaque sous-espace
invariant sous l’équation (2.1) de H contient une solution non-anticipative strictement

stationnaire.
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Les hypotheses d’irréductibilité et 'intégrabilité des parties positives des logarithmes

de aq et by sont des conditions suffisantes pour que l'inverse du théoreme 2.2.1 soit vrai.

Théoréme 2.2.5. [13] Supposons que l’équation auz récurrences stochastique (2.1) soit
irréductible, E(log™ ||ag||]) < oo et E(log™ |bo|) < oo, alors Iéquation (2.1) a une solution

non-anticipative strictement stationnaire ssi l’exposant de Lyapounov vy est négatif.
De la proposition 2.2.4 et du théoreme 2.2.5 on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.3. [13] Supposons que E(log™ ||ag||) < oo, E(log™ |by|) < oo et qu’il existe
une solution non-anticipative strictement stationnaire de l’équation (2.1) qui n’est pas
portée par un sous-espace vectoriel affine H C R?, alors les propriétés suivantes sont

équivalentes.
1. L’exposant de Lyapounov est négatif.
2. L’équation (2.1) est irréductible.

3. L’équation (2.1) a une seule solution non-anticipative strictement stationnaire.

2.3 Moments de la loi stationnaire

Dans cette partie, on s’intéresse aux moments d’ordres supérieurs de la loi station-
naire de la solution non-anticipative strictement stationnaire de I’équation aux récurrences

stochastique. Le lemme suivant est utile pour les prochains résultats.

Lemme 2.3.1 (Inégalité de Jensen). [50] Soit f : R — R une fonction conveze, alors

pour toute variable aléatoire X telle que E(X) < oo,

E(f(X)) = f(E(X)).

Le résultat suivant donne les moments d’ordre supérieurs de la loi stationnaire de

I’équation aux récurrences stochastique suivante
Xn = an—an—l + bn—la neN X eR.

Théoréeme 2.3.1. [74] Supposons qu’il existe p € [1,4o00[ tel que E(|ag|?) < 1 et E(|bo|?) <
00, alors E(|X|P) < oo et la série infinie (2.9) converge en moment d’ordre p. Si la variable

initiale X est telle que E(|Xo|?) < oo, alors (X,)nen définie par (2.7) converge vers X
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en moment d’ordre p, en particulier E(|X,|P) — E(|X|P) sin — oo. Les moments E(X™)

sont déterminés par :
3 ( " )E(ak REBXY), m=1,2,...,[) (2.24)
k=0

ot [p] est la partie entiére de p.

Preuve. Puisque (E(|ag|P))/? < 1 et (E(by|P))/? < oo, alors par I'inégalité de Jensen, on
en déduit que E(loglag|) < 0 et E(log™ |by]) < oo et par conséquent X,, définie par (2.7)

converge vers X, donnée par (2.9), qui satisfait I’équation aux récurrence (2.8). De plus

(E(XP)VP = (E’i(ﬁaj—1>bm p>1/p
- P>1/p

- Z (E(’aoyp)m/p)(E’bo\p)l/p < 0.

m=0

A
N\
o
—
s
QQ
o
3

Par conséquent E(|X?) < oo et la série (2.9) converge en moment d’ordre p.

n—1 m
Soit X =0et X = Z (Haj_1>bm, alors
m=0  j=1
Xn 2 X; + <HCL]’_1>XQ.
j=1

X, converge presque surement vers X, donnée par (2 9), et E(|X]|P) — E(|X|P). Ainsi,

pour Xo = 0 p.s, en utilisant le fait que X, (0) = 2 X’ on en déduit que E(|X,P) —

n’

E(]X|P). Pour X, quelconque, on obtient

B(X,(X0) = X, (01 = B(|( H )Xo

Par conséquent, E(X,(Xy))? — E(X,(0))? — 0 et E(X,(Xo))? — E(X?) =0

Par I’équation stochastique (2.8), il clair que la relation (2.24) est vérifiée a chaque fois que

") < (Bl B(XoP) 0

les espérances d’occurrences existent. F(X™) se calcule successivement pour m = 1,--- , [p].

Remarque 2.3. Pour 'équation aux récurrences multivariées, si Ip € [1,00[ tel que

E(]|ao||?) < 1 et E(]bo|?) < oo, alors les moment de la loi stationnaire vérifient

(B(X ) < Z (EHHaJ 1

) E(lbo[)V*, k> 1.
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2.4 Solution géométriquement ergodique

Dans le théoreme 1.2.5 et le théoreme 1.2.7, on a donné des conditions suffisantes pour
qu'une chaine de Markov soit géométriquement ergodique et par conséquent fortement
mélangeante avec un taux géométrique. Maintenant, on adapte ces propriétés a la solution
de I’équation aux récurrences stochastique. Le lemme suivant donne la convergence dominée

de Lebesgue.

Lemme 2.4.1 (Convergence dominée de Lebesgue). [2] Soit (X,)nen une suite de
variables aléatoires p—intégrables (Lebesgue intégrables), convergeant presque partout vers
une variable aléatoire X et il existe une vartable aléatoire Y a valeurs positives, Lebesque-

intégrable telle que | X,| <Y, Vn € N, alors X est Lebesque-intégrable et

lim [ X, (w)u(dw) = /Q X (w)p(dw)

n—-+o00 Q

Rappelons que la chaine de Markov (X,,)nen est géométriquement ergodique s’il existe

une constante p €0, 1] telle que
p [P (@) =7 =0 si n— oo,

ou || - || est la norme en variation totale et 7 est une mesure de probabilité invariante de la
chaine de Markov.

Pour une matrice aléatoire a, on définit la fonction suivante
ha(y) = E(llall), y=0.

Sidz > 0 tel que E(||a|*) < oo, alors h, définie une fonction réelle sur [0, z]. Cette fonction

est deux fois dérivable.
ho(y) = E([la]|*1og |lal)

et
ha(y) = E(|lal|* log ||al]).

Lorsque h! > 0, alors la fonction h,(-) est convexe sur [0, z].

Lemme 2.4.2. [5] La condition h,(c) < 1 est vérifiée pour ¢ > 0 ssi E(log|lal]) < 0 et
ha(0) < oo pour un certain § > 0.
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Preuve. Supposons que E(log|lal]|) < 0 et E(||la]|’) < oo, alors hy(-) est une fonction
définie sur [0, §] qui est dérivable a droite de zéro, h/(07) < 0. On remarque que h,(y) est
décroissante au voisinage de zéro et comme h,(0) = 1, alors h,(¢) < 1 pour un petit € > 0.
D’autre part, on a h,(¢) < 1 pour un certain € > 0, h, est convexe sur [0,¢] et log ||a|| est

intégrable, alors par I'inégalité de Jensen, on a E(log||a||) < 0.

Théoréme 2.4.1. [5] Supposons que la distribution de a ou de b admet une densité et

qu’il existe € > 0 tel que
ho(e) < 1et E(|b]F) < o0 (2.25)

alors il existe une unique solution strictement stationnaire de (2.1) et la chaine de Markov
(Xn)nez est géométriquement ergodique et géométriquement B-mélangeante et par conséquent

géométriquement fortement mélangeante (a-mélangeante).

Preuve. L’existence et 1'unicité de la solution non-anticipative strictement stationnaire
(Xn)nez de I'équation aux récurrences stochastique (2.1) est une conséquence directe du
lemme 2.4.2 et le théoreme 2.2.1 ou (X,,),ez est donnée par (2.4). Pour montrer que cette
solution est géométriquement ergodique, on applique le théoréeme 1.2.5. En effet, par le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue, pour n’importe quelle fonction continue
bornée f, on a E(f(X1)/Xo = z)) est continue en z et par conséquent la chaine de Markov
est une chaine de Feller. La p-irréductibilité pour une certaine mesure p est garantie du
fait que a ou b a une densité.

Supposons que ¢ €]0, 1] et soit
f(x) =|z]*+1, 2 € R%
S’il existe un compact C' tel que
E(f(X,)/Xmo1=12)) < (1-96)f(z), z€C, (2.26)

alors du théoreme 1.2.5, on en déduit que la chaine de Markov (X, )nez est géométriquement
ergodique et géométriquement [S-mélangeante et par conséquent géométriquement forte-

ment mélangeante. En effet, on a

E(f(X0)/Xn-1=2)) < E(azl*) + E(b]7) + 1
< E(llal*)z[* + E([b]) + 1 = E([|al|*) f(x) + L



CHAPITRE 2. EQUATIONS AUX RECURRENCES STOCHASTIQUES 39

On choisit C' comme une boule fermée dans R? de centre (0,0, ...,0)" et de rayon M > 0

aussi grand de telle sorte que
E(f(Xn)/Xpa =12)) <(1=06)f(x), x| > M,

pour une certaine constante 0 telle que (1 —¢) > E(||al|%).

Ce ci montre la relation (2.26).



Chapitre 3

Variation réguliere et valeurs
extremes

3.1 Variation réguliere dans R

La notion de variation réguliere apparait dans différents domaines de probabilités ap-
pliquées, ainsi que la théorie des filles d’attentes, la théorie de renouvellement et la théorie
des processus ponctuels. Les variables aléatoires et les distributions avec des queues qui
varient régulierement sont étudiées de point de vue théorique et pratique. Une grande
variété de résultats sur le développement de la théorie des valeurs extrémes et la variation
réguliere se trouvent dans Bingham et al [11], Resnick [63] ou Embrechts et al [26]. La
classe de distributions avec des queues qui varient régulierement est utile pour étudier des
événements extréemes dans les finances et les assurances. En fin, la variation réguliere a
une interprétation mathématique en termes de comportement asymptotique des sommes

partielles et des maximums des suites stationnaires.

3.1.1 fonctions a variations régulieres

On commence par définir la notion de variation réguliere pour une fonction mesurable.

Définition 3.1.1. On dit que la fonction mesurable f : RY — RT est a variation réguliere
a l'infini d’indice p € R, si
f(tz) P

Vx>0, tginoo 0 = z”. (3.1)

Remarque 3.1. Si p =0, on dit que f est a variation lente et on la note par L(z).

Si f est a variation réguliere d’indice p # 0, alors f(x)/x” est a variation réguliere d’indice

40
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zéro et on pose L(z) = f(z)/xP, c’est-a~dire on peut toujours représenter une fonction a

variation réguliere d’indice p par x*L(x).

Définition 3.1.2. On dit que la fonction de distribution I de la variable aléatoire X est
a variation réguliére a infini (ou dans la queue droite) d’indice o > 0, si
1 — F(tz) . P(X >tx)

V>0, lim ——2 =

LM e 3.2
oo 1— F(t) e P(X > 1) (3:2)

Remarque 3.2. L’indice de variation réguliere de la distribution d’une variable aléatoire

est différent de I'indice de variation réguliere d’une fonction réelle mesurable, i.e., a = —p.

Définition 3.1.3. On dit qu’une variable aléatoire X est a variation réguliére, si sa dis-
tribution est a variation réguliere dans ses queues, i.e., si pour p € [0,1] les deux limites

suivantes existent

P(X P(X < —
Vm>0,limﬂ = pr ® et lim (X < —tr)

N 3.3
it P(|X] > 1) it P(X|>1) (3.3)

avec ¢ =1 —p.
Par conséquent, |X| est a variation réguliére d’indice o > 0 qui est l'indice de variation
régquliere de X, i.e.,

—

. P(X]| > tx)
Vo >0, lim ——1 ="
U I TPX > b

Le prochain résultat donne les propriétés d’intégration des fonctions a variations régulieres.

Théoréme 3.1.1 (Karamata). [11] Soit f une fonction a variation réguliére d’indice p

et localement bornée sur R™, alors
LYo>—(p+1), xoﬂf(x)(f; t”f(t)dt)

2. VYo < —(p+1), xa+1f(;c>(f;° t”f(t)dt>_1 ——(c+p+1) si z— o0

1
—o+p+1 s1 x— o0

3.1.2 Somme de variables aléatoires a variations régulieres

Soit X1, X, ..., X} des variables aléatoires non-négatives, pas nécessairement indépendantes
ou identiquement distribuées, a variations régulieres pas nécessairement de méme indice
de variation. On pose
Sp=X1+Xo+-+ Xy, k> 1.
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Lemme 3.1.1. [20] Supposons que X; est a variation réguliére d’indice o > 0 et de

distribution F'. St X1, Xo, ..., Xy satisfont les conditions suivantes :

;vh—{{olol——};’(x) = (i, Z—l,...,k (34)

et

lim P(AXVZ > l’,Xj > l’)

lim ) = 0,i+#] (3.5)

alors

. P(Sg>«x

Preuve. Soit k = 2, on définit une suite (b,) qui satisfait la relation suivante
n(l—F(b,) — 1, si n—oo

et sur intervalle |0, 0o, on défint la mesure v par v(]z, 00]) = =,

La définition de la suite (b,,) nous donne la convergence vague suivante
nP(X;/b, € .) 5o
dans I'espace des mesures v définies sur |0, oo]. La relation (3.4) implique que
nP (b, (X1, Xs) €dz, dy[*) = cv(dz)eo(dy) + coeo(dx) v(dy) (3.7)
dans I'espace des mesures définies sur [0, c0]*\{0}.

Remarque 3.3. La condition (3.4) avec les constantes ¢; non toutes nulles est nécessaire

afin d’assurer qu’au moins une variable X; est a variation réguliere.
L’inverse de ce résultat est dit & Embrechts et al [25].

Lemme 3.1.2. [25] Supposons que S, = X1 + -+ -+ X,, est a variation réguliére d’indice
a > 0 et les variables aléatoires X; sont i.i.d non-négatives, alors les variables aléatoires

X, sont a variation réguliere dindice o et

P(S,>z) ~ nP(X;>xz),n>1. (3.8)
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Remarque 3.4.

1. La relation (3.8) est une définition d’une distribution sous-exponentielle. En effet,
une fonction de distribution F' d’une variable aléatoire non négative X est sous-

exponentielle, si
Vn>1, P(S,>z)~nP(X >z)~P(M,>z) si x— o0,

ou X1, -, X, sont indépendantes de méme distribution F' et M, = max X;.
i=1,--,n

2. Le lemme 3.1.2 reste valide pour les distributions sous-exponentielles dans le sens

que la sous-exponentialité de S,, implique la sous-exponentialité de X; (voir [55]).

Supposons que (Y;);en est une suite de variables i.i.d & variation réguliere d’indice o > 0

et vérifie la condition (3.3), alors il se suit du lemme 3.1.1 que pour toute suite de nombres

réels (1;)
PhwYi+- -+ UnY, >x) ~ PYr>x)+--+ P(,Y;: > x). (3.9)

En posant P(¢;Y; > x) = P(¢Y," > x) + P(¢; Y, > ), on ¢* = max(0, £1),

on déduit le résultat suivant.

Lemme 3.1.3. [43] Soit (Y;);en une suite de variables aléatoires i.i.d a variation réguliére
d’indice « satisfaisant la condition (3.3), alors Vi, e R, i=1,...,m, m>1

m

P(Yi+ -+ pYm > 7) ~ P(Yi|>2) Y (1) +a(v7)°]. (3.10)

i=1
Remarque 3.5. En général I'inverse du lemme 3.1.3 n’est pas vrai, ¢’est-a-dire la variation
réguliere de ¥, Y1 +- - -+, Y., d’'indice « > 0 pour une suite de variables aléatoires (Y},)nen
1.1.d n’implique pas que Y; est a variation réguliere, excepté le cas m = 2 avec ¢; > 0,
;>0 p.s,i= 1,2 (voir Jessen et Mikosch [43]).

Le comportement de la queue de la série infinie
+o0
X = ) oY (3.11)
=0

pour une suite (Y,)n,en de variables aléatoires i.i.d a variation réguliere d’indice o« > 0
apparait dans la théorie des valeurs extrémes pour les processus bilinéaires (voir Davis et
Resnick [20]) et les processus linéaires ARM A (voir Resnick [63]). La variation réguliere
de X sera possible, si la série (3.11) converge presque surement. Par exemple, si a > 2, ce
qui implique var(Y;) < oo, les conditions E(Y;) = 0 et Y oo 1?7 < oo sont nécessaires et

suffisantes pour que la série (3.11) converge presque strement (voir Mikosch [55]).
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Théoréme 3.1.2. [43] Soit (Y,)nen une suite de variables aléatoires i.i.d a variation
réguliéere d’indice o > 0 satisfaisant la condition (3.3). Soit (1;) une suite de nombres

réels telle que l'une des conditions suivantes est vérifiée.
1L.a>2, EYy)=0 e > 2,07 <o0.
2. a€]l,2], EVi)=0 et Je>0 tel que Y 2 |il* < o0
3. a€l0,1] et Fe>0 tel que Y .2, |il*¢ < 0.

alors

P(X>z) ~ P(Yi|>2)) [p(¥ 7] (3.12)

=0
Remarque 3.6. La relation (3.10) est un résultat de (3.12) pour une série tronquée. La
preuve de (3.12) est basée sur la relation (3.10) et le fait que la limite du reste est négligeable

par rapport P(]Y)| > z) si x et m tendent vers U'infini (voir Jessen et Mikosch [43]).

Proposition 3.1.1. [43] Soit X etY deux variables aléatoires positives avec X a variation
réquliere d’indice a > 0. Supposons que Ym > 0 il existe une constante c,, > 0 et les

variables aléatoires Yy, , Z,, qui vérifient Y 2 Y, + Z,, et les trois conditions suivantes
1. P(Yy,>z) ~c, P(X >2) si x— o0,
2. ¢y —Ccy ST M — 00,

P(Z
3. lim limsup (Zn > 7)

———~ =0 et Y,, Z, sontindépendantes
m—o 4 e  P(X > 1) p

P(|Z,
ou i Jim imup "2 =,
alors
PY>z) ~ ¢P(X >x) (3.13)

Preuve. pour m > 1 et € €]0,1], on a :
P(Y >z) < P(Y,,>x(1 —¢)+ P(Z, > ex)

par conséquent,

’ P(Y > x) < I P(Y,, >z(1—¢) L P(Z,, > ex)

msup ———— 11m su msup —————

eV P(X > 2) = aoel T P(X > a) el "P(X > 1)
P(Z,, > ex)

= cp(l—€) 4l —_
cm(l—€) % +e€ lin_i}jp PX > 1)

= c(l—e)™ si m— o

— ¢y si e—0.



CHAPITRE 3. VARIATION REGULIERE ET VALEURS EXTREMES 45

SiY,, et Z,, sont indépendantes, alors

N

.. P, >x(1+e),Z, > —ex)
> 1 f
= e P(X > x)

.. PY,>z(l+¢€)
=1 f

e P(X > 1)
= n(l+e)™*—=¢ si m—oo,e—0

lim inf
T—r00 (

SRS

P(Z,, > —ex)

Si Y, et Z,, ne sont pas indépendantes, alors

P sa) PV a(l4 ) |2l < ca)
1 f—--—= 1 f
SR PX >a) © e P(X > x)
.. P >z(1+€) . P(|Zn| > ex)
> 1 f — 1 BTy — o

= ¢u(l+e)7*—=¢ si m—oo,e—0
Dans les deux cas, on a :

<1 ,fP(Y>x)<l_ Y > < lims >
C mint ————— 1m ———- mmsup ————
0= AN P(X > 1) "o P(X > 2) = aoel P(X > 1) =
Par conséquent
I PYY >z
1m ——--—
z—o0 P(X > x)

~—

=c, i.e., PY >1z)~coP(X > x)

3.1.3 Variation réguliere du produit de deux variables

Dans cette partie, on s’intéresse au comportement de la queue du produit de deux va-
riables aléatoires indépendantes non-négatives. Le théoreme de Breiman (1965) [16] donne
la variation réguliere du produit de deux variables aléatoires X; et X5 en supposant que

la queue de I'une des deux variables domine la queue de 'autre.

Théoréme 3.1.3. [16] Soient X et Xy deuz variables aléatoires indépendantes non-

négatives avec Xy a variation réquliere d’indice o > 0, alors

1. SiFe >0 tel que BE(X5T€) < oo, alors
P(XiXo> 1) ~ E(X8)P(X, > ). (3.14)

2. SiJe >0 tel que E(X$T€) < 0o, alors pour toute suite () telle que x, — 00, on a

. P(XlXQ > l’)
lim sup |—————

— E(X3H| = 0. 1
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3.2 Variation réguliére dans R

Dans cette partie, on généralise la notion de variation réguliere au cas multivarié.

Définition 3.2.1. Soit E C R? muni de la tribu € et notons par B la classe des ensembles
bornés de &, alors la mesure m définie sur (E, &) est dite de Radon (ou localement finie),
s1

VB e B, m(B) < cc.

Soit F ’ensemble des fonctions mesurables [ : E — R™, alors pour toute fonction f € F,
on définit

mf — /E F@)m(dz). (3.16)

On dit que la suite de mesures de Radon (m;)en converge vaguement vers une mesure de

Radon m et on écrit m, — m, si
VfeF., m,f — mf si n— oo, (3.17)
avec  F.={f € F; [ continue}

Définition 3.2.2. Soit (m;);en une suite de mesures finies, on dit que (m;);en converge

. . . f .
faiblement vers la mesure finie m et l’on écrit m,, = m, si

Ve F, muf — mf si n— oo, (3.18)

avec F? = {f € F; f continue et bornée}

Proposition 3.2.1. [5] Soient (m;);en et m des mesures finies bornées sur E, alors

my,Lmem, Sm et mnp(E) — m(E).

Si (m;)ien est une suite de mesures de Radon, alors on dit que (m;);en converge vaguement,

si les deux conditions suivantes sont vérifiées

1. VB € B, supm,(B) < o (3.19)

neN

2. Pour toutes suites réelles (a,) et (by,) telles que ay, ,b, — oo, on a
Mg, N my et my, N Mo

implique que my = mo
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Pour montrer la condition (2), on utilise souvent le résultat suivant.

Lemme 3.2.1. [5] Supposons que les deux mesures my et my sont définies sur (E,E) et
soit P la classe des sous-ensembles de E qui forme une partition de E telle que o(P) = £.
Si tout ensemble de P est mesurable par rapport a my et mo, alors il en de méme pour tout

ensemble de E.

. —d
Soit E un ensemble de R™ et on note par | - | la norme sur R%. Pour une mesure de
Radon p sur (E, &), on définit

B,={B € B:u0B) =0}

Notons par S(0,d) et B(0,d) une sphere et une boule ouverte dans R? de centre 0 et de

rayon 0, respectivement. On définit le complémentaire de la boule fermée par
Bf ={zeR": |z| > ¢} = (5(0,6) U B(0,6))".
Notons par S¥ ! = {xz € R?: |z| = 1}, la sphere centrée dans R?.

Théoréme 3.2.1. [5] Soient X un vecteur aléatoire a valeurs dans R et y une mesure
de Radon sur Rd\{O} telle que M(Rd\Rd) = 0.

Supposons que IE C Ed\{O} tel que tE € B,, Vt € T, ou T C|0,400[, alors les deux
conditions suivantes sont équivalentes
P(Xet:) ,

PX < {E) pu(-) si t— oo, (3.20)

fae(+)

ot — désigne la convergence vague sur la tribu de Ed\{O}.

P(X et)

V6 >0, () m%

u(+) si t— oo. (3.21)

ot L désigne la convergence faible sur la tribu de B§. Si la condition (3.20) ou (3.21) est

satisfaite, alors
dla >0, p(xB) =z *uw(B), Vx €T, VB € B,. (3.22)

Preuve. On montre d’abord le dernier résultat de ce théoreme, c’est-a-dire si (3.20) ou

(3.21) est vérifiée, alors

dla >0, w(zB) =2~ *u(B), Ve € T, VB € B,,.
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Notons que Vz,y € T,

P(X etzyE) . P(X etzyE) .. P(X €taFE)

E) = lim =~ S"YE) 1 — u(yE)u(zE).
wayE) = I =5 g~ P e mE) AR P etp) ~ MWEINEE)

«

Par conséquent, u(xFE) = 2= est la seule solution de I"équation p(zyF) = p(yE)u(xE).

Soit B € B, et notons que

P(X etxB P(X etxB P(X e taE
M) — i P EBB) L P(X )\ P(X € i)

St = = 27°u(B).
e PN ewn) ik Pxem ¢ MP)

(3.20) = (3.21) : pour 6 > 0 et B§ C Ed\{O}, on a
e — o sur BE.

Notons que B§ € B, donc

pu(B5) — p(Bg).
De cette convergence et du fait que j; converge vers p sur B§, on déduit de la proposition
3.2.1 que

L EN i sur Bj.
(3.21) = (3.20) : On prolonge la mesure u sur R4\{0} a @d\{ﬂ} en utilisant le fait que
,u(@d\Rd) = (. Ceci implique que

Lt EN [ sur Ed\B(O,é).

Notons que pour chaque ensemble borné B € @d\{O}, 36 > 0 tel que B € @d\B(O,é).
Cependant, Kd\B(O, d) € B, et que 3ty > 0,
—d
sup p:(B) < sup p:(R™\B(0,0)) < o0,

t>to t>to

donc il existe au moins une limite. L'unicité de la limite est une conséquence directe de la
proposition 3.2.1 et du fait que si une mesure p définie sur F,, avec E, — FE, alors p est

définie sur F.

Remarque 3.7. Pour d = 1, il est clair que la condition (3.3) est équivalente a la condition
(3.20), avec E =] — 00, 1[U]1, +o0]. En effet, si on prend par exemple 0 < a < b, alors pour

I'intervalle a, b] et t — oo on a :

P(X €]ta,th])  P(X > ta) — P(X > tb)

mlo ) = —preim) PAX] > 1) = p(a™ = 7% = pfla,B]).
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On a immédiatement la définition suivante.

Définition 3.2.3. On dit qu'un vecteur aléatoire X a valeurs dans RY est & variation
réquliére, si l'une des conditions (3.20) et (3.21) est satisfaite. On dit qu’un processus
aléatoire (Xy)er est a variation réguliere, si les distributions fini-dimensionnelles sont a

variations régqulieres.

La notion du processus aléatoire a variation réguliere sera employée par la suite pour
les solutions de I’équation aux récurrences stochastique. Un autre aspect de la variation
réguliere et la forme de la queue de la distribution d’un vecteur aléatoire est donné par le

théoreme suivant.
Théoréme 3.2.2. [5] Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans RY, alors les conditions
suivantes sont équivalentes.

1. Le vecteur aléatoire X est a variation réguliere.

2. Il existe un vecteur aléatoire 0 a valeurs dans S tel que I > 0,

P(|X|>tu, X/|X|€)

Yu >0
w5 P(X[ > 1)

uw“P@e-) si t—o00 (3.23)

v s . . —
avec — désigne la convergence vague sur la tribu de ST,

3. Il existe un vecteur aléatoire 0 a valeurs dans S*' et une suite de nombres positifs

(an), a, — oo tels que Jae > 0,
Vu>0, nP(|X| > ua,, X/|X|€-) = u*POec-) si n—oo (3.24)

Remarque 3.8. la relation (3.23) est souvent employée comme définition de la variation

réguliere d’'un vecteur aléatoire (voir par exemple Davis et Mikosch [21], Resnick [63]).
Un résultat du théoreme 3.2.2 est donné par le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.1. [3] Soit X un vecteur aléatoire a variation réguliere d’indice ov > 0,
alors il existe une mesure de Radon py sur Rd\{O} et une suite a termes positifs (a,),

a, — oo telles que
nP(X €a,) = (). (3.25)
La mesure py satisfait
Vu>0, pu{x:z/|zl € et |z >u}) = uw*POe-), (3.26)

ot 0 est un vecteur aléatoire o valeurs dans ST1.
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Remarque 3.9.

1. Si X est a variation réguliere d’indice @ > 0 et de mesure limite de Radon p; vérifiant

(3.25), alors d¢ > 0 tel que p; = cp, ou p est la mesure de Radon qui satisfait (3.20).

2. Si la suite (a,) est choisie de telle sorte que nP(|X| > a,) — 1, alors dans ce cas

w1 = u et la relation (3.24) est vérifiée.
On a immédiatement la définition suivante.

Définition 3.2.4. Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R, a variation réquliére
d’indice a > 0 et de mesure limite de Radon p vérifiant la relation (3.26), alors la mesure

de probabilité P(0 € -) est dite mesure spectrale de la variation réguliére du vecteur X.

Remarque 3.10. Dans le cas ot d = 1, la condition (2) du théoréme 3.2.2 est équivalente
a la condition (3.3) qui est une définition de la variation réguliere de X dans R. La mesure

spectrale dans ce cas est donnée par P(0 = 1) =pet P(f = —1) =q.

Maintenant, on définit la variation réguliere des vecteurs aléatoires a valeurs dans Ri.
On note par 1 le vecteur (1,...,1) € R? et S%! est I'intersection de la sphere unité S

d
avec R+.

Théoréme 3.2.3. [5] Soit X un vecteur aléatoire ¢ valeurs dans R, alors X est d varia-

tion réguliere ssi la limite suivante existe et est finie.

. 1—-P(X <tz
d >~
Ve € R0}, Jim o P(X <t1)

(3.27)

La condition (3.27) est équivalente a la condition de Kesten (voir Kesten [46]) donnée

par le théoreme suivant.

Théoréme 3.2.4. [46] Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R, alors X est a

variation réguliere d’indice o > 0 si et seulement si

Ve e RY/{0}, lim P((X,2) > 1)

L R T w(@), (3.28)

ot w(zx) est une fonction a valeurs finies vérifiant

Vi >0, w(te) =t “w(x).
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3.2.1 Transformations de vecteurs aléatoires a variations régulieres

Dans cette partie, on donne une généralisation du résultat (3.14) du théoreme 3.1.3 de
Breiman. On note par | - | la norme sur R? et par || - || la norme matricielle définie par :

Pour toute matrice A de taille p x d, on a

|A|l = sup |Az|, =z R%

jal=1

Proposition 3.2.2. [4] Soit A une matrice aléatoire de taille p x d, indépendante du
vecteur aléatoire X a variation réguliere d’indice o > 0 et de mesure limite de Radon .

Supposons que Fe > 0 tel que E(||A]|*T) < oo, alors

P(AX €t") A

P(X € tE) V() = E(roAT()), (3.29)

ol = désigne la convergence vague sur la tribu de Rp/{ﬂ} et E vérifie les conditions du
théoréeme 3.2.1.

Preuve. On fixe B € B, et qui est contenu dans B§. On pose
Ay (B) = {AX € tB},
alors V0 < e < M < o0, on a

P(A(B)) = P(A(B)N{||All <e}) + P(A(B) n{e < [|A]| < M}) +
P(A(B) N {||All > M}) = p1 +p2 + ps.

Par la relation (3.14) et du fait que B C B§, on a

: P . POX[| Al aee (1A]]) > #6)
lim sup 1

v i S =0 *E(||A||“T AlD.
e P(X €LE) o P(X € tE) (LA Daroo (1A

Puisque E(]|A]|%) < oo, on conclut par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue
que

lim lim sup Ps = 0.

M= o P(X €tE)
Pour ps, on a

P> . P(A(B)\A)

im — Sl S s — -1
MM px ey — ML) e Pocetn) | = Eean(lADuATE)
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Le coté droit converge vers E(u(A™'B)) si M — oo et ¢ — 0.

La limite obtenue est finie, en effet

E(Lea(JANA™B)) = E(fea(|Al)p{z : Az € BY)
< E(hean([AlNp{z - ([Alllz] > 6})
< E(AI")a({z :[z] > d}) < oo

Finalement, pour p;, on a

Ple|X| >t
lim sup P1 < li (e]X] > t9)

S SR 2 (5l
PP P(X € tE) ~ 1o P(X € tE) (97%)

On déduit que

lim lim sup P = 0.

e0 1one' P(X € LE)

En combinant toutes les limites pour pq, po et p3, la preuve est achevée.
Une conséquence de la proposition précédente est le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.2. [5] Soit A une matrice aléatoire de taille p x d, indépendante du vecteur
aléatoire X a valeurs dans R?, & variation régulicre d’indice o > 0 et de mesure limite de

Radon p telle que
30 CRY{0}, E(uoA™H(C)) >0 et Je>0, B(|A|*) < oo,
alors AX est a variation réguliere dans RP d’indice c.

Remarque 3.11. La proposition 3.2.2 implique que AX + B est a variation réguliere de
méme indice et de méme mesure limite v que AX, ou B est un vecteur aléatoire a valeurs
dans R? et de queue légere, ie., P(|B] > z) ~ o(P(|X| > z)) si  — oo. Le résultat
de la proposition 3.2.2 peut étre prolongé pour une somme infinie de vecteurs aléatoires
non-négatifs a variations régulieres multipliés par des matrices aléatoires positives A;, ¢’est-

a-dire, >~ A;X; est & variation réguliere.

Corollaire 3.2.3. [5] Soit A une matrice aléatoire de taille p X d, indépendante du vecteur
aléatoire X a valeurs dans R, & variation réguliére d’indice o > 0 et de mesure limite
w. Supposons que I > 0/ E(||A||*T¢) < oo et soit B un vecteur aléatoire a valeurs dans
R?, a variation réguliere d’indice a et indépendant de AX, alors AX + B est a variation

réguliere d’indice o.
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Preuve. La variation réguliere de AX + B est une conséquence directe du fait que (AX, B)

est a variation réguliere.

La variation réguliere est aussi préservée sous la transformation puissance. En effet, si
le vecteur (Xi,---,X4) est a variation réguliere d’indice «, alors le vecteur (X7, -+, X7)

est a variation réguliere d’indice de variation différent de a. On a le résultat suivant.

Lemme 3.2.2. [5] Soit (X1, -, X4) un vecteur aléatoire non-négatif a variation réguliére

d’indice o > 0, alors pour p > 0, (X7,---, X% est a variation réguliére d’indice a/p.
Preuve. soit f une application continue définie de R‘fr dans Ri par
f:X: (Xh"' aXd) - (Xf’ 7X§)

Notons que Yz € R%, |f(z)| = |#fF, avec | - | = | - | désigne la norme maximale sur R%.
En utilisant le fait que X est a variation réguliere et on applique la caractérisation de la
variation réguliere donnée par (3.24) du théoreme 3.2.2, on déduit qu’il existe une suite
(an), a, — oo et une mesure de probabilité Py sur une sphere unité S¢—! dans Ri telles
que

Vo >0, nP(|X| > ra,, X/|X| € ) 2 2 *Py() si n— oo.
Par conséquent,
nP(|f(X)| > adb, [(X)/|f(X)] €8) = nP(X]>z"Pa,, f(X)/|X]" € S)

= nP(|X|>a"Pa,, X/1X] € f1(5))
PPy (fHS)) si n— 0.

1

Cependant, f est une application de S¥~! dans S?!, alors
Pro(S) = Po(f71(5))
est une autre mesure de probabilité sur la spheére unité S, Par conséquent, f(X) est a

variation réguliere d’indice a/p et de mesure spectrale Py .

3.2.2 Somme de vecteurs aléatoires a variations régulieres

Dans cette partie, on étudie les applications de la notion de variation réguliere dans
les théoreémes limites des sommes des suites (X,)nen de vecteurs aléatoires i.i.d. On pose
Sp,=X1+Xo+--+X,,n>1.
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Définition 3.2.5. On dit qu’un vecteur aléatoire X & valeurs dans R? est stable, si
Va >0, Vb >0,
Je>0,3deR?; aX, +bXy 2 X +d,

ou X1 et Xy sont deux vecteurs aléatoires indépendants de méme loi que X.

Le résultat suivant donne une condition suffisante en terme du théoreme central limite

pour qu’un vecteur aléatoire est de distribution stable.

Théoréme 3.2.5. [5] Soit (X,,)nen une suite de vecteurs aléatoires i.i.d, si

Sp,—b, b
_>

Qn

Y, (3.30)

ot (a,) est une suite de nombres réels et (by,) est une suite de vecteurs dans R?, alors la

distribution de Y est stable et les vecteurs X; sont dits dans le domaine d’attraction de Y .
La définition 3.2.5 est équivalente a la définition suivante.

Définition 3.2.6. On dit qu’un vecteur aléatoire X & valeurs dans R? est stable, si
Ja €]0,2] tel que

vn>2 3beR Xi+Xo+--+ X, 2 n/oX 10, (3.31)

ot X1, Xa,...,X, sont des vecteurs aléatoires i.i.d de méme loi que X. On appelle le

nombre «, l'indice de stabilité.

Remarque 3.12. Dans le cas ou a = 1, X est de distribution de Cauchy. Pour a = 2, X

est un vecteur Gaussien (voir Embrechts et al [26]).

En général, la densité d’un vecteur a-stable ne peut étre écrite en termes de fonctions

élémentaires. Cependant, sa fonction caractéristique peut étre écrite explicitement.

Théoréme 3.2.6. [5] Soit «a €]0,2[, alors un vecteur aléatoire X est dit a-stable dans R?

ssi sa fonction caractéristique ox a la forme suivante

ox(t) = exp <z’(t, a)+/(ei(t’w)—1—ig(t, m)du(m))), (3.32)

ot a € RY, g est définie par g(t,x) = (1 A |z|)(t, x/|z|) et u une mesure sur R¢/{0}.
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Notons qu’un vecteur aléatoire a-stable est a variation réguliere et la mesure p de la
relation (3.32) correspond a la mesure donnée dans le Corollaire 3.2.1. Par conséquent, il

existe une suite de nombres réels (a,) telle que
nP(X € ay) = pl). (3.33)

Théoréme 3.2.7. [5] Soit (X, )nen une suite de vecteurs aléatoires i.i.d, d variation

réquliére d’indice o < 2 et de mesure limite p satisfaisant (3.33). Supposons que
36 > O, bn = aa, + TLE(X1]|X1|§GH5),

ot a € R, (a,) une suite de nombres réels et (b,) une suite de vecteurs dans R?, alors
(Sn)nen satisfait le théoreme limite (3.30) dont le vecteur limite Y est stable et de fonction

caractéristique donnée par (3.32).

L’inverse du théoreme 3.2.7 est vrai. Si le théoreme central limite (3.30) est vérifié pour
une suite (X, ),en de vecteurs aléatoires i.i.d, alors X; est a variation réguliere d’indice

a < 2. On a ainsi le résultat suivant.

Théoréme 3.2.8. [5] Soit (X,,)nen une suite de vecteurs aléatoires i.i.d, alors X, est a
variation réguliére d’indice a €]0,2[ ssi il existe une suite de nombres positifs (a,) et une
suite de vecteurs (by,) dans R? telles que
Sn - bn D
- 5

Qn

Y., (3.34)

ou Y, est un vecteur «- stable.

On définit maintenant la notion de valeurs extrémes qui est liée a la variation réguliere.
On se limite dans cette partie aux valeurs extrémes unidimensionnelles qui se généralisent
au cas multidimensionnel. Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires 4.i.d. On s’intéresse

au comportement asymptotique du maximum partiel suivant :
M, = max(Xy,---,X,), neN.

Pour formuler des résultats de base de la théorie des valeurs extrémes, on a besoin des

distributions des valeurs extrémes suivantes.

1. Fonction de distribution de Fréchet : ¢, (z) = { 0 stz <0

exp(—x~%) siz >0,
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exp(—(—z)™®) siz <0
1 six >0,

3. Fonction de distribution de Gumbel : J(x) = exp(—e™*), z €R.

2. Fonction de distribution Weibull : v, (z) = {

Théoréme 3.2.9. [26] Supposons qu’il eziste une suite de nombres positifs (a,) et une
suite de nombres réels (by,) telles que

M, — b,

an

D
= &

alors & a une des distributions des valeurs extrémes, c’est-a-dire il existe c > 0 et d € R
tels que c& + d a une des distributions ¢o(x), Vo (x) ou ¥(z).

3.3 Variation réguliere des solutions des équations aux
récurrences stochastiques

Dans le chapitre précédent, on a déterminé des conditions suffisantes pour ’existence de
solutions stationnaires non-anticipatives des équations aux récurrences stochastiques. On a
déterminé aussi quelques conditions suffisantes pour la propriété du mélange. Pour I’analyse
asymptotique, il est intéressant d’étudier les propriétés distributionnelles. Il s’avere que
dans des conditions générales, la solution non-anticipative strictement stationnaire est a
variation réguliere. Ce résultat permet d’étudier les extrémités de la solution de 1’équation

aux récurrences stochastique ( par exemple Goldie [36], Grey [37] et Scotto [69]).

3.3.1 Variation réguliere de la distribution stationnaire

Soit une équation aux récurrences stochastique unidimensionnelle
Xpy1 = a X, +b, neN (3.35)

ol (an,bp)nen est une suite de variables aléatoires i.1.d.
On a vu dans le théoreme 2.2.2 que si E(loglag|) < 0 et E(log™ |by|) < oo, alors X,

converge vers X lorsque n tend vers I'infini avec X satisfait I’équation stochastique
XZ2ax+ b, X et (a,b) sont indépendantes.

Goldie [36] a étudié le comportement des queues de la distribution de X, c’est-a-dire le

comportement asymptotique de P(X > z) et P(X < —z) quand z tend vers 'infini.
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Théoréme 3.3.1. [36] S’il existe o« > 0 tel que
E(lal*) =1,
E(|al*log™ |a]) < oo,
E(]b]*) < o0,
et que la loi conditionnelle de log |a| sachant a # 0 est non-arithmétique, alors

1. st a est positive presque sturement, alors

P(X >z) ~ cia™® si x— oo, (3.36)

P(X <—x) ~ ca™® si x— o0, (3.37)

ou ¢y et c_ sont des constantes positives.
2. si P(a < 0) >0, alors les limites (3.36) et (3.37) sont aussi vraies avec ¢y = c— > 0.

3. Dans les deux cas, la somme cy + c_ est strictement positive si et seulement si

Uapplication affine y — ay + b n’a pas de point fixe presque surement :
VyeR, Pb=y(l—a)) <1

Sous les hypotheses du théoreme 3.3.1, E(|a|*log|a|) est strictement positive et les
constantes c, et c¢_ sont données comme suit :

- Dans le premier cas, on a

o0

cp = (E(|a|o‘log\a|))1/0 (P(X >z) — P(aX > z))z* 'dz,

c_ = (E(|a|alog |6L|))1/ (P(X < —z)—PlaX < —$)):Ea_1dx,
0
- Dans le deuxieme cas, on a

cp=c_= %(E(|a|alog |a|))_1 /000 (P(|X] > z) — P(|laX| > z))z* 'dx.

Le théoreme de Grincevicius [38] traite le cas ot @ n’existe pas en montrant que lorsque
a est non-négatif, ils existe 3 et v, (8 > v > 0) tels que E(a”) < 1, E(a’) < oo et la
distribution de b est a variation réguliere a l'infini d’indice v (a ne peut exister parce
que pour satisfaire E(a®) = 1, a doit étre plus grand que 7 et dans ce cas E(|b]*) < oo
n’est pas vérifiée), alors la distribution de X est a variation réguliere a l'infini d’indice
~. Par conséquent, la distribution de b est importante pour déterminer le comportement

asymptotique de la queue de la distribution de X.
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Théoréme 3.3.2. [38] Soit (a,b) un couple de variables aléatoires avec E(log™ |b|) < oo,

P(a>0)=1, E(a®) <1 et E(a®) < oo pour B > a > 0, alors I’équation stochastique
X Z2aX +b

admet une unique solution avec X est indépendante de (a,b).

St L est une fonction a variation lente a oo, alors les deuzr conditions suivantes sont

équivalentes
Pb>z) = 2 *L(z), x>0. (3.38)
P(X>12) = —— 2L(z), >0 (3.39)
1 — E(a®) ’ ' '

Lemme 3.3.1. [38] Soit X une variable aléatoire avec
Ve>0, P(X>z) = x %Li(x), (3.40)

ou Ly est une fonction a variation lente a oo, alors Vo > 0, 3k > 1 tel que

Li(A\z)
Lqi(x)

Vx> 0,YA >0, < max (A, kA70). (3.41)

Preuve. Si A > 1, alors le fait que P(X > z) est non croissante, on a Ly(Az) < A*Ly(z).
Soit A > 1 et o > 0, alors 3xq tel que, si A <1, on a

L1 ()\l’)
Ly(z)

IN

AN st da > . (3.42)

De plus, puisque 1 > 27*Ly(x) > x5%L1(x0), Yo €]0, 2], alors si 0 < Az < & < xp, on a

Lidr) - X" pre o gy, (3.43)
Lq(z) xy“Ly(xg) x*
Finalement, si Az < zy < x, alors
Ll()\[E) L1()\$) Ll(ﬂfg) Ax\ —6 o 9 -5
L@~ L@ L@ =7 <x0> (%) =48 (344)

Lemme 3.3.2. [38] Soit Y une variable aléatoire a variation réguliére d’indice o > 0 telle

que

PY >y) = cy *Lly), y>0, (3.45)
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ot ¢ > 0 et L est une fonction a variation lente a Uinfini. Soit (a,b) un couple de variables
aléatoires indépendant de Y avec E(log™ |b|) < 0o, P(a > 0) =1, E(a®) < 1 et E(a”) < 00
pour B > a > 0, alors

Pb>y) = y “Lly), y>0 (3.46)
581
PaY +b>y) = (1+cE()y *Lly), y>0 (3.47)
Preuve. En posant
P(Y >y) ~y La(y), y— o0,
avec Ly est a variation lente et Lo(y) ~ ¢ L(y).
Soit € €]0, 1] tel que
PaY +b>y) = P(b>(1+e)y)—Pb>(1+e)y, aY +b<y)
+P((1—5)y <b<(l+4+¢e)y,aY +b> y)
+P(b<(1—e)y,aY +b>y)
et on écrit J(y) = L1(y) — L(y) + I3(y) + I4(y). On a
0 < L(y) <POb>1+e)y aY < —cy)
< Pla>y®tP25) L P(b> (1+e)y)P(Y < —eyP=/2P)
= oy ) 1 o(P(b> (1+2)y)),

P(a > y@t9)/28) = o(y=(@+5)/2) se déduit de E(a?) < oo qui implique P(a > m) = o(m™").

Pour I, on a

P(Y >a ' (y—1b))
cy=*L(y)

avec 'espérance est prise sur les deux variables aléatoire a et b.

I4(y) = cy “L(y) E( ;a>0,0<(1- 5)y)
On note que P(Y >a Yy — b))/cy‘o‘L(y) converge vers a® et

P(Y >a'(y—10)) - P(Y > a™'ey)
cy~*L(y) T oaeLy)

Par le lemme 3.3.1 avec 0 = 5 — a, 3k > 0 tel que

1
P(Y >a 'ey) /ey *L(y) < —max(1, ke "a’).
c
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Par la convergence dominée de Lebesgue, on a
Iy(y) ~ cE(a®)y~"L(y) ~ E(a®)y™"La(y) si y — oo.
1) Supposons que P(b > y) = y~*L(y), alors
L(y) = (L+e) "y "L(y) ~ ¢ (1 +€) "y "La(y),

L(y) = o(y™L(y)) puisque y ™2 =o(y=L(y)),

0 < Ly) <P(1—-ey<b<(1+e)y)
= (1—-29)y) "L(1-2)y) — (L+2)y) "L((1+e)y)
~ A=) = (T+e) )y *La(y).

Par conséquent,

J(y)
lim sup ———~—
e Y Lo(y)
et
I J(y) -1 -
lIminf —————— > ¢ (14+¢e) " *=04+0+ E(a®).
B L) ) )
On fait tendre e vers zéro, d’ou le résultat.

2) Inversement, supposons que J(y) = (14 cE(a®))y *L(y), alors

Li(y) — L(y) + Ls(y) ~ y*L(y) ~ ¢ 'y *La(y).

< cMl+e) =0+ ((1—e)™ = (1+e)) + E(a®)

60

Puisque I;(y) + I3(y) = P(b > (1 +¢)y) et I(y) <o(y™L(y)) +o(P(b> (1+¢€)y)),

alors ceci implique que
L(y) + I3(y) ~ ¢ 'y~ La(y).
De plus, on a
P(b> (14e)y) < Liy)+ L(y) < P(b> (1—¢e)y).
Par coséquent,

P(b>(1+ P(b>(1-
lim sup ( - ( g)y) <1 et liminf ( - ( 8>y) >
yooo Y Lo(y) yooo Ty Ly(y)

Par un changement de variable, on obtient

p P
(1—¢)” <hm1nfM<hmsupM
ymoo ¢y o (y) Ty ¢y La(y)

On fait tendre € vers zéro, d’ou le résultat.

> 1.

< (IT4¢)™



CHAPITRE 3. VARIATION REGULIERE ET VALEURS EXTREMES 61

Lemme 3.3.3. [38] Soit (a,b) un couple de variables aléatoires tel que E(log™ |b]) < oo,
Pla>0) =1, E(a®) < 1 et E(a®) < co pour 8 > a > 0. Si b est a variation réguliére

d’indice «, alors il existe une variable aléatoire Z indépendante de (a,b) telle que

de>0, P(Z>z = cz%L(2), z>0 (3.48)
et

aZ+b <p Z (3.49)
ou <p désigne l'inégalité stochastique.
Preuve. On choisit ¢ > (1— E (a“))_1 et soit Y une variable aléatoire qui satisfait
PY >y) = dyL{y), y>0,
alors par le lemme 3.3.2, on a
P(aY+b>y) = (14+dE@)y “Lly), y>0.
Par conséquent, puisque ¢ > 1+ ¢ E(a®), alors
Yy >0, PlaY +b>y) < P >uy).

Soit Z une variable aléatoire ayant une distribution de Y conditionnellement a Y > 0,
alors Z est a variation réguliere d’indice o, ot ¢ = ¢//P(Y > 0).

De plus, pour t > 0

P(aZ +b>y) = P(QY+b>y/yZO)§P(;1gy+>b;y)
PY >vy)
> m:P(Z>y).

Cette inégalité est vérifiée pour y < 0, ceci implique que P(Z > y) = 1.

Preuve du théoréme 3.3.2. Sous les conditions du théoréme, la suite (X,,),en, définie
par I’équation (3.35) converge en distribution vers X qui est I'unique solution de I’équation

stochastique
X 2 ax+0b.

Par conséquent 'unique solution strictement stationnaire de I’équation (3.35) est telle que

X, 2 x , Vn € N. La variation réguliere de X implique la variation réguliere de b en
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posant Y = X et ¢ = (1 — E(ao‘))_1 dans le lemme 3.3.2. Pour montrer que la variation
réguliere de b implique celle de X, il suffit de trouver une borne inférieure et une borne
supérieure de la queue de X. En effet, si on choisit une variable aléatoire initiale X, telle
que Xy >p X7, alors la suite (X,,)nen définie par (3.35) est stochastiquement non croissante
et X,, >p X, Vn € N. On choisit une variable aléatoire Z qui vérifie la condition du lemme
3.3.3 et soit Xy = Z, alors

X1 = aiXo+b <p Xp

et la suite (X,,)nen est donc stochastiquement non-croissante.

Par le lemme 3.3.2, on a
P(X,>z) = ¢ “L(z), x>0,VneN

avec ¢g = ¢ et {c,} est une suite qui satisfait la relation suivante

Cny1 = l+¢,E(@®), neN (3.50)
et de limite
\ ! (3.51)
ok = — . .
1— E(a®)

On pose Lo(x) ~ ¢*L(z), 'inégalité P(X > x) < P(X,, > x) implique que

, P(X > x)
msup ——————
:c—)oop J}_O‘LQ(ZE) -

1. (3.52)

Pour obtenir la borne inférieure de la queue de la distribution de X, on utilise un raisonne-
ment semblable. En effet, Si Xg <p X, alors X,, <p X, Vn € N. Notons que P(X > 0) > 0
parce que si cette relation n’est pas vérifiée, puisque X est différent de zéro, alors il doit
exister z < 0 tel que P(ax + b < 0) = 1, ceci contredit le fait que la queue de b est plus

épaisse que la queue de a. Par conséquent,
P(X>z) = Pb+aX >z)>P(X >0)P(b>uz).
Si on choisit X telle que
P(Xo>z) = P(X>0)P0b>x), Vx>0
et

P(Xo>z) = P(X>uz), Vx <O,
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alors Xo <p X. Par le lemme 3.3.2, on a

P(X,>z) = ¢, *L(x), x>0, VneN,
avec ¢ = P(X > 0), la suite {¢,} est définie par (3.50) et de limite donnée par (3.51).
L’inégalité P(X > z) > P(X, > z) implique que

P(X
lim inf M

1. 3.53
T—00 .TfaLQ(Q?) ( )

Les inégalités (3.52) et (3.53) impliquent que
P(X >z) ~ 27 %y(z) si x— oo.

Par conséquent, la relation (3.39) est vérifiée, c’est-a-dire

1

P(X >z) = =B

x *L(z), x>0.

Le résultat de Kesten (1973) [46] montre que sous certaines conditions sur les suites
(@n)nen €t (an)nen, la distribution stationnaire de la solution de I’équation aux récurrences

stochastique (3.35) est a variation réguliere.

Théoréme 3.3.3. [46] Soit (ay, 4, )nen une suite de variables aléatoires i.i.d non-négatives.

Supposons que la suite i.i.d (ap)nez est de distribution marginale P, telle que
1. Il existe 6 > 0 tel que E(a’) < 1,

2. L’ensemble
{log(an...a1) :n>1,a,...a1 >0 etay,...,a; € support de P,}  (3.54)

engendre un groupe dense dans R,

3. 1l existe ag > 0 tel que
E(@™) > 1 et FE(a*logta) < oo, (3.55)
alors il existe une unique solution o €0, ag| pour I’équation
E(®) =1 (3.56)

De plus, si E(b") < 0o, alors il existe une unique solution strictement stationnaire (X, )nez
pour l'équation (3.35) et la distribution stationnaire est a variation réguliere d’indice «,

en particulier, il existe ¢ > 0 tel que

P(X>z) ~ cx™® si x— oo (3.57)
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Rappelons que la solution non-anticipative strictement stationnaire de 1’équation

Xps1 = auXn+bn, n€Z, X, R (3.58)

a la représentation suivante

m

X, = (Han_k> buomi1, 1€ L. (3.59)

m=0 k=1

Par la suite, on suppose que (G, )nez €t (bn)nez sont deux suites de variables aléatoires non-
négatives telles que b est a variation réguliere d’indice v > 0 et la queue de la distribution
de a est plus légere par rapport a la queue de la distribution de b. Dans ce cas, les conditions
du théoreme 3.3.3 ne sont pas satisfaites. En particulier, on suppose que F(a®) < 1. A cet
effet, on verra que la distribution stationnaire de la solution (3.59) de '’équation (3.58) est
a variation réguliere de méme indice .. Soit X une variable initiale, alors apres n itérations

dans 'équation (3.58) on obtient

X, = (ﬁa@Xﬁi( ﬁ ak>bm. (3.60)
m=0 m=0  k=m+1

De plus, supposons qu'il existe § > 0 tel que E(a®*®) < oo, alors par le théoréme 3.1.3, on

en déduit que

m—1
P<bm H ap > :c)
k=1

P(b> x)

(E@)™" si z— oo (3.61)

Le résultat suivant est important pour la propriété de variation réguliere des distributions
fini-dimensionnelles de la solution strictement stationnaire (3.59) de I’équation (3.58). En
effet, on pose Xy = ¢ dans (3.60) ol ¢ est une constante et notons par (X, ),ecz la suite

obtenue qui n’est pas une solution stationnaire de I’équation (3.58).

Proposition 3.3.1. [49] Supposons que b est a variation réguliére d’indice o > 0 et il
existe 0 > 0 tel que E(a**?) < oo, alors Vn > 1,
n—1

P(X,>z) ~ P(b>ux) (E(@)™ si n—o00 (3.62)

3
|

ot X, est défini par (3.60) pour Xy = c.
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m—1

Preuve. OnposeYb—cHam, Y, = b 1Hak L,m=1,...,n.
m=0 k=1

Il est clair que

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 m n
X, = <H ) + < H ak> 2 ( am>c+Z(Hak_1>bm:ZYm.
m=0 m=0 =m+ m=0 m=0 k=1 m=0

Pour 1<k<m<mn,ona

k—1 m—1

PYy,>xz,Y,>x <P<Ha2 1 min(by_ I,I_IaZ 10— 1)>:U)

=1

Puisque F(a®™) < oo et b est & variation réguliere d’indice a, alors on peut trouver une
fonction g(x) — oo telle que g(x)/x — 0 et P(max(ak, Hai,l) > g(:r;)) =o(P(b> x)).
i=1

Par conséquent, pour £k < m
P(Yy > x,Y, > x)

P(b> x)

k—1 m—1 k
P( Hai_l min <bk_1, H ai_lbm_1> > x,max (ak, Hai_1> > g(:r;))

< — SR ) -
P(ﬁai_l min <bk_1,ﬁai_1bm_1> > r, max (ak,ﬁai_1> < g(m))

—= IR -
P(max (ak,Hai_1> >g(x)> (l_IaZ 1be—1 > x, H ai—1bm_1 > z/g(x ))

i=1 i=k+1
: Pl > ) * P(o> )

=o(1) + E(a®)"2P(b> x/g(x))(1 4+ o(1)) — 0.

Dans la derniere étape, on a utilisé le résultat du théoreme 3.1.3 et l'indépendance de
k—1 m—1

(TT@i—1)be—r et ( J] @i-1)bmor. Par Iinégalité de Markov, pour 1 < k < n,
=1 i=k+1
PMVo>aYe>x) _ PMo>x) _ (Eaot0)"g=o?
C
P> z) - Pb>z) P> )

I est clair que les relations (3.61) et (3.63) sont équivalentes aux conditions du lemme

0. (3.63)

3.1.1, avec ¢cg = 0 et ¢; = (E(ao‘))i_l, i =1,...,n. Par conséquent, (3.62) est vérifiée.
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Maintenant, on s’intéresse au comportement de la queue de la distribution stationnaire
de la solution de I’équation aux récurrences stochastique (3.58). De la proposition 3.3.1
et la représentation de la solution strictement stationnaire non-anticipative (3.59), on en

déduit que

n—1 m
R0 o | CRES R
o > : m=0 k=1 _ ay\™
liminf Z 5 > lim T =2 (B@)) (364

3
|

En faisant tendre n vers l'infini, ceci nous donne une borne inférieure pour P(X > x) et

par conséquent, la relation (3.64) suggere que

P(X>z) ~ P(b>un) i (E(aa))i six— 00 (3.65)

7

est vérifiée sous les conditions que b est a variation réguliere d’indice a@ > 0 et E(a®) < 1.

Théoréeme 3.3.4. [49] Supposons que b est a variation réquliére d’indice « > 0, E(a®) < 1
et il existe § > 0 tel que E(a®"?) < oo, alors I’équation aux récurrences stochastique (3.58)
admet une unique solution strictement stationnaire non-anticipative (X, )nez, donnée par

(3.59) et qui satisfait

-1

P(X>z) ~ P(b>z)(1-E(a)) (3.66)

Preuve. La fonction g(h) = E(a") satisfait g(0) = 1, g(a) < 1, continue et convexe sur
[0,a]. On a ¢'(0") = E(loga) < 0, alors —oo < E(loga) < 0 et E(log" a) < co. De
plus, puisque E(b’) < oo pour § < a, alors E(log™ b) < oo. Par conséquent, I’équation
aux récurrences stochastique (3.58) a une unique solution strictement stationnaire non-

anticipative. La relation (3.66) est une conséquence directe du théoreme 3.3.2.

3.3.2 Variation réguliere des distributions fini-dimensionnelles
de la solution stationnaire

Dans ce qui suit, on suppose que les conditions du théoreme 3.3.4 sont satisfaites. Le
théoreme 3.3.4 nous a montré que la distribution stationnaire de la solution de ’équation
aux récurrences stochastique (3.58) est a variation réguliere de méme indice o que b. Main-
tenant, on prolonge ce résultat aux distributions fini-dimensionnelles de la solution (X}),ez.
Dans ce cas, on utilise les résultats du théoreme 3.2.2 et le Corollaire 3.2.1 pour la variation

réguliere du vecteur aléatoire X,,, a valeurs dans R™.



CHAPITRE 3. VARIATION REGULIERE ET VALEURS EXTREMES 67

Proposition 3.3.2. [49] Supposons que les conditions du théoréme 3.3.4 sont satisfaites,
alors les distributions fini-dimensionnelles de la solution strictement stationnaire (X, )nez

de l’équation (5.58) sont a variations réguliéres de méme indice .

Preuve. Soit m > 1, alors par la représentation (3.60) de la solution non- anticipative

strictement stationnaire (X,,),en on obtient

Xm = (Xi,...,X,)

0 1 m—1 , m—2 m—1 /
— (ITaw-TTox - IT @) Xo+(bo,b1+a1bo,...,bm_1+ ( ak)bj)
k=0 k=0 k=0 j=0  k=j+1
0 1 m—2 m—1 , 1 m—2 m—1 ,
= (Hak,Hak,"';Ham ak>X0+<1> Clk,Hak,"';Ham ak) bo
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1 k=1 k=1 k=1
2 m—2 m—1 ,
+(O717Hak7“'7Hak7Hak>b1+"'+<070707"'7071>bm—1
k=2 k=2 k=2

== A()Xo + AlbO + -+ Ambm—l-

Notons que Ay et X sont indépendantes et que A; et b;_; sont indépendantes pour
chaque 7 > 0. Puisque 36 > 0 tel que E(|A|**°) < oo, alors on peut appliquer le résultat
du théoreme 3.1.3 dans un cas multidimensionnel et on conclut que les vecteurs aléatoires
Ao Xo, Aibg, ..., Apby,—1 sont a variations régulieres d’indice o et de mesures limites cor-

respondantes i, . . ., i Par le théoreme 3.1.3 et le théoreme 3.3.4, on déduit que
P(|AoXo| > 2) ~ E(|Ag|*)P(Xo > 2) ~ E(|Ag|*)(1 — E(a®)) 'P(b>2x) si x— o0
et
P(JAbi—q| > x) ~ E(|[A]*)P(b>2x) si z—o00, i=1,...,m.
On choisit pour tous les vecteurs précédents une suite de nombres positifs (a,,) telle que
nP(|Ao|Xo > a,) ~ 1,

alors on peut caractériser la mesure yu; par la distribution spectrale (voir le Corollaire 3.2.1).

En effet, pour tout ensemble S C S™! on a :
nP(|Aslbi 1 > tan, AiJ| A € §) = nP(%|Ai|bi_1 > an, Ai/|Ai| € S)
~ B (A0 Is(Af|A) ) P(bis > an)
— B (A" Is(A/|A) ) P(biy > ).
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La mesure spectrale P(6 € -) de A;b;_1 est donnée par

P<|A2’bl_1 > tan,Az/]AA < S)
P(‘A2|b171 > (ln)

— tOP(OeS), SeSm.

Pt > ta Aflal € 5) U E(AT IS(A/1AD) PO > an)
P(|Az|bz_1 > CLn) P(|Az+l|bz > CLn) '

Comme P(|A;|bi—1 > a,) ~ E(JA;|*)P(bi—1 > a,), alors

P(Afbs > tan Al € ) E(IAN ICA/AD) Py > an)
P(|Al|b7,_1 > Cbn) E(|A2|O‘)P(bz_1 > an) ’

Par conséquent la mesure spectrale P(6 € -) de A;b;_1 est définie par

B(JAi* Is(A/ | A1)
E(|Ai]*) ’

PHeS) = S esm

En utilisant la preuve du lemme 3.1.1 pour le cas multidimensionnel, on déduit que X,

est a variation réguliere d’indice @ et de mesure limite
p(de) = po(de) + cyp(de) + -+ - + cppim(dz), (3.67)

avec ¢; = [E(|Ai|%)/E(|Ao|*)|(1 — E(a®)), i=1,---,m.

3.3.3 Variation réguliere de la somme des variables de la solution
stationnaire

Dans cette partie, on on s’intéresse au comportement asymptotique de la queue de la

distribution de la somme
Sp = Xi+Xo+--+X,, n>2, (3.68)
Pour une suite (X,,),cz indépendantes et identiquement distribuées, on a le résultat suivant.

Théoreme 3.3.5. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires i.i.d a variations réguliéres

dindice o > 0, alors

P(S,>xz) ~ nP(X>z), n>2 s x— oo. (3.69)
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Dans les conditions du théoreme 3.3.3 et les conditions du théoreme 3.3.4, la solution
strictement stationnaire (X,,),ez de '’équation aux récurrences stochastique (3.58) ne vérifie
pas la relation (69). Cependant, sous les conditions du théoreme 3.3.4, S,, est a variation

réguliere d’indice . En effet, on a

n m—1 m— m—1 n m—1 n m-—1 m—1
o= (T X (IT o) = %03 () + 0 ( IT ol
m=1 =0 =0 k=j+1 m=1 k=0 m=1 j=0 k=j+1
n m—1 n—1 n—1 m
_ XOZ<Hak>—|— b, ( I1 ak), (3.70)
m=1 k=0 7=0 m=j k=j+1
et on pose
n m—1 n—1 m
Yo=Xo) (JTa) Yi=0,3 (J] a),i=0....n—1
m=1 k=0 m=j3 k=j+1

Théoréme 3.3.6. [?] Supposons que les conditions du théoréme 3.5.4 sont satisfaites. Si

(Xn)nez est la solution non-anticipative strictement stationnaire de l’équation aux récurrences
stochastique (3.58), alors

i ) = oo s( 3 (1)) + S 8(S (11 0)) 0

m=j k=j+1

Preuve. Ona: S, =" _ Y,.

La variable X, est indépendante de . _ (Hk 0 ak) alors par le théoreme 3.1.3 et la
relation (3.66), on déduit que

n

p(x Z(HGQM)N P(b > a)(1 - Bla®) " E( ’ﬁ )"

m=1 m=1

La variable b; est indépendante de y " (Hk_j i ak) alors par le théoreme 3.1.3, on

déduit que
n—1 m n—1 m

P(Y;1>2) = <bﬂz H ay >x)~P(b>x ( H ak> 0,---,n—L.
m=j k=j+1 m=j k=j+1

En utilisant la preuve de la proposition 3.3.1, on déduit que

P(Y, Y,

=0, 0<k<m<n.
z—00 P(Yy > ) ’ - m=n

Les conditions du lemme 3.1.1 sont satisfaites, alors la relation (3.71) est vérifiée.
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Remarque 3.13.

1. La relation (3.71) peut étre écrite sous la forme suivante.

;_-

n—

i e = p( (T )+ - pen S (S (1T w))lom

m=1 k=0 7 k=j+1

I\
o

2. Sous les conditions du théoreme 3.3.3 de Kesten, S, est a variation réguliere d’in-
dice @ > 0. En effet, supposons que 3§ > 0 tel que FE(a*™) < oo, alors par la

représentation (3.70), le théoreme 3.1.3 et le lemme 3.1.1, on en déduit que

n m—1

i 2822 (5 (1) 579

m=1 k=0



Chapitre 4
Modeles ARCH/GARCH

4.1 Introduction

Les modeles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques (ARC H) ont été pro-
posés par Engle [27] pour capturer la volatilité instantanée caractérisant les séries fi-
nancieres. Leur extension aux modeles Autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques
généralisés (GARCH) est due a Bollerslev [12]. Dans ces modeles, le concept principal est
la variance conditionnelle, c¢’est-a-dire la variance conditionnée par le passé du processus
(conditionnellement a l’ensemble d’informations fournies par le passé de la série chro-
nologique). Dans les modeles classiques GARCH, la variance est exprimée comme une
fonction linéaire du carré des valeurs passées de la série chronologique. Cette spécification
particuliere peut capturer les faits stylisés principaux caractérisant la série financiere. La
structure linéaire de ces modeles est exposée par plusieurs représentations qu’on étudiera
dans cette partie. On présente d’abord des définitions et des représentations des modeles
GARCH (p,q), puis on étudie les conditions de stationnarité forte ainsi que les conditions

de stationnarité au second ordre.

71
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Définition 4.1.1. Le processus (e;)ez satisfait un modele GARCH (p,q), si

&t = OMy, (41)
q p
op = ao—{—Zaia?_i +Zﬁjatz—jv (4.2)
i=1 j=1
avecog >0, a; >0,i=1,...,q, 3;>20,5=1,...,p (4.3)

et (n;)iez est une suite de variables aléatoires i.i.d : E(n;) =0, E(n?) = 1.
L’équation (4.2) peut étre écrite sous la forme symbolique suivante :
B(B)o} = ay+A(B)s;, teZ, (4.4)

olt B est Popérateur de retard (B'e? =2, et Bio?=o0?,, Vi € N) et A, B sont deux

polynomes de degrés q et p, respectivement :

Si B(z) =1, alors on a :

2 _ 2 2
Op = Qo+ 1€ + -+ &,

et le processus (&;);ez est dit processus ARCH(q).

Remarque 4.1. Les inégalités dans (4.3) sont imposées pour garantir que :

o > 0, p.s (4.7)
Dans le cas du modele GARCH (1,1) avec
o; = ag+aig; y + fiop

les conditions suffisantes, mais pas nécessaires pour (4.7) sont

ap >0, a; >0, 5]20 (48)
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En d’autres termes, par substitution on montre que

af = g+ oqef,l + 51(040 + 041575272 + 510372)

= op(l— 51)_1 + 0415,52_1 + a1 Z ,6’{5?_j_2,

§=0
avec o > 0, a; > 0, 0 < 7 < 1 sont des conditions nécessaires et suffisantes pour (4.7)

en supposant que la somme » % Bef_;_, est convergente.

Par définition, les innovations relatives au processus (£7);cz sont données par le proces-

sus (& )iez, défini par :

& = el —op, tel (4.9)
En remplagant la variable o2 ; par g2 ;—&t—; dans I'équation (4.2), on obtient la représentation
suivante :
max(p,q) P
& = ao+ Y (u+B)e +&—> Bk, teL, (4.10)
i=1 j=1

avec la convention que a; = 0 (8; = 0) si ¢ > ¢ (j > p). Cette équation a la structure
linéaire d'un modele ARM A(max(p, q),p). Sous des conditions supplémentaires, incluant
la stationnarité de second ordre du processus (¢2);cz, on peut dire que si (¢;)¢cz satisfait un
modele GARC H (p, q), alors le processus (£7);cz satisfait un modele ARM A(max(p, q),p).
En particulier, le carré du processus ARC H(q) satisfait, s’il est stationnaire, un modele
autorégressif d’ordre ¢, AR(q). La représentation ARM A est utile pour l'estimation et
I'identification des processus GARCH.

Remarque 4.2. L’innovation &; est conditionnellement hétéroscédastique. En effet, si la
loi conditionnelle de €; sachant F;_1, I’ensemble d’informations disponibles a I'instant t — 1,

suit une loi normale N (0, 0?), alors on a :

B@ir) = B( (2~ BEHF) 170

_ E((gg S22 B(1F) + (BEIF)) ml)

= B(ENF) -~ 2EE1F)) + (B(EIF))
— B(EF) - (B(EFL))

_ 4_ 4 _ o 4
= 3o, —o, = 20,.



CHAPITRE 4. MODELES ARCH /GARCH 4

4.2 Solutions stationnaires

Dans cette partie, on s’intéresse aux solutions non-anticipatives stationnaires (solutions
strictement stationnaires et solutions faiblement stationnaires) du modele défini par (4.1)
et (4.2). On considere d’abord le modele GARCH (1, 1) qui peut étre étudié d’une maniere

explicite que le cas général.
4.2.1 Etude d’un modéle GARCH(1,1)
Soit un modele GARCH (1,1) défini par :
Et = Oy, (411)
Utz = Qo+ CY1€?_1 + 610’3_1, (412)

avec ag > 0, iy > 0, 1 > 0 et (1;)sez est une suite de variables aléatoires i.i.d (0, 1).

Le modele GARCH (1,1) peut étre écrit comme équation aux récurrences stochastiques
Xy = X1 +b, te,

ou (ag, by)iez est une suite de variables aléatoires i.i.d. (X;)iez est une suite de vecteurs
aléatoires, (a;)icz est une suite de matrices aléatoires i.i.d et (b;)iez une suite de vecteurs

aléatoires 4.1.d définis par

2 2 2 2
_ [ &t _( cami B _ [ @ohy
Xt - ( O,t2 ) ) a1 = ( oy Bl > 3 bt—l - ( o ) .

Nelson [58] a démontré une condition suffisante pour que le modele GARCH (1, 1) défini
par (4.11) et (4.12) admet une unique solution non-anticipative strictement stationnaire et

ergodique.

Théoréeme 4.2.1. [58] Soit un modele GARCH (1,1) défini par (4.11) et (4.12). Suppo-

sons que
—o0 < E(log(aing + $1)) <0, (4.13)

alors

1. La série infinie suivante :

o = ag Z H(alntz—j + B1) (4.14)

m=0 j=1
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converge presque surement. Le processus (af)tez est strictement stationnaire et ergo-
dique et le processus (g¢)iez défini par e, = oy 1y est l'unique solution non-anticipative

strictement stationnaire et ergodique du modéle défini par (4.11) et (4.12).

2. Supposons que (02)iez est strictement stationnaire. Soit p € [1,+o0[ tel que
Blaw + 6P < 1, (4.15)

alors Am : 1 < m < [p] tel que E(c*™) < oo et

m—1
m m\ m m—
(™) = (1= (ami+8)") " Y () ) Blaant +8) e B@™).  (4.16)
k=0
Preuve. De 'équation (4.12), on a :
o = g+l + pop

= ap+t (04177?—1 + 51)‘7?—1-
On a ainsi la représentation de ¢ sous ’équation aux récurrences stochastique :
Xt = at,lXt,l + btfl, t e Z, (417)

avec X; = 02, a;_1 = aym? | + P1 et bi_1 = .

On a E(log" |b|) < oo et par hypothese E(log |ao|) = E(log(aung + £1)) < 0. Ainsi, par
le théoreme 2.2.3, la série (4.14) converge presque siirement et (02);cz est 'unique solu-
tion non-anticipative strictement stationnaire et ergodique de I’équation aux récurrences

stochastique (4.17). Par conséquent, le processus (g;);ez est défini par :

£ = <a0 i ﬁ(aln?j + 51)) 1/2771; (4.18)

m=0 j=1
est I'unique solution non-anticipative strictement stationnaire et ergodique du modele défini
par (4.11) et (4.12). Supposons que E(|ag|P) = E(cqn3 + B1)P < 1, avec p € [1, +ocl, alors

par le théoreme 2.3.1, on déduit que

3

1

B(o*™) = (1= B((aum +8)") " 3 () ) E((md + 8)")ag *E(e™),  (4.19)

0

=
Il

avec 1 <m < [p)].

Le résultat suivant montre la non-stationnarité du processus GARCH(1,1).
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Corollaire 4.2.1. [31] Soit un modéle GARCH (1,1) défini par (4.11) et (4.12) avect > 1.
Si E(log(amg + 51)) > 0, alors

lim o = +oo, p.s. (4.20)

t—o00

Si, en plus, E(]log(n?)|) < oo, alors

lime; = +oo, p.s. (4.21)

t—o00

Preuve. On a :

t m—1

(aani; + Br) = aolaani y + B1) - . (ami + Br),
m=1 j=1

alors
-1

1
hm 1nf - log ol > hm mf Zlog amp b)) = E(log(aim; + B1)).

Par conséquent log o? — +o0o et 02 — +00, p.s.

De la méme maniere, on a :

1
liminf — logst = liminf - (logat + logn?)

t—o00 t—o00

o1
> E(log(amg + 51)) + htrgglf n log ntz = E(log(amg + 51)),
alors loge? — 400 et 2 — +00, P.S

Bollerslev [12] a établit une condition nécessaire et suffisante pour l'existence d’une

solution stationnaire au second ordre du modele GARCH (1,1).

Théoreme 4.2.2. [12] Le modéle GARCH (1,1) défini par (4.11) et (4.12) admet une
unique solution non-anticipative stationnaire au second ordre donnée par (4.18), avec

E(g;) =0, var(e;) = ap(1 — g — B1) 7! et cov(ey, e5) =0 pourt # s, ssi
o+ < L (4.22)
Preuve. Si (g):cz est stationnaire au second ordre, alors on a :
E(g}) = E(E(ei|Fim1)) = E(07) = a0 + (a1 + B1) E(e] ).

Par conséquent,

(1—041 51) ( )—040,
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o
ce qui donne pour 1 —a; — By > 0, B(e?) = ——2%
l—a— 5

Inversement, supposons que a; + 1 < 1. Par I'inégalité de Jensen, on a :

E(log(ozmg + 61)) <log E(ayni + B1) = log(ay + B1) <0

c’est-a-dire la condition (4.13) est satisfaite. Il suffit alors de montrer que la solution (&;)¢ez

définie par (4.18) admet une variance finie. En effet, Notons que

m+1 m
[Tt +8) = (amiy+8) [[(ani;+5)
j=1 J=1

et puisque (7;)¢ez est une suite i.i.d, I'espérance de H am? '+ B1) ne dépend pas de t.

Par conséquent,

m

E(H(amij + 51)) = (qq+p)E (ﬁ (camy_ _jt+ 5 >
j=1 7=
= (a1 + )™

On a ainsi,

B(&) = BOf) - B(@?) = E(ag i [T, + 60)

=0j=1

= CYOZ (H 04177t2_j+51)>

J=1

= Qg Z(Ch + B)™
m=0

= CYo(li— a1 — 51)_1

S

Ceci montre que la solution du modele GARCH (1,1) défini par (4.11) et (4.12) est sta-
tionnaire au second ordre. De plus cette solution est un bruit blanc parce que
E(e;) = E(E(g¢|Fi—1)) = 0 et Yh > 0,

COV(€t7€t_h) = E(étEt_h) = E(E(€t€t_h|]:t_1)) = E(gt—hE(€t|E—1)) = 0.

Notons que depuis les conditions du théoreme 4.2.1, la stationnarité stricte de (02)sez
implique la stationnarité stricte du processus (g7, 02)iez = (02(n?,1))sez. Par la construc-

tion du processus (g;)ez, le processus (g, 0)cz est strictement stationnaire. Dans cette
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partie, on étudie le comportement des queues des vecteurs aléatoires (g4, 0;) en utilisant la

notion de la variation réguliere des vecteurs aléatoires (voir théoreme 3.2.2). On pose
at—1 = Oé177t2_1 + B, teZ.
Théoréeme 4.2.3. [56] Supposons que la loi de (loga) est non-arithmétique, E(loga) < 0,
P(a > 1) >0 et il existe hy < oo tel que E(a”) < 0o, Yh < hy et E(a") = oo, alors on a
les résultats suivants
1. L’équation
E@d"?) = 1 (4.23)
admet une unique solution positive.

2. Supposons que k satisfait I'équation (4.23), alors il existe une unique solution non-

anticipative strictement stationnaire (07 )ez de l’équation aur récurrences stochas-

2

tique (4.17). Pour a indépendante de o, il existe une constante positive

E((Ozo + aJQ)k/2 _ (CLO'Q)k/Q)

O Tk /2)E(a" 2 og a)
telle que
Pleo>x) ~ cz ™" si x— 00 (4.24)
P(le] >2) ~ E(n|")P(oc>z) si x— oo. (4.25)

Par conséquent, le vecteur (e,0) est a variation réquliére d’indice k et de mesure

spectrale définie sur S* par :

E((n, DI*m/imie)
E(|(n,1)|*)

Preuve. La fonction E(a") est continue et convexe par rapport & h. Comme E(loga) < 0,

PO e (4.26)

alors E(a") < 1 sur un voisinage de zéro. De plus, pour une valeur suffisamment grande pour
h, puisque P(a > 1) > 0 et E(a") = oo, alors E(a") > 1. Par conséquent, F(a*/?) =1 ad-
met une unique solution positive. Puisque la condition (4.13) est satisfaite, alors I’équation
(4.17) admet une unique solution non-anticipative strictement stationnaire (67);c7. La re-
lation (4.24) est une conséquence directe du théoreme 3.3.1. La relation (4.25) est une

conséquence du théoréme 3.1.3. De plus, pour B € S, on a

P(|(e,0)| > =t (e,0)/|(e,0)| € B) = P(a|(n, D)|Imn1)/1m1)eBy > 7t)
~ E(n, D[ It imjenyr ) Plo > 1),
P(|(e,0)| > t) = P(o|(n,1)| > t) ~ E(|(n,1)[*)P(c >1).
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4.2.2 Modele GARCH(p,q)

Dans le cas général d'un modele GARCH (p,q), défini par (4.1) et (4.2), on a la

représentation vectorielle (équation aux récurrences stochastique multivariée) suivante :

Xt = at,lXt,l -+ btfl, t e Z, (427)
avec
X, = (5%’ e 78?—q+170-t27 - ’0'1:2_1)+1)/ e RPta b,y = (04077?70’ e, 0, ’()>/ c RPH4 et
oy any e gy agnp B Banp o Bpamp Bonlf
1 0 s 0 0 0 0 ce 0 0
0 1 - 0 0 0 o .- 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
= 4.28
= (@3] 6%) Qg1 Oy I3} B /Bp—l 5p ( )
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0

telle que a; € RPT? x RPF4. Dans le cas d'un modele ARCH (q), le vecteur X; se réduit a
2 et ses (q — 1) premieres valeurs passées, la matrice a; se réduit & une sous-matrice de la

matrice définie par (4.28).

Le résultat suivant donne les conditions suffisantes pour que le modele défini par (4.1)

et (4.2) admet une unique solution non-anticipative strictement stationnaire et ergodique.

Théoréeme 4.2.4. [31] L’équation aux récurrences stochastique (4.27) admet une unique

solution non-anticipative, strictement stationnaire et ergodique définie par

o9 k

X, = Z(Hat_j)bt_k_l, (4.29)

k=0 j=1

ssi Uezposant de Lyapounov vy de la suite (a;)iez définie par (4.28) est strictement négatif.
Par conséquent le modeéle (4.1) et (4.2) admet une unique solution non-anticipative stric-

tement stationnaire et ergodique.

Preuve. On utilise la norme matricielle définie [[a|| = >, ; |a;;|- Notons que la suite (a;)iez

vérifie la condition E(log™ ||a,||) < co. En effet, puisque E(n}) = 1, alors les composantes
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de la matrice a; sont toutes intégrables et par conséquent, on a :
E(log" [|a:]|) < E([lac]l) < oo.

De plus, la suite (b;);ez vérifie la condition E(log™ [b;|) < co. Les conditions du théoréme

2.2.1 sont alors satisfaites.

Les conséquences de la condition de stationnarité stricte sont données dans la proposi-

tion suivante.

Proposition 4.2.1. [30] Si l'exposant de Lyapounov «y de la suite (at)iez est strictement

négatif, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ZZP:I Bz < 1.
2. Les racines de
]__/Blz_..._/szp:O
sont en dehors du disque unité.

3. p(By) < 1, avec p(By) est le rayon spectral de la matrice

Bi Ba o Bp1 By
1 0 - 0 O

By = o 1 -~ 0 0

o o0 --- 1 0
Preuve. Comme les éléments de la matrice a; sont positifs, alors il est clair que 'exposant
de Lyapounov de la suite (a;)icz est plus grand que l'exposant de Lyapounov de la suite
des matrices constantes obtenues en remplacant par zéro les composantes des g premieres

lignes et les ¢ premieres colonnes de la matrice a;. La matrice obtenue a les mémes valeurs

propres non nulles et le méme rayon spectral que By. Pour une matrice constante A, on a
1

lim ~log ||A"| = logp(A), (4.30)
t—oo t

alors log p(By) < v < 0, ce qui implique que p(By) < 1.

En calculant le determinant de (AL, — By) par rapport a la derniere colonne, on obtient
1
det(AL, — Bo) = AV = N7'8 — - = ABpy — B, = ApB(X),

avec B(z) =1 — i1z — -+ — B,2P.

L’équivalence entre (2) et (3) est évidente. On montre maintenant que (1) < (2).
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Ona B(0)=1et B(1) =1—>" f;. Par conséquent, si > 7 5 > 1, alors B(1) < 0 et
par le théoréme de Role, 3z €]0, 1] t.q B(z9) = 0. On a montré alors (2) = (1).

Inversement, si Y &, f; <1 et B(z) =0 avec |z] <1, alors

p p p p
1:;@‘26: )z;ﬂzzé < ;5z‘|2’0|i S;Bi <1,

d’ou la contradiction. On a montré alors (1) = (2).

Corollaire 4.2.2. [31] Si l’exzposant de Lyapounov vy de la suite (a;)iez définie par (4.28)

est strictement négatif, alors
I5>0 tel que E(0) <oo et FE(e) < .

Le résultat suivant donne une autre caractérisation de la stationnarité stricte des

modeles GARCH.

Lemme 4.2.1. [31] Soit (a;)iez une suite de matrices aléatoires i.i.d, alors 'exposant de

Lyapounov ~y de la suite (a;)iez est strictement négatif, ssi
3s>0, Jko>1 tels que 0 = E(||lagar-1---a1]*) < 1.
Preuve. Supposons que v < 0. On a :
vyo= i%f %E(log |lagag—1--- a1||),

alors  Jko>1 tel que E(logllakar,_1---ail]) <O0.

De plus, en utilisant la norme [|Al| = 3, . [Aj;|, on obtient

E(Hakoako—l T al”) = HE(akoako—l o 'a1)|

= [[(E(a)"™|
< (Bla])®.

Rappelons que si 37 > 0 tel que E(X") < oo et E(logX) < 0, avec X est une
variable aléatoire positive, alors 3s > 0 tel que E(X®) < 1.

En utilisant ce dernier résultat, on conclut que
7<0=3s>0, Iko>1 tel que E(|lagar-1---a1]°) <1.
Sids >0, dkog>1 tel que ¢ < 1, alors par I'inégalité de Jensen, on a :

1 1
v < —E(log gy arg—1 - --a1||) < —1logd <0.
k’o SkIQ
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Preuve du corollaire 4.2.2. La preuve du lemme 4.2.1 montre que le nombre s peut

étre inférieur a 1. Soit s €]0, 1], alors la solution strictement stationnaire définie par (4.29)

satisfait
BOXI) < 3 Blla - arsl)E(ber-l) = E(lboll) ZEuau sy
k=0
= E(lboll* (1+ZEHaH Al S Bl i)
k=ko+1
2ko
< E(lbol) (+ZE||a 19+ 3 Bl ail) +
k=ko+1
> E(||at,1-~at,k||s)>
k=2ko+1
< Bl (1 +Z Ellao*) +6Z Blaol) + 3 E(lacs--asl))
k=2ko+1
< E(lboll*) (+25ﬂ2 Blla[*)*) < oo,

On en déduit que 02* < || X3||* et €25 < || X¢||* et par conséquent E(02%) < oo et E(e2%) < oo.

Le théoreme suivant donne les conditions nécessaires et suflisantes de stationnarité du
second ordre des processus GARCH (p, q).

Théoréme 4.2.5. [12] Si un processus GARCH (p,q) est stationnaire au second ordre,

alors

q p
dai+) B o< L (4.31)
i=1 =1

Inversement, si la condition (4.31) est satisfaite, alors l'unique solution non-anticipative
strictement stationnaire du modéle défini par (4.1) et (4.2) est un bruit blanc faible (sta-

tionnaire au second ordre).

Preuve. On montre d’abord que la condition (4.31) est nécessaire. Soit (¢¢)ez un processus

GARCH (p, q) stationnaire au second ordre, alors

E(s}) = E(E(e|Fi)) = E(07)
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ne dépend pas de t. En prenant Iespérance mathématique des deux cotés de (4.2), on
obtient
q p
E(s}) = a0+ Y _ oE() + Y BiE(E),
i=1 j=1

c’est-a-dire . )
<1 — ZO@ — 26]>E(€?) = Qp,
i=1 j=1

ce qui montre (4.31).
Maintenant, on montre la condition suffisante. Supposons que la condition (4.31) est satis-
faite et on construit une solution stationnaire satisfaisant un modele GARCH (p, q).

Pour t, k € Z, on définit le vecteur Xj(t) comme suit

0 si k<O,
Xk(t) - { a,t_le_l(t - 1) + bt—l sik 2 0.

0 sik <O,
et Xk(t) — kal(t) = bt_1 sik = 0,
at,l(Xk,l(t — 1) — kag(t — 1)) sik>0.

Par itération, on obtient pour k& > 0,
Xk(t) - Xk—l(t) = Q1042+ Q—pb_p—1.
Par conséquent,
E(Xk(t) = Xpa (D) = [ E(ar-1a1-2 - - - ar—gbr—-1)]-

Notons que tous les termes de a;_1a;_5 - - - a;_;b;_r_1 sont indépendants parce que (7;)ez
est une suite de variables aléatoires i.i.d. En posant a = E(a;) et b = E(b;), on obtient
pour k > 0,

E(| Xk(t) = X1 (D) = lla®bl| = (1,1, -+, 1)a"b.

La condition (4.31) implique que les valeurs propres de a sont strictement inférieur a 1 en

valeur absolue. En effet, on peut vérifier que

det(Alpyy —a) = Ap+4<1 - i A — i @)ﬁj).
i=1 j=1
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Si |[A| > 1, alors

q p
det(\ sy — a)| > ‘1 S an =3 g
i=1 Jj=1

q p
21—20@‘—25j>0»
i=1 j=1

donc p(a) < 1. En utilisant le résultat (4.30), on déduit que a* — 0 si k& — o0o. De
plus, pour ¢ fixé, X (t) converge presque surement lorsque k — oo. Soit X; la limite de
(Xk(t))k. Pour k fixé, le processus (X(t))iez est strictement stationnaire. Le processus
limite (X})ez est strictement stationnaire et est une solution de I’équation aux récurrences
stochastique (4.27).

Remarque 4.3.

1. Sous la condition (4.31) du théoréme 4.2.5, 'unique solution du modele défini par

(4.1) et (4.2) est un bruit blan de variance

var(ey) = a0<1 — i a; — i@-)_l.
i=1 =1

2. Sous la condition (4.31) du théoreme 4.2.5, on a nécessairement

(1—zq:a,-—zp:6j<1>:>7<0
i=1 j=1

parce que la solution stationnaire au second ordre donnée par le théoreme 4.2.5 est
aussi strictement stationnaire. En effet, si la condition (4.31) est satisfaite, alors le

rayon spectral p(E(a;)) est strictement inférieur a 1. De plus, on a :

1 1
pBlogllax---all) < 5log E(flak---arl])
1
= 7 log|[(E(a1))"l| = log p(E(ar)) <0,

ce qui montre que vy < 0.

4.3 Processus ARCH(c0)

Définition 4.3.1. Un processus (e;)iez est dit un processus ARCH(00), s’il existe une
suite de variables aléatoires (my)iez i.i.d avec E(ny) = 0, var(n) = 1 et une suite de

constantes non négatives (¢;)ien, avec ¢g > 0 telles que

Et = O, (432)

i=1
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Cette classe de processus contient les processus ARCH(q) et les processus GARCH (p, q).

La stationnarité d'un processus ARC H(00) exige des conditions sur les suites (7;):ez

et (¢;)ien-
Théoréme 4.3.1. [31] Soit
A = Zgbf et fos = E(|nt|28) y S 6]0> 1]7
i=1

si s €]0,1]  tel que Aguos < 1, alors il existe une unique solution non-anticipative

strictement stationnaire du modele défini par (4.32) et (4.33), donnée par e, = oy, avec
07 = G0+, D, b BTy iy (4.34)
k=11, ,ip>1

telle que E(g¥*) < .
Preuve. Consédérons la variable aléatoire suivante
St = ¢o+ o Z Z iy - ¢ik77t2—z‘177t2—i1—z'2 “ '77152—i1—~--—z’k‘ (4.35)
=1 i1, ig>1
Soit s €]0, 1], alors
o0
Sy < Pyt Z Z o7 ¢fk77t251'177tz§i142 e 'n?iilf---fik (4.36)
k=1 i1, ig>1
En prenant 'espérance des deux cotés de (4.36), on obtient :

E(S]) < ¢ +¢SZ Z o7 - ka<77thz‘177tzfi1—i2"'Utzfil—m—ik)

k=1 i1, ig>1

= 05 (14 Do ()" = 05(1 = Auaa) ™
k=1

ceci prouve que S; est fini presque strement. De I’équation (4.35), on obtient :

Z GiSe-itli—; = o Z ¢io771527¢0 + %o Z @07715240 Z Z Giy - Qﬁiknt{iofﬁ T 7]1‘,271'07@'1---71';6
i=1

do=1 =1 k=1 i1, ,ig>1

= o Z Z Dig * - Cbimg—io???—z‘o—il T nf—i0—~~—ik~

k=0 o, ,ix=>1
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Par conséquent, (S;)icz vérifie 'équation aux récurrences stochastique suivante.
[o.¢]
St = ¢o + Z ¢z‘5t—z‘77t2—z*
i=1
La solution non-anticipative strictement stationnaire (g;);ez du modele défini par (4.32) et

(4.33) est donnée par g, = Stl/Qm. De plus,
E(e}*) = E((S,*n)*) = E((Sm})*) < E(S;)E()" < paadi(1 — Aupins) ™' < 0.

4.3.1 Représentation ARCH(c0) d’un processus GARCH (p, q)

Il est utile de considérer la représentation ARC'H(oc) d’un processus GARCH (p, q).
Par exemple, cette représentation permet d’écrire explicitement la variance conditionnelle
o? de g; en fonction de son passé infini. Il permet également aux conditions de positivité

sur les parametres (4.3) d’étre affaiblies.

Théoréme 4.3.2. [6] Si (¢)icz est une solution non-anticipative et strictement station-
naire du modéle défini par (4.1) et (4.2), alors ils existent une constante C' et une suite de

constantes (y)en telles que :
o = C+) e, teLl (4.37)
j=1

Preuve. De la proposition 4.2.1, on a 3", 3; < 1 et les racines de B(z) = 0 sont en

dehors du disque unité. Par conséquent, on a :

1 oo ) o0
= d;z’, |z| <1, |d;| < 0.
B(Z) ]z:; J ]2:; J

Onpose B YB) = —— = Zijj. En appliquant l'opérateur B~!(B) a (4.4), on
=0
obtient :

of = B (Lao+ B (B)A(B)e
= O (1 — Zﬁj)l + Z@Z{j&f_j,
j=1 Jj=1

les coefficients 1; sont obtenus du développement en série de fonctions de B~!(B).A(B),

ie.,
p
Y; :@j‘i‘Zﬁj%—k, Jj=1,
k=1

avec ; =0, 7>q et 9¢; =0, j <0.
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4.4 Moments d’ordres supérieurs et kurtosis

4.4.1 Moments d’ordres supérieurs

Dans cette partie, on s’intéresse aux moments d’ordres supérieurs de la solution stric-
tement stationnaire du modele GARCH (p, q). Le résultat suivant donne les conditions

assurant I'existence des moments d’ordres 2m, ol m est un entier positif.

Théoréme 4.4.1. [29] Soit o™ = E(aP™), avec a; définie par (4.28). Supposons que
E(n?™) < oo et p(a'™) < 1, alors la série (4.29) converge dans L™ et le processus (£2),ez

est strictement stationnaire admettant des moments jusqu’a l’ordre m.

Preuve. Soit k > 0, alors apres k itérations dans 1’équation aux récurrences (4.27), on
obtient :

k— J

( H at_l-> be—j_1.

k 1
Xy = Hat—iXt—k+
i=1 =0 i=1

k
On pose a;_1x = Hizl ag—; et Xip = a1 xbig—1, avec az_10 = Iprqy et Xyo = b1

Notons que

[eS) k

Xy = Z (Hat—z‘>bt—k—l = f:Xt,k- (4.38)

k=0 =1

En utilisant la norme [[A| =37, ; |A;| et égalité [[A]l - [ B|| = [|A ® BJ|, on obtient :

E([|X:x]™) = E(||lat—14bt—k—1® - - @as—1 1bi——1||) = ||E(ar—1 xbt——1®- - - @as—1 bs——1)||-

Soit & € RPT4, alors (ax)®™ = a®™ x 2®™. En utilisant ce résultat, on obtient :
E(1Xexll™) = [1E(ar-14""br-r1®") | = | E(ae1®"™ -+ ar 1 "bropa® ™). (4.39)

On pose b™ = E(b,°™). De (4.39) et du fait que les matrices a;_; sont indépendantes, on
obtient :

E(IXekl™) = ll(@™) ™).

En utilisant ce dernier résultat et la relation (4.38), on obtient :

1Xellw = (BAXI™NY™ <D 1 X el
k=0

< e (S @),
k=0
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Si p(a™) < 1, alors ||(a"™)*|| converge vers zéro. Dans ce cas, X, est finie presque
strement, le processus (X;):cz est la solution strictement stationnaire de (4.27) et il ap-
partient & L™. Il est clair que ||2||,, < || X¢||m. Par conséquent, la condition suffisante pour

I'existence de F(£2™) est alors p(a™) < 1.

4.4.2 Coefficient d’aplatissement (Kurtosis)

Dans ctte partie, on s’intéresse au coefficient d’aplatissement de la distribution margi-
nale de la solution strictement stationnaire du modele GARCH (p, q). Premiérement, on

annonce ce résultat qui est une conséquence du théoreme 4.3.2.

Corollaire 4.4.1. [51] Soit (¢¢)tcz un processus GARCH (p, q) stationnaire, alors pour le
processus (e2)iez satisfaisant le modele ARM A(max(p, q),q), il existe une constante C' et

une suite de constantes (1;);en données par :

max(p,q)

-1
C (o + 5;) et
(= X eiep)
max(p,q)
U= =B+ Y (ot Bk, >0, (4.40)
k=1

avec fo=—1,3;=0,37>p e ¢; =0, j<0, Z;io [0;| < o0, telles que :
5? = C + Z¢j§t_j. (441)
=0

Pour le coefficient d’aplatissement du processus GARC H (p, q), on a le résultat suivant.

Proposition 4.4.1. [31] Soit (¢;)iez un processus GARCH (p,q) possédant un moment
d’ordre 4. On pose 6 = Z;io %2'; avec (V;)ien est définie par (4.40), alors la kurtosis de
(¢)1ez est donnée par :

ke = ky (kn — 0(k, — 1))_17

avec k, est la kurtosis de (n;)iez.

Preuve. Notons que le processus (& )ez est un bruit blanc de variance

var(&) = (o) (n} — 1)%) = (ky — 1) E(c}).



CHAPITRE 4. MODELES ARCH /GARCH 89

En utilisant la relation (4.41), on obtient :

= Y Wivar(é) = 0(k, — 1)E(0})

var(e?) .
= B(}) — (B(e)" = k,E(o}) — (B(eD)".
Par coséquent,
B(of) = (B(2)* (ky — 0(ky — 1)
o knE(Uf) _ k

n
kn - H(kn - 1)‘

4.5 Ergodicité géométrique et S-mélange des proces-
sus ARCH/GARCH

Pour une bonne compréhension, on définit d’abord I'ergodicité géométrique et la pro-

priété du mélange pour un processus ARC H (1) qui est le seul cas ou (g;);ez est Markovien.

Considérons le modele ARC'H(1) suivant :
& = O, (4.42)
ol = ag+ gl . (4.43)

avec ag > 0, g > 0 et (1)ez est une suite i.i.d : E(n,) =0, E(n?) =1.
Hypothese (1) : la loi P, de la suite (7;);cz est absolument continue de densité g par

rapport a la mesure de Lebesgue A sur (R, B(R)). Supposons que :

inf{-n:n<0, g(n) >0} =n" (4.44)

inf{n:n>0, g(n) > 0}
et Je>0:]—n"—e—n"[Un"n"+€C {g >0}

L’égalité (4.44) implique une certaine symétrie de la loi de (n;)iez.
Le résultat suivant établit I'ergodicité géométrique et la propriété de mélange.

Théoréme 4.5.1. [67] Supposons que la suite (n;)iez vérifie Uhypothése (1) et que
(4.45)

—o0 < E(logamg) <0,

alors l'unique solution non-anticipative strictement stationnaire du modéle défini par (4.42)

et (4.43) est géométriquement ergodique et par conséquent géométriquement B-mélangeante

et aussi géométriquement fortement mélangeante (a-mélangeante).
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Preuve. Le processus (g;)icz satisfait
er = (oo +ouer ) Pn, t>1,

avec 1, est indépendante de ;_;, ¢ > 0. Il est clair que (;);>; est une chaine de Markov

homogene sur (R, B(R)) de probabilités de transitions

P(z,B) = P(e; € Blgg =2x) = ]P’((ozo + a168)1/2771 € Bleg = x)

= P(m € (ap + a12®)"?Bley = ) :/ dP,(y).

(ap+aqx2)~1/2B

On montre que les conditions du théoréeme 1.2.5 sont satisfaites. Pour une fonction mesu-
rable A de R dans R, on a :

E(h(e)|err =) = E(h((Oég + ozle)l/Qnt)). (4.46)

Si h est continue et bornée, alors la fonction x — h((ag + a12?)/?y), y € R est continue
et bornée. Par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on déduit que (g;);ez est
une chaine de Feller.

Pour montrer la @p-irréductibilité, on suppose que n* = 0 dans I'hypothese (1). Soit ¢
une mesure de Lebesgue sur [0, /age [. Comme (g +a12?)'/? > | /ag, alors on peut vérifier
que

@(B) > 0= A((ag + a12®) /2B N[0,¢[) > 0= P(z,B) >0

et par conséquent, la chaine est @-irréductible. En particulier, ¢ = A si la densité de n; est
positive sur R.

Si n* > 0. Notons que
E(logain?) = / log(an2?)g(x)dr > log ay(n*)%
]7007777*]U[77*7+00[
De la condition (4.45), on déduit que :
w=a(n")" < 1.

Soit €' €]0, €[ tel que :
wp = 061(7]* + 6/)2 < 1.
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De modele ARCH (1) défini par (4.42) et (4.43), on obtient pour ¢y = z,

2 2.9 2 2 2 2 9
g, = opn; = (o +aigg q)n; = aon; + aag

_ 2 2 2 2 2 2 2 2
= o +o; n; ;= aon; + ar(ao + aag_o)n 1

o 2 2 92 22 92 9
= QT + Qoo _1M; + Q1€ oM7)

= ao(nf +oammi_y + -+ ol gl nt) + ol i,

On définit ainsi la fonction suivante :

Y= (77%"" 777t2) — Zy = (77%7"' 777152—1753)

De plus, par I'hypothese (1), les vecteurs Y; et Z; ont des densités par rapport a la mesure
de Lebesgue \. Par conséquent, pour gy = z, €2 a une densité par rapport a la mesure de
Lebesgue .

Soit I’évenement suivant :

t

=) (ns €l =n"—¢€,—n"Un" 0"+ 6’])

s=1

L’hypothese (1) implique que P(%;) > 0. Conditionnellement & ¥;, on a :
g €L = [ao(n")*(1 —w") (1 —w) " +w'z? ag(n*)*(1 — wi) (1 —wi) " + wiz?].

Puisque I; est un intervalle fermé, alors en utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires
et le fait que £? a une densité, on déduit que pour gy = x, la distribution conditionnelle de 2
par rapport a >; a une densité positive sur I;. Par conséquent, la distribution conditionnelle
de &; par rapport & ¥; a une densité positive sur J; avec J; = {z € R: 2% € [;}.

Soit I = [ap(n*)*(1 —w) ™ ap(n* + €)2(1 —wy)™ Y], J={re€R:a? € I}et \;est une

mesure de Lebesgue sur J. On a :
Aj(B)>0=3t, \(BNJy) >0= 3t, P(e, € Bleg =) > P(e; € Bl(gg = x) N Z,)P(Z;) > 0,

alors la chaine est -irréductible avec ¢ = A;.
La variable aléatoire ayn? est positive presque siirement satisfaisant F(a;n?) = a; < oo et
E(logain?) < 0, alors 3s > 0 t.q FE(ain?)® = afugs < 1.

Comme dans la preuve du corollaire 4.2.2; on suppose que s < 1 et soit f(z) = 1 + 2%,
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alors la condition (1.6) du théoreme 1.2.5 est satisfaite pour tout = € R.

Soient 0 < § < 1 — ajpugs et un ensemble compact C|
C={r€R: s + 9+ (afp — 1+ 0)x* > 0}.
Puisque C' est un intervalle fermé et non vide, alors ¢(C) > 0. De plus, pour z € C°,

E(f(e)lerr=2) = E(l+eP|ep 1 =2)=1+E(E¥|e, =)
L+ B((ao + ane;_y) 0|1 = )

IA

1+ E((af + ajel )nleies = @) = 1+ (of + o5 ) pas
(1= 8)f(x) + afpas + 6 + (s — 1+ 8)2* < (1 —0) f(x).

Ceci montre la relation (1.7) du théoreme 1.2.5, c’est-a-dire la chaine est géométriquement

ergodique et par conséquent géométriquement [-mélangeante.

Soit un modele GARCH (1,1) défini par (4.11) et (4.12). Dans ce cas, le processus
(0¢)tez est un processus Markovien, mais (¢; )z n'est pas un processus Markovien si 5, > 0.
Le résultat suivant donne les conditions de I'ergodicité géométrique de la chaine de Markov

(0¢)iez et la propriété de S-mélange du processus (&;)iez.
Théoréeme 4.5.2. [31] Supposons que la suite (n;)iez satisfait U'hypothése (1) et que
—o0 < E(log(aqng + 1)) <0, (4.47)

alors la solution non-anticipative strictement stationnaire du modéle GARCH (1,1) est telle
que la chaine de Markov (0y)iez est géométriquement ergodique et (g;)icz est géométriquement

p-mélangeant et par conséquent géométriquement fortement mélangeant (a-mélangeante).
Preuve. Le processus (0y)sez vérifie
o; =g+ (umpy + Bi)op .y, t>1,

(0+)tez est une chaine de Markov homogene définie sur (R*, B(R")) et de probabilités de

transitions

Vo >0,VB € B(RY), P(oy € Blog=12) = P((ag + (cumg + B1)og)"/? € Blog = )

= /zdPn(y),
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avec B, = {n: (ag + (ayn? + B1)2?)Y? € B}.
Comme dans le cas d’'un modele ARCH (1), pour une fonction mesurable h : RT — R*,

(0¢)tez est une chaine de Feller, avec
E(h(o¢)|or1 = z) = E(h((ozo + (aam? | + 61)x2)1/2)>.
Pour montrer la ¢-irréductibilité, remarquant d’abord que la condition (4.47) implique que
w = 0177*2 + p1 < 1.

Soit € €]0, €] tel que
wi=a (" +)P+p < 1.

Si op =2 € R, alors pour t > 0, on a :

o7 = ao(14+(oan;  +B1)+ -+ (a1 +51) - - (i + 1)) +(aanf 4+ 1) - - (aamp+ Br) 2.

Conditionnellement a 3J;, on a :

2 Qo t( 2 Qo Qo L[ 2 Qo
GI :|: - ) - i|
ot K 1_w—|—w(x 1—w) 1_w1+w1(x l—wl)
Soit
[=1lml=[-20 %
t—o0 l—w' 1—w;

alors conditionnellement & Y, 07 a une densité positive sur J; avec J; = {z € R : 2? € [, }.
Soit A; une mesure de Lebesgue sur [/ao(1 — w)™2, \/ap(1 — w;y) /2], alors on a :

Aj(B)>0 = 3, ANBnNnJ)>0
= 3t, P(oy € Blog = z) > P(0y € Bl(op = z) N X)P(3;) > 0,

c’est-a-dire la chaine (0y)s ez est @-irréductible avec ¢ = Aj.

La variable aléatoire (ayn?_; + 1) est positive presque siirement satisfaisant

E(amm? 1+81) < oo et E(log(arn? +61)) < 0,alorsds >0 t.q o= E(n? +5:1)° < 1.
Supposons que s < 1 et soit f(z) =1+ 2%, alors la condition (1.6) du théoréme 1.2.5 est
satisfaite pour tout z € R™.

Soient 0 < § < 1 — p et un ensemble compact C,

C={reR":aj+5+ (0—1+0)z* > 0}.
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Pour x € C° on a :

E(f(o)lor-1 =) E(1+07low1 =) = E(1+ (ao + (aumi_y + B1)o7)*|or-1 = 2)
E(l +af + (am? | + B1)o o1 = x) =1+aj+ o™

= (1=-0f(x)+ag+d+(o—1+8)2* < (1-0)f(v),

IN

ceci montre que la condition (1.7) du théoreme 1.2.5 est satisfaite. Il reste a montrer que
©(C) > 0 pour pouvoir appliquer le théoreme 1.2.5. En effet, en notant par C° I'intérieur

de I’ensemble C'; on a :

Qg o s - Qp \°®
go(C’)>0<:)1/1_weC Soy+d+ (o 1+5)<1_w) > 0,

alors il suffit de choisir ¢ suffisamment proche de 1— p de sorte que la derniere inégalité soit

satisfaite. Les conditions du théoreme 1.2.5 sont satisfaite, alors la solution non-anticipative
strictement stationnaire (0y)iez est une chaine de Markov géométriquement ergodique et
par conséquent géométriquement S-mélangeante.

On a g, = o1, alors il suffit de montrer que le processus Y; = (oy,1;)’ vérifie la propriété de
mélange pour que le processus (&;)c7 soit mélangeant. Notons que (Y;);ez est une chaine de
Markov sur RT xR muni de la tribu B(R* xR). De plus, (Y}):cz est strictement stationnaire
et Y; est une fonction de 1,1 -+ -. Pour y = (y1,42) € Rt xR, By € B(R"), B, € B(R)

et t > 0, les probabilités de transition de (Y;)iez sont données par :

Py, By x By) = P(oy € By, € Balog = y1,m0 = 42)
= Py(B2)P(oy € Bilog = y1,m0 = y2)
= Py(B2)P(0; € Bion = ag + (c1ys + B)y1)
= P,(Bs)P" Moo+ (cnys + B)yr, B),

ceci implique que

1Py () - P oo + (agz + Br)ys, ) = Py () - Po ()]
= [P (o + (aay + Buyr, ) = Po ()l = 0,

1P (y. ) = Py ()]

par conséquent (Y;);ez est géométriquement ergodique et aussi - mélangeant. Puisque &,

est une fonction mesurable de Y;, alors le processus (g;)ez est f-mélangeant.
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Dans le cas d'un processus ARC H(q), la propriété du mélange ne se déduit pas par
'extension des résultats de la propriété du mélange d’'un processus ARCH (1).
Soit le modele ARC'H(q) suivant :

Et = O, (4.48)

o] = a0+ gl LELZ, (4.49)

avec ag >0, ; >0, i=1---q et (n)ez est une suite i.i.d : E(n;) =0, E(n?) = 1.

Le modele ARC H (q) peut étre représenté par 1’équation aux récurrences stochastique

suivante :
Xy = a1 X1+ b,
avec Xt = (8?, s ,€?,q+1>,7 bt—l - (0507]1527 07 e ,O)/ et
aamf oom? e agn gy}
1 0 cee 0 0
a1 = 0 1 - 0 0 (4.50)
0 0 1 0

Théoréme 4.5.3. [31] Sin, a une densité sur un voisinage de zéro et l’exposant de Lyapou-
nov de la suite (a;)iez définie par (4.50) est négatif, alors l'unique solution non-anticipative
strictement stationnaire (;)1ez du modeéle défini par (4.48) et (4.49) est géométriquement

B-mélangeante et par conséquent géométriquement fortement mélangeante.

Remarque 4.4. La preuve détaillée du théoreme 4.5.3 se trouve dans C. Francq et J. M.
and Zakoian [31].

Dans le cas d'un modele GARCH (p, q), on a le résultat suivant.

Théoréeme 4.5.4. [31] Sin, a une densité sur un voisinage de zéro et l'exposant de Lyapou-
nov de la suite (a;)iez définie par (4.28) est négatif, alors l'unique solution non-anticipative

strictement stationnaire (¢¢)iez du modéle défini par (4.1) et (4.2) est 5-mélangeante.

Remarque 4.5. La preuve détaillée du théoreme 4.5.4 se trouve dans C. Francq et J. M.
and Zakoian [31].



Chapitre 5

Larges déviations et probabilité de
ruine

5.1 Introduction

Dans le chapitre 3, on a montré que la solution strictement stationnaire (X, ),ez de
I'équation aux récurrences stochastique X,, = a,_1X,,_1 + b,_1, avec (a,,b,) est une suite
de variables aléatoires non négatives i.i.d, est a variation réguliere d’indice o > 0 sous les
conditions que (by)nez est a variation réguliere d’indice «v et que la suite (a,),ez satisfait
la condition E(ay) < 1. On a vu aussi que la suite (S, )nen+ des sommes partielles de la
solution (X,,)nez est & variation réguliere de méme indice de variation «. Dans cette partie,
on s’intéresse aux larges déviations des S, et aux probabilités de larges déviations, c’est-
a~dire aux probabilités P((S, — E(S,) > x,) pour une suite (x,) croissante vers l'infini.
On applique le principe de large déviation pour étudier la probabilité de ruine de la suite
(Sn)nens, c'est-a-dire P(sup,,s;((Sp — E(Sy,)) —np) > u), >0, u> 0. On s’intéresse au

comportement asymptotique de cette probabilité de ruine quand u tend vers 'infini.

5.2 Large déviation dans le cas d’une suite de va-
riables aléatoires i.7.d.

La notion de variation réguliere comme définie dans le chapitre 3 est liée étroitement
aux principes de larges déviations pour les processus stochastiques. De tels résultats ont
étés prouvés depuis les années 1960 par plusieurs auteurs en citant Nagaev, V . S [57] qui
a étudié les larges déviations de la suite des sommes partielles d’une suite de variables

aléatoires 4.i.d a variations régulieres.

96
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Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires i.i.d telle que var(X) = o2

Par le théoreme central limite, on a

(Sn — E(Sy)
ovn

ou ®(z) est la distribution de la loi normale. On s’intéresse au comportement asymptotique

de P (S”;L\/%q”) > xn) pour une suite (z,) avec z,, tend vers I'infini. Le théoreme de Cramer

lim sup | P

n—oo z€ER

< a:) - @(x)) _ (5.1)

[26] donne la premiere vue de la probabilité de large déviation.

Théoréeme 5.2.1. [23] Supposons que la fonction génératrice des moments M (h) = E(exp(hX))

existe sur un voisinage de zéro, alors

P(S, — E(S,)/oy/n>z)
1— o(x) - eXp(

Bk
3 w
=
Sy
N
/N
—_
+
o
—~
5
8
=
N—
=
=

P(S, — E(;gz/;\/ﬁ <=1 (—_953 MED) (1 O(x\;_ﬁlcp(x))), (5.3)

uniformément pour x > 0, x = o(y/n). ¢(x) est la densité de la loi normale et \(z) est une
série de fonctions dont les coefficients dépendent des moments de X et convergente dans

un voisinage de zéro.
Preuve. Pour la preuve, voir Dembo et Zeitouni [23].

Notons qu’il est difficile de déterminer les coefficients de la série de Cramer A(z). Ce-

pendant, on peut considérer un cas particulier de ce théoreme.

Corollaire 5.2.1. [23] Supposons que la fonction génératrice des moments M (h) = E(exp(hX))

existe sur un voisinage de zéro, alors

P(Sn;—\%sn) - sy (613/3%E<X —U§<X>>3> +of

Z=ol@)) 54

S, — E(S, -3 E(X — E(X))? 1
o\v/n 6y/n o3 ) +O<%

uniformément pour x > 0, x = O(n'/®). En particulier, si E(X — E(X))? =0, alors

P( < —z) = CD(—x)exp( gp(a:)), (5.5)

SnZESn oy _ o) = O(—o). ek (5.6)

PSS 7
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Remarque 5.1. Les résultats de larges déviations peuvent étre interprétés comme une
amélioration de taux de convergence dans le théoreme central limite. En effet, soit x = z,,

tel que x,, tendant vers I'infini et z,, = o(n'/%), alors on déduit du corollaire 5.2.1 que

P(= >

De la méme maniere, on peut envisager les larges déviations de (S,,) pour une suite de

xn> = 2(1 —®(z,)) + O(% exp (— %%)) (5.7)

variables aléatoires centrées (X, )nen & variations régulieres d’indice o < 2.

Théoréeme 5.2.2. [26] Supposons que (X, )nen est a variation réguliére d’indice o < 2 et

soit (by)nen une suite de nombres réels telle que b, — oo et P(X > b,) ~ 1/n, alors

lim P(S,, > byxy,) lim P(S, > byxy)

n—oo nP(X > b,x,) n—oo P(M,, > b,z,) ’ (5:8)

pour toute suite (x,) telle que x, tend vers l'infini.

L’objectif dans cette partie est la probabilité de large déviation P(S, > x,) pour la
solution strictement stationnaire a variation réguliere d’indice @ > 1 de l’équation aux
récurrences stochastique. On donne d’abord quelques résultats pour une suite de variables
aléatoires i.i.d a variation réguliere d’indice o > 1. Pour (X, )nen i.7.d & variation réguliere

d’indice av < 2, on a vu dans le théoreme 5.2.2 que la condition nP(X > x,) — 1 implique
P(S, > x,) =nP(X > x,)(1+0(1)) = P(M,, > z,). (5.9)

Notons qu’une variable aléatoire a variation réguliere est de distribution sous-exponentielle

qui est définie par
P(S, >z)=P(M, >2)(1+0(1), n>1 x— oo

Ainsi, la relation (5.9) est une extension de la limite précédente pour le cas ou n et x
tendent vers l'infini simultanément. Nagaev, S. V [57] a montré que la relation (5.9) reste

valide pour une suite centrées ¢.7.d a variation réguliere d’indice av > 2.

Théoréeme 5.2.3. [57] Supposons que (X, )nen est a variation réguliére d’indice o > 2 et
36 > 0 tel que E(|X|**°) < 0o avec var(X) = 1, alors

P(S,>z) = (1-®(—=))(1+o0(1)) +nP(X > z)(1+0(1)), (5.10)

Elly
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uniformément pou x > /n. En particulier,

P(S,>x) = (1—- @(%))(1 +o(1)), (5.11)

n
uniformément pour \/n <z < y(nlogn)'/?, avec y < vVa—2 et
P(S,>z) = nP(X >z)(1+0(1)) = P(M,, > x), (5.12)
uniformément pour x > y(nlogn)'/?, avec v > va — 2.

Le théoreme suivant donne le principe de larges déviations dans le cas d’une suite

(X,)nen de variables aléatoires centrées i.i.d a variation réguliere d’indice a > 1.

Théoréme 5.2.4. [26] Supposons que (X, )nen est a variation réguliére d’indice o > 1,
avec E(X) =0, alors

P(S,>x) = nP(X >uz)(1+0(1)), (5.13)
uniformément pour x > n.
Un résultat qui découle du théoreme 5.2.4 est donné par le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.2. [42] Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires i.i.d a variations
régulieres d’indice o > 1, avec E(X) = 0, alors
P(z,'S, €]z, o)

li —z% =0 5.14
e e S ra a B o1

T, tendant vers linfini.

Hult et al [42] ont démontré des résultats de larges déviations dans les cas des suites
de vecteurs aléatoires i.i.d a variations régulieres. Rappelons qu'un vecteur aléatoire X
a valeurs dans R? est & variation réguliere d’indice o > 0, s’il existe une suite & termes
positifs (x,)nen, T, — 00 et une mesure de Radon p sur B(Ed\{O}), avec /L(Rd\Rd) =0,
telle que
nP(z;'X € B) % u(B), VB e BR\{0})

et la mesure p satisfait p(uB) = u*u(B), Yu >0, VB € B(Ed\{()}).

Définition 5.2.1. Une suite (X,,)en de vecteurs aléatoires a valeurs dans R, avec E(X) =

0, satisfait le principe de large déviation, s’il existe deux suite (x,,), (y,) de nombres positifs
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croissantes vers l'infini et une mesure de Radon v sur B(Rd\{()}), avec
,u(@d\Rd) =0, telle que

2Py X, € B) % w(B), VB e BRN\{0D). (5.15)

et on écrit,

P(y,'X, € B)

v —d
WP(X| =g - MB)l VB EBRA0}. (5.16)

Le résultat suivant donne une condition suffisante pour le principe de large déviation de
la suite (5,,) des sommes partielles de la suite (X, )cy de vecteurs aléatoires i.i.d a variation

réguliere.

Théoréme 5.2.5. [42] Soit (X,)en une suite de vecteurs aléatoires i.i.d, a valeurs dans
R?, & variation réguliére d’indice o > 0 et de mesure limite de Radon p sur B(Rd\{()}),
avec u(@d\Rd) = 0. Soit (Yn)nen une suite de nombres positifs croissante vers l'infini

vérifiant les conditions suivantes

£ 0, st <2
v LS, R 0, d3v>0 t.qg y,/Vn'tr 00, si a=

P

— 0

, yn//nlogn — oo, si o> 2,

alors (S,,) satisfait le principe de large déviation et on écrit,

P(y,'S, € B)
nP(|X]| > y,)

2 w(B), VB e BER\{0}). (5.17)

Remarque 5.2. Sous les conditions du théoreme 5.2.5, on peut choisir, comme dans le
théoreme 5.2.4, y,, = yn avec v > 0, si a > 1 et E(X) = 0. Si « €]0, 2[, alors les conditions
nP(|X]| > y,) — 0 et ny,'E(XIj, (|X|) — 0 sont nécessaires et suffisantes pour

Y 'Sy 5o (voir Petrov [60]). On peut choisir, comme dans le théoreme 5.2.3, vy, =
yv/nlogn avec v > va —1,si a > 2 et E(X) =0 (voir Hult et al [42]).

La preuve du théoreme 5.2.5 se base sur la converge des distributions de la suite (S,,).

Lemme 5.2.1. [42] Sous les conditions du théoréme 5.2.5, on a
2Py 1S, € B) % w(B), VB e BER\{0}). (5.18)

ot x, = (nP(|X| > yn))_l.
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Preuve. On cherche d’abord une borne supérieure de z,, P(y,'S,, € A) pour tout ensemble
de Borel borné A € B(@d\{O}). Pour tout ensemble de Borel B € B(ﬁd\{O}) et € >0, on
pose B. ={z € Ed\{O} Dy — x| <€, y € B}, alors

P(y,'Sp€A) < nP(y,'X € A)+P(y,'Sn€ A y,' X; € AL, i=1,---n)

n

< nP(y, X € A) + Py, 'S0 — Xi| > ¢ i =1, ,m).
Par la variation réguliere de X, on a

lim lim z,nP(y,' X € A,) = hf(r)l p(Ae) = u(A).

el0 n—oo
On montre que Ve > 0, lim 2, P(y, 'S, — Xi| > e, i=1,--- ,n) =0.
n—oo
Soit 0 > 0, on définit les ensembles suivants
Bi= |J {IXil > 6yn, [X;] > 6yn}, Bo = J{IXil > Oym, [X5] < Oy, i # 4, 5= 1,-++ ,n},
I<i<j<n i=1

Bs = {'Erllax | X5 < 0y}
Il est facile de vérifier que By, By et B3 forment un systeme complet d’événements. Il est
clair que x, P(B1) = o(1) et

P{{|S, — Xi| > eyn, i =1,--- ,n} N By)

=> P18 — Xi| > eyn, i <n} 0 {| Xkl > 6y, |X;] < 6y, j # K, j < n})
k=1

< ZP(|S7L - Xk| > €Yn, |Xk| > 0Yn) = P(|Sn—1| > Eyn)<nP(|X| > 0Yn)) = O(xT:l)-
k=1

Pour Bs, on a

P{{|S, — Xi| > eyn, i =1,--- ,n} N Bs)
< P(|Sp-1| > €yn, _max | Xi| < dyn) = o(nP(|X]| > yn))-

Ona y,'S, 50 et ny, ' E(X I 5,(|X|) — 0 pour tout § > 0. Par conséquent,

i=1

< P(| ) (Xidiosy (1)) — BE(X Lo, (1IXD))] > %)_
i=1

On utilise I'inégalité de Fuk et Nagaev [60] donnée par le lemme suivant.
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Lemme 5.2.2. [60] Soit (X,,)nez une suite de variables aléatoires i.i.d telle que E(|X|) =0
et Ip > 2 tel que E(|X|P) < oo, alors

P(S,22) < (L+2/p/mE(X)a +exp (- 2p -+ 2) e a(nvar(X) ™).

n

P(| 32 (Xl (1X:]) = E(X T (1X1))| > )

_ 1—
< ey, PE(|X P15y, (1X 1) + exp ( — oy (nvar(X Tjo,s,, (| X)),

avec c¢q, cg > 0.

Par le théoreme 3.1.1 de Karamata, on a
Vp > a, E(|XPLosy, (| X]) ~ c(dyn)PP(|X| > yn) si n — oo.
Par conséquent, pour p > max(2, «),

E(|X|PI X oy, )PP(|X| > oy, .
].lm ].lm Sup (‘p | [0,6%}(‘ |)) — C].lm ].lm Sup ( yp) (| | y ) — Chm 5])—0& — 0
510 moeo R P(IX] > yn) 0 oo YnP(IX] > ya) 840

Si var(X) < oo, alors du fait que y,,/v/nlogn — oo, on a

1—
. exp ((— eyt (nvar(XIj 5,11 X)) )
im sup

n—s00 nP(|X| > y,)

0. (5.19)

Si a €]0, 2[, alors par le théoréeme 3.1.1 de Karamata, on a
ny 2var(X o5y, (1X1) ~ enP(X] > y,)

Par conséquent, la relation (5.19) est vérifiée.
Si a = 2 et var(X) = oo, alors les fonctions y2P(|X| > y,) et var(XIj s, (|X]))) sont
a variations lentes. Par hypothese, 3v > 0 tel que y,,/vVn!*" — oo, alors on déduit que
(5.19) est vérifiée. Finalement, on conclut que
lim lim sup z,, P(y,, 'S, € A) < lim p(A.) = u(A). (5.20)
el0 nooo el0
Notons que B(Rd\{(}}) est engendrée par la classe de tous les intervalles semi-ouverts de

la forme [a, b[, alors pour trouver une borne inférieure a z,, P(y, 'S, € A), A € B(Rd\{O}),
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il suffit de considérer A = [a, b[. Pour € > 0, on définit a™ = (a3 + €, -+ ,aq + ¢€),
b= (by—€--,bg—¢€) et A =[at, b~ qui est un ensemble de continuité de pu, alors
P(y;'S, € A) > Py,'S, € A, y'X; € A_))
> P(yngz € A—e7 y,:l’Sn - Xz‘ < ‘5)
-1
> nP(y,'X € A_)P(y,"|Sn-1| <€) — %(P(yan eA)

Par hypothese, y, 1S, 20, alors

T - o Ply, X eA )
1 > n €
hgn infz,P(y, S, € A) > lgfgl nhm XI>0) - lifglp(A,e) = u(A). (5.21)

De (5.20) et (5.21), on en déduit que

lim z,P(y, 'S, € A) = u(A),

n—oo
ce qui donne x, P(y;'S, € A) = u(A), VA€ B(Rd\{O}).

Remarque 5.3. Le théoreme 5.2.5 est un cas particulier du théoreme 2.1 de Hult et all [42]
pour le principe de large déviation de la suite (S™) = ((Spg)tejo,1)) de processus aléatoires
a valeurs dans I'ensemble de fonctions D([0, 1], R%). La preuve du théoreme 5.2.5 dans le

cas général se trouve dans Hult et all [42].

5.3 Principes de larges déviations pour la solution de
I’équation aux récurrences stochastique

La solution strictement stationnaire (X,,),ez de I'équation aux récurrences stochastique
ne vérifie pas les résultats du théoreme 5.2.2 et le théoreme 5.2.3. Néanmoins, on peut
définir d’une maniere explicite, le comportement asymptotique de la probabilité de large
déviation P(S, — E(S,) > x,), ou z, — co. En effet, soit (V},)nez, avec

)

Y, = i( I1 ak>, neZ. (5.22)

i=n k=n+1
Le résultat suivant donne quelques propriétés de la suite (Y;,),ez qui seront utiles pour

étudier la probabilité de large déviation.

Proposition 5.3.1. [49] Soit (a,)nez une suite de variables aléatoires i.i.d non négatives

telle qu’il existe o > 0 satisfaisant E(a®) < 1, alors
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1. La suite (Yy,)nez est strictement stationnaire.
2. Les variables Y, satisfont E(YP) < oo, p >0 ssi E(a’) < oc.

3. Sia admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur [0, o], avec xg < oo,

alors la suite (Y;)iez est géométriquement fortement mélangeante.

Preuve. 1) La suite (Y},),cz est égale en distribution a la suite (Z,,),ez définie par :

00 i—1

Z, = Z(Han_k_l), nez. (5.23)

i=0 k=0

Par conséquent, on a ’équation aux récurrences stochastique suivante
Zn =1+ an_lZn_l, n € 2.

La condition E(a®) < 1 implique que E(loga) < 0 et E(log™ a) < 0o, alors (Z,)nez définie
par (5.23) est I'unique solution non-anticipative strictement stationnaire.
2) On a

p

E(Zf;) - E<<1 + an—IZn—l)p) - Z < ZZ) ) E(af;ilzgj)-
i=0
La variable aléatoire a,,_; est indépendante de z,_1, alors

p
p —i —i
P =3 (7)) paea)
Par la stationnarité de (Z;);ez, on déduit que E(Z?) < oo ssi E(a?) < oo.

3) On a E(a®) < 1, c’est-a-~dire les conditions du théoreme 2.4.1 sont satisfaites, alors la

solution strictement stationnaire (7, ),cz est géométriquement fortement mélangeante. Par

conséquent (Y;,)nez est géométriquement fortement mélangeante.

Le théoreme suivant donne le comportement asymptotique de la probabilité de large
déviation pour la solution strictement stationnaire de I’équation aux récurrences stochas-

tique.

Théoréme 5.3.1. [49] Supposons que (an)nez €t (by)nez sont deuz suites indépendantes
de variables aléatoires i.i.d non négatives telles que b est a variation réguliere d’indice
a>1, E(a®) <1 et E(a**) < co. Soit (x,) une suite de nombre positifs croissante vers
Uinfini telle que nP(b > x,) — 0 et Yc > 0,

: P(var(blioq (b)) 352, Y72 > ca®/logx) + P(| 30, (Y — E(Yi))| > cx)
lim sup
n—00 z>z ’I’LP(b > l’)

=0 (5.24)
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alors,
: P(S, — E(S,) > )
| —EY*| =0 5.25
L BT I o)
Preuve. On a
n i—1 n—1 n—1 i
50 = 3 (TTe) %o+ 05 (11 @)
=1 = 7=0 =7 k=j+1
n i—1 —1 i n—1 00 7
= (Hak)Xo+Zb]Z< H CLk>— @Z( H ak)
i=1 k=0 7=0 i=j  k=j+1 7=0 i=n  k=j+1

= Sn,l + Sn,Z - Sn,S-
Soit € > 0, alors

P(S, — E(S,) > 1)
< P(Sp1 — E(Sn1) > 1€/2) + P(Sns — E(Sp2) > 2(1 — €)) + P(=Sus + E(Sns) > x€/2).

On a :

i sup P51 = E(Su1) > ¢/2)

= 0. 5.26
n—00 x>z, nP(b > .Z') ( )

En effet, par le Théoreme 3.3.4, la variable X est a variation réguliere d’indice a. La
solution strictement stationnaire (X,,)necz est non anticipative, alors Xy est indépendante
de [[,_, ax. Puisque E(a®) < 1 pour o > 1 et la fonction g(h) = E(a") est convexe

continue sur [0, ], alors E(a) < 1. Par conséquent,

0o i—1

Z( ak>:Y_1—1£Y—1.
0

i=1 k=

E(S,1) = E(Xy) Z(E(a))z — E(Xo)E(a)(1 - E(a)) ' =r<oo si n— oo,

i=1
Par hypothese, on a F(a**) < oo, alors F(Y?*) < oco. Par conséquent, les condition du

théoreme 3.1.3 sont satisfaites, c’est-a-dire X est a variation réguliere, indépendante de Y
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et 30 > 0 tel que E(Y ™) < 0o. On a ainsi,

- P(Sn,l — E<Sn,l) > .266/2) < su P(lSml — E(Sn71)| > 1'6/2)
xzﬁ nP(b > x) - ngg nP(b> )
< P(Xo(Y —1) > xe/2 —1)
- zzﬁ nP(b > x)
P(Xo > ze/2)E(Y — 1)~
<
- CIS;EL nP(b> x)
_ a))—1 « 1\«
o - Ba) '@/ By~
n
D’autre part, on a
n—1 e’} % n—1 n 00 % n—1 n
Sn73 = %Z( H ak):Zb]( H ak>z< H CLk>: b]< H CLk>Yn
j=0  i=n  k=j+1 §=0 k=j+1 i=n  k=n+1 j=0 k=j+1

De la méme maniére que S, 1, on peut vérifier que E (S, 3) — E(a).E(b)(1 — E(a))™? et

P(—=S,3+ E(S,3) > x€¢/2) <4 P(|Sns — E(Sn3)| > xe/2)

0. 5.27
5;5 nP(b > z) T o>an nP(b > x) - (5.27)
n—1
Ona: S,»=» bY;
j=0

On montre que

(P(Sn,g — E(Sp2) > x(1—¢))

Pl s) - E(Y"‘)) <0. (5.28)

lim lim sup
€J0 n—=00 g4

En effet, pour tout 6 > 0, on définit les événements suivants

Qni(0) = |J {by>0x,bs> 062}, Qna(6) = {maxb; < iz},
j<n—1

0<j<s<n—1
n—1
Qus(0) = | J{bj > 62, b, < 02,0 < s #j <n—1}.
7=0

On peut vérifier facilement que Q,1(0), @n2(0) et Q,3(0) forment un systéme complet
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d’événements, prenons par exemple n = 2, on a ainsi,

P(Sp2— E(Sp2) > z(l —¢)) P((Sp2— E(Sn2) > z(1 —¢€)) NQui(9))

nP(b > x) nP(b > x)
L P((Sn2 = E(Snz) > 2(1 = €)) 0 Qn2(9))
nP(b > x)
+P((Sn72 — E(Sp2) > x(1 —€)) NQns(9))
nP(b> x)

= [271(56') + ]22(%) -+ [2,3<.T>.
On peut vérifier facilement que V§ > 0, lim sup lo;(x) = 0.
n—oo >,

Posons b, = bjljo4(b;), Vj€Z, VYa>0,alors
P(X0 0 (bsY; — E(bos) E(Y)) > (1 - €)x)

sup lrp(z) < sup

T>Tn, >xn nP(b > x)
< P(Z?;(}(bj,éx — E(bose))Y; > (1 — e)x/2)
N 5;:51 nP(b > x)
P(B(bos) SIa(Y; = E(V) > (1 - /2)
T WP > 1) '

En utilisant I'inégalité de Fuk et Nagaev [60] donnée par lemme 5.2.2, avec p = 2« et
E(Y?*) < 00, on en déduit que

n—1
E(P(Y_(brow = Blbosn))Y; > (1= €)2/2/(¥)))

=0

n—1 n—1
< cE(((l —€)x/2) MZYQQ +cexp [ — "((1 — €)z/2)*(var(bos,) ZY2 1 )

7=0
S C:L,an E(y2a)
—1

+CC/E<eXp |: ((1 - 6).17/2 Val" bO 0T Z [{Var(bo s52) Z;L;Ol Yj2§dx2/10gx}>

7=0

n—1
+P (var(boi(;x) Z Yj2 > dz*/ log a:) : )

J=0

ot ¢ = (a+1)**a2*E(by 5, — E(bys:))*", ¢ =1, " =2(a+2)"2e72* et d > 0 satisfaisant

c?

E(exp [ — (1 = €)x/2)? (var(bo 5z) Zn ) Yz) ]I{Var(bo’(;x) Dy Yj2§dx2/10gx}>
o WPl > 1)

exp (— (1 —¢€)/2)*logz/d) =" (1=9)/2)*/d
< T .
- :;5 nP(b > x) f;ﬁ nP(b > x) =0 (5:29)
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Il est clair que

—2a E Y2a
lim sup cr nE(Y™)

Jim sup =7 = 0. (5.30)

Par I'hypothese (5.24), on déduit que

) P(var(bo75x) Z?;Ol Y7 > da?/log x)
a0 :;El nP(b > )

=0 (5.31)

bo 5z 77:01 i —€)T
et nh—{go:;g P(E(bos ) 25 7(;]/3(6 >E<;)/)) > (1~ €)z/2) = 0. (5.32)

Par les relations (5.29), (5.30), (5.31) et (5.32), on déduit que

lim sup lpo(x) = 0. (5.33)

n—oo x>xn

Pour I53(z), on a :

n—1

P(biYi+ Y (bY.— ED)E(Y)) > (1 —¢),b; > 6, max b, < 0x)

1 0<s<n—1,s#i -
s=0,s7#1

n

Ia(z) <

— nP(b > z)

2 P(b;min(Y;, 6711 — 2¢)) > (1 — 2€)x)
nP(b > z)

-
Il

3
|

IN

=0
n—1

P( Z (bsYs — E(b)E(Y)) > we,b; > 6z,  max b, < éx)

n—1 0<s<n—1,s%i =

s=0,s7#1
i Z nP(b > x)

Pzzo min(Yp, 0 (1 — 2¢)) > (1 — 2¢)z)
P(b > x)

IN

P( ”Z_l (bsYs — E(b)E(Y)) > ze, max by < dz)P(b> dx)

0<s<n—1,s#1i

s=0,s7#1
> S - o)+ 1)

1=0

n—1

Par le théoreme 3.1.3, on déduit que

lim lim lim
el0 6J0 n—o0

E((min(Y, o1 — 26)))‘1) E((min(Y, o1 — 26)))0‘)
([fl(’”) - (1 - 2¢)° ] * [ (1—2¢)°

. E(Y“)D —0

sup
T>Ty
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En utilisant la preuve de (5.33), on déduit que

lim sup fa(x) = 0.

n—oo T>xn

Par conséquent,
limlim lim sup (Lp3(z) — E(Y*)) <0.

el0 00 n—00 p>q

Par les relations (5.26), (5.27) et (5.28), on déduit que

(P(Sn — B(S,) > )

nP(b > z) a E(Y“)) =0.

lim sup
n—oo x>an

Ona V>0,

P(Sn — E(Sn) > 33') N P((SnQ — E(Smg) > x) N Qn,2) n P((Smg — E(Sng) > ZL‘) N ng)

109

(5.34)

nP(b > x) nP(b > ) nP(b > x)

uniformément pour x > z,. En utilisant la preuve de (5.33), on déduit que

=0.

m su P((Sn’g — E(Sng) > (L’) N Qn,g)
R0 o (nP(b > 1))’

Pour € > 0, soit L; = {b;min(Y;,6 (1 +¢€)) > (1 +€)x}, i€ Z. On a ainsi,

P((Sn2 = E(Sn2) > 7) N Qus)

Y

nP(b > x)
n—1
- P(b;Y; + _OZ;A.bSYS >x+nE0D)E(Y),b > x, jmax by < 0x)
B — nP(b > )
n—1
> (P(bo < 0w))"™ nP(b > )
=0
n—1
P(( ;#(bsys —EMBEY)) < —ex+ E(bL)E(Y))NL;N (sgnm_%# by < 0x))
a ; nP(b > z)

Il est clair que
lim sup |(P(b < 6x))" ' — 1| =0.

n—oo xzxn
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Par conséquent,

lim sup <(1 +6)*E(min(Y,6 ' (1 +¢)))" — Kl(x)> = 0.

n—oQ T>Tn

Soit T,,; = { Z bss:Ys — E(D)E(Y)) < —ex+ E(b)E(Y)}. Pour 0 < m < M < oo, on a
s=0,s7#1

nP(b > x)Ksy(z) <

n—1 n—1 n—1
P(T,:NLin(Yi<m)) + > P(ToiN LN (Y; > M)+ Y P(T,: N LN (Y; €]m, M]))
1=0 =0 1=0

== KQJ(ZE) + KQQ(Z’) + K2,3(I).

K(x) P(mb> (1+€)x) . _
<L — o @ _
1}11£n>0 nlgnoo E;lf nP(b > :p) 7}11210 nlalnolo IS;lf P(b > J,‘) Aginom <1 6) 0.

De plus, par le théoreme 3.1.3 et le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on a

lim lim su M — lim lim su P(YIysayb > (1+¢€)n)
M—0n—00 x>xp nP(b > z) M—0n—o0 Dxp P(b> )
= AI}gOE(Y Do (Y)) (14 €)% = 0.

En utilisant la preuve de (5.33), on peut vérifier que

K.
sup L(x) < sup — Z P n z

T>Th nP(b > x) x>z, N
n—1
< sup P( Z(bi,(;xY E(b)E(Y)) < —ex/2) + sup P(bys.Y > we/2)
T>Ty i—0 T>Ty
— 0

Par conséquent,

P(Sns = BSn) > )0 Qus)y _

lim sup ((1+€) B (min(Y,87(1+¢)))" — WP > 1)

n— oo >,
On fait tendre € et  vers zéro, on déduit que

P((Sn2 = E(Snz) > ) N Quy)
nP(b > x) > = 0.

lim sup (E(Ya) -

n—oo T>Tp

Finalement, on conclut que

P((S, — E(S,) > x))> _

lim sup <E(Ya) - WP > )

n—oo T>Tn
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En général, il est difficile de vérifier la relation (5.24). Néanmoins, en imposant la

condition du mélange sur la suite (Y},),ez, on obtient (5.24).

Proposition 5.3.2. [49] Supposons que a admet une densité par rapport a la mesure de

Lebesgue sur [0, x|, avec o < 00, b est a variation réguliere d’indice « > 1 et E(a®) < 1.

1. Supposons que Iy > 0 tel que v+ a > 2,

—(v+a)
nlet+)/2 (x/\/var(bf[o,x} (b)) log )
i - 0 5.35
o oo i) h

et  E(a") < oo, alors la relation (5.24) est vérifiée.
2. Supposons que dc > 0 tel que Y <c¢ p.s et 3dd,e >0 tels que
i@/ /(log 2 var(bljg 2y (b)) NONOI=

li li —_— =0 5.36
M sup WP 1) lim swp gy = 0 (5:36)

alors la relation (5.24) est vérifiée.

Preuve. Par la proposition 5.3.1, la suite (Z,)nez est fortement mélangeante et par
conséquent, pour une suite (IV,),cz de variables aléatoires indépendantes de méme loi
normale et indépendante de (Z,),ez, la suite (N, Z,)nez est fortement mélangeante.

Par I'inégalité de Markov, Yy > 0 et v > 0 tel que F(a*™) < oo, on a

n n *<“+W2E(|Z’L N.Z,‘Wv))
Yy =1 141
—(a (a+7)/2 %
P(R_YE>y) = y B YT = BN
=1 =1

< c(n/y) @t (5.37)

Dans la derniere inégalité, on a utilisé I’estimation de ’espérance de la somme des variables
d’une suite fortement mélangeante ( voir Francq et Zakoian [31]). En utilisant 'inégalité
(5.37) pour x > 1 et d > 0, on obtient

P(var(bIpq(b)) Yo, Y2 > da?/log x) < et (z/\/Tog = var(bljo 41 (b)) )—(a+7)

nP(b > x) - nP(b > x)

Par I'hypothese (5.35), on déduit que le coté droit de la derniere inégalité converge vers
zéro uniformément pour x > x,.

D’une maniere équivalente, si Y < ¢ p.s, alors par I'inégalité exponentielle de Markov pour
h >0, on a

P(S V2 >y) < e WRWME (0227 S 2 om0/ p(chn ™ S N,
=1
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Par le théoreme central limite pour une suite fortement mélangeante (voir théoreme 1.2.9),

on en déduit que

n"V2N"NZ B N(0,0%),

=1

avec 02 = var(Z). Par conséquent,
E(e<h2/2)n—12” Y2) < E(e (h2/2)Y12) < 00,

Par I'hypothese (5.36), on en déduit que

P(var(blpa (b)) Yir, Y2 > da?/loga) _ ¢=(0/Ddle/ Vi loga Var(blp (o)
C

nP(b > x) - nP(b > x) -0

Comme E(a“"") < oo, alors on a

P Y- EY)| > 2) <o @B(] 3 (% - BE)|™) < com@tnler2
=1 =1

Puisque Y < ¢ p.s et (Y, )nez est fortement mélangeante, alors on a le résultat suivant.

Ve<1/2, 30 >0 telque P(Y (Y= E(Y))>z) < e "0/Vmme,

=1

Ceci complete la preuve de la proposition 5.3.2.

Remarque 5.4. La relation (5.24) est vérifiée pour une suite (z,,) satisfaisant (5.36), si b

est a variation réguliére d’indice a > 1 et dey < 1 tel que a < ¢y. Par conséquent, Vd > 0,

<1eth0 (1—co) "
Sia> 2, Var(b) < oo et b est a variation réguliere d’indice o > 1, c’est-a-dire il existe une
fonction L(z) a variation lente telle que P(b > z) = x~*L(x), alors la condition (5.35) est

satisfaite si
(nleFM/27 =7 sup ((log :E)(QJFV)/Q/L(Q:)) — 0.

T>Tn
Puisque (logz)@/2/2°L(x) < 1,Ve > 0 si + — oo, alors la relation précédente est
vérifiée si x, = n'/?* avec § > v H(a/2 —1).

Si a €]1,2[, alors on peut choisir x, = n(!/** pour § > 0. Dans les deux cas, on peut
choisir x,, = cn comme dans le cas d’'une suite (Y,),cz de variables aléatoires i.i.d a

variation réguliere d’indice a > 1 (voir théoreme 5.2.4).
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5.4 Probabilité de ruine

La notion de probabilité de ruine est apparue pour la premiere fois dans les travaux
de Filip Lundberg qui a donné son premier modele dans les assurances et les finances;
il a développé la théorie du risque dans sa célebre these en 1903. Le processus de risque

(R(t))+>0 qui modélise les réserves d'une compagnie d’assurance est défini par :
N(t)
R(t) = u+tct—) Y
i=1

1. (Yi)k>1 : suite de variables aléatoires non-négatives i.i.d modélisant les couts indivi-

duels des sinistres.
2. ¢ : taux de cotisations demandées aux assurés.
3. u : le capital initial de la compagnie d’assurance.

4. (Ni)i>o0 : processus de Poisson homogene de parametre A > 0 modélisant le nombre

de sinistres, indépendant de (Y% )g>1
5. (Tk)k>1 : temps inter-sinistres i.i.d de loi exp(\).
Le cotit total de sinistres est modélisé par le processus de Poisson composé défini par
Sy = Zf\;(f) Y;. Connaissant la distribution de Y en supposant que E(Y) = pu, la question
fondamentale pour le modele de la théorie de ruine est le calcul de la probabilité de ruine

en temps infini.

Définition 5.4.1. La probabilité de ruine sur horizon infini, noté ¥(u) correspond a la
probabilité que les réserves deviennent strictement négatives a un instant t < 4+00. i.e.,
P(u) = P(glg R(t) < 0/R(0) = u) = P(sup(S; — ct) > u).
> t>0
Le découvert de la compagnie d’assurance est défini par le processus aléatoire
(D¢)is0 = (chv:(tl) Yy — ct)i>o. La constante 5 = A\u est interprétée comme cout moyen des
sinistres par unité de temps. Par conséquent, la constante v = ¢ — 8 définit le chargement
de sécurité de la compagnie d’assurance ; elle mesure la rentabilité de la compagnie d’assu-
rance. En effet, il est clair que la ruine ne pouvant intervenir qu’a un instant d’arrivée T,, du

peme sinistre, alors il suffit de définir la suite de variables aléatoires (D,,),>0 représentant

(Dy)t>0 & ses temps d’arrivée de sinistres.

Do=0 et n>1 D,=Dg, =Y Yi—cT,
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Proposition 5.4.1. [7]

1. Sivy <0, alors lim D, = 00 p.s., par conséquent, ¥(u) = 1.

n—-+o0o
On dit que l’activité n’est pas rentable.

2. Siv =0, alors limJirnf[)n = —o0 p.s. et limsup D, = 400 p.s., par conséquent,
n—+0oo n—+oo

Y(u) = 1. On dit que l'activité n’est pas rentable.

3. St~y >0, alors lim D,, = —o0 p.s., par conséquent, Y(u) < 1. On dit que Uactivité

n——+oo
est rentable.

Preuve. Si v < 0, le résultat découle de la loi des grands nombres. Si v = 0, on remarque
que D, est la somme des n variables aléatoires (Yi — ¢T)1<k<n qui sont indépendantes
identiquement distribuées et centrées. Lorsque v > 0, on introduit le temps d’arrét 7 =
inf{n > 0: D, > u} qui est fini p.s. La marche aléatoire (DnJm — D, )n>0 est de méme loi
que (Dn)nzo- Par conséquent, le temps d’arrét = inf{n > 0 : [)nJm — D, > u} est fini

p-s. On poursuit ce procédé, on montre que limsup D,, > u, d’ou la contradiction.
n——+00

Soit 7(u) I'instant de ruine de la compagnie, défini par 7(u) = inf{t > 0; R(t) < 0}, avec
la convention inf () = 400, alors une autre fonction de risque qui fait ’'objet de nombreux

travaux s’agit de la fonction de pénalité de Gerber et Shiu [35]. Cette fonction est définie

comme suit.

m(u) = E(e"sf(R(T(u)’, R(T(U)))[{T(u)<+m}/R(0) = u), (5.38)

avec 0 > 0 est un facteur d’actualisation et f : Ri — R, mesure la perte économique,
par exemple une sanction financiere, liée a la ruine a travers deux quantités : La valeur du
processus juste avant la ruine R(7(u)”) et le déficit au moment de la ruine R(7(u)). Pour

d=0cet f(z,y) =1, on retrouve la probabilité de ruine sur horizon infini.

Supposons que v > 0 et on considere la variable aléatoire X (u) = SN Y, —er(u)—u
représentant la perte nette en cas de ruine. La probabilité de ruine s’exprime en fonction

de la transformée de Laplace de la loi de X (u).

Théoreme 5.4.1. [53] Supposons que la transformée de Laplace My de la loi de Y vérifie
la propriété suivante : 3z > 0 tel que My (z) —cz/XA —1 =0, alors

) = e (B /r(u) < +00)) . (5.39)
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Preuve. Si un tel z existe, alors (e*Pr)

Vn >0, E(e*Pr) = 1. Soit n > 0, alors 7(u) A n est un temps d’arrét borné et

n>0 est une martingale. En particulier,

1= B(ePrwm) = B(eP 0 Iriyany) + B Inuysay).

Par la convergence dominée, la seconde espérance converge vers zéro lorsque n tend vers

I'infini. Par conséquent,
L= B(e Ly uyctoey) = € B0 /7(u) < +50) P(r{u) < +00).

Dans le cas ou les cotuts individuels des sinistres (Y% )r>1 sont i.i.d de loi exponentielle

de parametre 1/, la loi de perte nette en cas de ruine est donnée par le résultat suivant.

Lemme 5.4.1. [53] Sachant que 7(u) < +o0, la variable X (u) = Zfi(f(")) Yi—cr(u) —u

représentant la perte nette suit la loi exponentielle de paramétre 1/ .

Preuve. Soit n € N, ¢ > 0 et # € R. En utilisant I'indépendance des variables (Y)r>1 et

la propriété de perte de mémoire de la loi exponentielle, on obtient le résultat

P(X(u) >y/m(u) =n, Drwy-1 = 2, Trw)y — Trwy-1 = 1)
=P(D,>y+u/Dy<u, -+, D1 <u,D,>u,D, 1 =xT,—T,1=1)
=PY,>y+u—z+ct/Dy<u, -+ ,Dp1<u,D, 1=zT,—T,1=1Y,>u—1x+ct)
=PY,>y+u—x+ct/Y,>u—x+ct) =P, >y) — WY,

On déduit du théoreme 5.4.1 et le lemme 5.4.1, la probabilité de ruine lorsque les cotits

individuels des sinistres (Yj)g>1 sont i.i.d de loi exponentielle de parametre 1/p.

Théoreme 5.4.2. [53] Si (Yi)r>1 est de méme loi exponentielle de paramétre 1/u, alors

la probabilité de ruine ¥ (u) sur horizon infini est donnée par

A

D) = %exp{—( ~ S)u. (5.40)

1
I
Dans le cas ou les couts individuels (Y)g>1 sont i.i.d de méme loi du type de Cramér,

c’est-a~dire 3¢ > 0 tel que My, (t) = E(exp(tX;)) < 400, alors on a le résultat suivant.

Théoréme 5.4.3. [26] La probabilité de ruine sur horizon infini vérifie

b(u) < exp{—du}, (5.41)

ot & est l'unique solution strictement positive de [’équation X\ + ct = XMy, (t).
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En théorie de la ruine, on s’intéresse a des phénomenes qui engendrent des pertes
extréemes. Les variables aléatoires sous-exponentielles, en particulier a variations régulieres,
modélisent les phénomenes type catastrophe naturelle parce qu’il se peut qu’un sinistre met
en danger la solvabilité d’une compagnie d’assurance. Supposons que les cotits individuels

des sinistres (Yj)g>1 sont i.7.d de distribution sous- exponentielle.

Proposition 5.4.2. [26] Si (Y;);en est de distribution sous-ezponentielle, alors les condi-

tions suivantes sont équivalentes
1. Zij\;(f)Yi est sous-exponentielle.
2.'Y est sous-exponentielle.

3. P(Zﬁ(f)Yi>x)(P(Y>x))_l%oo, si T — 00.

1

La proposition 5.4.2 nous permet d’obtenir le comportement asymptotique de la pro-
babilité de ruine lorsque les cotts individuels des sinistres (Y )g>1 sont 4.i.d et & variation

réguliere d’indice o > 1.

Théoréme 5.4.4. [26] Si (Y )r>1 est a variation réguliere d’indice o > 1, alors la proba-

bilité de ruine sur horizon infini vérifie

A [ Al
(u) ~ ;/u P(Y > x)dx ~ poy 1u1’a, st U — 0. (5.42)

5.4.1 Probabilité de ruine multivariée

Dans certains cas, 'influence du climat, des marchés financiers, de la répression et de
prévention routiere, ou d’autres parametres peuvent avoir un impact sur la fréquence de
sinistres a priori indépendants les uns des autres. Cela correspond a la modulation du
processus d’arrivée des sinistres par un processus représentant 1’état de variables d’envi-
ronnement commun aux branches d’activité. Dans d’autres cas, un événement unique peut
induire des sinistres dans plusieurs branches d’activités différentes; ces branches peuvent
représenter des filiales différentes, des secteurs d’activité différents (assurance santé, habi-
tation, automobile, responsabilité civile) ou encore des activités, différentes ou identiques,
dans différents continents, pays ou régions. Par exemple, pour un accident de voiture, il
faut dans certains cas réparer la voiture ( branche automobile), indemniser et réparer les
dommages causés aux personnes touchées et indemniser le conducteur en cas d’invalidité

ou prendre en charge des frais de santé. Ces considérations menent a considérer 1’évaluation
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conjointe des richesses de d > 1 branches d’activité d’une compagnie d’assurance et donc
d’un processus du risque multivarié (R(%)):>o défini comme suit :
N(t)
R(t) = ub+ct—)» Yy=ub+ct—S, (5.43)
k=1
1. (Yi)r>1 est une suite de vecteurs aléatoires i.i.d & valeurs dans R? représentant les

montants des sinistres.

2. (N¢)t>0 est un processus de Poisson de parametre A > 0 modélisant le nombre de

sinistres indépendant de (Yy)g>1.

3. wu est le capital initial.

4. b:bel0,1]% et b + ... 4 pD =

5. ub détermine l'allocation de capital aux différentes branches ( la branche j dispose
du capital ubl?)).

6. ¢ €]0, +oo[? est le taux de cotisation.

Cai et Li [17] ont donné une représentation de concepts principaux de la probabilité de

ruine multivariée.

Définition 5.4.2. La probabilité de ruine Vg, que la somme des richesses des branches
d’activité devienne négative est définie par

d

d
— ; () ()
Ygum (U) = P(%Izl(f] 2 RYN(t) < (s;us) ]Z:; (S, ) > u> (5.44)

La probabilité de ruine 1, qu’au moins une des branches soit ruinée est donnée par :

||C&.

Yor(u —(

t>0

d
mfR]) ) < O)) = P< U (sup(St(j) — Uty > b(j)u)>. (5.45)
=1

La probabilité de ruine Vqnq que toutes les branches soient ruinées, mais pas forcément au

meéme temps est définie par :

bana(t) = P(ﬂ (inf RO(¢) < o)) - P(ﬂ (sup(SY — ct) > b(j)u)>. (5.46)

izl £>0

La probabilité de ruine g, que toutes les branches d’activité de la compagnie d’assurance

soient dans le rouge a une certaine date est définie par :

Yam(u) = P(3t>0,V1<j<d, RY(t) <0). (5.47)
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Hult et Lindskog [40] ont étudié I'autre probabilité de ruine dans le cas ou le transfert
des capitaux entre les branches d’activité d’'une compagnie d’assurance est autorisé, c’est-
a-dire une branche d’activité qui se trouve dans une position confortable au regard de sa
solvabilité peut transférer une fraction 8 € [0,1] de ses réserves vers d’autres branches
d’activités qui sont en position d’insolvabilité. La compagnie d’assurance tombe en ruine
si la position d’insolvabilité d’une branche d’activité ne sera résolue par le transfert des

capitaux d’autres branches d’activités. L’ensemble de ruine est défini par.

d d
7:,3:{ ﬁkz (z® v 0) < — kz (’“/\0}
=1 =1

avec V = min et A = max.

Définition 5.4.3. La probabilité de ruine multivariée g5 est définie comme la probabilité

que le processus de risque multivarié (R(t))i>o appartient a Fg.
Ipdg( ) <E|t>0 R()E]—"g):P(EItZO, St—Cteub—]:g). (548)

Remarque 5.5.
- Pour 8 = 0, les transferts des capitaux ne sont pas autorisés et donc ¢4 = Yoy.

- Pour 8 =1, les transferts sont autorisés sans aucune restriction et g1 = Vsym.-

Le résultat suivant est important pour étudier le processus de Poisson composé multi-

varié S; = N:(t) Y. et par conséquent le processus de risque multivarié (R.());>o.
k=1 >

Proposition 5.4.3. [41] Soit (X},)r>1 une suite vecteurs aléatoires i.i.d a valeurs dans R?,
a variation réguliére d’indice a > 0 et de mesure limite de Radon p. Soit N > 0 une variable
aléatoire discréte indépendante de (X )g>1 telle que 3¢ >0, Y2 P(N =n)(1+¢€)" < oo,
alors ch\; X est a variation réguliere dindice o > 0 et de mesure limite de Radon
wE(N).

Hutl et Lindskog [40] ont démontré le résultat suivant pour le comportement asympto-
tique de la probabilité de ruine ot la suite des montants de sinistres (Y )g>1 est a variation

réguliere.

Théoréme 5.4.5. [40] Supposons que (Yy)r>1 est a variation réguliere d’indice o > 1,
de mesure limite de Radon p et satisfait w= c/\ — E(Y) €]0, +oc[¢, alors

Yap(u) ~ uP(|Y] > u) /000 u(ow + b — Fp)dv. (5.49)
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Remarque 5.6. Notons que dans le cas univarié, on a b — F3 =|1, +00[. Par conséquent,
on obtient facilement le résultat du théoreme 5.4.4 pour le comportement asymptotique de

la probabilité de ruine. En effet

i Y(u) . P(supy>o(Sy —ct) > u) [
Py W ATy = ‘—A plJow + 1, 00])dv
oo . B 1
= ,u(]l,oo[)/o (vw + 1) dv_—w(a—l)'

5.4.2 Probabilité de ruine pour les processus linéaires

Dans cette partie, on étudie le comportement asymptotique de la probabilité de ruine

pour un processus linéaire (X,,),cz définie par

—+00

X0 = Y njei (5.50)

j=—o00
ol (€,)nez est une suite de variables aléatoires centrées i.i.d. De plus, on suppose que la
suite (e, )nez est a variation réguliere d’indice o > 1, c’est-a-dire qu’elle vérifie les conditions

suivantes.

P(le| >z) ~ 27 si x— oo, (5.51)

P
lim (e > z)

f P(e < —x)
—_— = (] 11m
oo P(le] > ) ©

—_— = 5.52
S R (5:52)
avec0<p<letp+qg=1.

Les coefficients ¢; ne sont pas tous nuls et vérifient la condition suivante :

+oo
> ligil < oo (5.53)

j=—o00

Le théoreme suivant est une généralisation du résultat de lemme 3.1.3.

Théoréme 5.4.6. [55] Soit (¢,)nez une suite de variables aléatoires centrées i.i.d vérifiant
les conditions (5.51) et (5.52). Supposons que les coefficients ; vérifient la condition
(5.58), alors la série infinie (5.50) converge p.s et X = X, est a variation réguliére d’indice
a > 1.

“+oo
~ D 10l Tt <) = liglla, si w00 (5.54)

j=—o0

P(X > )
P(le| > z)
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Remarque 5.7. Pour une suite de variables aléatoire (X,,),ez i.7.d de méme comportement
de queue que la variable X dans (5.54), on en déduit par le théoréeme 5.4.4 et le théoreme

3.1.1 de Karamata, le comportement asymptotique de la probabilité de ruine comme suit

Y(u) = P(sup(S, — np) > u) ~ 1

lella 1
P(X >u)~ < —uP >u). (9.9
n>1 pla — 1)u ( v) a—luu (el > w). (555)

En raison de la variation réguliere de la suite (&,)nez, on s’attend a la réalisation de
I'événement {sup,,(S, — np) > u} par une grande valeur positive ou une petite valeur
négative de la variable ;. La grande contribution des variables importantes €, a I'état de

la somme partielle S,, du processus (X, ),ez peut étre vue de I'expression suivante.

n +o0o +oo n—j
Sy = E E Pr—jEj = E gj E k-
k=1 j=—oc0 Jj=—00 k=1—j

Pour les grandes valeurs positives des variables (&,)nez, la contribution de 5j a la somme
partielle S,, est multipliée par le facteur ZZ;L ; k. Lorsque j prend une petite valeur
négative, alors ce facteur est tres petit en raison de la condition (5.53). Notons qu’'une
seule variable 5} n’apporte pas une grande contribution considérable au comportement
des queues des variables du processus (X,,),ecz. En effet, la queue P(e > u) de chaque
variable €] est d’ordre inférieur & celui de ¢(u) dans (5.55), c’est-a-dire la queue P(e > u)
de 8j+ est moins épaisse. De plus, puisque la marche aléatoire (S, — nu),>o est de dérive
négative, alors la contribution de chaque variable gj disparaitra avec le temps. Il est clair
que, si les petites valeurs négatives de j ne jouent pas un role important, alors les variables
importantes de (e,),ez sont celles dont l'indice est tres élevé et dans ce cas le facteur
multiplicatif de ej devient ZZ;{ « ¥k et la plus grande valeur que peut atteindre ce facteur
est

n

mw = sup Pk
—oo<n<+o0
k=—o00

On peut appliquer le méme raisonnement pour les petites valeurs négatives des variables

de la suite (&,)nez en utilisant la notation suivante.

n

my, = sup > (=),

—oo<n<400
k=—00

Mikosch et Samorodnitsky [55] montrent que le comportement asymptotique de la proba-
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bilité de ruine ¢ (u) lorsque u tend vers U'infini est donné par

o

P(u) = P(su;l)(Sn —np) >u) ~ Z (P(mbel >u+ju) + P(mge; > u+jp))
n> =1

~ / P(mZe® > u+yu)dy + / P(mge™ > u+yu)dy
1 1

m™ o) m= 0
~ 7“0/ P(e>y)dy+7@/ P(e < —y)dy. (5.56)

E=
©

m

De plus, une seule variable €; de la suite (£;);ez ne joue aucun role important dans le
comportement asymptotique de la probabilité de ruine 1(u), alors on peut commencer la
sommation dans (5.56) & n’importe quelle valeur de j. En effet, il est clair que le compor-
tement asymptotique de 1)(u) ne dépend pas de la position du premier terme de la somme
dans (5.56).

Théoréme 5.4.7. [55] Soit (X,)nez un processus linéaire défini par (5.50) et supposons
que (en)nez satisfait les conditions (5.51) et (5.52) avec a > 1. Supposons que les coeffi-
cients @, vérifient la condition (5.53), alors le comportement asymptotique de la probabilité

de ruine ¥(u) lorsque u tend vers l'infini est donné par

[p(mf)™ +q(mg)] 1

P(u) = P(ilili)(Sn —np) >u) o~ o EuP(\d > u) (5.57)
[p(mso)ﬁ;_nz(m;)a} ,u(al— 1)uP(X > u). (5.58)

Dans le cas ou p = 1, c’est-a-dire les queues droites des variables €, sont plus épaisses

que les queues gauches, on a les résultat suivants.

Corollaire 5.4.1. [55] Supposons que p = 1, mg > 0 et posons fpj = Y i ]gpz, alors
Vk > —o0,

P(SuanI (Zfzfoo Ejﬂnj - TL,U) > U)
lim

= 0. 5.59
u—00 uP(e > u) (5.59)

Preuve. Il est clair que

Dk = <sup Z €iBnj — >u> <P< Z ek Z |04 >u>

n>1
j=—00 i=1—j
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+oo
j=—00

On pose ¢ = lp;] < oo. Du fait que la condition (5.53) est vérifiée, alors par le

théoreme 5.4.6, on obtient

k
lim su
PR = 2

U— 00
—00

+o0 +oo

<121;y|%> =¥ Zk: Z [l051/ @] < o0.

i=1—

Ce qui montre le corollaire.

Corollaire 5.4.2. [55] Supposons que p =1 et m$ > 0, alors Vk > 0,

P<SUPn21 ( —np+ Z]OinJrk 5]'&&]') > u)
lim lim sup = 0. (5.60)
k=00 posoo uP(e > u)

Preuve. Notons que

qk:P<sup(—nu+ Z sjﬁm >u> < ZP( Z l&j] Z |g01|>u+n,u>

n>1 j=n+tk j=n+k i=—00

= ZP(ZI@I Z il >u+nu)

1=—00

Du fait que la condition (5.53) est vérifiée, alors ¢ > 0 telle que

SiP(i[m_E,ng i |l >u+nu—c).

i=k 1=—00

Par le théoreme 5.4.6 et le théoreme 3.1.1 de Karamata, on peut vérifier que

limsup ————— < ¢ Z l75l-

w—oo UP 8 > u
j=—00

On fait tendre k£ a U'infini. Ceci montre le corollaire.

5.4.3 Probabilité de ruine pour la solution de I’équation aux
récurrences stochastique

Rappelons que I’équation aux récurrences stochastique admet une unique solution non-
anticipative strictement stationnaire sous les conditions que (b;),ecz est a variation réguliere
d’indice a > 0 et que (a;)nez satisfait la condition E(a*) < 1. En particulier, supposons
que a > 1, alors E(b) < 1, E(a) < 1 et E(X) = E(b)(1 — E(a))!. Par conséquent, la

loi forte des grands nombre montre que la marche aléatoire ((S, — E(S,)) —np) . avec
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w > 0, a une dérive négative. Dans ces conditions, Konstantinides et Mikosch [49] ont

étudié le comportement asymptotique de la probabilité de ruine

W) = P(sup((Sy— B(S,) = np) >u),

n>0
lorsque le capital initial u tend vers 'infini et p > 0.
Théoréme 5.4.8. [49] Supposons que les conditions du théoréme 5.3.1 sont satisfaites et

T, = nc, avec ¢ > 0 et que la suite (Y,)nez, définie par (5.22), est fortement mélangeante

et Iy > a tel que E(Y'T*) < oo, alors Vi > 0, on a

1 1
P<sup ((Sp — E(Sn)) — np) > u) ~ — 1E(Y°‘) uP(b>u) si u—oo. (5.61)

n>0 o —
Remarque 5.8. Le résultat du théoreme 5.4.8 est identique au résultat du théoreme 5.4.4.
En effet, en utilisant le théoreme 3.3.4, la relation (5.61) peut étre écrite de la maniere

suivante

P((sup (S, — B(5,) — ) > u) ~ (L~ B@)B(Y*)~—

u'™ siu— 00.(5.62)
n>0 pa—1



Conclusion et Perspectives

Dans ce mémoire, nous avons étudié les équations aux récurrences stochastiques. Nous
avons mis ’accent dans un premier temps sur certaines propriétés concernant 1’existence
de la solution non-anticipative strictement stationnaire a savoir : I’ ergodicité, I'existence
des moments de la loi stationnaire etc. Dans un second temps, on a donné les princi-
paux résultats sur la variation réguliere de la distribution stationnaire et de distributions
fini -dimensionnelles. Les processus non linéaires de type ARCH et GARCH sont ensuite
étudiées du fait de leur représentation par des équations aux récurrences stochastiques.
La derniere partie du mémoire concerne une application a la théorie de la ruine et plus
précisément au principe des grandes déviations. Le principe des grandes déviations est ap-
pliqué a la probabilité de ruine. La thématique abordée ouvre la voie a de nouvelles pistes
de recherche, entre autres : Il serait intéressant, en utilisant les équations aux récurrences
stochastiques, d’étudier les propriétés de I'estimateur du quasi-maximum de vraisemblance
pour des séries chronologiques conditionnellement hétéroscédastiques (normalité, conver-
gence en probabilité), d’élargir I'étude a certains types de modeles spécifiques comme les
modeles de branchement. Le principe des grandes déviations en théorie de la ruine est
aussi une nouvelle piste de recherches : comme par exemple de déterminer des bornes de

la probabilité de ruine convergent rapidement.
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