N° d’ordre : 03/2003-M/MT

UNIVERSITE DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE HOUARI BOUMEDIENE
(U.S.T.H.B)

FACULTE DE MATHEMATIQUES
DEPARTEMENT DE RECHERCHES OPERATIONNELLES

THESE

Présentée
Pour I’obtention du grade de

MAGISTER

EN MATHEMATIQUE
Spécialité : RECHERCHES OPERATIONNELLES

Meéthodes stochastiques

Par

BOUSLAH AICHA

THEME

Les equations différentielles stochastiques en finance :
Conception d’une regle de décision pour un investissement productif

SOUTENUE LE : 17/02/2003

DEVANT LE JURY COMPOSE DE :

BENTARZI M . Professeur USTHB , Président.
BOUKHETALA K : Maitre de conférence USTHB , Directeur de these.
AISSANI A . Professeur USTHB , Examinateur.

AISSANI D . Professeur USTHB , Examinateur.



TABLE DES MATIERES

INEFOTUCTION........ee e Erreur ! Signet non défini.
Chapitre I: Rappel et notion de base

I. Intégrale stochastique et Equation Différentielle stochastique :..Erreur ! Signet non défini.

1.Théorie de [a MESUIE : .....oveieieciece e Erreur ! Signet non défini.
Définition 1 : (espace mesurable).........cccccevvvieveiiesiece e Erreur ! Signet non défini.
Définition 2 : (application mesurable) .........ccocevvveiiiiiiniiiiciene Erreur ! Signet non défini.
DEFINITION 3 1 (MESUIE) ...veevveeeie ettt Erreur ! Signet non défini.
2. INTEGIAIES: .. .o Erreur ! Signet non défini.
2.1.Intégrale de Riemann ordinaire :.........cccccevevivervnieseesieseennnnn, Erreur ! Signet non défini.
DEFINILION 4 & oo Erreur ! Signet non défini.
2.2.Intégrale de Riemann-Stieltjes :......ccccoevviieiievisie e, Erreur ! Signet non défini.
DEFINILION 5 & oo Erreur ! Signet non défini.
3.Généralité sur les processus a temps CONtINUES :........cceevveeveenenn, Erreur ! Signet non défini
3.1.Processus StOChaStIQUE : ......ccueveeiuerieiienienie e Erreur ! Signet non défini
Définition 6 : ( processus aléatoire a temps continue) .................... Erreur ! Signet non défini
3.2. Exemple de processus aléatoires CONTINUES :........c.covereereriereiesisieieiesesie e see e sresneeneas 9
Définition 7 : (FIration).......c.ccoveveeieiieceee e Erreur ! Signet non défini.
DEFINILION 8 & .o Erreur ! Signet non défini.
4.Mouvement BrOWNIEN ©.......ccccovviiieieeie e se e Erreur ! Signet non défini.
DEFINILION 9 & oo Erreur ! Signet non défini.
DEFINITION 10 & oo e Erreur ! Signet non défini.
5. Martingales @ ......ooeeiie Erreur ! Signet non défini.
B. TEMPS A AITEL ..o Erreur ! Signet non défini.2
DEFINILION 11 & oo Erreur ! Signet non défini.2
Q1] 010 3 | oo I USSR Erreur ! Signet non défini.
7. Intégrale StOChaStiQUE @ .....cceeveiiieieieere e Erreur ! Signet non défini.
DEFINITION 12 & oo Erreur ! Signet non défini.3
PrOPOSITION 2 &ttt Erreur ! Signet non défini.
01 £0] 010 | ([0 I USSR Erreur ! Signet non défini.
8. processus de diffusion & .......cccooeiieiiiiiiiene e Erreur ! Signet non défini.5
e o= | (o1 o | (o USSP Erreur ! Signet non défini.
DEFINILION 13 & oo Erreur ! Signet non défini.
01 £0] 010 | ([0 I SRS Erreur ! Signet non défini.
TREOIEME L. Erreur ! Signet non défini.
Exemple d’utilisation de la formule d’It0 : .......cccoeovvvivevvcceciee Erreur ! Signet non défini.
10. Solution faible et forte d’une E.D.S :....c.coveiiiiiieiceeee Erreur ! Signet non défini.
TREOIEIME 2. Erreur ! Signet non défini.0
EXEMPIE . e s Erreur ! Signet non défini.
I1. Approche numérique et simulation des EDSS : .......c.cccccevevennen. Erreur ! Signet non défini.
1.Méthode de diSCrétisation : .........c.cceevuevieriereneie e Erreur ! Signet non défini.2
2.CIItere de CONVEITENCE ©..oivveieerreereerieeeestee e ereesee e snee e eneeeneesnens Erreur ! Signet non défini.
2.1. Critére de convergence fort :......ccccoocevvveniiiieninsiseeeees Erreur ! Signet non défini.3



2.2. Critéere de convergence faible ..., Erreur ! Signet non défini.

3. La formule stochastique de TAYLOR @ .....ccccoovevvievieiecee, Erreur ! Signet non défini.
4. Approximation forte des processus d’It0 @ ........ccocvcvrvvveinennen, Erreur ! Signet non défini.8
4.1. Approximation forte de Taylor : ........ccoovevieieiicie e, Erreur ! Signet non défini.8
LBIMIMEL ettt s bt e ek bt e e b et e e b e e e b r e nb e e e e e nnbe e e nnreeea 29
LLEIMIMEZ .ttt h et bt e ke e e st e bt e e Rt e e b e e e an e e be e nn e e b e e nnn e e neennnas 29
PrOPOSITION L & oottt bbb bbbttt et b e bbb b e neas 29
(0] 010 LY 1 o] 2SSOSR 30
PrOPOSITION 3 & oottt b bbbkttt e ettt bbb n e nean 31
4.2. Approximation forte de RUNGE-KULLE © .......ccvviieeiiiicee e 32
5. Approximation faible des processus A’ 10 :©.........covriririiriieiie e 33
5.1. Approximation faible de Taylor i ..o 33
5.2. Approximation faible de RUNGE-KULLA :.........cccooiiiiiiiiie e 33
B. SIMUIBLION & oottt bbbt e b e reenes 34
7. Algorithmes et simulation d’une variable aléatoire : ...........cccooeveiiiiiiiininiee e 35
7.1. Simulation d’une 1oi uniforme sur [0,1] ©..ooveieeieiece e 35
7.2. Simulation des variables QauSSIENNES : ......ccoiiiiiiieiiieriese s 36
8. Simulation de processus StOChASTIQUE : ......cc.ccveiieiiiie e 37
8.1. Simulation d’un MOUVEMENT BIOWNIEN ©....ocveiiiiiieie e 37
8.2. Simulation des équations différentielles StoChaStiQUES :.........cccvveevvereiieseece e 38
Exemple d’appliCAtION & ..o 39
CONGCLUSION = Lttt bbb bbbttt e b e bbbt b e b enes 40
Chapitre Il : Calcul stochastique appliqué a la finance

. calcul stochastique appliqué @ 1a FINANCE & ....ocvviiiieiiee e 43
1.MOTEIES TISCIOE ...t bbbttt ettt sttt eebeeneas 43
(D] oL AT e o] oL o] SRS PRPRPRORI 43
Définition 2 : (Les actifs fINANCIEIS) ......ccveiiiieieee e 44
Définition 3 : (Les stratégies fINANCIErES) ........cvcvveieierere et 45
Définition 4 : (stratégie admiSSIDIE) .........cceiiieieee e 46
Définition 5 : (stratégie d’arbitrage)........cccueivririeiierieiere e 46
1.1. Martingales et arbitrages & ......ccveieeiieie e ns 46
DEFINILION 6 : (MArtINQAIES)......ecieieieiie ettt sttt sreeneeneas 46
DEfinition 7 : (MArche VIabIe) ........cveiieiiie e 47
TREOTEIME L & oottt ettt st et st e b e e be e s e e se e st et et e nbenbeebeabeeneene e 47
1.2. Marché complet et évaluation des OPLIONS : ......ccveiveieiie e 47
1.MAICNE COMPIEL ..ottt e ettt st renresreeneeneas 47
DATINITION 8 & .ot b bbbttt et b et bbbt st beeneas 47
Définition 9 : (MArché COMPIEL) ......c.oiiiiii e 48
TREOTEIME 2 L.t beb bbbt e et e et b e bbbt et ne e 48
2.MOdEIES @ tEMPS CONLINU :...viviiieiieiieieie ettt sttt sttt sbesresbenreeneaneans 49
2.1-Martingales & tempPS CONTINUS : ....veeveiiereeiesie s esie s steete s ste e e steeae e sse e e e sreenee e 49
e 0] o0 LYo o 1 PSPPSR 49
TREOIEIME 3 ot Erreur ! Signet non défini.
2.2- Modéle de BIack et SChOIES :......cociiiiiiii e 51
2.2.1- Description du MOEIE :.......oovvee e 51
2.3- Modeles de taux 0 INTEIEL  .......vieeeeieece ettt ne e 53
(070]3Tod 11151 (0] KSR TPV U TR PRPR 54

Chapitre I11: détermination de I'investissement productif



. description du MOAEIE BLUAIE : .........oouiieiii e 57

1. Investissement incertain irréversible d’incertitude technique :........cccccoeveieeieccececce e, 57
1.1, INVESLISSEMENT INCEITAIN: ....eeitieiieitieiieie ettt e et enbe e e nneenes 57
1.2, INVeStISSEMENt ITEVEISIDIE .....oviiiiei e 57
1.3. Investissement incertain teChNIQUE & ......oouiiiiieiece e 58
0] o] LT a0 =SSOSR 58
2. description du MOdele de DASE : .......oeiiieiieee e 58
3. INvestisseMENt ProdUCTIT : ........ooviiic e e 59
Il . Détermination de la loi de Probabilité des Instants de Premier Passage :.........cc.ccoovevvnenn. 60
DEFINITION L& oo Erreur ! Signet non défini.0
Théoréme 1 : (pour la démonstration VOIr [11])......ccccererererieienerieese e 61
(0] 0o LY o] o 1 TSRS 64
(070 T 11557 o] o SRR 64
[11. Determination de la forme explicite de I’investissement productif : ..............ccccceevveiiennns 65
D) T 01T ] SRRSO 65
T80 0L T TP PPRSPRPTPPRT 65
L BIMIMIE 2 ettt bttt b e b e be et e et e nan e e beenneas 66
1001 4TI ST T R PPRRPRPTPPR 69
e 0] 010 LY AT 12U 70
L BIMIME 4 et ne e ne e 72
(] 0] TR DT TP TTRPPPRPTTIN 73
e (0] 010 LYo TSRS 74
(o70] Tod [1 ] o] o OSSPSR 75
IV - Estimation du paramétre 3 par la méthode du maximum de vraisemblance :.................. 75
4.1 constructions de la structure StatiStIQUE :.........cccciveieiiieiieic e 75
) T LT ] TSSOSO 76
DETINITION 4 & oottt bbbt b et e s e e s e e et e be st benbesbeeneenean 76
QLI =] TSP 76
TREOTEIME 3 .ttt bbb e bbb e s e e s et et e sbe st e et e abeeneere e 77
4.2- Existence et unicité de la solution du Systeme (1) ©....ooereiiiiiereeee s 77
4.3- Structure statistique et probléme d’estimation :...........c.cccooevieii i 79
PPOPOSITION 4 & ..ottt bbb bbbttt et et bbbttt ne s 79
4.4 — Estimation du paramétre  par la méthode du maximum de vraisemblance : ................ 80
e 0] oo LYo ] ¢ TSR 81
(070] T 1157 o] 4 USSP Erreur ! Signet non défini.

Chapitre IV: simulation de I'investissement productif et application

1. Estimation de I’investissement productif :.........c.ccccoovviiiiienenn Erreur ! Signet non défini.
(0] 010 LY 1 o] o 1 SR Erreur ! Signet non défini.
REMAIQUE L& oo Erreur ! Signet non défini.
2.Programme de Simulation : .........c.ccoevveiiiienecic e Erreur ! Signet non défini.8
étape (1) : (détermination de la solution de I’équation F(x)=0) .. Erreur ! Signet non défini.8
Etape 2 : ( simulation des trajeCtoireS Xi) uuueiueirereiieriereseesieeieseese e sree e ree e nae e nes 88
Etape 3 : (simulation des temps d’arrét)........ccccoevvnienienicniennnnn. Erreur ! Signet non défini.0
estimation non paramétrique des instants de premier passage...........c.oocevevvevievneennnnn...90
Etape 4 : (simulation de I’estimateur de I’investissement productif)...........ccccceeverviinicnnnn. 91
Etape 5 : (simulation de I’investissement productif théorique)..... Erreur ! Signet non défini.3
COMMENTAITE L & Erreur ! Signet non défini.4
3.estimation de | densité du noyau pour I’l.P estimé et théorique : .........cccoeeeverieveciiereennn, 94

oMM BN AT 2 & e 95



A APPHICALION UES TESTS ...ttt bbb bt 96

(0010010 T=T g1 e T (=T T 97
(0] o] 111 0] o T 98
YN 01410 (ISP 99
1/FONCLIONS CYHNAITQUES & ..ottt bbbttt 99
AITONCHION 0B BESSEL ...ttt ettt st sabe e e sabe e e 99
b/ €quation de LOMMEL :.......ccoiiiiiiiieese ettt 99
Relations entre les fonctions de Bessel MOIfiBES : .......coovvviiiiiiiiiic e, 99
DEVEIOPPEMENLES BN SEIIES ...ttt sttt sttt sttt sb e e b et n e b s 99
Relations de récurrence et formules de derivation @ ..........ccccvviiiii e 100
Comportement aSyMpPLOtIQUE POUF X—300 & ..oiuiiuiiuiriieiieieiesie sttt sse b 100
2/ test de KOMOQGOIrOV-SIMITNOV : .....oiierireieiiesieeieseesteesteseesaeetessaesseesaesseesseessesseesseensessensses 100
3. MEhOde dU NOYAU : ...ooveeieie e Erreur ! Signet non défini.1

BIBLIOGRAPHIE : .....ooieieee et Erreur ! Signet non défini.2



Les équations différentielles stochastiques en finance ;
conception d’une régle de décision pour un investissement productif Introduction

Introduction

Beaucoup de phénomenes physiques peuvent étre décrits
mathématiquement par des équations différentielles. Pourquoi n’en serait-
il pas le cas en finance ou en gestion ?

C’est ainsi que les speécialistes de la finance ont en effet eu recours,
depuis quelques années, a des outils mathematiques plus sophistiqués
pour la modélisation de différents phénomenes économiques tels que :
obligation, action, option, taux d’investissement....etc.

Ces modeles économiques sont exprimés sous forme d’équations
différentielles stochastiques (EDSs). Jusqu’a présent, aucun modeéle, dans
le monde de la finance n’a pl s’imposer a I’exception du modéle de
Black Sholes qui utilise le calcul stochastique, en I’occurrence les EDSs,
pour modéliser le prix d’une option européenne.

C’est ainsi que les équations différentielles stochastiques ont trouvé,
dans le domaine de I’économie et de la gestion un champ d’application
plus vaste, étant donné quelles contiennent un terme aléatoire qui exprime
I’imprévisibilité de I’univers économique, reflétant au mieux le
phénomene modélisé, Et cela a I’aide du processus mouvement brownien,
considéré comme un processus a accroissement indépendant, stationnaire,
a trajectoires continues.

Les taux d’investissements a court terme sont aussi modélisés a I’aide
des EDSs. Dans cette these nous développons une regle de décision pour
un investisseur afin qu’il puisse décider de continuer ou d’abandonner
son projet d’investissement a un certain temps ‘t’, sachant que le codt
actualisé de son projet X, est un processus de diffusion solution d’une
EDS exprimee en fonction du taux interne d’investissement I;. Cette regle
s’effectue en calculant la valeur de I’investissement productif noté F(x)
(Xo=x), qui est définie en fonction du taux d’investissement I; et de la
variable aléatoire t « temps d’arrét ».

La détermination de I’investissement productif est d’une grande
importance, car elle permet a I’investisseur de calculer a n’importe quel
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instant la valeur qu’il doit ajouter pour achever son projet, et de pouvoir
décider de continuer ou d’abandonner le projet selon la régle tirée.

Dans le premier chapitre, nous commencons par présenter, par I’usage
des définitions et des demonstrations théoriques les principaux concepts
mathématiques abordés tout au long de notre étude, a savoir : mouvement
brownien, processus de diffusion, martingale, temps d’arrét, intégrales
stochastiques, calcul d’It6.

En plus des définitions, nous essayerons d’expliquer et d’éclaircir au
mieux ces outils mathématiques, et ce en les illustrant éventuellement par
différents exemples d’application, afin de rendre plus facile la
compréhension et I’assimilation de ces concepts. Notons juste qu’au
début de cette partie, il sera question de quelques notions élémentaires de
la théorie de la mesure. Cela se justifie du fait que, la construction de
I”intégrale stochastique fait appel a un changement de la mesure
d’intégration habituelle par une nouvelle mesure.

La détermination de la solution exacte X; d’une EDS est tres difficile a
déeterminer surtout lorsque la partie aléatoire est exprimée en fonction du
processus X, c’est ainsi qu’on se tourne vers la résolution numérique de
I’EDS dont la base est fondée sur la discrétisation du temps. Nous
présenterons, alors, I’approche numérique, en citant les principaux
schémas qui la concernent et qui permettent d’approcher les solutions
exactes de ces EDSs. Nous illustrerons par un exemple d’application.

Dans la deuxieme partie, nous introduirons plusieurs notions
financiéres nécessaires pour la modélisation des différents modéles de
taux d’investissement. Nous aborderons en outre, tout d’abord les
modeles financiers discrets qui reposent sur la théorie des options, ensuite
les modéles continues. En particulier le modele de Black et Sholes.

Dans le troisieme chapitre, nous introduirons le modele principal de
notre recherche qui est sous forme d’une EDS admettant le processus X;
(ce processus represente le colt actualisé a I’instant “t”) comme solution.
Cette équation est exprimé en fonction du taux interne d’investissement I,
supposee déterministe prenant des valeurs dans I’intervalle [0,1] qui est
incertain irréversible d’incertitude technique (ces notions serons bien
expligué dans ce chapitre). Nous aborderons en outre, I’investissement
productif qui est une fonction du taux d’investissement et de la variable
aléatoire temps d’arrét.
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La détermination d’une forme explicite de I’investissement productif,
nécessite la détermination de la loi de probabilité de la variable aléatoire
temps d’arrét «t«, ainsi que I’estimateur du parametre 3 de I’EDS par la
méthode du maximum de vraisemblance.

Enfin, dans le quatriéme chapitre, nous utiliserons la forme explicite
F(x) trouvé dans le chapitre 3 pour I’implémentation d’un programme
informatique constitué de plusieurs étapes. Nous utiliserons des tests
statistiques pour ajuster les résultats trouvés par simulation. La méthode
non paramétrique de I’estimation de densité, dite « méthode du noyau »,
est utilisee pour estimer la densité de la variable aléatoire <. Il est a noté
que pour tous nos programmes, nous utiliserons le logiciel MATLAB, les
tests seront effectuer par le logiciel SPSS.
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Le but de ce chapitre est de donner, en premiére partie une breve présentation
des notions élémentaires de la théorie de la mesure, nécessaires a la construction de
la notion «intégrale». Plusieurs intégrales parmi les plus courantes, seront donc
définies, et ce en présentant leur mesure associee.

Ceci aboutira a la construction de I’intégrale stochastique (1.S), qui sera
développée et explicitée. Mais avant d’entamer I’l.S, il sera question de plusieurs
concepts mathématiques tels que : Processus aléatoires (a temps continus),
martingales et, mouvement brownien qui est incontournable pour I’introduction aux
processus de diffusion et aux processus d’itd (qui sont des processus aléatoires, dont
la construction est basée sur les martingales). Ces processus interviennent souvent
dans I’approche de plusieurs phénomenes réels, en particulier dans le monde de la
finance.

La construction de I’intégrale stochastique implique la construction des
«eéquations différentielles stochastiques » (EDS) admettant sous certaines conditions
le processus d’itdé solution unique. Bien sir tout cela sera bien détaillé dans la
premiere partie de ce chapitre.

Dans la deuxieme partie, on exposera I’approche numérique des EDSs en citant
les principaux schémas qui la concerne et qui permettent justement d’approcher les
solutions de ces EDSs lorsque la solution exacte est difficile a déterminer. A la fin,
on traitera un exemple par simulation sur ordinateur, concernant un modele de taux
interne d’investissement.
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|. Intégrale stochastique et Equation Différentielle stochastique :

L’intégrale stochastique est la base des modeles d’actifs financiers et de taux
d’investissement en finance.

Dans ce but nous exposons tout d’abord quelques notions éelémentaires de la
theorie de la mesure nécessaire a la conception de la notion mathématique dite
« intéegrale ».

1. Théorie de la mesure :

Le paragraphe qui suit est une présentation de la théorie dite : «Théorie de la
mesure et de I’intégration ». Nous passerons en revue, dans ce méme paragraphe,
par les définitions des outils élémentaires relatifs a la notion d’intégrale, munies,
quand cela est nécessaire, de justification theorique.

L’intégrale sera donc définie au sens large, afin d’aboutir a la construction de
I’intégrale stochastique, qui constitue le but ultime de ce chapitre.

Définition 1 : (espace mesurable)

Soit E un espace quelconque d’éléments et soit & une tribu des parties de E, alors
la structure (E, &) est dite espace mesurable.

Définition 2 : (application mesurable)

Soit (E,§) et (F,C) deux espaces mesurables, une application :
X (E,§) — (F,£) estdite mesurable (ou encore &-mesurable) si :

Vbel ,X'b)et
ou : X'(b)={ee E/ X(e) eF}
Définition 3 : (mesure)

Soit E un espace quelconque d’élements X, supposons qu’au sous-ensemble
variable A c E, on fait correspondre un nombre réelle m(A) de telle sorte que :
Si {A1,Az,...Ax,...} est une famille finie ou dénombrable de sous-ensembles

disjointsde E, on a :

m(UAkJ - Zm(Ak)
k k
On dit alors que la fonction m(.) est complétement additive.

6-
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Supposons que la fonction d’ensemble est complétement additive et en outre que :
1- le nombre m(A) est positif ou nul pour A c E.

m()=0. (ou & désigne le sous-ensemble vide de E)

On dit alors que m(.) est une mesure sur E.

Si m(E) < +oo, la mesure m(.) est bornée.

Remarque :

1) Pour E = R I’ensemble des nombres réels, supposons que pour toute partie
A=[a,b] de R avec a, b sont des nombres réels tels que a<b, on fait correspondre une
mesure sur R.

Cette mesure est souvent connue sous le nom de mesure de « lebegue ».

2) Soit A une partie de E telle que m(A)=0, alors A est dit de mesure nulle (ou
encore un ensemble négligeable).

3) Soit f(.) une relation (ou propriété) quelconque relative aux éléments de E, si cette
propriété est vérifiée, excepté sur des ensembles de mesure nulle, on dit alors que la
propriété f(.) est vérifiée presque partout et on écrit

f() m.p.p

dans le cas d’une mesure P de probabilité définie sur un espace de probabilite (Q2,A)
on dit que la propriété est vérifiée en probabilité presque srement et on écrit :

f(.) P.ps

Cette notion de mesurabilite, nous emmene a définir la notion d’intégrale, en
particulier I’intégrale dite « Riemann », que nous introduirons dans le paragraphe
suivant :

2. Intégrales:
2.1. Intégrale de Riemann ordinaire :

Soit f une fonction réelle d’une variable réelle x, définie sur I’espace des
nombres reels R et munie de la mesure de lebegue. Considérons un intervalle fini
[a,b] de R. On peut donc associer a celle-ci un nombre réel 1 qu’on appelle
intégrale de f par rapport a la mesure de lebegue sur [a,b] et qu’on définit a
travers la construction suivante :

Soit {Xg,X1,.....,Xn } une subdivision de I’intervalle [a,b] en n+1 points equidistants,
.. Xg=a<X1< ..., < Xp =b; Xj-xi.1 = (b-a)/n soit &; un point arbitraire de
7.
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[Xi,xi.1] et posons :
I(n) = z f (é:i)(XHl _Xi)
i=0

Si f satisfait a certaines conditions mais assez larges, en particulier si f est continue
sur [a,b] on dit alors dans ce cas que f est intégrable, et on démontre qu’il existe un
nombre réel I, indépendant de la subdivision choisie tel que :

lim I(n)=1

N—-+00

Définition 4 :

Le nombre | est dit intégrale de Rieman de f sur [a,b] et on note :
b
=] f(x)dx

2.2. Intégrale de Riemann-Steilejs :

Soit f(.) une fonction continue sur I’intervalle [a,b] et A(.) Une fonction numérique
réelle de x e ‘R, on définit dans la suite I’intégrale de Riemann-Steiljs de A(.) par
rapport a la fonction f(.).

La construction de cette intégrale, tres analogue a celle de I’intégrale de Riemann
ordinaire s’obtient de la maniere suivante :

Soit d’abord [a,b] un intervalle finie, fermé, soit aussi H une subdivision de [a,b]
En un nombre finie, soit n, intervalle partiel délimité par n+1 points de division
X0,X1,--..,Xn diStincts et supposés numérotes par valeurs croissantes, avec Xo=a et
Xn=b, appelons modul de H le nombre p définie par :

p=sup(x; -x,,) Pour chaque j (1<j<n).
Kj<n

Choisissant arbitrairement sur I’intervalle [x;.;,X;] une abscisse ¢; , et posons
1(H) = 24 F )= £0x, )]
j=1

on suppose que A(.) est continue, on démontre alors qu’il existe | indépendant de
I(H) tel que :

Ve-03n-0,Yuan {I(H)-I|=<e
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Définition 5 :

Le nombre | ainsi obtenu, est par définition I’intégrale de Riemann-Steilejis noteé :

| = jP A(X)df (%)

Apres avoir brievement abordé I’idée essentielle concernant la notion d’intégrale et
de la mesure, on introduit, la notion d’1S dont la construction est basée sur le
processus mouvement brownien. Mais tout d’abord nous définissons les processus
aléatoires a temps continues.

3. Geénéralité sur les processus a temps continues :

3.1. Processus stochastique :

Définition 6 : ( processus aléatoire a temps continue)

On appelle processus stochastique a temps continu et a valeurs dans un espace
muni d’une tribu F, une famille (X;).t de variables aléatoires définies sur un espace
de probabilité (Q,A,P) a valeurs dans (E,F) [dans la pratique I’indice t représente le
temps] donc T= R".

Un processus stochastique peut étre vu aussi comme une fonction aléatoire
mesurable définie comme suit :

X 1 R xQ >N
(tw)  — X(t,w)

Le processus X(t,w) décrit I’évolution chronologique du comportement aléatoire
d’un phénomene. Abusivement, il est parfois noté X(t) ou X;.

3.2. Exemple de processus aléatoires continues :

Processus de POISSON :

Un processus X, est de poisson de parametre A >0 s’il vérifie :

* Xo=0 P.p.S.
* XX suit une loi de poisson de parameétre A(t-s) t >s.

9.
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k —A(t-s)
Alt=5)) e
p(X, = k) = A )2| (L)

o E(X()=At; var(Xy)=2M
o Vh<t<t<t: X, —X ;X —X, :sontindépendants

1
t, t t,

Par ailleurs, on peut définir les processus aléatoires en faisant appel a la notion
dite «filtration ».

Définition 7 : (filtration)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité, une filtration (F;)>o est une famille
croissante de sous tribu de A. la tribu F; représente I’information dont on dispose a
I’instant “t’.

Définition 8:

On dit qu’un processus (X;)tso est adapté a F; si pour chaque t, X; est
F.-mesurable.

D’une autre fagon : la filtration est la description mathématique de I’ensemble
d’information dont I’observateur dispose a I’instant t. cette information permet a cet
observateur d’attribuer des probabilités de maniere cohérente aux evénements
susceptibles.

La construction de la notion d’intégrale stochastique a pour fondement le
processus mouvement brownien comme on I’a déja cité. Ce processus exprime
I’imprévisibilité de I’univers économique, car il est considéré comme processus a
accroissement indépendant stationnaire, a trajectoires continues. Que nous
introduirons dans le paragraphe suivant :

4.Mouvement Brownien :

L’origine du mouvement brownien a éteé I’observation de la part du botaniste
Brown (d’origine britannique), du mouvement perpeétuel et irrégulier des petites
particules colloidales plongées dans un liquide chauffé a une température normale.

Le mouvement chaotique engendre par ces particules a été nommé « Mouvement
Brownien » Cette dynamique est le résultat de la collision des particules avec les
molécules du fluide en question. L’effet de chaque collision est négligeable, mais la
superposition de plusieurs petites interactions produit un effet observable.

10.-
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La fréquence des collisions est tellement eélevée que suivre la trajectoire des
particules ne peut étre decrite que statistiqguement.

Ce qui a donné naissance au processus stochastique relatif au phénoméne du
mouvement brownien. La découverte de ce processus s’est fait durant la période
1900-1930 et a laquelle sont attachés les noms de Bachelier, Einstein,

Wienner et Kolmogorov, ce fut le premier cas ou le calcul des probabilités
s’applique a la description d’un phénomene physique. Le mouvement brownien est
considéré comme un objet mathématique remarquable, sur lequel s’accumulent un
nombre considérable de propriétés : ¢’est un processus a accroissements
indépendants, stationnaires, et a trajectoires presque sirement continues.

Etudions le mouvement d’une particule assez petite dans un liquide en agitation
thermique. On conviendra dans I’étude probabiliste du phénomeéne (cité ci-dessus)
que dans les milieux homogenes, la partition de la vitesse ne dépend pas de la
position de la particule(mais seulement de la tempeérature qui est partout la méme).
Si I’on admet ensuite que la vitesse des molécules est indépendante entre elle, et que
I’on néglige I’inertie de la particule, le déplacement de la particule d’un point a un
autre(pendant un certain intervalle de temps), ne dépendra ni de la position de la
particule ni de son mouvement passé. Donc le processus &(t) qui décrit la position de
celle-ci a I’instant “t” sera un processus a accroissement independant.

D’autre part des considérations d’ordre physique font ressortir manifestement que
Ce processus sera gaussien, continu et homogene dans le temps.

Wienner a donné un sens mathématique a ce processus, voici sa définition :

Définition 9 :

On appelle mouvement brownien un processus gaussien a valeurs réelles (Xy)wo
qui est un processus a accroissements indépendants et stationnaires dont les
trajectoires sont continues (p.p.s).

Ce qui veut dire :

¢ Indépendance des accroissements :Si s<t ; la loi de X;-X; est indépendante de la
tribu o(Xy) u<s.

e Continuité p.p.s :La fonction s—X(w) est une fonction continue.

e Stationnarité des accroissements : si s<t ; la loi de X;-X; est identique a celle de
Xs-Xo.
Cette définition permet de caractériser la loi de la variable X; (pour la

démonstration nous renvoyons a [8]).

11-
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Définition 10 :un mouvement brownien est dit standard si :

XOZO.
E(X,)=0
E(X{)=t

Dans la suite lorsquon parlera d’un mouvement brownien, sans autre précision, il
s’agira d’un mouvement brownien standard.

Finalement le mouvement brownien intervient souvent dans la modélisation
mathématique de nombreux phénomeénes réels, grace aux propriétés importantes
suivantes :

e (C’est un processus a accroissements indépendants et stationnaires.
e (C’est un processus gaussien.
e (C’est une martingale.

La notion de martingale joue un role important dans la construction des intégrales
stochastiques, nous I’introduirons dans le paragraphe ci-apres :

5. martingales :

Soit (X;) , t €[0,T], un processus stochastique adapté a la filtration (F;), te[0,T], et
tel que, pour toutt €[0,T], X; sera intégrable, c’est a dire : E(th|)< o

On dit que (X,F;) est une martingale si, quels que soit s,t €[0,T], avec s<tona:
E(Xi/Fs) = X p.p.s
Si I’eégalité est remplacée par :

On dit que (X;,F;) est une sous-martingale (respectivement : sur-martingale).

Un autre objet, lie a la notion de processus aléatoire est le « temps d’arrét ».
Que nous exploiterons dans la suite.
6. Temps d’arrét :
Définition 11 :
On appelle temps d’arrét par rapport a une filtration (F;) une variable aléatoire T a
valeur dans R*U {+o} telle que, pour tout t>0 : {t <t}eF;.

12.
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On associe a un temps d’arrét t une tribu que I’on note F, définie par :
Fi={AecA, pour toutt >0, An{rt <t}eF}
Cette tribu représente les informations disponibles avant I’instant aléatoire .

Nous admettons sans démonstration la proposition suivante et nous renvoyons a

[1].

proposition 1:

. Si Sestuntemps d’arrét, S est Fs-mesurable.

. Si Sestuntemps d’arrét fini presque sirement, et (X;) est un processus adapté
alors X, est F,-mesurable.

. SiSetT sontdeux temps d’arrét tel que S<T p.p.s alors Fsc Fr

. SiSetT sontdeux temps d’arrét alors, SAT=inf (S,T) est un temps d’arrét.

Nous passons maintenant au but essentiel de cette partie a savoir I’intégrale
stochastique, que nous introduirons dans le paragraphe suivant :

7. Intéqgrale stochastigue :

Soit (Wy);0 un F; mouvement brownien sur un espace de probabilité filtré
(Q,A,(Fy)t>0,P). on cherche a donner un sens a :

j f (s, w)dW,

0
Pour une classe de processus f(s,w) adapté a la filtration (F;);>. On commence
par construire I’intégrale stochastique sur un ensemble dit élémentaire (processus
dont les trajectoires sont simples).

Pour tout ce qui suit, on fixe T réeel strictement positif et fini.

Définition 12 :
On appelle processus élémentaire, (H;)¢>o un processus de la forme :

p
H, (W) :Z¢(Wt. -W, )l[t ,t.](t)
i=1 ' o

O=to<t;<...... <t,=T et ¢; est F; —mesurable et borne.

13.
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L’intégrale stochastique d’un processus élémentaire H est alors, par definition
le processus continu (I(H)¢) o<t défini , pour te]ty,ty+1] par :

I(H)t = 2¢| (\Nti _Wti_l)+¢(vvt _Wtk)

1<i<k

Notons que I(H); , peut s’écrire :

I(H), = ¥ f(W,, W, ] (avect, at=min(,b)

I<i<k

Ce qui prouve la continuité de la fonction t—I(H),. on notera pour I(H); :
t
I(H)tz I H des
0

On a alors le résultat suivant ou pour la démonstration nous renvoyons a [1].

propriétes : si (Hy)¢so est un processus élémentaire :

t
a) [,[HdesJ est une K, —martingale continue.
0 <T
t t
b) E&szdwS :E[jHSstJ
0 0
Remarque :

1) On pose par définition :

]Hdes :].HsdwS —j-HSdWS
2) d’apres a) iIt est claire0 que : 0
EU H SdWSJ =0
On vient de définir ;t de donner des propriétés de I’intégrale stochastique pour

les processus élémentaires, nous allons maintenant étendre cette intégrale a une
classe de processus adapté :

.
H = {((H:)) o<t , processus adapté a (F¢):o , tq é(j Hfds] <+ }
0

14.
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proposition 2 :

Soit (Wy)¢s0 Un F--mouvement brownien. Alors il existe une unique application
linéaire J de H dans I’espace des F-martingales continues définies sur [0,T] telle
que :

1) si (Hy¢)tso est un processus élémentaire, p.p.s pour tout O<t<T : J(H)=I(H)..

t
2) sit<T, [Hdw,=J(H),
0

Nous aurons besoin d’un résultat permettant de relaxer I’hypotheése
d’intégralité portant sur (Hs).posons :

_ T
H =={((Hs))oss<T , Processus adapté a (F): o, [JHSZdS}m P.p.s}
0
La proposition suivante permet de prolonger I’intégrale Ha H.

proposition 3:

Il existe une unique application linéaire J de I’espace H dans I’espace vectoriel
des processus continus definie sur [0,T] telle que :

1) Propriété de prolongement : si (Hy);o €st un processus élémentaire, P.p.s pour
tout t tel que 0<t<Tona:  J (H).=I(H).
2) Propriétés de continuité : si (H");so est une suite de processus de H telle que :

[}(H:)zdsJ
0

ﬁend vers Q en probabilité alors sup|J(H ")t‘ tend vers 0 en probabilité .
0<t<T

Pour la démonstration voir [1]. Ainsi I’intégrale stochastique est bien définie.

Apres avoir défini I’intégrale stochastique qui est le support essentiel des
processus d’1t6 et les processus de diffusion que nous allons introduire dans le
paragraphe suivant :

8. processus de diffusion :

Dans cette partie, nous nous proposons d’étudier la notion de processus générale
de diffusion, précisons ceci sur I’exemple d’un processus unidimensionnelle. Soit X,
les coordonnees d’une particule assez petite en suspension dans un liquide a I’instant

15.
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‘t” (exemple analogue a celui déja présenté dans le paragraphe du mouvement
brownien) . On peut admettre que le déplacement de la particule est la résultante de
deux composantes :

e Un déplacement di a la vitesse macroscopique du liquide.
e Les fluctuations provoquées par I’agitation thermique chaotique des molécules
du milieu.

Soit a(x,t) la vitesse du mouvement macroscopique du liquide au point ‘x’ a
I’instant “t’. la fluctuation est supposée comme variable aléatoire avec une
répartition qui dépend de la position “x’, a I’instant ‘t’, et de I’intervalle At pendant
lequel est effectué le déplacement. Ce déplacement s’écrit approximativement par:

Xt+At'Xt = a(t,Xt) At + E_>t,x,At ........... (12)
ou Eixat €St Une perturbation aléatoire.
Le processus est homogene, puisque qu’il semble naturel d’admettre que les

petites variations de ‘t’ et de “x’ sont pratiquement sans effet sur les propriétés du
milieu. On supposera par conséquent :

txat = O(t,X)* Epat

ou : o(t,x) caractérise les propriétés du milieu au point “x’ et a I’instant “t’,
et &, ¢ est la valeur de I’accroissement en milieu homogene.

De la, &; At €St un processus a accroissements du mouvement brownien (la
différence entre deux états du processus). On écrit :

W(t+At)- W(t).
De 13, I’accroissement du deplacement du processus dite de diffusion s’écrit :
Xerat-Xt = a(t,Xy) At + o(t, X)[W(t+AL)-W®D)] ............ (1.3)
Pour que cette formule soit exacte, il faut comme on le fait ordinairement en

analyse, remplacer les accroissements par des différentielles. ainsi on obtient la
forme différentielle :

16.-
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t; pour te[0, ], (1.4)

0

Cette derniére équation a la forme genérale d’une équation differentielle
stochastique (EDS). Ce calcul différentiel difféere du cas ordinaire vu que le
mouvement brownien est a variation non borneée. (var(W,)=t).

{gl(xt_ = a(X,,t)dt + o(X H)dW..

On peut écrire I’équation (1.4) sous forme d’intégrale sur I’intervalle [0,T] par la
forme suivante :

t t
X, = Xo+[a(X ,s)ds+[o(X )W, ... (1.5)
0 0

t
qui a un sens, vu que I’intégrale stochastique ja(xs,s)dwS est bien definie.
0

Cette différence dans le calcul différentielle, nous amene a introduire un calcul dit
« calcul d’1td » que nous introduisons dans la suite :

9. calcul d’1t6 :

La formule d’Itd donne, en particulier, la facon de différentier t—>f(W,). si f est
une fonction deux fois contindment différentielles. L’exemple suivant prouve que le
calcul usuel méne & I’échec. Supposons qu’on veuille différentier t—>W,” et
I’exprimer en fonction de dW;.

Pour une fonction f(t) différentielle nulle en 0, on a:
t t
F2(t) = [ f(s)F'(s)ds =2 f(s)df (s)
0 0
Dans le cas du mouvement brownien et de I’intégrale stochastique on ne peut avoir

t
une formule du méme type, et 1w = szSdWS
s0

S

t
En effet d’apres ce qui précede stdWs est une martingale, nulle en zéro. Si elle
0

était égale & W,° elle serait positive, et une martingale nulle en 0 ne peut étre
positive que si elle est nulle.

Commencons par preciser la définition de la classe de processus pour lequel on
peut énoncer la formule d’1t6.

17-
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Définition 13 :

soit (Q,A,(Ft)t=0,P) un espace de probabilite muni d’une filtration (F;), et soit
(w;) un Fi-mouvement brownien standard. On appelle processus d’Itd (X;) a valeurs
dans R le processus dont la forme est :

t t
p.p.s Vi<T Xt=XO+IKSds+JHSdWS
0 0

Avec:
- X0 est FO — mesurable

—(K ) et(H ) des processus adaptéa F, vérifiant :

N t/0<t<T t/0<t<T
—”Ks‘ds < 40 P.p.s
0
—}‘Hs‘zds < 40 P.p.s
0

le résultat suivant précise I’unicité de la décomposition précédente :
proposition 4:

Soit (My)o une martingale continue telle que :

I\/It:iKdeS ,avecP.p.s ,hKS‘dS<+oo
0 0

alors :

P.p.s Vi<T, M;=0

ceci entraine que :

La décomposition d’un processus d’1t6 unique. Ce qui signifie que si :

t t t t

X, = Xo+ [Kods+[H dw, = X'g+[K',ds+ [H', dw,
0 0 0 0

alors :

Xy =X, p.p.s

H, =H’ p.p.s
K, =K', p.p.s

t t
Si (X,)o«<r €St une martingale de la forme X, = X, +Ists+szdWs
0 0

alors:K, =0 p.p.s

La formule d’1t6 prend la forme suivante (nous admettons sans démonstration et
nous renvoyons a [15])
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Théoreme 1.

Soit (X¢)o<t<t UN processus d’1to :

X=X +iK ds+jH dw,

etf est und fonctl?)n deux f0|s continlement différentiable, on a:
(X, )= (X )+jf(x )dX +3 jf"(x )d(X,X).

ou par deflnltf)on

(X.X) j HZds

et

jf(x )dX jf(x K +jf(x )H dw,

De méme si (t,x)—>f(x,t) est une fonction deux fois différentiel en t, ces derivees
étant continues en (x,t) (on dit dans ce cas que f est de classe C*% ona:

t . lt N
f(t,X,)= f(o,x0)+£ f (s, X,)dX +E£ f (s, X )d({X,X),

La formule d’itd joue un role trés important dans la théorie des EDSs. On illustre
par I’exemple suivant I’une de ces utilités.

Exemple d’utilisation de la formule d’1t0 :

Le processus d’Ornstein-Ulhenbeck est la solution unique de I’équation
suivante :

XO:x

C’est un parametre inconnu.
On peut chercher la solution de cette équation en utilisant la formule d’It0 :
En effet, on pose le changement de variable :

{olxt = X, dt + odW,

Y =X.e"

'dt?( | dy d2Y
t: ct . t: ct

g cxte dx e dx =0

utilisons la formule d'lt6:

4, =], (<D+a( )T, ()+22Df, (1) Jdt+b(x,t)fx'(x,t)dwt
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- _ t - 7 - .

mais dY,=o e“dw, par intégration:
t

Yt—\(ozagecsdwS

t
ct CS
donc: Xte :YO +0Ie dWS =
0

t
—ct —ct CS
X =e Y. +e aje dw
t 0 S
0

APPLICATION :0n peut calculer la moyenne et la variance de X;:

t
E(X)=xe " "+e %o E( [e%dw, j:xe‘Ct
en effet: 0

0

var(Xt)=E((Xt—E(xt))2)

t
=o°E e~ [e“dw,

=02E eZCtU-eZCSdej
0
S 4—2ct
262 ‘1 € )

2C

t t

Eﬁj(ecs)zds}wo et donc j e“dw, est une martingale nulle a l'instant 0, donc sa moyenne
0 A

est nulle de'méme:

2

o

Les équations du type (1.4) admet-elles toujours une solution ? est-elle unique ?
et sous quelles conditions existe-il une solution ?...le paragraphe suivant répondra a
toutes ces questions :

10. Solution faible et forte d’'une E.D.S :

on indique d’abord un théoréme d’existence et d’unicité de la solution des EDS :

Théoréme 2:
soit X un processus défini sur (Q,A,(F;)o,P) solution de ’EDS défini par:

dX, =a(X Hdt-+b(X ),
Xo=Xg
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On suppose que les applications a(.) et b(.) vérifient :

dk >0 telque:
1- VxyeR:[a(xt)-a(y,t)+[b(x,t) —b(y,t) < kx|
2— WX,y e R:ja(x,t)+|b(x, )] < k(1+ |x|)

alors :

L’équation (1.6) admet une solution forte unique presque sirement a trajectoires
continues.

Remarques :

e Larecherche de la solution explicite d’une EDS n’est pas aussi simple mais au
moins le théoréme (2) assure I’unicité et I’existence de cette solution.

Exemple :

On a vu que le processus d’Ornstein-Ulhenbeck admet une solution. en effet :

dX;=-c X; dt +o dw; .
D) 3k>0:|]-cx+cy|<kx-y|
on a:
[—ex+cy| =[c|x|y = X =[c|x|x = y| <[c + 1 x|[x - y|
donc k=lc+1

2) 3k>0:|-cx <k(1+|x)

en effet:

[ x| = [e] x[x] < Je]x|x| +c]
<|cfiL+[x)
<[e+12+x)

donc k=|c+1
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Sachant que de nombreux modeles de taux d’investissements a court terme sont
concus sur la base des EDSs, il est souvent tres utile de mettre en ceuvre ces modeles
sur ordinateur, afin d’observer graphiquement la structure du taux, permettant
souvent I’interprétation économique par les experts.

Nous estimons impératif d’introduire quelques techniques permettant une
discrétisation en temps discret de ces modeles. Les méthodes statistiques sont
souvent nécessaires pour la validation des simulateurs réalisés.

Ces méthodes presentées sous forme de schéma itératives, permettant la
simulation des trajectoires du processus du modeéle considéré.

Les simulations par trajectoires sont alors utilisées pour estimer des grandeurs
lies aux modeles étudiés, comme la loi du processus en tout instant t, le temps
d’arrét du processus, et toutes grandeurs exprimées en fonction du processus lui-
méme.

I1. Approche numérigue et simulation des EDSs :

L approche la plus efficace et la plus largement répandue pour la résolution
des EDSs, semble étre la simulation des trajectoires par discrétisation. Cette
approche par simulation est basée sur une discrétisation finie de I’intervalle [0,T],
consiste a générer ensuite pas a pas des valeurs qui seront des valeurs approchées de
la solution exacte.

Essayons maintenant de développer ces methodes de discrétisation. Pour cela
nous presenterons, dans ce qui suit, plusieurs schémas qui proposent des
approximations a des degrés de precision différents. Nous decrivons en bref la
procédure de discreétisation :

1. Méthode de discreétisation :

On considere une discrétisation équidistant du temps avec : 0=ty < t;<....<t,=T
dans I’intervalle [0,T], avec un pas de taille At =T/n, pour une équation différentielle
de la forme :

dxt: a(Xt) dt + b(Xt) th
X0:X

AN

ou.

a(.), b(.):doivent vérifier les conditions de Lipchitze surtout lorsqu’il est question
d’un probleme de simulation trajectoire par trajectoire.
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La méthode la plus simple de I’approche basée sur la discrétisation est la
généralisation de I’approximation d’Euler, pour le cas stochastique souvent appelée :
approximation de Euler-Maruyama, qui a la forme suivante :

Yii= Yi+a(Yi)Ai + b(Y;) AW;
Avec une valeur initiale : Y y=Xg

et:
Ai =tijg-t ) AW; = Wi11-W, pour i=0 yeeeny N1

La variable aléatoire AW; suit une distribution de loi normale de moyenne nulle
et de variance A;.

Comme pour I’analyse numeérique déterministe, la notion d’ «ordre de convergence»
joue un réle important dans la construction d’algorithme stochastique efficace pour
la résolution numérique des EDSs. Dans le cas stochastique, il existe plusieurs types
de convergences. Le choix du critere de convergence dépend du probleme a traiter.

2- critére de convergence :

Selon la nature du probleme et les objectifs fixés, on construit des schémas, sous
des critéres adéquats. On donne ici, les critéres les plus connus et les plus utilisés en
pratique :

Nous allons répertorier ces critéres de convergences en deux classes :

2.1. Critere de convergence fort :

Dans les problemes de simulation directe ou bien une opération de filtre ou de
test des estimateurs statistiques, il est important que les trajectoires approximatives
observeées soient proches de celles du processus d’itd, ce qui implique I’utilisation
du critere de convergence fort.

Théoreme 1: (voir [5])

Soit (Xy)o«<t le processus stochastique solution de I’EDS (1.7).
On dira que la trajectoire du processus approximatif Y approche celle de la
solution exacte du processus d’itd X au sens fort si on a:

2
E(su XY, jsCTAt

et [t/At]
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C+ étant une constante dépendant uniquement de T.

Remarque :
Ce théoreme, fait apparaitre une propriété de convergence forte sur le maximum

des écarts absolu, entre la trajectoire obtenue par la simulation et la valeur qui
correspond a la trajectoire de la solution exacte.

D’un point de vue mathématique, il est avantageux de chercher I’erreur
absolue au dernier instant, c’est a dire lorsque t =T, car c’est au temps T que
I’erreur est cumulée le plus.

Pour un processus d’itd X; solution de I’EDS (1.7) et Y; processus
approximatif du processus X; . on pose a I’instant t=T et i=n :

A=E XY
Ici, A, peut étre estimée par la racine carrée de I’erreur, d’apres I’inégalite de

Lyapunov :

2)%

A=E XY < EUXT—Yn

Cette erreur absolue est certainement un critére important pour pouvoir
apprécier la proximité de la trajectoire de I’EDS avec le processus de diffusion
approximatif Y, au temps T. Dans ce qui suit, nous dirons (par analogie avec le cas
déterministe) que le processus Y converge au sens fort avec un ordre de convergence
v (0,00, s’il existe une constante K telle que :

EX, -V, [<KA
Pour toute discreétisation du temps avec un pas de taille maximale A<(0,1].

L’ordre d’approximation est parfois plus petit dans le cas stochastique par
rapport au cas déterministe correspondant, ceci a cause des accroissements AW, qui

ont une erreur d’ordre d’approximation A’ (I’intégrale d’itd a un ordre d’erreur de

A ) au lieu de A. En effet I’approximation d’Euler pour les EDSs d’1t6 ont un ordre
fort de y =0.5 au lieu de y =1 qui est I’ordre des équations différentielles ordinaires.
Nous pouvons donc dire que, I’approximation des trajectoires du mouvement
brownien constitue la principale différence entre les approximations des equations
différentielles ordinaires et celle du cas stochastique, car approcher ces trajectoires
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provoque des erreurs supplementaires qui fait que les ordres de convergences sont
differents.

En générale, dans la pratique, il n’est pas nécessaire d’avoir une approximation
forte des processus d’1td, c’est a dire une approximation de la trajectoire complete.
Souvent, on n’est intéressé que par une approximation en quelques points du
processus. Ce qui nous conduit a introduire les critéres de convergence faible. Ces
cas se présentent lorsqu’on désire estimer par exemple la loi du processus a un
instant t =T donne.

2.2. Critére de convergence faible :

Il n’est donc pas nécessaire d’approcher la trajectoire exacte du processus de
diffusion. Il est plut6t interessant d’approcher la distribution de probabilité du
processus a un instant donné. Par conséquent, nous avons besoin d’une
approximation plus faible que celle décrite plus haut.

Nous dirons que I’approximation du temps discret du processus converge au sens
faible avec un ordre ye(0,00[ si pour tout polyndme g il existe une constante K telle
que :

‘E(g(XT))—E (g(Yn)] < KA
Pour toute discrétisation du temps avec un pas maximum Ae(0,1].

Dans les derniers paragraphes, nous avons classé les méthodes numériques
d’approximation pour les EDSs d’apres les criteres d’ordres de convergences.

Un autre moyen de classification, consiste a distinguer les différentes
approches en les comparant a la forte et faible approximation de Taylor. Cette
approximation a été élaborée grace a la formule stochastique de Taylor, nous
présentons une telle formule dans le paragraphe suivant :

3. La formule stochastique de TAYLOR :

La formule stochastique de Taylor congue et géneéralisée par Platen et
Wagner, et ce en appliquant la formule d’1t6 sur le développement déterministe de
Taylor (pour la justification voir [5]).

La formule stochastique de Taylor permet a une fonction du processus d’1t6
f(X:) d’étre développée a partir de (X, )en termes d’intégrales stochastiques

pondérees par des coefficients qui sont évalués a partir de X_ . Le terme du reste
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dans la formule contient des intégrales stochastiques d’ordre de multiplicité
supérieure, munies d’intégrants non constants.

Dans le cas unidimensionnel, le développement de Taylor pour f(X;) a partir de
f(X,) avec toe[to, T] ett €[to, T], a la forme suivante :

t t
f(Xt):f(Xt0)+[a(Xto)f '(Xt0)+}£(b(xto))2f "(Xto)]jds+b(xt0)f '(Xto) deS
to to

t 52
+b(Xt0){b(Xt0)f "X, )0 (X ) '(xto)} [] AW AW, +R e (1.8)
totp

Ici le terme du reste « R » est constitué d’intégrales stochastiques, qui ont un
ordre de multiplicité (pour les intégrales stochastiques) supérieur a celui apparu dans
le développement, c’est a dire le deuxiéme ordre. Nous présenterons dans la suite,
les intégrales qui constituent le reste « R » sous forme de suite (Z;,)1<i<s1 , €t qui ne
sont pas faciles a calculer.
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|+1

Z, = j dw(t)
]
&

t

dW(s)dt

W W )dsdW(t)

S

€, C/J_,r-n. Mr.n

|+1

Z,= j (W,-W )dW(t)

|+1

zZ, = j (t=t )dW(1)

t

zZ, = j (W-W ) dt
t

z = T(wt W) dw(t)

|+1

Z, = j (t=t )(W,-W )dt

t S
j j s—t )dW(s)dW(t)

i i
t|1

j -W) *aw(t)

t.
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tiy152

Z,,.= | [ (W-W)*dW(s)dw(t)
Hﬁi§5

Z,o= [ | (W,-W ) dw(s)dt
Hﬁl§5

Z,5 = tj tj (W,-W ) dW(s)dW(t)

Is
f (W U—AAQ) dW(u)dw(s)dW(t)
t:

Sz' Ty
=[(W-w) j (W, W )dW(s)dW(t)

t:-i—l

j (t—t )2dW(t)
f f (s-t ) dW(s)dt
il§2
=]
t|tq-Llt

j (t—t J(W,-W ) dt

T

I
(W, -W ) dsdt

f (u—t ) dW(U)dW(s)dW(®)
t

. st '-—-.C

|':'1 2

Z,, = tj t (s—t )2dW(s)dW(t)
ti115h

Z,p= tj tj (s—t ) (W_-W )dW(s)dW(t)
ti115h

Zp= tj tj (t—t )(s—t ) dW(s)dW(t)
ti415H

Zy4= tj tj (t—t ) (W, -W )dW(s)dW(t)
tal'S; ?

Zp = tj tj (s-t) dW(s)] dW(t)
ﬁll_S; ?

Z = tj tj (W,-W ) dW(s)] dW(t)
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S u
f (st ) dW(s)] { jz (W, -W ) dW(u)] dw(t)
t.

t
f (W,~W (st ) dW(S)dW/(t)
t:

Z,,= [t )2 dW(t)

t:

tij1

Z0n= [t )2(W W )dW(t)
t

tijy
2= tj (t—t ) (W,-W )*dW(t)

Les variables aléatoires Z;, constituent le reste « R » du développement
stochastique de taylor. Pour plus de précision et afin d’aboutir a des schémas d’ordre
de convergence important, nous devons rajouter a chaque fois une variable Z;, au
développement. Ces variables possedent des propriétés qui facilitent leur calcul, que
nous presenterons dans la suite.

En tronquant le développement stochastique de Taylor sur des points discrets
successifs, on peut former un schéma d’approximation de base pour des EDSs.

4. Approximation forte des processus d’lt0 :

Dans cette partie nous allons nous intéresser a certaines approximations fortes
des processus d’Ito.

4.1. Approximation forte de Taylor :

La plus simple des approximations fortes, issues du développement de
Taylor, pour les processus d’1t6 est le schéma d’Euler. Ce schema a la forme
suivante :

Yin = Y5 +a(Y;) A +b(Y;) AW;
Avec une valeur initiale : Y y=Xo.
et:
A= tis1- t . AW, =W,1- W; pour i=0,1,..... n-1
La variable aléatoire AW; suit une distribution de loi normale N(O, A;) de moyenne
nulle et de variance A;.

Il est a noter que, sous la condition que a et b soient des fonctions lipchitziennes,
et selon le critere de convergence fort : y =0.5.
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Un autre schéma plus preécis de celui d’Euler, est le schema de Milstein, obtenu
en rajoutant un terme provenant du développement stochastique de Taylor, ce
schéma a la forme suivant :

Y, =Vt A+ b AW+ bb (AW F-A ... pour i=0,1,....,n-1

Ce terme ajouté provient du double intégrale stochastique de (1.8),qui peut étre
facilement démontré, mais pour cela on énonce deux lemmes indispensables pour la
démonstration :

soit (Q2,A,P) un espace de probabilité de base, W; un mouvement brownien définie
sur cet espace.

Lemmel : Pour toute fonction f, g mesurable ona:

( | f(s)dW(s)J ( | g(s)dW(s)J= [ 1(5)G(s)dW(s)+[ g(s)F(s)dW(s)+| T(s)a(s)dW(s)

avec:
F(s)=[ fly)dW(y) et G(s)=[g(y)dw(y)

Lemme?2 : pour toute fonction f, g mesurable on a :

U f(s)dW(s)j Ug(s)dsJ:JV. f(s)G(s)dW(s)+}g(s)F(s)ds

avecC:
F(s)=[ fy)dW(y) et G(s)=[g(y)dy

Proposition 1 :
La double intégrale stochastique dans la formule de Taylor, a la forme suivante :

ti+152
tj JdWSldWSZ: Yiawf-a,|

démonstration 1 :

dans Ie lemme 1 pour f=g=lett=t ,v—t.+1, s=S,ona:
t t S

jdw jdw —Hdw dw, +”dw dw, +jdt

t.,S,
s, ' (AWi)Z—Ai:2IIdW dw
(AWi)x(AWi):ZJJ-dWSIdWSZ+Ai L

tot
i i
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donc:
tiJrJ.SZ

1 2
tj !dwsldwsz_i((AWi) —AJ
Notons que le schéma de Milstein possede un ordre de convergence y=1.0 sous
les hypothéses que E(X,)”* <o ,a, b sont continiment différentiables et que a ,b ,a’
,b” sont uniformément lipchitziennes (voir [12]).

D’une fagon générale, nous pouvons obtenir une approximation forte de Taylor
plus précise que celle déja présentée, en incluant dans le développement plus
d’intégrales stochastiques multiples qui proviennent de la formule stochastique de
Taylor (ce genre de calcul contient plus d’informations sur les trajectoires du
mouvement brownien).

La présence de ces termes constitue une différence fondamentale entre I’analyse
numeérique des EDSs et celles des équations differentielles ordinaires. Nous
obtenons donc le schéema suivant, qui est une approximation forte de Taylor avec un
ordre d’approximation y=1.5:

Y. =Y.+ aA +bAW, +}£bb'{(AWi)2—Ai }+ ba'AZ + }é{aa#}ébza" }Af+ {ab'+}£b2b" }
AwA-AZ }+ Y b{bb'+ OF {2(aW) 28, JAW;  pour =01, Lo (.9)

Proposition 2 : pour la démonstration voir [6]
dans la formule (1.9) la variable aléatoire ajoutée AZ; représente la double
intégrale :

ti+1 SZ

AZ=| [dw, ds,=Z,
tt !

Z,, est la variable aléatoire présenté auparavant.
Cette variable est normalement distribuée avec : une moyenne E(AZ;)=0,et une

variance égale & 1/3 (A;)*, et une corrélation E(AZ; AW;)=Y2( Ai)? (voir [6]).
Il est a préciser qu’on peut genérer la paire (AZ; ,AW;), qui est une paire de deux
variables aléatoires normalement distribuees et corrélées, par la
transformation suivante :
2 % 3
AW, :é—’:il % A AZ, :% (‘fil +%§izj Aié
Ou & et £ sont deux variables indépendantes de loi N(0,1).

Il est facile de vérifier que la construction précédente respecte la corrélation entre
les deux variables.
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La précision de I’approximation devient plus importante et I’ordre de convergence
augmente, en incluant plus d’intégrale stochastique qui proviennent de la formule de
Taylor (1.8). Ces intégrales stochastiques ont eté presenté sous forme de variable
aléatoires (Zi,). Nous donnons dans la proposition suivante un algorithme permettant
de calculer ces intégrales stochastiques qui ne sont pas faciles a calculer.

Proposition 3 . (pour la démonstration voir [5])

*pour la variablealéatoire Z,,

L SZU L

[ []dw (u)dsdw (t) = [z, dw t)
t ottt t

Z, estune variable aléatoire de distribution normale dont les moments sont donnés par :
8

[ ] ) 2 Ai4. 4 61Ai

ElZ5 =0 E[Z%}: 12 E[Z“}: 1680
2k+1

E[z3n }:0

donc:

ZSn

4
Z,,. estune loi normale N(0,—1-).
n 12

E(ZanSn) - O; E(ZZnZ3n)
*pour la variable aléatoire Z,,
pour Z, jusqua Z,. en utilise lemmelet lemme 2 pour les calculer :

pour f(t) =1et g(t) =1dans le lemmelon trouve que:
1 _»2

Z4n :E(Zln _Ai)

*pour la variable aléatoire Z

pour f(t) =1et g(t) =1dans le lemme 2 on trouve que :
Z, =(Z,A-Z,)
n In—i 2n

*pour la variable aléatoire Z

pour f(t) =1etg(t) = (W, —W_) dans le lemme 2 on trouve que:

Z6n = Z1nZZn _ZSn'

*pour la variable aléatoire Z,

pour f(t) =1et g(t) = (W, —W,_) dans le lemmelon trouve que:
1

3
Z7n - gzln - ZZn'
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*pour la variable aléatoire Z,
pour f(t)=(W,-W ) et g(t)=1dans le lemme 2 on trouve que:

1 142
Zg,= 2 ZlnAl ZA 23,7410 Lo
*pour la variable aléatoire Z,
pour f(t)=(t-t ) et g(t)=1dans le lemmelon trouve que:

1 1,2
Zg,= ZzlnAl 2A| 237410 Zon

*pour la variable aléatoire Z, ;

pour f(t)=(W,-W ) et g(t)=(W,-W ) dans le lemme1on trouve que:
{154 3 3

Z1on=\3%1n 221n22n+22

*pour la variable aléatoire Z,,

pour f(t)=(W,-W )2 et g(t)=1dans le lemmelon trouve que:

1(1-4 3 3
len 2(Gzln 2zln22n+2Z

*pour la variable aléatoire Z,
n

Z1 n~ ( 1n 2n Z3n)>_

*pour la variable aléatoire Z

1(1-3 1
Z13 2(7)2 Z )‘E(zlnAi_Zzn) """"""""""

L’inconvénient de I’approximation de Taylor présenté ci-dessus réside dans le fait
que, les différentes dérivees (de la dérivé de la diffusion), doivent étre évaluées a
chaque étape. Il existe des schemas de discrétisation pour résoudre ce probleme en
évitant le calcul des dérivées. Nous appelons ces schémas : schéma d’approximation
de Runge-Kutta. Que nous présentons dans ce qui suit :

4.2. Approximation forte de Runge-kutta : (voir [5])
Pour le cas unidimensionnel, nous avons le schéma suivant de Runge-Kutta avec

un ordre de convergence y=1.0 :

1
g ,
Y,V + aA+bAW+ BA 2 b(Y) —b}{(AV\/i) A, }
avec:

pouri=0,1,......, n-1
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Comme on peut obtenir une approximation forte des processus d’Itd, on peut
aussi obtenir une approximation faible que nous introduisons dans le paragraphe
suivant.

5. Approximation faible des processus d’1t6 :

commencons tout d’abord par I’approximation faible de Taylor :

5.1. Approximation faible de Taylor :

A partir du moment ou nous nous intéressons a I’approximation faible des
processus d’itd, nous avons plus de degré de liberté comparé a I’approximation
forte. En effet ceci présente plus de flexibilité en pratique. Par exemple, il suffit
d’utiliser une valeur initiale Y0:>ZO avec une probabilité convenable qui approche

dans un sens approprié, la valeur de X, . De méme pour les accroissements
aléatoires AW; du mouvement brownien, qui peuvent étre remplacé par les
accroissements AW, ces nouveaux accroissements (plus intéressant parfois pour

I’approximation) ont des propriétés similaires a celle de AW; .

En utilisant le développement stochastique de Taylor , nous pouvons construire
une approximation de la fagon suivante avec un ordre y=2.0 :

~ , ) — . 2 ., . R
Y, Y+ an+ DAV + b (AVE) A+ baaZ + Y e Yo f{avia-aZ )
pour i=0,1,.....,n-1

Ici AV\?i approche AW, ,et Aii approche I’intégrale stochastique multiple :
t.,S,
AZ=| [dw, ds,
tt !

Comme nous I’avons vu dans I’approximation forte, les deux variables AV\7i et AZi

ont approximativement les méme propriétés que AW; et AZ; .

Comme pour le cas d’approximation forte, il est intéressant d’avoir une
approximation faible des processus d’itd, en I’occurrence I’approximation de
Rungue-Kutta, qui évite le calcul des dérivées plus particulierement les dérivés d’un
ordre elevé du coefficient et de la diffusion.

5.2. Approximation faible de Runge-Kutta :

Un des premiers schémas relatif a cette approximation est I’approximation faible
du second ordre de Runge-Kutta proposé par Milstein (1986), ce schéma a la forme
suivante :
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Y, =Y+ B fa-bbla+ Low + Ybb (aw, P+ La(Vya + I b(7)+0(Y ) faw,
avec

Yi:Yi+aAi+bAWi et \?ii:Yi+ aA + %bAWi pour i=0,1,....... ,n-1

Un autre schéma d’approximation faible du second ordre de Runge-Kutta a été
proposé par Talay (1984) :
b

Y,V 3 R0 BT s, +b{a-8 |1 [ DB 2a)
+ 4 DD () -bb}A B - LbbABA,
avec .

Ici A; et B; sont deux variables aléatoires, qui ont eux aussi une loi de distribution
normale.

Notons juste que dans les deux schémas précédents, la dérivée (ici :b’) reste

toujours utilisée, mais seulement dans le produit (¥2bb”) (le calcul des dérivés
d’ordre supérieur reste a éviter), et ce pour une meilleure approximation. Cela veut
dire, qu’il est toujours possible d’utiliser des schemas qui évitent le calcul de b’.

Apreés avoir parler, de I’approche numérique des EDSs par la méthode de
discrétisation, il reste a montrer la nécessité, de la simulation dans la résolution
numérique de EDSs. Nous allons nous intéresser, dans ce qui suit, aux principales
techniques ainsi qu’aux principaux outils incontournables pour la mise en ceuvre de
cette simulation.

Nous présenterons, par consequent, les multiples constructions qui permettent de
reproduire sur un ordinateur, des variables aléatoires qui suivent différentes loi de
probabilité. Et ce, afin d’aboutir a la simulation des EDSs, qui se fait tantot en
générant la solution exacte du processus de diffusion, quand celle-ci posséde une
expression analytique, tantdt en faisant appel au schéma de discrétisation expose
auparavant.

6. Simulation :

La simulation est une technique de modélisation par imitation du monde réel.
Elle permet de représenter le fonctionnement d’un systéme composé de difféerents
centres d’activité, de mettre en évidence leurs caractéristiques de ceux-ci et les
interactions entre eux, de décrire la circulation des différents objets traités par ces
processus et enfin d’observer le comportement du systéme dans son évolution dans
le temps.
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Nous commencerons dans ce qui suit par aborder le probléme de la simulation
des variables aléatoires, dite simulation de type Monté-Carlo, suivant
essentiellement des lois gaussiennes. Nous allons donc montrer comment I’on peut
construire des génerateurs de nombres aléatoires efficace. Commencons d’abord par
expliguer comment peut-on générer une variable uniforme sur [0,1] :

7. Algorithmes et simulation d’une variable aléatoire :

7.1. Simulation d’une loi uniforme sur [0,1] :

Nous allons montrer a titre d’illustration, comment on peut construire des
générateurs de nombres aléatoires au cas ou les génerateurs de la machine offrirait
une période insuffisante a I’étude souhaite.

La méthode la plus simple est la plus utilisée est la méthode des congruences
linéaires. On génere une suite (X,)n=1de nombres entiers compris entre 0 et m-1 de la
facon suivante :

{XO: valeurinitiale  {0,1,....,m-1}
X .,=a*X +b (modulo m)

a,b et m, étant des entiers qu’il faut choisir soigneusement si I’on veut que les
caractéristiques statiques de la suite soient satisfaisantes. Par exemple Sedgwick
préconise le choix suivant (voir [16]) :

a = 31415821
b=1
m= 108

Cette methode permet de simuler des nombres pseudo-aléatoires entre 0 et m-1,
pour obtenir une valeur entre 0 et 1, on divise par m. A titre d’exemple nous
donnons ce programme qui permet d’implémenter un générateur congruent. Ce
programme est écrit en langage pascal.

programme :
Const
M=100000000 ;
M1=10000 ;
B=3145821 ;
Var a :integer ;
Function multiple (p,q : integer):integer;
(*multiplier p par g en évitant les “overflow”*)
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var p1,p0,q1,q0 : integer ;
begin
pl:=p div ml; pO:=p mod m1;
gl:=q div m1; q0 :=q mod m1;
multiple :=(((p0*gl+pl*q0)mod m1)*m1l+p0*q0)mod m ;
end ;

function random : real ;

begin
a:=(multiple (a,b)+1)mod m;
a:=a/m;

end

Le générateur precédent fournit des résultats acceptables dans les cas courants.
Cependant sa période (ici comme exemple m=10°) peut se révéler parfois
insuffisante.

Les ordinateurs qui se trouvent aujourd’hui sur le marché utilisent des
générateurs plus sophistiqués. Résidants dans la mémoire de I’ordinateur.

Les modeéles financiers que nous allons presenter et pour lesquels nous
effectuerons des simulations de trajectoires, sont essentiellement les processus d’Ito,
ou il est nécessaire d’engendrer des approximations d’un mouvement brownien. Ce
qui nécessite donc, la simulation des lois gaussiennes.

La nature du processus étudié «processus d’Itd» nécessite des générateurs
performants, de qualités meilleurs, pour les deux critéres «conservation de la loi du
processus» et «independances des valeurs simulées ».

7.2. Simulation des variables gaussiennes :

L’une des méthodes, efficaces pour simuler une variable aléatoire gaussienne est,
connue sous le nom de Box-Muller, repose sur la transformation trigonométrique de
deux variables uniforme independantes sur [0,1], pour engendrer deux valeurs
gaussiennes ; ou centrées réduites.

Si (Uy,U,) sont deux variables aléatoires uniforme sur [O,l]2 , et Uy,U, sont
indépendantes stochastiquement alors :

N,=,/—2log(U,) cos(2zU,) et N,=,/~2log(VU,) sin(2z U.,)
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Alors les v.a N1,N, sont gaussiennes centrées réduites indépendantes. Cette méethode
est I’objet d’un théoreme qui peut étre facilement demontré (voir[15]).

Remarque :

Pour simuler des variables gaussiennes de moyenne m et de variance o il suffit de
poser :

X=m+oc™*g
Ou g est une gaussienne centrée réduite et indépendante.

Ceci peut se traduire par la procédure suivante, écrite en langage pascal :

Programme :
Function gaussienne (m,sigma : real) :real ;

Begin
Gaussienne := m+sigma*sqrt(-2.0*log(random))*cos(2.0*pi*random) ;
End ;

On a parfois besoin de savoir simuler toute la trajectoire d’un processus
stochastique. Le paragraphe suivant propose quelques procédures pour la simulation
des trajectoires de différents processus commencant tout d’abord par la simulation
d’un mouvement brownien :

8. Simulation de processus stochastique :

la simulation des processus d’itd est basée surtout sur la simulation du
mouvement brownien que nous introduisons dans le paragraphe suivant :

8.1. Simulation d’un mouvement brownien :

On peut citer plusieurs méthodes permettant de simuler un mouvement brownien
(Wp)weo (pour la justification voir [6]). Le choix de la méthode a utiliser est souvent
lié a la nature du probleme traité et les objectifs fixés par I’utilisateur,

-La premiére consiste a renormaliser une marche aléatoire. Soit (X¢)xo une suite de
variables aléatoires indépendantes et équidistribuées de loi :

P(X;=1) :%, P(X;=-1)= %
On a alors E(X;)=0 et E(X;%)=1.
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On pose Sp= X +Xo+......... X, on peut alors approcher asymptotiquement le
mouvement brownien par le processus (W; ™), 0U :

W(n);L S

t \/ﬁ [nt]

ou [x] désigne la partie entiere de x.

- dans la deuxieme méthode On remarque que, si (gi)iso €st une suite de gaussiennes
centrees réduites independantes, si At la variation du temps et si I’on pose :

{sozo
Sn+1_Sn = gn

alors la loi de (VAtS VACS,......JAt S )est identique & celle de :
(W, W W, e W)

A’ 7 T2AL

on peut donc approcher le mouvement brownien Wtn par Sy, -

8.2. Simulation des équations différentielles stochastiques :

Il existe de nombreuses méthodes, certaines tres sophistiquées, pour simuler la
solution d’une EDS on parlera ici que de la méthode élémentaire d’Euler aléatoire.
Le principe en est le suivant : considérons une EDS :

X0=x
dXt: b(Xt) dt+o (Xt) th.

on fixe un pas de discrétisation temps At. on peut alors construire a temps discret
(Sn)HZO-

Approchant la solution de I’EDS aux instant nAt, en posant :
Sy=X.
Sn+1_Sn :b(Sn)At+G (Sn)(W(n+1)At _WnAt)
Si thzs[t/m] : (th)tzo approche (X;)wo au sens du critere de convergence forte (voir
2.1)
la loi de la famille (W n:1) a-What) nso €St identique a celle d’une famille de
gaussienne indépendantes centrées et de variance At. Dans une simulation, on
remplace (W 41y a-What) par vAtg ol (gn)nso Une suite gaussienne centrée réduite
indépendante. La suite approximative (S’,)nso €st dans ce cas définie par :
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S' =x
0
{S'M—S'nzb(S'n)AHo(S'n)gn\/ﬂ
Exemple d’application :
il s’agit de simuler la solution de I’équation :

Xy =X
dX, = X, (adt +bdWw, )

Ce modele est connu par le nom de Black et Sholes pour le calcul de prix d’option
sur une obligation (ce modele sera étudie en détail dans le chapitre 2).

Comme on a déja vu, on utilise la méthode d’Euler aléatoire :

On pose :

Y, =X
{YM =Y +Y, *a* A +Y, *b* A * g,
avec .
Y,=0.08
Aj =t

gi :est une loi gaussienne centrée réduite ce qui entraine que /A g, est de distribution
gaussienne centré de variance A,

Le graphe et les résultats du programme par le logiciel MATLAB sont donnes
dans la suite :

courbe de taux

0.10%5

o.oss |

o.ozs |

o.ovs |

o Egulal i000 1500 2000 2500

termnps discritisé
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Figurel. Simulation du modele de Black et Sholes. Par I’usage du schéma de
discrétisation, avec les parametres :a=0.01,b=0.12,la valeur initiale est égale a
0.08.Le pas est égale a 0.0005.

Remarque :

Les paramétres a et b qui interviennent dans le modéle peuvent étre estimer en
utilisant la methode paramétrique comme la méthode du maximum de
vraisemblance (voir [13]), ou la méthode non paramétrique.

CONCLUSION :

Le contenu de ce chapitre présente I’outil essentiel nécessaire pour traiter notre
sujet. La partie théorique sur les équations différentielles du type 1t6 est donné pour
permettre aux lecteurs de se familiariser avec les objets mathématiques utilisés dans les
modeles financiers.

Le concept de simulation introduit dans ce chapitre, est I’outil essentiel pour les
études de simulations que nous effectuerons sur le modele financier étudié, en
I’absence de résultats théoriques concernants certaines grandeurs d’intéréts
pratiques.
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Dans ce chapitre il sera question des champs d’application du calcul
stochastique en finance. Plusieurs notions financiéres seront introduites sous
forme de définitions telle que : instruments financiers, stratégies financiéres,
options,....etc.

Nous présenterons les principes de bases de la théorie nécessaire a la
modélisation du taux d’investissement. Ces modeles seront présentés sous forme
de formules mathématiques exprimés a I’aide des équations différentielles
stochastiques (EDSs). On commence dans la premiére partie par les principales
idées de la théorie des options dans le cadre mathématique des modeles discrets,
ensuite la deuxiéme partie sera consacré aux modeéle continues, en particuliers
les modeles de taux d’investissement, dont la construction et le raisonnement
découlent de celui des modeles d’option, en I’occurrence le modele de Black et
Sholes. Le modéle de Black et Sholes est un modéle de référence pour d’autre
modeles plus sophistiqués. Ce modeéle conduit a une formule mathématique
explicite pour le prix d’une option européenne.

Pour des considérations économiques, nous mettrons en ceuvre ces modeles
sur ordinateur, pour observer graphiquement la structure du taux
d’investissement, pour aide a la décision.
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I. calcul stochastique appliqué a la finance :

Le principe de modelisation des modeéles financiers est I’objectif principal
de cette partie. L’idée essentielle est d’aboutir a une formule mathématique
explicite qui deécrit le modele financier sous forme d’une EDS pour des
considérations économiques.

La modélisation des modeéles continues découle de celle des modeles a temps
discret qui repose sur la théorie des options.

1.modéles discret :

Le but de cette partie est de donner les principales idées de la théorie des
options dans le cadre mathématique trées simple des modeles discrets. Nous
introduisons dans la suite la définition d’une option.

Définition 1:( option )

Une option est un titre donnant a son détenteur le droit, et non I’obligation
d’acheter ou de vendre (selon qu’il s’agisse d’une option d’achat ou de vente)
une certaine quantité d’un actif financier, & une date convenue et a un prix fixé
d’avance.

La description précise d’une option se fait a partir des éléments suivant :

- La nature de I’option : on parle, suivant la terminologie anglo-saxonne
,de «call » pour une option d’achat, de «put» pour une option de
vente.

- L’échéance ou date d’expiration, qui limite la durée de vie de I’option ;
si I’option ne peut étre exercée qu’a I’échéance, on parle d’option
européenne, dans le cas contraire nous parlerons d’option americaine

- Le prix d’exercice, qui est le prix (fixé d’avance) auquel se fait la
transaction en cas d’exercice de I’option.

L’ option, elle-méme, a un prix appelé «la prime» . Lorsque I’option est cotée
sur un marché organise, la prime est donnée par le marché. En I’absence de
cotation, le probléme du calcul de la prime se pose. Et méme pour une option
cotée il peut étre intéressant de disposer d’une formule ou d’un modeéle
permettant de détecter d’éventuelle anomalie de marché. Une de ces formules,
par exemple, est le modele de «Black et Sholes».
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La théorie financiére élémentaire suppose que les marchés financiers sont
efficients, c’est a dire que les prix des titres refletent a chaque instants toutes les
informations pertinentes disponibles. Sur un tel marché, toute nouvelle
information est incorporée dans les prix. Ceci veut dire que I’anticipation d’un
événement futur fait bouger les prix des actifs financiers a I’instant ou cette
anticipation apparait, et non a I’instant ultérieur ou I’événement se réalise

Il est donc totalement impossible de prévoir les variations des prix
futurs du prix d’un actif financier, puisque ces variations dépendent de
modifications, inconnues aujourd’hui, des informations qui concurrent a la
formation de ce prix. Si ces modifications étaient connues, elle serait déja
incorporée dans le prix, et ne pourraient donc pas le bouger dans le futur.

Ceci implique que les prix des actifs financiers suivent des marchés au
hasard. En terme mathématique nous dirons que les prix des actifs financiers
sont des martingales.

Nous trouverons donc, dans le paragraphe qui suit, un cheminement
logique, qui démarre de la description des aspects essentiels des actifs
financiers (actifs sans risque / actif risqué ), et aboutit a la liaison entre les deux
notions, I’une économique et I’autre mathématique. Qui sont : arbitrage et
martingales.

Un modele de marché financier discret est construit sur un espace de
probabilité fini (Q,F,P), muni d’une filtration (Fp)o<<n , C’€St & dire une suite
croissante de sous tribus de F : F,, représente les informations disponibles a
I’instant n et est appelé, ‘tribu’ des événements antérieurs a I’instant ‘n’.
L’horizon N sera le plus souvent dans la pratique, d’echéance des options

On donnera dans la suite des définitions nécessaire a la construction des
modeles d’options. On commence par la définition des actifs financiers.

Définition 2 : (Les actifs financiers)

On suppose gu’il y a sur le marché d+1 actifs financiers, dont les prix a
I’instant ‘n’ sont donnés par les variables aléatoires Sy,Sy,...... Sq, a valeurs
strictement positives, mesurables, par rapport a la tribu F, (les investisseurs
connaissent les codts actuels et passés, mais pas le codt futur ).

Le vecteur S,=(S¢,Sy,.....,Sq ) est le vecteur des prix a I’instant n. Si le
taux d’intérét des placements sans risque sur une periode et constant est égal a r
on a S,° =(1+r)". Le coefficient B, =1/S,’ apparait comme le coefficient
d’actualisation (de la date n a la date 0) : C’est la somme d’argent qui, investi a
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I’instant O sans risque, permet de disposer de 1 (unité monetaire). Les actifs
numeérotes de 1 a d seront appelés actifs a ‘risque’.

Nous introduirons dans la suite la définition des stratégies financieres.
Définition 3 : (Les stratégies financiéres)

Une stratégie de gestion est définie par un processus aléatoire (simplement par
une suite dans le cas discret) ® =(®,° ,®......... @,%) & valeurs dans R,
donnant a chaque instant n les quantite TN O TR @, des divers actifs,
détenus en portefeuille. On impose au processus @ d’étre prévisible au sens
suivant.

;) est F, mesurable

Vie{012,......} {

. est F,, mesurablepourn>1

La signification de cette hypothése est la suivante :le portefeuille a la date n
O =( D, ® ... @, ) est constitué au vu de I’information disponible &
I’instant (n-1) et conservé tel quel au moment des cotations a la date n. la valeur
du portefeuille est donnée par le produit scalaire :

d . .
V, (@) =®,S, => DS,
i=0
La valeur actualisée est :
Vn ((D) = ﬂn ((Dnsn) = (I)nsn

Ou: Bn=1/S%et S, =(1,8, Sn'....... B Sn” )est le vecteur des prix actualisés.

On dira qu’une stratégie est autofinancée si la relation suivante est réalisée pour
toutn e {0,1...... ,N-1} :

D,.Sp =Py 1.5,

Cette relation s’interpréte de la facon suivante : a I’instant n, aprés avoir pris
connaissance des cours S,°,S,%,........ Sa%, I’investisseur réajuste son portefeuille
pour le faire passer de la composition @, a la composition ®,,; le réajustement
se faisant au cours de la date n et en réinvestissant la valeur du portefeuille et
rien de plus. Il n’y a ni apport ni retrait de fonds (en particulier il n’y a pas de
consommation).

On introduit dans la suite la définition d’une stratégie admissible.
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Définition 4 : (stratégie admissible)
Une stratégie @ est admissible si elle est autofinance et si :

V. (®)>0 pourtoutn €10,1,...,N¢

I’investisseur doit donc étre en mesure de rembourser ses emprunts a tout
instant.

La notion d’arbitrage (réalisation d’un profit sans prendre de risques) est alors
formalisée de la fagon suivante :

Définition 5 : ( stratégie d’arbitrage)

Une stratégie d’arbitrage est une stratégie admissible de valeur initiale nulle
et de valeur finale non nulle

La plupart des modéles excluant toute possibilité d’arbitrage est I’objet de la
section suivante. On donne une caractérisation de ces modeles grace a la notion
de martingale.

1.1. Martingales et arbitrages :

Afin d’examiner les liens entre martingales et arbitrage, nous allons tout
d’abord introduire la notion de martingale sur un espace de probabilité fini. Pour
cela, I’'usage de I’espérance conditionnelle est indispensable. nous renvoyons le
lecteur au chapitre précédent pour plus de détail pour cet outil.

Dans ce qui suit, on consideére un espace de probabilité fini (Q,F,P) muni de

filtration (F,)o<nen - ON dit qu’une suite (X,)nso de variables aléatoires, est
adaptée a la filtration (Fp)o<n<n SI pour tout ‘n’, X, est F,-mesurable.

Définition 6 : (Martingales)

Dans un modgle financier, dire que le cours (s!)__, de I’actif ‘i’ est une

martingale revient a dire que, a tout instant ‘n’, la meilleure estimation que I’on
puisse faire de S!, a partir des informations disponibles a partir de la date ‘n’,

n+1

est donnée par S!. Au sens de la moyenne quadratique.

Les propriétés suivantes, se deéduisent aisément de la définition des
martingales présentées au premier chapitre :
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Propriétés :

1) (M;)nso €St une martingale si et si seulement si :
E(Mnsj/Frn)=M, V¥V j=0
2)la somme de deux martingales est une martingale.
3)On a évidemment des propriétés analogues pour les sous —martingales et sur
martingales.

Revenons maintenant aux modeles de marchés discrets introduits au paragraphe
1. on aboutira a la liaison entre les deux notions, I’une économique et I’autre
mathématique. Qui sont : arbitrage et martingales.

Définition 7 : (marché viable)

On dit que le marche est viable s’il n’existe pas de stratégie d’arbitrage.

Théoreme 1 : (voir [3])

Le marché est viable si et seulement si, il existe une probabilité P*
équivalente a P sous laquelle les prix actualisés des actifs sont des martingales.

1.2. Marché complet et évaluation des options :

1.2.1. Marché complet :

Nous définirons une option européenne N par la donnée d’une variable
aléatoire h >0 , F-mesurable, représentent le profit que permet I’exercice de
I’option. Ainsi, on a:

e h=(Sn-K) pour une option d’achat ou « call » sur une unité d’actif
1, au prix d’exercice K.

e h=(K-Sy) pour une option de vente ou « put » sur une unité d’actif
1, au prix d’exercice K.

dans ces deux exemples (les plus important dans la pratique), la variable ‘h’ est
une fonction de Sy. Il existe des options pour lesquelles h dépend de toutes les
valeurs des cours jusqu’a I’échéance : So,S;, ....,.Sn. c’est le cas des options
dites «asiatiques».

Définition 8 : on dit que I’actif conditionnel défini par h est simulable (ou
atteignable) s’il existe une stratégie admissible dont la valeur a I’instant N est
égale a h.
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Définition 9 : (marché complet)
On dit que le marché est complet si tout actif conditionnel est simulable.

Théoréme 2 :

Un marche viable est complet si, et seulement si, il existe une seule probabilité
P* équivalente a P sous laquelle les prix actualisés des actifs soient des
martingales.

On suppose que le marché est viable et complet et on note P* I’unique
probabilité sous laquelle les prix actualisés des actifs sont des martingales. Soit
un actif conditionnel défini par une variable aléatoire h qui est F~ - mesurable
h> 0 etsoit ® une stratégie admissible simulant h, c’est a dire vérifiant :

V(@) =h

La suite (\/])OgnsNest une martingale sous P* et par conséquent,

Vo(D)=E*(Vn(®)), d’0u Vo(cD)zE*(Slo) et plus généralement :
N

vn(q>)=ng*(sLO/Fn), n=0,1,...N
N

La valeur a tout instant de toute stratégie admissible simulant h est donc
completement déterminée par h. il est naturel d’appeler V. (@) la valeur de
I’option : c’est la richesse qui, détenue a I’instant n, permet, en suivant la
stratégie a partir de I’instant n, de produire exactement la richesse h a I’instant
N.

Si, a l’instant 0, un investisseur vend I’option au prix : E*(Sloj, Il a la
N

possibilité en suivant une stratégie simulante ® , de restituer la richesse
promise h a I’instant N ; c’est-a-dire qu’il peut se couvrir parfaitement.

Dans la premiere partie de ce chapitre, on s’est consacré a I’étude des modeles
a temps discrets. Nous allons étendre ces notions au cas du temps continue.
Nous présenterons dans la suite les modeles financiers a temps continues
exprimés en fonction des équations difféerentielles stochastiques.
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2.Modeles a temps continu :

Les outils techniques sont plus delicats a utiliser en temps continu mais
les idées essentielles différent peu de celles du temps discret Pourquoi
considére t-on des modéles a temps continu ? La premiere motivation vient
des phénomenes que I’on veut modéliser : les variations des cotations sur les
marchés organises sont en pratique tellement fréquentes qu’un modéle a temps
discret peut difficilement en rendre compte.

D’autre part les modéles continus conduisent & des méthodes de calcul
plus explicites que les modeles discrets, méme s’il faut parfois avoir recours a
des methodes numériques.

Le modeéle le plus utilisé dans la pratique le modele de Black et Sholes est
un modele a temps continu qui conduit a une formule simple. Comme nous
I’avons signalé dans I’introduction, les liens entre processus stochastique et
finance ne sont pas nouveau : en 1901, Bachelier dans une mémoire intitulé
«théorie de la spéculation» est, non seulement I’un des premiers a s’intéresser
mathématiquement au propriétés du mouvement brownien, mais aussi a donné
des formules de calcul de prix pour certaines options.

Nous appliquerons donc les éléments mathématiques déja définis, aux
modeles financiers continus. Nous nous intéresserons, par conséquent, aux
équations différentielles stochastique d’1t6, qui servent a construire la plus part
Des modeéles en finance. on commence d’abord par définir une martingale a
temps continus :

2.1-Martingales a temps continus :

Donnons des exemples de quelques martingales que I’on peut construire a
partir du mouvement brownien.

Proposition 1:
Si (X¢)wo €st un mouvement brownien standard :

1) X est une Fy— martingale.
2) X - testune Fi— martingale.
3) exp (6X;-(c?/2)t) est une F;- martingale.

Démonstration 1 :

1) Sis<talors X;-X; estindépendante de La tribu Fs.
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Donc: E (Xi-Xs/Fs) =E(X-Xs ).Mais un mouvement brownien standard est
centré, donc :
E(X-Xs)=0.
On en déduit le premier point.
2) Pour démontre la deuxiéme propriété, remarquons que :

E(X %~ Xs? IFs)=E((X-Xs)*+2X(X-Xs) /Fs)
=E((Xt'xs)2/Fs)+ 2Xs E(Xt'xs/Fs)

Mais comme (Xy)woest une martingale E(X-X¢/F;)=0,et donc :
E(X? = Xs2IFs) =E((X¢ - Xs)*/Fs)

La stationnarité et I’indépendance des accroissements du mouvement brownien
permette de plus d’affirmer que :

E((Xt'xs )Z/Fs) = E((X2 t-s): t-s.

3) La derniére égalité est dle au fait que X; suit une loi gaussienne centré de
variance t.
On en déduit que E(X?-t/F)=Xs*-s, sis <t

Pour démontrée le dernier point, rappelons , tout d’abord que, si g est une
gaussienne centre réduite, on a :

+00 X2 A
E(e”) = [ee 2 _d_zxﬂ _e

Deplussis<t:

othaztIZ

E(ecrxtfaztlz / Fs) —e E(ea(Xt*Xs) / FS)

Car X, est Fs - mesurable, et comme X, -X; est indépendant de Fs, ona:

E(ea(xt*Xs) IF,) = E(ea(xrxs))
= E(e”) = E(e®™)

2t-s

ocf——

=e 2
Ce qui donne fin a notre démonstration.

Si (My)wo est une martingale, la notion E(M/Fs) = Ms peut étre étendue a des
temps aléatoires si ces temps sont des temps d’arréts bornés. Nous admettons le
théoreme qui suit sans démonstration et nous renvoyons a [9] pour consultation.
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Théoréme 3 :

Si (My)o est une martingale continue par rapport a une filtration (Fy)o et siI';
et I', sont deux temps d’arrét tels que I'; <T', < K, K étant une constante réelle
finie, alors, M, est intégrable et :

E(M_/F)=M,_ P.p.s

On introduit dans la suite le modele stochastique le plus connu qui est le
modele de Black et Scholes. Et a partir de ce modéle que découle d’autre
modele de taux d’investissement a court terme plus sophistiqués.

2.2- Modéle de Black et Scholes :

Le probleme traité par Black et Scholes est I’évaluation et la couverture
d’une option de type européen (call ou put) sur une action ne distribuant pas de
dividendes.

La méthode utilisée, qui reposent sur des idées analogues a celle déja
présentées dans le cadre des modeéles discrets, conduit a des formules
aujourd’hui couramment utilisées par les praticiens, malgré le caractere
simplificateur du modele.

Dans ce paragraphe, nous donnons une présentation actualisee des
travaux de Black et Scholes, le prix du call est, dans le modele, la somme
d’argent dont on doit disposer initialement pour pouvoir suivre la stratégie de
couverture et produire ainsi exactement la richesse. De plus, la formule obtenue
ne dépend que d’un paramétre, non directement observable sur le marché
appelé « volatilité »par les praticiens.

2.2.1- Description du modéle :

A) L’évolution des cours :

Le modeéle proposé par Black et scholes pour décrire I’évolution des
cours est un modeéle & temps continu avec un actif risqué ( une action de prix S;°
a I’instant t ) et actif sans risque (de prix S;° & I’instant t ) on suppose I’évolution
de S.° régie par I’équation différentielle (ordinaire ) suivante :

dSP=rS  dt .o (2.1)

Ou r est une constante positive.
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Cela signifie que le taux d’intérét sur le marché est constant et égal a r (
noter que r est ici un taux d’intérét instantané, a ne pas confondre avec le taux
sur une période des modéles discrets ) On posera So°=1 de sorte que S;°=e",
pourt>0.

On suppose que I’évolution du cours de I’action est régie par I’équation
différentielle stochastique suivante :

dSt = St (},l dt +c th ) ....................... (22)
Ou pn et o, sont deux constantes et (W, ) et un mouvement brownien standard.

Le modele est étudié sur I’intervalle [0,T J ou T est la date d’échéance de
I’option a étudier. L’équation (2.2) se résout, explicitement, la solution est

2
donné par : S, =S, exp(yt—%t+0WtJ

Ou Sy est le cours observé a la date 0. 1l en resulte en particulier que selon ce
modele, la loi de S; est une loi log- normale ( c’est a dire que son logarithme suit
une loi normal ).

Plus précisément, en voit que le processus (log-S; ) vérifie une équation du
type (2.2) si et seulement si le processus (log S;) est un mouvement brownien
( non nécessairement standard). cela signifie que le processus(S; )verifie les
propriétés suivantes :

e Continuité des trajectoires.

¢ Indépendance des accroissements relatifs :siu <t, S/ S, ou ( ce qui revient
au méme ),I’accroissements relatif ( S¢- S, )/ Sy est indépendante de la tribu
c (Sy,v<u).

e Stationnarité des accroissements relatifs :si u <t, la loi de (S;- S,) /S est
identique a celle de (S¢.y- So).

Ces trois propriétés traduisent de fagcon concrete les hypothéses de Black
Scholes sur I’évolution du cours de I’action.

Le modele de Black et Sholes est un modéle de référence pour d’autres
modeles plus sophistiqués. Nous présenterons dans le paragraphe suivant des
exemples de modeles financiers ( modeles de taux d’intérét) tres connus
exprimer a I’aide des EDSs.
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2.3- Modeéles de taux d’intérét :

Les modeles de taux d’intérét sont utilisés principalement pour couvrir des
obligations et des options sur obligation, jusqu’a présent, aucun modeéle n’a pu
s’imposer comme modele de référence au méme titre que le modéle Black-
scholes pour les options sur actions. Dans cette partie, nous illustrons la theorie
par I’étude d’un modéle de taux connu dans la finance, qui est le modele
« Vasicek ».

Le modéle que nous allons examiner, décrit I’évolution de r(t) : taux
d’intérét paramétrés par des «parametres de risques » difficile a estimer.

Dans ce modele on suppose que r (t)vérifie :
dr(t) = a (b-r(t))dt+ o dW,
Ou a,b,o sont des parameétres positifs qui peuvent étre estimés.
Donnons quelques conséquences de cette équation. si on pose :
Xi =r(t)-b

On voit que (X;) est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck (voir chapitre
précédent).

On déduit que r(t) peut s’écrire :
r(t) = r(0)exp(-at) + b(l—exp(-at) + o exp((—at)jeadeSJ
0

Et que r(t) suit une loi normale dont la moyenne est donnée par :

E(r(t) =r(0) e ™ + b(1-e™)
Et la variance par :

) 1_e—2at
var(r(t)):a[ 2a ]

Il existe d’autre modéle de taux d’intérét qu’on donne dans le tableau suivant :
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Quelqgues modeles de taux classique :

Modele de taux Expression du modeéle

Vasicek généralisé
dl’t:a ( b' I‘t) dt +c th
1977

Cox-lIgrosoll-Ross
dl’t:(a - b I‘t) dt + G\/E th

1985
Ho-Lee
drt=b dt+ o th
1986
Hull-White
dri=(a- b ry) dt + o dW;
1990

Ces modeles sont exprimeés a I’aide de parametres estimables par des méthodes
paramétriques ou non paramétriques (voir [12]).

Remarque :
La solution exacte des EDSs donnés dans le tableau précédant n’est pas

simple a trouver. Il existe des méthodes numériques qui rapprochent la solution
exacte de ces équations.  Ces méthodes présentées sous forme de schéma
itératif, permettent la simulation des trajectoires du processus du modeéle
consideré.(pour plus d’information voir chapitre 1).

Conclusion :

Le contenu de ce chapitre présente les idées essentielles nécessaires pour écrire
les modeles financiers sous formes d’équations différentielles stochastiques. Ecrire
ces modeles sous forme d’EDS nous donne la possibilité de les mettre en ceuvre sur
ordinateur pour des considérations économiques.

Les modeéles discrets présentés par la théorie des options sont le support des
modeles continus, ou Black et Sholes est le modeéle de référence pour d’autre
modeles plus compliques.

Les concepts économiques de modélisation traités dans ce chapitre seront
nécessaires pour le modele de notre recherche qui est aussi écrit sous forme
d’EDS exprimés a I’aide du taux d’investissement a court terme.
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L’objet de chapitre est I’étude d’un type d’option particulier, dite « op
réelle » ou d’investissement. On présentera au début de ce chapitre, le mc
notre recherche écrit sous forme d’une équation différentielle stochastiqu
exprimée a I’aide du taux d’investissement interne. Ce taux est assez part
c’est un taux d’investissement incertain irréversible d’incertitude techniqt
présentera en I’occurrence, la valeur de I’investissement productif qui est
fonction du taux d’investissement et de la variable aléatoire « temps d’arr
relatif au modele de notre recherche. Cette valeur joue un role tres impor
dans I’investissement d’un projet a long terme. A la fin on présentera la
problématique de notre sujet de recherche.

La deuxiéme partie de ce chapitre sera, consacrée a déterminer la loi
probabilité des instants de premiers passage connus sous le nom de « tem
d’arrét », une notion tres utile dans I’étude statistique des phénomenes alé
en I’occurrence les marchés financiers.

Par la suite, on déterminera une forme explicite de I’investissement pi
a I’aide des équations différentielles stochastiques (EDS) développées a ti
les intégrales du type It6. La forme complexe de I’investissement product
deviendra plus simple et facile a utiliser aprées la détermination de la form
explicite de cette derniére.

A la fin de ce chapitre on estimera le paramétre de I’EDS  par la métl

maximum de vraisemblance. Mais pour cela la construction d’une structu
statistique est nécessaire pour résoudre le probleme d’estimation.

-56-



Les équations différentielles stochastiques en finance ; Chapitre 3 Détermin
conception d’une regle de décision pour un investissement productif I’investissement

I. description du modele étudié :

Le modele principal de notre recherche est exprimé a I’aide c
d’investissement & court terme. Mais pas n’importe quel taux!. C’est |
assez compliqué. 1l est «incertain», «irréversible» et «d’incertitude tech
On expliquera mieux dans la suite ces notions qui caractérise ce taux.(voi

1. Investissement incertain irréversible d’incertitude technique :

1.1. Investissement incertain:

Dans la plupart des études d’investissement sous incertitude, c’est
total de I’investissement qui est incertain. En particulier pour les
projets qui prennent un temps considérable pour se réaliser; par exemy.

e Une usine d’énergie nucléaire, les colts de la construction tota
difficiles a prévoir ou a estimer: Les codts d’énergie, d’électricii
incertains.

e Le développement d’un nouveau médicament sur le marche est a
exemple dont le colt d’investissement est difficile & estimer.

En plus du fait que I’investissement est incertain il est irréversible. Or
plus de détails sur cette propriété dans la suite.

1.2. Investissement irréversible :

En plus des codts incertains de I’investissement, il est a mentionner
I’investissement est «irréversible » c’est a dire :

Si on commence a investir dans un projet comme on a déja ¢
développement d’un nouveau médicament par exemple, mé
I’investissement tourne mal soit parce que la demande du produit est moi
a eté anticipé ou alors le colt d’investissement s’avere plus important qu
anticipé. Quelle que soit la raison la compagnie ne peut arré
investissement ou autrement dit «désinvestir » et reprendre I’argent d
Donc un investissement irréversible et celui qu’on ne revient pas en arriel

Il existe plusieurs types d’investissement sous incertitude. Pour n
s’intéressera a I’incertitude «technique » de I’investissement. Qu’on il
dans le paragraphe suivant :
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1.3. Investissement incertain technigue :

I’Investissement d’incertitude technique est relié a la difficulté physiqu
compléter un projet : comme on a déja cité auparavant : pour la constructi
d’une usine nucléaire, Supposons que les prix de construction soient conr
pour quelle durée et avec quels moyens le projet s’achevera-t-il ?

Les codts peuvent étre plus ou moins importants qu’anticipés. Mais le (
total d’investissement reste toujours incertain et il n’est connu que lorsqu
projet est achevé.

Ainsi, le taux d’investissement utilisé par la suite dans le modele princ
bien décrit. Cela nous donnera la possibilité d’introduire la problémat
notre sujet de recherche dans le paragraphe suivant :

Problématique :

Etant donné une compagnie qui investit dans un projet, il serait intér
un certain temps ‘t” de calculer ou d’estimer :

e Le colt qu’elle doit miser pour compléter le projet.

e Pouvoir décider de continuer ou arréter le projet, selon une régle de ¢
établie, en calculant la valeur de «I’investissement productif » qui ref
la vraie valeur pour entreprendre le projet.

Donc I’idée essentielle de notre recherche et de déterminer la va
I”investissement productif et de tirer la regle de décision qui donne la po:
a I’investisseur de continuer ou abandonner son projet. Tous ces prc
seront traités dans ce chapitre. Mais pour cela il nous faut un
économique qui reflete les propriétés de I’investissement déja prése
modele est écrit sous forme d’EDS qu’on introduira dans le paragraphe st

2. description du modeéle de base :

On considere un investissement dans un projet dont le colt actuel
compléter est un processus stochastique X; régi par une équation differ
stochastique, du type It6, donnée par :

dX =1 dt+ 4 /I X dw,

X0=x

avec :
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X : le colt actualisé du projet & I’instant “t’.

Iy : taux d’investissement interne ;(supposé ici une fonction déterr
vt>0:0<1, <1.

W;: mouvement brownien standard ;t>0.

B : parametre inconnu qui peut étre estimé.

L équation ( 1) est une généralisation du modele de Robert et Wi
(1981) qui ont modélisé les codts d’achevement X, par une EDS controlé
taux d’investissement. (pour plus de détails voir [17]).

Ce modele permettra a I’investisseur d’étudier le comportement ¢
d’achevement du projet pour des considérations économiques.

Dans la problématique, on parle d’une régle de décision qui pe
I’investisseur de continuer ou d’abandonner le projet. Cette régle dér
«I’investissement productif» qu’on introduit dans le paragraphe suivant.

3. Investissement productif :

I’investissement productif (la vraie valeur pour entreprendre le prc
une fonction définie par :

T
F(x)= E.| [-1.eMdt+Ve ™" |...... I
(x) on;ﬁxsl X{‘([ (& dt+ve (1
avec :

E, : espérance mathématique conditionnelle &8 X, =X .

t=inf {t>0; X; =0} : durée probable pour compléter le projet
r : taux d’investissement interne constant.

V : valeur de I’investissement initiale actualisé.

(1) est théoriquement difficile & exprimer sous une forme explicite, ceci
d’une part a la forme de I’équation (1) et d’autre part au choix de la fon
ou comme nous I’avons indiqué auparavant, et pour une raison de simpli
telle fonction est supposé déterministe, pouvant prendre des valeul
I’intervalle [0,1]. La fonction I, peut avoir une forme beaucoup plus comj
elle peut &tre méme solution d’une EDS. Dans le cas d’un investis
économique viable.

En déterminant F(x), I’investisseur connait la vraie valeur pour entre
son projet a un instant donne t,. cette valeur ne peut étre calculée que
son capital a cet instant (Xto =x) est inférieur & une valeur x” qui est fixé ¢

aboutir. Cette valeur (x) est le capital initial du projet
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I’investissement démarre & t=0). Il faut que x soit inférieur a X pour
calculer la valeur qui reste a I’investisseur pour compléter son projet. |
cas contraire c’est & dire lorsque x est supérieur & X I’investisseur déc
du projet car il ne peut pas continuer son projet étant donné un cag
supérieure & sa possession. X est appelée valeur critique.

Pour déterminer F(x) on propose la regle de décision suivante :

* F(x) >0 la compagnie continue le projet, F(x)>0 si et seulement si x est
inférieure a la valeur critiquex> ..
* F(X)=0 quand X estsupérieur a x*.

L’objectif essentiel de notre recherche est de déterminer F(x). Etant dc
colt d’investissement actualisé qui est un processus de diffusion solutio
EDS du type It6 contrdlée par I, et de construire ainsi la régle de décisio

Le paramétre t intervenant dans I’équation (1) est une variable aléatoi
on doit connaitre sa loi de probabilité, nécessaire a la déterminatiol
fonction F(x). Ceci peut se faire directement a partir de I’équation du
(D). c’est I’objectif du paragraphe suivant :

11 . Détermination de la loi de Probabilité des Instants de Premier Passage

Pour le modeéle décrit par I’équation (I) nous avons la définition suivant
Définition 1 :
On définit la variable aléatoire temps d’arrét du processus X; solution
I’équation (I) par :
t=inf{t>0/ X;=0}

Cette variable représente le premier instant dont le co(t d’aboutissement (
projet devient nul.

Pour des raisons techniques, nous posons :
t=inf{t>0:X;=0}=inf {t>0: X; e [0,e] }

Tel que ¢ est proche de zéro.
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Le théoreme suivant assure I’existence de la loi de probabilité de la variat
aléatoire 1 .

Théoreme 1 : (pour la démonstration voir [2])
On définit ’EDS générale :

dX, = a(x,t) dt + b(x,t) dW,

Le systeme défini a travers le domaine D = [0,g] x [0,+o0] :

%—E{J:Mu si (x,t) €[0,&K[0,4o0]
u(st)=u(0,t)=1 si x €{0,&}t>0
u(x,0)=0 si xe[0,¢]

admet une solution unique qui est :
u(x,t)=Py(t < t) ou t est la variable aléatoire temps d’arrét défini par :
t=inf{t >0 : X; eD}.

En posant u (x,t)=P«(t <t), on sait bien que u(x,t) est solution du
systeme suivant sur le domaine D =[0,e] x [0,+o0] :

%—?:Mu si (x,t) €[0,& [0, +o0]
u(st)=u(0,t)=1 SiXE0,elt-0 (3.1)
u(x,0)=0 si xe[0,¢]

u(x,t) est la solution du systeme (3.1) avec :
_a( AU, 1/p2 pd?u
Mu=a(.H5+ }5 b9 2

ou:
a(.,t)=1.
{b(.,t)=ﬁﬁ
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calculons Mu l'opérateur du systéme (3 1)

Mu_du = dU | dU %ﬂZ

dt dt t d 2
du,,du 1 2
< dt+|tdx 'B X d 2 =0

Résoudre le systeme (3.1), nous permettra de déterminer la loi de probab
la variable aléatoire temps d’arrét.

RESOLUTION DU SYSTEME (3.1) :

La fonction u(x,t) solution du systeme (3.1) peut étre déterminée par lam
de séparation de variables.

Soit : u(x,t) = iRn(X)Tn (t)

v n, Ra(X) ,Tnit) sont solutions du systéme (3.1) i.e:
%(Rn(x)Tn(t)):M(Rn(x)Tn(t)) ol Mu:a(.,t)%(+ Bba(.) gxu
donc:

SHROIT)=a0x0) J REITO)+ Fobe(x) S RT(D)
o (OR(X)=a(HT(OR= ()+ Y b(x HT(HR™(X)
T (OR()=(@(X.HR(X)+ 25 b(x DR (x))To(1)

To(t) AOR00+ bt OR" (x)
To(t) Ri(X)

On remplace a(x,t), b(x,t) on obtient :

T @~ R, 00+ AR ()

T R.()

pour =1 :

11-_:((8: . donc T (t)=exp(C.t)

d'autre part:

R SIOR L o gl gt )R 06,
R (%) n T2 ' s
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<XR" (X) ,3 R,'(X) R (x)=0

ﬂ2|* n

2C. x
,82 R '(X) o 2Rn(x):0 ...................... (3.2)

SR (X)

Cette derniére équation s’exprime sous la forme d’une équation différenti
type BESSEL plus exactement :

(3.2) peut s’écrire sous la forme équivalente :

(83.2)

2 2
i) JERCE
R--n(x)JriﬂzR- (X)+ [2 4 1 3G, *(X)é-lj S 2 p R (¥)=0....(3.3)

on pose:

)

llsc

7:§
2

(33)oR" (x)+1_20‘R (x){(yﬂxﬂ)ﬁ (W) }Rn(x):o .......... (3.4)

(3.4) est I'équation de LOMMEL (voir annexe) qui admet la solution:
R (X)=x“Al (BXx")+B K (BX")

vV,
R ()=x"2(Al (2bx)+B K (2vbx)) t
— 2Cn
= - 52
1.(2vbx), K.(2vbx): sont les fonctions de BESSEL modifiées d'ordre v, respectivement
de premiére et seconde éspéce.
A,B:sont des constantes.
ainsi on peut énoncer la proposition suivante :
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Proposition 1 : la loi de probabilité de I’instant de premier passage est doi
par :

P (r<t) = i exp(C, 1) Ax2 1, (2vbx)+ Bx 2 KV(ZJ&)j
n=0

avec :
A,B,C,, : Sont des constantes.
IV(ZJ&), KV(Z\/&): sont les fonctions de BESSELS modifiées d'ordre v, respectivement

de premiére et seconde éspéce.
A,B:sont des constantes.

conclusion :

Cette loi de probabilite est d’une trés grande importance pour I’inves
elle donne la possibilité de prévoir I’instant d’arrét de I’investissement, et
donnée un capitale X, =x (capitale de I’investissement).

Finalement cette loi sera un outil pour ceux qui investissent dans de g
projets a long terme.

Apres la détermination de la loi de probabilité de la variable aléatoire
d’arrét», on présentera dans ce qui suit la détermination d’une forme expl
la fonction «I’investissement productif» F(x). (La vraie valeur pour
entreprendre le projet) .

La valeur de cette fonction est d’une trés grande importance dans le ci
d’un investissement a long terme dont le projet démarre d’un capitale asst
important. Posons le probleme de la fagon suivante :

L’investisseur démarre un projet &t =0 avec un capitale (X) assez imp
pour une durée inconnue. A un certain temps «to» il veut savoir la valeur
reste pour aboutir a la fin de son projet. Cette valeur dépend de I’argent g
possede I’investisseur a cette instant qui est Xto =X, de la variable t qui e

temps d’arrét du projet et de la valeur critique X~ (déja expliquée au début
chapitre). Cette valeur ne doit pas étre inférieure a x pour continuer le prc
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En déterminant I’investissement productif I’investisseur décide de conti
ou d’arréter le projet. Dans le premier cas (X< x') il entame son projet ave
somme F(x), si non (X > x') il arréte son investissement.

I1l. DETERMINATION DE LA FORME EXPLICITE DE
L’ INVESTISSEMENT PRODUCTIF :

On voit bien qu’il est trés intéressant de déterminer la valeur de
I’investissement productif. on exposera tout au long de cette partie les
démarches a suivre pour trouver une forme explicite de cette derniére.

Définition 2 :soit F(x) la fonction de I’investissement donné par (11). On ¢
la fonction :

F(x, I):EXU'— Ite‘”dt+Ve‘”j ............. (3.5)
0

On voit bien gu’on a suppose le taux d’investissement interne I, comme ti
déterministe appartenant a [0,1].

Ona: F(x):glglaéF(x,l)

Lemme 1 : soit F(x,l) la fonction donnée par (3.5).
Alors :

[LE ey Lhve ) s (e Loo
VE (e7) si (ﬁ)Ex(e”Hw

F(x)=0r2|?>s<lF(x, ) =

preuve 1 : on sait bien que :

F(x):(r]T;I%F(x,I)

Il suffit de maximiser la fonction F(x,l). développons F(x,lI) :

Fx, l)ZExU - Ie‘”dt+Ve‘”J=EX['T—re‘”dt+Ve‘”j
Ex(lr[e hves ”):E( e rT]—|+Ve ”)
ke the vk
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(+V)E “re ”)—#VE( rr)_lF
_ —rfyljsz —” .................... (3.6)

cette fonctlon est linéaire en | donc :

F(x,1) i [LE L=
F(X):OrQI?)S(lF(X,I): F(0) Si i :e—rr)_£<0
r

R her) u Breribo
Vefe ) i (R

Remarque 1:
L’équation (3.7) reste a mieux expliciter en calculant E,(e™).

On présentera dans le lemme suivant, les démarches a suivre pour calcule
Ex(e™).

Lemme 2 :

Soit 1 la variable aléatoire « temps d’arrét » définie par :
t=inf{t>0:X;=0}

on a le résultat suivant :

E(e—fsz(clxv/Zlv(zm )+C2XV/2 Ky(2vbx )]

Iy (), Ky () : fonction de Bessel modifiée de premier et deuxieme espece
d’ordre v (voir annexe).
C,,C; :sont des constantes a déterminer.

Preuve 2 :

Ex(e™) : I’espérance mathématique conditionnelle sachant X, =x de la va
aléatoire €™ ou :

Ex(e—rf ):Toe—rt er(dt)
0
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PZ(t): La loi de probabilité de la variable aléatoire .
On pose P7(t)=u(x,t)dt donc on obtient :

E (e ) e tugetyt ... (3.8)
0

pOSONS :

Ex(e™) = w(x).
la loi de t vérifie le systeme (3.1) déja defini dans la premiere partie de ce
chapitre (voir théoréme 1) qui admet la solution u(x,t), et vérifie :

du_
at =Mu

(3.8)P(x)= [eu(x bt
donc: °

d¥_d ede™) du
it (je ”u(xt)dtj £ u(x,tydt+ j ert Lt

= I—re‘”u(x,t)dt+ je‘“Mudt.
0 0
avec:

Mu=12U_ Vi x19°U alors on obtient:
oX 2 ox2

7_ rt rt| you IB o4u
it rje u(xt)dt+je [ax 5 IaZ]dt

ou(x,t) ﬂz T 02u(xt)
=T fe Ty (x,t)dt+l je rt 5 dt=x fe r 2 dt.

:-r‘P(x)+I%\P ﬂz xId g’

mais d—T:O donc:

dt

B 4% d‘P
5 Xl ) +I -r'¥(x)=0........ (3.9)

(3.9) est une équation différentielle du second ordre du type Bessel qui pe
s’écrire sous la forme équivalente suivante :

X =2 +AIP =0 o vl 22 2y
,B BX BeIX
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Batron ot (0 a ] {12)] »

X2

v=l+-2.,

yop)

(3.10)= ‘{’"—F]'_)%a‘{"{(ﬂﬂ o+ "“X(f’)z}qf:o.

cette équation est du type de Lommel (voir annexe) admet la solution :

Y(X)=XoZu(FX;)

1,1 v
W=x’ 77 (ﬂ\rxzjz x27 (2bx)

avec :

b=-<l_ 2r
152
V(ZJ»):ClIV(Z\/&)'FCZ Kv(z\/&)

W(X)=E, {77 )-Cx 21, (2vbx G, x 2K (2bx )

tq :

Iy (), Ky () : fonction de Bessel modifiée de premier et seconde espéce ¢
v (Voir annexe).

C,,C, :sont des constantes a déterminer.

Ainsi on a trouvé une forme explicite de E,(e™).

Remplacons dans le systeme (3.7) on obtient :
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(}+v[c1x% | (2vbx JsC x 2 KV(Z\/&)}% si (})Ex(e—")-}zo

FO=1 V
' v(clxé 1 (2bx ., x 2K (24bx )j si (})Ex(e—”Hw ..(3.11)
Remarque 2 :

Le systéme (3.11) contient des constantes (C1,C,) qu’on déterminera de
suite. Pour nous on s’intéressera a la valeur de F(x) lorsque le maximum ¢
atteint pour 1=1. dans le cas contraire c’est a dire pour 1=0, I’investisseme
productif est égal a sa valeur actualisée.

On posera F(x)=F(x,1) pour la suite des démonstrations.

On a proposé au début de ce chapitre une regle de décision (P). cette regle
a I’investisseur la possibilité de continuer son investissement ou de I’abar
selon la valeur critique X .

La régle (P) peut s’écrire sous la forme équivalente :
F(x)>0 tant que x<x"
(P) o | auex<x.
tant que x>x

Lemme 3 : soit F(X) la fonction investissement productif trouvée par le s
(3.12).

X est la solution de I’équation F(x)=0. (F(x )=0).

Preuve 3:

Le systéeme (3.11) montre bien que F(x) est composée de fonctions contin
(les propriétés des fonctions de Bessel).

Donc:

lim F(x)= lim F()=F(x")

X=X, X—>X_

mais :
Iim* F(x)=0.

X—=>X_

-69-



Les équations différentielles stochastiques en finance ; Chapitre 3 Détermin
conception d’une regle de décision pour un investissement productif I’investissement

Alors :
F(x)=0.

Remarque 3 :

Le lemme 3 montre bien que F(x)=0. mais le probléme qui se pose est-ce
fonction F(x) admet une racine dans I’intervalle [0,+o[ ?

Proposition 2 :

la fonction F(x) définie a travers le systeme (3.8) admet une solution ut
dans I’intervalle [0,+oo] .

Preuve :

F(x,1) est une fonction continue dérivable (de classe C') car elle se compt
fonctions continues et dérivables sur [0, +oo[ (propriétés des fonctions de
Bessel).

Ecrire le développement de F(x,1) au voisinage de O :

On utilisera des propriétés des fonctions de bessel on renvoie a I’annexe

F(X)=F(x,1) ( +VIC % (2\/>)+C X 2K (gf)j
- (:rL+V [CZX%%%%))IV(Z\/&)-FCZX% Kv(zx/&)}%

v-1

( )v -1
:(l+v C l-i—O(X V)
r F v+1 V r

L()T

L e ) 0%, ) o T) 1,
: V(C o5 T ()5 C22<b>%}f .

— l+ 2 yV (V 1)F(V) % —VHly—v+l F(V) _l+ XV
(r V{ 2 I(v+1) bz C22(b)% r o(x")
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(l+v {CZF(V_l)F(V)bl‘% x+c, V) J-1+O(XV)

ro{ 2r(v+) “2b)2

F(O")=lim F(c1)=(av |, TW) 1
0% ) (1) (I’+ )Zzz(b)% r

conclusion:
FOON)>0..ciiieeinee, (3.12)

Ecrire le développement de F(x,1) au voisinage de 4+ :

On utilisera des propriétés des fonctions de bessel on renvoie a I’annexe

F(x,1)=(}+ C,x2 \/:r o F 2 | ({ )
azox

povfep iy —zr] O(ij

F(+eo)= I|m | F(x,1)= lim (f+ [C N ( 2H+(\2/411)09X)]_1+o(1)

X—>+00 b}/ r XV
~J 1)logvx
(L] Gl k)
= lim (1+V 27\/; 20 x _1+O(lj
Xx—+0 \f b% r xV
:-%<Q
conclusion:F(+0)<0.......cccccevrernenn (3.13)

F(x) est une fonction continue croissante sur [0, +oo[, d’apreés les formules
(3.12), (3.13) et d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe L
valeur c positive qui vérifie F(c) =0.

Mais d’aprés le lemme 3. c=x".
D’apres (P), Ainsi le systeme (3.11) devient :

Fx)= {(ﬁV)(Clx% | (2dbx)sc,x2 KV(Z\/&)}% sxa (3.14)

0 si x>x"

Le systéeme (3.14) contient les constantes C;,C, a déterminer. ,
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des conditions initiales du modele écrit sous forme d’EDS (1), et les prop
des fonctions de Bessel. On présentera dans le lemme suivant la détermin
de la constante C,.

Lemme 4 : la constante C, figurant dans le systéme (3.14) est donnée pa

o2’
2 T(v)
b=-<l 2r
I,B2
v:1+i2.

I' () :la fonction gamma.

Preuve 4 :

Pour x =0 : la variable aléatoire temps d’arrét t est égale a zéro donc on
obtient:  F(0)=V

A partir de cette condition on peut trouver la constante C,.

Soit le développement de F(x,1) au voisinage de O :

>
W+C x/ 2(;(\/2) %+o(x")

[ b2 T
_-(r+A/)[C:XVITV+1) C: Zb

F(x,1)= (%+v) Clx%

v)

j <+0(x")

mais limF(x,1)=V donc:
x—0

R ) |1, oL, ) |y,L
bkt ok

olc, W) |
(CZM '
Y

2 T(v)

<C

On présentera dans le lemme suivant la détermination de la constante C; :
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Lemme 5: la constante C, presentée dans le systeme (3.14) est donnee pa

Kv—l(z\/t?)

C1=C2 .
Iv_lin/bx )
Avec :

C, :constante trouvée par le lemme 4.
lv1 (), Kyt (1) @ fonction de Bessel modifiée de premier et seconde espéc
d’ordre v-1.
x :valeur critique.
b=-2".
1,32
v=1+-L

B
Preuve 5 :
soit F(x) la fonction investissement productif trouvée par le systeme (3.1

Des propriétés des fonctions de Bessel serons utilisées pour cela on renvc
I’annexe.

F(x) est une fonction continue dérivable car elle est le composé de fonctic
continues et dérivables sur R™.

Calculons F’(x) : (dérive de la fonction F(x,1))

0o X201 0B fovbr )
e e o ke )

mais:

A I )
K, (24bx }\/E( K, ,(2vbx - e K, (2vbx )J

En remplace:

v 1 v 1
F(x)=Cvbx2 21 (2vbx }-Cbx2 2K (24bx)
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on a déja montré que x solution de I’équation F(x)

on obtient alors la dérivé de la fonction F(x) la fonction F’(x) définie par

v 1 v 1
F'(x) :{Clebx2 2IH(Z\/bix)—CZ\EX2 2KH(Z\/bix) six <X

0 six>x"
la continuité de la fonction F’(x), donne :

lim F'(x)=lim F'(x)=F '(x")

X—>X_ X~>X+

=y (X721, fovbr e b (2K, o o
Kv—l(z\/l?)

Iv—l(z\/t?]

Finalement les constantes C1,C, sont déterminées ce qui rend la formule «
I’investissement productif facile a utiliser pour la simulation qui sera I’ob
principal du quatriéme chapitre.

:C1=C2

Apres I’énoncé de tous ces lemmes on énonce la proposition suivante :

Proposition 3 : pour 3 #0 la valeur de I’investissement productif est donn

. CxV/21 24bx rC,x2K (2bx J+C, si x<x”
0 si x>x"

avec:
1,()K,(}sont les fonction de bessel modifiées de premiére et seconde espé

2

V=1+P

_ar
"= g2

-74-



Les équations différentielles stochastiques en finance ; Chapitre 3 Détermin
conception d’une regle de décision pour un investissement productif I’investissement

_ 1
Cy= .

x": valeur critique solution de I'équation F(x)=0
CXV21, (24bx* JrC %12 K (2ox* J+C,=0

Les constantes C,,C, sont données par :

\
—|1\ j2b2
Cz—(r+V 0

val(z\/t?)
1, (2vbx"

C=C,

conclusion :

Cette derniére formule rend la définition de I’investissement productif
simple, plus claire et facile a utiliser. L’ investisseur peut avoir a n’import
moment la valeur qui lui reste pour entreprendre son projet sous un certai
a ne pas aboutir.

Dans le quatrieme chapitre cette formule sera utilisée pour I’implémer
d’un programme informatique pour comparer entre deux résultats : le pre
est théorique trouvé par cette proposition et le deuxiéme empirique qui es
I’estimateur de I’investissement productif.

Mais maintenant on passe a la derniére partie de ce chapitre qui est
I’estimation du parametre de I’EDS (1) : B par la méthode du maximum ¢
vraisemblance. Mais pour cela, une structure statistique est nécessaire pol
résoudre le probléme d’estimation.

IV - ESTIMATION DU PARAMETRE 3 PAR LA METHODE DU
MAXIMUM DE VRAISEMBLACE :

L’équation (1) est une EDS du type It6 en fonction du taux
d’investissement qu’on supposera constant est égale a 1** Le parametre 3
figure dans I’équation (I) comme paramétre inconnu qu’on propose d’esti
par la méthode du maximum de vraisemblance. Mais le probléme d’estim
nécessite la construction d’une structure statistique.

4.1 constructions de la structure statistique :

avant de construire la structure statistique des définitions, des théoréme
seront énonces et pour plus de détails on renvoit a [13]
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Définition 3 : on défini les espaces :

C+ = {espace des applications continues de [0, T] - R }.
St = tribu sur C engendreé par les applications 7, : x - x, ,t>0

Le théoreme suivant donne la possibilité de définir des lois de probabilité
équivalentes pour des EDS de la forme générale :

X, - {e)1((x,t)dt+b(x,t)dwt
0= X

Mais avant d’énoncer ce théoréme que veut dire lois équivalentes?. On ré
cette question par la définition suivante :

Définition 4 : (probabilité équivalente)
Soit (Q,A, P) un espace de probabilité. Une probabilité Q sur (Q,A) est
absolument continue par rapporta P si :
VAeA P(A)=0 = Q(A)=0

Ce qui veut dire que Q est absolument continue par rapport a P si, et si
seulement s’il existe une variable aléatoire Z a valeurs positives ou nulles
(,A) telle que :

VAeA Q(A)= j Z(@)dP(w)
A
Z est appelé densité de Q par rapport a P et parfois notée dQ/dP.
Les probabilités P et Q sont dites équivalentes si chacune d’elles est
absolument continue par rapport a P, de densité Z, alors P et Q sont
équivalentes si et seulement si P(Z > 0)=1.
On énonce le théoreme de GIRSANQV pour plus de détails on renvoie a

Théoréme 2 : soit a(.),b(.) des applications mesurables telles que :

Al: b(.) estinversible.

t
A2 : I’équation différentielle stochastique z, = jb(z)dws admet une solutio
0

faible unique.
A3: Na(.)HZ < 400 vT>0
0
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Ad: Qf {jb(.)2 < +oo} -1 vT>0 ot Q désigne la loi de la soli
de I’équation dZ; = b(z)dw; .

Le systeme (3.12) admet une solution faible si et si seulement siona:

VT>0:E {expﬁbl(.)a(.), bl(.)dﬂs>—;jb1(_)a(_)2ds} =1

de plus il y a unicité de la solution faible et pour tout T >0 les lois P;,; Q;
équivalentes, la densité est donnée par :

t

dpa,b T . . 1T o 2
o :exph(b ()a().b (.)d7z5>—§£ [ (a0 dS}

Pour I’application du théoréme il faut assurer I’existence d’une soluti
faible du systéeme (3.15). Pour cela, on donne dans la suite les conditions
nécessaires pour assurer I’existence et I’unicité d’une solution forte de
(3.15).(existence d’une solution forte implique I’existence d’une solution

Théoreme 3 : soient a(.),b(.) deux fonctions mesurables telles que :
vV Xy € R:
1- la(x)-a(y)|+[b()—b(y)|<K

2—[a(x)[< K(l+\x\)
Io(l<K(@+x)

X-y

K ,K’ sont des constantes
Si 1 et 2 sont Vérifiées le systeme (3.15) admet une solution forte unique |
slrement a trajectoires continues.

Apres la définition de ces outils mathématiques nécessaires pour la
construction de la structure statistique on va les appliquer pour le systéme

4.2- Existence et unicité de la solution du systéme (1) :

On pose dans I’EDS (1) : I,=1*; on obtient ainsi:
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dX,=—1"dt+8,/1" X, dW,
.................... (1)
XO:x

I : est le taux d’investissement supposé constant.

Vérifions les conditions 1 et 2 du théoréeme 2 pour le modéle défini par le
systéeme (I11) sachant que :

aX)=-1";  b(X)=BI*x
condition 1 :

vV oxyeR*: [a(x)-a(y)+|b(x)-b(y)<K|x-y]|
la(x)-a(y)|=-I1*+1*|=0
[bO)-b(y)= BVI*X = B1* y|=| AV |x=fY]........3.16)
soit f(x)=vX
f est une fonction continue dérivablesur SR™ d'aprés le théoréme des accroissement finis:
dce R* tq:
f()-F(Y)=(x-y) () =X—/y=(x-y)f(c)
:‘&—\/ﬂz\x—y f(c)
:\&—\/ﬂs\ x—y| [ (c)+{x-Y|
(3.26)={b(x)-b(y)<| BV x-y] [ (c) | x-])
sq JT*\ \f'(c)\+‘ﬁ\/l»*‘)\x—y\
<K [x-y|
ainsi la condition 1 est verifiée

condition 2 :

00 = T75] = 4T 3] = |41 5] <[ 4] [ +] 547
< | V1] (+[4)

Aussi la condition 2 est vérifiee donc le systeme (111) admet une solution
en trajectoires et cela implique aussi I’existence de la solution faible.

Finalement on peut définir la structure statistique de la fagon suivante :
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[ Commentaire [MSOfficel]:

Les équations différentielles stochastiques en finance ; Chapitre 3 Détermin
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4.3- Structure statistigue et probléeme d’estimation :

On observe sur I’intervalle [OI,T] , T >0 une fonction continue (X;)tso.

suppose qu’il existe ,8 I’élément d’un ensemble de paramétre ® — R , ,5’

dit «estimateur de B».

Proposition 4 :

Pour tout € ® et tout T >0 les lois de probabilités P],Q" sont équival
et la dérivée de RANDON-NIKODY NE est donnee par :

T * T *
L =exp _[—l I—dzzS +£J‘i2*l—ds
dQ s\~ 2. B° =&

0 0 S

de plus relativement a P;,Q" ,m est solution de I’équation (l11) pour le
processus de Wienner (Ny);>o définie par :

N ﬁt—‘[l*ds

1 T
t ﬂ\/l*x( : J
Ou P; désigne la loi de probabilité de (X;);o solution de (IlI).

Preuve :

D’apreés le théoreme 2, I’équation (111) admet une unique solution forte dc
faible et I’équation :

dX, = v xI7dW,
admet une solution faible de plus les hypothéses A1,A3 sont vérifiées car

Al : b(x) est inversible parce que =0, I #0 et b™(x) = est bien ¢

1
NS
.

.ﬂa(x)\zds < +oo est Vérifier car:

. 0
A3: " .
_ﬂa(x)\ ds = _H— I
0 0

2 .
ds=1"T < +w

On peut appliquer le théoreme 2 pour I’équation (I11) c’est a dire que les |
P;,QT sont équivalentes eton a:
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dPT T * *
L =exp _|.—i I—dzzS +1_|'i2*l—ds
dQ A 27 B°

S S

Ainsi on peut estimer le paramétre  dans la structure : (CT,ST P;.Be @)

Apreés la construction de la structure statistique on utilisera la méthodk
maximum de vraisemblance pour estimer f3 .

4.4 — Estimation du paramétre (3 par la méthode du maximum de vraisem|

La méthode du maximum de vraisemblance (MMV) consiste a cherch
I’existence d’une statistique g telle que :

dPt (x) T
dP, (x
r qup S

dQ’ pe dQT
Dans certain cas cela se traduit par :

d(Iog dpﬁ (TX)Jzo ,XeC;
dg dQ

on définit :

L+ (B,.) : fonction log vraisemblance.

LY (B,.):La premiere dérivée de Lt (j,.) Par rapport a .

L? (B,.): La deuxiéme dérivée de Lt (B,.) Par rapport a 8.

On calculera pour I’équation (I11) les fonctions définies juste avant, on tr

dPT\ T ~ T
_ Aol ] 11 1
LT(ﬂ")_IOQLdQT]_I_ﬂ 707 5] o O

0

aussi :
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dL; (8.)
dg

1 " 1517
R

LY (B.) =

encore :

dL‘Z) (,3 )

{3 i)

on présentera dans le paragraphe suivant, la proposition qui nous donne
I’estimateur S du paramétre S trouvé par la méthode du maximum de
vraisemblance.

LY (B.) =

Proposition 5 :

L’estimateur 3 de I’équation différentielle stochastique définie a travers
systeme (I11) est donné par :

preuve :
cherchons I’estimateur de (3 :
L9(5,) =0 @d“(lf") ~0

1 T
“linen el
I’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre 3 :
A T I * T I - -1
B1= (—jds]. j\fdns , pour tout T
07s o\ 7s
Remarque :

L’estimateur 5 1 peut étre simuler, et exploité statistiquement (voir [11]).
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conclusion :

on vient de tirer de ce chapitre trois résultats importants, qui seront utili
dans le chapitre suivant. La simulation des instants de premiers passage a
que la simulation de I’investissement productif seront les objets principau
chapitre suivant.

La formule explicite de I’investissement productif sera utilisée pour
I’implémentation d’un programme informatique pour comparer entre deu:
résultats : le premier est théorique trouvé par cette proposition et le deuxi
empirique qui est I’estimateur de I’investissement productif.
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Dans ce chapitre, on étudiera I’application des résultats trouvés
théoriguement dans le chapitre 3, pour le modeéle décrit a I’aide du systeme
d’équation différentielle stochastique :

dth—Itdt+ﬂ ItXtdWt
XO:x

Au début de ce chapitre, on déterminera une forme explicite de I’estimateur
de I’investissement productif qui est la valeur que I’investisseur devrait disposer
pour accomplir son projet d’investissement. Cette valeur est le résultat principal
tiré du chapitre précédent. On simulera ainsi deux échantillons de
I’investissement productif : le premier théorique, trouve par la formule théorique
indiquée au chapitre 3 et le deuxiéme empirique trouveé par I’estimateur de
I’investissement productif. Pour la validation des résultats, des tests statistiques
seront utilisés afin de comparer entre les deux échantillons.

La simulation des deux échantillons nécessite la simulation des temps
d’arréts permettant d’estimer leur densité par la méthode non paramétrique du
noyau.

Il est a noté que pour tous nos programmes, nous utiliserons des genérateurs
de random et de variables gaussiennes propre au langage MATLAB.



1. Estimation de I’investissement productif :

Dans ce paragraphe on estimera I’investissement productif afin de pouvoir en
simuler un échantillon empirique.

Rappelons que dans le chapitre 3, nous avons défini I’investissement productif
par la formule suivante :

— T_ —rt -rr
F(x)—orgl?;(lExu | e"dt+Ve j ............... (1)

Nous avons trouvé une forme explicite de (1) donnée Par :

F( ) {Clelz|v(2\/—)+C2Xv/2Kv(2\/—)+C3 SI X< X~

avec:
I(.}K.(.x sont les fonctions de bessel modifiées de deuxiéme espéce d'ordre v.

v=l+2-

[
2r
b= 2
Co=—1
-

x=: valeur critique solution de I'¢équation F(x)=0

Coxorz (24 J CoxeKo(24ox - Ca=0

Les constantes C.,C. sont données par :
2b3

C. ( +V W)

Kv—l 2’\/ bX*

C=C
' i Iv—l 2\/bX*

(4.1) est la valeur théorique de I’investissement productif qu’on programmera.
Mais pour exploiter le résultat (4.1), on fera une estimation de F(x). Et a I’aide
de test statistique : on comparera les deux résultats trouvés autrement dit : est-ce
que la valeur estimée se rapproche t-elle de la valeur théorique ?



Mais avant cela, on donnera dans la proposition suivante une forme

explicite de I’estimateur de I’investissement productif :
Proposition 1 . pour un x donnée (X,=x) un estimateur de I’investissement

productif est donnée par :

If(x):(%+v)sx—% Si X<X

avec :
x* :valeur critique (voir chapitre 3).
M —rrix
De
_i=0
SX—T.
Preuve 1 :

L’équation (4.1) est la définition de I’investissement productif. On définit la
fonction :

F(x1)= EXU— l.e"dt +Ve‘”)

0
supposons que I’investissement I, comme taux constant appartenant a [0,1].

F(x) = maxF(x 1)

0<l¢<1

Il suffit de maximiser la fonction F(x,1). développons F(x,1) :

F(x,1)= EXU le ‘”dt+Ve‘”) EX(:T re‘”dt+Ve‘”j
0
=E (IF ”]S+Ve ”):E [e rr}|+ve rz-)
el the b))

AL L o b oo
=I((%)Ex(e—”%%)fva(e—”) ................... (42)

cette fonction est linéaire en | donc, elle atteint son maximum pour I=1 si :

(lex(e-”)—l >0

r



On supposera alors I=1 dans la suite et pour tous les programmes suivants. on
obtiendra :

F(x,l):(%JerEx(e‘”)—% Six<x

On rappelle que X est la valeur critique : solution de F(x)=0 déja définie au
chapitre (3).

La variable t est comme on la déja défini par le premier instant de passage de
zéro, I’estimateur de E,(e™") peut étre donné par :

ou :
(rlx,z'%(,....,rl)\(/l )est un échantillon de T donné par simulation sachant X,= x
ainsi I’estimateur de I’investissement productif sera la fonction :

ﬁ(x):(%Jrv )SX—% Si X<X ........ (4.3)

Remarque 1 :

Pour programmer la fonction If(x) , cela nécessite, d’apres la formule (4.3), la

simulation d’un échantillon de temps d’arréts relatif au processus solution de
I’EDS (1). Ceci se fera aprés la simulation des trajectoires : solution de I’'EDS
par la méthode de discrétisation (voir chapitre 1). En premier lieu le choix de la
valeur initiale « x » est important. Cette valeur ne doit pas étre supérieure a x*
valeur critique solution de I’équation F(x)=0.(voir chapitre 3).

Chercher x* solution de F(x)=0, nous donnera la possibilité de choisir le point
initial de nos simulations. Cette démarche sera I’étape 1 de notre programme
principal qu’on introduira dans le paragraphe ci-apres :

2. programme de simulation:

Etape (1) : (détermination de la solution de I’éguation F(x)=0)



On détermine X~ par la méthode numérique connue sous le nom de
«dichotomie » qui consiste a chercher x dans I’intervalle | = [a,b] de la maniére
suivante :

Soit: apy=a
bo =b
Co = (ath)/2
Si f(ap)*f(co) <O onpose:a;=agetco=Dh;
Sinon f(ag)*f(cg) >0 onpose:a;=coetby=by etc, =(as+ by)/2.

Refaire le méme test, ainsi on obtient une suite d’intervalles [a, , b,] avec :
cn=(a, + by)/2.

Fixons un epsilon () assez petit, et lorsque :

3 notq:‘f(cno) <&

La solution est donnée par : X =Cng

Apres la détermination de x*, on choisira la valeur initiale inférieure a x*
pour la simulation des trajectoires solution de I’EDS (I) par la méthode de
discreétisation. Qu’on introduira dans le paragraphe suivant :

Etape 2 : ( simulation des trajectoires X;)

La méthode de discrétisation reste toujours le meilleur moyen pour simuler les
trajectoires solution des EDSs du type (I) surtout lorsque la solution exacte est
difficile a déterminer. (pour plus de détails voir chapitrel)

On définit le schéma de discrétisation suivant :

XO:X

{Xi+1=xi_'Ai+ﬁ\/'Xi AiGija

- Leterme Gj,; est la gaussienne qui suit une loi normale centrée réduite.
Rappelons aussi que A; est le pas de discrétisation. (A; = tis; - t;).

- L’expression ./A;G,.,devient une variable normale centrée et de variance At.

c’est cette variable qui substituera I’accroissement du mouvement brownien.
- Le taux d’investissement | est égale a 1.
- Lavaleur initiale x, est fixée a I’étape 1 du programme.
- On choisira un pas de discretisation égale a 1/1000.



- Le parametre de I’EDS (1) qui est 3 prendra la valeur 0.63.

Résultats et graphes :

La simulation du modele (1) illustrant les résultats de la simulation par
rapport au temps discrétisé en pas équidistants a donné la courbe suivante :

courbe du codt actualise
016

0.15 .

0.14 4

013 ' .

012 .

.11 .

coiit
actualisé 01} -
normalise

0.0% 7

0.08 .

0.ov

| | | | |
0 200 400 600 00 1000 1200
temps discritise

Figurel : simulation du co(t actualisé du projet. Le coQt ici est simulé sur
1000 pas égale a 1/1000, par I’usage du schéma de discrétisation.

La simulation des trajectoires, solution du systeme (1) nous donnera la
possibilité de simuler les instants de premier passage (temps d’arrét). Cette
simulation sera développée dans le paragraphe suivant.

Etape 3 : (simulation des temps d’arrét)

Nous allons déterminer le premier temps de passage des trajectoires simulées
dans I’étape précédente par une valeur donnée qui soit proche de 0 par exemple
0.0l.i.e:

r=inf{t/ X, =0}~ {t/ X, <0.01}

Pour obtenir un échantillon de temps d’arrét. On propose de générer cent
trajectoires de méme valeur initiale et déterminée les premiers instants de
passage de ces trajectoires de I’instant 0.01.



On obtiendra ainsi un échantillon de temps d’arrét relatif a I’EDS (1) de taille
M=100 qui sera utilisé pour estimer I’investissement productif. Mais avant cela
on propose d’estimer la densité de la variable aléatoire temps d’arrét t relatif au
processus X; solution de ’EDS (1) (pour plus de deétails sur cette méthode voir
annexe). Rappelons que dans le chapitre 3, nous avons trouves la loi de
probabilité de la variable aléatoire t qui parait tres compliqué, pour cela on
propose I’estimation de la densité de cette variable par Ié méthode du noyau.
Estimation non paramétrigue des instants de premier passage :

La densité du noyau pour la variable aléatoire t est donnée par la formule
suivante :

\2
A5

1 . échantillon observer par simulation de taille 100.
K(.) : densité du noyau, on a choisi la densité symétrique de la loi normale.
N=200.
h:0.5.
(X1,X2,.....Xn) : L’echantillon qui subdivisera [t(), Tm)] -
On obtiendra ainsi une densité non paramétrique des instants de premier

passage. L’ implémentation de cette méthode donne le graphe suivant :
LA DENSITE ESTIMER PAR LA METHODE DU NOYEAU

A 14 1
f(r)=—) — e
®) nhizz;‘\/Zzz

0.8

0.7r .

06 .

DEMSITE
o o [} o
[ [} N o
1 1 1 1

[
=
1

D 1 1 1 1 1
0.5 1 1.5 2 25 3

TTemps darnst

Figure 2 :Densité estimer par la méthode du noyau de la variable aléatoire
temps d’arrét avec un choix de h égale a 0.5.
L’échantillon de temps d’arrét trouves par simulation sera utilisé pour
I’estimation de I’investissement productif. Repris dans le paragraphe suivant :
Etape 4 : (simulation de I’estimateur de I’investissement productif)

Pour un « X 1» (Xo=X1) fixé au depart inférieur a x* solution de I’équation

_ T - X1 X X - N
F(x)=0. soit I’échantillon (z,%,7,1,..... r,v}) simuler a I’étape 3 du programme
principal et d’apres la proposition 1 ona:



M X1

z —r7;
ﬁ(><1)=(\/+% )—i=1eM —%.

Cette estimation se fera cents fois pour obtenir un échantillon d’estimateur de
I’investissement productif pour le méme point initiale x; afin d’obtenir un
échantillon d’estimateur de I’investissement productif noté :

(). 0. o)

Pour reduire les erreurs de simulation, on calculera la moyenne empirique de
cette échantillon pour en tirer une valeur représentatif. Donc pour X,=X; Soit :

100 .
. ;Fi (%))
_ 1=
F0)="100
On répétera cette démarche cent fois pour des valeurs différentes de

Xo=(X; ..o, iNférieure a x*. a la fin on obtiendra un échantillon de I’I.P estimé
donné par :
100, 100 . 100 .
. Z;Fi(xl) ZiFi(XZ) _ZiFi(Xloo)
- I= = =
Fpestime | oo

Nous obtenons dans la suite aussi I’histogramme de I’investissement moyen
productif estimé, par I’usage du logiciel MATLAB.

histograme de I'P estime

20

effectif
=
1

AH -

2 H -

_| 1

0
a9 9 9.1 92 8.3 94 95 96 = =N 99
P estimé

Figure 3 : histogramme de I’investissement productif estimer de taille 100




Parallelement au calcul de I’estimateur de I’investissement productif, on
simulera aussi un échantillon de I’investissement productif par I’'usage de la
formule (4.1) trouvé dans le chapitre3. pour former un échantillon théorique de
I’investissement productif qu’on introduira dans le paragraphe suivant :

Etape 5 : (simulation de I’investissement productif théorique)

L’expression (4.1) est la valeur théorique de I’investissement productif
C;, C, sont des constantes bien définies auparavant.

Pour les méme valeurs initiales (x, )1<i<100 on calculera, I’investissement

productif theorique et on obtient un échantillon noté :
F pivtorique=(F0L).F (05)F ()
t.q:

FO)=Cp /21, (2% %"/ 2K (2,05 J+Cg vvv..pOUI 1<i100

Nous obtenons dans la suite aussi I’histogramme de I’investissement productif
théorique, par I’usage du logiciel MATLAB.

histograrmme de I'.P théorigue
25 T T T T T T

20 .

15 .

effectif

10 .

1]
4 8.1 8z 8.3 84 9.8 896 87

LLF thearique
Figure 4 : histogramme de I’investissement productif théorique de taille 100.
Pour des considérations économiques, On presentera dans le graphe suivant les
deux courbes de I’investissement productif estimé et théorique :
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les deux courbes de I'L.P estime et theorigue
99 T T T T

— |.P theaorigue
—— | P estime

97r .

o
()]
T
|

et
lp théarigue
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T
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Figure 5: les courbes des deux échantillons empirique et théorique de
I’investissement productif (1.P) de taille 100.
Commentaire 1 :

On remarque que la courbe de I’investissement productif se rapproche de la
courbe de I’investissement théorique. Les deux échantillons varient dans le
méme intervalle.

Dans la suite, on appliquera la méthode non paramétrique du noyau (voir
annexe) pour estimer les deux densités de I’investissement productif empirique
et théorique pour les deux échantillons simulés auparavant.

3.estimation de la densité du noyau pour I’l.P estimé et théorique :

Les densités estimées par la méthode du noyau sont données par :

1?(|£)_ Z l[ F;Xi J

i=1

~ _Ln 1 _E
f(F)_nh;ﬂ e
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avec .

F : échantillon observé par simulation de I’investissement productif estimé
de taille 100.

F : échantillon observé par simulation de I’investissement productif théorique
de taille 100.

h =0.5.

(X1,X2,....Xp) : échantillon qui subdivisera [If (1) F ol [Fay.Fm]
respectivement.
n=200.

Dans le graphe suivant on présentera les deux densités du noyau, par I’usage du
logiciel MATLAB :

densité de I'IP estimée et théarigue trouve par la méthode du noyau
I:IB T T T T T T

— |lpestimé

0.7 -
—— |.P theorigue

04r

densité

0.3r

0.2r

01

|:| | | | | |
7.5 g 8.5 3 9.5 10 10.5 11

|.P estime et thearigque

Figure 6 : densité estime par la méthode du noyau des variables aléatoires
|.Pestime et théorique avec un choix de h égale a 0.5.

Commentaire 2 :

On remarque que les deux densité sont tres proches. Cela veut dire que la
densité de I’l.P estimé se rapproche de I’l.P théorique, car en multipliant les
simulations, le simulateur engendre des erreurs qui disperse les deux
échantillons.
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Finalement on utilisera un test statistique basé sur les données déja trouvées par
simulation pour valider les résultats trouvés.

4.Application des tests :

Nous allons appliquer le test de Kolmogorov Smirnov (pour plus de details
sur cette methode voir annexe) aux deux échantillons comportant 100 valeurs.
Ces échantillons sont construits aprés simulation de I’investissement productif

empirique F et théorique F de taille cent.

Les tests seront effectués a I’aide du logiciel statistique SPSS. Afin d’obtenir
réponse a la question suivante : est-ce que les deux échantillons issus de la
simulation de I’investissement productif estimé et théorique ont la méme
distribution ?

Résultats donnés par le test de KS :

L application du test de KS sur les deux échantillons de I’investissement
productif empirique et théorique a donner les résultats suivants :

Taillel Moyenne Ecart-type, Minimum  Maximum
Echantillon 100 9.29 0.1 8.9097 9.7484
estimeé
Echantillon. 100 9.25 0.1 9.0075 9.6020
théorique

On voie bien quand terme de moyenne les moyennes se rapprochent bien, et les
deux échantillons varient presque de la méme facon.

Résultats donnés par le test de Kolmogorov smirnov pour I’échantillon de I’1.P
estimé :

Statistique de Kolmogorov Z = 0.577.

Seuil de signification asymptotique = 0.893.

On accepte que I’échantillon de la simulation de I’investissement productif
estimé suit une loi normale de moyenne 9.29 et de variance 0.1 au seuil de
signification 0.893.

Résultats donnés par le test de Kolmogorov Smirnov pour I’échantillon de I’1.P

théorique :
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Statistique de Kolmogorov Z = 0.503.

Seuil de signification asymptotique = 0.962.

On accepte que I’échantillon de la simulation de I’investissement productif
théorique suit une loi normale de moyenne 9.25 et de variance 0.1 au seuil de
signification 0.962.

Commentaire 3 :

Les résultats donnés par le test de KS confirment qu’on accepte I’hypothese
que I’échantillon issu de la simulation théorique et I’échantillon issu de
I’estimation suivent la méme distribution avec un faible niveau de signification.
Mais on remarque que les résultats des tests d’ajustements appliqués a
I’échantillon de I’l.P estimé a donné un niveau de signification inférieure a celui
donné par le test de I’échantillon de I’l.P théorique Cela était prévisible,
donnons les raisons principales de ces résultats :

1) Les erreurs engendree sont dles, en générale, au simulateur dont la
pertinence de I’approximation dépend de plusieurs parameétres (choix du
pas de discrétisation, ou simulateur lui-méme).

2) La methode de discrétisation, car en discrétisant I’intégrale stochastique
on perd I’information sur les trajectoires du mouvement brownien. Ceci
génere donc une erreur d’approximation.

3) Le choix du point initial « x » qui est inférieur a x* déterminé apres la
résolution numérique de I’équation F(x)=0 par la méthode numérique
(dichotomie) qui est aussi une méthode d’approximation.

4) Le choix du paramétre de I’EDS : B.

Pour améliorer les résultats trouvés on propose quelques solutions :

1) Utiliser un simulateur assez puissant de taille assez grande, il peut étre a
concevoir des générateurs appropriés.

2) Utiliser des schémas plus exacts : ajouter des termes dans le reste de
I”intégrale stochastique pour avoir plus de précision (voir chapitre 1).

3) Estimer le paramétre de I’EDS 3, et I’incorporer dans la simulation des
trajectoires.

4) Utiliser autre méthode de résolution numerique de I’équation F(x)=0 pour
mieux approché x*.

C’est ainsi quand peut améliorer nos simulations.
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Conclusion :

Le programme informatique développe dans ce chapitre, permet a
I’investisseur de construire sa regle de decision en calculant la valeur de
I’investissement productif.

Par ailleurs, nous avons vu comment la simulation aboutissait a I’étude
statistique des premiers instants de passage relatif au modele étudié. Cette
simulation nous a permis d’estimer une densité empirique pour ces temps
aléatoires, dont I’importance est I’utilité sont non des moindres pour les acteurs
financiers.

Pour conclure, nous dirons que la simulation, a permis d’appliquer la theorie
de facon concrete, et par conséquent, de mieux maitriser I’usage qu’on peut faire
de I’informatique dans les questions propres a I’investissement dans le monde de
la finance.
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Conclusion générale

Le monde de la finance présente plusieurs phénomeénes incontrolables, en
particulier I’investissement dans de grands projets. Ce qui a fait I’objet
principal de notre recherche par I’étude d’un modele financier exprime a
I’aide d’une équation différentielle stochastique du type Itd. La regle de
décision effectuée dans ce travail est un outil indispensable que I’investisseur
utilisera pour décider de continuer ou d’abandonner son projet
d’investissement.

La simulation élaborée sur ce modele, permet d’en sortir avec plein de
renseignements et d’informations sur I’analyse mathematique et statistique du
taux d’investissement. Et cela par I’étude des courbes du taux, de
I’investissement productif.

Par ailleurs, nous avons vu comment la simulation aboutissait a I’étude
statistique des premiers instants de passage relatif au modele étudié. Cette
simulation nous a permis d’estimer une densité empirique pour ces temps
aléatoires, dont I’importance est I’utilité sont non des moindres pour les acteurs
financiers.

Pour conclure, nous dirons que la simulation, a permis d’appliquer la théorie
de facon concréte, et par conséquent, de mieux maitriser I’usage qu’on peut faire
de I’informatique dans les questions propre a I’investissement dans le monde de
la finance.
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annexe

Annexe :

1/fonctions cylindriques :

a/fonction de BESSEL :

Equation de Bessel :

X2 U"+X u'+(x2—v2)u=0
admet la solution:
u=Z,(x) : fonction cylindrique d’ordre v.

b/ équation de LOMMEL :

\P"+—1—§0‘\P'{(ﬂm_l)ﬁaz;"” ’ }‘P:O.
2

admet la solution:
Y(X)=XoZu(LX,)
tq:

Z.(5%,): compose de fonctions de BESSELS MODIFIERSd'ordre v de premiére

et deusiéme éspéce: Iv(x); Kv(x).

Relations entre les fonctions de Bessel modifiées :

|, ()-1,(x)

KV(X):Z sinzv
K_,(X)=K,(X).

Développements en séries :

5™

L00= 2, FiF (k)
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Relations de récurrence et formules de dérivation :

1, 1001, ;00=251,09).

I, ()+1, ,(x)=2I' (X).

K, 100K, ,109=—37K (¥).
K, 1(0)+K,,,(X)==2K' (X).

Comportement asymptotique pour X—oo :

L0
Kv(x):\/zl:e‘xb+o(%)]

2/ test de Komogorov-Smirnov :

Le test de KS est un test non paramétrique qui vise a déterminer si les
fonctions de répartitions de deux populations sont identiques. Il peut étre utilisé
comme test d’adéquation. Dans ce cas, on est en présence d’un seul échantillon
tiré d’une population dont la fonction de répartition est F(x). sont but est de
déterminer si la fonction de répartition inconnue F(x) est en fait une fonction de
répartition spécifique et connue F(x).

les hypotheses de test sont les suivantes :
Cas bilatéral :
Ho: F(X) =G(x)  pour tout x.

Hi: F(X) = G(X) pour au moins une valeur de X.

Cas unilatéral :

Ho : F(X) < G(X) pour tout x
Hi : F(X) > G(X) pour au moins une valeur de x.

Cas unilatéral :
Ho : F(X) >G(x) pour tout x
Hi : F(X) < G(xX) pour au moins une valeur de x.
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On note G(x) la fonction de répartition empirique de I’échantillon aléatoire, les
tests statistiques sont les suivants :
T, = sup|F (x) - G(x)|

T, = sup[F(x) - G(x)]
T, =sup[G(x) - F(X)]

Ce test est defini comme étant la plus grande distance verticale entre les deux
fonctions de répartitions empiriques.

Regle de décision :

Rejeter Hq au seuil de signification o, si T, (ou T,,T3) est supérieur a la
valeur de la table de KS ayant pour paramétre n (taille de I’échantillon)
1-a c’est a dire : T, (0uTyT3)>thig.

Nous allons dans la suite présenter une bréve présentation d’une méthode
connue sous le nom «méthode du noyau » pour estimer de la densité.

3. méthode du novyau :

Soit un échantillon (X1,Xa,.....Xy). I’estimateur de la densité f par le noyau K
a la forme suivante :

Ou K est la densité noyau (convenable), et h est le paramétre de lissage (ou
largeur de la fenétre). En générale, la fonction noyau K est une densité
symeétrique (densité é normale, densité béta).

Il existe plusieurs criteres sur le choix de h, les plus connus sont : MSE et
MISE, qui doivent étre minimiser si I’on veut trouver un bon estimateur de la
densité f.

Il existe aussi un critére trés connu qui est le critere de silverman qui consiste a
prendre en considération le nombres de modes ou points d’inflexion.

101



Les équations différentielles stochastiques en finance ;
conception d’une regle de décision pour un investissement productif Bibliographie

BIBLIOGRAPHIE :

[1] Avner Friedman. Stochastic differential equations and applications. Volume
1. Academic- press, 1975.

[2] Avner Friedman. Stochastic differential equations and applications. Volume
2. Academic- press, 1976.

[3] D. Lamberton, B.Lapeyre, introduction au calcul stochastique appliqué a la
Finance. Ellipses,1991.

[4] Elena.v.boguslavskaya (1998) optimisation of long-terme irréversible
investments in diffusion model. RAND journal of Economics 20,331-343.

[5] E.Pardou, D.Talay, discretization and simulation of stochastic differential
equation, acta applicandae mathematica, 1985.

[6] Encyclopaedia Universalis France. Théorie des martingales, Encyclopaedia
Universalis France S.A,1997.

[7] Handbook of mathematical functions withs formulas, graphs, and
mathimaticals tables/ Ed. By M.Abramowitz and I.A.Stegun, national bureau of
standart. 10 th print. New york : wiley-Inerscience, 1972, 1046 p.

[8] I.1.Gihman, A.V.Skorohod. Introduction a la theorie des processus aléatoires,
Mir,1980 .

[9] I.Karatzas,S.E.Shereve, brownien motion and stochastic calculs, Springer-
Verlang, New-York,1988.

[10] K.Boukhetala modelling and simulation of a dispersal pollutant with
attractive center. In computer methods and water resources IlI.

[11] K.Boukhetala identification and simulation of communication system
magreb math. Rev, vol 4 N°2 pg 55-79 1995

102



Les équations différentielles stochastiques en finance ;
conception d’une regle de décision pour un investissement productif Bibliographie

[12] K.Boukhetala application des processus de diffusion et probléme
d’échantillonnage. These doctorat d’état U.S.T.H.B.1998.

[13] K.Boukhetala estimation des parameétres d’une équation différentielle
stochastique. These de magistere. USTHB.1984

[14] Khoan Vo Khoac Ellips. Estimation et tests paramétriques et non
paramétriques. Paris : Ellipes 1985.

[15] N .Bouleau, probabilité de I’ingénieur, Hermann,1986.
[16] N.Bouleau, processus stochastique et applications, Hermann, 1988.

[17] R.Pindyck investments of uncertain cost , J. of financial economics
,34,(1993),53.76

[18] Tarek-Benakila, Zahir Hammoutene, simulation des modeles de taux
d’intérét en finance, projet de fin d’étude encadre par K.Boukhetala USTHB
1999.

[19] V.Ouvarov ;A-NIKIFOROV.. Fonctions spéciales de la physique

mathématique. Trad du russe par V.Kotliar- Alger : office des publications
universitaires, 1987.

103



	1 pageMER
	2 sommaire
	3 Introduction
	Introduction

	5 chpit1
	Définition 4 :

	6 chapitre2
	La théorie financière élémentaire suppose que les marchés financiers sont efficients, c’est à dire que les prix des titres reflètent à chaque instants toutes les informations pertinentes disponibles. Sur un tel marché, toute nouvelle information e...
	Nous trouverons donc, dans le paragraphe qui suit, un cheminement    logique, qui démarre de la description des aspects  essentiels des actifs financiers (actifs sans risque / actif risqué ), et aboutit à la liaison entre les deux notions, l’...
	Revenons maintenant aux modèles de marchés discrets introduits au paragraphe 1. on aboutira à la liaison entre les deux notions, l’une économique et l’autre mathématique. Qui sont : arbitrage et martingales.
	Le contenu de ce chapitre présente les idées essentielles nécessaires pour écrire les modèles financiers sous formes d’équations différentielles stochastiques. Ecrire ces modèles sous forme d’EDS nous donne la possibilité de les mettre en œuvre sur...


	Expression    du     modèle
	Modèle      de     taux
	Vasicek  généralisé
	Cox-Igrosoll-Ross
	Ho-Lee
	Hull-White

	7 chpitre 3
	( = inf { t (0 ; Xt =0} : durée probable pour compléter le projet
	UDéfinition 1U :
	Soit : u(x,t) =
	On remplace a(x,t), b(x,t) on obtient :
	pour IRtR=  :
	On présentera dans le lemme suivant, les démarches à suivre pour calculer
	ERxR(eP-r(P).
	ULemme 2U :
	Soit ( la variable aléatoire  « temps d’arrêt » définie par :
	( = inf { t (0 : XRtR = 0 }
	UEcrire le développement de F(x,1) au voisinage de 0 :
	On utilisera des propriétés des fonctions de bessel on renvoie à l’annexe
	UEcrire le développement de F(x,1) au voisinage de +( :
	ULemme 4 U:  la constante CR2R figurant dans le système (3.14) est donnée par :
	b= .
	v= .
	(.) :la fonction gamma.
	UPreuve 4 :
	b= .
	UDéfinition 4U : (probabilité équivalente)
	Z est appelé densité de Q par rapport à P et parfois notée dQ/dP.
	On énonce le théorème de GIRSANOV pour plus de détails on renvoie à [13].
	A3 :
	K ,K’ sont des constantes
	IP*P : est le taux d’investissement supposé constant.
	UProposition 4 :
	UPreuve :
	A3 :

	ch4.1
	Dans ce chapitre, on étudiera  l’application des résultats trouvés théoriquement dans le chapitre 3, pour le modèle décrit à l’aide du système d’équation différentielle stochastique :
	F(x) =

	ch4.2
	ch4.3
	9 Conclusion
	Conclusion générale

	annexe
	URelations entre les fonctions de  Bessel modifiées :
	UDéveloppements en séries :
	URelations de récurrence et formules de dérivation :
	UComportement asymptotique pour x(( :
	UCas bilatéralU :
	UCas unilatéral :
	UCas unilatéral :
	On note G(x) la fonction de répartition empirique de l’échantillon aléatoire, les tests statistiques sont les suivants :
	URègle de décision :
	U3. méthode du noyau :

	biblio

