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Notations

N ={0,1,2,...} : ensemble des nombres entiers naturels.
N*={1,2,...} : ensemble des nombres entiers naturels non nuls.
Z : ensemble des nombres entiers rationnels.

Q : ensemble des nombres rationnels.

R : ensemble des nombres réels.

C : ensemble des nombres complexes et C* = C—{0}.

Au(z) =307 s u,2™ : série génératrice ordinaire associée a la suite u = (uy),,~ -

o) 2"

Su(z) = D _ouny ¢ : série génératrice exponentielle associée a la suite u = (un),,5 -

© o NS e W

Pour deux nombres entiers n et k tels que 0 < & < n on note

(¥)

10. F,, (z) : n-iéme polyndéme de Fibonacci.

11. L,(z) : n-iéme polyndéme de Lucas.

12. F,, : n-iétme nombre de Fibonacci.

13. L,, : n-iéme nombre de Lucas.

14. B,(z) : n-iétme polyndéme de Bernoulli.

15. E,(z) : n-iéme polynome d’Euler.

16. G () : n-itme polynome de Génocchi.

17. B, : n-iéme nombre de Bernoulli : B, = B,(0).

18. E, : n-iéme nombre d’Euler : E,, = F,(0)

19. G,, : n-iéme nombre de Génocchi.

20. T,,(x) : n-itme polynome de Tchebychev de premiére espéce.
21. U,(z) : n-itme polynome de Tchebychev de deuxiéme espéce.

22. Pour tout nombre réel x : [x] désigne la partie entiére de x, c’est & dire I'unique nombre
entier k£ vérifiant z — 1 < k < z.



23.
24.
25.
26.

d;; symbole de Kronecker valant 1 su 7 = j et 0 sinon.
[z"] P (x) désigne le coefficient de 2™ dans le polynome P (x)
A(P(z)) =Pz +1) — P(x)

Convention : Y . = 0. Dans tout ce mémoire, on adopte la convention classique qu’une

1€ED
somme portant sur un indice parcourant ’ensemble vide vaut zéro.



Introduction

Considérons Papplication T : CN — CN qui a toute suite u = (u,,),>0 de nombres complexes
associe la suite T'(u) = u* = (u}),>0 définie par

n
w=y (Z) (—=1)*uy.
k=0
Il est immédiat de constater que 7' est un endomorphisme du C-espace vectoriel CN. Grace
a la formule d’inversion binomiale de Pascal,nous pouvons aussi affirmer que 7' est un endo-
morphisme involutif.Les valeurs propres de ’endomorphisme involutif 7" sont clairement 1 et
—1. Cela nous permet de considérer les deux sous espaces propres notés ST et S~ respecti-
vement associés & chacune de ces valeurs propres.L’ensemble S est constitué par les suites
u = (Uyp)n>o de CN qui vérifient la relation T'(u) = u, 'ensemble S~ est constitué par les suites
u = (Up)n>0 de CY qui vérifient la relation T'(u) = —u. On convient d’appeler suite de Cesaro
tout élémént de ST, c’est a dire toute suite u = (u,),>o de nombres complexes vérifiant la
relation u* = u. Cette dénomination est celle suggérée par Edouard lucas en page 259 (cf.[27])
dans son ouvrage intitulé "Théorie des nombres" paru en 1891.De nos jours, une suite de Cé-
saro est aussi appelée par certains auteurs "suite invariante par transfomation binomiale" (self
inverse or invariant séquence) ou "suite paire" (even séquence) ou suite auto-duale,la suite
u* étant alors appelée suite duale de la suite u. Les éléments de ’ensemble S~ sont appelés
suites impaires (odd séquence) ou suite inversement invariante "inverse invariant séquence".

Les ensembles St et S~ ont été étudiés par de nombreux auteurs. Sans que cette liste
ne soit exhaustive, nous pouvons citer .D. E.Knuth ([25],1973), P.Haukkanen ([20],1993),
Helmut Prodinger ([31],1993), Zhi-Hong Sun ([33],1995), Zhi-Hong Sun ([34], 2001), Zhi-Hong
Sun ([35], 2003), Yi Wang ([37], 2005), Sharon J.X. Hou et Jiang Zeng ([22],2007), Sandro
Mattarei et Roberto Tauraso ([28],2010), Zékiri et Bencherif ([40], 2011), Farid Bencherif et
Tarek Garici ([4], 2012) et beaucoup plus récemment Zhi-Hong Sun ([36], 2014).

De nombreux articles sont consacrés a ces suites souvent appelées aussi suites auto-duales,
ou encore suites invariantes par transformation binomiale. Ce mémoire est consacré a une
étude approfondie de certaines propriétés de ces suites.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré a des rappels et des compléments utiles & la
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compréhension et ’étude de certaines propriétés des nombres et polynémes de Fibonacci, de
Lucas, de Bernoulli, d’Euler et de Génocchi. Nous terminons ce chapitre par une bréve étude
des polynomes de Tchebychev.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions les propriétés de 'endomorphisme 7" du C-espace
vectoriel CN. Nous caractérisons les séries invariantes et inversement invariantes a I’aide de
propriétés vérifiées par leur séries génératrices ordinaires ou exponentielles. Nous montrons
que T est involutive, que 1 et —1 sont les seules valeurs propres de T et que 1’espace vectoriel
CN est somme direct des sous espaces propres St et S~. Nous donnons dans ce chapitre de
nombreux exemples de suites invariantes telles que la suite des nombres de Lucas (L), et
de suites inversement invariantes telles que la suite des nombres de Fibonacci (F},), -

Le troisieme chapitre est une étude de la relation d’Ettingshausen-Seidel-Kaneko. Dans ce
chapitre, on étudie de nombreuses preuves de cette relation établies par différents auteurs.
Nous étudions plus particulierement I’extension de ce théoréme aux suites invariantes et nous
énoncons et prouvons une relation analogue a la relation d’Ettingshausen-Seidel-Kaneko véri-
fiée par toute suite invariante. Nous donnons ensuite de nombreuses identités concernant des
suites de nombres ou de polynémes remarquables obtenues par application de cette relation.



Chapitre 1

Nombres et polynémes remarquables

« Les nombres de Bernoulli sont parmi les objets le plus fascinants des mathématiques. On
les retrouve en arithmétique,en théorie des nombres, en analyse et méme en topologie.»

André Joyal

1.1 Introduction

Nous rappelons dans ce chapitre les définitions et les prinicipales propriétés de certaines
suites de nombres et de polynémes remarquables. Il s’agit des suites de nombres et polynémes
de Fibonacci, de Lucas, de Bernoulli, d’Euler et de Génocchi. Nous terminons ce chapitre par
une bréve étude des polynémes de Tchebychev de premiére et de deuxiéme espece. Certaines
de ces suites de nombres ou de polynémes sont souvent définis a I’aide de leur série généra-
trice ordinaire ou de leur série génératrice exponentielle. Nous précisons cette notion dans le
paragraphe suivant.

1.2 Série génératrice d’une suite

Soit (ty)n>0 € CN. Les séries formelles de C [[2]]

Au(z) = E upz" et Su(z) = g un—z',
n!

sont appelées respectivement série génératrice ordinaire et série génératrice exponentielle as-
sociées & la suite (u,),>0. Il est facile de constater que les applications A : CN — C[[2]] et

9
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S : CN — C|[[2]] ainsi définies sont linéaires. Si u, v € CN et si A € C, on a

Auro(2) = Au(z) + Ay(2)
A)\U(Z) = )\AU(Z)

et

Suro(2) = Su(?) + Su(2)
S)\U<Z) = /\SU(Z)

Donnons deux exemples simples. Si a = (a,),>0 est la suite constante définie par
vneN a, =1,

alors la série génératrice ordinaire de a est

o0 . 1
Aa(z):Zz =1
n=0

et la série génératrice exponentielle de a est

Sa(z) = Z% =€~

n=0

Un autre exemple qui nous sera utile est le cas ol ¢ = (¢,),>0 est la suite définie par
vneN ¢, =n.

Dans ce cas, la série génératrice ordinaire de la suite (¢;),>0 est

z

A(z) = m

En effet, on a

(1—2)
La série génératrice exponentielle de la suite (¢,,)n>0 = (n)n>0 €st

Se(z) = z€”.

(1.1)
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En effet
o0 Zn
Se(z) = Znﬁ
n=0
o0 Zn—l
- ZZ (n—1)!
n=1
= ze?

1.3 Suite récurrente linéaire d’ordre deux

Soit (a,b) € C x C*, 'ensemble E des suites (uy,),>0 € CY vérifiant la relation
Up = AUp_1 + bp_o (N >2

est un sous-espace vectoriel de CY de dimension deux. L’équation caractéristique associée de
toute suite appartenant & E est

reC et > —ar—b=0. (1.2)

Si cette équation admet deux racines distinctes r; et 75, alors, une base de E est ((77)n>0, (75 )n>0).Dans
ce cas, toute suite (u,),>o de E s’écrit

u, = Ary + Brj
ou A et B vérifient les conditions
ug=A+ B et u; = Ary + Br,.

Ces deux derniéres relations permettent de déterminer A et B :

UpT2 — U
A= —
o —7
UpT1 — U2
B = ———.
rL—T2

La série génératrice exponentielle de la suite (uy,),>o s’écrit alors

oo Zn
Su(z) = Zu”ﬁ
n=0 ’

= Ae"" + BAe™"

(ugre — uy) € 2T

— (upry —ug) e

o —T
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Si I’équation caractéristique (1.2) admet une racine double 7, = r, = § alors, une base de F
est (((£)")nz0, (1 (£)")nz0). Dans ce cas, toute suite (u,),>o de E s'ecrit

u, = (An + B) (g)n

ou A et B vérifient les conditions

a
up = B et u; = (A+B)§.
Ces deux derniéres relations permettent de déterminer A et B :
2
A = —U1 — Up,
a
B = Ug.

Dans ce cas, la série génératrice exponentielle de la suite (uy,),>o s’écrit

Su(z) = ((u1 — ugg> z 4+ U[)) e

z

(SIS

En effet, on a

1.4 Nombres et polyndomes de Fibonacci et de Lucas

La suite des nombres de Fibonacci (F,),>0 et des nombres de Lucas (L,,),>¢sont définis par
les relations
FO = O, Flzl et Fn:anl—i_anZ (nZZ),
LO = 1,L1:2 et Ln:Ln—l+Ln—2 ’I’L22)
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La suite des polynomes de Fibonacci (F},),>o et des polynémes de Lucas (L,),>osont définis
par les relations

F()(I) = 0, F1<J]) =1
Lo(x) = 1, Li(x) =2 et L,(z) =

On a pour tout entier n € N

Fo(1) = Fy et Ly(1) = L,.

Les premiers polynémes de Fibonacci sont

Fo(z)=0

Fi(x)=1

Fy(x)==x
F3(I):IE2+]_

Fy(z) =2°+ 27
Fy(z)=a2"+32* + 1
Fs(z) = 2° +42° + 32

Fr(z) = 2%+ 52" + 627 + 1

Fy (v) = 27 + 62° + 102° + 4z

Les premiers polynémes de Lucas sont

Lo(l'):2
Li(z)=x
L2<ZL’):JI2+2

Lz (z) = 2° + 3z
Ly(7) = 2* 4+ 42% + 2
Ls (z) = 2° + 52° + bx
Le (v) = 2% + 62* + 92° + 2
Ly (z) = 2" 4+ 72° + 92° + 7o

Lg (z) = 2® + 82°% + 202" + 162* + 2
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1.5 Nombres et polynémes de Bernoulli

Définition 1 La suite (B,), .y des nombres de Bernoulli est définie par sa série génératrice
exponentielle

= 2" z
B,— = 1.3
Z n! e —1 (13)
n=0
Remarquons tout de suite que la relation (1.3) est équivalente a

n=1 n=0 n=0

dn1 étant le symbole de Kronécker valant 1 sin =1 et 0 sinon.

En identifiant les coefficients de z" des deux membres de I’égalité (1.2) ,on obtient

n!
Z ﬁBn = 5n,17

I+k=m

de laquelle on déduit

(Z) By — By = 001, (1.5)

k=0
La relation( 1.5) permet d’obtenir le théoréme suivant

Théoréme 2 La suite des nombres de Bernoulli vérifie les relations

n—1
1 n+1
BOZletBn:_TH—lkE:O( I )kaourn21 (1.6)

La relation (1.6) permet d’obtenir les premiéres valeurs des nombres de Bernoulli

1 1 1
By=1et 812_5’32:6’33:0’ 342—%7

On constate ainsi que B3 = B; = 0. Nous allons prouver que plus généralement,

B5:O
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on a
Bay1 =0,

Pour tout entier £ > 1. Pour cela remarquons que si on pose

P |
F(z)= nEO Bnm+§z
On a
F(z)= C i li=2 re

e—1 2 e —1

On constate aisément que F' (z) est une série formelle paire. En effet, on a

1+e7 1+ e?

F —_ = — = — et F
(=2) Ze—z—l Zez—l (2)
Il en résulte que l'on a
B,=(-1)"B, (n#1) (1.7)
On a bien donc
Bot1=0 (k>1) (1.8)

Remarquons qu’on peut déduire de la relation précédente et de la valeur de B, = % la relation
suivante qui nous sera utile

(—=1)" By = Bp+ 001 (n>0) (1.9)

Définition 3 La suite ((B,,))nen des polynomes de Bernoulli est définie par sa série généra-
trice exponentielle

(Z B, (z) ;—7:) - efi €™ (1.10)

(Z B, (x) %T) = (Z B,é—?) <an’§> (1.11)

En identifiant les coefficients de 2™ des deux nombres de [’égalité(1.5), on obtient
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n Bk xn—k
But) = 2
k=0

Remarquons que 'on a

A Taide de la série génératrice des polynémes de Bernoulli, on prouve les propriétés suivantes

VneN, B,(z)=(-1)"B,(1— )

B,(r+1)— B, (z) =na""' (n>1). (1.12)
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1.6 Nombres et polynémes d’Euler

La suite (F),)nen des nombres d’Euler est définie par sa série génératrice exponentielle
> Z" 2
E E,— = )
nl  e*+1
n=0

La suite (F,(z))nen des polynomes d’Euler est définie par sa série génératrice exponentielle

Les polynémes d’Euler Ey (z) , By (), E2 (), ...sont des polynomes en z avec des coefficients
indéterminés (dont les dénominateurs sont des puissances : 1;2;4;8; ... de 2. IIs peuvent étre
définis par la série génératrice :

On a en effet

k=

E,(x) = (Z) Ek(O)a:”_k
0
Remarquons que
2 et —1

X
—1- — 1— tanh(%
e+ 1 e + 1 anh(3)

Cela montre que :
E2,(0) =0 (n>0)

puisque la tangente hyperbolique est une fonction impaire.

Proposition 4

Preuve. On a pour n € N,
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E,(1—-z)=(-1)"E,(x).
E,(1—z)=(-1)"E, (x)

Les premieérs polyndémes d’Euler

1.7 Nombres et polynémes de (Genocchi

La suite (G),)nen des nombres de Génocchi est définie par sa série génératrice exponentielle

o0 n 2
> 6%
— n! e?+1

qui satisfait
G1 :1;G3:G5:G7:...:G2n+1:0

et les coefficients sont donnés par

G,=2(1-2" B, =2nkE,, 1(0) pour n>1
ot les B,, sont les nombres de Bernoulli et les £, () sont les polynémes d’Euler

Les premiers nombres de Génocchi sont —1,1,—3,17, —155,2073, ...



Pour x réel,les polynémes de Génocchi peuvent étre définis comme suit :

o0 n 22e%%
YN Gula) =" |zl<n
~ n! e+ 1

G (0) = G et Go(2) =S (”)kan_k

Calculs des premiers polyndémes de Génocchi :

Gi(x)=1
Gy(z) =221
Gs(z) = 32% — 3z
Gy(z) =42® — 62 + 1
Gs (z) = ba* — 102° + 5

Ge (z) = 62° — 152" + 152% — 3

19

Les coefficients de (,, sont entiers puisque les nombres de Génocchi sont entiers. Remarquons

que G, () est un polynome de degré (n —1).
G (x) =nE,_ ()

En effet

G, (r)e" ==z

par suite on obtient :
G, (x) =nE, 1 ()

2e™t > x" > "
P B ) = Y ) Ty
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1.8 Polynémes de Tchebychev

Les polynémes de Tchébychev,nommeés ainsi en I’honneur du mathématicien russe Pafnouti
Lvovitch Tchebychev (1821-1894) sont deux suites de polynomes notées (7,(z)),,-, pour les
polyndmes de Tchebychev de premiére espéce et (U, (z)),, -, pour les polynomes de Tchebychev
de seconde espéce. Ces polynomes sont définis par les relations

To(z) =1, Ti(x)==x et T, (x) =22T,1 (x) — T,—o (x) pour n > 1,

Up(z) =1, Uy(z) =2z et Up () = 22U, () — U,—2 () pour n > 1.

Les premiers polyndémes de Tchebychev de premiere espéce sont

To(z) = 1,

Ti(z) = =,

Ty(z) = 22% —1,

T3(z) = 42° — 3z,
Ty(z) = 82* —82? + 1.

Up(z) = 1,

Ui(z) = 2z,

Us(z) = 4a* -1,

Us(x) = 8a° — 4u,

Uyz) = 162* — 1227 + 1.

Le théoréme suivant explique 'origine de la définition des polynémes de Tchébychev.

Théoréme 5 Pour tout nombre réel 6, on a
T, (cos(0)) = cos(nb),

_ sin ((n+ 1)6)‘

U, (cos(0)) g

Preuve. Pour tout réel 6, pour tout entier naturel n, on a :
cos (nf) + cos((n + 1) 0) = 2cos (6) cos((n + 1) 0)
ce qui fournit encore :

Vo € R, T, (cos(#))+ Ti2 (cos(f)) + Tt (cos(0))
= 2cos(0) Tp11(cos(d))



Propriétés des polynoémes de Tchebychev de premiére espéce

a) Pour tout entier n strictement positif.

o) = 5 30 i gy 2

k=0

b) Quels que soient les entiers naturels m et n et pour tout réel z,

T, (T () = T (2)

21

c¢) Pour tout entier n strictement positif, le coéfficient dominant de 7;, est 2"~ et ses n

racines sont :

. % — 1
aé ) = cos ((2—)7) ,pour tout k € {1,...,n}
n

d) La parité dépend de n :
T, (—z) = (=1)" T, (z)
Les T, sont associés aux séries génératrices suivantes :

la série génératrice ordinaire

i 1—t
> Tu(@) = .
n=0

1 — 2tz + 12

la série génératrice exponentielle

S 1 )
;Tn(x)g——ﬁln(l—%x%—t)

Propriétés des polynomes de Tchebychev de 2éme espéce

a) Pour tout entier n positif ou nul,

b) Pour tout entier naturel strictement positif, les n racines de U,, sont
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n k
agg) :cos( —|7—T1) ,pour tout k € {1,2...,n}
n

sin ((n+1)0)
sin 0

Uy (cos(9)) =

donc

sin A7 ~ sin(£L)

n—+1

kr sin ((n+1)25)  sin(ko)
n + 1))

0, cos

n+1
donc les n racines de U,, sont bien les

(n) k?T
ak = COS nT 1

c¢) Pour tout entier naturel n > 0 les n racines de T,, sont

pour tout k € {1,2...,n}

2 1
agcn) = cos((kQJ) pour tout k € {1,2....,n}
n
En effet
T, (cos(0)) = cos(nbh)
donc

In (COS(M)> = coS(nM) = COS(M

2n 2n

Ce qui prouve que les

2 1
a,(cn) = COS (—( k¥ )W>

2n

sont bien n les racines de T,.

— — :0



Chapitre 2

Suites Iinvariantes et suites
inversement invariantes

2.1 Introduction

Etant donné une suite u = (u,),>0 de nombres complexes, on appelle transformée binomiale
de u la suite u* = (u}),>0 ou w est défine par

ut = En: (Z) (—1)*uy.

k=0

On définit ainsi une application 7' de CY dans lui méme. II est facile de constater que T est
un endomorphisme de I’espace vectoriel complexe CN. En 1891, en page 259 de son ouvrage
intitulé "Théorie des nombres" Edouard lucas (cf.[27]) désigne par suite de Césaro toute suite
(tn)n>0 de nombres complexes vérifiant la relation

n

U= (Z) (—1)*uy.

k=0

Ainsi, dans le cas ot on a u* = u, on dit que la suite u est une suite de Cesaro ou suite auto-
duale ou encore on dit que u est invariante par transformation binomiale. Dans le cas ol on a
u* = —u, on dit que la suite u est inversement invariante par transformation binomiale. Ces
suites ont été étudiées par de nombreux auteurs. Sans que cette liste ne soit exhaustive, nous
pouvons citer.D. E.Knuth ([25],1973), P.Haukkanen ([20],1993), Helmut Prodinger ([31],1993),
Zhi-Hong Sun ([33],1995), Zhi-Hong Sun ([34], 2001), Zhi-Hong Sun ([35], 2003), Yi Wang
([37], 2005), Sharon J.X. Hou et Jiang Zeng ([22], 2007), Sandro Mattarei et Roberto Tauraso
([28], 2010), Farid Bencherif et Tarek Garici ([4], 2012) et beaucoup plus récemment Zhi-Hong

Sun ([36], 2014).

23
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Ce chapitre est consacré a I’étude de certaines propriétés de ces suites. Nous allons constater
que ces suites sont des vecteurs propres associés aux valeurs propres de I’endomorphisme 7.
Au paragraphe suivant, nous étudions 7.

2.2 Définition de la transformation binomiale 7T

On considére P’application T : CN — CN définie par

0= (55 (2

k=0 n>0

En posant pour toute suite u = (u,),,5,

uy, = k; (Z) (=1 uy,  (n>0).

*

et u* = (u}

n>0 - L'application T est définie par la relation
nn= pp p

T(u) =u".

T est appelée transformation binomiale. L'image u* de u par T est appelée suite duale de la
suite u. La premiére propriété de T est la suivante.

Théoréme 6 L’application T : CN — CV est un endomorphisme du C espace-vectoriel CV.

Preuve. Il s’agit de prouver que si u = (up),,59, ¥ = (Un), 5o € C" et si A € C, alors
Tu+wv)=T(u)+T(v) et T(Au)= AT(u).

Par définition on a u + v = (u, + vn),5¢ €t Au = (Auy,),5,0n a donc

T(u+v) =

On a de méme
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2.3 Suites invariantes et suites inversement invariantes

Nous allons tout d’abord constater qu’il est facile de calculer la suite duale de certaines
suites de nombres complexes.

Théoréme 7 Pour tout nombre complexe A, on a

T((An)nzo) = ((]‘_)\)n)nZO' (2-1)
T((nA\"),50) = (=nA(1=X"") ., (2.2)
T((Fo)nse) = = (Fa)uzo (2.3)
T((Ln)nzo) = (Ln)nzo (2-4)

Preuve. Prouvons la relation (2.1)

T(A)nzo) = <:0 <Z) = Ak)
(

Prouvons la relation (2.2)

T((AY), ) = Y (Z) (-1)’“/&)
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Prouvons la relation (2.3)

T((Fu)no) = T((“"‘ﬁ")n20>

- - ! 5 (T((0")z0) = T((5")20))

- - ! 5 ((1=0)"),50) = (1= 8)")120))
1 n n

= 3 ((ﬁ )nzo) — (a )n>0))

Prouvons la relation (2.4)

T((Ln)nzo) = T(("+p8" )n>0)

T((") ) + T((6")y30)
= (1-a)" )n>o) + (1= 5)") o)
= ((ﬁn n>0 (O‘n)nzo>)
(L

n)n>0

Pour A\ = 1, on déduit des relations (2.1) et (2.2)

(x).) - (o),

(5i)) = (30,
T Fn)nzo) = _(Fn)nzo
)

n20> = (Ln)nzo
O

Ainsi, les nombres réels 1 et —1 sont des valeurs propres de I’endomorphisme T'. Les suites
(2%)7»0 et (Ln),>o sont des vecteurs propres (non nuls) associés & la valeur propre 1. Les
suites_(Q%)n>O et (F},),> sont des vecteurs propres (non nuls) associés a la valeur propre —1.
Définition 8 On appelle suite de Cesaro ou suite invariante par transformation binomiale
tout vecteur propre u € CN. associée a la valeur propre 1 de T. On appelle suite inversement
invariante par transformation binomiale tout vecteur propre u € CN. associée a la valeur
propre —1 de T. On note ST et S~ les sous-espaces propres respectivement associés auz

valeurs propres 1 et —1.
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ST ={ueC"/ T(u) =u}

S™={ueC"/ T(u)=—-u}

<in) e st
2 n>0

(Ln)nzo € S+

On a montré que

et
n
— S
(2">n>0

(Fn>n20 S

Deux questions se posent naturellement.
Premiére question : ’endomorphisme 7" admet-il d’autres valeurs propres, autres que 1; —17

Deuxiéme question : comment se traduit la relation :v = T (u) sur les séries génératrices
exponentielles S, (2) et S, () associées & v et u respectivement. ?

Nous allons répondre a ces deux questions en commencant par la deuxiéme.

2.4 'Traduction de la transformation binomiale 7" a ’aide

des séries génératrices

Rappelos que si u = (u,)n>0 € CY, A, (2) désigne la série génératrice ordinaire de u et S, ()
désigne la série génératrice exponentielle de u. On a

Au(2) = Zunzn et Sy, (z) = Zun%
n=0 n=0 ’

Théoréme 9 Pour u = (u,),>0 € CNet v = (v,)n>0 € CV, on a la relation

1.
v="T(u) <= S, (2) =€*5,(—2) (2.5)

v:T(u)@Av(z):lizAu(zil) (2.6)
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1. La relation
v="T(u)
c’est & dire (vn),5o = T ((tn),50)se traduit d’abord par v, = > "¢ (7)(=1)*ur  (n >

0),ce qui peut s’écrire sous la forme

R 1 (=1 1 (=1
H:Z(n—k)!(k!)“’“zzw(m)“k (n 2 0).

k=0 l+k=n

Ce qui se traduit par I’égalité formelle

U, 1) (& (-
S (S (S5

n=0 n=0

c’est a dire :
Sy (2) = €*Sy (—2)
Ce qui est bien la relation qu’on devait obtenir.on a aussi prouvé la relation

2. Peut établir la relation (2.6), en s’inspirant en partie de la page 327 de ’article "invariant
sequences under binomial transformation" de zhi hong sun (1999).

2_1) avec U(z) :;unz

alorsz <Z) (—DFu, = £A4; ,(n=0,1,2,...) siet seulement si
k=0

A(zil) = +(1-2)A(2)

Il est clair que :

1—=2 z—1 —
_ g; (—1)* Ukzkfg (1 - k) (—2)
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£
- Yul o5

Les conséquences que ’on peut déduire de cette relation sont intéréssantes et importantes.
Tout d’abord on a prouvé le théoréme bien connu suivant :

Théoréme 10 Formule d’inversion de Pascal : Pour u = (up)n>0 €t v = (Vn)n>0, 0N a la
relation
v=T(u) <= u="T(v)

Autrement dit :

n n

VneNv, =Y (Z) (~Dfup == VneNu, =Y (Z) (—1)*uy

Preuve. On a
v = T(u) <= S,(2) =¢€*S,(—2)
= e S, (2) =S (—2)
— 5, (—2) = 5. (2)
= S.(2) =¢€S,(—2)
— u=T(v)

On aussi le corollaire suivant
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Corollaire 11 Soit u = (u,)n>0 € CV, alors, en posant T'(u) = u*, on a

Sur(2) = € Su(—2)

1 z
Au* = A'u,
(2) 1—-=2 (z—1>

u € ST <= la série formelle e2 S,(—z) est paire

u € S~ <= la série formelle e2 S,(—z) est impaire

Propriétés de la transformation binomiale T

Nous allons maintenant énumérer et prouver des propriétés importantes de I’endomorphisme

T.

Théoréme 12 1. L’endomorphisme T est bijectif donc un automorphisme de CN et T =
T—l

L’endomorphisme T est involutif. On a T oT = I jcn.
Les seules valeurs propres de T sont (+1) et (—1)

Pour toutu € CN onau+u* € ST etu—u* €S~ ovu* =T (u)

SANR NI

CN est somme directe des sous espaces vectoriels ST et S~.

1) La relation
v=T(u) <= u="T(v)

équivaut a dire T' que est bijectif et T = T71.
2) De la relation précédente, on déduit qu’on a alors : T o T = I .
3)On sait déja que (+1) et (—1) sont des valeurs propres de 7' . Si A est une valeur propre
de T associée a un vecteur propre u # 0 alors
u=ToT (u)=T )= (u) = \u
on a alors
u=Nu

Par suite (A> —1)u = 0, comme u # 0, on en déduit que A2 =1 et donc A = +1,\ = —1.
Ainsi T possede (+1) et (—1) que comme valeurs propres.

4) On a :
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On en déduit aisément, en utilisant la linéarité de T',que
T(u+u")=u+u"
T(u—u")=—(u—u")
On a donc
u+u€Stetu—ue€S”
ounu* =T (u).
5) La somme de deux sous espaces vectoriels de CY est un sous espace vectoriel de CN. On

a donc

St+s5-cch
On a aussi

CVcSt+5m.

En effet si u € CV,alors

1 1
u = §(u+u*)—|—§(u—u*)
avec < 1 ]
i(u—i—u*) € St et §(u—u*) eS”
De plus, on a
StNnS™ ={0}
En effet, inclusion {0} C ST N S~ est triviale et on a aussi
Stns- c{o0}.
En effet siu € STNS~ onaalors T (u) =u et T (u) = —u. Par suite u = —u et donc
u = 0. Ainsi, on a bien
St+5 =C"

2.5 Exemples de suites invariantes et de suites inverse-
ment invariantes

Dans ce paragraphe, nous donnons de nombreux exemples de suites invariantes et de syutes
inversement invariantes par transformation binomiale.

Théoréme 13 Soit u = (u,),>0 € CV, alors on a l'équivalence suivante

u = ('Lbn)nzo €S — ug =0 et ( u{rj:ll)nzo e st (27)
n

et aussi, en convenant définir u_arbitrairement, on a

u = (U,n)nzo ES <= uy=0 et (nun_l)nzo e St (28)
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Preuve. Remarquons que toute u = (u,)n>0 € S~ vérifie ug = 0. En effet, on doit avoir
uy = —uyp, ce qui s’écrit up = —up et donc up = 0. On a donc en posant

Un+1
v = ('Un)nzo e (ni 1)
n>0

(Un)n>0 €S~ <= up=0 et T(u) = —u

— z —
Uo—o et e E UnT— E Unn'
n=1

> (—z)”“ 0 ontl

< up=0 et e*S,(—2) = —5(2)
<~

<
o
|
S
@
-+
9]
IS
<
3
+
[
+
-y
=
|
3
+
=
£}
+
—_
=

Ainsi, on obtient, en simplifaint par —z

U = (un)nzo esS™

o0 o0
e =0 ep ey T2 g e 2

< up=0 et e*S,(—z) = S5,(2)
— u=0 et T(v)=v

Up,
< u =0 et (vy)n>0 = (n—jll)nzo €St

La preuve de (2.7) est compléte. La preuve de (2.8) est analogue. O

Le théoréeme qui suit concerne la suite des nombres de Bernoulli

Théoréme 14 On a
T (((_1>an)n20) = ((_1)an>n20 (2.9)

et
T((Bn)yso) = (n+ (=1)"Bn),5 (2.10)

Ainsi la suite ((—1)"B,),~, est invariante par contre la suite des nombres de Bernoulli n’est
pas invariante.

Preuve. Prouvons (2.9). Posons

b, =(—-1)"B, (n>0).



On a alors

ce qui nous permet d’écrire

St = iy

00
n!
n=0
Ainsi
0 n e n
z

*< z B
Z bn n‘ € Z o

n=0 n=0

B ze*
Coer—1

On en déduit que

=0

Ainsi on a b} = b, pour n > 0. La suite (b,) = ((—1)"B,,) est donc bien invariante.
Prouvons (2.9). On doit pour cela prouver que

B =n+(-1)"B,.

On a
=& ()
> By = e By
n=0 n=0
, et
= e
e —1
En exploitant la relation 1.1, on en déduit que :
> " ze?
Z B'— = ze*+
n! e —1
n=0
— 2{%71;a'+-§£%(—- ) n ZT
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Ce qui prouve qu'on a bien (By), oo = (n + (=1)"By),>0 - O

Voici maintenant d’autres exemples de suites invariantes ou inversement invariantes données
dans le théoreme suivant

Théoréme 15 1. Si (uy),~, est définie par ug =2 et u, =1 pour n > 1, alors (u,),~, €
St . .
2. Si (un),sq est définie par ug = uy =0 et u, =n pour n > 2, alors (), € S*

3. Si (un<t))nzo est définie par ug = 2, uy = 1 et u, = Up_1 + tup_s pour n > 2, alors
Un(t)),z0 € 57
4. St (up(t est définie par ug = 0, uy = 1 et u, = Up_1 + tu,_o pour n > 2, alors
n>0
()20 € 57 (ta-1(1),9 € ST et (1210) €5+

5. Soit T, () étant le n-iéme polynome de Tchebychev de premiére espéce, alors pour tout
z € C, la suite (T"($)> e ST,
n>0

—

(21:)'"
(_1)n+1 (_1+2n+1>Bn+1
6. ( o c ST
n>0
7. Pour x #0,1,2..., la suite AUYA e st

().

om — 1\

8. Pour m € N*, la suite ((n—l— " ) > S
m

n>0

2
9. La suite (22%( n)) e St
n n>0

10. Pourm € N, la suite <(—1)” [rmt (. )d:z;)

o ntom € S*. En particulier ((—1)” fo_l ) dx) €
St.

n>0 n n>0

Nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 16 (Identité de Vandermonde)

S ()= (0)

Preuve. En utilisant I'identité de Vandermonde il est clair que :

ST ) BTV
> (1) ) (z),?%(n) (&)

T N8

(i)
(1)
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D’aprés 'identité de Vandermonde on a :

é <Z) (k +x2m> - i (n . r) (n + 2a;n - r) - "22: <Z) (n + 2:7671 - r) - (nn—:_;n)

k r=0

n+x x
A = -1)" 1 A 1
n () < )—i—( ) (n—|—2m) alors {A, (x)} € IS
D’aprés la formule binomiale d’inversion :

n —+ 2m
2m—1 2m—1 9 —1— 2m—1 1 2m—1
/ n dx:/ o am o (—1)"/ v :—/ A, () dx
0 n+2m 0 n+ 2m 0 n +2m 2 Jo

:kzig <Z> (—1)'“.%/02m_1Ak () da no (Z) /:m_l <k me) do

k=

Théoréme 17 (En)nZO étant la suite des nombres d’Euler, on a
E,—1
( - ) e 5
2 neN

2e* > z
Ik E,~
622 + 1 Z nl

Preuve. On a
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Il est alors clair que

o0

En—lz _ iEn@n—i(i)n

n

z
2e2 z :1—e€°
= — €62 — e2
e +1 e +1

Comme on a
l—e”* e -1

e +1 er+4+1°

est une serie formelle impaire. On constate ainsi que

eZ
ez+1

=z E,—1z2" e —1
e 2 =
o pl e? 41

n=0

e*
z+1

est une serie formelle impaire alors

E,—1
( - ) €5
2 neN

Théoréme 18 Pour deuz nombresb, ¢, soient deuz suites de Lucas ;{uy (b,¢)},~q et {vn (b, ¢)}, 50

Comme est

0

définies par :
wo=0,u3 =1 et upp1 =bu, —cup—y  (n>1)

vo=0,v1 =0 et vy =bv, —cu,y (R >1)

) n €5t () € °

En conséquence, il est prouvé que (a,) € ST <= il existe une suite (ay).de telle sorte que :

Alors on a

1 “ n
an =5 > <k) (n=0,1,2,...)

k=0.2/n

Exemple 19 Cet exemple est consacré a la relation de récurrence pour les suites invariantes.
Le résultat principal est :

" (Z) Py zk: () Ay =0, (n=0,1,2,.)

s=0;2/k
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ou (A,) € ST et f est une fonction arbitraire. Nous rappelons également les relations de
récurrence pour les suites appartenant & S~ . Comme conséquence :

Si (Bn),(F,),(L,) désignent réspectivement les nombres de Bernoulli, de Fibonacci et de
Lucas on a :

bl

I 3
[en)

RS
> 3
~__
N

O E) -y (k)f <s>> Buy=0 :(n=012.)

k; <Z) (f (k) + (—U”"“i (I;)f (s)) Lnx=0 ;(n=0,1,2,..)

et

k=0

i (Z) <f (k) — (—1)”_'“; <lz)f (s)) Fop,=0 ;(n=0,1,2,.)

Ces identités fournissent de nombreuses relations de récurrence vérifiées par les nombres de
Bernoulli, les nombres de Lucas et les nombres de Fibonacci en particularisant la fonction f.

1.
Sia, = z”: Fy_1b,x ;(n=0,1,2,...) alors
(@n)pso € gio si et seulement si (by,),~o € S™
2.
SiFhy1 = En:akbn_k i(n=0,1,2,...)
alors (an),s, € g:f si et seulement si (by,),~o € S*
3.
Soient (a,) et (A,) deux suites qui satisfont 2”: an-tAr = 1,(n=0,1,2,..)
kzjloors (a,) € ST sietseulement si (A4,) € ST
4.

Soient (A,) et (a,) deux suites satisfont : Z (Z) an Ay =1,(n=0,1,2,...)
k=0
alors (a,) € ST sietseulement si (4,) € St
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d.
si (A,) € ST avec Ay # 0 et si (a,) est donnée par
apAy = 1let Zan_kAk =0
k=0
alors (an.2) € ST et ( ak> e st
k=0
6.

si (A,) € ST avec Ay #0et (a,) donnée par agAy = 2
et ¥ an Ay = 1, (n=0,1,2,.)
k=0
alors (any1) € S et (na,) € ST

7. Si trois suites (a,) , (b,) et (¢,) non nulles satisfont

n

}:%m%xn:QL2w)

k=0

1

Cp =
n+1

Alors si deux de ces trois suites sont des suites invariantes alors la troisiéme 1’est aussi.



Chapitre 3

La relation
d’Ettingshausen-Seidel-Kaneko

3.1 Introduction

La suite des nombres de Bernoulli vérifie la relation

n+1
+1
Z(nk )(n+k+1)Bn+k:O.

k=0

De nos jours, cette relation est souvent a tort "relation de Kaneko". C’est en 1995 que Kaneko
[24] publie cette relation mais en fait ne fait que redécouvrir une relation connue. En effet,
comme le signale Cigler & juste raison, cette relation avait déja été découverte en 1827 par von
Ettingshausen [13]. Elle fut redécouverte par Seidel [32] (1877). Une relation plus générale,
écrite symboliquement, figure aussi en page 240 dans le livre d’Edouard Lucas [27] (1891).
Nous étudierons la preuve d’Edouard Lucas un peu plus loin De nombreux autres auteurs se
sont intéressés a ce résultat. Ainsi Gessel [16] (2003) en donne une démonstration utilisant
le calcul ombral. Chen [10] (2005) la démontre en exploitant des propriétés d’une matrice
de Seidel. Chen et Sun [8] (2009) la prouvent en utilisant une extension de ’algorithme de
Zeilberger alors que Cigler [12](2009) reprend, en la modernisant, la démonstration originale
de Seidel. En 2011, Zékiri et Bencherif [40]généralisent cette relation. En 2012, Benchérif
et Garici [4] obtiennent une plus grande généralisation de cette méme relation en utilisant
le calcul ombral. Nous détaillons certaines de ces preuves dans ce chapitre, il s’agit dans
I'ordre d’abord d’une preuve imple de cette relation d’Ettingshausen (1827, [13]), en suite des
preuves d’Edouard Lucas (1891,[27]), de Johan Cigler ([12],2009), d’Abelmoumene Zekiri et
Farid Bencherif (2011, [40]) et enfin celle de Farid Bencherif et Tarek Garici ( [4], 2012). Cette
derniére preuve étant en fait un cas particulier d’un théoréme général s’appliquant a toute
suite de Césaro, nous terminons ce chapitre par de nombreuses applications de ce théoréeme
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aux suites de Césaro qu’on mis en évidence au chapitre précédent. Le paragraphe suivant est
consacré a définir rigoureusement les propriés du calcul symbolique devenu aujourd’hui calcul
ombral. Ces propriétés nous seront dans les preuves d’Edouard Lucas et de Johan Cigler.

3.2 Preuve simple de la relation d’Ettingshausen-Seidel-
Kaneko

La preuve de cette identité commence par la définition des nombres de Bernoulli.

S()nen

k>0

Calulons la différence A!B,, pour les deux membres en utilisant le fait que :

A (TZ) - <knjl)’

on obtient alors

Ce qui est équivalent a :

i n

By _9i1 =
, <2¢+1> 2n-2i-1 =0
=0

Ce qui implque le résultat bien connu Bs;q; = 0 pour ¢ > 1
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Pour | =n et m =n + 1 ,on obtient :

S (a5 s

=0 =0

n-+1
=B, Z <@+ 1> nit+l-

Comme By, 11.; =0 pour n+ i = 0(mod2) cette identité est la méme que :

i:( )Bn+1+z By, +Z< ) neit1

i=0
n+1 n n+i1+2/n+1
) +{ . )] =—\.
1+ 1 1 n+1 1+ 1

Z" +1 .
=0

car

ce qui donne

ce qui est équivalent &

K n+l
Z( i )(n+k+1)Bn+k:0.p0urn>1,
k=0

ce qui termine la démonstration.

3.3 Preuve d’Edouard Lucas (1891)

Pour définir une application linéaire entre deux sous espaces vectoriels, il suffit de définir les
images d’une base de l'espace de départ. Comme (z'y’) (ij)enxn €st une base de C[z,y], on
peut ainsi définir une application linéaire Lp : C[z,y] — C[z] par

Lp(z'y’) = B;z'. (i,j) € Nx N,
Il en résulte que si P(z,y) = > a;jz'y’ € Clx,y], on a alors
LB <Z a@jxiyj) = Z(J,Z’JB]'SCZ'.

Remarquons que

LB(l) = LB([L'OyO) = Boxo =1
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et que par conséquent
Li(A) = A

pour tout A € C. Nous conviendrons de noter "symboliquement" Y a;;B;z* par P(z, B).
Nous emploierons le signe = entre deux expressions symboliques

P(z, B) = Q(z, B)
pour exprimer que 'on a 1’égalité

Lp (P(x,y)) = L (Q(z,y))

Remarquons alors que la relation (1.3) s’écrit alors

Ly <i (Z) k- y"> = 0u1  (n>0).

ou encore

Lp((y+1)"=y")=0bn1 (n=0).

Il en résulte que pour tout entier £ € N, on a

Lp((z+y+1)F—(z+y)*) = Lp (Z (I;)a:’“‘f (y+1) — (y+ 1)]’))

=0
:
L ,
£
J=0 J
Ainsi, on a
Lp((z+y+1)F—(z+y)) = ka** (3.1)

Nous allons prouver maintenant l'identité suivante appelée "identité fondamentale pour le
calcul des nombres bernoulliens" par E. Lucas (page 240 de). Symboliquement cette identité
s’énonce ainsi : on a

flx+B+1)— f(zx+ B) = f'(x) (3.2)

pour tout polynéme f(z) € C|[z]. Nous traduirons cet énoncé par le théoréme suivant :

Théoréme 20 Pour tout polynome f(z) € Clx], on a

Lp(flr+y+1)— f(x+y)) = f(z)
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Preuve. Soit f(z) = Y ayz* € C[z], on a alors, compte tenu de la relation (3.1)

Lp(fx+y+1) = flx+y) = > alp((@+y+1)*—(z+y+1)P)

= Z ag (k:kal)

= f(x).
O
En choisissant © = 0 dans (3.2) , on obtient la relation
f(B+1) = f(B) = f(0) (3-3)
Ce qu’on peut aussi énoncer de la maniére suivante :
Corollaire 21 Pour tout polynome f(x) € Clz], on a
Lg (fly+1) = fy)) = £(0)
Compte tenu de la relation(1.2),le choix f(x) = 2™ dans (3.2) permet d’obtenir
Bu(z+1) = By(z) =na"", (n>1) (3.4)

Théoréme 22 (Formule de Faulhaber) Pour tous entiers naturels n et m, on a

n—1 m
1 1 m+1
= — (B, — By, (0) = Btk
Z m+1( +1(n) +1(0)) m+1k0( L > kT

Preuve. Il suffit de remarquer que pour tout entier k, on a, d’apreés la relation (3.4)

B = e (B (b4 1) = B ()
On en déduit alors
— . 1 1
kZ:O K™= o) (Bmt1 (k+1) = By (K)) = P (Bm+1 () = By (0))

La formule (3.4) est ainsi prouvée. On obtient ( 3.5) en tenant compte de ’expression (1.2)
et de la propriété (1.8) O

En choisissant judicieusement le polynéme f(z), Edouard Lucas va déduire de 'identité
fondamentale pour le calcul des nombres bernoulliens (3.2) et théoréme (20) de nombreuses
identités vérifiées par les nombres de Bernoulli.
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Edouard Lucas note en page 240 que si 1’