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Introduction :

Le sujet de ma thése concerne les Homomorphismes des Courbes Elliptiques
La théorie des Courbes Elliptiques est basée sur les domaines, des courbes algébriques
planes, de la Théorie des Nombres Algébrique, analytique, géométrique, de la Géométrie
Algébrique

Les Courbes Elliptiques ont intéressé¢ de nombreux chercheurs :
Weierstrass, Mazur [ 9], Silverman [14 ], Koblitz [6 ], Cassels [1 ], Lang[8 ], Ribet[11 ],
Zagier[17 ], Tate[15], Shafarevich[12], etc.

Certaines Courbes Elliptiques ont ét¢ utilisées pour des applications en Codage, en
Cryptographie. Pour démontrer le Théoréme de Fermat Wiles a utilisé une Courbe

Elliptique : x*+y°=2z".

Ma these est composée de 3 chapitres :

Dans le chapitre I j’ai abordé les propriétés Algébriques et Arithmétiques des équations
de Weierstrass, les invariants, la classification des cubiques

Dans chapitre II j’ai construit une loi de groupe abélien sur I’ensemble E (K) des points
K- rationnels des courbes au moyen de la régle géométrique des 3 points colinéaires et du
point a I’infini comme élément neutre :

P1+P2+P3 = OE = (OO . OO)
J’ai établi les coordonnées du symétrique — P d’un point P ,la somme P+R de 2 points et
de la somme P+P =2 P

Ce groupe E (K) de Mordell — Weil a une structure de groupe abélien de type fini. J’ai
utilisé les travaux de Silverman et Lang pour étudier les hauteurs sur le groupe E (K) de
Mordell — Weil. J’ai décrit la structure des sous groupes E [m] de m- torsion et du groupe
T(E) de torsion.

Dans le chapitre III j’ai utilisé les résultats de Silverman et de Cassels pour décrire les
homomorphismes des groupes de Mordell — Weil E (K)

J’ai trouvé des exemples pour illustrer les théorémes et les formules énoncés dans ces
chapitres.



Les courbes elliptiques possédent une structure de courbes algébriques planes
Nous nous limitons aux courbes de degré n < 3

1-Courbes algébriques planes : degré, singularité, genre [1], [8] [14]
Les courbes algébriques planes appartiennent a 1’espace IR

Définition 1 : Une courbe algébrique plane est I’ensemble des points
P=(x,y) qui satisfont un polynome

f &) € IR[x, y] dela forme f(x ,y) = > dXy", §j>0;

Son degré est égal au degré maximal i+j des monéomes x'y/

Exemples:
Pour n=1; f=d;x+d,y+d; =0 estl’équation d’une droite
Pour n=2; f =(x-d|)’+ (x-d»)* - 1" = 0 est I’équation d’un cercle de centre (d;,d,) et
de rayon r
I

= Y 1=0 est I’équation d’une hyperbole de centre (0 ,0)
a> b’

f=y*+ax +b =0 estI’équation d’une parabole d’axe Ox
2 2
[ = %+§—1= 0 a=b est ’équation d’une ellipse de centre (0,0)

Les hyperboles, les paraboles les ellipses sont des coniques, géomeétriquement
ce sont des intersections d’un cone de 1’espace IR’ par un plan.
f =(dix + dyy +d; ) (dyx +dsy+ds ) =0 est I’équation du produit de 2 droites

Pour n=3; unpolyndome cubique irréductible f(x,y)= fot+fitf>+f; ou



Les f; sont des polyndmes cubiques homogénes de degré 1=0,1, 2, et 3

Un polynome dégénéré est soit un produit de 3 droites, soit un produit d’une droite par
une courbe irréductible de degré 2.

Les courbes algébriques sont classifiées en deux classes suivant leur décomposition :
Classe des courbes algébriques dégénérées si le polyndme f (x, y) est réductible ;

Classe des courbes algébriques non dégénérées si le polyndome f (X, y) est irréductible.

Une courbe algébrique C de degré n est singuliére si elle admet des points singuliers ;
elle est lisse si elle n’admet pas de points singuliers.

Définition2 : Soit une courbe algébrique plan C d’équation g(x,y) =0 et ses
dérivées partielles. Un point P de la courbe C est singulier s’il satisfait le systéme
d’équations aux dérivées partielles

_9(P)_g(P)_
(1) g (B) =29F)290)

Le nombre s des points singuliers S d’une courbe algébrique C permet de définir le genre
g(C) de cette courbe

Définition 3 : Le genre d’une courbe algébrique C de degré n qui posséde s compter
avec leur multiplicités points singuliers est I’entier positif ou nul

2 80 = _ (n-1) (n-2) —s.

Nl

Exemples : Les droites, les cercles, les coniques, les cubiques singuliéres ont un genre

g(©)=0
Les cubiques irréductibles non singuli¢res ont un genre g (C) = 1.

2-Cubiques de Weierstrass [13], [14]
Dans I’ensemble des polyndmes cubiques d’€quation :



f(xy) = dxX’+dx’y+dsy’ +dx*+dsxy+dey +dsx+dgy+ds € K[x,y]
Ilya9 coefficients d, ,..., dg

Dans cet ensemble 1l y a le sous ensemble particulier des polyndomes cubiques
irréductibles qui ont 5 coefficients :

3) E : y+a;xy+asy = X° +a,x” +azx+a, € K[x,y]

Définition 4 . L’équation cubique (3) est une équation de Weierstrass
La courbe E d’équation (3) est une cubique de Weierstrass.

Dans I’ensemble des cubiques de Weierstrass il y a la classe des cubiques singuliéres et la
classe des cubiques non singulicres

Définition 5: Une courbe elliptique est une cubique de Weierstrass irréductible et non
singuliere d’équation (3)

Les 5 coefficients a;, a,, a;, a4 as sont des éléments d’un corps commutatif K global ,
local ou fini ; les 2 variables x et y , solutions d’une équation algébrique cubique , sont
donc des éléments d’une cloture algébrique K, du corps K

L’équation cubique (3) peut étre transformée par des changements de variables
convenables en d’autres formes contenant moins de monomes

Les mondmes en x y et en y sont ¢liminés par le changement de variables

“4) x=X et =%(Y—a1X—a3)pourcaracK #2
Nous obtenons 1’équation de Weierstrass

5) E; : Y2 =4X*b,X*2b (X+bs €K[X,Y]

— 2
Avec b,=aj+4a,, b,=2a,+a,a, €t b,—a’+4a,

Les coefficients b ,; sont des polyndmes homogenes de degré 2i de I’anneau
Z/ [al, A A3 Ay, 216]
Le coefficient 4 et le mondme en X* de (5) sont éliminés par le changement de variable



x-3b, 4 y_. YV pour carac K#2,3

6 X=
©) 36 108

Nous obtenons 1’équation de Weierstrass
@) E,: y2 =x’ -27¢ex -54¢s eK[x, yl

Les coefficients c,; sont des polyndmes homogenes de degré 2i de I’anneau
Z[b2 7b49 b6]

t)) c;=b2-24b, et ¢ = 36b,by-B-216Db;

I1 existe d’autres formes d’équations de Weierstrass

Le modele de Legendre

9) y'=x (x-1) (x-1) eK[x,y] , pour A = 0,1

L’équation de Weierstrass utilisée en cryptographie et en codage
(10) V=X +Ax+B € Q[x,y] et 4A°+27B* =0

Modé¢le de Deuring

(11) yi+axy + y=x eK][x,y]

Les invariants by; et ¢;; permettent d’introduire d'autres invariants

Pour les invariants nous avons suivi :[5],[6],[ 14]

Un invariant d’une cubique de Weierstrass dépend des ccefficients a; ; donc les invariants
varient avec les cubiques.

Ils sont utilisés pour des classifications de ces cubiques

Etudions quelques invariants : le discriminant A(E), I’invariant modulaire j(E), I’invariant
différenticl w(E) ...



Définition 6 : Le discriminant d’une cubique de Weierstrass E est le polynome
homogeéne de degré 12 égal a

(12) A(E)=9b,b bs 8b;-27b. -b’b g € Z[b,, by, b, bs]
(13) etdbg=b,bs-b; pourcaracde K+2,3

Le discriminant et le coefficient ¢, permettent de définir I’invariant modulaire

Définition 7 : L’invariant modulaire d’une cubique de Weierstrass E est 1’élément du
corps K égal a
(14) j(E)= c./A(E) pour caracde K=+2,3

Cet invariant peut prendre toutes les valeurs, y compris 0 et oo
Pour carac (K) = 2 nous obtenons les invariants :

b,= aj,by=a;a3,bs=a; et A(E) =b,bsbs+b;+b] by

Pour carac (K ) = 3 nous obtenons les invariants
b2= af+a2, b4=a1a3+2a4,b6=a§+a6 et A(E) =bi-b§b8

Avec la différentielle df de la fonction f

d fxy) = frdx + f /y dy , nous obtenons I’invariant différentiel des cubiques de
Weierstrass

Définition 8 : linvariant différentiel d’une cubique de Weierstrass E égal a

dx dy

15 E)= =
( ) w( ) 2y_|_ ax+a, 3)8 + 232x+ q-ay

3- Classification des cubiques de Weierstrass avec leurs discriminant :
Elle nécessite la connaissance des discriminants des polynomes
f(x) eIR[X]

Il existe des classifications par d’autres invariants : 1’invariant modulaire j (E),
le conducteur N(E), etc....



Pour I’étude des discriminants des polyndmes (x) nous sommes inspiré d’ouvrages de
Théorie des Nombres “’Algebra’’ de Lang [8] “’Introduction a 1’Algebre * de Kostrikin
¢ [7]

“’A classical Invitation to Algébra Numbers and Class Fields ¢* de H. Cohn [2]

Définition 9 . soit un polynome f de degré n > 1 d’équation

f(x)=dy(x-0)(x-63)...(x-6,) €IR[x]
Alors son discriminant est égal a la fonction symétrique quadratique de ses racines 0 ;,
0,...0,

dis () = d g”_z [T ,-8)°

1<ij<n

Appliquons cette définition a des polynomes particuliers f(x) € IR[x]
Pour f(x) =ax’+bx +c  ; alors dis (f) =b’*—4ac ;

Pour f (x) = x’+Ax+B ; alors dis (f) = - (4A+27B%)
Pour f(x)= dox® +d; x> +dy x + d; ;alors

dis (f) = 18d,d,d,d; + d2d2 — 4d’d, — 4d,d2 — 27d2d>

Nous constatons que le dis (f) est un polyndme ‘’homogene ** de degré 6 de I’anneau Z/
[d()a dl: d2 D d3]

(n)(n-1)
Pour f(x)=x"+a ;alors=dis(f)=(-1) 2 n"a™

(n-1)(n-2)
Pour f (x) = x" ' +x"2+x">+ ... +1, alors dis () = (-1) 2 n"?

Exemple :
f(x) = x’-10x+5 alors dis (f) = 25 x 133
f (x) = x’+x*+x+1 alors dis(f) = (-1)’ x (4)*=-16

Pour calculer les discriminants nous utilisons la théorie du résultant de 2 polyndmes :[7

1.[8]

Soit 2 polynémes :



f(x) =dox"+ ... +d, de degrén>1 et
g(x)=1ox' + ... +1, de degrét>1

Définition 10 : le résultant de 2 polynomes f et g est le déterminant
D’ordre n+t égal a

d, d,... d, O..... 0
0 d, d,_, d,0....0
| R 0 dj..oevne e d
(6) Res (f,g) = ' "
| RN P r,0.......... 0
L I s r,0......0
| I | OO | IO r,

Les termes manquants sont remplacés par des zéros
il y a tlignes ( dy, . ..,d,) et n lignes ( r, ... ,ry),la diagonale principale
est formée de t nombres d, et n nombres r

Exemple :

Soient 2 polyndmes :

f(x) =5x-x+3 , g(x)=x"-1

Leur résultant Res (f, g) est d'ordre 3+2 =15

5-103 0
0 5 -1 3
1 10 0
Res(1,g)= 01 0-1 0
00 1 0 -1

Avec les regles de calcul des déterminants nous obtenons la valeur
Res (f, g) =- 21

Proposition 2 : soient 2 polynémes :
fx)=dp(x-6)...(x-6h)elR[x]dedegrén=>1 et
gx)=ro(x-2)...(x-4)elR[x]dedegrét=>1



Alors leur résultant Res (f, g) satisfait les relations

(7) Res (f,8) =d;[]9(6)

(8) Res (f,2)=(-1)"" ri[Tfin) = o []®-A)
Preuve : [7],[8 ]

ll

La formule (8) du résultant implique le :
Corollaire : le résultant de 2 polyndmes est nul si et seulement si ils ont une racine
commune

Preuve
1)"Res(f,g)=0" implique "6, = 4, "
Res (f,g)=0 implique d;i'[[(6-4) =0

i j

I en résulte un facteur nul 6,-1,=0

2)soit "9, = A " implique " Res (f,g)=0"

si 6, = 4 celaimplique le facteur 6 -4, =0etle produit [ -4,)=0
Lj

Il nous résulte Res ( f, g ) =0
[

Le polyndme g (x) peut étre remplacé par la dérivée f'(x) de f(x)
fx)=dox"+dx™ +...+d, €IR[x].de degré n
fx)=ndox™'+@m-Dd;x"*+...+d . IR [x],de degré n-1

Appliquons la définition du résultant a un polynome f (x) et sa dérivée f' (x)

Proposition 3 : le résultant d’un polynome et de sa dérivée est égal a

©) Res (f,f')=d;"]f'(@®)
Preuve [7],[8]



[
Il existe une relation entre les 2 invariants Res ( f, f "y et dis (f)

Proposition 4 : soient f un polynéme de degré n et f’ sa dérivée
Le Res (f,f) et dis(f) satisfont :

(10) Res(f,f) =(-1)"""V"d,dis (f)
Preuve : [7 ],[8 ]
Exemple:

Polynome cubique

f(x) = x’+2x>-5x+3 €IR [x] ;

La dérivée est égale a f' (x) = 3x*+4x-5 ;

ce la implique le résultant de f(x) et ' (x) ;
Res (f, f) est un déterminant d'ordre 3+2 =5 ;

1 2
0 1
Res (f, f)=| 3 4 -
03
00

hnh O O w O

Avec les régles de calcul des déterminants, j'obtiens
Res (f, ') =279

Le discriminant A (E) d'une cubique de Weierstrass
E:y =f(x) eIR[x]
est 1i¢ au discriminant du polyndme f(x) par la

Proposition 5 : soit une cubique de Weierstrass E : y° =f (x) ; alors les discriminants A
(E) de E et dis (f) de f satisfont:

1) A(E) = 16 dis (f) lorsque f(x) = X’ +ax*+ax+ag

2) A (E) = 16 dis (f) lorsque f(x) = xX’+Ax+B

3) 16 A (E) = dis (f) lorsque f(x) = 4x° + bx’+2b x+b,



Preuve: de " A(E) = 16 dis () lorsque f(x) = x +a,x’+asx+ag "

Le calcul de A (E) nécessite le calcul des invariants by; de la cubique

de Weierstrass y2 = X3+a2x2+a4x+a6 :

b212432 ) b4:2214, b6=4a6 ,bg: 43236—342

Remplagons ces invariants dans la formule (12) de discriminant ;nous obtenons le résultat

A (E) =16 (18 aasas —4a;-27a;-ajas +a;)

D’apres les regles de calcul des discriminants des polynomes f (x) €IR [x]
disf (x) = 18 a,asas —4a’-27a2-a3 ag +a’ , lorsque f(x) = x’+a,x*+asx+ag
Nous obtenons A(E) =16 dis (f)

Preuve : de " A (E) = 16 dis () lorsque f(x) = x +a,x*+asx+as "
Avec le calcul des invariants by; de la cubique de Weierstrass
E: y =x+Ax+B

Nous obtenons : b, =0,b; =2A ,bs=4B,bg=B
Cela implique A (E) =- 16 (4A° + 27B%)
Il en résulte A (E) = 16 dis f(x)

Preuve : de "16 A (E) = dis (f) lorsque f(x) = 4x° + byx*+2b,x+bg "
On utilise la théorie des résultant pour calculer le dis f (x)

dis £ (x) = 16 ( 9bybsb ¢ - 8b3- 27b¢” -b2bg )

D’ou le résultat dis f (x) =16 A (E)

l

Les cubiques de Weierstrass peuvent étre classifiées par leur
discriminant A(E) et leur invariant c4(E) .

Proposition 6 : Soit une cubique de Weierstrass
E: yz +a;xytazy = Xtaxtaxtas K[x,y]
de discriminant A(E) et d’invariant c,(E)
Alors :
1) la cubique est singuliere si et seulement si A(E) =0
2) elle admet un neeud si et seulement si A(E) =0et c(E) =0



3) elle admet un point de rebroussement si A(E) =0et cyE)=0

Preuve : 1) "la cubique est singuliere " implique " A(E) =0 "
Par définition une cubique singuliére admet un point singulier S, ce point a des
coordonnées solutions du systéme :
fix)=f (x)=0

Donc fet f’ ont une racine commune
Le corollaire de la proposition 3 implique la valeur

Res (f, f)=0
La relation entre Res (f, f'), dis (f) et A(E) implique A(E) =0

2) "E admet un nceud " implique " A(E) =0 et " c4(E) #0".
Prenons une équation de Weierstrass
(1) y? =% —27 csx -54c6 € K [x]

L’hypothése "E admet un nceud " implique que la cubique E est singulicre
cela implique A(E) =0

Par définition d'un nceud la cubique E admet 2 tangentes distinctes en ce
neeud, les pentes de ces tangentes sont égales a la dérivée y' de'y

y - 3x>-27c, _ 3N(x)

;N =x’-9
2y 2y (x)=x C4

2)

Il en résulte que le polyndme N (x) qui admet 2 racines distinctes a un discriminant
(3) dis (N(x)) =36 ¢, #0

(4) Tlenrésultecy (E)=0

3) "E admet un point de rebroussement " implique " A(E) =0 et " cy(E)=0"
Prenons 1'équation (1) ,et la dérivée y' de la formule (2)

Par définition, au point de rebroussement, la cubique E une racine double.
Il en résulte dis (N(x)) =36 ¢4=0

Donc A(E) =0et c4(E)=0

[

[lustrons la proposition 6 par 2 exemples
Exemple 1 :
Cubique de Weierstrass :



E :y™-6xy+2y = x’-5x*+6x -1

Calcul des invariants
b2—16 b4 0 b6 0 bg 0 C4—16 A(E1)=0

La proposition 6 implique que la cubique E est singulic¢re et admet un nceud
Intersection de la cubique avec les axes :

Pour x = 0, alors y*+2y+1= 0 admet une racine double y =-1
Pour y = 0 alors x’-5x™+6x-1 les solutions avec le logiciel Mapple : pas de racines réels .

Il en résulte lenceud S=(0,-1)

Tracé de la cubique :

Ei: y>-6xy+2y = x>-5x*+6x -1

Exemple 2 :
Cubique de Weierstrass d’équation :

E,: y2+4xy +6y =X -4x* -12x-9
Calcul des invariants
bz—o b4 48 b6 O bg 0 (e O,A(E):O

c;=0,A (E) =0 laproposition 6 implique E, admet un point de rebroussement
de coordonnées N=(0,-3)



Intersection de la courbe avec les axes

x =0, alors y* +6y +9 = 0 une racine double y = -3
y =0, alors X’ -4x” -12x-9 = 0 1 les solutions avec le logiciel Mapple : pas de racines
réels .

Tracé de la courbe :

E,: y2+4xy +6y = x° -4x* -12x-9

J’ai classifié I’ensemble des cubiques de Weierstrass singuliéres
Maintenant je classifie les cubiques de Weierstrass non singuliers, qui sont, d’aprées la
définition 5 des Courbes Elliptiques

Proposition 7 :
Une cubique de Weierstrass

E: y2+a Xytazy = X +a2x2 +ax+as € K[x,y/



Est une courbe elliptiques si et seulement si A (E) =0

Preuve :
C’est un corollaire de la proposition 6
[]

Puisqu’une équation cubique a coefficient réels irréductible admet 1 ou 3 racines réelles,
il en résulte qu’une courbes elliptiques coupe 1’axe Ox en 1 ou 3 points simples

Proposition 8: les Courbes Elliptiques sont classifiées en 2 classes

1) classe des courbes elliptiques qui coupent I’axe Ox en 3 points :
A(E)>0
2) classe des courbes elliptiques qui coupent ’axe Ox en un seul point simple :
A(E)<0

Preuve : 1) ’courbe elliptique qui coupe I’axe Ox en 3 points’’ implique
b ’A (E)>O’ 2

Soit une courbe elliptique E qui coupe I’axe Ox en 3 points simples
Plz(el,O) >P2:(e270)9 P3: (6390)

Equation de Weierstrass de la forme :

f(x)=(x-e;)(x-e,) (x-e3; ) e IR lediscriminant du polyndme est égal a
dis(f)=(el-e2)2(e2- e3)2(63-61 )2

: oy . : 2
Les 3 racines e;sont des nombres réels, il en résulte que les carrées (e - € ;)

de nombres réels sont positifs :

(1) dis (f) > 0
La formule (1) et la relation entre les discriminants de f et de E impliquent la relation :
A(E)>0

2)”’une courbe elliptique coupe I’axe Ox en un seul point’’ implique *’A (E)< 0’
Elle a une équation y* = f (x) € IR

Elle coupe I’axe Ox en un seul point P = (e, 0 ) qui est simple :
y'=f()=(x-e )(x-er) (x-¢)

Donc les 2 racines ¢ | et e , sont complexes conjuguées



Le discriminants du polynome f(x) est égal a
dis(f)=[(e -e1 ) (e - e2) (e1-e2) I

Avec le calcul nous obtenons la valeur :
dis(f)=-4s*[(e-r)>+s?]?

Les carrés des nombres réels sont positifs.

Il en résulte I’'inégalité :

dis (f) <0

La relation entre les discriminants de fet de E implique la relation
A(E)<0’:

l

Illustrons cette classification par un exemple de chaque classe

Exemple 1 :
Soit la courbe elliptique d’équation
E:y=x"-3x+3

Calcul du discriminant de E
b2=0,b4=—6 ,b6:12 ,bg:9 etA(E)=—2160<O

Donc la courbe coupe I’axe Ox en un seul point P, qui est simple

Tracé de la courbe E par le logiciel Maple :



Exemple 2 :

Cubique de Weierstrass
E,:y?=x"-2x"-22x +8 = f (x) € IR [x]

Calcul du discriminant

b,=-8,bs=-44,bs=32,bg=-64, A(E)=759296 >0.

Donc la cubique E, est une courbe elliptique qui coupe 1’axe Ox en 3 points simples
(proposition 8 )

Les solutions de I’équation diophantienne f (x) = 0 sont des diviseurs du terme constant (
théoréme )
Les diviseurs du terme constant 8 sontd = +1, +£2, +4 et £8

Avec le calcul nous obtenons une seule valeur
f(-4)=0

Cela implique la factorisation du polynome
f(x) = (x+4 )( x> -6x +2)



ce polynome admet 3 racines réelles
€1:-4,62:3-\/7 ,63:3+ \/7

I1 en résulte les 3 points d’intersection de la courbe avec 1’axe Ox
Pi=(e;,0),1=1,2,3.

Tableau des coordonnées de quelques points de la courbe :

X -5 -4 0
Y Pas de 0 242 ou
racine réel 242

La courbe E, admet I’axe Ox comme axe de symétrie.

Tracé de la courbe E, avec le logiciel maple :

E,:y’>=x’-2x>-22x +8

1-Groupe de Mordell — Weil d'une courbe elliptique : [S],[11]
Pour obtenir un groupe, il faut un ensemble, un élément neutre et une loi de
composition.



Proposition 1: soit l'ensemble E(K) des points K- rationnels d'une courbe elliptique E
et le point a linfinie 0g = ( 0,0 , alors l'application

f :EK) <E(K) —___ E(K)

De valeur f ( P; +P,) = P; +P,
est une loi de groupe abélien d'élément neutre O = ( 0, )
avec la régle géométrique de 3 points colinéaires de E

1) P+ P+ P; = 0= (o0, ©)
Vérifions les 4 axiomes d'un groupe abélien

Axiome de I'élément neutre (figure 1)

Le point Oy = (o0, ) dans le plan affine IA*(R) ; dans le plan projectif IP*(R) c’est le
point Og = (0,1,0) il est déterminé par la direction unique de I'axe Oy

D’aprés la construction du plan projectif IP *(IR) = {(x, v, z)} a partir du plan affine IA*
(IR) = { x, y } et d’une relation d’équivalence.

(2) P+ 0E+ 0E=P

Axiome du symétrique (figure 1)

La parallele a Oy passant par le point P coupe la courbe E en un
satisfait la relation :

3) P+R+0g=0g

2 eme

point R qui

D'ou R=-P
Donc le symétrique du point P est ce point R =- P

Axiome de commutativité (figure 2)
La sécante PP, est confondue avec la sécante P,P;, cela implique :

4) Pi+P,+P;=P,+ P+ P3;=0¢

Axiome d'associativité :

Il n'est pas vérifiable géométriquement.

Cette vérification s'obtient par le calcul des sommes
P+R=M, M+S=T,R+S=NetP+N=T,



[]

Cet ensemble E (K) des points K — rationnels d'une courbe elliptique est un groupe
abélien dont le type a €té conjecturé par Poincaré ; cette conjecture

a été démontrée par Mordell = Weil (Elliptic Curves —Diophantine Analyse chapitre IV,
Lang)

Définition 1 : l'ensemble E (K) des points K — rationnels d'une courbe elliptique est le
groupe de Mordell — Weil de E ; c'est un groupe abélien

Déterminons les coordonnées de certaines points

1- Coordonnées du symétrique - P d'un point P=(x,, y,)
Les points P et — P se trouvent sur une parallele a 1'axe Oy .

L'équation de cette parallele est x =x,, ; donc x_, =X, .
L'équation de Weierstrass de E devient :

y2+a1xp ytazy = x3p +a2X2p +asxp,tas € K[x,y]
C’est une équation en y de degré 2 ; la somme de ses 2 racines est égale a
Yot Yep = -(arXp— a3 )
Cela implique les coordonnées
5) x,=x, et Y = YparXp-az
1-2 Coordonnées de la somme =P;+P, de 2 points P; # ' Py(figure 2)

La régle géométrique des 3 points colinéaires de E implique la relation

P2+P1+P3:0E

Il en résulte la somme
P2+P1:-P3+OE :-P3

Donc le point M = P;+P; est le symétrique - P; du point P;



L'équation de la sécante PP, égale a

(6) y=t(x-xy) +ty; avec t=(yz-y1)/ (X2-Xy)

L’équation de Weierstrass devient
2 3 2
[t (x-x1) ¥y1] " + (aix +y) (t(x-x1) Ty1) = X +ax Fasxtag
C’est une équation cubique en x de racines X, ; X, et X3
La somme des 3 racines de cette équation cubique est une fonction symétrique
élémentaire : x; + X, + x5 = - coefficient x* / coefficient de x°

Les coordonnées du point M = P;+P, = - P; sont obtenues avec la formule
Du symétrique

X, =t?+at-a,—x,—X,;

@) Y, =-t*-2at’ +(2x,+x,-a’ +a,)t+aa, —a, -y, +a,(X, +X,) ;
g=Y2 "Y1, pour X, #X,
XZ_X1

1-3 Coordonnées de la somme P+P = 2P (figure 3)

La somme P+P = 2P d'un point P (x,y) est déterminée par la tangente a la cubique E au
point P .
Avec 1'équation de la tangente PT a la cubique E en P et la formule du symétrique

-T = 2P nous obtenons les coordonnées du point 2P = (X2, y2p) €t
le coefficient y

2 .

Xy, = y;, + a1y;, —a, —2x, ;
3 2 2 .
(8) Yo = y;) _2a1y;) +(3X,, —aj + az)y; +a @, —a; -y, t2a,X,;

2
3x, +2a.x, +a, —a,y,

!

Yp =

2yp +a,X, +a,




Figure 1 Symétrique -P

Figure 2 somme P, + P,

v

N

P 1+P2=-P

]

w

v



v

PP =-T

Figure 3 Somme P +P = 2P

Nous avons démontré la :
Proposition? :soit une courbe elliptique E d'équation de Weierstrass

E: y2+alxy+a3y =x’ +a,x” tax+ag € K[x,y]
1) Les coordonnées du symétrique - P d'un point P = (x;, y,) sont égales a
Xep=Xp €t Y T YprAiXpas
2) Les coordonnées de la somme M = P+P, , pour P;= (x;, y;)
et P; # P, sont égales a

X, =t*+at-a,-x,—X,
Y, =—t° -2at’ +(2x, +x, -a’ +a,)t+a,a, —a, -y, +a,(x, +X,)
t=Y2" %1 pour X, #X,

Xy — X4

3) les coordonnées de la somme P+P = 2P = (X3, y,,) sont égale a



x2p = sz +a1yp_a2 _2&
Yoo =Yy —2ay) +(3x,,—al +a,)y, +aa, —a, -y, +2ax, et
3X +2ax, +a, —ay,
Y, = 2
Y, +ax, +a,

[

Exemple :
Courbe elliptique E d’équation de Weierstrass

E:y" -3xy—3y=x —x>-4x € IR [x]
Calcul des invariants de E
b2:5 ;b4= 1 ;b6:9,bg: 11 , C4 = 1 , A(E)=—2065

Les points P = (0,0) et R = (-2, 1) sont sur la courbe
Calculons les coordonnées des points —P , , 2P, P+R

La formule de coordonnées du symétrique de la proposition implique les coordonnées des
points -P et — R

-P=(0,-3) ,—R(-2,-2 )

La formule des coordonnées de la somme M = P; + P, de la proposition

implique les coordonnées du point N =P + R

N=(39/4,-75/8)

Avec la formule des coordonnées de la somme 2P = P + P de la proposition
j’obtient les coordonnées du point 2P pour P = (0,0)

2 _ _
3X2 2); 4;33’ lavaleury/p =4/3 et le point
y—3x-

2P = (xap, y2p) =( 11/9,622/27)

La dérivée y'=

2-Points d'ordre fini et formules de Cassels :[1 ]|



Définition 2 : un point P d'ordre m d'une courbe elliptique E est un point qui satisfait
la relation :

mP=0; avec:
1) m P = P+P+P+...+P , m fois Psim >0
mP=(-P)+ (-P) +...+(-P) (- m) fois (-P) sim <0
et OP = 0 = (0, ©0)

Les coordonnées des points 2P, 3P =2P + P et 4P =2 (2P)
sont des fonctions rationnelles

Cassels a obtenu les formules des coordonnées des points m P des courbes elliptiques
particulieres

Proposition 3: (lemme 7-2 "Equation Diophantine " Cassels) [1]
Soit une courbe elliptique E d'équation de Weierstrass :

E: yz =x'+Ax +B eQ[x,y] et 4A*+27B° £ 0
Alors les coordonnées d'un point m P de la courbe elliptique E sont égales a

¢m —_ wm
3) X (mP):q’_rzn et .V(mp)_q,—i1

Y .0 et w, sont des polynomes de l'anneau Z [x,y,A,B ] qui satisfont les relations

LIJ_1 =-1,¥Y,=0,¥, =1,¥, =2y
W, = 3x* + 6Ax”> +12Bx — A?

W, = 4Y(x°® + 5Ax* +20Bx * - 5A%*x* — 4ABx - 8B* - A?®)
@) Wy =2W, (W, W, — W, Wh.,) ;pour m 22

Y, =¥ LW v W o pour m >2

O, =x¥2 -9 W

w, =¥, W —¥. W

m+2

Preuve:



Pour m =-1 la formule du symétrique - (x, y) = (x, -y-a;x-a3) implique les valeurs :
Y, =-1

Pour m=0 alors 0 (x,y) = (o,0) = (%%) implique ¥, =0

Pourm=1 alors 1 (x,y) =(x,y) implique ¥, =1

Pour m=2 alors 2(X,y)=(X2y2) impliquent ¥, =2y

Pour les entiers m > 2 nous utilisons un raisonnement par récurrence sur m
[

Un point P d'ordre m est un point de m — torsion
L’ensemble E[m] des points de m- torsion est un sous groupe du groupe E/K

Définition 3:

1) le sous groupe de m - torsion du groupe E(K) de Mordell — Weil d’une courbe
elliptique E est l'ensemble des points d'ordre m fini

E[m]={P € E(K) ; mP=0¢ }
2) le groupe de torsion d'une courbe elliptique est la réunion infinie des sous groupes
de m- torsion

T(E/K) = YE(K)[m]

mez

La structure du groupe de torsion des courbes elliptiques E sur le corps des nombres
rationnels Q a été déterminer par MAZUR [9]

Théoréme 1: le sous groupe de torsion T(E)(Q) d'une courbe elliptique E/K est
isomorphe a l'un des 15 groupes abéliens finis

Z/dZ pour 1<d <10 etd=12
Z/2Z® Z/27Z pour 1<d < 4
Preuve : |9 ]

[l
Le groupe T(E) est un sous groupe du groupe de Mordell — Weil
La structure algébrique du groupe E(K ) est précisée par le



Théoreme 2 : le groupe de Mordell — Weil E(K) d'une courbe elliptique E est abélien
de type fini

Preuve : selon Lang [8 ],cette preuve est formée de 2 parties : dans I'une on montre que
le groupe quotient E(K)/2E(K) est fini ;dans une autre on utilise la descente infinie et les
fonctions hauteurs sur un groupe abélien

[

Définition 4: [7],[8] wune hauteur sur un groupe abélien A est une fonction h a
valeurs réelles

h : A—» IR
qui satisfait les axiomes

h ; : a tout point Py de A on associe une constante c; = c; (Py, A) telle
que: h (Py, P) <2 h (P) + c; pour tout point P de A .

h; : a tout entier m > 2 on associe une constante c,=c; (m, A )telle
que h (mP) 2> m’ h (P)—c, pour tout point P de A .

h; : pour toute constante c;l'ensemble des points P de A de hauteur bornée
{P,h(P)< c;}estfini.

Supposons que le groupe quotient A/mA est fini.
Pour montrer que le groupe abélien A est de type fini nous utilisons les hauteurs sur ce
groupe et la descente infinie .

Proposition 4:soit un groupe abélien A et un entier m > 2 tel que le groupe
A/mA est de fini. Alors le groupe A est de type fini

Preuve soit un groupe quotient A/mA fini et des représentants des classe :  Rj,R;,
...,R ;de A/mA

Dans le groupe abélien A, on considere une suite infinie de points Py ,....P,,....;
P:mP1+R1i ) 1 <li<r

Les points successifs Py, ....... , P, sont des combinaisons linéaires

Pi=mP,+Ry ; Puu=mP;j+Ry ; Puni=mP,+Rj



Cette suite infinie de points est une *’ descente infinie *’ selon Fermat.
On introduit une hauteur h: A IR

Soit la relation :

(1) Inl)n+1 = Pn - Rn+1

Appliquons 'axiome 2 a gauche et I'axiome (1) a droite
Nous obtenons les inégalités :

m”h (Pp) — ¢, <2 h (Py) + ¢
m’ h (Py) —c2<2h (Py) + ¢y

L'hypothése m > 2 implique

2 C
h(Pn+1):Fh(Pn)+F I n<N
2 C,
Pourn=1 , h(P))< Fh(P)JFF

!

2 c
Pour n=2 , h(P;)< Fh(Pl)Jrﬁ

2 c
Pourn=3 , h(P))< Fh(Pz)Jfﬁ

2 !

Pourn=N , h(Py)< h(PN-l)Jrc:niz

m2
En additionnant membre a membre ces inéquations nous obtenons 1’inégalité :

1

(Dh@ﬂﬁmh®+dﬁ+#hﬁww
avec llimun=0
N
Dans (1) le facteur de ¢ est égal a : ﬁ =l+u+u’+.. u= #
I1 en résulte que I'ensemble des points P; est fini
{P,Py,...,Pq}

Tout point P du groupe abélien A est une combinaison Z/- linéaire
P=nR/+... MR, P;+...nqPq;n €Z/

Donc le groupe abélien A est de type fini.

[]



La procédure de descente infinie a été inventée sans doute Fermat d’arithmétiques.

Exemple :

Montrer que le nombre +/5 n’est pas rationnel.
Supposons +/5 rationnel.

(1) Alors+/5 =a/b, aetb entiers rationnels entre eux

En élevant au carré, nous obtenons
) a’=5b"

Dans (2) , 5 drive a ; donc :
a=5a; et(2)implique:
3)b*=5a’

(4) Dans (3), 5 diviseb:b=5b,

Nous obtenons 2 suites *’infinies > décroissantes
a=5a;.a=5;a=5%3;...;a,=5a

b:5b1; b1:5b2;b2:5b3;...;bHZSbnﬂ

A la limite a, et b, sont égaux
Donc +/5 =5, résultat absurde
D’ou /5 n’est pas rationnel.

Pour le groupe abélien de Mordell — Weil , il existe plusieurs hauteurs possibles
selon la valeur de I'image h (P ) : hauteur logarithmique , hauteur de Weil , hauteur
canonique , hauteur de Néron — Tate ; hauteurs locales ; etc. ...

La décomposition de ce groupe abélien est précisée par la :

Proposition 5 : le groupe abélien E(K) de Mordell _ Weil est isomorphe
a un produit de groupes abéliens

E(®) =T(E)xZ/"

Ou T(E) = le groupe de torsion, qui est fini
Z/" =r copies du groupe abélien additif infini Z/

Cet isomorphisme implique un invariant des courbes elliptiques.



Définition 5 : cet entier r =r (E) >0 est le rang de la Courbe Elliptique E

1l est égal au nombre de points P € E (K) d'ordre infini et linéairement indépendants
qui engendrent la partie infinie E(K) — T(E)du groupe E(K).

Cette formule ne permet pas de calculer le rang d’une courbe elliptique.

Homomorphismes des courbes elliptiques : [14],[11],[9],[1],[10],[12],[3],[8]

I1 s'agit des homomorphismes des groupes abéliens E (K) de Mordell — Weil
des courbes elliptiques .

Ce sont des isomorphismes, des automorphismes

des endomorphismes usuels de théorie des groupes .

Les homomorphismes spécifiques aux courbes elliptiques sont des isogénies et

des twists
Ces notions ont fait I'objet de travaux de recherche de plusieurs spécialistes :

Silverman [14 ], Mazur [9 ], Cassels [1 ],Shimura [13 ], Lang [8]
Shafarevish , [12] Tate [15 ], etc.

1) Isomorphismes de courbes elliptiques :
Ils sont déterminés par des changements de variables particuliers

Proposition 1: soit le groupe de mordell Weil E (K ) d'une courbe elliptique E et
son point a l'infini O ; alors l'application :

fEK) —> E'(K)
(1) devaleur: f(x,y) =( wWX+r, w’Y+su’X+t )

avecu #0 et r,st €K
est un isomorphisme de courbes elliptiques

Preuve :
Considérons une courbe elliptique E d'équation de Weierstrass

E: y"+axy +asy=x +ax’+ asx +ag €K [x,y]

Sa transformée par f est la courbe f (E) = E' d'équation de Weierstrass



2) E':Y>+a XY+a,Y =X +aX>+aX +a, eK[x,y]

Pour vérifier les formules d'isomorphisme de groupes il faut comparer 1'image
f (P+R) de la somme de 2 points et la somme f (P) + £ (R) des images ;
L’image du point neutre Og est €égale a f (( 0, o)) = (o0, ) = O

Les coordonnées X et Y sont égales a :
X=(x-1/u" et Y=(y-sx—sr+t)/u

L'hypothése u # 0 implique une solution unique (X ,Y)
Le noyau est réduit a I'élément neutre Og,
[

2- Relations entre coefficients et invariants de 2 courbes isomorphes
EetE’

Corollaire : soit l'isomorphisme de la proposition 1 alors
les coefficient a; , b;, c; de E et a,-/ , b,-/ , c,-/ de E'

ua' =a;+2s N u’ a /2= az-sa1+3r-s2 (Is-1)

u3a3/ = a;tra; 2t



u‘a) =a, —sa, +2ra, {t +rs)a ,+3r> -2st ,

u®a) =a, +ra, +r’a, +r® —ta, -t —rta,
u’by =b, +12r
u*b, =b, +rb, +6r?
2
uby =bg" +2rb, +r’b, +4r® (Is -2)

u®b, =b, +3rb, +3r’b, +r’b, +3r*

4

u‘c) =c, (Is-3)
6 1/ _

u’cy =c,

les invariants de E et E’ satisfonts

u? A(E )= A(E) (Is-4)

iE )=j(E) (Is-5)

w (E')=u w(E) (1s-6)
Preuve :

I1 faut remplacer x et y par leurs valeurs

En appliquant les formules des invariants b,; , ¢5; , A (E), j (E) nous obtenons les relations
(Is-1)ads-6)

H

La relation (I s - 5) permet de classifier les courbes elliptiques E(K) par
leurs invariants modulaires j (E)

Proposition 2 : deux courbes elliptiques E/K et E'/K sont
K _isomorphes si et seulement si leurs invariants modulaires sont égaux

Preuve :

Soient 2 courbes elliptiques E/ K et E'/ K isomorphe alors par le corollaire précédent la
relation (I's - 5) implique j (E) =] (E')

[]

Proposition 3 : pour tout nombre t € K il existe une classe de courbes elliptiques E
d'invariant modulaire j (E) =t



Preuve :
Pour t = 0, nous prenons une courbe E d'équation de Weierstrass ;

E: y2 +y= X’
Calcul des invariants :
La courbe E d'équation de Weierstrass : E : y* +y= x° a des invariants
¢gaux a
AE)=-27 e j(E)=0

Selon Silverman [14 ], la courbe elliptique E d'équation de Weierstrass

36
t-1728 t-1728

E(t)=y*+xy=x"- pourt=0, 1728
a pour invariants

AE) = b

(t-1728)° ety (B)=t

Donc les Courbes Elliptiques E et E ' sont isomorphes

Exemple 1:

Courbe elliptique E d'équation de Weierstrass
E:y +3xy—6y=x +4x"—5x+2 € Q[x,y]
Calcul des invariants :

b2:25 ,b4:-28,b6:44,bg:79,04:601
A(E) =-203231 , j(E)= -(601)°/203231

Soit I'isomorphisme de formules

x = w’X+r et y = CY+su’X+t avecu=-2/3, r=5/3,s=2¢ett=4/3
Calcul des coefficients de la courbe isomorphe E’

a1=-21/2, a)=-9/4,a’5=-458 , a/=-189/4,a’s= 3267/ 32

bly= 405/4 b, =2457/16 bs= 28161/64 \by= 10833669 /1024

c4= 105057/ 16



Equation de la courbe E' isomorphe & E
E'- Y>+-21/2XY-45/8Y =X-9/4X>+ 189/4 X+ 3267/32 € Q [x, y]
Calcul des invariants

A (E')=-7403778725212791/16384 et  j(E') -(601)° /203231 =] (E)

Exemple 2 :
Courbe elliptique d’équation de Weierstrass
E:y =x(x-1) (x+9)

Calcul des invariants
b2 :32, b4:- 18,b6:O,bg:-81

AE)=3%293 ,j(E)=2"7/5%

Déterminons la courbe E isomorphe a E par I’isomorphe

x=2"X-1 et y=2’Y-5(2%) X+3

Calcul des invariants de la courbe isomorphe E /
ai=-5, a)=5,a3=3/4, a/= 13/8,a's=-1126

Courbe Elliptique isomorphe
E'-Y*+ -5XY+34Y =X’ +5X>+13/8 X -11/2° € Q[x,y]

Avec les relations d’isomorphismes nous obtenons les invariants :
AE)Y=3%2%x293/2"; j(E) =2"x7/5"=j(E)

2— Automorphismes de courbes elliptiques :

Par la théorie des groupes, les automorphisme d'un groupe A forme un
groupe Aut (E)

La structure du groupe Aut (E) d'une courbe elliptique E / K dépend de la
Caractéristique du corps K et de la valeur de I'invariant modulaire j (E ) .

Proposition 4:
Soit une courbe elliptique E d'invariant modulaire j (E) ; alors le groupe
Aut (E) des automorphismes de E est d'ordre n .



n=2 si jJ(E) =0, 1728

n=4 sij(E)=1728 et carac (K) =2 ,3
n==6 sij(E)=0 etcarac (K) =2,3
n=12 sij(E)=0 etcarac (K)= 3
n=24 sij(E)=0,1728 et carac (K)= 2
1

Preuve :

Pour j(E)=0, 1728

Nous prenons une courbe elliptique d’équation de Weierstrass E
E:y=xX+Ax+BeK|[x,y], 4A’+27B*#0, A,B=0
L’automorphisme E (Q) » E(Q); x= u’ X et y=uY
Transforme E en E’ d’équation de Weierstrass
E:Y'=X’+Au*X+Bu°

Cela implique Au®*=A ,Bu®=Bet u'> AE') = A(E)
Nous en déduisons ’équation u” = 1 ; elle admet 2 solutions u = +1

Cela implique le groupe Aut (E ) estd’ordren=2 .

2) Preuve pour j (E)=1728 et carac (K ) #2, 3
La courbe elliptique E a pour invariant modulaire
j(E)=1728 (4A )’/ -16(4A° + 27 B*)

L hypothese j (E ) =1728 implique B=0 et A#0
L’automorphisme x =u’ X et y=u’Y implique I’équation
u* =1, qui admet 4 solutions

Donc Aut (E )estd’ordren=4.

3) Preuve pourj(E)=0etcarac(K)#2,3
L hypothese j (E ) =0 implique A=0,B#0.
La courbe elliptique E ' devient
2_ 3
y°=x"+B
11 en résulte 1’équation : u ® = 1 qui admet 6 solutions
Il en résulte que Aut (E ) est d’ordren=06.

4) Preuve de j(E)=0=1728 et carac (K ) =3
Les courbes elliptiques isomorphes ont méme équation de Weierstrass



E/=E1=y2=x3+a4x+a6 et Y2=X3+a/4X+a/6 .84,3/4-‘/—'0

Nous prenons 1’isomorphisme :

(1) x=uw'X+r et y=uly

Nous obtenons 2 équations

) ut=1 et r+agr+(-u’)a=0

Le nombre des automorphismes (1) est €égal au nombre de paires (u, r ) solutions
d’équations (2)

I1a 12 paires (u,r) ; donc Aut (E ) estd’ordren=12.

Preuve pourj (E)=0=1728 et carac (K ) =2

Les 2 hypotheses sont réalisées par la courbe elliptique d’équation de Weierstrass

(1) E,: y2+a3y=x3+a4x+a6 avec asjz ,a4,a4#%0

L’automorphisme

) x=uX+s* et y=uwY+su®X+t

(3) E2 . y2+a/3y=x3+a/4x+a/6

Les relations entre les coefficients de 2 courbes elliptiques isomorphes impliquent les 3
équations :

4) w=1, s'+assH1l-u)as=0 et t*+ast+s®+a;s’=0

Le nombre des automorphismes (3) est égal au nombre de triplets (u, s, t)
solutions des 3 équations (4) .

Nous obtenons 3x 4x2 = 24 triplets.

Donc Aut ( E ) est d’ordre 24 .



Ce groupe Aut ( E ) est isomorphe au produit d’un un groupe cyclique C 5 d’ordre 3 par le
groupe des groupe des quaternions Hg d’ordre 8
Aut(E)zC3><Hg
il
Exemple 1

Courbe elliptique d'équation de Weierstrass :
E :y>=x’+x+1 elF;[x,y], IF; = corps fini a 3 éléments = {0,1,2}

La caractéristique du corps de base est égale a 3
Avec le calcul nous obtenons j(E)= 0 ,A(E)= 0

Il en résulte que l'ordre de Aut (E) n estégala 12

Exemple 2
Courbe elliptique d'équation de Weierstrass :
E>:y 2+ y=X ‘+x2+1 elF, [ x,y];IF,=1{0,1} corps fini a 2 éléments

La caractéristique du corps de base est égale a 2
Avec le calcul nous obtenons j(E)= 0 et A(E)=1

Il en résulte que l'ordre de Aut (E) n est égala 24

3- Anneau des endomorphismes des courbes elliptiques

Soit une courbe elliptique E de groupe de Mordell — Weil E (K) ; ce groupe est abélienne
de type fini

Les endomorphismes

f: E (K) »E (K) , forment un anneau End (E ) avec les 2 lois
f,g €End (E):
fog(P)=1f(g(P)) ;lacomposition des applications

(f+g) (P)=f(P) + g (P), Id (P) = P pour I’¢léments neutre



Selon Silverman [14], I'anneau des endomorphismes End (E) a été déterminé
completement par Deuring dans " Die Typen der Multiplikats renringe elliptishes
Funktionen Koper " Abh . Maths Séminaire .

Hambourg 14 (1941) ,197 - 272.

Proposition 5:

L'anneau End (E) des endomorphismes d'une courbes elliptique E est isomorphe a
l'anneau Z/, ou a un ordre d'un corps quadratique

imaginaire, ou a un ordre de l'algébre des quaternions

Preuve : [14] corollaire 9, 4

[

Définitionl: (selon Silverman [14] ) un ordre d'un corps quadratique imaginaire K =
O(V-d),d >0 est un sous anneau O(f) =Z/+ f A (K)

ou f est un entier >0 et A (K) est l'anneau des entiers du corps K ; f est le conducteur
de l'ordre O (f)

Lorsque le corps K est un corps fini de caractéristique p > 0 , alors 1'anneau des
endomorphismes End (E) est un ordre d'un corps quadratique
imaginaire, ou un ordre de l'algébre des quaternions

Définition 2: lorsque l'anneau End (E) est isomorphe a un ordre d'un corps
quadratique Q (V-d ) , la courbe elliptique est une courbe a Multiplication complexe

Une description précise se trouve dans [ 14 ], appendice C paragraphe 11
Baker , Heegner et stark ont prouvé qu’il y a exactement 9 corps quadratiques imaginaires
K =Q (+-d), de nombre de classe h ( K ) ce sont les corps pour les 9 valeurs

d=1,2,3,7,11,19,43, 67, et 163
L’ordre de K de conducteur f= 2 est obtenu pourd=1, 3 et 7
L’ordre de K de conducteur f= 3 est obtenu pour d = 3



Cela implique 13 courbes elliptiques E / Q qui sont a Multiplication Complexe

Exemple :
Multiplication complexe par le nombre complexe 1

m;: E(K)______ | E(K)
(X,Y) > ('X’iY)

E:y2=x3—x ,E’: y2=x3-x
Alors m ; (E) = E ; c’est donc un automorphisme de E (Q)

dordre 4 : {i,i%i’,i*=1 }L'anneau End (E) est isomorphe & l'ordre Z/ [i ] Cela
implique le groupe Aut E = Z/ [ 1 ] est un groupe cyclique



4- Isogénies de courbes elliptiques :

La théorie des isogénies des courbes elliptiques se trouve dans plusieurs
ouvrages. Citons [1], part II, 8 de Cassels, [13], chapiter 4 de Shimura, [16] de
Velu, [14] I1I-4 de Silverman, etc...

Définition 3 : Une isogénie de 2 courbes elliptiques E /K et E/K est un
homomorphisme de leurs groupes de Mordell-Weil :

ﬂ . E](K) - 5 Ez(K)
Qui satisfait les 4 conditions :

1) A n’est pas nul ;

2) Le noyau de A est un sous groupe fini du groupe E(K) ;

3) A est surjectif ;

4) A(07) =03 et A(P+ R) = A(P) + A(R) pour les points a infini 0; = (o0,0)
de E}, 0, = (0,00 de E, et tous points P, R de E|.

Cet homomorphisme n’est donc pas injectif. Par la théorie des groupes, le noyau
F d’un homomorphisme surjectif f : A » B implique un
isomorphisme de groupes A/F » B.

Proposition3 :
Soit une courbe elliptique E/K et un sous groupe fini I’ du groupe E(K). Alors
il existe une isogénie unique

A: E(K)/F » E(K)

De noyau F.
[

Toute isogénie de courbes elliptiques possede un invariant.

Définition 4 : Le degré d’une isogénie A : E(K) » E>(K) est égal a
lordre de son noyau.

Exemple : La multiplication par un entier rationnel m sur E(K) :

I, : E(K) » E(K), I1,,(P) = mP
Son noyau est déterminé par la :




Proposition 4 :( [1], Lemma 7-2, corollary)

La multiplication par un entier rationnel m > 1 sur une courbe elliptique E est une

isogénie de degré m’.

[

Preuve :

Soit une courbe elliptique E/Q d’équation de Weierstrass :
E:y'=x’+Ax +B,4A* + 27B* % 0.

Pour tout entier rationnel m>2, les coordonnées du point mP, pour tout

point P = (x,y) # Og sont déterminées par les formules de Cassels :

X(MP) = fo/ O’ et Y(MP) = g/ 0Ly
fm= fm(X,¥) €t Om = Om(x.y) sont des polyndmes en x de degré m”.
[
La notion de degré d’un morphisme de courbes algébriques :

f:C/K—>Cy/K
est liée au degré d’extension de corps :
deg(f) = [K(Cy) : f*K(C)]

Pour les détails, consulter [14],11.
Cette notion de degré s’applique donc au degré d’une isogénie de courbes elliptiques.

Chaque isogénie de courbes elliptiques posseéde une isogénie duale.

Définition 5 : L’isogénie duale d’une isogénie de degré d
A:E((K)—____, ExK)

est ’homomorphisme :
A : Ex(K) ———— Ei(K)
Tel que la composée :

Ao )\ : ExK) ——— Ex(K) est la multiplication par d



Proposition 5 :
Soit 2 isogénies de courbes elliptiques :

AE(K) —— ExK) et w: Ex(K) —— > E;(K)
Et leurs isogénies duales :

A Eo(K) —> Ex(K) et / :Es(K) ——> Eo(K).
Alors la composée w o A est une isogénie de E(K) :

1) son isogénie duale est égale a :

woi := Loy
2) les isogénies duales de 1 et de y sont égales a :

o>

l,;=y/ et A=A
U

Il y a une isogénie classique particuliére qui se trouve dans [14] III — Exemple 4-5.
Soit 2 courbes elliptiques d’équations de Weierstrass :

E :y’=x" +ax’+bx € K[x], carac(K) #2,a° —4b =0 ;

E,: Y2=X*-2aX’+ (a’— 4b)X eK[X];

Ces 2 courbes sont isogenes par une isogénie de degré 2.

fEA——E), fxy) = (25,0

X
et la duale :

Y? Y@’ -4b-X2)j

f 1 Ey(K) JEIK), f (X,Y)=( o



Citons quelques publications parmi celles qui concernent les isogénies de courbes
elliptiques.

1- "Isogenies of prime degre over ", Compos. Maths: 97(1995)329-348 par Momose;

2- " Estimating isogenies on Elliptic Curves”, Invent. Math.100(1990)1-24 par Masser
et Wiistholz;

3- " A construction of evrywhere good Q-curves with p-isogeny” Tokyo Journal
Math, Vol21,n° 1(1998) 183-200, par Umekagi

4- " Algorithms for computing isogenies betwen Elliptic Curves”, (1996)

1-14 , par Lercier et Morain(INRIA).

5- " Schoof’s algorithm and isogeny cycles”, (1995) 1-16 par couveigne et

Morain(INRIA).

6- " Isogénies entre courbes elliptiques”, compte rendu de 1’ Académie des Sciences,

Paris, série A ( 26 juillet 1971)238-241 par Velu.

C’est cette derniére que nous allons exploiter.

Construction d’isigénies de Courbes Elliptiques par la méthode de Velu.
Cette méthode utilise des valuations .

Une valuation d’un corps K est une application

V:K— IR
Qui satisfait les 3 conditions :

1) v(x) =0 st et seulement six=0;
2) v(xy) = v(x)+v(y) pour tous ¢léments x,y de K ;
3) v(x +y) < v(x) + v(y) pour tous x,y de K.

La condition (3) est ” I’'inégalité triangulaire”.

A tout point P = (x,y) d’une courbe elliptique E/K on associe une valuation v, sur le
corps K(E) des fonctions x,y sur K.
Considérons les valuations vy et v, telles que

(Dvo(x) =- 23 vo(y) = -3 et (y/x)(0) = 1.

(2) Vi(x) = 0 et vy(y) = 0 pour tout point P # 0 ; Ce point O peut étre le point a I’infini
O = (00,00) de E.

(3)Posons z = -x/y alors la x et y sont des fonctions de z ; vy(z) = 1

Dx=1/Z=A/z—Ay—Asz— A" —AsZ’ - ...

B)y=-x/z=-1/Z"+ A"+ Aplz+ Ay + Ayz + AsZ> + ...



(4) et (5) impliquent I’équation cubique de Weierstrass
(6) y2 +a)xy + a3y = x>+ ax® +ax +ag e K[x,y];
Les coefficients Ai et a; sont li€s par les relations :

(7) Ar=a;; Ax=ay, Ay=a3; 5
A4=a1a3+a4,A5=a2a3+al az +ajas + ...

(8) Les A; sont des "polyndmes homogenes de degré 1" de I’anneau
Z/ [a),a3,a3,a4,a6].

Dans le chapitre I nous avons déterminé les invariants b,, by, bg, A(E), c4(E), j(E) des
cubiques de Weierstrass.

La cubique (6) est une courbe elliptique si et seulement si A(E) # 0
( théoreme de classification par A(E) et c4(E)).

Algorithme de détermination de courbes elliptiques isiogénes :
1- Soit une courbe elliptique d’équation de Weierstrass :
E: y2+alxy+a3y=x3+azxz+a4x+a6;
2- Soit un sous groupe fini F du groupe E(K) et I’isogénie :
f : E(K) , E’=E(K)/F. de noyau F

3- Soit I’ensemble F, des points P d’ordre 2 dans F - {Og} ;
Alors F — F, - {Og} =R @ (- R) = somme directe.

Soit ’ensemble S = F, U R.

Equation de I’isogénie f :

t u
4- X=x+ L4 L
z:s X-Xg (x-xL)3}
Y=y- z uL(2y+alX3+aS)+tL(al(X_XL)+y_yL+a'31uL_g;((L)g;/(L) ;
(X'XL) (X'XL)




Avec :
L=(xLyL) o (L)= 3xL2 + 2a)xp +as—ayyL;

gy’(L) =-2yL—aXp —a3;
tt=0’ (L)si LeF, etty=6x"+byx, +bssiL ¢ F,;
Ur = 4-XL3 + bzXL2 + 2b4XL + b6 5

ces formules X et Y sont obtenues avec les formules des coordonnées du symétrique — P
de la somme P; + P, et de la somme 2P(chapitre II).

Relation liant X et Y :
E: Y +a XY +aY =X +a,X* + (as— 5t)X + a6 — bot — 7w ;

Avect= D't etw= D (u, +X.t,);

ies ies
C’est I’équation de la courbe elliptique isogeéne

Application a la courbe elliptique d’équation de Weierstrass :
E:yV+xy+y=x —x>-3x+3 eQ[x,y] ;

Calcul des invariants :
b, =-3,b;=-5,bg=13,bg=-16,c, =129 et A(E) =-3.16.29 ;

Le point L = (1,0) engendre un sous groupe F de E(Q) d’ordre 7

F = {L, 2L=(-1,-2), 3L=(3,-6), 4L=(3,2), SL=(-1,2), 6L=(1,-2), 7L=0g=(c0,0) }
Ce sous groupe F ne contient pas de sous groupe F, d’ordre 2.

F-{0g}={L,2L,3L} & {4L,5L,6L}=R @ (-R).
Calcul des nombres t et w de I’équation de la courbe E’ isogeéne

XL tL u |0 (L) [gy(L)
1 -2 |4 -2 -2

-1 4 16 |4 4

3 40 |64 |24 8

T=42 et w=198.



Alors la courbe isogene E’ = E/F a pour équation :

Y +xy+y=x —x>—213x—1257.

Dans [16-1] nous trouvons des exemples d’isogénies de courbes elliptiques.
1- Isogénie f : E;, —— > E, de degré 5.

E:y+y=x—x";AE)=-11.
E: Y +Y=X-X"-10X-20; A(E,)=-11".

Equations de f :

R 2y+1 'y 2y+1  y+1 |
y > Y- 3 2 3 2
X x° (x-1)" (x-1)

Le noyau de I’isogénie est le groupe cyclique :

F = {P=(0,0), 2P=(1,-1), 3P=(1,0), 4P=(0,-1), 5P=05}
2-Isogénie f:E,_ | Ejdedegrés5;
E:y+y=x—x"—10x—-20; A(Ey)=-11".

E;: Y +Y=X —X-7820X —263580 ; A(E;)=-11:
Equations de f :

110 121 12x121 114

X X + + + ;
— x-5 (x-5?% x-16 (x-16)°

1212y +1) 110y 55 11*Qy+1) 132y 726
Y ——— YT T 05 T (x-57 (x-5)7  (x-16) (x-16)° (x-16)’




Le noyau de cette isogénie est le groupe cyclique :

F = {P=(5,5), 2P=(16,-61), 3P=(16,60), 4P=(5,-6), 5P= 0.

Pour la suite de mes recherches il y a plusieurs pistes : étude des invariants de cubiques
de Weierstrass a 1 et a 2 paramétres, courbes elliptiques a multiplication complexe.
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