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Introduction

Les équations di¤érentielles apparaissent dans des domaines ausssi variés que la mécanique

du solide, la mécanique des �uides, la biologie, la chimie ...etc.

Récemment en 2011, D.Behloul présente dans (15) une méthode basée sur le polygone

de Newton pour déterminer les solutions polynomiales de l�équation de Painlevé généralisée.

Dans (10) Feng et Gao donnent une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�une équa-

tion di¤érentielle ordinaire possède une solution générale rationnelle, et présentent un al-

gorithme pour trouver une solution générale rationnelle pour une équation di¤érentielle

ordinaire d�ordre 1 à coe¢ cients constants.

Deux résultats importants de Feng et Gao, sont détaillés dans ce mémoire, premièrement

on présente une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�une équation di¤érentielle possède

une solution générale algébrique. Deuxièment, on décrirera un algorithme pour trouver une

solution générale algébrique d�une équation di¤érentielle d�ordre 1 à coe¢ cients constants.

On montrera en premier lieu que dans ce cas pour déterminer une solution générale al-

gébrique, il su¢ t de trouver une solution particulière algébrique. L�algorithme est basé sur

la paramétrisation des courbes algébriques planes, l�idée de base est de traiter la variable et

ses dérivées comme des variables indépendantes, et l�équation di¤érentielle ordinaire d�ordre

1 dé�nit alors une courbe algébrique plane.

Notre travail est organisé comme suit : le premier chapitre présente des résultats d�algèbre

utilisés tout au long de ce mémoire, on y décrit les idéaux polynomiaux, les ensembles car-

actéristiques. Le second chapitre présente l�algèbre di¤erentiel de Ritt et Kolchin. Dans le

chapitre 3, un critère pour qu�une équation di¤érentielle ordinaire a une solution générale

algébrique est donné. Dans le chapitre 4, on présentera un algorithme pour calculer une
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Introduction

solution générale algébrique d�une équation di¤érentielle ordinaire d�ordre 1. Un exemple

sera donné.
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Chapitre 1

Algèbre Commutative

1.1 Extensions algebriques

Dé�nition 1.1.1 :

On dit qu�une partie non vide k d�un corps K est un sous corps de K si k est stable pour

les lois + et � et k est un corps pour ces deux lois, on dit aussi que K est une extension de

k.

S�il existe un plus petit entier strictement positif n véri�ant na = 0 pour tout élément

a non nul du corps k, alors la caractéristique de k est n, sinon le caractéristique de k est

nulle.

Dé�nition 1.1.2 :

Soit k un corps, K une extension de k , � un élément de K.

S�il existe un polynôme P 2 k [z], P 6= 0 tel que P (�) = 0, on dit alors que � est

algébrique sur k, dans le cas contraire � est dit transcendant sur k.

L�extension K=k est algébrique si tout élément x 2 K est algébrique sur k.

Le corps k est algébriquement clos si pour tout polynôme non constant P dans k [z] , P

a au moins une racine dans k.

Exemple 1.1.1 :
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1.1. Extensions algebriques

1) Les réels e et � sont transcendants sur Q (théorèmes de Hermite,1873, et de Linde-

mann, 1882), donc le corps R est une extension de Q, non algébrique.

2) � =
p
2 +

p
3 est algébrique sur Q, car il existe P (x) dans Q [x] tel que P (�) = 0 ce

polynôme est : P (x) = x4 � 10x2 + 1
3) Le corps Q n�est pas algébriquement clos, ni R non-plus.

4) C est un corps algébriquement clos (Théorème de d�Alembert�Gauß)

Lemme 1.1.1 :

Le corps k est algébriquement clos si et seulement si tout polynôme non constant P dans

k [z] est le produit de facteurs linéaires ( un tel polynôme est dit scindé )

P (z) = �

i=nY
i=1

(z � �i)ei

où �; �i 2 k ;n; ei 2 Z>0

Corollaire 1.1.1 :

Le corps k est algébriquement clos si, et seulement si, tout polynôme irréductible est

linéaire.

Dé�nition 1.1.3 :

Soit k � K une extension algébrique, le degré de K sur k noté [K : k]; est la dimension

de K comme k-espace vectoriel.

[K : k] := dimkK et on dit que K=k est �nie si [K : k] < +1 et triviale si [K : k] = 1:

Exemple 1.1.2 :

1) L�inclusion de corps R � C est une extension �nie : C est un R-espace vectoriel de
dimension 2 (la famille f1; ig en est une base) et [C : R] = 2.
2) Si K est un corps, l�extension K � K(X) n�est pas �nie. En e¤et, K(X) contient la

famille libre in�nie des Xn (pour n 2 N).
3) Soit P 2 k[X] un polynôme irréductible. Le quotient K := k[X]=(P ) est un corps,

appelé le corps de rupture de P . C�est une extension algébrique �nie de k. On a [K : k] =

degP .
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1.1. Extensions algebriques

Proposition 1.1.1 :

Soient k � K � L des extensions de corps.
(i) Soient (�i)i2I une base de K sur k et (�j)j2J une base de L sur K.

Alors (�i�j)(i;j)2I�J est une base de L sur k.

(ii) L�extension k � L est �nie si et seulement si les extensions k � K et K � L le sont,
et on a la relation :

[L : k] = [L : K]� [K : k]

Preuve. : Il su¢ t de prouver (i).

Soit (�ij)(i;j)2I�J une famille presque nulle d�élements de k alorsP
i;j

�ij�i�j = 0 =)
P
j

(
P
�ij�i)�j = 0

On a �ij�i 2 K pour tout (i; j) 2 I � J . La famille (�j)j2J etant libre sur K , il vientP
i

�ij�i = 0 , pour tout j 2 J .
Les �i; i 2 I, constituant une base du k-espace vectoriel K , on a alors �ij = 0 pour tout

(i; j) 2 I � J . D�où l�assertion.

Corollaire 1.1.2 :

Soit k � L une extension telle que [L : k] soit premier, alors il n�existe aucun corps K
véri�ant k  K  L.

Notation 1.1.1 :

Soient k � K une extension et S une partie de k. On note k [S] le sous-anneau de

K engendré par k et S et k(S) le sous-corps de K engendré par k et S. Il est clair que

k(S) est le corps des fractions de k [S]. D�autre part, il est immédiat de véri�er que k [S]

est l�ensemble des éléments de K qui s�écrivent sous la forme P (x1; :::; xn), avec n 2 N ,
x1; :::; xn 2 S et P 2 k [X1; :::; Xn]. De même, k(S) est l�ensemble des éléments

P (x1; :::; xn)

Q(x1; :::; xn)
de K, avec n 2 N, x1; :::; xn 2 S et P;Q 2 k [X1; :::; Xn] et Q(x1; :::; xn) 6= 0:
Si S = fx1; :::; xng, on écrit k [x1; :::; xn] pour k [S] et k(x1; :::; xn) pour k(S):
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1.1. Extensions algebriques

L�extension k � K est dite de type �ni (resp. simple ) s�il existe une partie �nie S de

K (resp. une partie S de K réduite à un élément ) telle que K = k(S). Si l�extension est

simple, tout élément x deK véri�antK = k(x) est appelé un élément primitif de l�extension.

Soit K=k une extension et x 2 K un élément algébrique. On appelle polynôme minimal

de x sur k le générateur unitaire de l�idéal des polynômes dans k[X] annulateurs de x. On

notera Mink(x) le polynôme minimal de x sur k.

Dé�nition 1.1.4 :

Un anneau intègre est un anneau non nul sans diviseur de zéro.

Un anneau commutatif intègre est appelé domaine d�intègrité.

Soit k un anneau, une k-algèbre est un anneau A muni d�un homomorphisme d�anneaux

: ' : k �! A (' n�est pas forcément injectif). Si ' est injectif, on peut identi�er k á son

image '(k):

Dé�nition 1.1.5 :

Soit k � K une extension de corps. On dit que K est une clôture algébrique de k si K

est algébriquement clos et si tout élément de K est algébrique sur k.

Théorème 1.1.1 :(Steinitz, 1910)

Tout corps admet une clôture algébrique; deux clôtures algébriques sont isomorphes.En

�xant une clôture algébrique �k de k, on peut écrire P (X) = �
nY
i=1

(X � ai), avec n = degP .

Dé�nition

On appelle corps de décomposition de P ou corps des racines de P le corps KP :=

k[a1; a2; :::; an]:On véri�era que KP est une extension �nie de k et que KP ne dépend pas

du choix de la clôture algébrique �k:

Exemple 1.1.3 :
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1.1. Extensions algebriques

1. Soient k = Q et P = X5 � 2, alors KP = Q[ 5
p
2; e

2i�
5 ].

2. Soient k = Q et P =
Xp � 1
X � 1 pour p premier, alors KP = Q[e

2i�
p ].

Dé�nition 1.1.6 :

Soit K=k une extension algébrique �nie. Un automorphisme de corps � : K �! K qui

agit trivialement sur k, c�est-�a-dire �(x) = x pour tout x 2 k est appelé un automorphisme
de l�extension K=k. L�ensemble des automorphismes de l�extension K=k forme un groupe

pour la composition, noté Aut(K=k).

Remarque 1.1.1 :

Soit P 2 k[X] et soit KP son corps de décomposition. Si x 2 KP est une racine de P ,

alors �(x) est aussi une racine de P pour tout automorphisme � 2 Aut(KP=k), ceci résulte
du calcul suivant : notons P (X) =

Pn
i=1 aiX

i , avec ai 2 k. P (�(x)) =
nP
i=1

ai�(x)
i =

�(
nP
i=1

aix
i ) = �(P (x) = 0

Dé�nition 1.1.7 :

Soient K un anneau commutatif unitaire intègre, A et B deux polynômes de degrés

respectifs m et n à coe¢ cients dans K. Les coe¢ cients des polynômes sont notés ai et bj,

on a donc les égalités :

A (z) =
mX
i=0

aiz
i et B (z) =

nX
j=0

bjz
j

La matrice de Sylvester associée à A et B est la matrice carrée (n+m)� (n+m) notée
SA;B , dé�nie ainsi :

� La première ligne est formée des coe¢ cients de A, suivis de 0�
am am�1 ::: a1 a0 0 ::: 0

�
� La seconde ligne s�obtient à partir de la première par permutation circulaire vers la

droite

� Les (n-2) lignes suivantes s�obtiennent en répétant la même opération
� La ligne (n+1) est formée des coe¢ cients de B, suivis de 0�
bn bn�1 ::: b1 b0 0 ::: 0

�
� les (m-1) lignes suivantes sont formées par des permutations circulaires

7



1.2. Calcul des ideaux et comparaison des polynômes :

SA;B =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

am am�1 ::: a1 a0 0 ::: 0

0 am am�1 ::: a1 a0 ::: :

: : : : : : : 0

: : : am am�1 ::: a1 a0

bn bn�1 ::: b1 b0 0 : 0

0 bn bn�1 ::: b1 b0 : :

: : : : : : : 0

0 : 0 bn bn�1 ::: b1 b0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA
Le résultant de A et B par rapport à z noté Res (A;B; z) ou Resz (A;B) est le détermi-

nant de la matrice SA;B :

On appelle discriminant d�un polynôme A le résultant de A et de A0 son polynôme dérivé.

1.2 Calcul des ideaux et comparaison des polynômes :

Etant donné un système d�équations polynomiales, nous cherchons à obtenir des renseigne-

ments sur ses solutions.

Pour ce faire, nous calculons une famille d�ensembles particulières (appelés ensembles

caractéristiques ) dont la réunion des solution coincide avec les solutions du système initial.

Nous donnons d�abord la dé�nition suivante .

Dé�nition 1.2.1 :

Un idéal d�un anneau A est un sous-groupe additif I de A, tel que pour tout a 2 A et
tout x 2 I; on a : ax 2 I.
C�est à dire que la partie I véri�e :

- 0 2 I
- Si a 2 I et b 2 I; a+ b 2 I
- Si a 2 A et x 2 I; ax 2 I:

Proposition 1.2.1 :

L�intersection d�une famille non vide d�idéaux est un idéal.
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1.2. Calcul des ideaux et comparaison des polynômes :

Corollaire 1.2.1 :

Soit S une partie d�un anneau A, alors il existe un plus petit idéal de A contenant S,

noté hSi.
On l�appelle l�idéal engendré par S, et on a pour tout idéal I de A contenant S :

S � hSi � I et hSi = f
P
asxs / as 2 A; xs 2 Sg

Un idéal principal est un idéal engendré par un élément a, c�est l�idéal : aA

Un idéal de génération �ni est un idéal engendré par une partie �nie fa1; :::; ang, c�est
l�idéal : a1A+ :::anA:

Exemple 1.2.1 :

(1) Dans Z tous les sous-groupes additifs sont de la forme nZ.

(2) Si A est un corps, les seuls idéaux de A sont (0) et A:

Dé�nition 1.2.2 :

Soient I et J deux ideaux de l�anneau A

a) L�idéal engendré par I [ J est :

I + J = fi+ j=(i; j) 2 I � Jg

On appelle cet idéal la somme de I et J .

b) L�idéal engendré par l�ensemble des produits ij; (i; j) 2 I � J est :

IJ =

(X
k

ikjk , 8k (ik; jk) 2 I � J
)

cet idéal est appelé le produit de I et J .

c) Le radical de I est l�ensemble des éléments a de A pour lesquels il existe n 2 N�

véri�ant an 2 I;
C�est un idéal de A qui contient I, et on le note note

p
I

p
I = fa 2 A; il existe n > 1; an 2 Ig

Proposition 1.2.2 :
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1.2. Calcul des ideaux et comparaison des polynômes :

Soit I un idéal de l�anneau A et soit S une partie de A. On dé�nit le conducteur de S

dans I par la formule

J = (I : S) = fa 2 A ; pour tout s 2 S , as 2 Ig

l�ensemble J est un idéal de A.

Preuve. : Il est clair que la somme de deux éléments de J est contenu dans J

En e¤et si a; b 2 J , alors pour tout s 2 S , as 2 I et bs 2 I
et comme (a+ b) s = as+ bs ; et I est un idéal, alors (a+ b) s 2 I
donc a+ b 2 J .
De même pour le produit d�un élément de A par un élément de J , le produit est encore

dans J:

En e¤et si a 2 J et c 2 A, alors pour tout s 2 S , as 2 I
et comme (ca) s = c (as) et I est un idéal, alors (ca) s 2 I
donc ca 2 J .

Dé�nition 1.2.3 :

Soit A un anneau et soit I un idéal de A.

On dit que I est un idéal premier s�il véri�e :

I 6= A et 8a;8b ; ab 2 I ) a 2 I ou b 2 I:

On dit que I est maximal s�il est distinct de A et si les seuls idéaux de A qui contiennent

I sont I et A.

Exemple 1.2.2 :

Dans un anneau commutatif, tout idéal maximal est premier.

Dans Z l�idéal nul (0) est premier, mais n�est pas maximal. Les autres idéaux premiers

de Z sont les pZ;avec p premier. Ils sont maximaux.

Théorème 1.2.1 :
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1.2. Calcul des ideaux et comparaison des polynômes :

(1) Un idéal I d�un anneau A est premier si et seulement si l�anneau quotient A=I est

intègre.

(2) Un idéal I d�un anneau A est maximal si et seulement si A=I est un corps.

Preuve. : (1) Supposons que l�anneau quotient A=I est intègre.

Par dé�nitionA=I 6= f0g c�est a dire que I 6= A;et ensuite que si un produit xy d�éléments
de A=I est nul, alors x ou y est nul. Ecrivons x = cl(a) et y = cl(b) avec a et b dans A:

Comme: xy = cl(a)cl(b) = cl(ab); alors xy = 0 équivaut à ab 2 I ,
et x = 0 ou y = 0 équivaut à a 2 I ou b 2 I:
(2) Supposons que l�anneau quotient A=I est un corps. Comme l�anneau nul n�est pas

un corps, A=I 6= f0g c�est a dire que I 6= A; soit d�autre part un ideal J de A contenant I.
Si J 6= I, il existe ainsi a 2 JnI, sa classe cl (a) 2 A=I et donc non nul, donc inversible

puisque A=I est un corps. Il existe donc b 2 A tel que cl (a) cl (b) = 1:On a donc ab� 1 2 I;
par suite ab� 1 2 J; et comme a 2 J , 1 = ab� (ab� 1) 2 J: Par suite J = A; d�où I est un
l�idéal maximal.

Réciproquement, si I est maximal alors A=I 6= f0g; puisque I 6= A; si x 2 A=I est

non nul, il existe a 2 A tel que x = cl (a) et l�on a a =2 I: L�ideal J = I + (a) contient

I; comme il contient a, alors J 6= I. Par hypothèse, on a J = I + (a) = A; ce qui

signi�e qu�il existe u 2 I et b 2 A tels que 1 = u + ab; alors dans l�anneau A=I, on a

1 = cl (1) = cl (u+ ab) = cl (a) :cl (b) = x:cl (b), ce qui prouve que x est inversible dans A=I:

Dé�nition 1.2.4 :

Un idéal B d�un anneau A est parfait si et seulement si:

ap 2 B =) a 2 B (p entier > 0)

Il est facile de véri�er que tout idéal premier est parfait.

L�intersection de tous les idéaux parfaits contenants B est un ideal parfait noté fBg. Et
on a les formules:

fBCg = fBg \ fCg

11



1.2. Calcul des ideaux et comparaison des polynômes :

fB [ CDg = fB [ Cg \ fB [Dg (1.2.1)

Proposition 1.2.3 :

Pour tout idéal I de l�anneau A, il existe une décomposition en idéaux parfaits indécom-

posables.

I = I1 \ I2 \ ::: \ Ip

Tout idéal premier est irréductible ( et à fortiori indécomposable ).

Réciproquement : Tout idéal parfait indécomposable est premier.

En e¤et si I n�est pas premier, il existe a =2 I et b =2 I tel que ab 2 I et on a d�aprés la
relation (1.2.1) :

I = fI [ abg = fI [ ag \ fI [ bg

donc I n�est pas indécomposable .

On a dans ce cas, une décomposition en idéaux premiers, elle est unique si l�on supprime

les diviseurs premiers surabondants, les diviseurs restants sont appelés diviseurs premiers

essentiels.

Dé�nition 1.2.5 :

Soit l�anneau A = k [X1; :::Xn] et K une extension de k et S est une partie de A

On dit que t = (t1; :::; tn) 2 Kn est un zéro de P si P (t1; :::; tn) = 0 i.e. P (t) = 0:

On dit que t = (t1; :::; tn) 2 Kn est un zéro de S dans Kn si t est un zéro commun à tous

les polynômes P de S:

On dit que t = (t1; :::; tn) 2 Kn est un zéro générique de S si pour tout polynôme P de

A :

P (t) = 0 =) P 2 S

On note VK (S) l�ensemble des zéros de S dans Kn et on dit que c�est la variété des zéros

de S dans Kn:
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1.2. Calcul des ideaux et comparaison des polynômes :

Soit M une partie de Kn, l�ensemble des P 2 A tel que P (t) = 0 pour tout t 2 M est

un idéal de A, noté i (M) :

Il est clair que
p
i (M) = i (M) :

En outre, si I est un idéal de A, on a : I � i (VK (I)) donc
p
I � i (VK (I))

Proposition 1.2.4 :

Tout idéal premier a un zéro générique.

Dé�nition 1.2.6 :

Soit K un anneau commutatif et n un entier naturel > 1. Nous considèrons l�ensemble

Nn des n-uplets d�entiers positifs ou nuls v = (v1; :::; vn).

Un polynôme à n indéterminées à coe¢ cients dans K est une famille (av)v2Nn dont tous

les termes sont nuls, à l�exception d�un nombre �ni.

L�ensemble de tous ces polynômes est un anneau commutatif noté K [X1; X2; :::; Xn],

muni des lois suivantes :

(av) + (bv) = (av + bv)

(au) : (bv) = (cw) =
X
u+v=w

aubv

Avec ces notations le polynôme A = (av)v2Nn s�écrit :

A =
X
v2Nn

avX
v1
1 X

v2
2 :::X

vn
n =

X
v1;:::;vn2N

av1;:::;vnX
v1
1 X

v2
2 :::X

vn
n

Le degré de A 2 K [X1; X2; :::; Xn] par rapport à Xk est le degré de A, considéré comme

un polynôme enXk à coe¢ cients dansK [X1; :::; Xk�1; Xk+1; :::; Xn] et on le note degk (A) ; il

est aussi la plus haute puissance avec laquelle intervientXk dans un monôme avX
v1
1 X

v2
2 :::X

vn
n

de A; si A 6= 0: (Si A = 0, on rappelle que degk (A) = �1), on a les formules :

degk (A+B) � sup(degk (A) ; degk (B))
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1.2. Calcul des ideaux et comparaison des polynômes :

degk (AB) � degk (A) + degkB (1.2.2)

Le degré total deg(A) de A est : �1 si A = 0, et sup
av 6=0

(v1 + :::+ vn) si A 6= 0, on a les
formules :

deg (A+B) � sup(deg (A) + deg (B))

degk (A+B) � deg (A) + degB (1.2.3)

Si K est intègre, on a l�égalité dans (1.2.2) et (1.2.3)

Dé�nition 1.2.7 :

Soit A un polynôme dans K [X1; X2; :::; Xn] :

On appelle classe de A, le plus grand indice k tel que Xk apparaisse dans A; on le note

cls(A): Si A 2 K; alors cls(A) = 0:
On appelle classe degré de A; le degré de A par rapport à Xk; on le note cdeg (A) :

Avec ces notations un polynôme A de classe k et cdeg (A) = d peut s�écrire :

A = Id (X1; X2; :::; Xk�1)X
d
k +Id (X1; X2; :::; Xk�1)X

d�1
k + :::+I0 (X1; X2; :::; Xk�1) (1.2.4)

où It (X1; X2; :::; Xk�1) 2 K [X1; X2; :::; Xk�1] pour t = 0; :::; d

Le polynôme initial deA noté In(A) est dé�ni comme étant le polynôme Id (X1; X2; :::; Xk�1)

dans (1.2.4)

Le séparent de A est le polynôme: S =
@A

@Xk

On appelle ordre de A relativement à Xk , le plus grand indice j tel que Xkj apparaisse

e¤ectivement dans A:

On dit que A1 est de rang inférieur à A2 relativement à Xk, soit si l�ordre de A1 est

inférieur à celui de A2; soit s�ils ont le même ordre j pour Xk et degk (A1) < degk (A2) ; et

on note : A1 < A2=Xk:

On dit que A1 est inférieur à A2 , soit si cls(A1) < cls (A2) ; soit si cls(A1) = cls (A2) = k;

et si A1 < A2=Xk: et on note : A1 < A2:

Si A1 � A2, ni A1 � A2, alors A1 < A2 sont dits de même rang et on note : A1 h A2:

On dit que A2 est réduit pour A1 si A1 est de classe k > 0 et A2 < A1=Xk.
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1.2. Calcul des ideaux et comparaison des polynômes :

Lemme 1.2.1 :

Soit A un polynôme de K [X1; :::; Xn] avec cls(A) = k > 0, S et I étant le séparent et

l�inital de A, alors pour tout polynôme B de K [X1; :::; Xn] il existe deux polynômes Q et

R et deux entiers non négatifs s et t tels que R est réduit pour A et :

Ss:I t:B = A:Q+R (1.2.5)

Si de plus s et t sont les plus petits entiers possible qui véri�ent (1.2.5) , alors Q et R

sont uniques, et dans ce cas le polynôme R est appellé le pseudo-reste de B par rapport à

A et on le note prem(A;B):

Dé�nition 1.2.8 :

Une suite de polynômes A1; :::; Ar pris dans cet ordre, constitue une chaîne, soit si r = 1

et A1 6= 0; soit si les classes des Ai sont positives et croissantes, et chacun d�eux étant réduit
pour tous ses prédécesseurs.

Une chaîne a au plus n termes.

Une chaîne �1 = A1; A2; :::; Ar est dite inférieure à �2 = B1; B2; :::; Bs, soit si Ai = Bi

pour tout i � q et Aq+1 < Bq+1; soit si r > s et Ai h Bi pour tout i � s.

Remarque 1.2.1

Dans un système T de polynômes, il existe un polynôme de rang minimum; il existe une

chaîne de rang minimum. Une telle chaîne est appelée chaîne caractéristique de T:

Un système T1 sera dit inférieur à un système T2 si toute chaîne caractéristique de T1

est inférieure à toute chaîne caractéristique de T2:

Un polynôme B est dit réduit pour la chaîne � = A1; A2; :::; Ar s�il est réduit pour tous

les Ai de �

Théorème 1.2.2 :

15



1.2. Calcul des ideaux et comparaison des polynômes :

Soit � = A1; A2; :::; Ar une chaîne du système T:

� est une chaîne caractéristique du système T si et seulement si aucun polynôme non

nul de T n�est réduit pour la chaîne �:

Preuve. :(1) Supposons F 2 T et F 6= 0, F est réduit pour � = A1; A2; :::; Ar:
Supposons que la classe de F est superieure à celle de Aj et non à celle de Aj+1

le système A1; A2; :::; Ar est une chaîne inférieure à � = A1; A2; :::; Ar; donc � n�est pas

caractéristique.

(2) Supposons � non caractéristique du système T et � > 	 = B1; B2; :::; Bs

I Si Ai h Bi pour tout i � q et Aq+1 > Bq+1; on prendra F = Bq+1:

I Soit si r < s et Ai h Bi pour tout i � r, on prendra F = Br+1:

Donc F est réduit pour la chaîne �:
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Chapitre 2

Algèbre di¤érentielle

2.1 Structures di¤erentielles :

Dé�nition 2.1.1 :

Soient B un anneau et A un sous-anneau de B, une dérivation de A dans B est une

application D : A �! B véri�ant pour tout x; y 2 A;

D (x+ y) = D (x) +D (y) , D (xy) = xD (y) + yD (x)

On note Der (A;B) l�ensemble des dérivations de A dans B:

Lemme 2.1.1 :

Soit D une dérivation de Der (A;B), alors :

1- D (1) = 0.

2- Si x 2 A et n 2 N� alors D (xn) = nxn�1D (x) :
3- Si x et inversible dans A alors D (x�1) = �x�2D (x) :
4- Soient x; y 2 A et n 2 N, alors

Dn (x:y) =
nX
i=0

CinD
i (x)Dn�i (y)

Preuve. : (1) De 1 = 1:1, on a D (1) = 1:D (1) +D (1) = 2D (1) : D�où D (1) = 0:
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2.1. Structures di¤erentielles :

(2) Écrivant D (xn+1) = xD (xn) + xnD (x) ; l�assertion s�obtient par récurrence.

(3) Cela résulte de 1 = xx�1 et de (1)

(4) C�est immédiat par récurrence sur n.

Proposition 2.1.1 :

Soient K un corps et A un sous-anneau de K et k le corps des fractions de A; tout

élément de Der (A;K) se prolonge de manière unique à un élément de Der (k;K) :

Preuve. : Supposons que D se prolonge en � . Soient a 2 A; b 2 A� et x = a

b
: D�après

le lemme précédent, on a nécessairement:

�(x) =
bD (a)� aD (b)

b2

Pour obtenir le résultat, il faut que cette expression ne dépend pas du représentant a=b

de x et qu�elle dé�nit une dérivation de k dans K.

Soit c 2 A�, il vient (bc)D (ac)� (ac)D (bc)
(bc)2

=
bD (a)� aD (b)

b2
d�où le premier point.

Soient x = a=b et y = c=d, alors :

�(x+ y) = � (x) + � (y) , �(xy) = x�(y) + y�(x)

d�où le le résultat.

Exemple 2.1.1 :

La dérivation usuelle de k [X] se prolonge de manière unique en une dérivation de k (X)

dans lui même. On note encore F �! F 0 ce prolongement; et on dit que c�est la dérivation
usuelle de k (X) :

Lemme 2.1.2 :

Soit k un corps, on munit A = k[T ] et K = k(T ) de leur dérivation usuelle et on pose

A0 = fP 2 k[T ];P 0 = 0g , K0 = fF 2 k (T ) [;F 0 = 0g

(1) Si k est de caractéristique 0, A0 = K0 = k .
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2.1. Structures di¤erentielles :

(2) Si k est de caractéristique p > 0; A0 = k[T p] et K0 = k(T
p).

Preuve. : Si P =
NP
n=0

anT
n, P 0 =

NP
n=0

nanT
n�1:

Supposons P 0 = 0, c�est-à-dire : nan = 0 pour tout n.

Si k est de caractéristique nulle, cela entraîne P = a0.

Si k est de caractéristique p, cela implique seulement que an = 0 si n n�est pas multiple

de p, d�où P 2 k[T p] . L�autre inclusion est évidente.
Passons aux fractions rationnelles et soit R une fraction rationnelle telle que R0 = 0.

Ecrivons R = A=B où A et B sont deux polynômes, B étant non nul et de degré minimal.

On a alors BR = A, d�où, en dérivant , B0R = A0, le degré de B0 est strictement inférieur à

celui de B, donc l�hypothèse de minimalité entraîne que B0 = 0, d�où A0 = B0R = 0.

Si k est de caractéristique 0, A et B sont des polynômes constants.

Si k est de caractéristique p, A et B sont des polynômes en T p, donc R 2 k(T p).
Réciproquement, une telle fraction rationnelle est de dérivée nulle.

Dé�nition 2.1.2

On appelle anneau di¤érentiel un couple (A;D), où A est un anneau et D un élément

de Der (A;A) : Quand l�anneau est un corps, on parle plutôt de corps di¤érentiel.

Un élément d�un anneau di¤érentiel est dit constant si sa dérivée est nulle.

Exemple 2.1.2 :

On dé�nit un polynôme di¤érentiel à une indéterminée y à coe¢ cients dans le corps K

comme étant le polynôme en y; y1; :::; yn à coe¢ cients dans K, les yi sont les derivées de

l�indeterminée di¤érentielle y: L�ensemble des polynômes di¤érentiels à coe¢ cients dans le

corps K est un anneau di¤érentiel noté K fyg :

Notation 2.1.1 :

Soit A (y) un polynôme di¤érentiel dans K fyg :
L�ordre de A (y) est la plus grande derivée de y dans A (y), noté ord (A (y)) :
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2.1. Structures di¤erentielles :

En prenant ord (A (y)) = q, on pourra regarder A (y) comme un polynôme algébrique

en y; y1; :::; yn à coe¢ cients dans K et l�initial I, séparent S, deg (A (y)) et tdeg (A (y)) sont

dé�nis comme dans le cas algébrique, on a :

A = I:ydq +B

Avec ord (I (y)) < q, et B (y) < A (y) :

La h�eme dérivée de A est notée par A(h) et on a :

A(h) = S:yq+h + C (2.1.1)

Avec ord (C (y)) < q + h, et S (y) < A (y) :

La dé�nition de zéro générique est toujours la même que dans le cas algébrique.

Pour un polynôme di¤érentiel A (y) d�ordre q, un polynôme B (y) est dit réduit par

rapport à A (y) si ord (B) < q ou ord (B) = q et degq (B) < degq (A)

Pour deux polynômes di¤erentiels A (y) et B (y), soit R = prem (A;B) le pseudo-reste

de A par rapport à B, on a la formule suivante :

J:A =
X

Mi (y) :B
i (y) +R (y) (2.1.2)

où J (y) est un produit de certaines puissances de l�initiale et du séparent de B (y) et

Bi (y) est la i�eme dérivée de B (y) et Mi (y) sont des polynômes di¤erentiels.

Le polynôme A (y) est irréductible, si A (y) est algébriquement irréductible, c�est à dire

qu�il ne peut s�écrire comme produit de deux polynômes di¤erentiels de classes positives.

Proposition 2.1.2 :

Soit (A;D) un anneau di¤érentiel, l�ensemble des a 2 A tels que D(a) = 0 est un sous-
anneau de A. Si (K;D) est un corps di¤érentiel, l�ensemble des a 2 K tels que D(a) = 0

est un sous-corps de K ; on l�appelle le corps des constantes.

Preuve. : Si a et b véri�ent D(a) = D(b) = 0, on a D(a + b) = D(a) + D(b) = 0 et

D(ab) = aD(b) + bD(a) = 0:

On a vu que D(1) = 0 ainsi, l�ensemble des a 2 A tels que D(a) = 0 est un sous-anneau
de A.
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2.1. Structures di¤erentielles :

Si a 2 A est inversible et véri�e D(a) = 0, le lemme précédent montre que D(1=a) = 0,
donc 1=a est constant, d�où l�ensemble des éléments x 2 K tels que D(x) = 0 est un

sous-corps de K:

Dé�nition 2.1.3 :

Soient (A;D) et (B;�) deux anneaux di¤erentiels.

(1) On appelle idéal di¤érentiel de A tout idéal I de A tel que D (I) � I.

a 2 I =) a0 2 I

Les dé�nitions d�idéaux premiers et d�idéaux parfaits sont les mêmes que dans le cas

algébrique.

(2) Un homomorphisme de corps di¤érentiels u : (A;D) �! (B;�) est un homomor-

phisme au sens algébrique, qui commute avec les dérivations, i/e. :

u (0A) = u (0B)

u (1A) = u (1B)

u (a+ a0) = u (a) + u (a0)

u (aa0) = u (a) :u (a0)

u (D (a)) = � (u (a))

On peut de même dé�nir un isomorphisme et un automorphisme de corps di¤erentiels .

Lemme 2.1.3 :

Soit u : (A;D) �! (B;�) un homomorphisme d�anneaux di¤érentiels, alors Ker (u) est

un idéal di¤érentiel de A:

Preuve. : Soient a; b 2 Ker (u) ; alors u(a) = 0; u(b) = 0; comme u(a+ b) = u(a)+u(b)
donc u(a+ b) = 0; d�où a+ b 2 Ker (u) :
Soient a 2 Ker (u) ; c 2 A; alors u(ca) = cu(a) = 0 donc ca 2 Ker (u) :
D�autre part si a 2 Ker (u), on a u(D(a)) = � (u (a)) = � (0) = 0
d�où D(a) 2 Ker (u) ; donc Ker (u) est un idéal di¤érentiel de A:
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2.2. Extensions de Piccard-Vessiot :

Théorème 2.1.1 :

Si I est un idéal parfait de (A;D)et si ab 2 I, alors D (a) b 2 I.

Preuve. L�idéal I contient ab, donc il contient D (ab) car I est di¤érentiel.

I contient donc D (a) b:D (ab) car I est un idéal.

D (a) b:D (ab) = D (a) b: (aD(b) + bD(a))

= abD (a)D(b) + (D (a) b)2

Comme abD (a)D(b) 2 I donc (D (a) b)2 2 I; d�où I contient D (a) b car I est parfait .

Corollaire 2.1.1 :

Si I est un idéal parfait de (A;D) ; et si ab 2 I , alors chaque [D (a)](i) [D (b)](j) 2 I:

2.2 Extensions de Piccard-Vessiot :

De la même façon qu�on a construit le corps de décomposition d�un polynôme qui est une

extension algébrique minimale contenant les racines de ce polynôme, nous allons constru-

ire une extension minimale d�un corps di¤érentiel dans laquelle une équation di¤érentielle

linéaire d�ordre n admet n solutions linéairement indépendantes.

Les corps considérés sont supposés de caractéristique nulle. On désigne par (k;D) un

corps di¤érentiel et par k0 son corps des constantes.

Dé�nition 2.2.1 :

Soient (k;D) et (K;�) deux corps di¤érentiels, avec K une extension algébrique de k.

On dit que K est une extensoin di¤érentielle de k; si pour tout a 2 k

�(a) = D (a)
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2.2. Extensions de Piccard-Vessiot :

A�n de simpli�er les notations, si (K;�) est une extensoin di¤érentielle de (k;D), on

identi�e k à un sous-corps de K et on note encore D pour �. Si a 2 k; on écrira souvent a0
pour D (a) :

On dit que t 2 k est un logarithme de a 2 k� si t0 = a0=a:
On dit que t 2 k est une exponentielle de a 2 k si t0=t = a0:
On dit que x 2 k est une somme de Liouville dans k s�il existe u 2 k; v1; :::; vn 2 k�; et

c1; :::; cn 2 k0 tels que

x = u0 +
nX
i=1

ci
v0i
vi

Dé�nition 2.2.2 :

Une extensoin di¤érentielle (K;D) de (k;D) est dite élémentaire s�il existe une suite

d�extensions

k = L0 � L1 � ::: � Ln = K

véri�ant les conditions suivantes :

(1) K et k ont le même corps de constantes k0:

(2) Pour 1 � j � n, il existe tj 2 Lj tel que Lj = Lj�1 (tj) et tj est algébrique sur Lj�1,
ou un logarithme d�un élément de Lj�1, ou une exponentielle d�un élément de Lj�1:

Théorème 2.2.1 (Théorème de Liouville-Ostrowski).

Soient (k;D) un corps di¤érentiel et x 2 k; s�il existe une extension élémentaire (K;D)
de (k;D) et y 2 K véri�ant y0 = x, alors x est une somme de Liouville dans k:

Dé�nition 2.2.3 :

Soit (k;D) un corps di¤érentiel, k0 son corps des constantes est algébriquement clos et

de caractéristique nulle.

Une équation di¤érentielle linéaire homogène d�ordre n sur k est une équation de la forme

Dn (y) + an�1D
n�1 (y) + :::+ a0 = 0 (2.2.1)

avec a0; :::; an�1 2 k et l�inconnue y 2 k:
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2.2. Extensions de Piccard-Vessiot :

Si on pose A =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 : : : 0

0 1 0 : : : 0

0 0 1 : : : 0

: : : :

: : : :

: : : :

0 0 0 : : : 1

�a0 �a1 �a2 : : : �an�1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA

2Mn (k)

Y =t
�
y; y0; :::; y(n�1)

�
2 Mn;1 (k), on voit alors que y est une solution de l�équation

(2.2.1) si et seulement si Y est solution de l�equation (E): Y 0 = AY
On dit qu�une extension di¤érentielle (K;D) de (k;D) est une extension de Picard-

Vessiot pour l�équation (E) si :

a) (E) admet une base de solutions (Y1; :::; Yn) dans K

b) K est engendré par les coe¢ cients Yij de cette base

c) Le corps des constantes de (K;D) est égal à k0.

Théorème 2.2.2 :

(1) Toute équation di¤érentielle admet une extension de Picard-Vessiot.

(2) Si (K;4) et (L;O) sont des extensions de Picard-Vessiot de (k;D) pour (E) ; il existe
un k-isomorphisme u : K �! L tel que u � 4 = O � u

Dé�nition 2.2.4 :

Soit (K;D) une extension de Picard-Vessiot de (k;D) pour (E).

Soit (Y1; :::; Yn) une base du k0 -espace vectoriel V des solutions de (E) dans Kn.

On appelle groupe de Galois di¤érentiel de K sur k et on note GalD (K=k) ; l�ensemble

des automorphismes � de K qui véri�ent les conditions suivantes :

(1) � (x) = x pour tout x 2 k:
(2) [� (y)]0 = � (y0) pour tout y 2 K:
GalD (K=k) =

�
� : K �! K tq 8x 2 k : � (x) = x et 8y 2 K : � (y0) = � (y)0
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2.2. Extensions de Piccard-Vessiot :

Demême que les groupes de Galois classiques sont des sous-groupes du groupe symétrique,

le groupe de Galois di¤érentiel est un sous-groupe du groupe GL(V ) des automorphismes

k0 -linéaires de V . (Remarque : GL(V ) ' GLn(C).)

Proposition 2.2.1 :

Soit (K;D) une extension de Picard-Vessiot de (k;D) pour (E).

Soit (Y1; :::; Yn) une base du k0 -espace vectoriel V des solutions de (E) dans Kn.

(1) Si � 2 GalD(K=k) pour toute solution Y de (E), �(Y ) est une solution de (E):
(2) L�application � : V �! V ainsi obtenue est un isomorphisme de k0 -espace vectoriel.

(3) L�application ' : GalD(K=k) ! GLk0(V ) dé�nie par � 7�! �jV est un homomor-
phisme injectif de groupes.

Preuve. : (1) Soit � 2 GalD(K=k), soit Y =t (y1; :::; yn) une solution de (E). Montrons
que �(Y ) est une solution de (E); on a par hypothèse Y 0 = AY:

[�(Y )]0 = � (Y 0) = � (AY ) = A� (Y )

car � est k-linéaire, d�où �(Y ) est une solution de (E):

(2) l�application � : V �! V ainsi obtenue est évidemment k0 -linéaire car k0 � k donc
l�application � est un isomorphisme de k0 -espaces vectoriels.

(3) Il faut montrer que si � 2 GalD(K=k), véri�ant ' (�) = id, alors � = id:
Comme K est engendré sur k par les composantes des Yj et comme

�jK = idk, on a �(y) = y pour tout y 2 K, ce qui prouve que � = id; ainsi ' est injectif.

Exemple 2.2.1 :(Logarithme)

On munit k = C (X) de la dérivation usuelle D. On considère sur (k;D) l�équation

di¤érentielle non homogène y0 = 1
X
, elle se transforme en une équation homogène

y" +

�
1

X

�
y0 = 0 (2.2.2)

On peut ramener (2.2.2) à l�équation matricielle suivante

Y 0 =

0@ 0 1

0 � 1
X

1AY
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2.2. Extensions de Piccard-Vessiot :

Il est clair que g = � (en particulier g = 1) est solution de (2.2.2) .

Soit f une solution non constante de (2.2.2) ; alors (f; g) est libre sur C et forment une

base de V , où V est l�espace vectoriel des solutions de l�equation (2.2.2) .

On peut montrer par l�absurde que f est transcendante sur k = C (X) :

Alors K = C (X; Y ) muni de la dérivation prolongeant D et telle que Y 0 = 1
X
est une

extension de Picard-Vessiot de (k;D) pour l�equation (2.2.2) .

La base (f; g) de V nous permet d�identi�er GL(V ) et GL2(C). Soit � 2 GalD(L=K) un
automorphisme di¤érentiel, comme g = 1 2 k, on a �(g) = g. De plus, il existe a et b 2 C
tels que �(f) = af + bg, en dérivant, on obtient [�(f)] 0 = af 0 = a=X, alors que [�(f)] 0 =
�(f 0) = 1=X nécessairement, a = 1 donc �(f) = f + bg:

En�n on obtient la restriction de � dans V par :

�

0@ f

g

1A =

0@ 1 b

0 1

1A0@ f

g

1A
Donc le groupe de Galois di¤érentiel de K sur k, GalD (K=k) s�identi�e au sous groupe

T de GL2(C) de�ni par :

T =

8<:
0@ 1 b

0 1

1A ; b 2 C
9=;

26



Chapitre 3

Solutions générales algébriques des

équations di¤érentielles ordinaires

3.1 Dé�nitions de solutions générales algébriques :

On désigne par K = Q (x) le corps di¤érentiel des fonctions rationnelles en x, muni de

l�opérateur
d

dx
et y est l�indéterminée sur K.

Soit P 2 K fyg un polynôme di¤érentiel irréductible dé�ni par :

P (y) = ady
d
k + ad�1y

d�1
k�1 + :::+ a0

où les ai sont des polynômes en y; y1; :::; yk�1 et ad 6= 0
L�initial de P est I (P ) = ad

Le séparent de P est S =
@P

@yk
L�ordre de P est ord (p) = k.

Soit l�ensemble �p = fA 2 K fyg =SA � 0mod; fp (y)gg où fp (y)g est l�idéal di¤érentiel
engendré par p (y) :

Remarque 3.1.1 : Par le théorème 2.3, A est dans �p, si A s�annule pour chaque zéro de

P qui n�annule pas S:
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3.1. Dé�nitions de solutions générales algébriques :

Lemme 3.1.1 :

�p est un idéal di¤érentiel premier et le polynôme di¤érentiel Q appartient à �p, si et

seulement si, prem (P;Q) = 0:

Preuve. : a) Montrons que �p est un idéal.

Il est clair que la somme de deux polynômes di¤érentiels dans �p est contenu dans �p:

En e¤et si A;B 2 �p, alors SA � 0mod fp (y)g et SB � 0mod; fp (y)g et comme
S (A+B) = SA+ SB, alors S (A+B) � 0mod; fp (y)g, donc A+B 2 �p.
De même pour le produit d�un polynôme di¤érentiel dans �p par un polynôme de Kfyg,

le produit est encore dans �p:

En e¤et si A 2 �p et C 2 K fyg, on a : SA � 0mod fp (y)g et comme S (CA) = C (SA),
alors S (CA) � 0mod fp (y)g ; donc CA 2 �p.
b) Montrons que �p est di¤érentiel.

On montre que si A est dans �p, alors A0 est aussi dans �p, où A0 est la dérivée de A.

On a, A est dans �p veut dire que SA est contenu dans fp (y)g du lemme 2.1 du chapitre
2, il vient que SA0 est contenu dans fp (y)g d�où SA0 � 0mod; fp (y)g, donc A0 2 �p.
c) Montrons que �p est premier.

Soit AB dans �p, montrons que A ou B est contenu dans �p.

Soit ord (P ) = k; le procédé de réduction pour obtenir les formules du reste montre

l�éxistence de :

SbB � T [P ] (3.1.1)

avec R et T d�ordre au plus k.

De (8) on obtient :

SRT � S (SaA)
�
SbB

�
; [P ]

c�est àdire :

SRT � Sa+b+1AB; [P ]

Le second membre de cette congruence Sa+b+1AB est contenu dans fp (y)g car AB est

dans �p, alors le premier membre l�est aussi, d�où SRT est une combinaison linéaire de

polynômes di¤érentiels dans fp (y)g et de leurs dérivées.
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3.1. Dé�nitions de solutions générales algébriques :

Soit alors :

(SRT )c =MP +M1P
(1) + :::+MtP

(t)

d�aprés chapitre (2), on a :

P (t) = Syt+k +Rt

où Rt est d�ordre au plus que t+ k.

On remplace yt+k dans P (t) et dans M par : �Rt
S
, on obtieny la relation :

Sd (RT )c = NP +N1P
(1) + :::+Nt�1P

(t�1)

de proche en proche, on trouve que : Se (RT )c est divisible par P .

Comme P est algébriquement irréductible, et n�est pas un facteur de S, donc P doit être

un facteur d�au moins de R ou de T .

Supposons que R est divisible par P , de la formule (8), SA est contenu dans fp (y)g ,
d�où A est contenu dans �p; ainsi �p est un idéal premier.

d) Montrons que pour qu�un polynôme di¤érentiel Q soit dans �p, il est nécessaire et

su¢ sant que le reste de Q par rapport à P soit égal à 0.

Soit Q un polynôme di¤érentiel dans �p, en divisant Q par P aura la relation :

SaQ � R [P ] (3.1.2)

où R est d�ordre au plus k.

De (9) on a :

SR � Sa (SQ) ; [P ]

Comme SQ � 0 [P ], alors SR � 0 [P ] ; cela signi�e que R est divisible par P , d�où le

reste de Q par P est zéro.

Inversement si le reste de Q par P est égal à zéro, on a la relation (9) avec R est divisible

par P , d�où Q est dans �

Comme conséquence du lemme précédent on a :

Lemme 3.1.2 :
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3.1. Dé�nitions de solutions générales algébriques :

Soit F (y) 2 K fyg un polynôme di¤érentiel avec une solution générique �, alors pour
un polynôme di¤érentiel P , on a :

P (�) = 0 si et seulement si prem (P; F ) = 0

Dé�nition 3.1.1 :

Soit F (y) 2 K fyg un polynôme di¤érentiel irréductible, une solution générale algébrique
de F (y) = 0 est dé�nie comme une solution générale ŷ qui satisfait l�équation suivante :

G (x; y) =

nX
j=0

mjX
i=0

aij x
i yj = 0 (3.1.3)

où les aij sont dans C et les est irréductible dans C [x; y]

Remarque 3.1.2 : Dans le cas où n=1 la relation (3.1.3) devient :

m0X
i=0

ai0x
i +

m1X
i=0

ai1x
iy = 0

et ŷ est une solution générale rationnelle de F (y) = 0; qui s�écrit sous la forme :

ŷ =
bmx

m + :::+ b0
xp + cp�1xp�1 + :::+ c0

Pour les solutions algébriques de l�équation di¤érentielle F (y) = 0, on a le lemme suivant

:

Lemme 3.1.3 :

Soit G (y) 2 Q (x) [y] et irréductible dans Q (x) [y], où Q est la clôture algébrique de Q .
Si une solution de G (y) = 0 est une solution de F (y) = 0, alors toute solution de

G (y) = 0 est une solution de F (y) = 0.

Preuve. :G (y)est irréductible dans Q (x) [y], alors toute solution de G (y) = 0 est un

zéro générique de G (y) = 0.

Du lemme 3.2, on a prem (F;G) = 0
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3.2. Un critère pour l�existence des solutions générales algébriques

On a :

SkI lF = PG0 +QG (3.1.4)

où S =
@G

@y
, I est l�initial de G, k et l sont dans Z

Comme toute solution de G (y) = 0 est un zéro générique de G (y) = 0, et sachant que

S et I ne s�annulent pas pour ce zéro, alors toute solution de G (y) = 0 est une solution de

F (y) = 0.

Remarque 3.1.3 : Dans la littérature, une solution générale de F (y) = 0 est dé�nie

comme une famille de solutions avec k paramétres indépendants, où k = ord (F (y)); la

dé�nition de Ritt est beaucoup plus précise.

3.2 Un critère pour l�existence des solutions générales

algébriques

Pour les entiers naturels h; �; k, on dé�nit la matrice A(h;�;k) (y) suivante :

0BBBBBBBBBBB@

�
k+1
0

�
yk+1

�
k+1
1

�
yk : : :

�
k+1
�

�
yk+1���

k+2
0

�
yk+2

�
k+2
1

�
yk+1 : : :

�
k+2
�

�
yk+2��

: : : : : :

: : : : : :

: : : : : :�
k+h+1
0

�
yk+h+1

�
k+h+1
1

�
yk+h+ : : :

�
k+h+1
�

�
yk+h+1��

1CCCCCCCCCCCA
où
�
n
k

�
sont les coe¢ cients binomiaux, et si k > n, alors

�
n
k

�
= 0 .

Soit � = (�1; :::; �n) 2 Zn�0 et �0 2 Z�0 où Z�0 est l�ensemble des entiers non négatifs.
Soit A(�0:�) (y) la matrice (h+ 1) (h+ 1) dé�nie par :

A(�0:�) (y) =
�
A(h;�1:�0) (y) =A(h;�2;�0)

�
y2
�
=:::=A(h;�n;�0) (y

n)
�

avec n+ �1 + :::+ �n = h+ 1:

Soit D(�0:�) le déterminant de A(�0:�) (y)
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3.2. Un critère pour l�existence des solutions générales algébriques

Remarquant que si n = 1; alors on se ramène au cas rationnelle car D(�0:�) = Dn;m:

Dé�nition 3.2.1 :

Le wronskian des n éléments y1; y2; :::; yn dans un anneau di¤érentiel F est le déterminant

suivant :

W (y1; y2; :::; yn) =

�����������������

y1 y2 : : : yn

y01 y02 : : : y0n

: : : : : :

: : : : : :

: : : : : :

y
(n�1)
1 y

(n�1)
2 : : : y

(n�1)
n

�����������������
Théorème 3.2.1 :

Soit F un corps di¤érentiel, avecC son corps de constantes, alors les n éléments y1; y2; :::; yn
sont linéairement dépendants sur C si et seulement si leur wronskian est nul.

Preuve. :Supposons que y1; y2; :::; yn sont linéairement dépendants sur C.

Alors on a c1y1 + c2y2 + :::+ cnyn = 0; avec les ci ne sont pas tous nuls.

En dérivant cette équation (n� 1) fois, on trouve le système suivant de n équations
linéaires homogénes de c1; c2; :::; cn : X

ciy
(j)
i = 0

où j = 0; :::; n� 1
Comme les ci ne sont pas tous nuls, alors le déterminant de ce systéme doit être nul,

d�où le wronskian est nul.

Inversement, supposons que le wronskian des éléments y1; y2; :::; yn est nul, alors on peut

trouver dans F une solution non triviale parmi les solutions c1; c2; :::; cn des équations :P
ciy

(j)
i = 0 ; j = 0; :::; n� 1.

Prenant c1 = 0, le wronskian des éléments y2; y3; :::; yn n�est pas nul.
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3.2. Un critère pour l�existence des solutions générales algébriques

En dérivant les équations
P
ciy

(j)
i = 0 ; j = 0; :::; n � 1, et en éliminant la première

équation obtenue, on aura les (n� 1) équations linéaires homogénes suivantes :

c02y
(j)
2 + c03y

(j)
3 + :::+ c0ny

(j)
n = 0

où j = 1; :::; n� 1
avec leur déterminant : le wronskian des éléments y2; y3; :::; yn qui n�est pas nul.

Alors c02 = c03 = ::: = c0n = 0, d�où les ci sont constants, et les y1; y2; :::; yn sont

linéairement dépendants

Lemme 3.2.1 :

Un élément y dans l�extension de K, est solution de l�équation D(�0:�) = 0 si et semle-

ment si y satisfait l�équation (3.1.3) avec : mj � �j pour j = 0; :::; n

Preuve. : Supposons y satisfait l�équation (3.1.3) avec : mj � �j pour j = 0; :::; n
on a donc :

G (x; y) =
nX
j=0

mjX
i=0

aijx
i yj = 0

m0X
i=0

ai0 x
i +

nX
j=1

mjX
i=0

aij x
i yj = 0

comme m0 � �0, alors
m0X
i=0

ai0
�
xi
�(�0+1) = 0

et on aura :

G (x; y)(�0+1) =

nX
j=0

mjX
i=0

aij
�
xi yj

�(�0+1)
=

m0X
i=0

ai0
�
xi
�(�0+1) + nX

j=1

mjX
i=0

aij
�
xi yj

�(�0+1)
=

nX
j=1

mjX
i=0

aij
�
xi yj

�(�0+1)
où
�
xi yj

�(�0+1) est la (�0 + 1) dérivée de �xi yj� par rapport à x.
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3.2. Un critère pour l�existence des solutions générales algébriques

Comme G (x; y)(�0+1) = 0 et aij = 0 pour mj < i � �j, alors :
nX
j=1

�jX
i=0

aij
�
xi yj

�(�0+1) = 0
les éléments

�
xi yj

�(�0+1) pour i = 0; :::; �j et j = 0; :::; n sont linéairement dépendants
sur C car les aij sont constants.

D�aprés le théorème 3.1, on aura leur wronskian nul

W
��
xi yj

�(�0+1)� = 0 ; i = 0; :::; �j et j = 0; :::; n

d�autre part

W
��
xi yj

�(�0+1)� = D(�0:�) (y)� jdiag (B0; B1; :::; Bn)j

où diag (B0; B1; :::; Bn) est la matrice diagonale des Bj pour j = 0; :::; n

Bj =

0BBBBBBBBBBB@

1 x x2 : : : x�j

0 1 2x : : : �jx
�j�1

0 0 2 : : : :

: : : : : : :

: : : : : : :

0 0 0 : : : �j!

1CCCCCCCCCCCA
W
��
xi yj

�(�0+1)� = 0 équivaut à D(�0:�) (y) = 0.

D�où G (x; y) = 0 équivaut à D(�0:�) (y) = 0, avec mj � �j pour j = 0; :::; n

Théorème 3.2.2 :

Soit F un polynôme di¤érentiel irréductible, l�équation F = 0 a une solution générale

algébrique si et seulement si il existe � = (�1; :::; �n) 2 Zn�0 et �0 2 Z�0 tels que :

prem
�
D(�0:�); F

�
= 0.

Preuve. : On suppose que y est une solution générale algébrique de l�équation F = 0,

qui satisfait (3.1.3) et soit � = (m1; :::;mn) et �0 = m0 d�aprés lemme 3.4 on a : D(�0:�) (y) =

0, et d�aprés lemme 3.1 et lemme 3.2 on a :D(�0:�) 2
P

F , et donc : prem
�
D(�0:�); F

�
= 0.
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3.2. Un critère pour l�existence des solutions générales algébriques

Réciproquement, on suppose que prem
�
D(�0:�); F

�
= 0, cela signi�e que D(�0:�) 2

P
F ,

d�aprés lemme 3.1, alors tous les zéros de
P

F doivent véri�er l�équation (3.1.3) , en partic-

ulier le zéro générique de
P

F véri�e l�équation (3.1.3) .
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Chapitre 4

Solutions générales algébriques

d�équations di¤érentielles du premier

ordre

Dans ce chapitre, F (y) est un polynôme di¤érentiel non nul, du premier ordre dans Q fyget
irréductible dans Q fyget G (x; y) est un élément de Q [x; y] :
On dira que G (x; y) est non triviale si deg (G; x) > 0 et deg (G; y) > 0; dans ce qui suit,

on suppose que G (x; y) est non triviale.

On dira que G (x; y) = 0 est une solution algébrique de F = 0 équivaut à dire que l�une

des fonctions algébriques ŷ (x) dé�nie par G (x; ŷ (x)) = 0 est une solution de F = 0 .

4.1 Structure et degré des solutions générales algébriques

Pour une équation di¤érentielle ordinaire, une solution est invariante par une translation de

la variable x, on a donc le lemme

Lemme 4.1.1 :

Soit G (x; y) = 0 une solution algébrique de F = 0, alors G (x+ c; y) = 0 est une solution

générale algébrique de F = 0 où c est une constante arbitraire.
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4.1. Structure et degré des solutions générales algébriques

Preuve. : Il faut montrer que si y (x) est une série formelle solution de G (x; y) = 0,

alors y (x+ c) est une série formelle solution de G (x+ c; y) = 0

Pour tout T 2 K fyg satisfaisant T (y (x+ c)) = 0, soit R = prem (T; F )
On montre par l�absurde que R (y (x+ c)) = 0.

Supposons que R 6= 0, on a F est irréductible et deg (R; y1) < deg (F; y1), alors il existe
deux polynômes P et Q dans K fyg tels que (PF +QR) 2 K fyg et PF +QR 6= 0.
D�autre part (PF +QR) (y (x+ c)) = 0 parceque y (x+ c) =2 Q et c est une constante

arbitraire qui est transcendante sur K, on a donc (PF +QR) = 0; d�où une contradiction,

donc R = 0, ce qui signi�e que T 2
P

F , donc y (x+ c) est un zéro générique de
P

F , alors

G (x+ c; y) = 0 est une solution algébrique de l�équation F = 0.

Le lemme ci dessus, réduit le calcul d�une solution générale algébrique à un calcul d�une

solution algébrique particulière non triviale.

Dans ce qui suit, on montrera comment calculer une solution algébrique non triviale

dans Q [x; y].

Dé�nition 4.1.1 :

Le corps § est appellé corps d�une fonction algébrique d�une seule variable si x transcen-

dant sur § et � algébrique sur Q (x).

Une courbe algébrique irréductible G (x; y) = 0 où G (x; y) 2 Q [x; y], correspond à un
corps d�une fonction algébrique § qui est unique, à un isomorphisme près, où (� , �) satisfait

G (�; �) = 0 et � ou � est transcendant sur §.

Notons que deux courbes algébriques isomorphes à § fonction algébrique, ont le même

genre. .

Dé�nition 4.1.2 :

SoitG (x; y) un polynôme non trivial et irréductible dansQ [x; y], on dira que (x (t) ; y (t))

est une paramétrisation de G (x; y) = 0 si G (x (t) ; y (t)) = 0 où x (t) ; y (t) 2 Q ((t)) et non
tous dans Q . Rappellons que Q ((t)) est le corps quotient de l�anneau des séries formelles

Q [[t]].
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4.1. Structure et degré des solutions générales algébriques

Il existe donc x0; y0 2 Q et deux entiers non nuls q et p et u (t) , v (t) dans Q [[t]] tels

que : 8<: x (t) = x0 + t
q:u (t)

y (t) = y0 + t
p:v (t)

9=; (4.1.1)

Le centre de cette paramétrisation est le point P 2 P 1 � P 1 dé�ni par :
a) Si q > 0 et p > 0 alors P = (x0; y0)

b) Si q > 0 et p < 0 alors P = (x0;1)
c) Si q < 0 et p > 0 alors P = (1; y0)
d) Si q < 0 et p < 0 alors P = (1;1)
Si q < 0 (respectivement p < 0 ) on suppose que x0 = 0 (respectivement y0 = 0 ).

La paramétrisation est dite réductible s�il existe un entier k � 2 tel que x (t) ; y (t) 2
Q
��
tk
��
, sinon elle est irréductible.�

x
�
t
�
; y
�
t
��
est une autre paramétrisation de G (x; y) = 0 de même centre, si t 2 Q [[t]]

avec un ordre plus grand que zéro.

Si l�ordre de t est égal à 1, les deux paramétrisations sont dites équivalentes, et ont les

mêmes entiers q et p dé�nies ci-dessus. B est dite la place de la courbe G (x; y) = 0, si B

est l�ensemble des paramétrisations irréductibles équivalentes; le centre de B est le centre

de l�une de ses paramétrisations irréductibles.

On dé�nit les entiers Vx (B) et Vy (B) comme suit :

Vx (B) = q et Vy (B) = p

Par la suite, on aura besoin de la formule de Riemann-Herwitz et les expressions des

séries de Puiseux.

Formule de Riemann-Herwitz :

Soit g le genre de G (x; y) = 0 et n = deg (G; y) alors :

g = 1� n+ 1
2

X
B

(jVx (B)j � 1)

où la somme parcourt toutes les places B de la courbe G (x; y) = 0 .

Expressions des séries de Puiseux :
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4.1. Structure et degré des solutions générales algébriques

Toute place B de centre (x0; y0) correspond exactement aux qB séries fractionnelles

y
�
x

1
qB

�
qui sont solutions de G (x; y) = 0.

Soit x0 2 Q [ f1g, on a les types de séries de Puiseux :
1) Séries de Puiseux pour x0 2 Q :

a) y � y0 = a1 (x� x0)
p
qi +

X
i�1
ai (x� x0)

i+p
qi

b) y = a�p (x� x0)�
p
qi +

X
i�1
ai (x� x0)

i�p
qi

2) Séries de Puiseux pour x0 2 1 :

a) y � y0 = a1

�
1

x

� p
qi

+
X
i�1
ai

�
1

x

� i+p
qi

b) y = a�p

�
1

x

�� p
qi

+
X
i�1
ai

�
1

x

� i�p
qi

où ai 2 Q et p et qi 2 Z>0 , qi > 1.
D�aprés théorème de Puiseux, on aX

B

jVx (B)j = deg (G; y) (4.1.2)

où la somme parcourt toute les places B de la courbe G (x; y) = 0 .

Lemme 4.1.2 :

Soit G (x; y) un polynôme irréductible, non trivial dans Q [x; y] et soit (x (t) ; y (t)) une

paramétrisation de G (x; y) = 0; alors (x (t) + c; y (t)) n�est pas une paramétrisation de

G (x; y) = 0, pour toute constante non nulle c 2 Q

Preuve. : D�aprés le lemme de Gauss, on sait que G (x; y) est irréductible dans Q (y) [x]

comme y (t) =2 Q, alors Q (y (t)) est isomorphe à Q (y), ce qui implique que G (x; y (t))
est irréductible dans Q (y (t)) [x].

Supposons que x (t) est une racine de G (x+ c; y (t)) = 0, alors on a G (x; y (t)) divise

G (x+ c; y (t)) ; il est clair que deg (G (x+ c; y (t)) ; x) = deg (G (x; y (t)) ; x) etG (x; y (t)) ;G (x+ c; y (t))
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4.1. Structure et degré des solutions générales algébriques

ont les mêmes coe¢ cients, doncG (x; y (t)) = G (x+ c; y (t)).et comme c 6= 0; on a deg (G (x; y (t)) ; x) =
deg (G (x; y) ; x) = 0 : contradiction.

Théorème 4.1.1 :

Soit G (x; y) un polynôme irréductible, non trivial dans Q [x; y] et G (x; y) = 0 est la

solution de l�équation F = 0; alors on a :

deg (G; x) = deg (F; y1) (4.1.3)

Preuve. :Soit deg (G; x) = s et deg (F; y1) = d

On peut écrire :

G (x; y) = A0 (y) + A1 (y)x+ :::+ As (y)x
s

F (y) = F0 (y) + F1 (y) y1 + :::+ Fd (y) y
d
1

où les Ai (y) et les Fj (y) sont dans Q [y].

Soit S l�ensemble : S = Z (As (y))[Z (Fd (y))[Z
�
Resx

�
G; @G

@x

��
[Z

�
Resx

�
G; @G

@y

��
[

Z
�
Resy1

�
F; @F

@y1

��
S est un ensemble �ni, alors on peut choisir c 2 Q tel que c =2 S; on a donc les résultats

suivants :

a) L�ensemble
�
z 2 Q=F (c; z) = 0

	
= fz1; z2; :::; zdg a d éléments.

b) L�ensemble
�
x 2 Q=G (x; c) = 0

	
= fx1; x2; :::; xsg a s éléments.

c) Comme
@G

@y
(xi; c) 6= 0, alors il existe une unique série formelle

'i (x) = c+ gi;1 (x� xi) + gi;2 (x� xi)
2 + :::

tels que G (x; 'i (x)) = 0 pour i = 1; :::; s .

Du lemme 3.3, 'i (x) est une solution de F = 0, alors on a :

F ('i (x) ; '
0
i (x)) = 0

ce qui implique que F (c; gi;1) = 0 car 'i (xi) = c et '
0
i (xi) = gi;1.
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4.1. Structure et degré des solutions générales algébriques

Supposons que : s > d, alors il existe au moins deux des gi;1 qui sont égaux, posons g1;1 =

g2;1 = c1, comme
@F

@y1
(c; c1) 6= 0 , alors il existe une unique solution ' (x) de F (y; y1) = 0

qui véri�e ' (0) = c et '0 (0) = c1, alors '1 (x) = '2 (x+ x2 � x1) = ' (x� x1)
donc (x; '1 (x)) et (x+ x2 � x1; '1 (x)) sont deux paramétrisations de G = 0; d�où une

contradiction avec le lemme 4.2, donc : s � d .
D�autre part :

G0 =
@y

@x
:
@G

@y
+
@x

@x
:
@G

@x

= y1:
@G

@y
+
@G

@x

et soit H (y; y1) = Resx (G;G0) ; alors

H (y; y1) = Resx

�
G; y1:

@G

@y
+
@G

@x

�
= Resx

�
G; y1:

@G

@y

�
+M (y1)

= ys1Resx

�
G;
@G

@y

�
+M (y1)

où deg (M; y1) < s; comme Resx
�
G; @G

@y

�
6= 0, on a donc deg (H (y; y1) ; y1) = s.

Supposons que y (x) est une solution de G (x; y) = 0, alors on a :

H (y (x) ; y0 (x)) = F (y (x) ; y0 (x))

et comme F est irreductible, on a deg (H (y; y1) ; y1) � deg (F (y; y1) ; y1), d�où s �
d; donc s = d .

Remarquons que F est du premier ordre, donc on peut regarder F = 0 comme une

courbe algébrique et on utilise la notation F designe F (y; y1)

Lemme 4.1.3 :

Soit G (x; y) = 0 une solution de F = 0, alors le genre de G (x; y) = 0 est égale au genre

de F (y; y1) = 0.

Preuve. : Soit � qui véri�eG (x; �) = 0, donc � est transcendant dansQ etQ (x; �) ; Q (�; �0)

sont les corps des fonctions algébriques de G (x; y) = 0; F (y; y1) = 0; respectivement.
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Il reste à montrer que Q (x; �) = Q (�; �0).

D�aprés théorème précédent on a :�
Q (x; �) : Q (�)

�
=
�
Q (�; �0) : Q (�)

�
Comme G (x; �) = 0, alors G0 (x; �) = 0 .

G0 (x; �) = y1:
@G (x; �)

@y
+
@G (x; �)

@x

alors 0 = �0:
@G (x; �)

@y
+
@G (x; �)

@x

donc �0 = �
@G(x;�)
@x

@G(x;�)
@y

ce qui implique que �0 2 Q (x; �), d�où Q (x; �) = Q (�; �0) .

Par convention, on considère la nouvelle équation di¤érentielle :

F (x1; y) = x
deg(F;y1)
1 :F

�
y;
1

x1

�
= 0 (4.1.4)

où x1 =
dx

dy
=

1

y1
, F est irréductible dans Q [x1; y] et deg

�
F ; y

�
= deg (F; y) et

deg
�
F ; x1

�
= deg (F; y1) :

Lemme 4.1.4 :

Soit F dé�nie dans (4.1.4) et G (x; y) = 0 est une solution algébrique de F (y; y1) = 0,

alors G (x; y) = 0 est aussi une solution algébrique de F (x1; y) = 0.

Preuve. : D�aprés la preuve du théorème 4.1 on sait que :

Resx (G;G
0) = A (y) :F (y; y1)

où G0 = y1:
@G

@y
+
@G

@x

D�autre part, il existe deux polynômes P;Q 2 Q [x; y; y1] tels que :

PG+QG0 = A (y) :F (y; y1)

PG+Q

�
y1:
@G

@y
+
@G

@x

�
= A (y) :F (y; y1)
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L�expression (4.1.4) nous donne

F (y; y1) = F (x1; y) :x
� deg(F;y1)
1

alors :

PG+Q

�
y1:
@G

@y
+
@G

@x

�
= A (y) :F (x1; y) :x

� deg(F;y1)
1

remplaçons y1 par
1

x1
et multiplions les deux membres par x1; on obtient :

(x1P )G+ x1Q

�
1

x1
:
@G

@y
+
@G

@x

�
= A (y) :F (x1; y) :x

1�deg(F;y1)
1

P1G+Q

�
@G

@y
+ x1

@G

@x

�
= A (y) :F (x1; y) :x

1�deg(F;y1)
1

En multiplions les deux membres de cette dernière égalité par xm1 on aura :

PG+Q

�
@G

@y
+ x1

@G

@x

�
= A (y) :F (x1; y) :x

k
1 (4.1.5)

où P ;Q 2 Q [x; y; y1] et k 2 Z�0
On suppose que � satisfait G (�; y) = 0, remplaçons x par � et x1 par �

0 dans l�égalité

(4.1.5) où �0 = @�
@y
, on aura donc F (�0; y) = 0, d�où G (x; y) = 0 est aussi une solution

algébrique de F (x1; y) = 0.

Lemme 4.1.5 :

Soit (x (t) ; y (t)) une paramétrisation irréductible de G = 0, alors
�
x0 (t)

y0 (t)
; y (t)

�
est une

paramétrisation irréductible de F (x1; y) = 0.

Preuve. : D�aprés lemme 4.4 F (x1 (t) ; y (t)) = 0

comme x1 (t) =
dx

dy
(t), alors x1 (t) =

x0 (t)

y0 (t)
où x0 (t) =

dx

dt
et y0 (t) =

dy

dt
on aura donc :

F

�
x0 (t)

y0 (t)
; y (t)

�
= 0

alors
�
x0(t)
y0(t) ; y (t)

�
est une paramétrisation de F (x1; y) = 0.

Montrons par l�absurde que
�
x0(t)
y0(t) ; y (t)

�
est irréductible.
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On suppose qu�elle est réductible, alors il existe k � 2 tel que x1 (t) ; y (t) 2 Q
��
tk
��

on aura donc :

x1 (t) :y
0 (t) =

X
j�j0

cjt
kj�1

et comme x1 (t) :y0 (t) = x0 (t) alors :

=
X
j�j0

cjt
kj�1

en intégrant par rapport à t on obtient :

x (t) =
X
j�j0

cj
kj
tkj + c

où c est une constante: d�où une contradiction car x (t) 2 Q
��
tk
��
:

Donc
�
x0 (t)

y0 (t)
; y (t)

�
est une paramétrisation irréductible de F (x1; y) = 0.

Théorème 4.1.2 :

Soit G (x; y) un polynôme irréductible et non trivial dans Q [x; y] et G (x; y) = 0 est la

solution de l�équation F (y; y1) = 0 alors on a :

deg (G; y) � deg (F; y) + deg (F; y1) (4.1.6)

Preuve. : Soient gG et gF respectivement les genres de G (x; y) = 0 et F (x1; y) = 0,

et soit B la place de G (x; y) = 0 de centre P (�; �) avec sa paramétrisation irréductible

(x (t) ; y (t)) et soit B la place de la courbe algébrique F (x1; y) = 0 de centre P
�
�; �

�
avec sa

paramétrisation irréductible (x1 (t) ; y (t)) où x1 (t) =
x0 (t)

y0 (t)
, il est clair que : Vy (B) = Vy

�
B
�

et � = �:

� Si Vx (B) 6= Vy (B) alors

Vx1
�
B
�
= Vx (B)� Vy (B)

� d�où si : Vx (B) > Vy (B), alors � = 0
� Si : Vx (B) < Vy (B)alors � =1:
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4.1. Structure et degré des solutions générales algébriques

� Si Vx (B) = Vy (B) alors � 2 Q.
L�application qui associe à toute place B de G (x; y) = 0, la place B de F (x1; y) = 0 est

injective.

En e¤et, soientB etB0 deux places deG (x; y) = 0 telles queB = B0 et soient (x (t) ; y (t))

et (z (t) ; v (t)) les paramétrisations de B et B0 respectivement, on a alors :

y (t) = y0 + t
p et v (t) = v0 + tp

0

comme B = B0 donc p = p0, y (t) = v (t) et x0 (t) = z0 (t) ; alors z (t) = x (t) + c; où c

est constante.

D�aprés lemme 4.2 on a c = 0, d�où B = B0 .

D�autre part, on a d�après formule de Riemann- Herwitz :

2 (gG + deg (G; y)� 1) =
X
B

(jVx (B)j � 1)

où la somme parcourt toutes les places B de G = 0.

On va exprimer la somme du second membre de l�égalité précédente comme suit :

On dit que :

B 2 (1) si Vx (B) > 0 et Vy (B) > 0

B 2 (2) si Vx (B) > 0 et Vy (B) < 0

B 2 (3) si Vx (B) < 0 et Vy (B) > 0

B 2 (3) si Vx (B) < 0 et Vy (B) < 0

On dira aussi que :

B 2 (10) si B 2 (1) et Vx (B) > Vy (B)

B 2 (40) si B 2 (4) et Vx (B) < Vy (B)

Dans ce qui suitBx; By; Bx1 ; By designent respectivement :Vx (B) ; Vy (B) ; Vx1
�
B
�
; Vy

�
B
�

.

Pour k = 1 et k = 4 on a :

X
B2(k)

(jBxj � 1) �
X
B2(k0)

��Bx1��+ X
B2(k)

���By��� 1� (4.1.7)
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Pour k = 2 et k = 3 on a : X
B2(k)

(jBxj � 1) �
X
B2(k)

��Bx1�� (4.1.8)

en ajoutant les inégalités (4.1.7) et(4.1.8) membre à membre, on obtient:X
B2(k)

(jBxj � 1) �
X

B2(10);(40);(2);(3)

��Bx1��+ X
B2(1);(4)

���By��� 1� (4.1.9)

D�autre part si B 2 (1)0 [ (2) alors le centre de B est sur x1 = 0.
si B 2 (4)0 [ (3) alors le centre de B est sur x1 =1.

et en utilisant la formule (4.1.2) , on aura :X
B2(10);(40);(2);(3)

��Bx1�� � 2 deg �F ; y� (4.1.10)

d�aprés la formule de Riemann- Herwitz, on a :

2
�
gF + deg

�
F ; x1

�
� 1
�
=
X
B

���Vy �B���� 1�
et comme : X

B2(1);(4)

���Vy �B���� 1� �X
B

���Vy �B���� 1�
alors : X

B2(1);(4)

���By��� 1� � 2 �gF + deg �F ; x1�� 1� (4.1.11)

En utilisant les inégalités )4.1.9( , )4.1.10( et )4.1.11( on aura :X
B2(k)

(jBxj � 1) � 2
�
deg

�
F ; y

�
+ gF + deg

�
F ; x1

�
� 1
�

et comme : X
B2(k)

(jBxj � 1) = 2 (gG + deg (G; y)� 1)

on aura :

2 (gG + deg (G; y)� 1) � 2
�
deg

�
F ; y

�
+ gF + deg

�
F ; x1

�
� 1
�

et en utilisant deg
�
F ; y

�
= deg (F; y), deg

�
F ; x1

�
= deg (F; y1) et gG = gF , la dernière

inégalité sera donc :

deg (G; y) � deg (F; y) + deg (F; y1)

.
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Exemple 4.1.1 :

Soient n > m > 0 et gcd (n;m) = 1 et soit G (x; y) = yn� xm un polynôme irréductible.
On a G (x; y) = 0 est une solution algébrique de l�équation di¤érentielle F = 0 où F =

yn�mym1 �
�m
n

�m
:

Dans ce cas, on a :

deg (G; y) = deg (F; y) + deg (F; y1)

4.2 Un algorithme pour le calcul des solutions algébriques

L�algorithme suivant est basé sur l�approximation algébrique, qui est un type spécial de

l�approximation de Padé-Hermitz, pour cela on va donner quelques lemmes et dé�nitions.

Dé�nition 4.2.1 :

Soit la série formelle A (x) =
1P
0

aix
i et soit L et M deux entiers non négatifs.

Le (L;M) Padé-approximation de A (x) est la fraction rationelle :[LrM ] =
PL (x)

QM (x)
telle que

A (x)� PL (x)

QM (x)
= 0

�
xL+M+1

�
où : PL (x) est un polynôme de degré inférieur ou égal à L.

QM (x) est un polynôme de degré inférieur ou égal à M .

Notons que cette approximation est unique ( d�après Frobenius et Padé ) .

Dé�nition 4.2.2 :

Soit G (x; y) un polynôme irréductible dans Q [x; y] ; une fonction algébrique y (x) satis-

faisant G (x; y (x)) = 0 est dite approximation algébrique d�une fonction f (x) si :

G (x; f (x)) = 0
�
x(m+1)(n+1)+1

�
où m = deg (G; x) et n = deg (G; y)
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Plus généralement on cherche G (x; y) telle que :

G (x; f (x)) = 0
�
xN+1

�
(4.2.1)

où N est un entier positif.

On peut trouver les coe¢ cients de G (x; y) par résolution d�équations linéaires

Soit G (x; y) =
nP
j=0

mP
i=0

bij x
i yj et f (x) = a0 + a1x+ :::+ aNxN + 0

�
xN+1

�
.

Soit M0 la matrice (N + 1) (m+ 1) dé�nie par :

M0 =

0@ I(m+1)(m+1)

0(N�m)(m+1)

1A (4.2.2)

où I(m+1)(m+1) est une matrice carrée à (m+ 1) unité et 0(N�m)(m+1) est une matrice à

(N �m) (m+ 1) zéros et on dé�nit les matrices Mi par Mi = TM
i �M0 pour i = 1; :::; n,

où TM est la matrice :

TM =

0BBBBBBBB@

a0 0 0 � � � 0

a1 a0 0 � � � 0

a2 a1 a0 � � � 0
...

...
...

...
...

aN aN�1 aN�2 � � � a0

1CCCCCCCCA
(4.2.3)

Chaque matrice Mi est une matrice (N + 1)� (m+ 1).
L�équation (4.2.1) s�écrira d�une autre façon :

(M0 jM1jM2 j:::jMn)

0BBBBBBBB@

B0

B1

B2
...

Bn

1CCCCCCCCA
= 0 , où Bi =

0BBBBBBBB@

b0;i

b1;i

b2;i
...

bn;i

1CCCCCCCCA
pour i = 0; 1; :::; n (4.2.4)

où Bi =

0BBBBBBBB@

b0;i

b1;i

b2;i
...

bn;i

1CCCCCCCCA
pour i = 0; 1; :::; n
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Soit la série formelle y (x) =
1P
i=0

aix
i; ' (x) est les (N + 1) premiers termes de y (x) ; veut

dire que :

' (x) = a0 + a1x+ :::+ aNxN

On va utiliser ce lemme dans notre algorithme.

Lemme 4.2.1 :

Soit G (x; y) un polynôme irréductible, non trivial dans Q [x; y], où deg (G; x) = m,

deg (G; y) = n; et soit y (x) la série formelle qui véri�e G (x; y) = 0 et ' (x) les (2mn+ 1)

premiers termes de y (x) :

Si Q0 (x) ; Q1 (x) ; :::; Qn (x) 2 Q [x] tels que Q0 (x) +Q1 (x)' (x) + :::+Qn (x)'n (x) =
0 (x2mn+1), où deg (; x) � m et les Qi (x) ne sont pas tous nuls, alors :

G (x; y) = � (Q0 (x) +Q1 (x) y + :::+Qn (x) y
n) (4.2.5)

où � 2 Q et non nul.

Preuve. : Soit Q (x; y) = Q0 (x) + Q1 (x) y + ::: + Qn (x) y
n, il existe S ; T 2 Q [x; y]

tels que :

SG (x; y) + TQ (x; y) = Resy (G;Q) (4.2.6)

où : deg (S; y) < n et deg (T; y) < n:

� Si Q (x; y (x)) = 0 alors la relation (4.2.5) est vraie.
� Supposons que Q (x; y (x)) 6= 0 et Resy (G;Q) 6= 0 alors deg (Resy (G;Q) ; x) � 2mn
on remplace y par y (x) dans (4.2.6) , alors le membre à gauche sera :

SG (x; y (x)) + TQ (x; y (x)) = TQ (x; y (x))

car G (x; y (x)) = 0.

TQ (x; y (x)) = T (Q0 (x) +Q1 (x) y (x) + :::+Qn (x) y (x)
n)

On sait que y (x) =
1P
i=0

aix
i; alors le degré du membre gauche en x est d; tel que d > 2mn

: d�où une contradiction, donc Resy (G;Q) = 0 ce qui implique que :

G (x; y) = �T
S
Q (x; y)
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On sait que G (x; y) est irréductible, alors �T
S
2 Q, en posant �T

S
= �, on aura donc

G (x; y) = �Q (x; y).

Algorithme 4.2.1 :

Premièrement, on donne un algorithme pour calculer lesN+1 termes d�une série formelle

solution de l�équation F = 0, pour un entier positif N .

Regardons F = 0 comme une courbe algébrique.

On détermine un point (z0; z1) tels que F (z0; z1) = 0 et S (z0; z1) 6= 0, puis on peut

calculer les yi = zi étape par étape et en�n y (x) = z0+ z1x+ z2
2!
x2+ ::: est une série formelle

solution de l�équation F = 0:

L�algorithme est le suivant :

L�entrée : un polynôme di¤érentiel irréductible F (y) du premier ordre et un entierN > 0

la sortie : les N + 1 termes d�une série formelle solution de F = 0.

1) Déterminer (z0; z1) 2 Q
2
de F (y; y1) = 0 tq S (z0; z1) 6= 0 et z1 6= 0.

2) i := 2 et ' (x) := z0 + z1x

3) Quand i � N faire

(a) remplacer y par ' (x) et y1 par '0 (x) dans F (y; y1).

(b) c := le coe¢ cient de xi�1 dans .F (' (x) ; '0 (x)).

(c) zi := � (i�1)!c
S(z0;z1)

et ' (x) := ' (x) + zi
i!
xi .

(d) i := i+ 1.

4- Retourner (' (x)).

Soit y (x) la série formelle, solution de l�équation F = 0, alors d�aprés (2.1.1) , on a :

F (y (x) ; y1 (x))
(i�1) = S (y (x) ; y1 (x)) :yi (x) +R

�
y (x) ; :::; yi�1 (x)

�
= 0

Comme yk (x) jx=0= zk pour k = 1; 2; :::, on a donc :

S (z0; z1) :zi +R (z0; :::; zi�1) = 0

ce qui implique que

zi = �
R (z0; :::; zi�1)

S (z0; z1)
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4.2. Un algorithme pour le calcul des solutions algébriques

D�autre part, supposons que ' (x) = z0 + z1x+ :::+
zi�1
(i� 1)!x

i�1 .

On a donc '(i) (x) = 0 et la relation (2.1.1) sera :

F (' (x) ; '0 (x))
(i�1)

= R
�
' (x) ; :::; '(i�1) (x)

�
comme '(k) (x) (x) jx=0= zk pour k = 1; 2; :::; i� 1, on a donc :

F (' (x) ; '0 (x))
(i�1) jx=0= R (z0; :::; zi�1)

comme F (' (x) ; '0 (x))(i�1) jx=0= (i� 1)!c, alors : zi = �
(i� 1)!c
S (z0; z1)

Algorithme 4.2.2 :

L�entré : un polynôme di¤érentiel irréductible F (y) du premier ordre.

La sortie : une solution algébrique de F = 0, si elle existe

1- d := deg (F; y1) et e := deg (F; y)

2- k := 1

Tant que k � d+ e faire
(a) Calculer les premiers 2dk + 1 termes ' (x) d�une série formelle

solution de F = 0; d�aprés l�algorithme (4.2.1)

(b) ai := le coe¢ cient de xi dans ' (x) pour i = 0; :::; 2dk .

(c) Dans (4.2.2) et (4.2.3) poser m = d; n = k et N = 2dk:

on construit les équations linéaires (4.2.4) .

(d) Si (4.2.4) n�a pas de solution di¤érente de zéro, ou la dimension

de l�espace des solutions de (4.2.4) est plus grand que 1, passer donc

à (i).

(e) Sinon, choisissez l�une des solutions non nulles bi;j où i = 0; :::; d et

j = 0; :::; k.

(f) G (x; y) :=
kP
j=0

dP
i=0

bij x
i yj, S =

@G

@y
; I :=l�initial de G (x; y).

(g) Si gcd (G;S) 6= 1 ou gcd (G; I) 6= 1 alors passez à l�étape (i). Sinon,
passez à l�étape suivante.

(h) Soit R = prem(F;G). Si R = 0, alors retourner G(x; y) = 0.

(i) k := k + 1.
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La complexité des algorithmes précédents dépend entièrement de la complexité de l�algorithme

de paramétrisation. Finalement on donne l�exemple suivant .

Exemple 4.2.1 :

Soit (y6+2y+1)y03-(12y5+9y4-1)y02+27y8+54y7+27y6+4y3 = 0

On considère F = (y6 + 2y + 1)y31 � (12y5 + 9y4 � 1)y21 + 27y8 + 54y7 + 27y6 + 4y3

Alors on a :

1. d = 3 et e = 8.

2. (1;�2) est un point de F (y; y1) = 0 qui satisfait l�hypothèse de l�étape 1 de l�algorithme
.(4.2.1)

3. Pour le cas k = 1, on obtient un G(x; y) = 0 qui n�est pas la solution de F = 0.

Nous donnons ici seulement le processus dans le cas k = 2.

4. Les 13 premiers termes de la série formelle solution de F = 0 sont :

' (x) = 1�2x+ 5
2
x2� 9

4
x3+ 1

2
x4+ 5

4
x5� 41

32
x6� 65

64
x7+ 363

128
x8� 111

256
x9� 2545

512
x10+ 5141

1024
x11+ 5891

2048
x12

5. Soient m = 3, n = 2 et N = 12, on construit les équations linéaires (4.2.4) par

résolution, nous obtenons une solution di¤érente de zéro : (�1; 1; 0; 0; 0; 3;�3; 1; 1; 0; 0; 0)
6. G(x; y) = �1 + x+ 3xy � 3x2y + x3y + y2.
7. prem(F;G) = 0, donc G(x; y) = �1+ x+3xy� 3x2y+ x3y+ y2 = 0 est une solution

algébrique de F = 0.

Dans ce mémoire , nous donnons une condition necéssaire et su¢ sante pour qu�une

équation di¤érentielle ordinaire posséde une solution générale algébrique. Pour une équation

di¤érentielle du premier ordre, nous donnons la structure et le degré de sa solution générale

algébrique, et un algorithme pour le calcul de cette solution si elle existe. L�algorithme est

basé sur la paramètrisation des courbes algébriques planes, et l�approximation algébrique,

qui est un type spécial de l�approximation de Padé-Hermite.
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