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GENERALISATION DES NOMBRES ET POLYNOMES DE
BERNOULLI

Chapitre 0 :
Introduction :

La formule donnant la somme des n premiers nombres entiers :

_n(n+1)
2
S’obtient facilement en remarquant que :

I+2+---+n

1+2+---+nzznkzzn(n+1—k)
k=1 k=1

1+2+---+n:l(Zk+Zn+1—kj:lZ(n+1—k):ln(n+1)
2 k=1 2k=1 2

k=1

Plus généralement, totaliser les carrés, les cubes, etc...des n premiers nombres
entiers a été une préoccupation de plusieurs algébristes du XVIII iéme et XIX
iéme siccle, parmi lesquels pascal et surtout jaques bernoull Posons pour tout
entiers met N>1 :

S,(N)=1"+2"+...4n"



On peut facilement trouver la relation de récurrence permettant de calculer
S,.;(N) quand on connaitS, (n) pour 1<k <m

Pour cela, remarquons qu’on peut retrouver 1’expression donnée pour S,(n) par
une méthode généralisée

Observons que pour tout entier k>1 on a :
(k+1)* - k?=1+2k

et donc : Zn:((k +1)—k) = Zn:1+ 25,(n)

c’esta’ dire : (n+1)—1=n+2 S;(n)
d’ou I’on tire I’expression :

n(n+1)

Sl(n) =

Plus généralement, on a’ pour tort entiers k> 1, etm>1 :

kD)™ —k™ = i(m”j

On obtient alors en sommant de k=1a k=n

(1) ™ - —n+z[ js (n)

k+1

m

. m+1 et
C’est a’ dire : z q Sy(n) =(n+1) - (nt+1)

k+1

et en donnant a n des valeurs 1,2,3,4,...
1 5, 1
S, (n)=—n"+—n
() 5 5

I 5,1 5, 1
S,(n)=—n+—n+—n
()= 3 5 5

I 4 1 5 1 5
S n=—n+—n +—n
3 (1) 5 2
S,(n)=— n+1n4+1n +in
2 3 30

C’est en cherchant une formule générale pour exprimer la somme S (n) que

jaques bernoulli , au début du XIX ieme si¢cle , introduit une suite de nombre
rationnels A,B,C...
La formule de bernoulli s’énonce alors ainsi :



avec : [Tj =m(m-1)...(m_Tl'+k) (pour k>1)

les lettres A, B, C, D représentent dans 1’ordre les coefficients du dernier terme
(coefficient de n) des expressions Sy(N) , S4(n), Se(n), Sg(n), a savoir
1 1 C 1 D 1

6" 307 427 30
Nous démontrons et préciserons la formule générale donnant S (n)
Remarquons qu’un raisonnement par récurrence permet de prouver que S, (n) est

une expression polynomiale de n a coefficients rationnels , de (degré m+1)
vérifiant la relation :
Sm(N) =S m(n-1)=n"  pour tout n > 1
Posons B ,(X)=P'n(X)
P vérifie la relation Pp(X+1) — Pry(X)= X"

t+1
qui est équivalant a la relation : .[ B, (u)du = B, , pour tout teR
t

B, est appeler m’ieme polynome de bernoulli (sa connaissance entraine celle de

Py, car Py, (0) = 0 pour m>1) le terme constant est le coefficient de x dans Ppy(X) est
le nombre rationnel noté¢ Bm vérifiant :
Bin= B m(0) est appelé m’iémé nombre de bernoulli



Chapitre 1 Propriétés arithmétiques des nombres et polynémes de Bernoulli
1) Définition des polyndémes de Bernoulli :

Proposition:
I1 existe une unique suite de polynoémes (B )

B,=1
VneN', B =nB,

de IR[X] telle que :

ne N

1
vneN’, [B (Hdt=0
0
De plus, B, est de degré n et son coefficient dominant est égal a 1.

Démonstration:
Si n e N'etsi B, est déja connu alors posons:

Bn(x) = nJ‘ Bn—l (t)dt +C, ou C, € IR
0

Ainsi, la condition B) =nB_ , est satisfaite.

Choisissons convenablement la constante C, pour satisfaire la condition

1
VneN", J.Bn(t)dtzo.
0

af[B L (tydtdx+c, =0 d'ou ¢ _ n[(B , (t)dtdx.
I'[ n-1 n n I n-1
00 00

Cette constante étant parfaitement déterminée, la suite (B,) , ainsi définie est donc
unique.

X 1 x
On a par exemple; B, (X) = J B, (t)dt —J B, (t)dtdx = x — %
0 00

Montrons par récurrence, sur neN, la propriété :
H (n): B, est de degré n et son coefficient dominant égal a 1.



Comme B;=1, on a H (0). Comme B, (X) = X —%, onaH (1).

Montrons, pour tout neN": H (n) = H (n+1).

Soit neN" et supposons H (n). On a donc:
B,=x"+Q,, ouQ,, IR, [x]

Donc B, = (n+1)[B,(®)dt+c,, oic,, eIR
0

n+1

X
n+1

B.., =(n+1)( + an+cn+l =x""+R ou R, = j Q,. (H)dt etR e IR[x].
0

Donc B, est de degré nt1 et son coefficient dominant est égal a 1.
D'ou H (n+1)
Donc: H (n) est vraie, Vn € IN .
U
Les polyndémes de Bernoulli B, (t) sont définis par leur fonction génératrice:

X e =3B,

k
eX _1 k>1 k!

Et leur généralisation B{"”(x) d’ordre r est définie par : leurs fonction génératrice

b, (x,t) = ZBé”(t)% =[ - ] e

n>0 e" -1

Les polyndmes d’Euler E!”(x)d’ordre r

er(x,t)=ZEé”(t)X7n, =( 2 j G

n>0 ex +1

et on a pour t=0 , on retrouve le niéme nombre de Bernoulli

E,"(t)=B,"(t)=t"

Et pour r =1, on retrouve les polyndomes ordinaires.

1-2- propriétés arithmétiques :

a)-vne N —{0,1},B, (1) = B, (0).
b)-¥ne N,B (x)=(-1)"B, (1-X)
¢)-VYPeN",B,,,,(0)=B,,,,(1)=0.
d)-vneN",B, (x+1)-B,(x)=nx""



g (%) (X4
e)-VneN,B, (X) =2 [Bn(z}an( : ]]

. 1 : 1
f)-VP e N ’sz(E) :(2(1 P —I)sz(O) et BZpH(E) =0.

Démonstration:
a)- en intégrant la relation B) =nB_, (pour n>2) entre O et 1

j B/ (t)dt = nj B, (t)dt.

B. (1)~ B, (0) = 0.
b)-Posons pour ne N, Q,(x)=(-1)"B,(1—x)

ona:
Q=1
YneN;Q/(X)=(-D"'B/(1-x)=(-1)""nB,_,(1-x)=nQ,_ (X)

vne N *;Jl.Qn(t)dt = (-1)“} B,(1-t)dt = [ (-1)" B, (u)du =0.

Posons : u=1-t.
La suite ((B, ), étant unique, on déduit : Vn e N,Q, = B, d'ou le résultat.

¢)- d'aprés la propriété a) Vpe N, B, ., (1) = B,,,,(0)

D'apres la propriété b) particularisée pour x=1.

VpeN, sz+1 (1) = _sz+1 (0).

On en déduit: Vpe N”, B,,.. (1) =B,,,(0)=0.

d)- montrons par récurrence, surn € IN , la propriété
H(n)="B,(x+1)— B, (x) =nx""",

2p+l

Bn(x+1)—Bl(x):(x+1)—%—x+%:l d'odt H(1).

Montrons pour tout n e N et: H(n)=> H(n+1)
Soit n e N et supposons H(n): B, (x +1) =B, (x) = nx"".
En intégrant la relation ci-dessus entre Oet x on obtient :

I B, (t+1)dt - j B, (t)dt = njt”‘dt.
0 0 0

X+1 X+1 X

j B, (t)dt — j B, (t)dt — j B, (t)dt = X"



X+l
Bra® | _

X+1
[ B, (®dt =x" donc
x N+l Jy

Donc B, (x+1)=B,(x) =(n+1)x".d'ou H(n+1)
Et la propriété est vraie Vn e IN”

e)- Posons pour ne N : P (x)=2" I[B (=)+B (X—H)}

n+l1

ona:

po=1(1+1)=1,VneN*;P;(x>=2"‘[ B(5)+ —B(X—”)}— P ().

vneN jP (t)dt = 2™ >DB (— )dt+jB (—)dt} 2”‘1[J'Bn(u)du}:0
0
La suite (B,) étant unique ,vne N P, =B, .

o 1 1 1
f) d'aprés b) avec x = 5 : Bypyy [Ej =-B,,. (Ej

donc:

1
BZ p+1 (Ej =0

et d'aprés 2) avec X = 0; B,,(0)=2 pl[sz (0)+B,, [lﬂ

2
d’ou B“’Gj — (20 ~1)B,,(0)

Et plus généralement on a les propriétés suivantes:

1) -En utilisant les identifications suivantes :
es(X,a+b)=er(x,a) es(x,b)

br+s (X,a+b)=b,(X,a) by(x,b)

On obtient donc :

k=0

a+b

2) b,(2x, )=b.(x,a) e, (X,b)

10



a+b 1 &(n
B/| — |=— B, (Q)E! ,(b) d’ou:
n( 2 j 2n ;(kj k(a) n—k() ou

3) by(-X,t)=bi(x,r-t)
dou - (-1)"B} (1)=Bj(rt)
. ) r
alors implique pour t= 5
ofr_ L
B, [Ej =0 pour n impair

. r . R
C’estadire t = 5 est une racine du polynéme B,

4) by(x,t+1)- b(x,t) =X B.i(x,t) d’ou:
B, (t+1) — B,"(t) =n Bp1" (t) = B," (t') dérivée par rapport a t
Preuve 1) :

2 r+s 2 r 2 S
&.(x,a+b)= e ) = e™e™
e +1 e*+1)\e*+1

2 YV o 2 Y
= e e
e“+1 e“+1

=g, (x,a).e,(x,b)

bHS(X,a-l-b) =( X j ex(a+b) =( X j ( X j eaxebx
e -1 e*—1)\e*=1
x ) x Y
— eax ebx
e —1 e -1

= Db, (x,a).b,(x,b)

r a—erZX r r
2)bn(2x,a+b]:[ 22X ]e( ) :( 22 j( 2X ]e""xebX
2 e -1 e +1) e =1

= e e
e’ +1 e’ -1
e

r r r
- X X X
b (—=x,t)= e X = e = ———|eX"V=p (x,t—r
(=0 (ex—lj [e‘x+lj e’ +1 o )

11



br(X,t +1)—br(X,t):( X ] eX(tH) _(Lj eXt :(Lj eXt(eX _1)
e’ -1 e’ -1 e’ -1

r-1
:x( X j e* =xb_,(x1)

e* -1

O

1-3-les nombres de Bernoulli :
la formule qui donne les nombres de Bernoulli est donnée par la proposition
suivante:

proposition:

i(nk_lj B,=0 Vn>I @)

preuve :

soit un entier ,en utilisant la relation (1)

B i (X) _ i {n] Bk Xn—k ...(1) (déduire de la propriété 0{) pour r=1 et b=0,a=X)
ko\K
Et pour n+1 et x=1 on obtien la relation :

%mmi[”[ lj By =B, (1)

B,. (1)+i(”: ljBk =B, (D)
k=0

Mais :par définition B, ,(1)=B,,(0) =B,

s . (n+1
En déduit qu’on a pour tout n>1la relatio Z K By
k=0

O
Sachant qu’ on a:

B,=let BIZ-%et B, 10 (k=1)

12



On obtient les calculs présenter dans le tableau suivant :

k 1 (204 Je |8 [1 12 [14]16 [18 [20 [22

By 1 |- | 1|~ | 5]-691{7 (- |[438- |8543
b | 1 |4zl 1 |66 2730 6 | 361 79 1746 134
2130 30 51( 33

Calcul sur ordinateur :

A TI’aide du logiciel du calcul formel « MAPLE » .L’instruction :

>bernoulli (n,x) ;

permet d’obtenir le n’ieme polyndme de bernoulli

I’instruction :
>bernoulli(n) ;

permet d’obtenir le n’ieme nombre de bernoulli

et aussi par | * instruction :

warning , New de définition for order

{ with (nombre theory)
>B(n) ;

examples :
1) >bernoulli;(24):

2634091
2730

2) > bernoulli (30);

3) >bernoulli (3,x);

lX+x3-éxz.
2

¢ Proprites:
1)VpeN’ B,y =0

2)Vne N,Bn(x)=i(EJBn_kxk

k=0

13




2p 2p
3)VpeN,B2p=Z ) B,

k=0
202p+2
4)¥ peN-{0,1},B,, = 1 > P B.
2p+2)2p+D i\ k

Démonstration:
1) conséquence de c)des propriétés des polynomes de bernoulli.

2)soit on la deduit de la proprite 1)des proprietes des polynomes de bernoulli,soit
on la demontrons en utilisant 1" identit¢ de TAYLOR por les polinomes appliquée
en 0.

n (k)
— n k ’ . , q- .
B, (x) kzz(; m ,oronapar récurrence immédiate:
n!
B (0)=
O i B O _k), B,

D ou: B, (x)=)] (EJBHKXK

k=0

3) D apreés 2) en particulier pour x=1 et n=2p on obtient:

2p+2

2P sz (1) ZC2p+2

Pour p=>2:B,,,, = ZC§p+ZBk +C22§;;BZp—l +C22§+2sz +(2p +2)sz+1 +Byp

1 2p-2

Z C;p+2 Bk

P 2p+2)2p+1) &
Cette relation permet d’affirmer, par récurrence que les nombres de Bernoulli sont
rationnels .

OrB,,, =B, =0douvVp>2 B,

2p+l1

14



Chapitre 2:

Propriété p-adique des nombres et polyndmes de bernoulli

Définition : Intégrale de volkenborn :
Soit k un sous corps valué complet de Qp
On dit que la fonction f: Z/, —— k est volk intégrable si la suite

p"-1
1p" z f(j) a une limite dans k
i=0

n

p"-1
"1 Z f(j) sont analogues aux sommes de RIEMANN :
p -1

On pose

n-1 H

1 z f(i) d' une fonction £:[0,]] — R

n“s n

donc :on peut exprimer les polynémes de Bernoulli par une intégrale de

nl " Z f(j) sont analogues aux sommes de RIEMANN :
P —15=

Les sommes

/R

v

n-1 H
1/ nz f(ij d’une fonction f:[0,1]
= \N

15



Donc :on peut exprimer les polynomes de Bernoulli par une intégrale de
Volkenborn

V p >0 Premierona:

B,()+B (t+D)+---+B (t—1+p™)

m

B (t) = j B! (t+x)dx = lim
7 m—>+o0 p

en effet , la fonction génératrice des intégrales proposer est donnée
n n+l

n(fn+1 7" 7 ' 7 '
a Bl (t+Xx)—dx = e? e dx = e?
)IZ( k ] o )n! (ez—l) ZJ; (ez—lj

Zpk:O

Formellement par(a) et coincide avec celle de la suite B," " (t) (intégrale de
Volkenborn et nombres de bernoulli ordinaire )

Proprietés :

a)la série de Taylor des polynomes (Bn)n=0 au point a est :
n+1

B, (1) = Zn‘,( " ]Bkr(a)(t —a)""

preuve :démontrons la formule

k=0

n(n+1
B.(x) = Z( ) jBn_k xK
de la relation :
B; (x) =nBn-1 ...(*)

. I3 £0.1....n}
Vn>1 permet d’obtention par récurrence la formule pour ke ™™

|
B ,(x)= T Tk)' Bu.k(x) et pour x=0 on obtient :

n!
(n—k)!
En appliquant la formule de TAYLOR MAC LAURIN au polyndéme
Bn(x) et en remarquant que :

B¥ (0)= Bn-k(0) 0<k<n

n
B (O)/k!z(k] Bn-k on obtient le résultat

Montrons la relation(*)

t+1

Par définition : t" = I B,(u)du du VteR(voir chapitre 0) alors :
t
d’une part on obtient :

t+1

16



nt™! ZJ-:H B, (u)du (par définition de I’intégrale)

Et donc on aura par dérivation on aura :
nt"'= By(t+1)-By(t)

D’ou: B'y(x) = nB,.1(x) O

n

. . z . .
La série exponentielle formelle Z B, — existe car elle converge p-adiquement,

o n!

n-1

, -1
avec la rayon de convergence de la série e“est r =p" <1

n

. . . X
La fonction qui a xeZ/p associer e™ = Zt” Z_estla classe ¢! et
n=0

ZJ‘et"dx dx = Z%(ZIX"dX)

n>0

Par identification des coefficients de t" on obtient :
Bn= [x" dx (preuve voir ci dessous)
Z/p

Propriéte :

i
i—o\ J

on va essayer de redemontrer cette propriété en utilisant 1’intégrale de
VOLKENBORN .

rappel : soient I , T ,D,A les applications de Q(x) dans lui méme définies par :

I(p(x))=p(x) :I est appelé opérateur identité

T(p(x))=p(x+1) T est appelé opérateur translation
A(p(x)) = p(x+1)-p(x) A est appelé opérateur différence
D(p(x)) =p'(x) D est appelé opérateur dérivation

Preuve : en utilisant I’intégrale d¢ VOLKERBRNE *

[A@e ™ dx= [(e'" —e™)dx=(c-1) [e"dx =i(e“ )(0) =t
: dx
Ainsi, pour tout te Ep ou Ep= {tek/|t| <dt} .t#0ona:

ZJ;etxdx= t_lzztﬁ;!ox“.

n=0

et

t

D’ou: B,- Ix“dx (pour t=0 on a: J.dx =1 =lime "

Zp p

17



il vient d’une autre part que By =1 et d’autre par: n>2 ;ona:

g[A(etx)dX zg[ (x+D" =x")dx = g[rj‘l[xjdx = jio n

Proposition :

(J]Bj =(x")(0)=0

Relation entre les Sn(y) et les nombres de bernoulli soit pour n> 0

Sn(y) = S(y") la fonction somme indéfinie de la fonction
y—oy

Ona Sn(}) (p ( ) B )— E B yj |
: n+ n+ .
1 1 y 1

=0 ") j+1

Preuve :
Ona: (nt1) y" = Pui (y+1) —Puii(y) = APnii(y)

n

-1 :0
+1 pn+1)

Puis que : AS,(y) =y" onaA
n

Et alors Sy(y) —% P, (Y)=C, est une constante
n+

1 1
Telque: —P,,,(0)+C, =0 +C,=0 d’ou C,= B,+——et
n+1 n+1

1) = ——(Po ()= Byuy) (Posiy) By

wlin+l1 i
Sachant que :Py1(y) :Z j But14y

=0

1 &in+1 ) n+loq n+1 ) n+1
Su(y)=— ( . ]Bml—jyj :Z—l( . jBnH—ij:Z_

n+1430 J

nn yj+1
B .
ZU i M

= n+

Les nombres de Bernoulli By, By,...sont donnés par la définition.

B,:= jx“dx (n=0,1,2,...).
ZP
La formule J- f(x+Ddx— j f(x)dx = f'(0) implique :

Zy Zy

(*).[(x+1)“dx—.[x“dx= 1si n=1

18



Osine 02,3 ...

n
D’une autre fagon,pour I(X+1)”dx = ( jjx dx — Z( ij =0
j=0

z, » j=0

On obtient :

Opourn=0

(*')J‘(X+1)ndX—ZJ.XndX nzll ( jB pourne{lz }
P j=

Zp

On combinons (*)et(*') on obtient :
(* Bo—l et Z[ JB =0 pourn>2.

La relation (**) détermine les nombres B, ,B,,...
Et on conclus que ces nombres sont rationnels « indépendant de p »
Ie : que .[ x" = J-X” deux éléments égaux sur Q.

z Z

p q

Proposition :

B, +1 =1
j(-x)”dx:j(xﬂ)”dx:{ T EPOHM
; : B, pourn =1

Et donc :B = —%et(—l”)Bn =B, pourn>2.

De plus Bs;=Bs=B7- -
Les nombres de Bernoulli sont les ceefficients de série expentielle de certaine fonctions

jexp(ax)dx = L(a #0)
analytique par exemple ; exp(a—1)
0 nyn 0 B an

D’un autre coté ,on a : Iexp(ax)dx = J. ﬂdx = T

7 7z n=0 n! n=0 n!

0 an
Etdonc : —— Z B,— az0

exp(a— 1) — n

19



Cette formule est I’une des définition classique des nombres de Bernoulli,similaire de :

J-cos(ax)dx = _asin(@an) = Ecot an(g) (p#2).
; 2—-2cos(a) 2 2

Nous obtenons :

a a B

—cotan(=) =Y (-H"a* —="(a=0,p=2).

5 (2) 2D (2n)!( p#2)
Théoreme :

Le dénominateur des B, ne contient pas un carré .
PREUVE :

Pour tout nombre premier p on a :

[food , <p|f |, fec' (Z, —Q,).

Zp‘

Et donc :

B, |p = Ix”dx|s p

p

Si B,=t m" ou t,me Z sont relativement la puissances de nombres premier p dans la
factorisation de m entre Oetl alors m est le produit de premiers distincts.

Et le théoréme suivant est plus précis, il donne méme la fagon dont ces premiers
interviennent dans le dénominateur de B,

Théoréme :von staudt

Soit n un entier alors :

Bn+zl eZ
1P

Pour la preuve on a le lemme suivant de L.VAN HAMME

Lemme: la formule :

20



B, +l(0n +1"+ ..+ (p-=-1" |p <1 est vraie si les deux propriétés suivante sont
vérifier :

)p #2 nelN

i)p=2 ,n€ IN ,n pair .

Preuve : pour ke {1,2,...}, ne {0,1,2,...} ensembles

R (K)=p* 0" +1"+..+(p“-1") ;ona:
R,(k)=1 pour toutk, &imRn (k)=B, p-adiquement .

Sii)et ii) sont vérifier alors :|Bn -R, (1) |p <1 pourke IN etne {0,1,2,...}

Pl p* =1 p-1
(kD =ptt 3 s"=p ™Y D (i+ jpf)" =
Ona: R 50 =0 j=0
—k-1 I & n sn-s  : k\s (N ks
p ( ]l (jp =Z( jRn_s(k)Rs(l)p
i=0 j=0s=0 \ S =\s

On sait que :pourn>1 R (k+1)—-R, (k)= Z(ZjRﬂS(k)Rs (Hp*
s=1
Etsis>1 alors :(:jRns(k)Rs (Hp* = {ZjlokRns(k)RS (p*™*' e z/

Pour s=1 et tout premier p on obtient :

n « (N 1y
(JRnl(k)Rl(l)p —(JRnl(k)Z(p Hp“eZ/

n
Pour s=1 ,p=2 et n pair (JRnl(k)R1 (12" = %anl(k)Zk e’/

Et par i)ou ii) ona:|R, (k +1)— R, (k) |p <1 (keIN)
On a pour k>m (k,me IN) :|R, (k) - R, (m) |p <1

Pour k plus grand que m=1 on arrive a :|Bn -R, (1) |p <1 d’ou la démonstration .
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Chapitre3 :
Congruences

1) Congruences sur les nombres et polyndomes de Bernoulli ordinaire :

Différentes congruences concernant les nombres et polynomes de Bernoulli d’ou
plusieurs résultats sont connues, la plus importante est due 8 KUMMER qui est
donnée sous sa forme simple :

Lemme :

1) (E Ej = (Ejmod(np Z,) sip ne divise pas k.

2) (nka =0 mod (npZp)si p/k.

PREUVE :

pour démontrer la résultat on a besoin du théoreme suivant dit le THEOREME des
accroissements finis (P-ADIQUE)

THEOREME 2 :

Soit un espace de BANACH ultrametrique (E.| | )sur un corps complet k et soit
f(t)eE[t] et t,hacE. avec |a| <1 .

On munit E de la norme de GAUSS : k> 0.}

‘kz akt"HE[t] = Maxﬂak
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1)Si | hl<p """ alors [f(a+h)-f(a) | </ | |’ ”E(t)

1

2)si p est impair et |h | <p®? alors:|f(a+h)— f(a)-hf ’(a)| <

h? ,
2 |Hf ”E(t)

Preuve du lemme :

PP _ n
Soit:f(t)=((x+1) X 1t+xp+1]
p

avec:(XH)pp_Xp -1 eZI[X]cQ[X] .

Donc : les coefficients de f{(t) sont dans Q, espace de BANACH
E={g(x) €Qulx]; d°g <np }cQp[x] .

Alors TAF donne : | f(p)-f(0) | ‘p ” f’ || < ‘n p| .

Donc : | f(p)-f(0) | = (x+1)"-(x*-1)" enpZIp[X] .

Et donc : (x+1)"=(x"-1)" mod npZ/,[x]

En identifiant les coefficients on aura :

Pl_(" d(npZ/
kp=km0(p p)

pour la preuve de la relation 2) du lemme 1 est élémentaire .

La version P-adique du T AF permet d’améliorer aisément plusieurs résultats
connus sur les nombres de bernoulli ordinaires .

Théoréme 3 :pour n>1, le nombre de bernoulli ordinaire B,=B ' (0) vérifie :

p-1

pBa=> k" z{

k=0

Osip—1/n
p—1sip—1
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preuve :

I’assertion est vérifié pour n=1 (B,= _E) et , procédent par induction , supposons

qu’elle le soit pour tout indice strictement inférieur an >2 .
s . B,. (t .
On considere alors : le polynome f{(t) :%(1) €Qp(t) , dont les deux premiers

dérivées sont : f'(t) = By(t) et "(t) =n B, (t)
le TAF permet d’écrire :

Bn+1 ( p) - Bn+1
n+1

- 08, |=|% (o8, 0] -

par I’hypothése de I’induction et le fait que By=1€Z/p,on a:

n-1
[[p Bn-1(t)]| =Max.{|( ‘ J pBk; k=0,1,....n-1}<I .

MZPB n- Z k" e(np/2)Z/p
n+1 k=0

et il suit que : pB,-
nous concluons du : le lemme de HENSL assure 1’existence et I’unicité d’¢léments
Elye.s Ep1 ZIp" tels que & b7 = let & =k mod pZ/p

En appliquant le TAF au polynoéme f(t)=t" on trouve | C"™ —k" | <| & —k| || £'|<| np|
autrement dit {; =k" mod (npZ/p ),I’ensemble { C,...Cp.1} €Z/p”

des racines(p-1) ieéme de 1’unité formant un groupe cyclique , il est engendré par

les puissances d’un
¢lément & de sorte que , modulo (np/2)Z/p (et méme modulo(npZ/p) .

la somme :

-1
kn

1

=l
=l

-1 p—2 | — £npD)
k' =3 (&M _1=e

1 k=0 1-

— est nulle sin n'est pas un multiplie de p-1

=
Il
=~
Il

et elle vaut p-1 si non 0

de ce THM découlent le résultats de KUMMER et de CLAUSEN-VON STAUDT
1) si p-1 ne devise pas n , alors BnenZ/p et plus précisément Bn(a) enZ/p pour

tout acZ/p
on a’ aussi pBn = -1 mod Pz/p lorsque p-1 devise n pair >2

1 . .
2) Bn+ Z — est un nombre entier (pour tout n pair )
p-1/n
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m+p-1

de plus , on sait que si p-1 ne devise pas m>2,alors :
m+p-1

_By
==
Les valuations p - adique vp(Bx) des By :

Possedent les propriétés suivantes :

I)si p-1 divise 2k alors vp(By)=-1

L . B

I)si p-1 ne divise pas 2k alors Vp(rk )>0

la démonstration est donnée par la proposition 2 et le théoréme de Clausen von
staudt .
Proposition 2 : soit n un entier > 1

Pour tout nombre premierpona:
PBaeZ/, DB 5, =S,,(p) (mod pZfy) .
Preuve :(de la prop 2)

i)en déduit aussitot de

If(x)dx|<p”f ||2 oqu || =suzp ‘f(x) | )
Z, XeZp

tel que :|f, |= Ix”dx|<p‘x |p = p:‘p‘1 |
Zp

ie: ‘an|£1 donc:pB,eZ/, .
i) puisque B>,=0 lors que j=2n-1 et impair

. : 2n
n 2n pj+1 n 2n p21+l ( j p2n
Sou®)=D| - Bonj == PByy + 2| . | i B, —.
2n(p) (21 2n-j 1 pB,, + (21j21+1+ 2] n

i=0 ]+ i1

2j 2n

n.(2n p
Bt Y| " [P, o — P
P2 ;(2J PR 21 2

Avec :pBonje Z /p pour 1< j<n .
2j

a) sip=2ona I<j<n vy )=2j-va(2j+1)=2j >2 .

2j+1

2n

2

va(Z—)=2n-1 >1.

2n

Y
2

b) si p=2 alor vy( )=2n>2 pour 1< j<n comme pv”(“”)s 2j+1 .
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Log(2j+1)

ona v (2j+1)< <Log(2j+1) .

Mais Log(x+1) <x ainsi Log (2j+1) <2j il vient que :
. . p*!
V, (2)+1)<2j etv
p (2511) <2j o 2j+1
On déduit de ce qui précede que pour tout nombre premier p,on a :
Vp(San(p)-pB2n) = Min ( min (2j-vy(2j+1)),2n-vp(2)) =1 .
J

)=2i —vp(2j+1) 21 .

Il vient que Szu(p)-pBane pZ / .

Preuve du théoréme de clausen —von staudt :

p-1
1) réduisant la somme Sy,(p) ZZ j>" ,ona :Syu(p)= Z .

j=1 ueFp

Ou bien :p-1/2n et alors u*" =1Vu eF’;et S,,(p)= 21= p—1=-1.

,uer

Ou bien p-1// 2n et considérant & € F, tel que :

* * n 2n n
£ =/1,comme EF,=F, ona: Sup= 2 4™ = 3 (&u " =£™S,,(p)
ueFp ueFp
Ainsi :(1-£2") Sau(p) =0 et donc :Sy(p) =0 .
En résumé :

Ona:S,, (p)=-1(mod pZ/,) lorsque p-1 /2n et Son(p)=0 (mod pZ/,) lorsque :

p-1//2n.
soit q un nombre premier quelconque , considérant :
Bt Z l e Q.
p-1/2n
Ou bien g-1/2n alors :
1 1 1 1 1
B+ >, —| =By +—+ >, —| <Max(B,, +— | ,max— | )=1
p-1/2n P . qd o7 ] q® r»|p
Et de méme si g-1//2n et il vient que : By, + Z l eQNz /q
p-1/2n
En conclusion :B,,+ Y leQﬂ(ﬂZ/q) =7/.
q

p-1/2n
D’ou :I’on déduit que le dénominateur de By, est sans facteur carré .

Et puit une amélioration de ce résultat :

Théoréme 4 : si m>1 et p-1 ne devise pas m+n , alors on a la congruence :
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Brw(@ B_ (a . L
» (@) = min () (mod npZ/p) pour tout entier périodique a€ Z/p

m+np m+n
Preuve :

By (D B (D)
m+np  m+n

D’écrit une fonction Zo—»  Z/p et pour un entier n>1 donne :
La derniére propriété énoncer dans le premier paragraphe fournit

Comme p-1 ne devise pas m+n , le polyndme R(t) =

&k=0,.n-1 }

n-1
IR(n)-R(0) [ =] Y k™™ —k™ | < Mkax{k”p —k"|
k=0

en posant x=0 dans la congruence déja établie (x+k)"™ = (x” +k)" mod npZ/p(x)

on voit que : k™" =k" mod np Z/p et il suit que R(n) = R(0) mod npZ/p

Z/
P

npz/,

est

ceci étant valable pour tout entier n>0 , I’application R : Z/p

constante (par densité¢ de N/ dans Z/p )

. ., . ® 1+k
considerons une nuitée P-adique ae Z/p afin que les termes —— (k>0) se trouve
n

dans Z/p
en utilisant 1’identité suivante dit I’identit¢ de RAABE
le fait que : a™ = a" mod npZ/p , nous obtenons alors :

a—1
R(n)=RO)=a™"" )" R(ﬂ) =a™"R(0) mod npZ/p .
k=0 a

Remarque : (a™™ —1) R(0) = 0 mod( npZ/p) .

Choisissons pour ae {1,...,p-1} un générateur du groupe multiplicatif (Z / pZ)"
Donc : a™™ —1 est inversible dans Z/p (car p-1/m+n) et I’application R est nulle .

Du THM 4 on retrouve la résultats suivant :

Théoréme 5 :
Si ¢ est divisible par (p-1) p® (s>0) et p-1 ne devise par m , alors :

n(in B a .
Z(kJ(—l)”_k &E) e pminin-latsb}z /, pour tout entier p_adique a
k=0 m + KC

Ettoutne IN .

Preuve :

Comme p-1 divise ¢ mais m le polynome :
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m+kc
N2>1 ,on peut écrire :

Q(N)-Q(0)= Zn: (EJ(_I) n—k 2 | m-lke 2 |-l (1° 1"

Et on raisonne sur les indices intervenant dans cette derni€re somme :
Si 1 est divisible par p alors 1™ 'e P™'Z / .

n B t
Q)= z n(kj(—l)”k B ® d’€crit une fonction Z/, — Z/ pour tout entier
k=0

Dans le cas contraire , ona 1°"'=1mod pZ / o€t le TAF d’ordre 1

(appliqué au polynome f(t)=tE ) donne
1° =1mod p*"'Z /et (1°-1)" € p"**VZ /.
Au total ,ces considérations montrent que la réduction :

I°~1<[cp

,donc en particulier

~ Z/ .
Q /P — P est constante (par densité de N dans Z/ )
P min{m-Ln(s+1)} 7 p

p /s
Choisissons un entier be {1,2,..,. p— 1} générateur de (Z // pZ /)" et considérons une
puissance a=b? avec Ord (q) > min{m -1,n(s+ 1)}
p

On a ainsi ‘a°— [ ‘qc pletdonca® = 1mod p™"™ "Iz /.

L’identité de Raabe nous donne alors :

a-1
Q(0) =Q(a)=a™"> Q(+ K = amQ(0) mod prnimtasehiz / ,et comme (a™1)est
k=0 a

inversible dans Z/,, (puisque p-1 ne divise pas m ),il suit que ’application Q est

identiquement nulle .

Définition :I’identité de Raabe (pour les nombres de Bernoulli ordinaires )est :

a-1
B, (a)= a”’IZBn(HE).
k=0 a

Rappel :

on note par k une extension finie de Qp et on considere la cloture intégrale de Z/p
dans k , qui coincide avec la boule unit¢ A= B_ (0) ={aek ;| a/<1}.

soitce N et (a,), une suite dans A , on regarde les puissances de I’opérateur A,
qui agit sur (a,),>0 par :

A cAm=amtc -am -
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et soit ’application linéaire & : Atx) > A définie sur la base canonique par
& (x" )=a, ,on a ainsi

A D (f(x)) = ((x°-1)f(x)) pour tout polyndme f(x) € A(x) et par itération , on
trouve :

AI::am = Ar(]:¢(xm) = ¢(Xm(xc _l)n) = i( ](_l)n_k Anike
k=0

n
C

Théoréme 6:
Etant donnée une série formelle f(t) e A[(t-1)], les éléments

_ 0 9= fen-Ly fan .

f (e* resp 4=
dx™ ( )X:O P ™ gy p &

am

Sont dans A et pour tout entier ¢>0 divisible par (p-1) p* (s>0) ,on a:
A" aep™ ™A resp AT amep™tTVA |

Preuve :
par linéarité , on se ramene a ne traiter que le cas :
f(t) = (t-l)1 pour un entier 1>0 fix¢é :

mo (]
on trouve ainsi : J(x" )= am = Z [k] D)™ KkmeZ/cA

k=0
notons que an, est nul lorsque m<l puis que f(e*)=(¢*-1)' admet le développement

(x+x%/21+x%/31+...x"/n! ) et par linéarité ,on obtient

A an = "1 = i[ll(j(—l)'-k k™(k® —=1)".

k=0

Les éléments & (x™) : =am et A} am se développent comme ci dessus , a la
différences que les sommes portent sur les indices k qui ne sont pas divisibles

par p(on utilise ici le fait que : Z§k vaut p si p divise k ,et est nul sinon ).
£l

On conclut alors comme dans la preuve du théoréme 6 on raisonnant sur chaque
Indice intervenant dans ces sommes .

O

D
On définit I’opérateur ccefficient binomial ( K jassocie a ’opérateur DZ% ,

Et en écrit le ccefficient binomial par :

29



X} X(X+1)..(x=k+1)
(kj - k! '
Soit p un nombre premier et on définit q par :
psip > 2
B {4sip =2
Soit fe D  [[T —1]Jou D est I’anneau des entiers
On définit I’opérateur linéaire ¢ par :

0 (f(T>)=f(T)-lp ST .
£l
Théoréeme 7 :

Soit fe D, [[T —1]] et écrivons : fe') = Zan t—| alors :a, € D, Vnde plus :
n!

n=0

Si c=mod(¢(q)p®)aveca > 0 alors :
Am = 0(mod p®D, ) pour tout m,k > 0.

Minin,k(a +1)sip > 2
Soit A=) Minin.k(@-+Djsip >
Min{n,k(a + 3)}sip = 2
Et I’opérateur linéaire ¢ définit plus haut est une fonction dans D, [T —1]Jet si :
tn
ty _ L Anpit .
Fe') = Zan ] on écrit :

n=0
n

o(f(e")) = Zan tn_' alors 4 ,€ D, de plus : si c= 0mod(p(q)p?) avec a> Oalors :

n=0

ka o o, |a+lsip>2
A.a, =0mod(p™ D,) pourm,k=>0 ou: a=

a+3sip=2

m

A
Etonaaussi:(pk C}’Sl eD, .

Preuve :

On utilisant la formule de ©* Mellin _Barsky *” montrant que 4, D, .

Soit : ¢ = p0a, alors :

a,= mem!S(n,m) ,comme |S(n,k)| =(-1)**S(n,k) alors :
m=0

a = Z:(—l)”er b _n!S(n,m) alors 4,=(-1)""byn ! .
m=0

par la formule de "’FAADI BRUNO”’ : (VOu)(x):Z:V(k)Bn’k (u)
k=1
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ou B,k est le polyndme de Bell exp partiel pour i =a avec :

{ 0sin =0
a(n)=

Ipourn=0

k! K

( . (X)J =Y B, (ﬂ) Y=ga(x)=1-¢™ et x=g(x)=-Log(1-x)

X k n

Mais : % 3s(n, k)— donc :B,x(2)=S(n.k)
nxk

Et 4(n)=(-1)"'(n-1) ! sin>1 et donc : B,x(4)=S(n,k) et 4(0)=0 comme :

ane D etbye D, alors : 4e D, .

Définition de la transformation de MELLIN-BARSKY :

Soit g(x)=§ a (n)X—' de C [[X]] et sa transformée :

Za(n) Zb(n)—

exemples :

on considere ici un nombre premier p quelconque et un entier b >1 non divisible
parp

en remarque tout d’abord que T>-1/ b(T-1) e IH(T-1)Z/p [T-1]

son inverse est donc donné par b(T- 1)/T’-1e I1+(T-1)Z/p [T-1] et la fonction
rationnelle :

f(t) = b/T°-1-1/T-1 est un élément de Z/p [T-1]

avec les notations du THM 6, on obtient alors : am=(bm+1-1)Bm+l/m+1

et Am = (1-p™)(6™'-1)Bpys1/m+1

le raisonnement est valable pour tout entier b >1 non divisible par p et la
conclusion du THM6 et donc vérifiée (par densité) pour tout unité P-adique
beZp

en prenant b=w(a) (c’est I’'unique racine (p-1) i’émé de 1’unité ) ou a est un
générateur de (Z / pZ)"

,on trouve :

Ala = (W(@)™"-1) A" {Bpa/m+1} , ATA = (w(a)™'-1) A"c{(1-p™)Bu:1/m+1}
dans le casoup € {1,..., m + 1} ,ona: (w(@™"'-1) eZ/p et donc :
A"¢{Bmi1/m+1} ep™ ™ D75 resp Ac{(1-p™)Bumsi/m+1}ep™™™ Z/p

chaque fois que c est divisible par (p-1)p°

on trouve un cas particulier du THM 8 (voir plus loin) .
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Théoreme 8 :supposons que ¢(q) ne divise pas m si c=0mod(#(q)p?) avec
a>0 alors :

_rA B
(p ) C]{(l_ p"“)—"‘}eZ/p pour 0<r < a pour tout k>0
m

. la+1sip>2
Ou a= .
a+3sip=2

Preuve :

2™HB

pour p=2 ;la quantité — T est un zéro pour tout impaire m, le théoréme est

trivial .
maintenant supposons p est impair et soit be Z / avec b>1 et (b,p)=1
le polynome :

Fy(T) TTb__ll _(@ _?jll)b “ly +@(r D+ +T=D""eZ/[T-1] etle

terme constant be Z /|, et comme ¢’est un élément de Z/ [T 1]

b T
) el+(T—l)Z/p[[T—l]]desorteque.Tb_l—T_1+ f(T)

Ou f(T) est une fonction rationnelle qui est aussi dans Z m-1].

donc :

Maintenant on remplace T par e' et écrivons la série de puissances
correspondante :

t" t"

_l _

t g(b“_l)Bnﬁ—ganﬁ oua,eZ/,vVn=0 .
n

. . . t
en identifiants les ccefficients de —.onaura:
n!

B 1 1 1
a = (""" —1)—L et aussi : = - ;comme (a,p)=1
=t el P ) T TR @)

on voit que par la fonction f(T) on a :
B A
(1-pM(b™ —1)—"L =3 ..(1)
n+1
Supposons que (n+1)est non divisible par p-1 et choisissons b tel que :
b""'# 1(mod p)
alors les congruences du théoréme 7 donne les nombres a,,comme dans la formule
1) associe a b”; pour 1 <i<n ,on aura :
B .. .
(1-p")(w(b) """ —I)Ll1 obtenus en passant par la limite p_adique ,on prend alors
n+
m=n+1 et observons que (w(b)"—1) est une p_adique et que :

(w(b)!=1) = (w(b)™ —1) si j= m(modc) et de ceci résulte les congruences de
(w(b)™-1) qui nous donne résultat .
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Remarque :
D’apres ce qui précede on retrouve la congruence de Kummer classique :

B
A {(l -p™ )Fm }=0(mod p™*"VZ/,vp premier et c=0 mod ((p-1)p) et p-1/m

Dans cette partie on va généralisés les congruences connue de Kummer et d’autre
pour les nombres de Bernoulli d’ordre supérieur .

Proposition :
Pour tout indicen>0 ona:

P'B, ()= p'B (1" )(mod(D)Z /, [t)

Preuve :pour démontrer cette proposition on a besoin du théoréme suivant :

Théoréme 9 : pour une famille de polynome d’appell(A,(t)).> 0 dans Z/p [t] les
assertions suivantes sont équivalentes :

DA,[t]= An[tp](mod npZ /,[t] pour toutn>0
2)il existe ae Z/, pour lequel Ayp(a)= An(a”)(mod np Z/,) Vn=0

3)il existe a€ Z/, pour le quel Ayp(a)=A,(a) (mod np Z/p) Vn=>0

Preuve de la proposition :

L’assertion est vérifiée pour r=0 et dés qu’elle I’est pour un ordre r>0,le TAF
fournit :

P'B (k)=p'B;(k")=p'B] (k)mod(%)z /, pour tout entier p_adique
keZ/,.

rl r+1
"B ®

(n+1)

De méme en appliquant le TAF au polynome f(t)— , on trouve :
p™'BI"(0) = Z B (k)(mod Pz, ).

Par induction ,ceci nous montre que : p™'B.;"(0)= p""'B;" (0)(m0d(n—2p)Z /)

33



Pour tout entier naturel n et on conclut a I’aide du Théoréme 9 ,également valable

si on considere les congruences modulo (%) Zl, .

Preuve du théoréme 9 :
La démonstration est ¢lémentaire ,elle découle des propriétés de la suite d’appell.

De la proposition on a le résultat le plus général suivant :

p'Bl.., (@)= p'Bl (a)(mod(”—zp)z /).

m+n

Théoréme 10 : pour tout m> 0

BW) |
miw p—EZ/p ou: (mtl)y= (m+w)
(m+1), !
POCHHAMMER et de plussi 0<m<n et m=nmod ((p-1)p*) avec a>M

Alors :

c’est le symbole de

(w) (w)
(Bm+1w) E(BMIV; mod(p°Z/,) ouc=Min {m-E,a+1-M —E}
m+1), n+1),

Et E=E(mw)= > K(j(mw) etJ=I(mw)={je {L.2,..wsp-1/m+j }

jedUw |}

Max{l + ord(m + j)—ordj,0 Jsij € Jetj = w
Et K(j,m,w)= I+ord(m+ j)—ordjsij=weJ
—ordjsij=wegJ

Preuve :

Pour démontrer la 2™ partie du théoréme 10 c’est le méme principe que celui du
théoréme 8 mais ceci démontre uniquement le cas ou m+w>w pour démontrer le

résultat B pour 0< r <w donc on doit prendre comme ensemble J au lieu de J
de la 1°® démonstration ou J'(m,w)={j € {.2,...,whm+ j>Oetp—1/m+j } .
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Et on trouve que B{” et ay sont nuls pour k<0 avec B\ =1 est facile a prouver et

par induction en r on trouve le résultat
B(W)
;
r!
Mais avec cette méthode on ne va pas retrouver tout les cas donc on est obliger
d’utiliser la méthode d’Adelberg :

S(m—-w)
p-1
dans le développement de Hensel dans la base p de (m+w) et [ ] c’est la fonction

ep"EZ/p

Ord B, > —[ } ou S(m+w) c’est la somme des chiffre qui apparait

partie entiere . '
Et Howards a montrer que si p’ divise w mais p ne divise pas m alors :

Ord B > j- {S(m—JFIW)}( %) et aprés Adelberg a montrer le méme résultat
p —

pour p! /w et (p-1)p ne divise pas m+w pour m>0 fixé ,on a :
Ord B <ord(m+1)—E et par ce qui précéde on montre que

B >—-Log(m+w+1) etsachant que :ord (n !)=W
p—1)!

OrdBW >{S(m)}—{s(m+W)}—ZK(j,m)—l;siWeJ etsiweg J alors :

et on écrit :

m+w — p _ 1 p _ 1
W) s(m) s(m+w) .
Ord B >ordw + —~ - > K(j,mw)—1 .
p-1 p-1
Et donc si west fixé et m — oo ,la partie droite de (*) est réduite aj=ord w et donc :
Si w>0 alors la formule (*) est valable tan disque si w<0 alors la formule (*) est

jed

jed

valable que si p/w . d’ou le résultat du théoréme 10 .

Corollaire :(Carlitz) vn>0

B\” €Z/, pourn = 0mod(p—1)
B\” € p™'Z/, pourn = 0,1 mod(p)

Preuve :

Comme n> p alors on peut écrire n=m+p avec n# Omod (p-1) alors :

J coinside au terme singulier de E =1+ord (m+j)-1 pour 1< j, < p ;mais

ord (m+1) ; > ord(m+ j,) et par le théoréme 10 ona:B{”e Z/, supposons que
n= 0mod (p-1) alors :

E=1+ord(m+1) +ord (m+p)
Et si m# 0,—1mod (p) alors :E =1 et puis ord (m+1) ;> 1 nous avons B Pez !y

Et par le théoréme et pour m= 0 (resp -1)mod p on a E=1+ord (m+p)(resp
I+ord(m+1)) et cela montre que : B{Pe p™'Z/, .
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Théoréeme 11:sim>0 ,w>0 etc=0 mod ((p-1)p*) aveca>M .

Alors : Vk>0ona

B(W)
AW = O(mod p°Z / sic=Min{m-E,K(@a+1-M)-E!} .
n{(mﬂ)w }=0(mod p°Z /) { ( )-E}
Preuve :

Pour k=0,1 le résultat est donnée par le théoréme pour k>1 ,le théoréme est
démontrer pour tout entier positive plus grand que k on a I’ identité :

T

i=0

De la définition A'Z est de (**) on trouve les ceefficients de Xim+jc €t Ymine sont :
: . Osij = h
k ifh—j
Sk ~1)°* = _i(K)sij=h .
1 (l,k—h,h—lj;‘( s ]( ) (—D“(J :

On appliquant cette identité on a :

B B
an=(b™"-1)—™L pour X,;=b™"'-1 et Yo=—"— ,on aura :
m+1 (m+1)
+1 k B(1)1 K k { 1 k—i By 1
bm _1 A m+ — A a _ AI bm+ A =l m+IC+ *V
(BM-D AL e = Afa, Z(J AT e )

Observons que :
Aic{ ™ 1=0 mod (p®"Z/) et par le théoréme on aura : Aa, =0 mod (p°Z/,)

[ B
ou A =Min {m, k(a+ 1)} , et par I’hypothése :ord A“* {L‘”l } est plus
m+ic+1

petit que :Min {m -E,(k-i(a+1-M)- E} pour i>0 ,de la somme p_adique
dans (**) est plus petite que :Min{fa+1+m—E,a+1+(k-I)@+1-M)-E} et
de plus le théoréme est prouver pour la k™™ puissance et pour w=1 ,pour w>1 le

théoréme est aussi prouver pour la k™™ puissance pour tout ordre positif plus petit
que w et de (*)" on obtient (*)"

(bm+w I)Ai{ Br(nVJ\:)W }: Akc{R(m) }_ Z<T>Alc {bm+w }Alé—l{ Br(nVJ\:)iHW }

(m+1) (m+ic+1),
( »"
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w—1 B §))] .
2m+1),

B )
Et finalement on obtient ord A*{—™" _ 1> Min{m-E,K(a+1-M)-E
“l(m+1)
m+1),

Et par induction le théoréme pour la k™™ puissance est prouvé pour tout w ,qui
compléete la preuve pour tout k .

de ce théoréme découle le résultat suivant :
Bm+w(w) /(m+ 1w ep™Z/p

Résultats importants sont cité ci dessous :

1) B*"p+2=0 mod p” pour i=2003

1) B®p =% p’(mod p’)

2) BPp+1 =-p Bp+l/p+1 + 1/24 p* (mod p°)

3) BPp+2 = p’Bp+1/p+1 mod p*

4) B®Vp" =-1/2p"! (p-1) Bp'-1 mod (p"?) pourr>1  m=1 mod(p'(p-1))

5) BPm= 1/2p(p-1) Bm-1 mod (p"*?) pour m=1 mod(p'(p-1))

6) BP™Vp"=p"{1/2 p(p+1) Bp-1/p'-1 + p! Bp"'/p"-1} mod(p™™) pour p>3 et r>1
La preuve Cf [calit z]

CHAPITRE 4 :
Nombres de Bernoulli relatifs

Introduction :

Le théoreme de MITTAG LEFFLER relie certains propriétés de congruences sur
les an (ou (a,), une suite des nombres algébrique sur Q ) et la géométrie du
quasi connexe sur lequel sa fonction génératrice F prolonge analytiquement
(p_adique).

Avec cette remarque et on utilisant les travaux de D.BARSKY,AMICE sur la
fonction génératrice des nombres de Bernoulli relatif au caractére de dirichlet
modulo f, y ,je vais essayer de reprendre ces résultats
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Définition et notations :

Soit F(x) = Z a, X" eCp[[x]] une sériec de TAYLOR convergent sur 1’idéal de

n=0
valuation B(0.1) = {xeC, ; [x|<1} de Cp
Soit 6 un nombre réel positif , nous désignons par B(a, 8) = {xeC, ; [x-a|<d}
Resp B(a,p)’ = {xeC, ; [x-a]<5} la boule ouverte resp fermée décentre a et de
rayon 0
Si BcCp , on note H(B) ( resp Ho(B)) I’espéce des éléments analytique sur B (resp
si B est non bornée , I’espece des éléments analytiques sur B nuls a1 ’o0)
C'est-a-dire : le complété pour la norme de convergence normal sur Bde 1’espace
des fonctions rationnelles de Cy(x) sans pole dans B .

Définition 1 :
Bc C,, un élément analytique sur B est la limite uniforme sur Bd’une suite de

fonction rationnelle de Cp(x) sans pole dans B .
Définition 2 :

Les nombres de Bernoulli ,B ,  relatifs au caractére de dirichlet modulo f, y

n.x

ont pour fonction génératrice de Hurwitz: (B, , =B) .

n

F,(x)= ZBM zl(a)xe k20 .

pkfx
n>0 ~ a=1 e -

En transformant le troisiéme membre :
F (X)—-

ax fx fx -1 ax n+1 (_1 + efX)n
lZz(a)e (e” —DLog(1-(1-e™)) = f Zz(a)e D (M ———

~ n+1

G ,(x)~

pkf )
D B, (-x(p)p™ l) =F,(0)-x(p)p"'F,(px) =D x(@)xe™(e" " 1)k >1

n>0 a=1
la série converge X-adlquement .

L(e*)=(1-kx)" ou L est la transformation de Laplace ,et donc :

L(F,(x)=Y B, X" =F,(x)=—f" z ()z( ) nix" f

p < n+1 (1-ax).. (1—(a+nf)x)

(%)

38



!

gl (=)™ nix"p"
LG ) =pf ;Z(a)g; n+1 (I-ax)(l-(a+ p“f)x)..(1-(a+ pkfn)x(
* %)

Théoreme de Mittag-Leffler p-adique :

Soit Fun élément analytique sur le quasi —connexe D,soit 7 la famille des trous de
D.
I1 existe pour chaque T € 7 un unique élément analytique Fr sur C,-T,nul a ’infini

tel que F-Fr se prolonge analytiquement dans 7 (en outre on a F=Z F; CU sur D)

Ter

Et de plus : HF ||D = HF ||CVT

Comme application immédiate on a le corollaire suivant qui montre le lien entre la
géométrie du quasi connexe sur lequel F se prolonge et la presque périodicité de la

suite a, et avant ¢a on doit rappeler les définitions nécessaire .

Définition3 : soit DcCp , on dit que D est un quasi connexe si , pour tout xeD et
pour tout y €D il existe une suite finie réels 0< 1< r<......... <1< [x-y| tel que
siz¢D et |z-x|<[x-y|

Alors il existe 1<i<n tel que |z-x|=T11 .

Corollairel :
p-1
Pour que F(x)zz a,X" soit un élément analytique sur Cp- U DG, 1) nulal oo,il
n=0 i=1

faut et il suffit que les suites m— a,,,, ,, soient pour 1<i < p—1 la restriction a

IN d’une fonction continue de Z/, dans C,, .

Preuve :
D’aprés le th de Mittag- Leftler ,on a F=F=F,+...F,.; ou Fie H o (Cp-D(i'l,l)'),et
(x_)" .
F i(X)ZZﬂi K T avec hm‘/?,i ‘ | =0 d’oule résultat .
o (=% kool

Théoréme 2: soit F(X)ZZanX—'eCp[[X]] , il existe une suite (by)
n!

n=0

d’éléments de C,tel que I’on ait formellement F(x)= z b, (e* - 1)n ,on pose

n>0

T=¢*-let G(T)=> b, T" ,F(x)=L(F(x))=> a,x" et

n=0 n=0
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G(T)=)_(nhHb,T" = L(G(T))

n=0
Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1)F(x) est un élément analytique p-adique sur D(0,1)
2) G(T) est un ¢lément analytique p-adique sur D(0,1)

Preuve :
Montrons tout d’abord 1) — 2.

Soit F, une fraction rationnelle de C,(x)approchant F uniformément sur D(0,1)",on
décompose F, en élément simple et on est donc amené a étudier

fi(x) = ;k avec [a | < 1et hy(x)=x"keIN ona fi(x)=
(1 —ax) 1-ax

d k-1
=1 fia (X )__a7k+1F(f1(X))'
X

Nfl (x)=e™=(e*-1+1)" donc (x)ZZ(iJ —1)" et donc gl(T )= Z( J

n>0 n>0

g (M= a@-1..a-n+HT" avec |a [<I.

n=0

Ora-k-p"=a—-k (modp" 0,)ou o, est ’anneau des entiers de C et donc ,si
n=rp"+q avec 0<q< p"—l,ona:

a(a—l)...(a—n+1)za(a—1)...(a—q+1){a(a—l)...(a— p" +1) } (mod p")
et donc modulo p" 0, -

gl(T)—thllal(a D..(@a-n+DT" Z(a(a D..@a=p"+1)'T"
PF|—1 1
= -1...(a-n+DT"
g‘)a(a hamnth 1-a@a-1)..(a-p"+HT"™

Raisonnons par récurrence sur k .on a montré que g, (T) est un élément analytique
sur D(0,1)” nul a l'infinie ,supposons que g, ,est un élément analytique sur

D(0,1) nul a I’infinie ;on a :

I RPN ]
fl (x)= = dx dx(fk(x))_kad Xzb(k DEe* -1)"

n=0

1 d X"
o g 2 Or k=), k- e -

kLZ{(n +1)b,,,(k=1)+nb, (k=1) Je*-1)" +kixz {(n +2)(n+Db, ., (k=1 +((n+1)* +

n=0 n=0
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n(n+)b,,, (k=1)+n’n (k=1) }e*-1)".

onposeA = é((n +Db,,, (k=1 +nb,(k-1)et

B né((n +2)b, (k=D +((n+ 1)2 +n(n+1b, (k—1)+ nzbn k-1) .

il est clair  que g, (=) AT"+Log(1+T)) BT"et  donc

n=0 n=0

g (M) = Z(n!)AJHZT”Z(k!)(n k—l)'){J

les suites n— (n!)A, et k— (k)!B, sont p-presque périodiques ,donc la suite

n—c, = Z(k)'(n k —1)'( JB I’est aussi .en effet la suite k — k!tend vers zéro

n
p-adiquement,et la suite n— (k] est p-presque périodique .

on adonc montré que g, est un élément analytique sur D(0,1) ~ pour tout ke IN.

Il reste donc a étudier le cas de x",or on a x=Log

(e —1+1)= z =D (e* —1)" et la suite n— (=1)"(n —1)!est presque périodique .
n

n=0

Par récurrence ,on montre alors aisément que si x ‘= ZCn (e* —1)" alors la suite
n=0

n—> (n)!c, est presque périodique .on conclut alors que les fractions rationnelles
satisfont 2).
Les ¢éléments analytiques vérifient 2) car F=F (mod phop[[x]]) entraine G

(T)=G, (T)(mod p"o,[[T]] .
Montrant maintenant que 2)— 1).on a F(x)zz b,(e* —1)" et donc
n=0
| n
F(x)= g(; (- X)(frl);;)t.).n.(l - .comme la suite n— (n)!b,est p-presque

périodique on a : F(x)= F, (mod phop [[x]] ou

k h
S— s+mp" -1 n rmp
b, n!x X

Z 2 2

S (1—X) (1 ) 1 1=X.0-m0E (0 =X)..(0-(mp" =1Dx)’

ko1

=Hb n'x" +S+mp (1=X)....1=(mp" =1)x)
= (1=x.(1-m) 3 (- X) (l—nX) (1= X)...1—(mp" = 1) — x™'

Et donc F,(X)est une fraction rationnelle sans pole dans D(0,1)" ,d’ou le

théoréme .
Théoreme 3 : Kubota et Leopoldt

soit 1 <i<p-1 et soit B, le n’ieme nombre de Bernoulli , la suite :
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m— (l-P”m(p '1)'1)Bi+m(p_1) et la restriction a’I N d’une fonction continue de Z/p
dans Cp (et m localement analytique)

Preuve : on définit

X" X 1 —xe
Z B, = = - ct
=0 nn e -1 e -1

G X B —xe® & Log(T+e™ -1)
donc: ¥ (1- p™)B, = = =3 —ple*
onc ;( p)B, e & p o 1
p-1 (_1)n+1 pnfln!xn
Et donc : 1-p" "B x" = =F(x
;‘( PB, ;; n+1 (1-ix)...A—(i +np)x) (X)

Définition4 :la suite (ay)n _,, est p presque périodique

Ve>03an,eIN,teIN:Vn2>ng;

On va appliquer ces théorémes et corollaires ,propositions aux nombres de
Bernoulli relatifs (fonctions génératrices ).

a,—a,,|<e

- . . _ n r1r
Proposition 1 :pour tout nombre premier p ,F , (X) = Z B, X" estun ¢lément

n=0

analytique sur B(0,1) S Co

Preuve :
Pour montrer cela il suffit montrer que F , est un €lément analytique sur les quasi

connexes strictement plus grands que B(0,1)

1

Sachant que :1< p™* < inf‘(l— nx) |< p™" ke IN alors :

nix" < pk‘x|

1=X)..1-nx) '~ ‘pk Ix

|0u [5]est le plus grand entier inférieur ou égal a

r+l1
o et si de plus :prS ‘X |< P reINalors:

\ ]
nx" < p" |

ou0<@<1 réel,

1=x)..1-nx) '~ { n }
p pr+1

lal :| nixt <in! ).

(resp |X |< alors ‘(l—x)...(l—nx) |<‘n |)

D’ou le résultat en posant :‘X | =p™avec0<O<I.

42



Théoreme 4 : pour tout nombre premier p,

F,(x)= Z B, X" est prolongeable en un élément analytique nul a I’infini sur
n=0

(resp :G , (x)est un €lément prolongeable analytiquement sur Dy, )

o —¢,=UU UB(”phm

i=1 n>0 m=1

[

-1

p-1p"

Et Dy =C, -(JJBGi+ pm, p™")"
i=1 m=1

Preuve :

La démonstration est immédiate ,compte tenu des formules (* )et (**) et en

évaluant un minorant de :H(l —ax)...(1—(a+nf)x) || ... Tesp

(‘(l—ax)...(l—(a+ p"f)x |, s(ap)=1

Ecrivons la partie singuliere de G , par le théoreme de Mittag Leffler ,en somme de

ses partie singulicre relatives aux trous du quasi connexe Dy g,les trous de Dp  sont
les boules B(i,p™)" pour 1<i < p—1letsoit G i lapartie singuliere au trou

B(i,p'l)+ donc :
p-1

G,= ZGl»i avec G ;e H, (Cp—B(i,p'1)+) donc :
=)

G, (0= Z/ln,i (x—1i)" avec sup|A

nx1

n,i |pn = G

nx1

21 llcp-B(i,p™)

Et de plus sup HG G

I<i<p-1

c p-B@i.p™) :‘ x ||Dp70 )

En faisant tendre k — oo dans la formule (* *)on trouve que :
p*f
G y(x)= hm prf- z y(a)(1-ax) "' converge uniformément sur D,

a=l1
Et pour terminer on utilise le théoréme 2 et I’équivalence donne le résultat .

Application :

la fonction zéta p-adique :
on définit les valeurs &, avec je {1,2,..., p-— 1}:

B
Eo(m=(1-p® )— ne{l,2,..}

(p—Dn
£ (n=(1- pJ'—““’-”“)M ne{0l,..fet &, (=01~ p"-‘)i
> j+(p-Dk : n

ne {2,4,6,..}
La fonction zéta classique est définie par :
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E(s) = ZLS (Res>1),on peut I’écrire aussi :
='n

se)=11a-a™"
Comme le produit prend ces valeurs dans I’ensemble des nombres premier alors on
définit :
&')=[10-a")"=01-p™)éCs) -
a=p
On sait que & on peut I’extraire a une fonction méromorphe dans le plan complexe

avec un seul pole simple 1, on peut prouver que :

E(l-n)=- E:]“ ne{l,2,...,n} etdonc:& (1-n)=(1- p”‘l%

Et on aura les égalités :

£, (M ==£"1-(j+(p-Dn) nef{0,12,..} .

Proposition 3 (d’Euler) : sik estentier >1 ona:

22k -1
£(2k) =B, IT°"...(25)
(2k)!
Preuve :
L’identité :z cotgz =1- ZB pj— z (26)
= (2k)!

Résulte de la définition des B, ,on posant x=2iz ,d’autre part ,en prend la dérivée

N
logarithmique de :sinz =zH (1- ?) (27)
n=1 n
2 o © sz

YA
On a z cotgz =142 Zmzl-Z n= IZ;W

Et comparant (26) et (28) ,on obtient (25) .
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