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Introduction

Les Courbes Elliptiques sont des courbes planelege® 3 particulieres .Elles sont munies de
plusieurs structures algébriques : groupes, variéhémas...etc. Elles sont lies a la Géométrie
Algébrique, a la Théorie des Nombres, a I’Analysenplexe.
Dans cette thése j'étudie les Courbes Ellipticuess/ariant modulaire nul.
Il'ya 4 chapitres :
Dans le chapitre |, j'ai traité des notions de @étrie Algébrique : variétés affines, projectives
abéliennes de dimension 1 munies du point dfinDz = (0, 1, 0) dans le plan projectif?IP
K) et Q:= (0, ) dans le plan affinfA?( K ).
Le chapitre Il concerne les Cubiques de Weierstgas sont des courbes algébriques planes
d’équations particuliéres :

E:y +axy+ay =x>+ax’+ax+alK[xVY]
Ces cubiques possedent plusieurs invariants :igis@ant A(E), invariant modulaire j (E),
régulateur, rang, qui permettent leurs classifcei.
Dans le chapitre Ill, jai établi la structure é@lgique de groupe additif abélien de 'ensembIl&E (
des points K-rationnels d’'une Courbe ElliptiqusU un corps commutatif K. La loi additive est
basée sur la régle géométrique : “ 3 points calires ont une somme nulle .
Ce groupe qui est de type fini est le groupe dedelbWell.
J'ai décrit aussi les isomorphismes d’'un group&k (
Dans le quatrieme chapitre , jai cherché lasaéigns de Courbes Elliptiques a invariant

modulaire nul avec les 2 conditions; =0 etA ( E )# 0 .J’ai trouvé quelques équations et j'ai

présenté la courbe de Fermat® + y3 = z3 qui remplit les conditions précédentes.
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CHAPITRE | :Notions de Géométrie Algébrique

Selon Hartshorn{ﬁ] , la Géomeétrie Algébrique est I'etude des Variétes
Algébriques, des Diviseurs, 8@&mas, de la Cohomologie ,des Courbes,
des Surfaces...etc.

Pour arriver aux Variétés Abéfieg, nous allons décrire les Espaces Affines
et les Variétés Affines, les EsgmaProjectifs et les Variétés Projectives.
Dans ce chapitre, nous utilisdes notions qui se trouvent dans les ouvrages

“Algebraic Geometry” de Harmhne[6] et “Basic Algebraic Geometry”de
Shafarevicl[fl?] :

1. Espaces Affines - Variétés affines :
1.1 L’Espace Affine 1A" (K):
Soient un entier positif 2 1 et un corps commutatif K.
Définition 1 :
L’espace affine de dimensior>il est 'ensemble des systemes a
A"(K)={ a=(a,..,a) ,aUK,i=1,...,n}
Les systémes a sont des points de I'espace affias & sont les coordonnées du point
a.
Exemplesd’espaces affines :
1) n=2 :1A? (IR ) est le plan affine euclidien réel ; sesp®isont les couples
a = (x,y) de nonreéels.
2) n=3:1A%(IR) est I'espace affine euclidien réel de disien 3 ; ses points sont les
triplets a = ( x,y,z) de nombres réels.
3)n=4 :1A" (IR ) est un hyperespace de dimension n.
A l'espace affinel A" ( K ) est associé 'anneau des polyndmes a nénaénées

K[Xl,...,xn] sur le corps K.

L’espace affinel A" ( K ) contient les zéros de ces polyn(“)mESK[Xl,...,Xn].
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Définition 2 :

Un ensemble algébrique d’un espace affine(I1K ) est 'ensemble Z( S ) des zéros
communs d'une famille S§,,...,f } de polynomes f1K[X,,....X, ] :

z(s)={ alIA"(K);f (a)=0 pourtoutifde S }

Les ensembles algébriques de I'espace affike( K ) possédent des propriétés :
Proposition 1 :

Soient des ensembles algébriques Z ()3le I'espace affinel A" (K) :

1) Laréunion de deux ensembles algébriques Z { pet Z ( S ) est un ensemble
algébrique:Z (S )0 Z(S)

2) L’intersection d’'une famille d’ensembles algéhgues {Z(S,),i =1...,s }est un

ensemble algébrique: | Z(S)

1siss
3) L’ensemble vide ¢ et I'espace affinel A" (K ) sont des ensembles algébriques.
Preuve de 1)Soient deux ensembles algébriques

Z(S)={abIA"(K), f,(a) =0, f, OK[x,,...x,] } et

Z(S)= {bD IA"(K),g,(b)=0,g, 0 K[xl,...,xn] } alors la réunion

Z(S)U Z(S) estl’ensemble des zéros des polyndomes fg ; c’est donc un
ensemble algébrique.

Preuve de 2)Soit une famille finie{Z(S,),i =1...,s } d’ensembles algébriques , alors

I'intersection | Z(S) estI'ensemble des zéros communs des polyndnsesiés aux

1siss
ensembles Z (S, ..., Z (Sn) ; c’est donc un ensemble algébrique.

Preuvede 3). ¢ =Z (1), 1 étant le polynbme constant
f=1+0x+..+0%0K][x,...x,| quin'admet pas de zéros.

IA"(K) =Z(0), 0 étantle polyndme identiquamhnul

f=0x+...4 0% O K[xl,...,xn] qui admet comme zéros tous les points de I'espace
affinelA" (K) .

O
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Exemplesd’ensembles algébriques :
1)V ={adIA%(IR), f(x,y) =x® +y* =0 }={(00) }
2) Vv ={adIA’©C), f(x,y) = x* +y? =0 }={(t,it),(t,~it),t OC }

Avec les ensembles algébriques de I'espace affing¢ K ) , nous obtenons une
topologie particuliére :

Définition 3 :

La topologie de Zariski , sur un espace affing(K ) , est formée par les ensembles
algébriqgues comme fermeés et leurs complémentaoresne ouverts.

L’espace affine IA(K ) et I'ensemble vide sont les seuls sous ensembles de I'espace

affine qui sont des ouverts et des fermés a la fois

La topologie de Zariski confére a I'espace affiA8 (K ) une structure d’espace
topologique.

Définition 4 :

Soit V un sous espace de I'espace topologiqli¢ k).

V est irréductible s’il n’est pas vide et s’il ntggas la réunion de deux sous espaces

disjoints fermés de A K ) .

1.2 Variéeté Affine :

Définition 5 :

1) Tout sous ensemble fermé et irréductible d’'un espapologique IA( K ) est une
Variété algébrique affine.

2) Tout sous ensemble ouvert d’'un espace topolod#jueK ) est une Variété quasi
affine.

3) Toute partie irréductible et fermée d’une Variéléébrique affine d'un espace
topologique IA (K ) est une sous Variété algébrique affine.

Exemplede Variété Affine :

Dans le plan affindA? (K ) , tout polynéme f (x , y ) irréductibleplique la courbe

algébrique plane d’équation f(x,y) =0 qui eshcone Variété Affine.
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2. Espace Projectif - Variété Projective :

2.1 L’espace projectif IP" (K):

Sur I'espace affindA™* (K ) , nous introduisons la relatidn binaire :
a=(a,..,a1)0 b=(h, ..., b+1) sietseulement si a &b pour un certain
élément non nul du corps K.

Cette relation satisfait les trois axiomes dediaia d’équivalence : réflexivite,

symeétrie et transitivité.

Définition 6 :
L'espace projectiflP" (K ) est 'ensemble quotient (TA(K)-{0}) /O
IP" (K ) = {(% e X)X 0K, (%o Xo0) # 0,...0) }
Exemplesd’espaces projectifs
1) L’espace projectif P(K ) est I'ensemble des classes des couples
a=(aa);(aa)# 00 ; c(1,1)={@y(rrroR }
2)L’espace projectif (K ) est 'ensemble des triplets
(a, &, a)dIR*-{ (000) }.
cl(1,0,0)={@00), (200),(-100),...(r 00);r OIR" }.
Cl(0,1,0) -{(O;LO), (0,20),...,(0,r 0),r OIR } , cette classe représente le point a
I'infini des cubiques .
Il en résulte que les polynébmes associés sont henesgde degré d = 1,2, ...
Définition 7 :
Soit K[x1 ,...,xnﬂJ I'anneau des polyndémes a n+1 indéterminées. x , %+1
Un polynbme f(, ..., %+1 ) de cet anneau est :
1) homogene de degré d s'il satisfait la relation :

f(tX, ..., txs1)= t%f (0, ..., %1) pour tO K.

2) irréductible s’il n’est pas le produit non tralide deux polynémes f, de degréx 1.
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Exemples :

1) Dans I'espace projectif t IR ), les polyndmes homogeénes :
fi(x,y)=ax+by ebfix,y)=ax+bxy +cy sontde degré respectivement d
=letd=2.

2) Dans 'espace projectif ff IR ), les polyndmes homogénes :
fi(X,y,z)=ax+by +cz ,6x,y,z) =aX+bXy +cxy +e? et §(x
y,z) =3Ry + 4xyZ sontde degré respectivementd =1 ,d =3=e5d

La topologie de Zariski appliquée a I'espace affldé (K ) s’applique aussi a

I'espace projectif IP(K).

Définition 8:
Un sous ensemble V d’un espace projed@®lf (K ) est algébrique s'il est I'ensemble

U (f) des zéros communs d’'une famille de polysnomogenes de I'anneau

K[x1 yeees Xy

Exemple :

Le sous ensemble

V={ (x,y,z2)UIPP(IR);f(x,y,z)=%z - & + ¥z +2=0 } estun
ensemble algébrique.

2.2 Variéeté Projective :

Définition 9:

1) Une Variété projective de I'espac€’IPK ) est un sous ensemble algébrique
irréductible de I'espace Projectif IR K) .

2) Une Variété quasi projective est un sous ensewmilert d’'une Variété projective.
Il existe des relations entre les coordonnéesexfet les coordonnées projectives des

points et des polynémes :
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2.3 Passage de I'espace affihd" (K ) a I'espace projectif IP' (K):
Soit une application u:lIA"(K) - IA"(K)

X
F(X %) o F(2 ) pour g #0

n+1 n+1

suivie de I'application : multiplication parix; ,ou d =degré du polyndme

IA"(K) -  IP(K)

X
f‘@ ..... n ) — )gn+1f = g()@_, cany X~|+1)

Exemple :

f(x,y) =3y -2¢+ 4y +5 =polyndbme affine de degré 4.

L’application :(x,y)- f,i) ;z # 0, implique
2z

2

3 2
f(;,%) = 3%—2)2( +4%+5 , la multiplication par“Zimplique :

z4f(§,%) =30y - 282+ 4y?+5% =g(x,y,z) IPP(IR)

2.4 Passage de I'espace projectif IR K) a l'espaceaffine IA" (K):
Avec I'application : (X, ... %, Xe1) - F(x,....,%,1)
Exemple :

f(x,y,z) = 2%y + 3x°yZ-X%y7Z +672 U IPP(IR)

Pour z = 1 jobtiens le polynbme affine:

f(x,y,1) =2%y + 3x°y =Xy +6==g(x,y)d IA( IR).
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3. Variété Abélienne :
Définition 10 :
Soit X une Variété Algébrique Projective, mudiane loi additive :
u: X - X:u(a,b)=a+b
X est une Variété Abélienne siles conditionwasites sont satisfaites :
1) X aune structure de groupe abélien .
2) L'application u(a,b)=a+b et

I'application inverse v: X - X: v(a) = a* estun morphisme de Variétés.

Selon Shafarevic[‘iL?], les Courbes Elliptigues sont les seuls exesnple Variétés
Abéliennes.
Exemple :
Soit X une courbe Elliptigue d’élément neut@ =(0,1,0) .
Son équation de Weierstrass dans le plan giibjelP’(K) est:
Z +axyz + ayZ = X + axz + axzZ + az

La loi de groupe additif abélien est basée suedgergéométrique de 3 points

colinéaires de la courbe X :

1P B+ B = & (1)



Sommaire

yA
/B
R P
X
-R 1P B =-R

Les morphismes u:¥X - X et v : X - X
ont pour images
u(.FR) =R + R et v(P =-R
La somme P+ B et le symétrique -1P sont obtenus par la relation
1):
P+ B =-R et P+ (-R) =&

10
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Chapitre Il :Courbes Algébrigues Planes -Cubiques de Weierstrass

En géométrie analytique I'étude des courbes aigéés et leur classification ont
éte initiées par Descartes et Newton. Au 19 iemeles avec Plucker en patrticulier,
ces courbes furent étudiées d’un point de vue ¢tibje

Les cubiques de Weierstrass forment un sous ersgratiiculier de 'ensemble

des courbes algébriques planes.

1. Courbes algébriques planes :
Définition 1 :
Une courbe algébrique plane est 'ensemble destpoP = (x,y) de I'espace

euclidien réel a 2 dimensions qui satisfont I'égoataffine f (x ,y ) =0 ou

f(x,y) X exy OIR[xY]

i,j=0
Son degré n est égal au degré maximal i+ rdesdémes 'y .

Ces courbes algébriques C: f(x,y) =0 stadsifiées par le degrén de f(x,y)
2. Classification des Courbes Algébriques planeslsn leur degré :
Pourn=1,cesont lesdroites:f(x,yax + by + c=0

Pour n = 2, les courbes sont des coniques gtile®mtersections d’un cone avec
un plan, elles se répartissent en trois famillésnskeurs équations :

1) Les cercles de centre (a,b)etderayon(x—aj+(y-b¥ =1

2) Les paraboles: %= ax+b , &0
X2 y2

3) Les hyperboles : ?—le , az 0 et bt O
X2 y2

4) Les ellipses : —+==1, a# Oet bz 0
a b

Une courbe algébrique plane de degré 2 peut égrenééée en un produit de 2
droites: f(x,y)=(& tay+ay)(ax tay +a)=0 .
Pour n =3, les courbes sont des cubiquesx ,f) = fop +f1 +fo, +f3 =10

ou les f; sont des polynbmes homogénes de degré i= @, B,.

10
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Une cubique peut étre dégénérée :
- en un produit d’'une conique par une droite :
f(x,y)=(ax +ay+a)(ax’ +ay’ +axy +ax +ay +&)=0 ou
- en un produit de trois droites :
f(x,y)=(ax +ay+a)(ax +ay +a&)(ax +agy +a&)=0 .
Pour n = 4 les courbes sont des quartiques.
Pour n =5 les courbes sontgigstiques. .etc.
Exemples de courbes algébriques planes :
1)La courbe d’équation>x 3y + y¥ = 0 est une cubique.
Cette courbe algébriqgue admet un point singuliéegu un noeud au point (0,0) ;
la courbe admet 2 tangentes distinctes en ce point.
2)l'équation : X + 2y + ¥ y* + xy -5 =0 définit une quartique.
Une courbe algébrique admet plusieurs types a@gp0 points ordinaires, points
d’inflexion, points singuliers (nceuds, pointsrdbroussement).
3. Singularités d’une courbe algébrique plane :
Soit une courbe algébrique C d’équation f (x=¥), alors les types de ses points
sont décrits dans la :
Définition 2 :
Soit une courbe algébrique C d’équation f ( Y =0 et un point P sur C ; alors :
(1)P est ordinaire si C admet en ce point une targenique qui ne traverse pas
C dans un voisinage de P
(2) P est un point d’inflexion si C admet en cenpoine tangente unique qui
traverse C dans un voisinage de P.
(3) P est un nceud si C admet en ce point deux méegyedistinctes.
(4 ) P est un point de rebroussement si C admeegwint deux tangentes
confondues

11
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Les 5 types de points :

inflexion

paint ordinaire

rebrousserment
rebroussernent

Zéme espéce A N
1ere espéce

Neeud

La proposition suivante permet de calculer les gaimguliers :
Proposition1 :
Soit une courbe algébrique C plane d’équation fX,y)=0.
Alors , un point S de C est singulier si les dérées partielles de f s’annulent
enS:
f(S)f(S)= f,(S)=0
Une courbe algébrique C de degré n est singudiezle admet des points
singuliers ; elle est non singuliere sinon.

Preuve avec la formule de Taylor :
h? |2

F(x+h,yo+1)=f(%,¥%)+ hf +|1=y’+7 f 2+ Ef”y2+....

12
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Exemple : Soit lacourbe C: f(x,y)=%5 ¥ + y* =0

f=3x*-10x; f, = 3 ¥;
Le systtme f(S) =,f(S)= f,(S)= 0 admet lasoluton S =(0,0),
donc S est un point singulier ; la pente degeéates a C en ce point est calculée

par les formules :

_ay?
?:-)(3 +5%; 3§y’:-3x2+10X : y’:w

3y?
y :3/_X3 +5X2
4. Genre d’'une courbe algébrique :

Le nombre s de points singuliers S d’'une courbélalgue C permet de définir le
genre g ( C) de cette courbe , c’est un invadastcourbes C qui permet de les
classifier.

Définition 3:

Le genre d’'une courbe algébrique C de degré npgsseéde s (comptés avec leurs

multiplicités) points singuliers est I'entier pakibu nul :
1
9(3 E(n-l)(n-Z)-S

Exemples de genre pourn=3 et 4
Les courbes algébriques de degr& 2n ont un genre g(C) = 0.
Pour n = 3 , les cubiques C ayant un point siegualnt un genre égal a :

g(C )%(3—1)(3—2) ~1=0

Une cubique singuliére admet un point double quletri

Les cubiques C n’ayant pas de point singulier ongenre égal a :
9(C) 36-D@E-2)=1

Pour n = 4, une quartique non singuliere C genre égal a :
9(C) 2@-1(4-2)=3

Une quartique C ayant un point singulier a un gégal a :

13
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9(C) =2 (@-D@-2)-1=2
Une quartique C ayant 2 points singuliers a urgyégal a :
9(C) $(@-1(4-2)-2=1

Parmi les courbes algébriques planes, il y auésgques de Weierstrass.
Nous nous intéressons a ces cubiques de Weierstrass
5. Cubiques de Welerstrass :
Définition 4 :
Soit K un corps commutatif global, local ou fini.
Une cubique de Weierstrass est une courbe algébqiane C , irréductible
d’équation spécifique :

C: §+axy+ay =X +ax® +ax +a OK[xy] (1)
Les deux variables x ety appartiennent & uneinddalgébrique R du corps K.
Définition 5 :

L’équation (1) est I'équation de Weierstrass deuique C.

Les cubiques de Weierstrass se répartissent encibsses :

Les cubiques de Weierstrass singuliéres et legjaebide Weierstrass non
singuliéres

Définition 6 :

Une Courbe Elliptique est une cubique de Weierstram singuliere d’équation de

Weierstrass :

E : §+axy+ay = x° +axx® +ax +as OK[x Y]

La nature du corps K permet de choisir les outdgh@matiques pour étudier la
Courbe Elliptique.

Lorsque le corps K est un corps de nombres algébsignous appliguons a la
Courbe Elliptique E la Théorie des Nombress éatiers ,les unités, les idéaux,les
discriminants,la ramification,les valuations nidyse p-adique , les fonctions

arithmétiques. .etc...).

14
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Lorsque le corps K est le corps des nombres coraplegus appliquons a la Courbe
Elliptique E I'Analyse Complexe (les réseauxs fenctions elliptiques,les
fonctions et les formes modulaires , la sérieE., (s ) de Dirichlet Hasse ...etc..) et
la Géométrie Algébrique (les variétés,les diviseda cohomologie ,les courbes
algébriques projectives..etc..) .
Lorsque le corps K est un corps fini ; nous apgitgia la Courbe Elliptique E la
théorie des corps finis (la cryptographie,le codagecherche des facteurs premiers
des trés grands nombres...etc..).
6. Transformations de I'’équation de Weierstrass :
Avec des changements linéaires convenables desvdeables x et y , nous
obtenons des transformatiotes I'équation de Weierstrass :
E: y>+axy+tay = x° +ax? +asx +as OK[xy] (1)
1) Lorsque la caractéristique du corps K#e&t,le changement linéaire de
variables :
(x.y) (X, TB27%) @
permet d’éliminer les monémes en xy et emtyransforme I'équation (2 ) en
I équation
E Y2 = X3 +b, X% + 4by X +bs OK[x,Y] (3)

Les coefficients fsont des polyndmes “ homogénes de degré 2i "de

'anneau Z [al,az,ag,a“,aﬁ] ;

b=4a+a’ ; h=2a+ax ; h=4a+a’ (4)
2) Lorsque la caractéristique du corps K#s2 ,3 , le changement linéaire de
variables :
x-30, Yy
X, Y) - _—2 = 5
(X,Y) ( 36 105) (5)

permet d’éliminer le coefficient 4 et le mondrea X° et transforme
I'équation ( 3) en I'équation :
E ¥ =X -27ax -54¢ OK[xY] (6)

15
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Les coefficients £ sont des polyndmes homogenes de degré 2i de danne
Z[b,.b,,by] :

G=h’ -24h ; =-b° +36bb, -216 & @)
Il existe d’autres modéles de cubiques de Weiasstra
Le modélede Tate : E®y xy =X +ax+b ou aetb sontdes séries de

puissances formelles en q = expfiZ ) , z[OC, et égales a :

a=-»n°q"@-q")* et

]
b=-13q"(7n° +5n°)(1-q")*
127F
Le modéle de Legendre : E *y¢ x (x—1) (xx) O K[x, y] , pourk 0, 1.
Le modéle de Deuring: E2raxy+y =R0K[xy] ; & #3
La Cubique de Weierstrass utilisée en cryptographie
E:y?=x%® +Ax +BOQ[x,y] et 48+278 £0
Les coefficients § et ¢; permettent d’introduire des invariants.
7. Invariants des cubiques de Weierstrass :
Les invariantsles cubiques de Weierstrass sont des fonctionsodéficients des
éguations de ces cubiques ; ils prennent difféeemtileurs et sont utilisés dans des
classifications de ces cubiques.
Toute cubique de Weierstrass possede plusieuasiamis : un discriminant, un

invariant modulaire, un invariant différentiel, tang, ...etc.

Définition 7 :
Le discriminant d’'une Cubique de Weierstrass Hepblyndme
“ homogene de degré 12" égal a :
A (E)=9bbybs—80° - 27k°~b?bs 0Z[b, b, b;,b;]  (8)
et A by bs - hy? pour carac (K)# 23 (9)
L’invariant discriminant et le coefficient, permettent d’introduire I'invariant

modulaire :
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Définition 8 :
L’ invariant modulaire d’une cubique de Weierstr&ssst I'élément du corps K
égala:
c 3

J(E) ==~ pour carac (K)# 23 10

(E) A(E) p (K)#2 (10)
La différentielle df de la fonction f : df(x,y) % dx +f, dy ,

ou X'ii et f:ﬂ

oX ay

désignent les dérivées partielles d’ordre 1 depérmet d’obtenir l'invariant

(11)

différentiel de la cubique de Weierstrass d’'éiquia (1) :
Définition 9 :

L'invariant différentiel d’'une cubiqude Weierstrass E est I'élément différentiel

w(E)= T W (12)
f, f,
avec : f=-3¢-2@x-a+ayy et f=2y+ax+as

Exemple de calcul des invariants de la Cubique de ®ierstrass :

E: y*’+3xy -2y =X + x> -5x +10Q[x,y] :

Avec les formules (4) ,(8) et (9) etcldcul nous trouvons :

b,=13 ; b=-16 ;9§=8; B = -38 etA(E)=22486 (13)

Avec les formules ( 7) ,(10) , le résultat ( 18t)le calcul nous trouvons :

: 553’
C4 =553 et E)=—— .
‘ OB = a8
Avec laformule (11), (12) et le calcul , sotrouvons :
o (E)= dx dy

T2y+3x-2 3¢ +2x-5-3y
Il existe d’autres invariant&ure Courbe Elliptique : un conducteur, un régulate
une série de Dirichlet-HasseHWetc....

Chacun des invariants permet une classificatiorGigsques de Weierstrass
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8. Classification des Cubiques de ®erstrass par leurs discriminants :
Le discriminant A ( E ) d’'une Cubique de Weierstras$=yf (x ) est lié au
discriminant dis(f) du polynéme f(X)l K[x] :

8.1 Discriminant d’'un polynéme f(x) [ K[x]

La théorie du discriminant d’uslyméme se trouve dans « Algébra » de L{ilr@

et dans « introduction a I'Algéb> de Kostrikif9] |, etc....

Soit K un corps global , local fou.
L’équation de Weierstrass d’une cubique peunettre sous la forme :

Y= 1f(x)0K][x]

Tout polyndme f(x) = gk” + dx"* +.... + d, O K[x] de degré n se factorise sous la
forme: f(X)=d(x—o01 ) (X—02)....(X =0, ) O K[x] , 0j appartenant a une
cloture algébrique # de K.

Définition 10 :

Le discriminant d’un polynéme f(x) est I'élémerg(f)idu corps K égal a :
dis(f) =" [ @ -a Y (14)
1(]

C’est une fonction symétrique quadratique sés racinesy .
Les fonctions symétriques élémentaires de ceseadont des sommesde
produits de t racines ,t=1,..,n:

n -d d n d
S = ZO’i = 1 S =0 *... Fop0n = -2 S T |_J a; :(_]j]_n
=y d, d, - d

0

Exemple : f (x ) =3%— 27 ; le discriminant de f ( x ) est égal & :
dis(f) =¥22(3-(-3)§=9.36=324

La formule (14) implique la :

Proposition 1 :

Le discriminant d’'un polynéme f(x) O K[x] de degré > 2 est nul si et

seulement si ce polyndbme admet deux racines égales
Preuvede « discriminant de f(x) est nul» implique x)fa@dmet deux racines

egales ».
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La formule dis(f) = "I (& -a; > =0 implique ¢ -«; ) =0 pour un

certain facteur of -a; ); il en résulte que f(x) admet au moins 2 rasiggales

o =aj.

Preuvede « f(x) admet deux racines égales » impliquallscriminant de f(x)
est nul ».

f(x) admet 2 racines égales =o;, ceci implique dis(f) = "*II (o -a; )* = 0.

O

Selon Harvey — Coh{B] Jle discriminant dis(f) se calcule a l'aide d urtiettginant :
Proposition 2 :
Soit un polynéme unitaire f(x) de degré 2 ;
f) =R+ dhx™ + . +dy = (X—0g) oo X—atng) OK[x]
Les ¢; sont dans une cléture algébrique R® de K,

Alors son discriminant dis(f) est égal au détermant symétrique d’ordre n :

O, O, ... O,, O,
Jl 02
dis (f) =
Jn—Z
Jn—l ....... UZn—Z

n
Les éléementw 1, = Z(a'i )" sont des sommes de puissances des racines ; ce
i=1

sont donc des fonctions symétriques non élérirentdes racines, qui sont des

polyndmes de I'anneau [(Zl, ..... ,dn] ;
g,=n ,0,=-th, 0,=0’ -2 ,0,=3dd - &*- 3d, ..,

O, =-MGah - 0,0na-....-0,,01 etg, =0 pour m > n

Exemple : soit le polyndme f (x ) Zxx =x (x—1)(x+1) ,nous avons :
d;-0,=-1,8=0,d4=0,0,=n=3 ,0,=-¢,=0, 0, =dh* -2 =2 ,
0,=30dd-0d°-3%=0,0,=-40,- 0,d3- 0,0h- 0,01 =-2(-1)=2.

Nous avons alors :
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dis ()

v w
o N O

2
0 =3(4)+2(-4)=4
2

Le discriminant d’'un polynédme f(x) peut étre awsdculé avec la théorie du
résultant de deux polynémes :

8-2 Résultant de deux polyndmes :

Le résultant est une notion qui s’applique a dealymdmes f et g d'un anneau [B’(] ; C'est
un scalaire qui permet de vérifier s’ils possédies facteurs communs.

Il peut étre calculé a partir des coefficients Agmwlyndmes a I'aide d’'un déterminant , il

peut étre aussi obtenu a partir des racines deatgsomes.

Définition 11 :

SHi

Soit I'anneau des polyndmes [><I]( et 2 polynbmes f(x)=)» C X

i=0
t .

dordre s et g(x)=). d x"' dordret .
i=0

Le résultant des deux polyndmes f et g est le miértant d'ordre s +t :

CO Cl Cs
0 ¢, ¢ C,
0O .. .. .. ¢ ¢c C,
Res(f,g) #d, d;, .. .. .. d, (15)
d,
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La diagonale principale est formée de t coeffigaptde f (X ) et de s coefficients
ddeg(x).

Les termes qui manquent sont remplacés par des.zér

Le résultant de deux polynémes f et g s’exprimesiaais moyen des racines de ces

polynémes :

Proposition 3 :
Soit 2 polynémes f (X) =¢( X —0a1)....(X—as) et g(X) =d (X —P1) ..(X—p¢)
Alors leur résultant est donné par les formules :

1) Res (f,g) = ‘Cl'j o(a) =(-1F o |jf(,6z> (16)

2) Res (f,g) =¢tdd® |‘l |j(ai—ﬂ,-)

La formule (16 ) de la proposition précédantplique le :

Corollaire 1 :
Le résultant Res (f, g) de deux polyndmegX) et g(x) est nul si et

seulement si ces deux polynOmes ont une racine conmeo; = 3,  pour

certains indices i et .
Preuve :
L’ hypothése Res (f,g) =0 etlarelat{d® ) impliquento; est racine de g(x)

et oy = B, pour certains indices i, j , donc f(x) et)géxt une racine commune.

O
Examinons le cas particulier g(x) =(x) = dérivée de f (x ).
Proposition 4 :

Le résultant Res (f, f) d’un polyndme f(x) et de sa dérivéé (x) est égal & :
Res (f )f = Cos'llijf'(ai) (18)

Ce résultant est lie au discriminant Dis(f) du palndme f(x) par la relation :

dis(f) = ¢*?2 [ -a;)’ et dis(f):(-l)m;__l) cl.Res (f,f) (19)

1]
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Exemple 1 :

Soit f(x)=3%-27; f(x)=6x , laformule (18) et le calcul implignt :
Res (f,f) =3 6 (3).6(-3) = - 972 . La formule (19) et leaalimpliquent :
dis(f) = 3223 - (-3)§=9. 36 = 324 et dis (f) = (-FV23%(-972) = 324

calcul du résultant de f etgar le déterminant :

3 0 -27
Res(ff 6 0 0 = (-27).6=-972
06 0

Exemple 2 :
fx) =x*+xX+3x-5
Alorsf (x) =3 X +2x + 3 ; le résultant est le déterminant derdl + 2 = 5

113 -50
011 3 -5
Res(f)f= |3 2 3 0 O
032 3 0
003 2 3

Avec les calculs jobtiens Res (f )f=702.

Le discriminantA ( E ) d’une Cubique de Weierstrass E =yf(x) I K[x] est

lié au discriminant dis(f) du polyndme f(x) .

Proposition 5 :

Soit une Cubique de Weierstrass E :3= f(x) U K[x| ; alors les discriminants
A (E) de E et dis(f) de f satisfont :

1) A (E) = 16dis(f) lorsque f(x) =%+ Ax + B 0 K[x]

2) A ( E) = 16dis(f) lorsque f(x) =%+ a x* +ay x + a 0 K [X]

3) 16A (E) = dis(f) lorsque f(x) = 4%+ by x®* +2 by x + bs 0 K[|
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Preuve :

1) A (E) = 16 dis(f) lorsque f0g xX* +Ax+B;

Avec le calcul de 1 x ) etles formules (15 ) et (19) nous obten:
dis(f) = - (4R+27F).

Avec les formules (4 ) ,( 8) et (9) et le calcabtiens :A (E) =- 16 (48 + 27 B)

Il en résulte la relationA (E) = 16 dis(f)

2)A ( E) = 16dis(f) lorsque f(x) =% ax*+a X + & ;

Avec le calcul de f’( x ) et les formules ( 15t €9 ) nous obtenons :

dis(f)=18aama—-4a’-27@-a &+ a.

Avec les formules (4), (8) et (9) nous oot :

A(E)=16 (18ama—4a°-27T& - &+ a°)

Il en résulte la relation :A ( E) = 16 dis(f)

3) 16A (E) = dis(f)) f(x)=4%k+bx>+2hx+hs;

avec le calcul de f’( x ) et les formules ( 1&t ) 19 ) nous obtenons :
dis (f) =16 (9 bbsbs -8 b —27 B’ — b’ bg)

avec les formules (8) et (9) nous obtenons :

A(E)=9bbsbs -8b°—27 k-2 by

il en résulte la relation : 168 (E) = dis(f)

Les Cubiques de Weierstrass peuvent étre classifigdeleur discriminamk(E) et

leur invariant ¢ (E ) :

8.3 Classifications des Cubiques de Weierstrass par lediscriminant A (E)
et leur invariant c 4 (E).

Proposition 6 :

Soit une Cubique de Weierstrass E d'invariagA (E) etg(E),
1) la Cubique est singuliére si et seulement & (E) =0
2) la Cubique admet un nceud si et seulementsi(E) =0 etg(E)# 0.
3) la Cubique admet un point de rebroussement si seulementsA (E) =0
ety (E)=0.
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Preuve de 1):

- “la Cubique est singuliere” implique A(E) =0 "

Par définition les coordonnées du point singuieta Cubique singuliere satisfont
le systtme:f(x,y))=f(x) =f (y)=0 donc fetfontune racine
commune,

Le corollaire (1) implique la valeur Res (f ) =0,

La formule (19) et la proposition (5) implent A(E) =0 .

-“A(E) =0 "implique *“la Cubique C est sialigre ”
LavaleurA(E) =0 ,laproposition (5) et laform@l®) impliquent que f et
f ont une racine commune , donc il existe un poide $a Cubique qui satisfait
f(x,y))=f (x) =f (y)=0;donc la Cubique est singuliére .
Preuve de 2):
- “la Cubique admet un nceud” implique A(E) =0 etg(E) #0”
Soit une cubique de Weierstrass E* § x° - 27 gx — 54 ¢ 0K [x, y]

L’hypothése * la Cubique admet un nceud "implioggelle est singuliere ,
doncA(E) =0 .
En ce point la Cubique admet 2 tangentes distindtas les pentes sont égales a :

2 _
2y 2y

il en résulte que le polynéme N ( x ) qui admeadnes distinctes a un
discriminant: dis (N (x) )=1444c20

ilenrésulte: ¢ #0

Preuve de 3).

- “la Cubique admet un point de rebroussemantplique “A(E) =0 et
ca(E)=0"

L’hypothése “ la Cubique admet un point de rebsmment "implique qu’elle est
singuliere , don& (E) =0

Par définition , en un point de rebroussementubique admet 2 tangentes
confondues .cela implique que le polyndme N ( @mat une racine double donc
dis(N(x))=0 etparsuitesc=0.

|
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Exemple 1: Cubique singuliere qui admet un nceud
Soit la Cubique de Weierstrass
CyY =X -3¢ +40R[xY]
Avec le calcul jobtiens les invariants :
b=-12 ;A =0;B=16;R=-48;A(C.)=0 et g(C) = 144

A(C)=0¢et g(C) # 0 etlaproposition (6) impliguent que la @uie
singuliere admet un noeud .
Les coordonnées de ce nceud sont les solutionsstknsy d’équations algébriques :

F(x,y)=%-x +3¥-4=0;

f(x,y) =-3xX+6x =0;

f(x,y) =2y =0;

J'obtiens la solution ( 2) ®our construire la Cubique Qutilise le :

Tableau de valeurs des coordonnées de quelquds poin

-2 -1 0 1 2 3
Pas de racin 0 -2et2 | 2etA/2 0 -2et2
réelle
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Exemple 2: Cubique singuliere qui admet un point de rebseusent
Soit la Cubique de Weierstrass d’équation :
G:y?+4xy+6y=X—-4x"—12x-90IR[x Y]
Avec le calcul jobtiens les invariants
B.o=0 ,h=0,B=0,k=0,g=0,A(C)=0
A(C;)=0etg=0 etlaproposition (6) impliquent @dmet un point de
rebroussement de coordonnées R (0, -3)

Cy?+4xy+6y=xXx—-4x*-12x-9

Maintenant nous allons étudier les Cubiques de tegss non singulieres.
9. Courbes Elliptiques :

Une Courbe Elliptique E est une Cubique de Wamss de discriminant
A (E) # 0. le signe de ce discriminant permet leur cfasdion :

9.1 Classification des Courbes Elliptiques suivarle signe de leur discriminant :
Proposition 7 :

Soit une Courbe Elliptique E de discriminant A (E ) :

1) la Courbe E coupe I'axe Ox en 3 points simesi et seulement si
A(E)>0;

2)la Courbe E coupe I'axe Ox en un seul point raple si et seulement si
A(E)<O.
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Preuve de: “ E coupe I'axe Ox en 3 points ” implique&t’'(E)>0"

Soit une Courbe Elliptique E coupant 'axe Ox 3gpoints simples# (e ,0),

P.=(e,0),R=(g,0) alors I'équation de Weierstrass de E esaderme :
= (x-g)(x-e)(x-e)=f(x) ORX

Par définition , le discriminant du polyndmgx) est égal a :

Dis () (e -e))?

1si,j<3
Comme les 3 racines sont réelles , le produit des carrés< g )? est
positif d'ou :
disY 0. (20)
la relation entre le discrimib@n( E ) et le discriminant du polynéme f (x ) ,
la formule (20 ) et I'hypotteés ( E ) # 0 impliguent A(E)>0.
Preuve de: “E coupe I'axe Ox en un seul point simple "ifique “A (E) <0 .
Soit une Courbe Elliptiqgue E coupant I'axe Ox ersaal point P = (e, 0) qui est
simple. Elle a pour équation :
A(x—e)(x—8 (x—e)=f(x)IIR[x]
La racine e est réelle et les 2 racingstes sont complexes
Conjuguées sit ; (s,t)0 IR?
Le discriminant de f ( x ) est égal a :
Disf-4f((e-sj+t) (21)
Comme les 3 nombres e, s, t sont réels, il ertecsuvaleur :

Dis(f)<0 (22)
la relation entre le discriminant( E ) et le discriminant du polynéme f (x) , la
formule (22 ) et I'hypothésé (E ) # OimpliquentA (E) <O.

O

9.2 lllustration de cette classification par desx@mples :
Exemple 1 :Courbe Elliptique coupant I'axe ox en 1 point sienp
Soit la Cubique de Weierstrass d’équation :

Er: y? = x3+2x2+2x + 15 OIR[x, Y]

Avec le calcul jobtiens les invariants :
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b,=8 ,h=4 ,=60 ,R=116 etA(E )= -87856 <0

La valeur A (E;) <0 implique un point simple d’'intersectiore kh Courbe
Elliptique E avec l'axe Q.

Tableau des coordonnées de quelques points derbech

-4 -3 -1 0

Pas de racine réelle 0 - /15 et+/15 2J5et /5

Ey?=x3+2x*+2x+5

Exemple 2: Courbe Elliptique coupant I'axe Ox en trois gsirsimples :
Soit la Cubique de Weierstrass

E:y? = x*-2x*— x+ 20 R|[x,Y]
Avec le calcul jobtiens les invariants :
b,=-8, h=-2 ,R=8 ,Bh=-17 etA(E)= 2816 >0
La valeur A (E;) >0 impligue trois points simples d’intersectiaie la Courbe
Elliptique E avec l'axe Q.
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Tableau des coordonnées de quelques points derbeck

LE y?=

x32-2x°—x+2

29
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Chapitre Il : Groupe de Mordell-Weil d’'une Courbe Elliptique

1. Loi de groupe abélien additif sur I'ensemble EK):
Soient K un corps commutatif et une Courbe Eljpé E d’équation de
Weierstrass :
¥ taxy +a = X+ax’+ax+alK[xYy]
les 2 variables x et y sont des éléments d’'unened®"? de K
Sur I'ensemble E ( K ) des points K-rationnels dealdquel nous adjoignons le
point Q: = (0,1,0)01P?(K) a l'infini sur E nous définissons une loi degpe
abélien par la :
Proposition 1 :
L’ensemble E ( K ) des points K-rationnels d’une Corbe Elliptique E ,admet
une structure de groupe abélien additif ,d’élémenheutre le point O: ,avec :
La propriété géométrique : “ 3 points colinéaires de E ont une somme nulle " :
P+Q+R =¢O
et la loi de composition interne :
F:E(K)XxX E(K) - E(K), avec P+Q =-R

Preuve de la proposition 1 :
1) Axiome de I'élément neutre :

La droite verticale passant par un poineFEdet le point & I'infini @ recoupe
E au point P’ qui est le symétrique de P par rappdaxe Ox ; le point P +©
recherché est le symétrique de P’ , c’est dong-mé&me ; il en résulte I'élément
neutre : P+P=QCG+ P=P.
2) Axiome du symétrique :

Le symétrique d’'un point P de E est le 2igroimt Q d’intersection de E par la
parallele a I'axe Oy qui passe par P, le 3iematpatant Q . il satisfait la propriété

de colinéarité des 3 points : P + Q ¢ © Q:; il en résulte le symétrique de P :

Q=-P
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3)Axiome de commutativité :

il en résulte la commutativité :

4)Axiome d’associativité :

P+Q =+QP

La droite PQ passant par 2 points de E est cduofavec la droite QP ;

Pour vérifier cet axiome , il faut utiliser lalcul des sommes 2 a 2 des 3 points P,
et QR et P + T .

Qet R:

P+Q =S ;

Alors , nous obtenons I'égalité :

S+R

Il en résulte I'associativité :

O

S+R =P

(P+Q)R = P+(Q +R)

lllustration géomeétrique pour la loi de groupe adlitif dans les différents cas :

/x/

L
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Définition 1 :
Le groupe abélien E (K) est le groupe dedéll — Weil de la Courbe
Elliptique E.

2. Coordonnées des points -P 4B P,, P+ P =2 P du groupe E(K) :
Pour obtenir les coordonnées du symétrique d’'untgdi, de la somme de 2 points
P, + P, et du point 2P, il faut utiliser la propriétéagnétrique des 3 points
colinéaires de la courbe et la théorie des inttitses des courbes par les droites :
1) Calcul des coordonnées du symétrique — P d’'un puiP :
Soit un point P = (X, ¥p ) sur une Courbe Elliptique E. Le symétrique €
point P est l'intersection de la droite parallél@y passant par P par la courbe E .
cette droite a pour équation :

X (1)
cela implique que P et — P ont méme abscissgyxet des ordonnéesp \et yp

qui sont les racines de I'équation du second degng:

§+(ax +a)y - (% +ax +ax +a)=0 (2)
La somme des racines est la fonction symétrique :
YetYp = - aX -a (3)
Il en résulte les coordonnées du symétrique — P :
—P =kx-y-ax -a) (4)

2) Calcul des coordonnées de la somme P P, de deux points P( %, Y,) tels que
Pz + P,
Soit 2 points P=(x., ¥1) et B=(x, y») sur la courbe elliptique E .
La sécante f7, recoupe E en un 3ieme point PD’ apres la propriété géométrique
de trois points colinéaires; R R, B delacourbeE 1P+ B + B = QO ;
cela implique :
1R R =-R
Comme la sécante;® a pour équation :
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y_lyt(x_)i) ,tzw (5)

(Xl - Xz)
cela implique que les abscisses des trois poiats F?, B sont les racines de

I'équation cubique en x :

[t(x=x)+ v, ]’ +(@x+a)ft(x—x) +y,]=x* +a,x* +a,x+a;,  (6)

La somme des 3 racines de cette équation cubiqumegonction symétrique

élémentaire :

- coefficient de x?
coefficien de x®

X1+ Xo + X3 =-a, +t* +at 7)

Cela implique I'abscisse;xdu point B= (X3, 3 ).
x=frat-a-x-% (8)
Les formules (5) et (7) et le calcul implop I'ordonnée ydu point B :
= t(x—X)+y et y=f+at—t(a+2x+x)+yn
Les coordonnées du point M 5 P B = - R sont obtenues avec la formule du
symétrique :
w= frat-a-x-%;
p= -f-2af+t(2x+x-a’+a) tan-a-y+a (Xtx);
( YeV
X =X,

3) Calcul des coordonnées de la somme P + P2#

pour X # Xp

Pour déterminer lasomme P + P = 2P smilisons I'équation :
WA X=X ) - Yo 9)
de latangente a la courbe E au point P .
Cette tangente coupe la courbe en un point sifpkeelon la propriété
géométrique des 3 points colinéaires :
P+P+T =0 donc 2P =-T
En remplacant (9) dans I'’équation de Weierstdask ,nous obtenons une équation

en x cubique.
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Nous utilisons la fonction symétrique élémentaies thcines de cette équation pour
calculer I'abscisse du point T et par suite desgnétrique — T = 2P :
Xp= W ray -2x;
¥p= W -2ay’+(3%-a’+ta) tad—a-—Yp+2axp;
VS 3XP2 +2a,X, ta, —ays
2Yp Xy +ay

Ces résultats sont rassemblés dans la :

Proposition 2 :
Soit une courbe elliptique E d’équation de Weiersass :
¥ taxy ta = X+ax+tax+alK[xy]
1) Les coordonnées du symeétrique — P d’'un point P =xg , yp) sont égales a :
XP)=Xp €t Yp) = -Yp-aX -3
2) Les coordonnées de la somme M5B P,, pour Pi(x,Yy) telsque Rz + P,
sont égales a :

= Prat-a—X—X;

W= -C-2at?+t(2x+x-a’ta) tam-—a—-Yit+ta(x+X);
t 227 pour x 2 %
X =X

3) Les coordonnées de lasomme P + P =2 P xH, yop) sont égales a :
%p= Yo'l tay —2%;
yop=-W —2ayr +(3p-—a‘+ta)W rtarm-—a—Yt+2axe; (4)

= 3x,” +2a,x, +a, —a,y,
2y, taX, +a,

Exemple :
Soit la courbe Elliptique E : ¥= x>+ 1 . et soient les 3 points (-1, 0),
P,=(0,1) et P=(2, 3)delacourbeE.
Calculons les coordonnées de :
1)M =R+R
Les formules de la proposition 2 donnent: t1=0)/(0-(-1)) =1
= 1°+0t -0—-(-1)—0 = 2 et
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yw= -2-2x0x1f+1(2(-1)+0-0°+0) +0x0—-0-0+0(-1+0=-3
dodM=(2,-3)
2)M = 2P;
Les formules (4 ) impliquent :
yo= FeFRRFAZA% gy

2y, +a %+ g

2X= W2 +ay —2%=0

p= W -2ay ’+(3p-a’+ta)yptam-—a—yp+2ax
yop =-8+12-3=1 doud M=(0,1)
3) M=-RB(2,3)

D’apreés les formules de la proposition 2 ; nougnbhs

Xm=2 ety=-¥ -ax,-a&=-3,dout M= (2,-3).

La proposition 2 nous permet de calculer lesadmanées de tout point m P, m>2.
Ainsi 3P = 2P+P ,4P=2(2P), 5PAP + P, etc...

Nous verrons , par la suite , des formules obtepaesCasseI{;’Z] et qui permettent
de calculer les coordonnées des points m P> In de Courbes Elliptiques
particulieres.

D’apreés la théorie des groupes , le groupe de MbWileil E ( K) posséde des sous
groupes abéliens et des sous groupes cycliqgues sous groupes cycliques sont
engendreés par un point P du groupe de Mordell-ViZ(IK) :
{p2P=0.},{P,2P,3P=0qQ} , ..., {P2P,..,mP=0.} pourunentierm> 1.

3. Points d’ordre fini d’'une Courbe Elliptique :
Définition2 :
Soit un point P de la Courbe Elliptique E et umtier mJ IN .
Le point P est d'ordre m s'il satisfait la relation
mP =Q (1)
avec . m le plus petit entier vérifiant la relation (1)
mP=P+P+..+ P , mfois Ps >0
oOP =29
Sim<O0: mP=(-P)+(-P)+...+P),(-m)fois(-P)
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Les coordonnées des points 2P , 3P ,..,m P sarfodctions rationnelles .
4-Formules de Cassels des coordonnées des pointP m
Proposition 3 :
Soit une courbe elliptique E d’équation de Weietsass

E: §= X+Ax+B OQ[xy] et4R+27B =0

Alors les coordonnées d’un point m P de la courbdliptique E sont égales a :

_¢m2 et y(mP) =

m m

a)m
3

X(mP)

@@, ¥, sontdes polyndmes de I'anneau [Z,y, A B] qui vérifient les

relations :

W, ==L, =0, =14, =2y,¢, = 3x* + 6AX® +12Bx— A?,
W, = 4y(x® +5AX" +20Bx® — 2A%X? — 4ABX-8B2 — A%),
T/ (/N /P /N /e B

Yo =Wl n ~Wens Wins” POUIM 2,

B =X~ W

O =Wl s’ W oWt

Preuve :
Pourm=-1 ,laformule du symétrique -P(x,-y)implique :

doncy_, =-1

Pourm=0 ,larelation OP =cq{, 0 ) = ( % ) implique ¢, = O,

ol x

Pourm=1 ,larelaton 1P=1(x,y)=®Px,y) impliquey, =1.

Pour m= 2 , nous utilisons un raisonnement par récurrencensu

O

Selon son discriminant , une Courbe Elliptiquealan ou trois points a
coordonnées réelles sur I'axe des abscisses efpaints , la tangente est paralléle
a 'axe Oy, son Bpoint d'intersection avec la courbe est le poitinfini.
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Donc P + P = 2P =0un tel point est d'ordre 2. Puisque P = — Pséemble formé
du point P et du point a l'infini forme un sousigpe du groupe des points de la
courbe ; il est cyclique d'ordre 2.

Si la courbe a trois points d'ordre 2, c'est-a-tirsque le discrimina#t (E) >0,
I'ensemble de ces points forme , avec le poimfél, un groupe d’'ordre 4
isomorphe a deux copies du groupe cyclique d'ddd®mnc un groupe de
Klein(disciple de Plucker )

Pour n > 2, les points a coordonnées réelles @ardorment un sous-groupe
cyclique d'ordre n

Les points d’ordre m sont des points de m — tarsile la Courbe Elliptique.

5. Sous-groupes de m-torsion et groupe de torsia’'une Courbe
Elliptique :

Définition 3 :

Pour tout entier rationnel m, ,I'ensemble E ([Imb =E [m] des points d’ordre m
d’'une Courbe Elliptique E , est le sous groupe detorsion de E.

La réunion infinie des sous groupes de m — tord®IE est un groupe.

Définition 4 :

Le groupe de torsion d’'une Courbe Elliptique Elasisemble :

T (E (K)) =Y E(K)[m]

des points de E d’ordre fini.

Pour le calcul des points de torsion , nous pouwitiser le :

Théoréme de Nagell-Lutz :

Soit une Courbe Elliptique E définie sur Q par uneéquation de Weierstrass :
E: v = Xx+ax’ +ax + & = f(x) avec all ZI pouri= 2,4,6 .
Soit un point P(x,y) de m-torsiondeEm=> 2 .

Alors :

1) Les coordonnées ( x,Yy) de P sont des entiersioanels.

2) L’'ordonnée y de P est soit nulle , soit un diviseudu discriminant

= -43°a +a°a’+18aanas—4a°—27a° dupolynéme f (x)
3) Etsig = 0 alors Yy divise D.
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La preuve de ce théoréme se trouve dans I’ouwiagblellegouarch[?] pages
203-204.

Exemple de calcul de points de m-torsion :

Soit la Courbe Elliptique E d’équation de Weierssra
E:y?’=x+10Q[x}Y]

Avec le calcul jobtiens les invariantsz b0 ;b =0;k=4;=0 ; g=0;

G =-216x4 A(E)=-27:j(E)=0.

Les nombres qui sont des carrés diviseurs de 27 k@9 douy=-1,1,-3,3
ce qui implique les points de torsion de la colth® =(0,1);B=(2,3);
P,=(0,-1);B=(2,-3),P=(-1,0) etdu point a I'infini ©.

La structure du groupe de torsion T ( E ( Q )un& courbe elliptique E sur le corps
des nombres rationnels Q a été conjecturée pareOgig@montrée par Maz{ilr4].

Proposition 4 : (théoréme de Mazur )
Le groupe de torsion T (E (Q)) d'une courbelkptique E estisomorphe a I'un des
15 groupes additifs abéliens finis : Z/InZ, 1<n £10 ou n =12

Z[2& Z]2nZ , 1< n < 4.
Preuve :
Consulter “ Rational isogénies of prime degrég.Math.44 (1978) 129-162.
O
C’est au début du siecle dernier que le mathéneati¢toincaré manifeste son
intérét au sujet des points rationnels sur unebmat sur le nombre de générateurs.
En 1922 , le mathématicien anglais Louis Mor@1&B88 — 1972 ) prouve que pour
toutes les Courbes Elliptiques , il y a un souseerble fini de points rationnels qui
génerent tous les autres points rationnels.
Théoréme :( Mordell-Well ) :
Le groupe E ( Q) est un groupe additif abélien diype fini.

E(Q)

La preuve du théoreme requiert deux elémentfinitade du groupe——— et

mE(Q)

l'introduction d’une fonction hauteur sur le greugbélien E (Q) .
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Définition 5 :
Une fonction hauteur sur un groupe abélien A uest fonction
h: A IR
qui satisfait les trois conditions :
h;) pour tout point Q1 A il existe une constantg(®& , Q ) = g telle que

h(P+Qk2h(P)+g pour tout PRI A
hy) il existe un entier nz 2 et une constante, €A ) tels que
h(mP)> nfh(P) -6 pour tout PI A

hs) pour tout nombre réekcl'ensemble {POA:h(P) <c,} est fini

Il y a plusieurs types de hauteurs , parmi elles :
La hauteur logarithmique de Weil :
h: E(Q)- R
telle que th (@) =0t et h (P)=log max.|g) pour tout point P (X, yAOg

et x=P.

q
Preuve du théoréme de Mordell-Weil :
Soient le groupe de Mordell-Weil E ( Q) et unienin tel que

le groupe quotientﬂ soit fini.
mE(Q)
Soit un point RJ E (Q) a coordonnées rationnelles sur la cobrbet soient des

représentantsR Ry ,..., R des classes du groupe quotieFIF:f@

mEQ)

Nous construisons une suite infinie de pointsB, . . ., R ,.. a partir du point P :
P=mR+R ;P =mRB+R ;P =mB

j+1 + Rij+1; Pn—l = mF?W + Rin aVGC
1< ip,ip iy ST
La relation P, =mP + R implique mP =P.-R, (1)

En appliguant I'axiome () au premier membre de I'égalité ( 1) et 'axiofre )

a son second membre , nous obtenons l'inégalité :
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2 :
h(P,»)SF(h(P,»_l—RJ.HC,») (2)
Nous additionnons membre a membre les inégali23 gourj=1,...,n , nous
e 2 .. 2 2° 2"
obtenons linégalité h(R,) < (—)"h(P) + (—+— +..+—)C (3)
m m° m m

t

- oz 2
La série de terme général u—
m

du deuxieme membre de l'inégalité (3) a

.2
pour somme > pour m=2 etcomme lim(—;)" =0 pour n assez grand ,
m
m?

1-

nous en déduisons que h ( P ) est borné et carel,gxiome ( 3), 'ensemble
{P.,P,.....R }des points Pest fini.

Donc tout point P du groupe abélien E ( Q) estcombinaison Z — linéaire
P=nRi+mR+...+nR+nuPi+ NP+ ..+ Po;nUZ
par conséquent le groupe abélien E ( Q) estmkefini.
O
La structure algébrique de ce groupe abélienrésigge par la :
Proposition 5 :
Le groupe abélien E ( K) de Mordell-Weil est isomghe a un produit de
groupes abéliens :
E(K)LT(E)xZ" ouT(E)=legroupe de torsion qui est firet
Z" = rcopies du groupe additif infini Z.
Cette décompositiodu groupe E ( K) permet de définir un invariang @ourbes
Elliptiques :
Définition 6 : ( rang d’'une courbe elliptique )
L'entierr=r (E) = 0 de la formule de la proposition ( 7 ) est legate la Courbe
Elliptique E , il est égal au nombre de points dmément indépendants qui

engendrent la partie infinie du groupe de Mordekily
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6. Isomorphismes de Courbes Elliptiques :

Plusieurs spécialistes des Courbes Elliptiquesnpanx Sylvermar19], Mazur
[14], CasseL'{Z], Shimura[18] , Lang[lB] , Shafarevisl{l?] , Tate[ZO] ont
publié des articles sur les morphismes de groupélseas E (K) de Mordell-Weil
des Courbes Elliptiques.

Ces morphismes peuvent étre des isomorphismegndesnorphismes ou des
automorphismes .Les morphismes spécifiques auxb@sElliptiqgues sont des

isogénies et des twists
Proposition 6 :

Soit une courbe elliptique E d’équation de Weiestrass :

E:y2+alxy +33=f+an2+a4x+a6DK[x,y] (1)
de groupe de Mordell-Weil E(K) Alors I'application x : E(K) - E (K)
devaleur: u (x,y) = (dX+r , PY+sUX +1t) (2)

avecu#z 0 et r,s tlUK,

est un isomorphisme du groupe E (K ) dans le grpe E (K)

Preuve :

La transforméade la courbe elliptique Bpar ¢ est la courbe E’équation de
Weierstrass

E: Y2+a XY +a = X+a X?+a X+a U K[X,Y] (3)

1) Les relations de morphisme de groupes(Pi+P) = u (P) + u (P,) et
U (Og) = Q= sont vérifiees avec le calcul .

2) Le systtme (x =X +r , y = dY+s X + t )admet une solution

unique :

(X = x—zr Y = L—gsrﬂ ) pour uz 0, donc le morphismg est
u u

bijectif

O
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L’isomorphisme entre deux Courbes Elliptiques iioype des relations entre leurs
invariants :

2. Relations entre coefficients et invariants de de& Courbes Elliptiques
isomorphes E et E:

Corollaire : Avec les mémesypotheses de la proposition précédente alors :
1) les coefficientsia h, G, a , h , g satisfont les relations :

ua=a+2s ; e =a@-sa+3r-3 ; Ua = a+ra+2t

uva'= aa—sa +2ra—(t+rs)a+3rF - 2st ; (isom 1)
Wa=ag+ra+rfa+r-ta-t-rta

Why = + 12r ; by =y +rlp + 6F ;

Whs = b? + 2rh + Ph, + 4F; (isom 2)
Whs = by + 3rly + 3Fby + Py + 3¢

u'e = o 5 de =6 (isom 3)

2) Les invariants de E et Batisfont les relations :
U?A(E) = A(E) , j(E)=j(E),«(E) = ua(E) (isom4)

Preuve :

Enremplacant ,dans I'équation de Weierstrask devariable x par X + r et la
variable y partiY + s # X + t , nous obtenons les relations (isompis par
transformation d’équations et le calcul des inv@sanous obtenons les relations
(isom 2) ,(isom 3),(isom 4) .

O

Dans les relations (isom 4) , nous constatondepimvariants modulaires de E et
de E sont égaux .ce qui permet de classifier les Cauitiptiques isomorphes .
Proposition 7 :

Deux Courbes Elliptiques E et Edéfinies sur un méme corps commutatif K
sont isomorphes si et seulement si leurs invariantaodulaires sont égaux
J(E) = i(E).
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Preuve de« E et Eisomorphes « implique « j(E) = j(E «

Soient deux Courbes Elliptiques E / K et € isomorphes ; alors le corollaire

précédent implique I'égalité j(E) = j (E.

Preuvede «j(E) = j(E) « implique «E et Esomorphes «

Soient deux Courbes Elliptiques E etalgant des invariants modulaires égaux
J(E) = j(E (1)

d’équations de Weierstrass :

E:yY=xX +Ax +B et E Y =X +AXx +B

avec les conditions :

AN+27TB 20 et AN+27B2 20 (2)
La formule de l'invariant modulaire et I'hypotleél ) impliquent I'égalité :
BB’ZZA‘SBZ; (3)
Nous cherchons un isomorphisme entre E ekeHa forme :
(X,y) (Fx,y) (4)

Ouu#0 ,u appartenant & une cldture algébrigtlfedt corps K.

Les formules d’'isomorphismes impliquent les relagi@ntre les coefficients :

WA =A; B =B; H*A(E) =A(E) (5)
La formule( 3) implique 3 cas possibles pour ldewes de A et B :
A=0etB£0 , A0 etB=0 ou ABO (6)

Lecas A = B = 0 ne vérifie pas la conditipg ) .

1)Lorsque A=0 etB 0 lesformules (5) impliquent la valeur de u :

ol

U®B = B soit u=(B/B 7)

Dans la cldture algébrique®®, la formule (6 ) implique 6 racines sixiémes de
B/B.

Chaque racine # 1 impliqgue un isomorphisme, dont la formule estrie par

la relation (4) .

2)Lorsque B=0 et At 0, lesformules (5) impliquent la valeur de u
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WA = A soitu:(A/A)%‘ : (8)

Dans la cldture algébrique®K , il y a 4 racines quatriémes de ( A )A
Chaque racine # 1 impligue un isomorphisme, dont la formuledstinée par
la relation (4) .

3) Lorsque A B~ 0, lesformules (5) impliquent les valeursude

_(BY_(A}
“‘(E) ‘(ﬂ ’ (9)

Il en résulte la relation entre les coefficients BAA, B
AB?=A3%B? , (relation (3) vérifiée ) .
Chaque valeur de u implique un isomorphisme tofdrmule est donnée par la
relation (4)
Exemple de Courbes Elliptiques isomorphes :
Soit une courbe Elliptiques B'équation de Weierstrass :

E:y+4xy+6y = %+3xX—12x— 150 Q[x, Y]

L'application : f: E(Q) -~ E (Q) de valeur

f(x,y)=(4X-1,8Y-8X+3)ave=2;r—-1; s=-2ett=3
est un isomorphisme de courbes elliptiques .

Cet isomorphisme transforme la courbe elliptiquenHa courbe Ed’équation :
, 11 1

E:y+y = x°’+x2-l—6x 3 0 Q[x, Y]

Avec le calcul jobtiens les invariants de :

1) Lacourbe E:

b,=28;h=0;k=-24;=-168 A(E) = 64&3x5x121

. 28 14°
£=28 i (E)= =
64x 3x 5x 121 15x121
: , : -11 : o121
2) La courbe E: =4 ;h =—7 k=0 ,b=—"7o
) > " 8 & 0 256
A(E) =2°x3x5x121  § =33  j(E)=—2
15x121
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Larelationj(E) = j(E") etla propositi® impliquent que les courbesE etE*
sont isomorphes.

Cette propriété de I'invariant modulaire définiheurelation d’équivalence qui
guotiente I'ensemble des Courbes Elliptiques assds d’équivalence de Courbes

Elliptiques :
CI(E) = {E,Ep-Eyp} 00 j(B)=j(Ea1)=... =] (B n)
Cl(E) ={E, E,...E,} o0 j(B)=j(B1)=..=](E a)etc.

Toutes ces classes sont disjointes lorsque lesiamia modulaires sont différents..
Proposition 8 :
Tout nombreu du corps K est I'invariant modulaire d’'une courbeelliptique E.

Preuve :

Soit une courbe elliptique E d’équation de Werais :

E:y? = x>+ Ax+BUK][x y| avec4 R+27B* 2 0 (1)
les formules impliquent les invariants : :

A(E)=-16 (4 R+27B%) (2)
et j(E) = 4x1728 A /(4 A2+ 27 B?) (3)
Nous avons 3 cas a examiner :

1) u=0:

L’hypothese j(E) =0 etles relations (2)(8) impliquent A=0etB# 0dou
I'équation (1) devient E :3= x®+ B ,avec Bz 0 (4)
2) ©u=1728:

L’hypothése j(E) = 1728 et les relations (B)8) impliquentB =0 et 40
d’oul I'équation (1) devient : E :y= x>+ Ax avec A0 (5)

3) u# 0,1728:

L’hypothése j(E ¥ 0, 1728 et les relations (2) et (3) impliguen

4x1728 B = (4R +278B%) i . (6)

La relation (6) donne I'équation :
4A%(1728-u ) =27 u B? (7)
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Posons : A=3u /(1728 - u) (8)

alors la relation (7) devient :

B2 = 4u?/(1728-u)? (9)

La relation (9) implique la valeur :

B=+ 24/ (1728-u) (10)
Les relations (1) ,(8) et (9) impliquent I'équatigénérale des Courbes Elliptiques

d’invariant modulaire j (E) =« ouu#0,1728:

E:y = x3+ S 4 2K
1728- 1 1728 u
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Chapitre IV: Application aux Courbes Elliptiques a invariant modulaire nul

Les Courbe&lliptiques a invariant modulaire nul forment uaeille particuliere
de Courbes dans I'ensemble des Courbes Elliptiques
1. Equations de Courbes Elliptiques a invariant mdulaire nul :
Soit une cubique de Weierstrass E d’équation :
E:f+axy+ay = X+axX+ax+a UK[xVY]

K étant un corps global , local ou fini..
L’hypothese j( E) = 0 implique les 2 relationssd0 etA (E)# 0
Soit a= b’ - 24 =0 .
J'examine 5 familles de Courbes Elliptiques etdarbe de Fermat .
1) Famille de Courbes Elliptiques d’équation :

E:y?=x +ax®+ax
Avec le calcul , jobtiens les invariants :
cs=16(a” - 3a) et A(E) =16&( &°—4a) ; J(E)=a’/A(E).
Avec les valeurs:,a= 3 et g = 3, j'obtiens une Courbe Elliptique d’équation
Ei:y? = x3+3x? +3x ; =0 ;A(E)=-432 et j(B)=0.
2) Famille de Courbes Elliptiques d’équation :

EAX+a&
c2=0 ;A(E)=-16 x 27¢ , avec g 0 j(E) = 0.
3) Famille de Courbes Elliptiques d’équation :
E: §+ ay = X+ax+a

Avecles calculs jobtiens .=-48a ; A(E)=-643%- 27 (a? +4a)*
Avec lesvaleurs :,&=0 et g +4a # O , jobtiens la famille de Courbes
Elliptiques d'équation: E:¥+ay =x*+a& ;o =0 ;
NE)=-27(& +4a )* et j(E)=0.
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4) Famille de Courbes Elliptiques d’équation :
E: %+ axy+ay = x°UK[x}Y]
Avec les calculs jobtiens:sc= a* - 24aa; A(E)=a°(a’ - 27a)
Avec lesvaleurs ;a= 0 et a# 0 , jobtiens la famille de Courbes Elliptiques
d’équation :
E: ¢+ay=x> ;=0 :AE)=-27a" et j(E)=0.
5) Famille de Courbes Elliptiques d’équation :
E : y°+ ay =x3+ ax
Avec les calculs jobtiens :.uc= - 48a; A(E)=- (27a*+64a°)
Avec les valeurs :;;a= 0 et a # 0 ,jobtiens la famille de Courbes Elliptiques
d’équation :
E:y+ay=x> ;=0 ;A(E)=-273"et j(E)=0.

2. LaCourbe de Fermat: & + Vv* = w?®
La conjecture de Fermat de 1664 selon laqueltpiéi&on diophantienne :
x" + y" = z" n’admet pour & 3 que les solutions triviales (0,0,0),
(0,1,1)et (1,0,1), aété démontre&®94 par Wiles au moyen de la
théorie des Courbes Elliptiques et de la reprétientdes groupes finis .
La courbe plane : U1 + v = w? est devenue la courbe de Fermat. C’est une
Courbe Elliptique a invariant modulaire nul .Ellét& étudiée par plusieurs auteurs ,
parmi eux :

1) John T. Tate [20]
Soit la cubique de Fermat 2u+ v = w® .
Il utilise le changement de variable rationnel :
x=3w/(u+tv)ety=(9(u+v)Hl2
il obtient la cubique de Weierstrass :
E:y’-y=x-7.

Cette cubique a un discriminaft( E;) = - 3° et un invariant modulaire

i(B) =0
L’inégalité A (E;) <0 implique que cette Courbe coupe I'axe @&elen un seul

point.
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Pour tracer cette courbe nous calculons les cooksde quelques points :

1 ¥7 2 3

Pas de y reel 0 etl 1++/5 -4 et 5
2

Il en résulte que cette Courbe coupe I'axe Ox @ntp(37 , 0 ).

20T

-10T

-20—

2) Robin Hartshorne [6]
La courbe de Fermat est non singuliére sur torgscK de carac (K# 3 .
Avec le changement de variable x = z -z /32quation de Fermat
x>+ y3=2 devient £ : Z2-z/3=Vy-1/27 (1)
Le changement de variable z = Y et y =ransforme (1) en:

E :Y>-Y/3 =X-1/27 (2)
Avec le calcul nous obtenons les invariants d¢ ( 2

A(E)=-1/27 etj(B =0
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3) Knapp [10]

L’auteur pose dans I'équation de Fermat. = 3

\

‘<|><

Il obtient la cubique de Weierstrass :

Es: y> -9y = X - 27 .

Le calcul des invariants impliques (E;) = - 27° et j(B) =0
Les égalités des 3 invariants modulaires j{E j(B) = j(B) =0
impliquent que les 3 courbes Elliptiques obtemagdes trois auteurs sont

isomorphes .

Conclusion et Perspectives :

Il me reste beaucoup a faire dans la poursuiteaeecherche pour connaitre la
théorie des Courbes Elliptiques et ses applicatjangptographie , codage...) , les
isogénies , les twists , les groupes de Chatelét-Vies groupes de Selmer , les

groupes de Shafarevich-Tate , la série L ( EdesDirichlet etc...
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