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RESUME

Ce travail porte sur une proposition d’extensiomiationnelle de la théorie du champ moyen
appliguée a un gaz dilué de bosons ultra-froigsnetelf-interaction.

Nous exposons les diverses approximations utilisgles que celle de Popov, de Bogoliubov ou de

Hatree-Fock-Bogoliubov. Ces méthodes négligent eerautres le couplage entre les atomes
condenseés et les atomes non condenseés, ce qur affgitnon seulement de perdre une grande part
de la physigue mais en plus la consistance matlgumeate I'approche. En effet, un certain nombre

d’auteurs soulignent des inconsistances de I'appration HFB qui consiste a négliger pour un gaz

dilué I'effet du triplet (corrélation a trois bosg)n Or, celui-ci est pour une grande partie resploles

des interactions entre le condensat et le nuagmitpee.

A I'opposé, le principe variationnel de Balian-Véodi, a montré son efficacité théorique a plusieurs
égards (consistance, invariances,....) tout en p¢antad’étendre les approximations précédentes.

Notre travail consiste a étendre variationnellenf@pproximation HFB en injectant les corrélations
de haut®ordres danBétat du systeme sans s’affrancbimpletemendle I'approximation gaussienne.
En choisissant des espaces d'essai relativememnilesmmais physiquement acceptables, nous
obtenons un systeme d’équations dynamiques, teampte aussi bien des corrélations a un corps

gu’'a deux corps d’'une facon consistance.

L’application a des hamiltoniens quadratiques redotes équations exactes tandis que pour des
hamiltoniens cubigues ou quartiques, on obtient version quantique tronquée de la hiérarchie
BBGKY. La comparaison avec les équations d’Ehrdnfearnit des expressions formellement

exacts au moins a I'ordre du cumulant d’ordre 3.
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Introduction

Introduction Générale

Au début du XX™ siécle, la théorie de la mécanique quantique fserggellement élaborée
pour décrire des phénomenes microscopiques comaestaiption de 'atome et des liaisons
chimiques. Toutefois, la mécanique quantique peat reanifester a une échelle
macroscopique. La supraconductivité et la supelififiien sont de flagrants exemples.
En 1924, le jeune physicien indien Satiendranatth&a&ose retrouva I'expression de la loi
de Planck expliquant le rayonnement du corps moipérience fondatrice de la mécanique
guantique. Pour cela, il établit une descriptioatistique de la lumiére par des particules
indiscernables sans masse: les photons. Ayant iffezultes a faire valoir son résultat, il
envoya son travail a Albert Einstein. Ce dernienpdt rapidement la portée de I'article de S.
N. Bose et le recommanda pour publication. A. Eimsapprofondit I'idée de statistique de
Bose aux atomes de spin entier et prédit, qu'asales d'une température dite critique, une
fraction macroscopique d’atomes s’accumulerait déétst fondamental du systeme : le

condensat de BosEinstein.

L'idée fut fraichement accueillie par les contengins des deux physiciens mais la
condensation de BosEinstein et les interrogations qu’elles suscitéréapparaitront lors de
différentes manifestations macroscopique de la méua quantique telle que la superfluidité
de I'hélium liguide découverte en 1937 par Allenisiver et Kapista. La superfluidité peut
étre interprétée comme une manifestation de la eswsation de BoseEinstein mais la
description théorique resta complexe car il famirteompte des interactions fortes dans
I'hélium liquide. Il aura fallu plus de soixantix années pour vérifier expérimentalement la
prédiction d’Einstein. La condensation de Bdsastein fut observée pour la premiere fois en
1995 dans des gaz dilués d’atomes alcalins (Rubigiuis Sodium). Cette découverte fut
récompensée par le prix Nobel de physique en 28fxlhué a C. Wieman, E.Cornell [1] et
W. Ketterle [2].

Le nombre de particules et la nature de leurgant®ns font que seule la théorie
guantiqgue permet de comprendre et de prédire lepodement observable des systéemes
physiques [3]. Néanmoins, le traitement exact desgstemes est quasiment impossible. Des
meéthodes d’approximations de plus en plus élabaéesté développées, dans des domaines
aussi variés que la mécanique [4, 5, 6, 7, 8] ophigsique moléculaire [9, 10]. Apres les

travaux de Feynman [11] et Schwinger [12], le chatigpplication de ces méthodes s’est
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élargi a la théorie quantique des champs [13, 3416, 17, 18, 19, 20]. Parmi ces méthodes,
nous pouvons citer les approximations dites de plsamoyen (ou a particules indépendantes)
et leurs extensions telles que I'approximation dpd®[21], Bogoliubov[22], et de Hartree
Fock-Bogoliubov[23, 24].

Ces méthodes négligent entre autres le couplage s atomes condensés et les
atomes non condensés et entre les atomes du noageidque eux mémes. Or, diverses
expeériences et calculs théoriques [26] montrentesteent que ces couplages jouent un role
prépondérant dans la description dynamique deystarses.

Afin de pallier a ces imperfections, on doit agquix introduire ces couplages tout en
maintenant la faisabilité des calculs. Une faconfalee est de procéder a une approche
variationnelle. Le principe variationnel de Balid@&néroni (BV) [26, 27] en est un exemple
qui a montré son efficacité théorique a plusiegads. Le but de ce principe est d’optimiser
la valeur moyenne d’'une observable mesurée a plrta connaissance, méme imparfaite, de
'état initial du systeme. Utilisant le formalisnge la matrice densité, il s'attache plus
particulierement a I'étude de problemes de mécangfatistique en introduisant la notion
d’état le moins biaisédast biased state), qui consiste en une description simple contenant
minimum d’informations compatibles avec les donngesle systeme. Une telle approche

n'est évidemment pas étrangere au principe d’ergnoaximale.

L’outil variationnel de base est une observabieju le réle d’'opérateur densité. Elle

est généralement choisie sous forme gaussiennexfmnentielle de forme quadratique) afin

que le théoréme de Wick soit exploitable [28]. Bdois, cet ansatze, décrivant
essentiellement des particules non corrélées, éaduin formalisme de champ moyen. Les
équations TDHF (pour les fermions) [29] et TDHFBupdes bosons [27], sont un exemple
frappant, et ont été dérivées par ailleurs. Biea décrivant correctement une multitude de
propriétés d’équilibre, elles sont en général iatdgs de prédire le comportement dynamique
des systémes a dtorps, car négligeant un aspect important de cstemgs que sont les

corrélations.

Afin de remédier a ces difficultés, on peut soib@tér un opérateur densité non
gaussien, auquel cas, il faudra trouver un moyeur ponduire tous les calculs, ou, tenter
d’étendre cette forme gaussienne en maintenamtidalilité des calculs. L’idée est donc de

s’inspirer du principe d’entropie maximale qui sig que le meilleur opérateur densité, a
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'équilibre, est de la formeexp(-AH)ou H est 'Hamiltonien du systeme @=1/KkT est

linverse de la températur& €tant la constante de Boltzmann).Fsn’est pas un opérateur
guadratique (oscillateur harmonique), cette fornestnpas tellement utile. Toutefois, on
pourra imaginer un développement en cumulant deddie non quadratique, ce qui

engendrera une hiérarchie que I'on espérera éalegure a la hiérarchie BBGKY. L’'avantage

de I'approche variationnelle est que, une fomgatze choisi, on peut s’affranchir de toute

hypothése perturbative et ainsi ne pas imposetra développement, méme s'il est tronqué,

d’étre “petit”. C’est ainsi que I'on arrive a uansatze postgaussien [28] ou le cumulant a

trois bosons est présent sans pour autant algefaishbilité des calculs.

L’objet de notre travail est de tester cette apipeosur un gaz de bosons piégé et ultra-
froid. Ces gaz subissent une transition de phd&tad condensé a tres basse température, ou
'ordre a longue portée est dominant bien que fsractions (généralement considérées
comme des collisions binaires) soient de portédenulotre travail sera néanmoins
relativement formel, car I'on s'intéressera avamitta analyser la consistance de notre

approche.

Le présent travail est subdivisé en quatre chapibans le premier chapitre, nous
relaterons les différentes techniques utilisées pélaboration et I'étude d’'un condensat de
Bose-Einstein (BEC). On discutera en particulies différents pieges et les méthodes de
refroidissement. Ensuite, nous aborderons certaaipgsoches théoriques pour I'étude du
BEC a savoir, les approximations de Bogoliubov,d®ogt de Hartred-ock-Bogoliubov. Le
chapitre deux présente notre outil de base, a séqgdrincipe variationnel de Balian et
Vénéroni. Nous présenterons une application daoadel’un opérateur densité gaussien, puis
post- gaussien. Nous noterons en particulier I'apparitt@s corrélations a trois bosons
(triplet) dans les équations dynamiques ce quiitnche généralisation évidente des équations
TDHFB.

Dans le chapitre trois, nous appliquons ce formais un gaz dilué de bosons a tres
basse température. Cela nous permet de mener atdumitles calculs et d’obtenir les
équations dynamiques pour les diverses grandeysiquies a savoir, le parametre d’ordre du
systeme, la matrice densité a un corps ainsi qudplet. Ces équations sont évidemment
couplées et hautement non linéaires. Elles montikaiiement I'effet du triplet. Toutefois,

afin de nous assurer de leur pertinence, nousigtahs au chapitre quatre les équations
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exactes pour ces diverses grandeurs, en utilisahEbréeme d’Ehrenfest qui, rappeldasne
permet pas de fermer le systeme d’équations. Nassutdns en particulier comment

'approximation variationnelle s’arrange pour sienllnon seulement le cumulant a trois
bosons mais aussi les cumulants de hauts ordres.

Nous terminons ce travail par une conclusion géaéiasi que des perspectives quant
a des calculs que nous envisageons de faire dafiusunproche.



Chapitre | les diverses appmmadions théoriques

Chapitre |

I-1gu'est ce qu'un condensat de BosEinstein ?

L'apparition d'un condensat de BaSmstein est liée a la notion d'indiscernabiliténd’
gaz de particules soumis a une trés basse tempEradistoriquement (et924), cette
découvert, d'un point du vue théorique, revient .2Eidstein qui approfondit la notion
d'indiscernabilité des particules que S. Bose a@iiqué aux photon pour décrire la loi de
Planck décrivant le spectre du corps noir. AinsiEfistein montra que si l'on abaisse
suffisamment la température d'un gaz de partiquiegu'a atteindre un seuil pour lequel la

distance d entre particules est égale a la longdende de DeBroglie A =h/mv (ou m la

masse de la particule et v sa vitesse ) assodbadque particule, alors une transition de phase
correspondant au fait qu'un certain nombre de quaes se regroupe dans le méme état, se
produit et forme un condensat de Bdsmstein .Ainsi les particules doivent dés cetansta
l'instar des photons, ne plus suivre la statistideeMaxwell Boltzmann mais celle que I'on
appela la statistique de Bo&génstein. Cependant, seul les dénommées bosonslgsoguelle

le moment cinétique intrinseque (spin) total deaaticule est multiple pair db/47npeuvent
former un tel état. Ceci est réalisé des lors qusoinme du nombre de protons, neutrons de
I'atome est paire.

Face a la difficulté technique (atteindmetédmpérature pour laquelle=d) et bien que
des suspicions d'existence se dégagerent avectand¥te de la superfluidité de I'hélium
liquide en 1938 (Ceci differe d'un condensat deeBBsistein idéal car des fortes interactions
entre particules existent dans un liquide), cettédiption d'A.Einstein n'a pas pu étre
démontrée avant 1995, date a laquelle les preromrdensats de BosEinstein sont formés
par E.ACornell et C.EWieman d'une part et VKetterle d'autre part, a partir d'un gaz
d'atomes de rubidium refroidi comme le montre tuife 2. Le prix Nobel leur fut attribué
pour cette découverte en 2001. Ceci ne fut possshles l'application aux atomes de
techniques successives : Le refroidissement au mdgdasers suivi de refroidissement par

évaporation.
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figure 2 :condensat Boseinstein.jpgfutura-sciences.com

Graphique 3D montrant 3 états succe : les atomes sont de plus en pcondenses (De la

gauche vers la droite)

|.2 Aspectsexpérimentauy :

Dans un article publié en 19250], A. Einsteindémontra une propriété ex ordinaire
d’'un systéme de particules rérielles : $sa densité spatiale est plus grande qu’'une ce

valeur critique donnée pe

0.166 3
=222k, T)?
h3 ( b ) (I_l)

Ou K, et 7 sont les constantes de Boltzmann et Plancim la masse des particules. |

1
formulation équivalente revient a comparer litance moyenne entre particu d =n 3, ala

longueur d’onde thermique de -Broglie

2
A= é’Z’T (1.2)
b

Quandd est grande devall, le comportement du gaz est voisin de celui préditigpainéorie

classique des gaz. En revan quand le rappoti / d croit et devient dd’ordre de l'unité, le
phénomeéne de condensatiol produit. Ainsi, quand =2d, Einstein prédit que les deux tie
des particules du gaz devrai occuper I'état fondamental.

11
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I-3 Technigues de refroidissement pour réaliser un corehsat de BoseEinstein :

De maniere simpliste, les techniquesalmidissement laser et de piégeage d’atomes
neutres ont été largement étudiées aux cours deseds annéedes avanceées dans ce
domaine ont été récompensées par le prix Nobehgsigue en 2001 [1,2], consiste a piéger
les atomes refroidis par un piege de profondeunderpuis de laisser s'échapper ceux ayant
le plus d'énergie en diminuant la profondeur dggidBien que plusieurs méthodes (optique
au moyen de lasers désaccordés, magnétique au rdayerchamp magnétique alternatif.)

Existent pour réaliser le piege, la plus efficasiede nature magnétique.

I-3-1.Piégeage magnétique :

Le principe du piégeage magnétique remasel'utilisation d'un champ magnétique
tournant et exploite le moment magnétique inhéaecttaque atome qui pousse ce dernier a se
conduire comme un aimant. En présence d'un chamgnétigue, I'atome de moment
magnétiqueu, a une énergie potentielle =-uBcosd ou & est l'angle entre le moment
magnétique et B le champ magnétique. En orieneamtdment magnétique parallélement
mais de sens opposé au champ magnétique, I'érpergietielle de I'atome esiB et donc il

peut étre piégé au minimum du champ magnétique.

I-3-2.Refroidissement par évaporation :

Une fois ce pieége réalisé le processusrefeoidissement par évaporation peut
commencerPour diminuer la profondeur du piége, la technigu@lus employée est celle
proposeée par I'équipe de DHtitchard et mise en application par celle de Bri®EO0]. Elle
consiste a utiliser une onde radiofréquence coorespa cette basculement du moment
magnétique des ces atomes de l'état parallele areens&éns a celui de paralléle de sens
opposé. Cette modification d'orientation engentieplision de ces atomes en dehors du
piege. En réalisant un balayage en fréquence de l'ondéofréquence, on abaisse
progressivement la température du gaz d'atomegpisant les atomes les plus énergétiques
jusqu'a obtenir le seuil de dégénérescence quantijusi les atomes restant dans le piege
sont donc de plus en plus froids.

12
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I-4. PERSPECTIVES

Une trentaine de groupes dans le monde disposentrdéis de condensats de Bose
Einstein (dont deux en France, a 'ENS et a I'bostd’optique a Orsay) et les recherches sur
ces systemes se sont fortement diversifiées ais crg dernieres années. Une voie d’étude
porte sur I'étude du condensat. Un sujet fort débat la fois sur le plan théorique et
expérimental porte sur I'existence au sein de @sdp courants permanents, qui sont une
conséquence directe de leur superfluidité. Trésm@aent, des tourbillons quantiques dans un
condensat de rubidium ont été mis évidence au d&bioe KastlerBrossel de 'lENS (Le gaz
est mis en rotation avec un faisceau laser, que jau role analogue a celui de la cuillere
gu’'on utilise pour mélanger le sucre dans une tasseafé. Au dessus d'une fréquence
critique de rotation, un ou plusieurs tourbillorgparaissent, puis persistent méme si I'on
débranche la cuillére laser. Des études sont detoeht en cours pour étudier la nucléation
de ces tourbillons, et mesurer le champ de vitessmique correspondant .Ces systemes
permettent également de réaliser « un réve de ith&os» des années 60, qui consiste a
superposer des condensats de natures difféeremtessc€la on tire parti du fait que le niveau
d’énergie électronique fondamental d’'un atome dedium ou de sodium est clivé en deux
sous niveaux par l'interaction hyperfine entre les éleas et le noyau. Les chercheurs de
Boulder ont ainsi préparé un mélange quantiquectkglensats en disposant dans le méme
piege deux assemblées d’atomes de rubidium, camespmt chacune a un des deux sous
niveaux hyperfins. On peut ensuite coupler de ntarééhérente ces assemblées grace a une
onde électromagnétique, ce qui présente une apalpgifonde avec l'effet Josephson,
couplage cohérent de deux supc@nducteurs a travers une jonction isolante. Padesi
multiples champs d’application possibles pour a@ndensats, un des plus prometteurs est
certainement la génération de jets atomiques cotg® monomodes, par exemple pour
mener des expériences de nandhographie atomique. Partant d'un condensat piégé
magnétiquement, on utilise I'onde radio du refresgiment évaporatif (avec une intensité tres
atténuée) pour extraire un filet continu d’atomesédntre du condensat .On guide ensuite ces
atomes pour qu’ils se déposent sur une surfaceaiéene a reproduire un motif donné. La
parfaite collimation du jet d’atomes atteint la limite de résolution fixée par I'inélité de
Heisenbergen fait un outil trés précis pour ces expériences.

On parle de kaser a atomes pour désigner ce type de jets atomiques, issu ciumensat.
lIs ont en effet des propriétés de cohérence teassvou longitudinale trés voisines des
faisceaux lasers lumineux. Malheureusement, ledlatomes produits par une expérience de

condensation est encore trés faible : avec 1 miliatomes par condensat, et un taux de

13



Chapitre | les diverses appmmadions théoriques

répétition de quelques coups par minutes, il f@uAs pour déposer une couche atomique sur
une surface d’un cth Une des voies de recherche actuelles consiste doaméliorer de
maniére trés significative ce flux. Un autre thémhe recherche vise a généraliser le
phénomene de condensation a d’autres systemes, eatest molécules poly atomiques.
Méme si le refroidissement de tels objets rest®renacrobatique, les perspectives ouvertes
par ces recherches sont fascinantes par le pooh guourrait ainsi jeter entre la physique des
«gros» objets que sont les édifices moléculaires, eble@rence quantique macroscopique qui

caractérise les condensats de BEsastein.

I-5 Aspects théorigues :

I-5-1 Introduction :

L'étude théorique des gaz piégés a uneukigstoire, commencant par I'étude de La
fonction d’'onde macroscopique pour de tels systérhes dernieres années ont vu une
augmentation dramatique du nombre d'articles cadsa@ la théorie des gaz piégés,
soulevant de nombreuses questions non encore e8soljui attirent lintérét de la
communauté scientifique.

Comment décrire théoriguement le condensat? Remasqgue pour un gaz avant la
condensation, qui est tres dilué et donc procha dar parfait, la description théorique d’'un
condensat de BosEinstein nécessite une prise en compte correcténtiractions entre les
atomes. Ces interactions jouent un rble esseriet géterminer les propriétés statiques du
condensat (taille, énergie), ainsi que les progsiétlynamiques (modes de vibration,
superfluidité). Leur prise en compte semble a prior probleme ardu, car le potentiel
d’interaction entre atomes est compliqué : attfactongue distance, il devient répulsif quand
les deux atomes sont suffisamment proches. L’actation du condensat au fond du puits de
potentiel magnétique conduit & une densité spatiald’ordre de 1t atomes/cm pour
laquelle le modéle du gaz parfait n’est plus vaaBlrt heureusement, ces interactions entre
atomes condensés sont trés bien décrites par @éoeighsimple de champ moyen. C’est
pourquoi I'on peut supposer que tous les atomesdars le méme état quantique, décrit par
une fonction d’onde unique. Cette fonction d’'ondecdndensat est solution de I'équation de
Schrdédinger qui fait intervenir I'énergie cinétiqdes atomes, le potentiel magnétique de
confinement, et un terme non linéaire décrivantfdtedes selfs interactions. Cellesci
peuvent étre répulsives ou attractives, selon &ées@tomique considérée, et ce point joue un
réle essentiel pour le comportement du condensditré d’exemple, pour I'hydrogene, le

sodium ou le rubidium, cette interaction est répelsOn peut alors mettre un nombre
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arbitrairement élevé d’atomes dans le condensataila d’équilibre augmentant avec sa
population. Au contraire, pour le lithiuf les interactions sont attractives ce qui lintiten
donc le nombre d’atomes condensés.- dela d’'une certaine valeur, de I'ordre du millier
d’atomes, le condensat s’effondre sur-lnéme. Des molécules et des agrégats sont formés

lors de cet effondrement, et s’échappent du pieggngtique.

I-6 Diverses approximations pour I'étude du condensat :

I-6-1 Approximation de Bogoliubov [23] :

Si l'interaction entre les atomes est failoke qui est le cas d’'un gaz de bosons idéal, la
majorité des atomes se condensent a températueedamis I'état fondamental.
Pour les densités spatiales relativement élevéesahdensats de Beganstein, on ne peut
pas ignorer les interactions entre atomes. Cesagttens jouent un rdle essentiel pour
déterminer les propriétés statigues du condenadle(ténergie) ainsi que les propriétés
dynamiques. Leur prise en compte semble a prioriptobléeme ardu, car le potentiel

d'interaction entre deux atom¥&y(r; - r,) est compliqué : attractif & longue distance

(|r‘1—r‘2| >O.5nm), il devient répulsif quand les deux atomes sofffissumment proches car

leurs nuages électroniques se recouvrent. Foreheament, a trés basse température, il n’est
pas nécessaire de prendre en compte la forme @réesce potentiel pour décrire les
propriétés du gaz atomique. La relation d’'inceditule Heisenberg nous dit qu’'un atome est
d’autant plus délocalisé que sa vitesse est biemum L'ordre de cette délocalisation
quantique est donné par la longueur d’onde theremMguguand celleci devient supérieure a
la portée du potentiel, on peut ignorer les détlg (r; — r,) et le caractériser par une seule
quantité, appelée longueur de diffusmnEn particulier, deux potentiels ayant méme
longueur de diffusion ont des effets physiques\éjants.

Pour des interactions répulsives on peut ainsiptacer le potentiel d’'interaction par un

potentielV (r; — r,) beaucoup plus simple.

4rh*
V(r)=gd*(r ; = 1.3
(r)=92°(r) 9=- (1:3)
L’Hamiltonien du systeme se décompose en :
— + g + ot
H _zglgaKaK +E z aKlaKzaK3aK45K1+K2vK:K4 (|4)
K KKK Ky

a, et a_ sont les opérateurs de création et d’annihilatiiume particule dans I'étak,
obéissant aux relations de commutation usuelles.syrabole de kronekes assure la

15



Chapitre | les diverses appmmadions théoriques

conservation de I'impulsioN, est la transformée de Fourier du potentiel ka:ttmnique/(r).

2,2
£ _h K est I'énergie de chaque particule. Les gaz de rsosmparfaits a basse
“ 2m

température ressemblent a un gaz idéal dans s&tbnnaire. A cause des mouvements du
condensat et des effets des interactions répulsigesatomes subissent une transition de
I'état fondamental & un autre état avec une impulsion nulle. L’état fondamental d’'un gaz
de bosons uniforme et idéal s’écrit dans le forsmaéi du nombre d’occupation

N
() 1)
®,(N))=[N,0,0 =-—"—— 1.5
[®6(N))=[N.0.0 =" (15)
La densité du condensat est définie par :
(5| agap| ) “No_p
\Y \Y

1.6}

La prescription de Bogoliubov [31,32] consiste anpéaceraf et a, paryN,. Cette

approximation est d'autant plus justifiee lorsqué, >>1.L'Hamiltonien d’interaction

devient alors [33] :

H Di{ NZ+2N, Y (ara, +a%a, )+ NS (ara, + aka_k)} (1.7)
Ay k#0 k#0
Les termes qui contiennent sont nuls a cause canlservation du moment.
| + 1 + +
N=Yaa =N, +=Y (aa +aa,) (1.8)
k 2 k#0
L’Hamiltonien du systeme s’écrit finalement sougdame :
1 nN2 1 + + o+
= gZ\/ +_2 [(‘EE + ng) (ak g ta,a, ) +ng (aka—k taa, )} (1.9)
K#0

Ou I'on a supposé qu’a la basse température, ldordiatomes non condensés

N-N, = Za;jak est beaucoup plus petit que celui des atomedecmés.

k#0
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Les termes retenus dans I’'Hamiltonien (1.7) soptisedans le tableau suivant :

terme signification
eata, I'énergie cinétique
atad agag les interactions dans I'état fondamental
ajafaay et afafapa, I'énergie d’une particule non excitée dans I'etatdamental
aragaray et ajayaga I'énergie d’échange d’une particule dans I'étatfamental
afataa_, et afat,agag I'énergie soit de deux particules initiales, soéud particules
finales dans I'état fondamental

La conservation de limpulsion exclut I'existende termes contenant des opérateurs
associés a trois particules dans I'état fondamehtilamiltonien du systeme a une forme
guadratique dans les opérateurs de création enitiitation. On peut alors le diagonaliser par
la transformation canonique suivante [31] :

a =ua, —v.a, (1.10)

a, =ua’, -Jda, (1.11)
Les coefficientsv, et u, sont des fonctions réelles et paires de k et sées la la probabilité
de trouver une quasparticule dans I'état k. lls peuvent étre choisesndaniere a rendre le

commutateur des opérateurs et égal a I'unité gfoamation de Bogoliubov). Ces nouveaux

opérateurs obéissent aux mémes relations de coriomutsuelles.

[ak,ak]:[a;,ak*] ; [ak,a;]:l (1.12)
W-92=1  Pourk#0

Et sont appelés opérateurs de guassons. Une substitution directe dans I’'Hamiltor(ie®)

donne

gnv > [ (&2 +ng) 82 ~2ngus, | (.13)

2 K#0

+% z [(ef + ng) (,ulf +z9k2) - 2ng,ukz9k}(a|:ak + ajka_k)

K#0

H =

+%Z[ng(/~1k2 +z9k2) —2(£k°+ ng)/,zk&k}(a;a_*k +aka_k)

K#0
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Le premier et le deuxieme terme sont diagonauxs reitroisieme ne l'est pas. On peut

I’éliminer par un choix convenable des deux fontsin, etv,
ng (s +82)=2(&+ng) 45, (1.14)

He =8¢ =1

On peut alors prendreu, =cosf, , &, =sing, , tany, _T
& +n,

Et choisir pour g le signe positif (interaction uégve) pour éviter la divergence dans

La solution de I'équation (1.12) donne

0
ﬂfzyf—lzé(%—lj (1.15)
k

L’énergie d’excitation du systéme devient alors :

2 2 2
E, :\/(e‘f + ng) -(ng)” = \/(eko) +2ngey (1.16)
A partir de (1.13) et (1.14), on obtient une expres simple de I'hamiltonien (1.13) en
fonction des nouveaux opérateurs
—gnz\/ Z(£k+ng E)+— ZE (ara, +a’a.) n17
k¢0 k¢0
Dans ce modéle, un seul état k ne peut étre oapug@ar une seule particule et donc
a,|®,)=0  pourk#0
L’énergie de I'état fondamental est alors
E, = O |H®, ——ngv Z(é‘k +ng-E )_— oV - Y E S (1.18)
K¢0 K#0

E; étant I'énergie d’excitation obtenue a partir ‘éguiation (11-10), c'est-a-dire

Fhk _ /4777‘1 an,
(1.19)

Lo, 4rh’an

(00]
k —
m

Dans la limite de grandes longueurs d'okde O, les excitations élémentaires sont

représentées par la loi de dispersion linéairgplesons avec une vitesse donnée par

1 0E, ng
k= |2 1.20
h ok m (-2
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Alors que pour les petites longueurs d’onde, onveda loi de dispersion des particules libres

: Armh*an
plus un autre terme dit Hartres + :
m

I-6-2 Approximation de Popov [21,22] :

Il s’agit dans cette approximation d’examiner lempmrtement thermodynamique d’un
systéme de bosons piégés par un champ magnétiqueijisant la théorie du champ moyen
basée sur I'approximation de Bogoliubov mais a terature finie.

Le point de départ est I'Hamiltonien grand canorign fonction des opérateurs champ

l1J(r)eth+(r):

7 ] | 7+ Dz 7 7+ 7+ 7 7

K=H =N = [ar g™ (1) - +Vee =)D () +% [drg (o) ()@ () (r) (1.21)
OuV,,, est le potentiel confinant et u le potentiel chin@gles bosons.

En décomposant le systeme en deux parties : uriee mamdensée décrite par la valeur

moyenne du champ®(r)=W¥(r) et une partie non condensée décrite par le champ
l?J(r) =@ (r)-o(r) Tel que <¢(r)> =0
Le terme d’interaction dans I'Hamiltonien (1.19)vient :

Wy = (ol + 2|0 o’ Wi 2|Cl>|2d3ki;+ 4|cb|“tiJ+ " (1.22)
7Y Wi 4o W P WYL Y @

20 Y PP W Wiy W Py

Dans I'approximation du champ moyen de HarFeek, on considéere que la particule se met

sous l'action d’'un champ produit par toutes lesesuparticules, on néglige donc l'effet des

corrélations entre les particules. Nous pouvonssaorire ce champ en fonction de la valeur

moyenne du produfi(r)¢* (r) ,Lestroisderniersermes des expressionsagssus, s'écrivent

alors :
@) 0@ (@)@ )= 200 W)
@ (O (@) D2(@" (@ OV (1) = 20" () (1.23)

@ (O (GG DAG (B OV (W)= 4G (W)
L’équation dynamique de l'opérateur de fluctuatieiécrit a partir de la relation de
commutation de Heisenberg :
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in ag* =k, ih%-f:[w,k”z] (1.24)

La densité de la fraction de bosons non-conderngge est donnée par la moyenne
(F*(r)P(r)) . Les termes proportionnels a la densiténormale» i(r) = (F(r)P(r))
[31,22] sont négligés. Cette approximation, ditePdgov, est satisfaite a haute température
oufi(r) » m(r). En effet, lorsque la température s’approche derdapérature critique de
condensation (c'est-dire la température a partir de laquelle la derdsi® atomes condensés
devient négligeable par rapport a la densité dames noncondensés), le terme qui exprime
la collision entre les deux phases devient néghtge

A basse température, on peut ignorer les densitgsnale et anormale car, selon
I'approximation de Bogoliubov, la fraction nazondensée est tres faible.

L’'Hamiltonien grand canonique de ce systeme, dapaédécomposition et les propriétés du

systéme atomique a basse température s’écrit :

A A

K=K, +K,+K,

Avec :

5 . n’0°

K, = faro (r)(— o~ +Vm—u+%nc(r)jd)(r) (1.25.a)

. N i :

Klzjdr w(r)(— o +Vext—,u+g(nc(r)+29n(r )jjd)(r) (1.25.b)

> T+ . g 201+ T+ g 200+ 1)+

K, = [dr (r)JqJ(r)+§jdr¢ W (r)Ww (r)+5jdrcb W (r)®* (r) (1.25.c)
hZDZ

Dans (1.25.a, b et c), nous avons introduit lesntjtés J = - o +V,, = +an(r)

Etn(r)=n,(r)+(r) avecn,(r)=|o
A partir de I'équation de mouvement de l'opératalmamp dans la représentation de

Heisenberg :

Al :[W(r,t),H]=(—h;a2 v, —/Jj@(r,t)+ G (r )P OE(ry)  (.26)

On trouve I'équation de mouvement du condensat :
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5 OArY) _h*0?
ot 2m

Ve () =+ 0ng + ZQﬁ(f.t)jqﬂ(r,t)
(1.27)

+ (D@ (1) + o(@ (DT (DB )

Si I'on considére une solution statique), selon Gross et Pitaevskii [34, 35, 36] de

I’équation du condensat précédente (11.18), etsapuppression des deux derniers termes, on
trouve [37, 38]

( h;E12+V ,U+g( ()+Zgr~1(r)jjd>(r):[\]—gqc]qa(r) (1.28)

Cela implique queRlet sz s’annulent automatiquement.

On peut aussi diagonaliseﬂi2 par la transformation de Bogoliubov suivante :
LTJ(r):;(,uj(r)aj+v§(r)crj*) (1.29.a)
@+(r):zj:(y’;(r)aj++19j(r)aj) (1.29.b)
Avec les propriétés :

Jar L4 (1) (1), (1) 5, (1) =4, (130
Les opérateurs des quaparticules ont une dépendance harmonique en tetrgs €nergie

d’excitation, et peuvent s’écrire sous la formevante [39] :
a (t) = aexp(_l;;tj ;oat(t)=a, exp( I;tj (1.31)

L’Hamiltonien (1.16) dans I'approximation du chamypyen de popov devient :

2

K popov jdrd) (—ZD—+VM(r)—,u+%nc(r)}b(r)+Z£j0/j+aj (1.32)

m

L’équation dynamique de l'opérateur de fluctuatistecrit a partir de la relation de

commutation de Heisenberg.

|ha‘/7+ 7 K,] ; in?? =[5 .K,]

Cette équation peut étre réécrite sous la forma dysteme d’équations (dit de Bogoliubov
couplées) :

Ip (r)+an. (r) 3 (r) =&,4 (r) (1.33a)

38, (r)+an (r) u (r) =-£,8,(r) (1.33.b)
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Etona:
1=l o[ )(ara,) (1.34.2)
J
m=2> uda/a, (1.34.b)

Il apparait, dans les équations (1.34.a,b), tpse coefficientsu; et v; représentent la
probabilité de présence des quparticules.
On peut résoudre le systeme d’équations (l.34pmb)approximation de la densité locale

[39, 40] ou I'on pose :

#y(r) = pr, p)e’® (1352)
9,(r) 8,(r) =80, p)e’ (.25,
Avec p=-iallg . L'équation (1.33.a,b) devient alors :

(%”LV@“(r)_”’L%”c(r)Jﬂ(“ p)+on.(r)d(r.p)=e.p)u(.p) (1.36.2)
(%’Lva“(r)_“%”c(r)jﬁ(“ p)*+an,(r)u(r.p)=-£¢.pY¥¢.p) (1.36.b)

L’approximation de Popov apporte des améliorationasidérables a I'approximation de
Bogoliubov elle tient compte de la fraction namondensée [41,42], dont la présence seule

témoigne des effets thermiques£0 a température nulle).

I-6-3 Approximation de Hartree - Fock-Bogoliubov [24]:

Cette approximation consiste a introduire la dénaitormale. En effet, alors que le théoréme
de HugenholtzPines (HP) [43] donne

fhp = g(N+ i~ i) (1.37)
L’équation statique de HFB donnée par [44]
2
—%+gnc+ 2gh+ g”nﬂ:\/_rg:uc\/_@ (1.38)
Fournit :
i, (HFB) =g(n+n-r) (1.39)

Ce qui est différent du potentiel chimique de HRrdEe par I'équation (1.37). Pour avoir le
méme potentiel chimique, il faut omettre le ternné @pntient m et ne garder que le terme en

i dans I'équation (1.38).
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Pour pouvoir traiter un gaz de bosons piégés adeatyre finie, il faut faire un calcul général
de la fonction de réponse, c'estdire, qu’il faut garder les fluctuations de toutes densités
én,, 8 et Sm dans les équations de mouvements (1.37).

Dans les trois approximations étudiées, on remaggeecette hypothése n’est pas utilisée. De
ce fait, les résultats obtenus pour la densité daudensat different des données
experimentales.

L’origine naturelle de ce probleme est que bien queet i fassent partie intégrante de la
physigue du systéeme, elles ne sont pas traitéde sugme pied d’égalité que.

L’idée serait donc que la dynamique des différem@sables du probleme soit issue d’un
méme principe de départ de sorte a conserver utereeconsistance de I'approche. C’est ce

gue nous allons présenter au chapitre suivant.

I-6-4 Le principe variationnel de Balian-Vénéroni [26,27]:

L’outil variationnel introduit par Balian et Vénérioest la fonctionnell& suivante:
4

O=TrAD(t,) —jdtTrA(t)[dDd—t(t) +i[H,D (t)]j (1.40)
to

Dont : le terme entre parenthése est I'équatiolindeille Von NeumannA(t) et D(t) sont

deux opérateurs variationnels.

En intégrant par parties I'expression, on obtient:

0= TrA(tO)D(t0)+tjldtTrD(t){d'g—S[)+i[H , A(t)]} (1.41)

Les données qui définissent la mesure, a sawpetateur densit®,connu a l'instant initial
t,, et 'observable au tempgnterviennent par les conditions aux limites :

D(t,)=D, ; Alt)=A

Les variations de (1.40) par rapporidt) donnent

Tr dA(t)[d[d)—t(t)H[H , D(t)]} =0 (1.42)
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I-7 Application du principe de Balian-Vénéroni a un systéeme de bosons piegés :

On écrit I'opérateur variationnel linéaire le pyrand A(t)sous la forme
N S g
A=u,l + A1 +§arSaa )3

Ou interviennent le-mombrey, , le vecteur a 2n composantgset la matrice (2nx2rg.. La

forme variationnelle que nous adoptions pour I'apgur D(t)est 'exponentielle d’'une forme

guadratique, que nous pouvons écrire sous la ffmnterisée:
D =exp,! )Yexp(lara) exp(%c?zsda) (1.44)

Ouu,, A, et S sont des objets du méme type gué., etS.. Une telle matrice densité

correspond a un état non corrélé du probleme bgsers N corps, et décrit un systéme de
particules (ou quasi particules) indépendantes.
L’action réduite de BaliatVénéroni s’écrit :

O=TrAD|, —tjldt (%TrAD - iZ{I:ar(i (a)-v) —%trsa (io-[e. h])}j (1.45)

. o(H) I
Ou h= —ZW est I'Hamiltonien fdartree Fock»

Pour établir les équations de mouvemerD{ig, on varie I'action réduite par rapport.a A
(ou de facon équivalenta, ). CommeTrAD est linéaire em., la variation de (1.45) par
rapport avaest égale a la premiere équation du mouvemeipest

Z=0 (1.46)
La fonction de partition est. Donc conservée. ladighnarité de I'action par rapportla etS
fournit les deux autres équations de mouvement

ia=3 (1.47.a)

ip=[p,N (1.47.b)
Le systeme (1.47) constitue les équations du charapen. Dans la suite de ce travail, nous
les désignerons par I'acronyme CMDT, pour (champyenodépendant du temps) pour un
systéeme de fermions [29], I'équation (l.47.a) n\@dément pas d’analogue ; I'équation
correspondante a (1.47.b) est I'équation de HartFeek (ou Hartree Fock- Bogoliubov)
dépendant du temps, formellement identique a {@)44@. condition de remplaces par
I'énergie de Hartred-ock [27]
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Chapitre 1l

I1-1 Formalisme général de BalianVénéroni :

Le principe variationnel de Baliarénéroni [26.27] permet d'obtenir une dynamique

approchée en visant a prédire la valeur moyenmedbservable, une fois que desatze
(espaces d'essai) aient été choisis pour les olgattionnels. Pour évaluer cette valeur
moyenne, il faut déterminer l'opérateur densitéyiieme a l'instant final fPour cela, on

résout I'équation de Liouvill&/on-Neumann :

ithd—t(t):[H,D(t)] (111)

Avec la condition initial®(t,) = D,. La solution formelle de cette équation est detme :
D(t)=U"(t,t,) DU (t.t,) (11.2)

Ou’ U est I'opération d'évolution vérifiant
U(t,to):ex;{%H(t—to)J (11.3)

Un systéme préparé dans un état initial, le résahierché est donné par
(A), =TrAD(t,) =TrAU (t,,t,)DJU (t.t,) (11.4)

Pour avoir I'expression deA(t)) dans la représentation de Heisenberg, il sufiiilier la

propriété de groupe satisfaite gaet l'invariance cyclique de la trace.

<A>t1 =TrJ (to’t)AU (tl!to)D(to) :TrA(tl’to)D(tl) (1.5)
Pour cela, on résout I'equation de Heisenberg trmgervableA(tl,t)

dAt )

= —[A(tlyto), H] 1.§)

i

A

Avec la condition finaIeA(tl,tl): A
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En pratique, pour la majorité des systemesiglgs comprenant de nombreux degrés de
liberté, I'équation de Liouvillevon-Neumann (I.1) et celle de Heisenberg (11.6) neves
pas étre résolues exactement et I'évaluation exkecta valeur moyenne (11.4) ou (11.5) est
impossible. Par ailleurs, le nombre élevé de dedeébberté du systeme entraine que I'état
initial D, lui-méme peut avoir une forme compliquée qui empéale tmanipulation. De ce
fait, le recours a des méthodes d'approximationnésitable. Ces méthodes poursuivent en
général deux objectifs. Tout d'abord, elles visendduire le nombre de degrés de liberté. De
plus, elles s'attachent a simplifier la descriptil@s couplages entre ces degrés de liberté par
I'introduction d’hypotheses simplificatrices pldalss (gaz idéal, interactions limitées aux

proches voisins,...etc.).

I1-1-2 Le principe variationnel de Balian-Vénéroni:

Balian et Vénéroni [26] ont introduit un meipe variationnel dépendant du temps, bati

autour de I'équation exacte de LiouviM®n-Neumann.

Lorsque I'on n'introduit aucune restrictiarr $£s espaces variationnels, on retrouve les
équations exactes (Il.1) et (Il.4). Mais pour depaees variationnels restreints, il permet
d'obtenir de fagon consistante une approximatioréaultat de la mesure en fournissant une

évaluation optimale de la valeur moyenne de l'olzg#e considérée.

L'outil variationnel introduit par Balian et Vénéiicest la fonctionnell@[33] suivante:

O =TrAD(tl)—tjldtTrA(t)(d[;—t(t) +i[H, A(t)]j (I1.7)

On reconnait dans le terme entre parenthé&spsation (11.1) De LiouvilleVon-Neumann.

Dans (11.7), il apparait deux objets variationnéés: opérateursAt) etD(t). Le symboleTr

dénotera une trace sur tous les états de l'espaé®ak approprié au systeme a Gbrps

considéreé. Les crochets indiquent un commutatedrest ’'Hamiltonien (exact) du systeme.

Les données qui définissent la mesure, a sbopérateur densit®, connu a l'instant

initial t,, et I'observableA mesurée a l'instant final interviennent par les conditions aux

limites:
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Les quantitésA(t) et D(t) qui rendentl] stationnaire, sont celles qui fournissent la
prédiction optimale, pour un choix donné d'espaeeimtionnels pourAlt) et D(t), de la
valeur moyenne de |'observalau tempg,, a partir de la connaissance de I'état initial du

systemeD, a l'instantt, . Les variations de (I6) par rapport aA(t) donnent:

Tr &(t)[d[d)—t(t)n[H , D(t)]} =0 (11.9)

Tandis que celles par rapporD?(t)

Trd:)(t)[dg—t(t)H[A(t), H ]} =0 (11.10)
Quand les variationdA(t) etdD(t) ne sont soumises & aucune restriction, Gesire quand

les espaces variationnels sont les plus générauxest conduit bien sur aux équations

d'évolution exactes (1.1, 11.5)

11-2 Application du principe de Balian-Vénéroni a un systeme de bosons piéges :

Nous nous intéressons, a un systeme desons en interaction, et nous introduisons les
opérateurs de création et d'annihilation de bosbgsssant aux relations de commutation

usuelles,
la.a][=q, :[a"a]=[a.a]=0; i,j=l...... n qn)

L'espace de Fock associé a notre systemeoastruit au moyen des opérateurs de

création {a",i=1,............. n}. Il est commode d'introduire les opérateurs a 2n

composantes,

a:( aj (11.12)
a
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Pour lesquels les relations de commutatiod {)).s’écrivent:

[a.a;]=1, ; r:iazz{](: ](“)j :(1)=94 (11.13)

I1-2-1 Les espaces variationnels :

L'espace variationnel poit) est choisi comme I'extension de I'expression JJ.41

contenant I'opérateur a trois bosons (de méme gjieedes opérateur(sa+a+aa)
A=u, +ita+ids,a+i(P,) 1.1
=u, + am'+§a' acz'+§ w i i Oy (.19

Dans cette expressiar, le c nombre etl, le vecteur & 2 n composanté&, la matrice

(2n><2n), nous avons introduit la matrige pour des raisons de commodité. Le signe tilda

dénote la transposition matricielle et on ne colr@djue des matrices symétriques vérifiant

S, =1S.7 (I.15)

a a

Donc on choisitD(t) comme l'exponentielle forme quadratique (E.F.Q) s pouvons

écrire sous la forme factorisée .

D =exp( Ua+/Tam+%5rsaa+%ﬂijkaiajak ) (11.16)
On pose :
D, = exp(ua)exp(/Td m)ex;{%ﬁzsdaj (11.17)

Comme nous venons de le mentionner, la forme (le$8peu pratique, nous allons

considérer son développement en puissan€e,@ premier ordre, on obtient I'expression.

1
D:DO+%r|ijkjduDg’aiajakDg‘“+o(r|2) (11.18)
0
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OuT,, A, etS, sontdes objets de méme type aque A, et, S, sauf S, est de la classe S

matrice densité correspond a un état-oomrélé du probleme bosonique a N corps, et décrit

un systeme de particules (ou de guamrticules) indépendantes. Pour que cet opérateur

appartienne a l'espace des matrices densitésjtilgize la matriceexp(—Sd)définisse une

transformation de Bogoliubov acceptable (c@stlire que sa trace existe). On suppose que
cette propriété est toujours Vvérifiée.

Ecrivons maintenant I'expression de I'actionNous commencons par le calcule def\%%

on évalue d'abordTrAD puis de dériver cette expression par rapport arpse en gardant
constants les paramétresAle

Pour tout opérate@, nous utiliserons les notations :

Tr(OD)/TrD ;  (O), =Tr(OD,)/TrD, (11.19)
Nous avons :
a=a+(a) (11.20)
(A =uv, +A,r{a)+ 1Sapij +—;r8a<c7a> (I1.21)

N\ () 1 :

<A> = (La)| Z'<0’> __(Ma)ijp-'-g(pa)ijke (1.22)
. _Z ~ 1 1.

TrAD=zTrAD+Z LJ{U}—ETrMa p+§TrPaG (1.23)

On sait queTr (@@,@,D,)=0

Par ailleurs, au moyen de la relation:
U
aD’ =DV (L] a (1.24)

29



Chapitre éguation postiggiennes générales

On obtient I'expression du cumularg;,

Gy =(@a,a,)= J.du(1+,0” o |‘|“’)1 o ) (11.25)

(1+p) ™ p'r

Ou' I'on a introduit la notation contractée:

C k —
(Arl B)ij - Amrl mnl n]CIk (“26)
Les espaces variationnels (11.14) et (11.16) soatntenant parameétrisés par A,,S, et P,

pour Alt) et paiZ (a), petG.

Passons maintenant au calcul'lﬁ{aA,H]D sans specifier la fonction particuliere de

L'Hamiltonien H. Pour ce faire, on remarque qu&ddation d'un opérateur exponentiel par

rapport a ses parametres A etS s'écrit comme le produit de cet opérateur paralynd@me
dudeuxiemedegréen o ceci permet'exprimer la variation de I’énergle:<H> =TrHD/Z

associée a une variation Bsous la forme :

&sﬁré(a)—%ﬂhdp (1.27)

Le vecteurvet la matriceh définis par (11.28) sont fournis par les diffénefies de I'énergie:

ul(a),p)= r% ; h((a), p)=- % (1.28)

Ou' I'on introduit la convention:

0 (o
6_,0”_(6,01i (11.29)

Donc on calculélr [D, A[H :

Il faut I'écrire sous une forme analogue a (Il.28jaire apparaitre les quantitesM , et P,

Introduisons d'abord la quantifé:
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-1 ot K
Ci =€[mle (o) L (11.30)

(wp)™
qui est aussi symétrique par rapport a ses trdisés.

Si I'on remarque que pour les choix (11.14) etl@), le commutateur [D, A] est aussi le
produit d’'un polynédme d’ordre 2 em et de D, on voit que la quantité, peut s’exprimeée e

fonction dev eth.

Il se trouve alors que les quantités qui appagatsdans le probléeme sont les suivantes:

G =\ (-0, [, H]), (1.31.a)
Q =Tl (@0, d,:[ @4, H]>o (11.31.b)
Q. =(:@aa, H]) (1.31.c)
> = Imaa.a, [:aaa,: H]>0 (11.31d)

Grace aux expressions (11.31), le deuxiéme termiéadgon BV s’exprime alors simplement

par :
Tr[AH]D =—Z(UrLa—%Tr[p,Sa]h—I:ar(z9+q)+—;TrMa[p,h]—Q—éTrPa(Q +z)) (1.32)
En rassemblant les expressions, l'action BV réediterit :

D:iTrAD—iZ(Eg(i(d)—ﬂ—q)—;Trlvla(ip—[p, h] —Q)+;TrPa(iG—Q+Z)) (1.33)
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[1-2-2 Les égquations du mouvement:

On obtient les équations d’évolution des momeatBden imposant la stationnarité de

I'action BV par rapport aux variations arbitraigsu, , A, et S, ou par rapport & et S,, on

déduit :
iZ=0 (11.34.
i(a)=9+q (11.34.b)
ip=[p,h]+Q (11.34.c)
iG=Z+Q (11.34.d)

L’équation (I.34.c), gouvernant I'évolution der@atrice densité a un corpsest différente
de son analogue CMDT (champ moyen dépend du teqmsjjue la présence du ter@e
détruit la propriété d’évolution unitaire que I'armentionnée a propos de cette derniere. Il
s’en suit qu’un état initialement pur(t,)(p(ty) + 1) = 0(et G¢,) = 0), va en général
évoluer vers un état non pur. Autrement dit, I'epte de VoaNeumann- Tr DlogD (que

I'on ne peut pas calculer exactement) n’est pasawege.

Le probléeme est alors ramené a un systeme d’éqsadiévolution norinéaires en<a> et

(p), ce qui était déja le cas pour I'approximation CM[Ze systeme est donc du méme type

que CMDT. Remarquons que la dynamique engendréeepsystéme ne garantit pas qu’un

opérateur densité défini positif initialement Isteedurant I'évolution ultérieure.

Ce probleme est difficilement soluble en touteégélité. Dans L’adjonction d’opérateurs a
« quatrebosons » (ou plutdt a deux corpgy;a,a, dans les espaces variationnels des
opérateurs A(t) et D(t), conduit a la troncaturelae hiérarchie exacte a l'ordre suivant.

Autrement dit, I'équation d’évolution du cumulant @Geviendra a ce niveau (pour

I’'Hamiltonien cubique). Dans I'équation qui gouverhévolution du cumulant suivant, soit

<‘ic_rjc_rkc_r|>—<a'ic_rjc_rkc_r, >0, les termes non linéaires en C, ainsi que les tamsid’ordre

supérieur seront absents.

Ces équations constituent une extension n&udes équations CMDT (1.487) quand le

cumulant a trois bosor n’est pas identiquement nul. Comme nous 'avorj& pieévu par
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des considérations générales, la solutm(no) ne dépend ni da, ni det;. Le calcul de
TrAD(t,) est donc ramené & la résolution d’un probléme auxitions initiales. Cellei

consistent en 'ensemble des quantég) ,(a)(t,). o(t,) etG(t,).
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Chapitre 11l Application auzgaiégé ultra-froid

Chapitre Il

Les équations de mouvement TDHFB régissent la dimeerd’'un systéme de bosons a
température finie. Nous allons exploiter ces r@ssipour un systéme de bosons piégé par un
potentiel extérieur ¥(r). Cela nous permettra de comparer nos résultats ceux obtenus

par d’autres approximations.

Les équations TDHFB peuvent s’écrire sous une fgrime simple.

. 0(a) _ ode
Ih? = a<a+> (l“la)
. a<a+>__ o0&
in TR (111.1.b)
0P _ o€
|h—at Z{p,—ap} (l.1.c)

(1+20), :£<51j1 +51+5>1> _.2<5151.> | J (1.2)

I11-1-1 Application a un Hamiltonien quadratique

L’Hamiltonien quadratique le plus général s’écrit:
N 1.
H :vk+/1km+§arsKa (1.3

ou vk est un c-nombre\k est un vecteur a 2 composanteSqatst une matrice symplectique
2X2.

[lI-1-1-a Calcul du g (Appendice B)

Nous avons I'expression dpdu chapitre précédent:

qi :rlmn<:ﬁlﬁmﬁﬂ [CT!I’H]>O (”|4)
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On remplace I'opératettt par son expression (111.3). En utilisant les préf@s suivantes

et (a@,a,)=0
On obtient: g=0

[l1-1-1-b Calcul de Q;

Nous avons I'expression @g; suivante

I

1j = _Tiprlmn <: C_rlﬁmc_rn : [

On développe le calcul sachant o(mT@ =0 cela nous donne aussi

Q, =0

[11-1-1-C Calcul de€y;:

On a défini Q; comme suit :

Et  (@aa,.:a,4a,)=0
(@aa,:a,)=0
(aa.a,:aaa, a,)=0
(@a,a,:aaa :aa,)=0
(@a,a,:a3, aaa,;)=0
(aa,a,a,:aaa,:)=0

Donc :

% =0 ot i =0

On a donc finalement

q=0; Q=0 ; Q=0; 2, =0
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Pour un Hamiltonien quadratique. Il n’y a donc auetfet du cumulant a trois bosons sur
I’'Hamiltonien quadratique. Ce résultat est enfadvisible puisque les équations TDHFB

sont exactes dans le cas de l'oscillateur harmeniqu

I11-1-2 Application a un Hamiltonien quartigue

Ecrivons I’'Hamiltonien quartique le plus généralisda forme:
: 1 1
H=v +A4 Taa+§aaz-$<ab+Z|(gabcd)aaabacad (111.8)

L’énergie s’éecrit:
1 1
<H > :/11<0’2>+/12<a1>_zsk2/01 +E(TS)<G2>2

1
447 g [—p12p21+ 2:0112 +2G 221<0’ > + 6 21{0’ >]

+p21<al>2 —3,011<0’2><0’]> —,012<0' 2>2 +<0’ ;2<0' >2

Ou en plus des définitions dans (l11.3), nous avorneoduit les tenseurs a 3 et 4 indices
représentant les interactions a 3 et 4 bosons. Blgygosons une sommation implicite sur les
indices répétés. Par ailleurs, et afin de simplifés calculs et par la méme, nous rapprocher

de I'Hamiltonien a deux corps utilisé dans les ghlra-froids, on ne considerera désormais

que des interactions quartiques du tgf& aa. Seul le termep»11 €St non nul.

[lI-1-2-a Calcul de g, Q; et Q;

On peut commencer par développer les produits steva
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Application auzgaiégé ultra-froid

On calcule les différents commutateurs puis onnegste dans I'expression de sachant que

les quantitéd’, ., sont symétriques par rapport a leurs indicefsull noter queg,,, n’est

pas symeétrique (a cause du choidtlen (I11.8). On trouve alors

_ 1 I_ <: C_rlﬁ _n :ﬁaﬁbc_rc Tid +<: CT’IC_Y _n :ﬁac_rbﬁd Z-ic
di _ﬂ 1 Jabed +<_ +<

On calcule les valeurs moyennes terme par tercfesaque la quantitg, , a été définie
comme suit:

1 R L W -1 -1
i :_g[m‘lGr((11+5))‘l lj __E(T'O l)|eG‘*9 (r(1+,0) )fm(r(1+,0) )gn

ce qui donne la forme générale de q

1
G = 24 g{ TGt [ Gt [ 51t 1 6 23}1

().
Ainsi
1
Q= 1_2 9G,,,
1(110)
1
q, = _1_2 ngzl

Le calcul deQ;;défini par :

Qij - _(ij Tiprlmn <: a,a,a, :[ﬁpﬁj 'H]>o

S’effectue de la méme facgon. Le calcul des difflseommutateurs donne les valeurs
moyennes suivantes :

1
Qij = _eriprlmn Jabed <ad >ch

On développe le calcul sachant que les indiet$ prennent les valeurs 1 et 2. On obtient
finalement les différentes composantes:

37



Chapitre 11l Application auzgaiégé ultra-froid

Q.= 1_12 g[G221<a'>1 - G211<0'>2]

(l.11.a)
Q= _1_12 g[Gzzl<a>1 _Gzll<a>2] (11.11.b)
Qp = % g[_ 2G221<0’>2 - Gzzz<a>1] (l.11.c)
1
Qu =g ol 26..,(a), ~Guu(a), (IN1.11.d)

Passons maintenant au calcul@g en remplacant les indicesb, ¢, d par les valeurs 2, 2, 1,

1 et calculons les valeurs moyennes des diffél@tsmutateurs qui apparaissent dans

I'expression de définition d@; ; :
Q, =(lawa,:H)

Aprés développement du calcul, on déduit les esras de;j

an:Qm:‘%9@’1}(/?1102#/?19 ) (1.12.a)
Q= Q= %g<a>2(pnpzz +20,,0,) (111.12.b)
Qnﬁ‘%g[(aﬁpu(/ozzz -pii)~(a)p ] (I11.12.c)
Q,,, = ‘%9[<az>p21(p222 -p)+(a)p ] (11.12.d)

[1I-1-2-b Calcul de Yk

La quantité)jx a été définie au chapitre précédent comme suit

S = L (@88, [:@,d H]) (18)

0

La contribution dex, et @,a,a. aY i est nulle. Par contre celles dga, et a@,a,a .a,

doivent étre calculées. Ainsi,

(a@a.a,:[-aaa, :,a2a2a1a1]>+(%T$()<:67|ﬁmﬁn [aaa, .aa,]) (111.14)
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Selon I'expression (11.26) d8jj , les propriétés suivantes sont évidentes powpénateur
densité hermitien

G, =G

* *
111 G122 - C:"112
G121 = 6211: Gllz

G212 = 6221: GlZZ

Il suffit donc de calculer juste deux termes, parepleG,, et Gy
1 13 1 1 _
Zm = Glll(E g <al><az> +E S11"'_49 +_39:011 + gpljpnpzij (“|-15-a)

112

—9,012"'9,022,011012 9p 15 —9,0],9 2J

+G122( 9P~ gplzozz gplp‘flj

G 0 = j 9 (0105~ 025+ 0 1)

4>I|—\

1 1 1 1
Z:112 = Glll(_z %1 _1_29<a2>2 +T29p21+zgp1zj (111.15.b)

l 1 1 l -
-8+ 0(a) + < 0(a)(@,) =00, 0070.02)

+G112

1 . -
_E g +Z‘rgp12p21(p22 - :011)

5 1 _ 1 1
+GlZZ(_1_ng12+ngpliplp 22_749,0 2J +G 22€ngp 2;

1
+ggpn(< >p22+p22+ p11+ g(a)p.p ZJ
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En rassemblant les différentes expressions, leatiémgs TDHFB étendues s’écrivent alors:

g 1 1 1 1
()= A+ {a) S+ 2o, +ad S oo Sala) |+ g6, (s

_ 1 1 1 1
in(a,) :/]2+<az>(—822—ggpllj+<a]>(—821+l—zgp 21—T29<a gzj—ngG . (I1.16.b)

Nous avons :
pll = _pzz
Et P, = :021

Donc il suffit de calculerp,; etp;,

1 1 1 1
inp,, = pu( St 0(a 2>2j+pz.(82+1—29<a1>2j+5G22£a>1——2G A4a),  (lll.16.c)

o 1
1m0, :_28111012"'812(/011 ;) —9,0 w3 9,0 ~ 1TT2910 {1‘7 >i (11.16.d)

1 1 1 1
+1_2 90, <0’1>2 +§ gp12<a']><a'2> _§ ngzl<az> _E ngzz<aJ>

1 13
G Glll(zg +_811+ g+ 9,011+g,011,0]2,021j (11.16.9)

1 2
Z j p12p22 PPt P 1;
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. 1 1 1 1
Gy, = Gm(-g 321-1—2 g(a,)’ + 9P +749le (11.16.h)
1 1 1 1
-3, +E 9 <0’1> +E g<0’1><0'2> __391022_?29,0211/)12022)

+GllZ 1 1
=59+, 9PuPu( P2~ P

5 1 _ 1 1
+6122(_1_29p12+1_29p11101p 22_?49:0 2J+G 22ET2910 2;

1 1 1
+E gp11(<a1> ,022+,022+—2,011+%<a J>p 1P 2;

Conclusion :

Dans ce chapitre nous avons appliqué notre formali&s un Hamiltonien quadratique,
cubique et quartique. On notera que les équati@idFB deviennent formellement exactes
dans le cas quadratique car I'opérateur densitésgau est une solution exacte de 'oscillateur

harmonique. Le cumulant est trivial. Par contrensdée cas d’un Hamiltonien quartique,

I'effet du triplet décrit par les quantit@p, Q;,<;, et Y devient nettement évident dans les
équations pourg, p; etG,.

Il s’agit donc de voir, dans ce qui suit, quelstffaura ce triplet et comment altérérd la
dynamique du systeme alela du champ moyen. Pour ce faire, nhous devramaparer nos

équations approchées aux équations exactes. Cedicdrgudécouleront naturellement du

théoréme d’Ehrenfest.
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Chapitre IV Application: Comparaison avec les équations d’Efesn

Chapitre 1V

IV-1Relations d'Ehrenfest :

Afin de vérifier la validité de nos équations véinanelles, nous allons utiliser le théoreme
d’Ehrenfest qui décrit I'évolution exacte de laew@ moyenne d’'une observalflesous I'effet

d’'un HamiltonienH. Ces équations s’écrivent:
. d . [ 0A
ih—(A) =(|H, A +ixa{ — V.1
A =(H.A) < at> (IV.2)

Rappelons que nos équations approchées obtenuestia ge I’ansétzepost- gaussien

déterminent I'évolution des trois valeurs moyensmais;rante@ri ) ,<aiaj > ,<aiajak>

Nous allons de ce fait appliquer le théoréme (I\pdur A=a;, o;a; et o;a;0x. Cela nous

permettra de comparer les équations d’évolutiomtiannels aux équations exactes et d’en

tirer les conclusions quant a la pertinence deenctioix pour l'ansatze post gaussien pour

'opérateur densité. On notera dans ce cas quedérmteurs considérés ne dépendent pas

explicitement du temps, et de ce a(?é =0.
ot

IV-3 Application a un Hammiltonien quartique :

Dans les précédents chapitres, nous avons coésidédamiltonien quartique de la forme

H=v, +A, m+%§rSHa+%gabcdaaabacad (IV.2)

Commencons pak=a;.
. d
“la\=[la H V.3
inc{a)=[a; H] (IV.3)

On développe le calcul sachant que i prend lesuvmlé et 2 on obtient les expressions
suivantes :
() = 4, = () - Sul ) = 0o (a0 + a0l )+ ofa ) (a,) + 2 96y

12 6 i 12 (IV.4.a)

(i) =183 (@) = Su(@) = () =% Pl =— da)(@) - gGa (V.4D)
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En utilisant
ih%aiaj =laa;,H] (IV.5)
Cela revient a calculer
d/__ . d
|ha<aiaj>:<[aiaj,H]>—|ha<ai><aj> (B).

. 1 1 1
|h:011 = S211012_81210 21"'1_2 gp 1z<a } +—0p 2{0’ hz_T gG 21<10' > ZgG 2£p> (IV-7-a)
L 1 ,__ _ _ i ,_ __
inp,=—28,0,+S(P=P)+—0(@@FT ) +—-9(0FTq )
(IV.7.b)

9 8 1 1

2 9pu{a) - Sopula(a)-—gpday e glay(a)

2 1
+§ ngll<a1> + 6 gGlll<a 2>

L'équation d’évolution de&5;, s'obtient a partir de :

. d
|ha<aiajak>:<[aiajak,H]> V.8)
On remarque que : (a,aa)=(aap)=(aga)

Et (aaa)=(apgpm 2>*

(aaa)=(appm)

Donc il suffit de calculer les termés,aa,) et(a,a,a,) on obtient finalement :
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o 5 1 3
1hG,, :Glll(_3811+§g<a 23<0’ ;}j"’G 11(_38 12+ng 15*'_29<a >12j (IV.9.a)

oo 3ula)+ S0(a) |+ . 5. Jata)|

+,012(—%g<0'1>2 <a2>_§gp21<0'2>j+ g<a2><a1>4
{

iGy, =Gy, 821 g(a,) J+Gm( 2812—1—129,02+Eg<al><az>j (IV.9.b)

-
+Gm( —-25,—— ——g,olzj
w(—%gpzz<a1>—s.u<a1>—ggp12<az>+ﬁg<al>2<az>j
o[ -3 Sula)-goplals Jola)(a))
o ~Sula)-28ulo - Gapday o ~gola o ¥ ~Gala )

Conclusion:
Pour un Hamiltonien quartique, I'analyse des régsilbbtenus a I'issu du développement du

calcul fait ressortir ce qui sulit :

Equation (lll.16.a)
Rappelons I'équation (l11.16.a) de TDHFB :

) 1 1 1 2 1
|h<a1> = /]1 - S11<a'1> - Slz<a 2> +Eg,011<01> _Egp12<az> +1_29<aj> <0’ 2> +TZQG 21

et I'équation d’Ehrenfest (IV.4.a)

()= = $u() = Sula ) +Z 9o ()~ gpula )+ ala ) (@ )+ g6
Ce qui montre que I'équation TDHFB (lll.16.a) estrfhiellement exacte.
Equation (l11.16.c)

Rappelons I'équation (111.16.b) de TDHFB :

1
—0gG 221<aj>

1
A gG211<0'2> + 12

. 1 1
= Supr=Sup ot 0P da i+ 9p da )~
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Et 'équation d’Ehrenfest (IV.7.a)
L 1 2 1 > 1 1
'hpn: SZ]plZ_Slza 21+1_2910 1z<a > +1—29,0 z<a>1 _TZQG 214d >2+ngG 249’ >:

Ce qui montre que I'équation TDHFB (l11.16.b) estrhellement exacte.
Equation (I11.16.d)
Rappelons I'équation (111.16.d) de TDHFB :

170, ==2S,0,,+ 812(/0 1 P 2;) +A+B+C

A= +£ ap, +i
12 11012 129102101:
1 1 1

B=-— 00 (@) + - 0px{a) +gpda)(ay
1 1

C= 3 ngzl<az> "6 ngzz<a]>

Et 'équation d’Ehrenfest (IV.7.b)
inp,=-28,0,,+ 812(/011_:0 22) +D+E+F

1 __ 1 ,_ ___

D :1_29<ala2alal> +1_29<azaf791>
9

E :1—29,011< 1>2 12g,012<0']>< 2>_ 12910 22<a %2
1

F= 1_2 gG211<al> + gG111<az>

Les termed, B et C étant nuls pour un Hamiltonien quadratique, isogsde notre équation

gue ces termes représentent les effetdeda de un corps. En effet, dans notre approximatio
les termes de typP se décomposent soit en prodyis soit <a>G qui sont représentés par
les terme® et C.

Equation (111.16.9)

Rappelons I'équation (111.16.g) de TDHFB

iG,,=L+P+R+S

13 1 1 1 )
L= Gm(— Sy +=g(a){a,)+=g+-00, + 90,00 zllj

6 2 4~ 3

-3 5 1 ) 1 )
P= G112 (732 _Egp12+zg<a1>2 + gpzlzplp - gp 12__49,0 Y lej
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1 401 _
R= GlZZ(_gpll_Z gp.0 212_71r gp.p 111j

1 1
S= Gzzz(_z gj _Zg (plzozzz_pnozn"'p 1;

Et 'équation d’Ehrenfest (IV.9.a)
inG,,, =U +V +W + X +Y

U= Gm(—3811+g g <a2><a]>j
V= Gm(—3812+% gp12+:;’ g<aj>2J
W=p,(38,(a)+ Sala) [+ o .- Jala e o [ ~Fata )t )—200 do )

X =g(a,)(a,)’

Les termes des cumulants d’ordre_B représentent le termé alors queP représenter¥.

Les termes de typé/, X etY représentent les effed¢+delade deux corps. Ils sont représentés
dans notre approximation par des produits d’efielscorps. Les mémes observations peuvent
étre faites pour I'équation gouvernant le cumu@nt.

En particulier, le cumulant d’ordre 5 apparaissdans I'expressionY Ci - dessusest
identiguement nul dans notre approximation. Il@stlemment non nul dans le cas exact et
I'équation d’Ehrenfest correspondante contiendeaitumulant d’ordre 6. C’est précisément
ce que l'on entendait par hiérarchie infinie. Daro¢re approximation TDHFB étendue, on
voit bien que les termes d’ordre supérieur a 3 soitt mis a zéro, soit représentés par des
produits de cumulants d’ordre inférieur (par usition répétée du théoreme de Wick). C’est
ce que I'on entend par troncature consistante d&larchie.

Notre approximation TDHFB étendue (®@St- gaussienngpermet donc d’engendrer la
hiérarchie BBGKY quantique d’'une facon consistas@@s annuler brutalement les termes

d’ordre supérieur.
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Depuis une décennie, le domaine des atomes-fudids s’est vu dominé par une
multitude d’expériences toutes plus originalesdass que les autres et mettant en lumiére
une nouvelle physique des basses températuresfféin s trés basse température, un gaz
d’atomes devient dégénérée et dominé par les fltionsm quantiques. L'effet cumulé des
interactions et des corrélations statistiques cibraddes comportements tout a fait inattendus
(du point de vue classique) tels que la superfi@idu la supraconductivité lors de transition
de phase du second ordre. La condensation de Bostein est certainement I'aspect le plus

spectaculaire de ces transitions de phase.

Les théories physiques relatives au probleme-adips quantique ont pu expliquer
une grande partie de ces comportements et ontdalireheaucoup de parameétres d’équilibre
tels que la fraction condensée, I'extension du eosdt, la température de transition, les

distributions spatiales des atomes, le spectrecdadion, etc...

Ces théories, essentiellement de champ moyen, bédigs autour de I'équation de
Gross Pitaevskii et de ses extensions. Elles considédaeiainction d’onde macroscopique du
systeme comme un parametre d’'ordre et injectengrpssivement des interactions et des
corrélations non prises en compte par cette équadiditre d'illustration, nous pouvons citer
les approximations de Bogoliubov, de Popov, de &@eliet de Hartred~ock- Bogoliubov
(HFB).

Néanmoins;es méthodes négligent certains effets @lps responsables du couplage
entre atomes condensés et atomes non condensasa @elir effet non seulement de perdre
certains aspects physigues mais en plus la consestde I'approche est sérieusement altérée.
En effet, un certain nombre d’auteurs soulignerg oheonsistances dans I'approximation
HFB qui ne retient que certains effets a deux coBws particulier, les corrélations a trois
bosons (ou triplet) sont allegrement omi€as.celukci est pour une grande partie responsable
desphénomeénederecombinaisonguiinduisent des pertesatomesondensésnedisparition

inopinée du condensat.

L'idée de notre travail était de tenter de famteivenir le triplet dans la dynamique.
Laméthodéabituelleestd’utiliserI’équationdeHeisenbergourle champpriserlasymeétrieen
introduisant une moyenne non nulle de ce champfpetre d’ordre) et ensuite développer

les équations en ne gardant que les termes aujdtdre 3 dans le champ. Cette méthode,
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bien qu’efficace, reste hautement heuristique ersams qu’elle ne fait appel a aucune
physique sougacente. Nous proposons une méthode alternativengintient la consistance

du formalisme tout au long des calculs. Cette nughwe peut étre que variationnelle.

Le principe variationnel dépendant du temps progazséBalian et Vénéroni (BV) a
pour but de fournir une prédiction optimale de Eeur moyenne d'une observable A
mesurée au tempsg, a partir de la connaissance de I'état initialsysteme, décrit par un

opérateur densit®d, au temps,. L'action BV fait intervenir deux opérateurs vaitanels

qui doivent satisfaire a des conditions aux limgasreflétent les données caractéristiques du
probléme. Les conditions de stationnarité de cettion par rapport a D(t) et A(t) déterminent

alors I'évolution du systéme entrgett;.

Le principe variationnel de Baliawénéroni a montré son efficacité a plusieurs égards
(consistance, invariances,....) tout en permettagteddre les approximations précédentes. I
est naturel de choisir I'opérateur A(t) linéairendases parametres variationnels. Quant au
choix de l'état initial, il peut étre suggéré pardrincipe d’entropie maximum. Nous avons
donc sélectionné, aussi bien pour I'opérateur dgensitial queD, pour D(t), la classe des
opérateurs exponentiels de formes quadratigues YEH#3 opérateurs de création et
d’annihilation de bosons. Les équations d’évolutitas contractions de D(t) sont similaires
aux équations TDHF pour les fermions. Nous les swénotées par TDHFB pour Time

DependentHartree Fock-Bogoliubov.

Notre travail consiste a étendre variationnellem&@mproximation HFB en injectant
les corrélations de hauts ordres dans I'état dtésys sans s’affranchir completement de
I'approximation gaussienne. En choisissant desoespd’essai relativement simples, mais
physiguement acceptables, nous obtenons un sysféopeations dynamiques, tenant compte

aussi bien des corrélations a un corps qu’a derpsatiune fagon consistante.

L'application a des hamiltoniens quadratiques redoles équations exactes tandis
que pour des hamiltoniens cubiques ou quartiquesbtient une version quantique tronquée
de la hiérarchie BBGKY. La comparaison avec lesaéiqns d’Ehrenfest fournit des

expressiongormellement exacts au moins a I'ordre du cumulant d’ordre 3.

Nous constatons que notre approximation non seuemaintient la consistance du a
formalisme, mais satisfait aussi aux lois de cors@rn du systeme (énergie, nombre de

particules). Par ailleurs, la fermeture des équatiest assurée par 'ensemble pertinent des
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opérateurs de base que I'on choisit. La dynamicqetgaussienne fait intervenir le triplet
dans I'équation de la matrice densité a un corpdaes celle du paramétre d’ordre d’'une

facon formellement exacte. La dynamique du tripittquant a elle setfonsistante.

L’'analyse des différents termes intervenant daggpulation du triplet montre que notre
ansatz variationnel reproduit les ordres les plas imais aussi tente de simuler les ordres
supérieurs en faisant intervenir au lieu de cumutbordres 4 ou 5, des produits de leurs
moyennes reproduisant le nombre dopérateurs gerviennent dans ces cumulant. Les

coefficients de ces termes ne sont par ailleursepasts. Aussi, pensonsous que, des le

départ, il faut opter pour uansatze qui contienne les mémes symétries que I'Hamiltoie
départ. Mais cela constitue un long et vieux déoaicernant la pertinence d’introduire les

symétries de I'Hamiltonien.

Dans un proche avenir, nous nous consacreronscégepa une analyse quantitative
de nos résultats en comparant les prédictions g&goations dans un cas statique par rapport
aux équations HFB. Cela nous permettra de vérnifirecertain nombre d’affirmations selon

lesquelles le triplet intervient pour mois que 1&hslla dynamique du condensat.

Une autre perspective, plus formelle cette fois,d&Studier comment I'on pourrait
engendrer récursivement une hiérarchie infinie a@hroent I'on pourrait resommer cette
hiérarchie. Cette question est fondamentale danph€nomeénes critiques car les diverses
théories sont associées a des types d'interacfmnsliagrammes) dont il est tenu compte.
Notre approche pourrait s’avérer utile pour améliamertaines approximations en resommant

tous les diagrammes correspondant.
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A.llLe théoréme de Wick a température finie

Dans le formalisme a température nulle, Wick a m@ormbmment on peut introduire des
contractions associées a un vide de quaesiticules et des produits normaux d’opérateurs.
Le théoreme de Wick fournit un développement dulpitod’'opérateurs en une somme de
produits normaux. En particulier, comme la valewyenne de tout produit normal est nulle,
la valeur moyenne d'un produit d’'opérateurs estleégala somme de tous les termes

complétement contractés.

A température finie, Gaudin a montré que I'on mtencore introduire des contractions
associées a un opérateur densité-roamrelé, et que la trace d'un produit d’opérateess
encore donnée par la somme des termes completameimactés. On se propose dans cet
appendice de compléter ce travail en donnant ufieitten du produit normal d’opérateurs

en meécanique statistique.

Dans cet appendice, nous explicitons la méthodeigsee dans [26]. Nous définissons de
facon récursive le produit normal (PN), puis nousntrons que I'on peut construire un
développement formellement identique a celui dek/giour tout produit d’opérateurs. Le PN

ainsi défini satisfait aux propriétés usuellesstciedire :

a) multilinéarité et distributivité,
b) commutativité des opérateurs élémentaires a liewérdu PN (anti commutativité
pour des fermions),

c) la moyenne d’'un PN est nulle.

Une trace dans I'espace de Fock est notée Tr,rmableenne d’un opérateur A est définie
par :

(A)=Tr(AD)/TrD.

On introduit I'opérateur élémentaire qui représente soit un opérateur de créadion
soit un opérateur d’annihilatiom De plus, on se restreint d’abord au cas d'un aipér

densitéD gaussien normalisé tel qy&)=0.
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En conformité avec la notation de Wick, on intradaiproduit normal (mis en évidence

par le symbole : placé avant et apres) d’'un opératerdre 1 ou 2 par :

ra=ap 5 o = a —<ai(xj> (A.1)

I I
Dans cette formule, apparaissent les contractitémsehtaires
(o0, ) =Tr (a0, D) / Tr (D) 2.
On étend alors la définition du PN a des opératmosomiaux erx d’ordre quelconque

au moyen de la relation de récurrence suivante :

n
: — : 1, : :
00y ... Ol = OO O E e ag, o)y 8.
=

Dans (A.3), la notation a; a; ...a; ...y, : indique que l'opérateurr; a été retire de la

suitea; ... a,, du produit original. Par ailleurs, le nomtgezaut +1 pour les bosons et -1

pour les fermions, de sorte que I'on a les retetide commutation suivantes,
[q,aj*]_u =aa/-Oaja =4; ; [81 8 ]_D :[af,aj*lu =0 (A.4)

Généralisation :

Pour généraliser les précédents résultats au ca(w)oﬁo, on introduit les opérateurs

c‘r:a—<a>qui obéissent aux mémes relations de commutatian lgsex. Toutes les

propriétés précédentes restent valables poutrleka généralisation aux fermions est
simple, quoique quelquefois fastidieuse. En effiefaut tenir compte cette fois des
facteurs de symétrie’. Cependant, la transposition s’effectue sans problcar toutes les

démonstrations reposent uniquement sur le fait’gng-commutateur est unigombre.

A.2 Opérateurs Exponentiels de Formes Quadratigues etdnsformations de Bogoliubov

A.2.10pérateurs de bosons

On considere I'espace de Fock engendré par n @pésatie création de bosons

{aj,i :1...n} , vérifiant les régles de commutation usuelles.
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[a.a71=¢;; [a.a]=[a".a/]=0 (A.5)

Afin d’obtenir des notations plus compactes, onoidtiit I'opérateur n composantes.

a—a A.6
_a+ ()

Enterme deg;, {i = 1...2n}, les relations de commutation s’écrivent :

[a.a )=, {ai=1.n} r=i02:(_cl)n ](“)j (A.7)

ou, 1,, dénote la matrice identitén X n) et o, est la deuxieme matrice de Pauli2a

dimensions. La matrice vérifie donc :
r=-r1 orr=-1

A.2.20pérateurs exponentiels :

Afin de considérer des formes quadratiques poumfEsateurs;, introduisons la matrice

complexeS (2n x 2n) vérifiant :

S=71Sr

L’'opérateur exponentiel de forme quadratique (EFQplus général pour un systéme de

bosons peut s’écrire.
T =exp(d) explra )exp% a1Sa) (A.8)

Dans cette définitioninterviennentle ¢ - nombre(, le vecteur(a 2n composantes) et la
matricg(2n x 2n)S. Nous avons vu que sans restreindre la génédaifé on peut considérer

des matricesS symétriques.

L’action de la transformatiofi sur les opérateurss’écrit,
T'aT =4=Ta+A (A.9)

AvecT =exp(-S). Les videg0); et|0), associés sont alors liés par lg@i) =0, ).
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A.2.3Contractions élémentaires :

Dans tout ce qui suivra, nous noterons Tr une tdares I'espace de Fock. Sous la condition
que Tr (") existe et soit non nulle, on peut définir les cacitions €lémentaires associées a

T : elles s’écrivent :

<afi>ETrTai =( 1 /1) =(i/]j (A.10)
TrT 1-expts) ). =T )
(@a,)= TrTag, =( 1 rj - irj (A.11)
TrT 1-expts) ’ =T )

ou I'on a introduit les opérateusts qui se transforment par I'action flecomme
T7'aT =Ta (A.12)

Il est plus commode d’introduire la matrice densitéin corps (ou plutét la matrice des
contractions) :

P, = <(rc75r)ij > _ [exp exlr( °E J” _ ( ;T j” (A.13)

Qui satisfait a la propriété,

p=1(l+p)r.
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1-1Calcul de q:

. , . = 1. .
Pour un Hamiltonien quadratique du type v, + Ara +Ears1<a, nous avons lI'expression
deq.

G =T\ (:@a@,a,:[a,H]) (B.1)

1-2Calcul de Q; :
Nous avons:
Q =7 (@10, [ @,3, H]) (B.2)
Alors : Q =Tl m{ (@7,a,:[a,a, ,vk]>0 +ir(-aa,a,:[aa, ,c‘ra]>o
+_TS<< _Ic_rm_n [ﬁpﬁj C_ra_bjI> }
Nous avons : [ﬁpﬁ] ,ﬁaﬁb] =a,a,1,+a,a,7,+0,0,7T, +a,0,T,

Donc: Q; =0
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1-3Calcul de Q;; :

Q, =([:a4a,a,:H]) (B:3)

Et (aaa, aa)=0

Donc :

2-pour a un Hamiltonien guartique :

On définit 'Hamiltonien quartique:

H=9+ /Traa + %aarskab + % (8abc)0a0p 00 (B.4)

On ne considére que des interactions quartiques/miiata*aa . Cela donnea=b=2 et

c=d=1.

2-Calcul de g, Qj et Q; :
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g = I_Irm <:67lc_rm_n [_I’H]>O (BG)
< 67I _m_n [C_rl ﬁaﬁbﬁcﬁd]>+<a>d< _IC_YmC_Yn [_I ,C_YaC_YbC_YCD
1 s == =T\ /= T2 =~ ==~ T\/=
ql =a_gabcdrlmn +< Iam n :[ i abac d]><a>a +<:alaman :[ i’aaacad]><a>b (87)
+< _Iﬁm_n [_I ﬁaﬁb_d]><ﬁ>c
Nous avons :

aa,a.aa,]+ala .a0a, +[@.alaa7,

gaabac[aiad]-l-c_yac_yb[c_ri’C_Yc]c_yd +71,,0,0.04 +7,,0,0.0,

Les quantitéd’,,,, sont symétriques par rapport a leurs indices rggjs est non symétrique

(a cause du choix dé en 3.6). On trouve alors

N ikl o
+( 0,00, A0, +( 00,0, 8,007,
On calcule le premier termey, = — Qe 1mlia6(: A0, (0,3, ){T. 0, )

ij fm gn
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Nous avons:

= )0 ot (o). (or) (), G 10), (102 )" (r(2+0)")

an

1
G, = (ZJ TigGan (0), (79 (_5)gc G
Il ne reste que les valeurs pour lesquelles af=dy et g=c
1
G, = (ZJ T4 9apca Gabc

1
= Py 0220529191714 Gabe Yoo

1
G, = Zl r,9 2219 221

De la méme facon, on calcule les autres termesiicgomne la forme générale de q

1
4 == g{ Ti16221+ L 1G 221+ T p 211+ T g‘ 21}1
24 (B.10)

D’ou (B.11)
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On commence par le premier terme.

Q

] =a, [c?j ,c?ac—rbﬁc]+[c7p ,ﬁaﬁbﬁc]ﬁj

1

X

_Q
R
i~
ISV

¥ a.la,.a0 |70, 700

+a,le,. a2 )0, +|, . lo.a.a,

(]
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m

Q= _2_14Tipr|rmgabcd <0'd>rjc +<: aa.a,: C_ch_rbc_rcyia +<: a,a,a,: C_YaC_Yb_j >TP°
+<: aa.a,: C_YaﬁcC_Yj >pr +<: aa.a,: C_YbC_YC_j >Tpa

R (6)(_%j NesT 1 (7)), (07),,, (PT),, Gaq (Tp_l),e (T(l"' p)_l)

(r(1+ ,0)_1)

fm gn

1
Q = ercriegabcd (_ 5)fa(_ 5)gbGeab =

1
Q= Z chriegGefg

Le calcul de tous les termes donne 'expressiocaldide Q.
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