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Géomeétrie des équations aux dérivées
partielles

Résumé

Aprés un bref rappel sur les variétés de contacts, (transformations de contact, champs de
Lie, hamiltonien de contact, sous variété lagrangiennes); on donne une définition plus
sophistiqué d’'une E.D.P d’ordre un et d’un probléme de Cauchy. La classification de ces
équations au voisinage de leurs singularités est équivaut a la classification champs de Lie
aux voisinages de leurs zéros. On construit les familles génératrices et on utilise ceux qui

sont quadratiques a l'infini pour étudier les singularités des E.D.P d’ordre un.
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Introduction

L’objet de ce travail est I’étude géométrique des équations aux dérivées partielles. Le premier
chapitre est consacré a quelques rappels de géométrie différentielles, plus particuliérement,
la notion d’isotopie d’une sous variété et des rappels de géométrie symplectiques ainsi que le
prolongement des isotopies lagrangiennes. Une large introduction a la géométrie de contact
représente l’essentiel du menu de deuxiéme chapitre, & commencer par le cas des espaces
de jets, puis une définition plus générale d’une variété de contact. Apreés avoir parler des
transformations de contact et des champs de Lie, on définit les sous variétés de Legendre.
Une présentation géométrique, en termes de champs de Lie, des équations aux dérivées
partielles du premier ordre est proposée dans le troisiéme chapitre. La majeure partie de
quatriéme chapitre est consacré a la théorie des familles génératrices; ces familles montrent,
grace aux récents résultats de Conley et Zehnder; ainsi qu’a ceux de Hofer et Checanov, la

richesse des méthodes géométriques dans le traitement des équations de Hamilton-Jacobi. .



1

Compléments de géométrie

différentielle

1.1 Notions élémentaires

1.1.1 Sous-variétés de R"

Définition 1.1.1 On dit que S C R" est une sous-variété lisse de dimension d de R" en

un point a, si il existe un difféomorphisme local
h:(R"a) — (R xR%0),
lisse, appelé carte adaptée a S en a, tel que
h(S Ndom(h)) = ({Ogn-a} x RY) NIm(h).

On dit aussi que S est de dimension d, de codimension (n — d), au point a.
On dit que S C R" est une sous-variété de dimension d, de codimension (n — d), de R",

st elle l’est en tous ses points.

Exemple 1.1.1 1. Tout sous-espace vectoriel E de R™ est une sous-variété de dimension

dim E. Pour dim E =n — 1, c’est un hyperplan.

2. Un ouvert de R™ est une sous-variété de codimension 0. Une hypersurface de R"™ est

une sous-variété de codimension 1.

3. Le graphe d’une fonction lisse f : R — R"~? est une sous-variété de R" de dimension
d, (il suffit de prendre h : (y,z) — (y — f(x),x)).



1.1. Notions élémentaires

Définition 1.1.2 Applications lisses (différentiables)
Une application f : (S,a) — R™ est lisse au point a si pour toute carte locale ¢ : (S,a) —
(Rd, 0), Uapplication fo o=t : (]Rd, O) — R™ est lisse en 0.

L’application f est lisse si elle [’est en tout point de S.

1.1.2 Submersion et points critiques

Définition 1.1.3 Une application f : (R"™ a) — (R™, f(a)) est une submersion en a,
si il existe deuz difféeomorphismes locaux g : (R"™ a) — R"*™ et h: (R™, f(a)) — R™ tels
que ho fog™! soit la restriction a Im(g) de la projection canonique pro : R"™™ = R" x R™ —
R™.

On dit que f : S — R™ est une submersion de S dans R™ si elle [’est en tout ses point.

Définition 1.1.4 Si f : (S,a) — R™ est une submersion au point a on dit que a est un
point régulier ou que f(a) est une valeur réguliére. Sinon, on dit que a est un point

singulier ou que f(a) est une valeur singuliére.
La proposition suivante re-définie les sous-variétés de R™ par les submersions.

Proposition 1.1.1 Une partie S de R™ est une sous-variété de codimension m en a si et
seulement si il existe une submersion locale p : (R™, a) — (R™,b) telle que S N dom(p) =
p~L(b). On dit alors que “p = by est une équation de S au voisinage de a.

En particulier, si b € R™ est une valeur réguliere d’une submersion f : R"*™ — R™

alors f~1(b) est une sous-variété de R"™.

Exemple 1.1.2 [ : (z,y,2) — 22 + y* + 2% est une application de R3 & valeurs dans R

ayant 1 pour valeur réguliére, ainsi S* = f~1(1) est sous-variété de R3.

1.1.3 Immersions et plongements

Définition 1.1.5 On dit qu’une application f : (R™,b) — (R™™™ a) est une immersion
en b, si il existe deux difféomorphismes locauz h : (R"™™ a) — R™™™ et g : (R™,b) — R™
tels que ho f o g™ soit la restriction a dom(g™') de l'injection canonique

j: R — R"xR™

r —  (0,2).

Dans ce cas, on dit que h™' o j o g est un plongement local.
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On dit que f est une tmmersion quand c’est une immersion en tout point.
Un plongement d’une sous-variété S de R™ dans R™™ est une immersion j telle que

Jj S —j(S) est un homéomorphisme.

Exemple 1.1.3 57 S est une sous-variété de R™, alors l’injection canonique i : S — R" est

un plongement.

Comme dans le cas des submersions, on peut caractériser les sous-variétés par les im-

mersions.

Proposition 1.1.2 Une partie S de R™ est une sous-variété de dimension m en a si et
seulement si il existe un plongement local j : (R™,b) — (R",a) et un ouvert R D U > a

telle que SNU = Im(j); on dit alors que j est un paramétrage de S au voisinage de a.

Proposition 1.1.3 Caractérisation infinitésimale des submersions et des immersions.

Soit f: (R",a) — (R™,b) une application lisse.

i) f est une submersion en a si et seulement si D f(a) est surjective.

ii) f est une immersion en a si et seulement si D f(a) est injective.

Remarque 1.1.1 Si Df(a) est bijective, on dit que f est étale. C’est donc & la fois une

immersion et une submersion.

1.1.4 Le fibré tangent a une sous-variété
L’espace tangent en un point & une sous-variété

Définition 1.1.6 L’espace tangent a une sous-variété S de R™ en a, que l'on note T,S,

est le sous-espace vectoriel de R"™ défini par
. d .
1,5 = {7(0) == li—o ¥(t), 0wy : (R,0) — (S,a) est une courbe lzsse} :

Exemple 1.1.4 1) Si S est un sous-espace vectoriel de R", alors T,S = S.
2) Si S est un ouvert de R™ alors en tout point a de S, on a T,S = R".

Le résultat suivant donne d’autres définitions de ’espace tangent.

Proposition 1.1.4 Soit S une sous-variété de R" de dimension d en a.
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1. Pour toute carte adaptée h: (R",a) — REx R4 ¢ S, on a

T,S = Dh(a)~" ({0} x R"*d) :
2. Si “p = by, est une équation de S au voisinage de a, alors T,S = ker Dp(a).
3. 81 j: (R™b) — (R"™ a) est paramétrage de S en a, alors T,S = Im Dj(a).

Définition 1.1.7 Le fibré tangent a une sous-variété de R".

Le fibré tangent a une sous-variété S de dimension d de R™, que l’on note T'S, est le

sous-ensemble de R™ x R™ défini par
TS ={(x,v) € SxR", t.qveT,S}.
L’application wg : (x,v) — x est la projection du fibré tangent T'S sur S.
On a mg'(z) = {2} x TS : Cest la fibre au dessus de .

Proposition 1.1.5 Le fibré tangent T'S a S est une sous-variété de R™ x R"™ de dimension
2dim S.
De plus, la projection du fibré est une submersion.

Preuve. Si h: (R",7) — R? x R""? est une carte adaptée & S en z, alors

Th: TS — R" x R"
(x,v) = (h(x), Dh(z).v)

est une carte adaptée a 7'S en (z,v). m

Définition 1.1.8 La différentielle d’une application

Soit f: S — R™ une application lisse d’une sous-variété S de R™, on définit I’application
df : TS — R™ par :
Pour tout a € S et tout arc lisse y : (R,0) — (S,a), on pose df (y(s),4(s)) :== (fov)'(s),

quand cela est bien défini.
On peut remplacer R™ par un ouvert ou une sous-variété de R™.

Définition 1.1.9 Application tangente a une application lisse

Soit f : S — T une application différentiable d’une sous-variété S de R™ a valeurs dans

une sous-variété R de R™. On définit
Tf: TS — TR
(z,0) — (f(2),dfzv)

et on l'appelle application tangente a f.
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Définition 1.1.10 Soit f : (S,a) — R lisse au point a.

Proposition 1.1.6 Un point a tel que df (a) = 0 est appelé un point critique de f.

Formes de Pfaff et intégrales curvilignes

Définition 1.1.11 Une forme de Pfaff (ou une 1-forme différentielle) sur une sous-variété
S est une application différentiable
a: TS — R
(z,0) — ag(v),

ol o : TS — R est une application linéaire.
Exemple 1.1.5 La différentielle df d’une fonction réelle f : S — R est une forme de Pfaff.

Dans le cas ou S est un ouvert de R”, une forme de Pfaff a s’écrit d’'une maniére unique
j=n j=n

a1 20, 2n) (U1, V2, -0y Un (x1, 9, ..., T a;dxj(vy, va, ..., vy).

IIM

Jj=1

avec a; une fonction réelle lisse sur S et dz; : R" — R la j*™° projection.

Définition 1.1.12 Pour tout arc différentiable par morceauz v : [to,t1] — S, on définit

lintégrale curviligne d’une forme de Pfaff o sur S le long dey par

/7 o= /t:l oy (5(t))dt

Dans le cas ot a = df (on dit dans ce cas que f est une primitive de « et que la 1-forme
a est exacte), on a

/ af = / T / (For) (Bt = F(3(t0) — F(1(11)).

to

Une 2-forme différentielle w sur S est une application lisse
w: TS®sTS — R
(z,v,w) — we(v,w)
ol wy : 1,5 xT,5 — R est une forme bilinéaire alternée.
L’espace TS®sTS = {(z,v,w), t.q (z,v), (x,w) € TS}, qui est la somme de Whitney de

TS avec lui méme, est muni de la structure de sous-variété de TR" Gg» TR™ = R" x R™ x R".

Définition 1.1.13 La différentielle extérieure d’une forme de Pfaff.
La différentielle extérieure d’une 1-forme « est la 2-forme da définie comme suit : Pour

toute surface paramétrée o : (R?,0) — S de classe C%, on a

Oo oo 0 Jo 0 Jo
B0t (G (5,1), 90 (5,1)) = =@ty o (5,1) = ey o (5,))
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Champs de vecteurs sur une sous-variété

Définition 1.1.14 Un champ de vecteurs X sur une sous-variété S est une application

lisse
X: S — T8

r — X(z)=(z,X(x)),
i.e. C’est la donnée en tout point x de S d’un vecteur tangent a S en X.
Un champ de vecteurs dépendant du temps est la donnée d’une famille (X;)ies, ot chaque

X, est un champ de vecteurs et J est un intervalle compact de R.

Remarque 1.1.2 Les champs de vecteurs sont duaux des forme de Pfaff, Si X est un
champ de vecteurs et a est une forme de Pfaff alors (v —— a,(X(x))) est une fonction

différentiable sur S.

Définition 1.1.15 Image réciproque et image directe d’un champ de vecteurs

Soit f 1V — W une application étale (i.e. une immersion et une submersion a la fois)
entre sous-variétés.
S1'Y est un champ de vecteurs sur W, on définit son image réciproque par f comme

étant le champ de vecteurs sur V', que l'on note f*Y, est qui est défini par

FY () = (dfa) " (Y (f(2))).

St f est un difféeomorphisme, on définit [''mage directe d’un champ de vecteurs X sur V' par

f, que lon note f,X, comme étant le champ de vecteurs (f=1)" X sur W.

1.1.5 Equations différentielles sur une sous-variété

Définition 1.1.16 Une équation différentielle sur une sous-variété S de R™ est une équa-

tion de la forme
q'(t) +Tu(q) =0, (E1)

ou q: I — S est une chemin différentiable et T'; est un champ de vecteurs dépendant du

temps sur S.
Dans le domaine d’une carte h, ’équation (E1) s’écrit sous-la forme
2'(t) + (hIy)(2) =0,

qui est une équation sur R™ & laquelle s’applique le théoréme fondamental des équations

différentielles ordinaires, puis en recollant les solutions on obtient :
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Théoréme 1.1.1 On considére l’équation (E1) et on suppose que Ty est & support compact.

1)- Quels que soient (ty,qo) € J x S et lintervalle I C J contenant to, il existe une unique
solution v; : I — S de (E1) telle que v;(ty) = qo, c’est la restriction a I de l'unique

solution maximale v; sur J du probléme.

2)- On définit la résolvante R de (E1) comme étant 'application

R: JxSxJ — S
(37(]07t) — RZ(QO)v

ot (t — RL(qo)) est Uunique solution qui prend la valeur gy & linstant t = s.

3)- La résolvante vérifie RL o RT = R pour s,t,7 € J; en particulier (RL)™" = RS et

chaque R est un difféomorphisme de S sur lui méme.

4)- Dans le cas ot T'y(q) = —X(q) est indépendant du temps (on dit que l’équation est
t—s

autonome) on pose RL = p'=* et Uapplication ((t,q) — p'(q)) est le pseudo-groupe

a un paramétre, ou le flot engendré par le champ de vecteurs X.

1.1.6 Isotopie d’une sous-variété

Définition 1.1.17 Une isotopie d’une sous-variété S est une application continue
g: [0,1] xS — S
(t,x) > g(t,x) = gi(2)
telle que chaque g; est un difféomorphisme de S et go = Ids.

Comme conséquence de cette définition, partant d’une isotopie (g;),-,; de S, on obtient

une famille de sous-variétés (S; = g:(5))o<t<1 qui sont des copies de S.

Exemple 1.1.6 Si on prend S = S? et g;(x) = (1+t)x alors S; est la sphére de centre Ogs
et de rayon (1+1t).

Exemple 1.1.7 Si on prend J = [0,1] et g, = R} dans le théoréme précédent, on définit

bien une isotopie sur S.

Définition 1.1.18 Le générateur infinitésimal d’une isotopie (g;)y<,, est l'unique champ

de vecteurs dépendant du temps X; défint par

%gt(Q) = Xi(9:(q))-

Définition 1.1.19 Une isotopie est a support compact si en dehors d’un compact elle est

réduite a lidentité.
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Dérivée de Lie par rapport a4 un champ de vecteurs

Soit X un champ de vecteurs et p son flot, la dérivée de Lie par rapport & X est définie par

d
Ly := at |t:0 (Pt)

*

En particulier, si ¢ : S — R alors
(Lxyp) (z) = dp,. X ().

Proposition 1.1.7 Formule d’homotopie de Cartan

Pour toute 1-forme o sur S et tout champ de vecteurs X on a
ﬁXOé = Zx(dO[) + d(zXa) (F-H—C)

Remarque 1.1.3 Si (¢;), <i<1 €St une isotopie dont le générateur infinitésimal est X; on a

d
E(gt)* = (gt)* oLx,.

1.2 Rappels de géométrie symplectique

1.2.1 Structure symplectique sur une variété

Une structure symplectique sur une variété différentiable M est la donnée d’une 2-forme
différentielle fermée w sur M, appelée forme symplectique, telle que la forme bilinéaire

alternée w, sur T, M est non dégénérée pour tout x € M.

Exemple 1.2.1 La structure symplectique standard sur R*"

Sur R?" = {(x1, 22, ..., T, Y1, Yo, -, Yn) } ON pOSE
wrn = dxy AN dyy + deg ANdys + ... + dx, A dy, = dei A dy;.
i=1

On appelle (R*",wgn) la structure symplectique standard sur R*".

La notation est justifier par I'exemple suivant, qui est identique, de point de vu algébrique

au précédent, mais qui a une autre signification géométrique.

Exemple 1.2.2 La structure symplectique standard sur T*R"
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Sur T*R™ = {(q1, G2, .- @ns D1, D2y -, Pn) } =~ R?™ on définit la forme de Liouville

Orn = prdqy + padge + .. + padan = Y pidy;,
i=1

c’est une 1-forme différentielle sur R™, sa différentielle dOgrn n’est autre que wgn.
En mécanique classique on dit que R™ est l’espace des phases et T*R™ est celui des

configurations.

Exemple 1.2.3 La structure symplectique standard sur T*M

C’est la généralisation de ’exemple précédent, dans ce cas la forme de Liouville, que l’on
note O, est caractérisé par :

"Pour toute 1-forme o : M — T*M, on a a*(0pm) = . On note par wy; = dfy : La

forme symplectique standard de T*M.

Définition 1.2.1 Sous-variétés langrangiennes d’une variété symplectique
Une sous-variété L d’une variété symplectique (M,w) est lagrangienne si en tout point
zeL ona(T,L)" =T,L; ou

(T,L)" :={¢ € T,M, t.q¥n e T,L,w,(€,n) =0}.

Un plongement lagrangien est un plongement j : S — (M,w) tel que j(S) est une

sous-variété lagrangienne de (M, w).

Exemple 1.2.4 Une 1-forme o : M — T*M sur M est un plongement lagrangien si et

seulement si elle est fermée (i.e. dax=0)

Remarque 1.2.1 Comme la forme symplectique est non dégénérée, une sous-variété la-
grangienne est de dimension égal a la moitié de la dimension de la variété ambiante; d’autre

part, la restriction de la forme symplectique & une sous-variété lagrangienne est nulle.

Proposition 1.2.1 (Invariance par difféomorphisme de sous-variétés lagrangiennes).
Soit L une sous-variété lagrangienne de (M,w) et ¢ un difféomorphisme de M alors

©(L) est également une sous-variété lagrangienne.

Preuve. On rappel que T,p(L) = (dgp;(lm)> (T;-1(z) L) et par conséquent

(Top(L))™ = (dsO;(lm)> (Tw—l(x)L)l=<d90;(lz)> (To-1(n L)
= T.p(L),

ce qui démontre que ¢(L) est également une sous-variété lagrangienne. m
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1.2.2 Automorphismes et isotopies symplectiques

Définition 1.2.2 Soient (M, w1), (Ms,ws) deuz variétés symplectiques et f : My — My
une application différentiable.

L’application [ est isomorphisme de variétés symplectiques si f*wqo = wi.

Si (M1, w1) = (Ms,wy) = (M,w) on dit que f est un automorphisme symplectique de
(M, w).

Remarque 1.2.2 L’ensemble des automorphismes symplectiques est un groupe.

Proposition 1.2.2 Caractérisation des isomorphismes symplectiques
L’application [ : (M, wq) — (Ma,ws) est un isomorphisme symplectique si et seulement
st son graphe

Gr(f) ={(x1,22) € My X My, t.qaes = f(x1)}

est une sous-variété lagrangienne de (My X Ma, priws — priwi).

Preuve. En effet, (prijws — priwi),, ) = (f'w2 —w1),,. =

Notation 1.2.1 On note Aut(M,w), le groupe des automorphismes de (M,w) et w? :=

priw — priw qui est une forme symplectique sur M? = M x M.

Exemple 1.2.5 L’espace (R™)" s’identifie canoniquement o R™ grdce au produit scalaire
euclidien; comme T*R" s’identifie a R™ x (R™)* "application
(T*R™, wgn) — (C" ~R" +iR" 0,)
((Q17 q2, -+, qn, P1, P2, >pn)) — (Q1 + Z.pla q2 + ip?a <oy Qn + an) )

ot op(u,v) = im(uv), est un isomorphisme symplectique qui envoie la section mnulle
Y gn = R" X {Ogn} de T*R™ sur R™.

Définition 1.2.3 Un automorphisme infinitésimal de (M,w) est un champ de vecteurs
dont le pseudo-groupe & un paramétre est inclue dans Aut(M,w). Autrement dit, Si X est

un tel champ alors Lxw = 0.

D’apres la formule (F-H-C), le fait que Lxw = 0 et que w est fermée entraint que la

1-forme ixw := w(X,.) est fermée, ce qui motive la définition suivante :

Définition 1.2.4 On dit qu’un champ de vecteurs X sur une variété symplectique (M, w)
est un champ hamiltonien si la forme ixw est exacte; sa primitive h : M — R (ixw = dh)

s’appelle Uhamailtonien de X et X est le gradient symplectique de h.

11



1.2. Rappels de géométrie symplectique

Notation 1.2.2 On note aut(M,w) : L’ensemble des automorphismes infinitésimaux de

(M,w) et ham(M,w) : L’ensemble des champs hamiltoniens.

Définition 1.2.5 Isotopie symplectique

Une isotopie symplectique (;),<, sur (M,w) est une isotopie de M telle que ¢, €
Aut(M,w), 0 <t < 1.
Si de plus, (¢y)o<i<1 C ham(M,w) on dit que (p;)o<,<; est une isotopie hamilton:-

enne; la famille (ht)ogtgp ou ¢, est le gradient symplectique de hy, est ’hamiltonien de

lisotopie (¢y)g<i<1-

1.2.3 Prolongement des isotopies lagrangiennes

Voisinage tubulaire symplectique

Théoréme 1.2.1 (A. Weinstein)

Pour tout plongement lagrangien j : S — (M, w), il existe un voisinage ouvert U C T*S
de la section nulle de T*S et un plongement J : U — (M,w) tel que J*w = wg | et que si
(05 : S — T*S) est la 1-forme nulle alors j = J o 0g.

Définition 1.2.6 Le plongement J donné par le théoréme précédent est appelé voisinage

tubulaire symplectique de j pour w.
Notation 1.2.3 On note PI(S; M,w) ={j : S — (M,w), j est un plongement lagrangien}.
Corollaire 1.2.1 On considére une variété symplectique (M,w).

1)- Si M est compact alors le groupe Aut(M,w) est localement connexe par arcs différen-

tiables.

2)- Pour toute variété compact S, Uespace PI(S;M,w) est localement connexe par arcs

différentiables.

Preuve.

1)- Soit J un voisinage tubulaire de 'inclusion diagonale (j : x — (z,x)) de (M,w) dans

(M x M,w?).

12



1.2. Rappels de géométrie symplectique

Pour tout ¢ € Aut(M,w), assez proche de 'identité, on a J~!(graphe(p)) est une sous-
variété lagrangienne de T* M, il en est de méme pour t.J ! (graphe(yp)), ainsi J (tJ~(graphe(p)))
est une sous-variété lagrangienne de M?, c’est le graphe d'une application ¢, : M — M

et par conséquent, (,) est un chemin reliant l'identité ¢, = Idy & ¢ = .

2)- Soit J un voisinage tubulaire de j € PI(S; M,w). Pour tout k € PI(S; M,w), lisse et
assez proche de j, il existe une 1-forme fermée a telle que k(S) = J(a(S)), d’apres
1) le groupe Aut(S) est localement connexe par arcs alors il existe une isotopie (,)
de S telle que k = J o v 0 p; ainsi le chemin différentielle (k; := J ota o ,) joint
kog=Jo0s=jak =Joaoyp, =kdans PI(S; M,w).

L’isotopie (k; := J ota o ¢,) construite dans la preuve est une isotopie lagrangienne.

Isotopie lagrangienne

Définition 1.2.7 Une isotopie lagrangienne d’une variété S dans (M,w) est un chemin
dans PI(S; M,w).

Une telle isotopie (j;) est dite exacte, lorsque la forme symplectique w est exacte et
pour toute primitive 6 de w au voisinage de j;(M), la 1-forme (< ;76) est exacte sur S.
Lorsque S est compact, cette définition est équivalente au fait que, pour r assez proche

de t et pour tout voisinage tubulaire J de j;, il existe une fonction f, : S — R telle que

Jr(S) = J(df+(5)).

Théoréme 1.2.2 i)- Une isotopie (1,) de (M,w) est une isotopie hamiltonienne si et seule-
ment si {j; : x — (x,9,(x))} (i.e. jo(M) = graphe(1),)) est une isotopie lagrangienne
ezacte de (M x M,w?).

ii)- Prolongement des isotopies lagrangiennes exactes

Pour toute isotopie (j;) d’une variété compact S dans M, les deux propositions suivantes

sont équivalentes :

1. L’isotopie (j;) est une isotopie lagrangienne ezxacte de S dans (M,w).

2. Le plongement jo est lagrangien et il existe une isotopie hamiltonienne (p,) de

M, w) a support compact, telle que 7, = @, o jo pour tout t.
(M, PP pact, que ji = ¢, 0 jo p
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2

Introduction a la géométrie de

contact

2.1 Structure de contact

2.1.1 Structure de contact des espaces de jets
Germes et jets de fonctions lisses sur une variété différentiable

Définition 2.1.1 Soit M une variété différentiable de dimension n.
On dit que deux applications f,qg: (M,z) — RP ont le méme germe au point x, si il

existe un voisinage V de x tel que f |y= g |v.

Remarque 2.1.1 La définition reste vraie si on remplace M par un espace topologique

quelconque.

Proposition 2.1.1 La relation : f et g ont le méme germe en x est une relation d’équivalence

sur l’ensemble des applications locales en x.

Définition 2.1.2 Le quotient de M par cette relation d’équivalence est appelé l’espace des
germes de fonctions en x. On le note Cy(M). On note par [f]|, : la classe d’équivalence

d’une fonction par rapport & cette relation d’équivalence.

Lemme 2.1.1 S deux fonctions, lisses en x, [ et g ont le méme germe en x, alors il en ait

de méme pour leurs dérivées d’ordres supérieurs. Autrement dit : si [f], = [g], alors pour
tout k € N, [D¥f] = [D*g] .
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2.1. Structure de contact

Preuve. Ceci est vrai parce qu’avoir le méme germe en x est une propriété locale (i.e.

avoir le méme germe dans un ouvert contenant x). ®
Définition 2.1.3 Sur l'ensemble |J, .12} X Co(M) on définit la relation

(x,[f],) R (y, [g]y> < (x =y) et pour tout 0 < k <, [Dkf]x = [Dkg}x,

la relation R ainsi définie est une relation d’équivalence et l’ensemble des classes d’équivalence
modulo cette relation, que l'on note J"(M,RP), s’appel l’espace des jets d’ordre r (ou
r-jets) d’applications de M dans RP.

Pour p =1, on parle plutot de jets de fonctions. On note j.f : la classe d’équivalence

du couple (x,[f],) et on Uappelle le jet d’ordre r de f en x.

Pour r =0, jO(M,RP) = M x RP et jOf = (z,[f],).

Structure de variété de I’espace J*(M,R?)

Soit p : E — M un fibré vectoriel de rang ¢ au dessous de M, on note J*(p) : le sous-
ensemble de J*(M, E) constitué par les jets d’ordre k de section de fibré p : E — M. On se
donne un atlas S = {(U, p; @)} sur M formées d’ouverts de trivialisation du fibré vectoriel
(E,p, M). Etant donné une carte (U, ¢; ®) € I on désigne par 1, la carte locale de £

donnée par

O HU xR 3y — ¥, (y) = (2(p(y)), pra2(®(y))) € U x RY.

Lemme 2.1.2 On identifiant chaque jet j*f d’applications d’un ouvert U C R™ dans un
ouwvert V. C R" a (z, (Dif(x))oéigk), on identifie j*(U, V) a l’ensemble

UxV x @ L;(Rn7Rp>u

0<i<k

ou LL(R",RP) désigne l'espace des application i-linéaires symétriques de R" a valeur dans
RP.

Théoréme 2.1.1 Pour tout k € N, soit ’application

m,: JHp) — E
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2.1. Structure de contact

i) Lorsque (U, @; ®) varie dans 3, les applications

b (WU xRY)) — UxRYx @ Li(R",RY)

0<i<k

données (modulo lidentification du lemme précédent) par

Vo e f) = Jg) (p7”2 ogpofo [w‘l}@(z)) :

forme un atlas de variété différentiable sur J*(p). Cette structure ne dépend pas du

choiz de &

ii) Pour cette structure, lapplication m : J¥(p) — E est un fibré vectoriel. En particulier

7o : J°(p) — E est un difféomorphisme.
iii) Quel que soit | < k, lapplication

m.: JHp) — JYp)
j¥s  — m(jFs) == jls.

est un fibré vectoriel.

Lemme 2.1.3 FEtant donnés un entier naturel k et une variété lisse M, Soit J¥(R™ M) la
fibre en 0 de la projection canonique oy, : J*(R™, M) — R™ définie par ak(j;jg) =.
Pour chaque y € R™, désignons par 7, la translation par y dans R™.

L’application
k m -k o -k m k m
J (R 7M) Bjyg %%(y) - (97]0(907_31)) € R™ x JO(R aM)

est une trivialisation de oy, au-dessus de Idgm = T¢, qui permet d’identifier J*(U, M) a
U x J¥(U, M) pour chaque ouvert U de R™.

Théoréme 2.1.2 Pour tout k € N, on considére [’application

py=pom,: J(p) — M

i o

i) Le triplet (Jk(p),pk, M) est un fibré vectoriel au-dessus de M.
ii) Pour chaque section f de (E,p, M) au-dessus d’un ouwvert U de M, j*f : x —— jkf
est une section de (Jk (p), Pk, M) au-dessus de U.
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2.1. Structure de contact

Structure de contact sur J*(R", RY)

Etant donnés un ouvert U de R" et f € C*(U,RY); le jet d’ordre k de la fonction f, que 'on
note j*f, est une section continue de la projection oy, : J¥(R",R?) — R" au-dessus de U
qui vérifie en plus

d(d = f) =d f
Soient (y!, 9%, ...,y"), (resp. (2!, 22, ..., 29)) le systéme de coordonnées standard sur R" (resp.
R?), on considére les fonctions x!, 22, ..., 2" : J¥(R", R?) — R définies par

G ) =y'(v),1<i<n,

et pour chaque 1 < j < ¢ et chaque multi-indice & € N™ vérifiant |a| < k on définit la
fonction v/, : J*(R",R?) — R par

u () = %(v) _ ( o %) (v).

Considérons & présent les 1-formes différentielles sur J*(R™, RY) données par
. . i=n .
C‘Zx = duz)z - Z uiwr&ide? |C¥’ < ka 1<j<gq,
i=1

ot &; = (67,67, ..., 1) € N7, 6t designe le symbole de Kronecker.

79 71

Une section continue ¢ au-dessus de U C R"™ est de la forme ¢ = j* f si et seulement si

les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. L’application 7¥~! o ¢ est de classe C'; ou 7f ' : JF(R™, RY) — JF1(R" RY).est la

projection canonique.
2. p*(c, |U;1(U)) = 0 quels que soient j et a.

Si K, : désigne le sous-fibré vectoriel de T*(J*(R",R?)) engendré par la famille des

formes de Pfaff (¢/); », la deuxiéme condition s’écrit

90*(]C2,q |a;1(U)) =0.

Nous dirons que KF est la structure de contact de J*(R",R?).
Si on ce donne le fibré trivial pr; : R® x R? — R", on aura J*(pr;) = J*(R™, RY), et la

projection canonique est notée 7, : J*(pry) — JO(pr1) = R" x RY,
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2.1. Structure de contact

Proposition 2.1.2 Soient U etV deux ouverts de R" xR? et H : U — V un isomorphisme
de pri |u sur pri |v au-dessus de difféomorphisme h : pri(U) — pri(V).
Le difféomorphisme
HY: 7Y (U) — 7, '(V)
gof = HEGES) = Gy (H o Fo b nw),
ot ]7(33) = (z, f(z)), vérifie la relation

Hf(lcfz,q |71'];1(U)) = ICZ,q |TI';1(V) : (T_Cl)

Structure de contact sur J*(M, E)

Corollaire 2.1.1 Pour tout k € N, il existe un sous-fibré vectoriel K*(p) de T*(J*(p)),
appelé structure de contact de J*(p), et ayant la propriété suivante :

Pour qu’une section continue g du fibré (Jk(p)mk, M) au-dessus d’un ouvert U de M

soit holonome, il faut et il suffit que 7} o g soit de classe C* et que l'on ait g*(K*(p)) = 0.

On pose K%(p) = {0}.

Corollaire 2.1.2 Soient (Ey,p1, M) et (Ey, p2, M) deuz fibrés vectoriels isomorphes sur M.
Pour tout k € N, le difféomorphisme
HE: JHp) — J*(p2)
grf = HM(Ef) =5 (H o f o [huw),
ol pa 0 H = h o py, vérifie la relation

HE(KE (p1)) = K (p2). (T-C2)

Remarque 2.1.2 Cette application est ce qu’on appelle une transformation de contact; la

structure de contact KF(p) est la restriction a J*(p) de la structure de contact sur J*(M, E).

2.1.2 Structure de contact sur une variété
Formes de contact sur une variété

On consideére la structure de contact Kﬁg sur J*(R",R%), en prend souvent ¢ = k = 1, dans
ce cas le sous-fibré K} | est engendré par sa section
n .
Cp=du — Y pidx’, (F-C)
i=1
ol u = ug et p; = uj,. Cette 1-forme sur J'(R",R) = {(*, p;, u)} est une forme de contact

au sens de la définition suivante :
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2.1. Structure de contact

Définition 2.1.4 Forme de contact sur une variété lisse
Une forme de contact sur une variété différentiable M est une forme de Pfaff, noté c,

qui vérifie les deux conditions suivantes :

1. Pour tout x dans M, la forme linéaire ¢, : T,M — R est non nulle. Son noyau ker c,

est donc un hyperplan de T, M.

2. La restriction o ce noyau de la forme bilinéaire dc, : T, M x T,M — R est non

dégénérée.

Remarque 2.1.3 Comme il y a pas de forme bilinéaire antisymétrique non dégénérée sur
un espace vectoriel de dimension impaire, ceci implique que ker c, est de dimension paire,
et comme ker ¢, est un hyperplan (i.e. un sous-espace vectoriel de codimension un) on en

déduit que M est forcément de dimension impaire.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une 1-forme ¢ sur M soit une forme de
contact est que ¢ A (dc)"" soit une forme volume sur M; (dim M = 2n + 1).
Comme pour les formes symplectiques, nous allons voir que toutes les formes de contact

admettent le méme modéle local, comme le montre le

Théoréme 2.1.3 (Darbouz)
Soit ¢ une forme de contact sur une variété lisse M de dimension 2n + 1, en tout point

a de M il existe un difféomorphisme local
h:(M,a) — (JHR",R),0)
tel que h*c, = ¢ au voisinage de a.
Démonstration. Soit X le champ de vecteurs sur M défini par
Vo € M,ix@)cs := (X (2)) = 1 Nixyde, == de,(X(x),.) = 0.
Si ¥ = exp(tX) : le flot de X, alors, d’aprés la formule d’homotopie de Cartan, on a
Lxc:=d(ixc)+ixde=0

et par conséquent, (gof( )* ¢ = ¢ (i.e. la forme de contact ¢ est constante le long des courbe

intégrales du champ de vecteurs X ), d’ou

(gof()* dc = dec.
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2.1. Structure de contact

Si S 3 a est une hypersurface de M, (i.e. une sous-variété de codimension un), transverse
aux courbes intégrales de X, (i.e. T,M =T,S & RX(z) pour tout z € S) et si j:S — M
désigne l'injection canonique de S dans M alors, j*dc, qui n’est autre que la restriction de
dc a S est une forme symplectique sur S. Car, TS = ker dc,.

On appliquant le théoréme de Darboux sur une variété symplectique a (S, j*dc), il existe

sur S un systéme de coordonnées locales (3!, 42, ...,y", q1, @2, -.., ¢n) centré en a tel que

jrde = i dy' A dg;.
i=1

On considére les fonctions x!, 22, ..., 2", p1, p2, ..., pn définies au voisinage de a par

7 =y, i'pi=aiet (&) pi = pi-
Puisque (gpf)* dc = dc, on a

dc = i dz' A dp; = —d (Z pidxi) au voisinage de a.
i=1 i=1

1=n )

En on déduit que la 1-forme c+ > p;dz’ est fermée, elle est donc localement exacte, elle est
i=1

donc la différentielle d’une fonction v définie au voisinage de a, i.e.

i=n .
¢ =du— ) pidx' au voisinage de a.
i=1

A N
Comme c A (dc)"" est une forme volume, alors (u,x!, 22, ..., 2", p1, pa, ..., pn) €st un systéme

de coordonnées locales de M au voisinage de a. m

Structure de contact abstraite sur une variété lisse

Définition 2.1.5 Une structure de contact K sur une variété différentiable M est la
donné d’un sous-fibré en droites K de T*M tel que si on note K*= K—{0p«p} alors toute
section locale de K* est une forme de contact.

On dit que (M, K) est une structure (ou variété) de contact.

Exemple 2.1.1 L’espace de jets d’ordre un des fonctions lisses sur R"™, que [’on note
JHR™ R) ou JH(R") tout simplement, muni de la forme de contact standard, que [’on note

Cn = crn. La structure de contact (J'(R™), cgn) nous sera trés utile par la suite.

20



2.2. Transformations de contact-variétés de Legendre

2.2 Transformations de contact-variétés de Legendre

2.2.1 Transformation de contact

Définition 2.2.1 Transformations de contact
Une transformation de contact entre deuz variétés de contact (M, ICy) et (Ma, ICy) est
un difféeomorphisme [ : My — My vérifiant : f*IKCy = Ky.

On dit également que f est isomorphisme de contact (automorphisme si My, = M, ).

Exemple 2.2.1 Tout automorphisme local de fibré vectoriel trivial (J°(R") ~ R" X R, s¢ =
pri, R") définit un unique automorphisme local de la variété de contact (J'(R"), cgn), qui
est un automorphisme local de fibré (J*'(R"), 79, JO(R™)).

De méme, tout difféomorphisme de R™ sur lut méme définit également un unique auto-

morphisme local de la variété de contact (J*(R™), cgn), qui est un automorphisme local de
fibré (JH(R™), 51, R™).

Exemple 2.2.2 Les involutions de Legendre

On ce donne I un sous-ensemble de {1,2,3,...,n}, on définit hy sur l’espace J*(R") par

(
, —p; sii €l
ZEZO]'L[: { p

7

T sinon

x osiiel
piohr= ]

p; Sinon

uwohy= wu—> pr'
\ el

L’involution hy est automorphisme de contact de (J*(R™), crn) qui ne conserve pas les deuz

projections fibrés 70 et sy.

Définition 2.2.2 Automorphisme infinitésimal d’une structure de contact
C’est un champ de vecteurs sur M dont le pseudo-groupe & un paramétre qu’il engendre
est formés d’automorphisme locaux de (M, KC).

Un automorphisme infinitésimal s’appel un champ de Lie.

Cette définition se traduit en termes infinitésimaux par la propriété suivante : pour toute
section locale ¢ de la projection K* — M, la dérivée de Lie Lxc est une section locale de la

projection I — M.

Proposition 2.2.1 Si X est un champ de Lie de la structure de contact définie une forme

de contact ¢, alors ¢ N Lxc = 0.
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2.2. Transformations de contact-variétés de Legendre

2.2.2 Variétés de Legendre

Définition 2.2.3 Une (sous-) variété de Legendre d’une variété de contact (M,K) est
une sous-variété j : S — M telle que 7K = Op«g, et de dimension maximale parmi les

sous-variétés de M possédant cette propriété.

Définition 2.2.4 On dit que deuz sous-ensemble Ay, As d’un ensemble E ont le méme
germe dans un autre sous-ensemble B de E st Ay N B = Ay N B. Ce qui définit une
relation d’équivalence sur l’ensemble des parties de E; on note [A]g le germe (ou la classe
d’équivalence) d’un sous-ensemble A de E.

Si B = {x}, on écrit plutot [A],.

Théoréme 2.2.1 i)- Si M est de dimension 2n + 1, les sous-variétés legendrienne sont

toutes de dimension n.

ii)- Pour que la sous-variété S — J*(R™) soit une variété de Legendre de (J*(R™), Kgn), il
faut et il suffit que, pour chaque b € S, il existe une involution de Legendre h; et un

germe ¢ : [R"] ;. ) — R de fonction de classe C* tels que

[hl(s)]hl(b) = jl@ ([Rn]51(h1(b))> )

Démonstration.

i)- Soit i : S < M une sous-variété de Legendre de (M, K).

Si ¢ est une forme de contact engendrant localement K, on a i*c = 0 et par conséquent
i*dc = 0. Comme dc(i(y)) est non dégénéré sur kerc(i(y)) pour tout y € S, alors
T,i(T,S) et son orthogonal par rapport a la forme bilinéaire non dégénéré de(i(y))
s'intersectent en zéro uniquement, donc 2dim 7}i(7,S) < dimkerc(i(y)) = 2n; en on
déduit que T}i(T},S) est de dimension au plus n, comme 7)i établit un isomorphisme
de T}, S sur son image, ceci entraine que S est de dimension au plus n. Pour savoir qu’il
existe des sous-variétés legendriennes de dimension n, il suffit de remarquer que pour
toute fonction lisse ¢ € C*°(R™, R), la sous-variété jlp(R") := {(z, p(x), Vo()),x €
R"} est une sous-variété de Legendre de (J'(R™), Kgn), elle est de dimension n car

c’est 'image de R™ par le plongement z — (x, (), Vi (z)) € R* x R x R* = R?+1L,
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2.2. Transformations de contact-variétés de Legendre

ii)- Soit la projection canonique définie par

T (Jl <Rn), ICR’IL) — T*Rn
];f — ﬂ(]}:f) = (ZE, df(:l?)),
il existe sur T*R"™ une unique forme symplectique §2,, telle que 7*$,, = dcg». On peut

la construire comme suit : si (y', 9%, ..., y", q1,q2, ---, Gn) €st le systéme de coordonnées

linéaires sur T*R"™ défini par

{ yi(df () = 2'(jLf)
C]i(df(f)) = pi(];f):

on pose €, = Zindyi A dg;. Comme (dp)*Q, = 0, pour tout ¢ € C*(R",R), on
procédant de la Z1r:1r11éme maniére que i)- on montre que les sous-variétés i : Z — T*R"
vérifiant 1*€2,, = 0 et de dimension maximale parmi celles qui ont cette propriété
sont de dimension n. De telles sous-variétés sont dite lagrangiennes par rapport a la

structure symplectique standard de T*R". Nous aurons besoin de

Lemme 2.2.1 Soit Y une sous-variété legendrienne de (J'(R™),Kgn), pour chaque
beY, le germe w([Y]y) est un germe en b de variétés lagrangiennes de (T*R",€2,,).
Réciproquement, étant donné un point ¢ d’une variété lagrangienne Z de (T*R™,$,),
il existe pour chaque b € 7 (c) un unique germe [Y], de variété de Legendre de
(JHR™), Kgn) tel que [Z], = m([YTs).

Lemme 2.2.2 Soit [Y], un germe de sous-variété de Legendre de (J*(R"), Kgn); pour
qu’il existe un germe de fonction ¢ : [R”]Sl(b) — R de classe C? tel que [Y], =
R ([R”}Sl(b)>, il faut et il suffit que Tys1(TY) = T, i R™.

Définition 2.2.5 Involution de Lagrange

Soit I C {1,2,...,n}, une involution de Lagrange sur T*R™ est un automorphisme
linéaire ky de T*R™ qui vérifie ky om™ = 7o hy, ot hy est une involution de Legendre.
On a ki), = Q,.

Comme ’espace tangent a une sous-variété lagrangienne et un sous-espace vectoriel la-
grangien de ’espace vectoriel symplectique qui est ’espace tangent a la variété sym-
plectique ambiante, en on déduit des deux lemmes précédents que pour achever notre

démonstration, il suffit de prouver le
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2.2. Transformations de contact-variétés de Legendre

Lemme 2.2.3 Pour tout sous-espace lagrangien (i.e. wun sous-espace vectoriel de
T*R" ~ R* qui est lagrangien en tant que sous-variété) L de (T*R™,SY,), il existe
une involution de Lagrange ky telle que 7*(k;(L)) = R™, ou 7" : T*R™ — R"™ est la

projection canonique.

Preuve. Le sous-espace P = (7*) 7" {0} est lagrangien. On pose
M=LnP
Si M = {0}, k; = id nous convient; sinon, il existe I C {1,2,...,n} tel que
P=M®® Ny, avec N ={ve P:q(v)=0,Viel}
autrement dit Ny = P N k;(P).
Pour que k; répond a notre question, il faut que k(L) N P = {0} ou bien
kr(P)n L ={0}.

Comme L et k;(P) sont lagrangiens, on déduit que M C L = L+ et N; C ki (P) =
(ki(P))", dou
M+ N; C (k;(P)nL)™*,

mais P = M & Ny, donc k;(P)N L C P+ = P et par conséquent, on a k;(P)N L =
(LAP)A(PAk(P) = MAN, = {0}. m

Ce qui achéve la démonstration du théoréme. m
La démonstration précédente et le théoréeme de Darboux nous donnes avec les mémes

notations :

Théoréme 2.2.2 i) Si (M,Q) est une variété symplectique de dimension 2n, toutes les

sous-variétés lagrangiennes sont de dimension n.

ii) Pour que la sous-variété S — T*R" soit une sous-variété lagrangienne de (T*R™,(),),
il faut et il suffit que, pour chaque b € S, il existe une involution de Lagrange k; et un

germe @ : [R"]T*(,ﬁ(b)) — R de fonction de classe C? tels que

[kI(S)]k,(b) = dy ([Rn]f*(kz(b))> '
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2.2. Transformations de contact-variétés de Legendre

2.2.3 Hamiltonien de contact

Soit (M, K) une variété de contact, on ce donne ¢ (une forme de contact) une section de *
au-dessus d’un ouvert U de M et X un champ de Lie (i.e. une transformation infinitésimale

de contact) sur (U, K |;). On pose

fi=ixc: U — R
x — f(z):=—ixce(r) = —c (X (7)),

le fait que Lxc A ¢ = 0 s’écrit, d’apreés la formule d’homotopie de Cartan,
(df +ixdc) ANe=0.

Proposition 2.2.2 L’application X —— (f := —ixc) est un isomorphisme d’espaces vec-

toriels de l’ensemble des champs de Lie sur U a valeurs dans C*(U,R).

Définition 2.2.6 Hamiltonien de contact
Sous les hypothéses et notations de la proposition précédente, on dit que f := —ixc est
I’hamiltonien de contact de champ de Lie X par rapport a c et l'on note X = H.f ou

X = Hy st aucune confusion n’est a craindre.

Preuve. (de la proposition)

Comme l'application X —— f := —ixc est R-linéaire, injective, reste & montrer que
pour une fonction H : U — R (appelée hamiltonien), il existe un champ de Lie X vérifiant
ixc=—H.

En effet, comme pour tout = € M, on a T, M = K, @ ker(dc, ), en écrivant X, =Y, + Z,

avec cette décomposition, donc
H(x) = —co(Xy) = —c. (Yo + Zp) = —co(Z2),
ce qui détermine le deuxiéme facteur Z,; de la formule
(—dH + ixdc) ANec =0,
en on déduit que, comme ¢, # 0 alors forcément
—dH(z) + dc,(Yz, ) |k, = 0,
ce qui détermine, parce que dc, est non dégénérée sur K, entierement le premier facteur

Y,e,. m
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2.2. Transformations de contact-variétés de Legendre

Exemple 2.2.3 Pour M = J'(R") et K = Kgn, un champ de Lie, associé a un hamiltonien

H, s’écrit sous la forme

i=n JH\ 0 ‘=n OH 0 OH OH\ 0
A= (H_ i:zjlpia_pi) du +¢=21 (_api oz (@ +pi8_u> 81%) '

Proposition 2.2.3 Soit f : U — R est une fonction ayant 0 pour valeur régquliére, alors

i)- L’hamiltonien de contact H.(f) associé a f est un champ de vecteurs tangents a f~1(0).

ii)- Les orbites (i.e. les courbes intégrales) de la restriction de H.(f) a f~'(0) sont des

sous-variétés (immergées) intégrales de M.

iii)- Pour toute autre forme de contact ¢ et toute fonction lisse g sur U ne s’annulant pas
sur [71(0), les orbites de He(gf) sont celles de Ho(f) |4-1(0)-

Preuve. Avec les mémes notations que précédemment, on a :

i)- Sil’on note X = H.(f), on déduit, du fait que X est un champ de Lie associé¢ a la forme

de contact ¢, que
Zxdf = ’Lx<df + Z.XdC)

est un multiple de (ou colinéaire &) f = ixc, donc dire que f(z) =0 (i.e. z € f~1(0))
impliquera que df,(X(z)) = 0, donc X (x) € (df,)”" (0) := T,f(0); ainsi, X est un

champ de vecteurs tangents a f~1(0).
ii)- Les orbites de X vivent d’aprés i)- dans la sous-variété f~1(0) de M.

iii)- Comme c et ¢ sont colinéaires (d’aprés le théoréme de Darboux sur 1'unicité de modele
local d’une forme de contact), sur f~1(0) on a : gf = —¢é(He(gf)) = —Ac(Helgf))
et f = —c(H.(f)) ce qui veut dire que les deux champs sont colinéaires et ont par

conséquent les mémes orbites.

2.2.4 Feuilletage caractéristique

Soit S une sous-variété de codimension 1 (ou une hypersurface) de M. On peut trouver un

recouvrement (U;),., de S par une famille d’ouverts dans M, tel que pour tout ¢ € I, on a :

1. Le sous-fibré £* admet une section (ou forme de contact) ¢; au-dessus de U;.
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2.2. Transformations de contact-variétés de Legendre

2. 1l existe une fonction lisse f; : U; — R ayant 0 pour valeur réguliere et telle que
SnU; = f740).

On déduit de la proposition précédente le

Corollaire 2.2.1 Sous les précédentes hypothéses, l'ensemble Y := |J(H,,(f;))~*(0) est un
i€l
fermé de S et ceci indépendamment du choix de recouvrement; de méme, la formule

Viel YeeUn(S\)>)), D,:=R.H.(fi)(x)

définie un champ de droites tangentes a S \ >, ce champ D ne dépendant que de S

et la structure de contact K.

Définition 2.2.7 La droite D, est appelée ligne caractéristique de KC en x, l’ensembles
des courbes de S \Y ., ayant les lignes caractéristiques pour tangentes, forme un feuilletage

de dimension 1, c’est le feuilletage caractéristique de S par rapport ¢ K.
Notation 2.2.1 On note F ce feuilletage.

Corollaire 2.2.2 Sous les hypothéses du corollaire précédent, soit i : V — M une sous-

variété vérifiant i*IKC = Op«y et V.C S\ Y. Sil'on a
VeeV, D, ¢T,V,

alors le germe (de sous-variété W) j : W — S > en V de l’ensemble |J F est un

Fer
FNV#0D

germe de sous-variété vérifiant j*IC = Oy et dimW =1+ dim V.

Démonstration. Pour tout xy € V, soit U un voisinage ouvert de z, tel qu’il existe une
forme de contact ¢ au-dessus de U et que U NS = f~1(0) pour une fonction lisse f : U — R
ayant 0 pour valeur réguliere.

Si Z D UNV est une sous-variété de codimension 1 de U a laquelle ’hamiltonien de con-
tact X = H.(f) n’est nulle part tangent (de telles sous-variétés existe d’apreés ’hypothese),
il existe un ouvert U; 3 zg de U de la forme

Ur=U SD%X(UO>;

teJ

ou J > 0 est un intervalle ouvert, Uy > xg est un ouvert de Z et gof( est le flot de X.

L’ensemble WNU, est le germe en Wy := U1NV = UyNV de la sous-variété Wy = |J ;X (Wo),
teJ
doutdimW =1+ dimV.
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2.2. Transformations de contact-variétés de Legendre

De plus, pour tout z € W et tout ¢ € J, si on note y = ;" (x), ¢, (X (y)) = 0 d’apres i)-
de la proposition précédente et ¢, s’annule sur T, ¢X (Wy) = ToX (T, Wy) parce que Wy est
une variété intégrale de c et le flot X est un automorphisme de contact. Par conséquent,
¢, s'annule sur T,W; = T, (W) @ R.X(y). =

Corollaire 2.2.3 Sous les hypothéses du précédent corollaire, st dim M = 2n+1 et dim V' =

n — 1, alors W est l'unique germe en V' de sous-variété de Legendre vérifiant
Vcwcs.

Démonstration. L’existence de W est assurée par le corollaire précédent, pour 'unicité,
soit W une autre sous-variété de Legendre vérifiant V' C W c S et telle qu’il existe un ouvert
U de S qui satisfait

WNU#DetVoeU, D,¢T,W,

alors le germe en W N U de la réunion des courbes caractéristiques(i.e. dont les tangentes
sont les droites caractéristiques) issus de W N U serait, d’aprés le corollaire précédent, un
germe de variété intégrale de dimension n + 1, ce qui est impossible car une sous-variété de

Legendre est de dimension au plus n. =
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3

Equations aux dérivées partielles du

premier ordre

3.1 Préliminaires

Définition 3.1.1 Une équation aux dérivées partielles du premier ordre sur une

variété différentiable M de dimension n est une équation de la forme

ou
H — | = E.D.P1
(a0.5) =0 (E.DPL)

ou H est une fonction lisse réelle sur J'(M) = J'(M,R).
Une solution de cette équation est une fonction lisse ¢ sur un ouwvert U de M
vérifiant

Hojl'y =0.

Remarque 3.1.1 Si on identifie ¢ & son image j'o, nous dirons que ¢ est une solu-
tion de cette équation si j*p(U) est une sous-variété de Legendre de J'(M) contenue dans
Uhypersurface H1(0).

De cette remarque vient une autre définition plus moderne d’une équation aux dérivées

partielles du premier ordre.

Définition 3.1.2 Une équation aux dérivées partielles du premier ordre sur une variété de
contact (N, K) est une sous-variété E de codimension 1.

Une solution locale S de E est une une sous-variété de Legendre de N contenue dans E.

Souvent, N = J'(M) et K = Ky, (en analogie avec M = R"), on rappel, le probléme

étant local, qu’on peut souvent se ramener a ce cas de figures.
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3.2 Probléme de Cauchy

3.2.1 Probléme de Cauchy classique

Soit M une variété lisse de dimension n, on considére 1’équation d’Hamilton-Jacobi

0 0

nm (t, 4,4, a—“) —0 (E-H-J)
q

sur M, pour intervalle I de R dont I'intérieur I contient 0 et H est une fonction réelle sur

I x JY(M). On note (,q) les coordonnées dans I x M.

Définition 3.2.1 Un probléme de Cauchy consiste a trouver la solution p(t, q) de I’équation

(E-H-J) telle que p(0,q) = @y(q) pour une fonction @, donnée.

On note par (t,q,u,7,p) = ((¢,q) ,u, (7,p)) les points de J*(I x M), ou (t,q) € I x M,
u€Ret(r,p) €T, (IxM)=RxT M. Ainsi, la forme de contact standard de JYIx M),

que ’on note ¢y, est donnée par
Crxym = du — Tdt — pdg.

Notre probléeme de Cauchy peut-étre formulé ainsi :

Trouver une sous-variété de Legendre L (I'image de j'¢) contenue dans I'hypersurface
T+ H(t,q,u,p) =0
et qui passe par la sous-variété Lo, de dimension (n — 1), de J'(I x M) définie par

{ (¢,u,p) = j'¢o(q),
T=—H(t,q,u,p) = —H(t j ¢, (q)).

Ceci & un sens parce que Ly est tangente a la structure de contact définie par ¢y« en tout
point, ce qui équivaut au fait que Lo soit une sous-variété isotrope (i.e. la restriction de

crxm & Lo est nulle).

3.2.2 Probléme de Cauchy généralisé

Soit E une équation aux dérivées partielles du premier ordre sur une variété de contact

(M, K).
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Définition 3.2.2 Un probléme de Cauchy généralisé, associé a cette équation, consiste
a trowver une solution de(E) qui contient une sous-variété isotrope, de dimension (n — 1),
Lo donnée de M.

Le probléme est bien posé si, pour tout x € Lg, la ligne caractéristique D, existe et

non contenue dans T, L.

Exemple 3.2.1 Un probléme de Cauchy classique est toujours bien posé, la composante en

t du champ de Lie sur J'(I x M) engendré par Uhamiltonien T+ H(t,q,u,p) est égale a 1.

Proposition 3.2.1 Soit Ly C E un probléme de Cauchy généralisé bien posé; une solution
(géométrique) L de ce probléme peut étre obtenue on prenant le réunion de toutes les courbes
caractéristiques passant par les points de Lg. De plus, toute solution d’un probléme de
Cauchy coincide avec L au voisinage de Ly, toute solution de (F) est réunion des courbes

caractéristiques.

Preuve. Notre hypothése implique que L est dimension n, comme le probléeme est local,
on peut supposer que K est engendrée par une forme de contact ¢ et que E = H~*(0) pour
une fonction H ayant 0 comme valeur réguliére. Si ¢' est le flot de champ de vecteurs X
dont I’hamiltonien est H, la sous-variété L consiste localement en tout les points ¢*(x) ou

x € Ly pour t assez petit et
T,L =T,g" (T,Lo) ® RT,g" (X,) = Thg" (T Lo) @ RX gt (z)-

Comme ces deux sous-espaces sont contenues dans Kyt(,) le premier parce que g* est une
transformation de contact et Ly est isotrope, le deuxiéme parce que ¢t (p) Xty = —H(g'(2)) =
0 (remarquant que si x € F alors ¢'(z) € F car X est tangent a F).

Soit .S une solution de F, on veut montrer que y, C 7S pour tout z € S. On suppose
qu’il existe a € S tel que x, € T,S alors on vient juste de montrer qu’au voisinage de a, S
est une sous-variété isotrope de V' de dimension (n + 1), ce qui est en contradiction avec la

proposition suivante : ®

Proposition 3.2.2 Toute sous-variété isotrope V' d’une variété de contact de dimension

(2n + 1) est de dimension au plus n.

Preuve. Le probléme étant local, on peut supposer que la structure de contact K est
engendrée par une forme de contact c¢. si on note i : Ly — V, la relation i*¢ = 0 induit
d(i*c) = 0 i.e. i*dc = 0. Ainsi, pour tout = € V' le sous-espace T,V est contenu dans IC, et
dey |1, vxr,v= 0 ce qui veut dire que T,V C (TIV)L pour la forme bilinéaire non dégénérée
de, sur K, ainsi dim 7,V < dim (T,V)" = 2n — dim7,V. =
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Remarque 3.2.1 Les singularités génériques des solutions d’un probléme de Cauchy général-
isé bien posé vont étre étudiers dans les prochaines sections. Dans le cas classique de J* M,
leurs images par la projection canonique (q,u,p) — (q,u) dans J°M = M x R sont plus
singuliéres que les courbes de niveau génériques, qui sont les projections des sous-variétés

de Legendre non singuliéres.

Corollaire 3.2.1 Une solution lisse classique ¢ : (t,q) — ¢,(q) d’un probléme de Cauchy
classique doit étre au voisinage det = 0 comme suit : La sous-variété J p,(M) est l'image de
JYoo(M) par la transformation de contact g; obtenue en intégrant le champ de Lie autonome

(i.e. indépendant de t) X; dont I’hamiltonien est Hy : (q,u,p) — H(t,q,u,p).

Preuve. Comme cela a été mentionné auparavant, la composante en ¢t du champ de
Lie sur JY(I x M) engendré par 'hamiltonien 7 + H(t,q,u,p) est égale a 1; comme sa

composante en (¢, p) est Xy(q,p), le flot

s ((t7Q) » Uy (T,p)) — ((ts>QS> ) Us) (7—37173))

de X; est défini par
{ ts:t+37 TS:_H(t_'_S?qSJU’SJpS)
<QS7US7ps) =gs© gt_l (q7u7p) .

La solution géométrique de ’équation qui satisfait la condition initiale est localement 'union

de tout les §;(0, q, vo(q), —H(0, 7' 0o(q)), dpo(q)). m

Remarque 3.2.2 Il y a deuz difficultés a surmonter dans cette construction : gi(j o,(M)),
peut ne pas étre défini pour tout t, et si cela été le cas, g:(j'po(M)) peut-il étre projeté
faiblement (relativement & la composante en t) sur M ?. C’est pour ¢a qu’on va parler dans

le prochain chapitre de familles génératrices.

3.3 Intégrales singuliéres des E.D.P du premier ordre

3.3.1 Singularités des champs de Lie

On se donne une hypersurface £ d’une variété de contact (M, K).

Définition 3.3.1 Un point singulier a de [’équation aux dérivées partielles E est un point
a € F telle que T,FE = K,.
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On peut re-formuler cette définition ainsi :

Si ¢ est une forme de contact qui définit la structure de contact K au voisinage de a et
H est une fonction réelle ayant 0 pour valeur régulicre telle que F = H~'(0) assez prés de
a, alors X (a) =0, ou H = —c¢(X).

Ainsi, la classification des équations aux dérivées partielles d’ordre un
(généralisée) au voisinage de leurs points singuliés consiste a classifier les
champs de Lie au voisinage de leurs zéros.

Théoréme 3.3.1 (Guillemin-Schaeffer)
Pour i = 1,2, soient (M;,KC;) une variété de contact et X; un germe de champ Lie au
point a; € M; ayant un zéro hyperbolique en ce point. Les deuxr assertions suivantes sont

équivalentes :

i)- Les deuz champs de Lie X et X5 sont conjugués modulo une transformation de contact,

i.e. il existe une transformation de contact h : (My,a1) — (Ms,as) telle que Xy =

h*X;.

ii)- Les deux champs sont formellements conjugués modulo une transformation de contact,
i.e. il existe une transformation de contact g : (My,a1) — (Ms,as) telle que X,

et h* Xy ont un contact d’ordre infini au point a;.

Preuve. Il est évident que i)- implique ii)-; on suppose que ii)- soit vérifié, on peut
remplacer h* X, par Xs et a; par 0 sans perdre de généralité.
Si on note par p},pb les flots respectifs de X; et de X5, si on note W* la variété stable et

W la variété instable associées a X;. Il y a deux cas de figures : Si X; est dans le domaine de Poincaré,

i.e. le germe de M; au point a; est dans W* ou W, il facile de montrer que p;* o ph (dans le
cas attractif) ou p) o p;* (dans le cas répulsif) converge lorsque ¢ — o0 vers h, qui est une

transformation de contact et ph o py*(pi(z)) = p§ (p3" 0 pi**(z)), au passage a la limite

h(pi(x)) = pi(h(z)).
Si X, est dans le domaine de Siegel, un argument similaire montre que le jet d’ordre

infini (j°° (,0"/2 o ,ol_t)) lws et (j°° (pg o pl_t)) |y« convergent lorsque ¢ — +oo, leurs limites
définis le jet le long W?* U W*" d’un difféomorphisme h; ayant contact d’ordre infini avec
'identité au point a;, tel que hi X5 et X; nt un contact d’ordre infini le long W*UW™"; c’est
le cas également pour hiK; et K;.

Ainsi, on peut définir une conjugaison hq entre X; et hj X, comme solution de probléme

de Cauchy suivant : Soit une petite sphére S centrée en a; dans W?#, transverse a ’orbite de
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X1, choisissant un germe d’hypersurface SdeSa W*, et on décide que he(z) = x pour x € S ;

(@) o pl—‘f(x) (gj),

ou 7(x) est entiérement déterminé par pr(z) (z) € S. On peut montrer quon peut faire

si p4 est le flot hiX,, notre conjugaison est défini pour z ¢ S , par ha(z) = pg

une extension par continuité a un difféeomorphisme local hy : (M;,a1) — (M;,a1) ayant un
contact d’ordre infini avec 'identité le long de W* U W*.

A présent, on a hihi Xy = X; mais, hihiKe # Ky, on doit construire un autre germe de
difféeomorphisme hg qui préserve X; et tel que h5h5hi Ky = K1 ce qui preuve notre théoreme

aVGCh:hlthOhgg‘ |

3.3.2 Singularités des E.D.P du premier ordre et champs de Li-

ouville

Soit E une E.D.P généralisée de premier ordre (i.e. une hypersurface F d’une variété M
de dimension 2n + 1 munie d’une structure de contact K avec a € E tel que T,E = K,,).
De la proposition 5 on peut supposer que E = J'R" avec a = 0 et K c’est la structure

de contact standard

du = pdq = Zpid(b‘-
=1

Si H : (J'R",0) — R est une submersion locale tel que £ = H~1(0) au voisinage de 0, la
relation T,F = K, se traduit par dH(0) A du = 0. Comme dH(0) # 0, alors le théoréme
des fonctions implicites implique qu’aux voisinages de 0, E est le graphe d’une fonction
u = g(p,q) vérifiant : p(0) = ¢g(0) =0 et ¢(0) = dg(0) = 0.

Si on prend (g, p) les coordonnées en F, les lignes de flot de champ de vecteurs

. dg 9y
X, (q,p) — (ap’ 9 +p)

qui est la somme du champ Hamiltonien

dg Jg

dg : (q,p) — (8_p’ _8_p)

et le standard champ de Liouville Xy : (¢,p) — (0, p).

On démontre facilement que X, est un champ de Liouville (i.e. Lx,wrn = wgn).

Ainsi, tout champ de Liouville nulle en 0 est de cette forme.

Lemme 3.3.1 On considére les deux germes de fonctions

90, g1 : (T"R"™,0) — (R, 0) vérifiant dgo(0) = dgi(0) = 0.
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Les deux assertions sutvantes sont équivalentes :

1) 1l existe un difféomorphisme de germes
h: (J'R",0) — (J'R™,0)

qui préserve la forme de contact cgn = du — pdq et envoie le graphe de gy sur celui de g;.

2) 1l existe un difféomorphisme de germes
h: (J'R™0) — (J'R™,0)
qui préserve la forme de contact wrn = dp A dq et envoie le champ X, sur X,,.

Remarque 3.3.1 Ceci réduit la classification locale des équations aux dérivées partielles

d’ordre 1 a celui de classification des champs de Liouwville.

Théoréme 3.3.2 Soit j = 0,1 et soit X; le germe en 0 € T*R" d’un champ de Liouville
ayant un zéro hyperbolique en 0. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1) Les deux champs Xo, X1 sont symplectiquement conjuguées. (i.e. Il existe un auto-
morphisme symplectique h de T*R™ qui préserve wrn tel que h*X; = Xj.

2) Il existe un difféomorphisme local g : (T*R"™,0) — (T*R™,0) tel que g* X, et Xy ont

un contact infini en 0 et g*wgrn — wrn s’annule en 0.

Preuve. 1l est claire que 1) implique 2).

On suppose 2) vérifiée, on appliquant le théoréme de Sternberg-Chen voir [4], on
trouve un germe de difféeomorphisme hy : (T*R" 0) — (T*R",0), ayant un contact d’ordre
infini avec g en 0, tel que h3X; = Xo; ainsi les deux formes symplectiques w; := hjwgrn et
wo := wgn coincident en 0, et on doit trouver un germe de difféomorphismes h; : (T*R",0) —
(T*R™,0) qui préserve Xy et tel que wg := hiw; : Passertion 1) est vraie pour h := hy o hy.

Reste a construire hy avec la méthode du chemin : On pose w; := wy + t (w1 — wy),
on cherche une isotopie symplectique (h;)jc,<; de (T"R", wgn) vérifiant hy = idpgn et
hi(0) = 0, telle que hjw; = wp pour tout ¢; une telle isotopie est obtenue en intégrant un
champ de vecteurs dépendant du ¢, Y; (i.e. %ht =Y, 0 hy), et la relation hjw; = wy équivaut
A %h;‘wt =0,ie Lyw +w; —wy=0.

Comme w; est fermée, on a d’aprés la formule d’homotopie de Cartan Ly,w; = d(w:(Y;)),

ainsi I’équation Ly,w; +w; — wo = 0 se lis

d (we(Y7) + (w1 — wo) Xo) = 0.
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Chaque w; étant non dégénérée au voisinage de 0 car w;(0) = wy(0), on peut définir le champ
recherché par
wt<}/t) + (wl — (.Uo) X[) = O,

qui doit satisfaire en plus Y;(0) =0. =
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4

Familles génératrices

4.1 La construction principale

4.1.1 Fonctions génératrices
Introduction

On note (¢, p) € T*R" = R™ x R™.

Une application f : R — (R™)" admet une primitive ¢ : R" — R (i.e. f = dyp) si et
seulement si dg A df (q) = 0. Ce qui veut dire que la forme symplectique standard de T*R™
induit la forme nulle sur L = {(q,p) € T*R",p = f(q)} = graphe(f).

Ce qui se traduit par le fait que L est une sous-variété Lagrangienne pour la structure
symplectique canonique (T*R"™, wgn).

La primitive ¢ de f est unique & une constante additive prés et la relation L = dp(R™)
peut étre interprétée en disant que ¢ est la fonction génératrice de la sous-variété la-
grangienne L.

Soit maintenant h : (T*R",0) — (T*R",0) une transformation symplectique. On note
((g,p), (Q, P)) les coordonnées de (T*R”)z. La 2-forme dQ A dP — dq A dp induit la 2-forme
nulle sur le graphe de h, que 'on note I'.

Si on introduit I’isomorphisme

A (T*R™)* — T (T*R")
((g,p),(Q,P)) — ((Q.p).(P.q))

alors, la transformation h est symplectique si et seulement si A(I') est une sous-variété
lagrangienne de T* (T*R").
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Si de plus, h est de classe C! assez proche de I'identité alors A(T') est le graphe d’une
fonction F : T*R" — (T*R"™)".
Ainsi, il existe une fonction réelle
®:. T"R» — R
(@ p) — (Qy),

unique a une constante pres, telle que F' = d®; autrement dit :

{ q=5,(Q.p)
P =3(Q.p).
La fonction ® est la fonction génératrice de h.

Cependant : Il existe une sous-variété lagrangienne de T*R"™ qui se projette faiblement
sur R" et une transformation symplectique de T*R" qui n’admet pas une fonction génératrice
dans le sens défini précédemment.

De tels objets apparaissent dans I’étude des équations aux dérivées partielles non linéaires

d’ordre un.

Exemple 4.1.1 La solution de probléme de Cauchy

i (tq) + (‘SZ) =0
u(0, ) = uo(q),

avec ug : R — R est obtenue comme suit :Le graphe de du; = d(q — u(t,q)) doit étre

Q:|<D

Ly = gi(Lo), avec g¢(q,p) = (q + tp,p). On peut vérifier qu’en général, tous les Ly ne sont
pas globalement les graphes des fonctions.
Selon la situation considérée, L; peut ou nme peut pas étre une solution acceptable du

probléme.

Les sous-variétés lagrangiennes qui ne sont pas des graphes sont la pour justifier une
extension de la notion de fonction généralisée.

Le méme phénomeéne est vrai pour les transformations symplectiques prés de 'identité.

Application a I’équation de Hamilton

Sur T*R™ = R™ x (R")" ~ R" x R" = {z = (¢,p)}, on considére I’équation de Hamilton

dx
— +I'(t,z) =0,
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4.1. La construction principale

ou
r: [0,7] x T"R" — T*R"
(t, ) — T(t,x) = (T1(t, z), [a(t, x)).
Avec
{ Ti(t, ) = Tu(t,q,p) = —%2(t, q,p)
Dy(t,x) = Ts(t,q,p) = G2 (t,4,p),
ou

H: [0,T]xT*R" — R
(t, ) — H(t,z) = Hy(q,p)
est une application continue telle que I'application (q,p) —— dH;(q,p) est uniformément
lipschitzienne (i.e. 3¢ > 0, t.q Lip(dH;) < ¢, Vt € [0,T]).
On appliquant le théoréme 1.1.1 on peut trouver 6 > 0 tel qu’on ait Lip(RL — Id) < 1/2

pour |t — s| < . Grace au théoréme d’inversion globale on a :

Proposition 4.1.1 Soient Q*, P! les composantes de R.
Pour |t — s| < 6, Uapplication
gt: T"R* — T*R"
(¢:p) +— gi(a.p) = (Qi(a,p),p)
est un difféomorphisme de T*R™ sur lui méme.

Définition 4.1.1 Fonctions génératrices

Pour |t — s| < 8, on définit une fonction St : T*R™ — R par

Sulgila,p)) + =pla—Qula,p) + (F-G)
[ (Pran et - i) o

On Uappelle la fonction génératrice de R.

Cette définition est justifiée par le théoréeme qui suit.
Théoréme 4.1.1 Avec les mémes notations et pour |t — s| < 0, on a :
1) Le graphe de R est Uensemble des ((¢.p) ,(Q, P)) € (T*R")* vérifiant

{ ¢ =Q+ 555:Q,p)
P=p+ 55UQ.p).
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4.1. La construction principale

2) Les points critiques de S% sont les images des points fizes de RE par g¢t.

3) Les points critiques de la restriction de St a R™x {Ogn} sont les g%(q,0) tels que Pt(q,0) =
0. Il sont en bijection avec (R™ x {Ogn}) N RL (R™ X {Ogn}).

4) Ona

<%S§) ogl = —H;oR..

Preuve. Pour |t — s| < 4, on rappelle que S:(¢'(q, p)) = SLQ, p).
1) On a
(P} (4.) - Q7 (0.)) (50, 5) = 6P Q7 + P -(5Q7)
S Q7p dT S Q7p q7 p - SdT S SdT s/
puis
dH-(R{(q,p))(0q,0p) = dH (dR{(q,p)(dq,0p)) = dH (6P, 5Q7)
oH, O, 5o

= 8P5PS + 20

d d
= (—=Qr).6PT— (—P7 ) .6Q7;
<d7_QS) 5 S (dT S) 5@57

P 0.0) Q3 ~ HLRUap)) = P 000 + (7)) 60

par conséquent

d
= — (P1.oQ7).
< (Proq))
On en déduit que

o [ (Prtar) rQiten - HR ) ) dr) Gado) = [ 2 (eroa)ar

dr
= P..oQ; — pdg.
D’ou

d </ (Pﬁ(qm)%QZ(q,p) — HT(RE(q,p))) dT) = PLdQ! — pdg. (1)
Il s’en suit que
d(Stogl) (a.p) = pldg—dQ.)+ (q— QL)dp + PLdQ. — pdq (2)
= (P! —p)dQ. + (q— Q")dp.

D’autre part

d(Si09,) (¢,p) = dS;(g.(a.p)) = dS; (Q5.p)
_ i t t t 2 t t
- aQSs( s?p)dQs+ apSs( s?p)dp
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4.1. La construction principale

et par conséquent
d
{ aQSE( s ):Pst_
K

2) De cette relation on déduit que si 8‘9Q SHQL,p) = gp SHQL,p) = 0, ceci entrainerait que

P! =pet Q' = g; et inversement. Ce qui se traduit par : Le couple (g, p) est un point

fixe de RY, son image (Q*, p) par ¢’ est un point critique de S.
3) Méme raisonnement que 3) avec p = 0.

4) On dérivant par rapport a t les deux membres de la relation (F' — G), on trouve

TSt + CQL T S@) = (ot P SQL QP

dt *0Q
a t t t t
%S ( )%Qs Ht( s?Ps)7
ce qui nous donne (ZSﬁ(gﬁ(q,p)) = —H,(R%(q,p)).

4.1.2 Familles génératrices

Choisissant une subdivision 0 =ty < t; < ... <ty =T, N € N de [0, 7] vérifiant

o2y i — ik <0

et définissons
S: (rrRH™ — R
<(Qj’pj)0§j§N> — 5 <(Qj7pj)0§j§N> )

j=N

S ((Qj7pj)0§j§N> = ( S (Qj,p5) + pjr1 (Qj+1 — Q])) -

=0

avec

Lemme 4.1.1 Si l'on définit q; = ¢;(Q;,p;) € R™ et P; = P;(Qj,p;) € (R™)" par

{ (Qi.pi) = 9, (a5, p5)
(Qja j) - Rt;+1(Qjapj)7
on a

dS = (P — pj+1) dQ; + (qj+1 — @;) dpjs1) (3)
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Preuve. Il suffit d’appliquer la relation (2) a chaque intervalle [t;,¢;41], puis faire la

sommesur 0 < j < N. m

Théoréme 4.1.2 Posons (Q,p) = (Qo,pn),v = (Qj,pj+1)0<j<N et considérons S comme

onction de (Q,p,v). Le graphe de Rl est alors
[ g 0

graphe(Rép):{((QJr (Q,p,v), ) (Q p+ Q(Q Dy v )))} (4)

et chaque point du graphe correspond a un unique zéro de %: on dit que S est une

famille génératrice (ou phase génératrice) de RY. De plus,

1. Les points critiques de S sont en bijection avec les points fizes de R{ .
2. Les points critiques de S |y—oy sont en bijection avec (R™ x {Ogn }) MR (R™ x {Ogn}).

Démonstration. D’aprés le lemme précédent, 1’équation %(Q, p,v) = 0 et équivalente

N P . ts; .
a (Qj, Pj) = (¢j+1,Pj+1), ce qui signifie que (g1, pj+1) = Ry (g5,p5), 0 < j < N.
Puisque R¢™ = R/ o Ry’ o ..oR2oRY on aura
J j—1 1

t; .
(¢j+1,pj+1) = R (g0, p0), 0<j <N

et donc pour j = N — 1, (Q, Px) = RY (g0, po). A tout point ((¢.p) . (Q. P)) de graphe de

RJ est associé 'unique zéro de % défini par

(@), Py) = g.™ <R”1(q p)), 0<j<N.

Les deux assertions résultent immédiatement de précédent théoréme. m

4.1.3 Hamiltoniens et familles génératrices quadratiques a I’infini

Théoréme 4.1.3 Soit K un autre hamiltonien vérifiant les hypothéses que H, en choi-
sissant & assez petit pour convenir a H et K a la fois, de maniére a considérer la méme
subdivision pour K et H. Soient A%, A l’analogue pour K de S, S.

Si(t,q,p) — d(H, — K;)(q,p) est bornée, il en va de méme des applications d(S%— Al),
|s —t] < d et de d(S — A).

Démonstration. Tout d’abord, si I’on note par B% analogue pour K de R, montrons

dans ce cas que les applications (R., — BY) sont uniformément bornées pour |s —t| < § : en
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effet, on peut supposer que s < ¢; notons

¢ := sup Lip(dK;), k :=sup|d(H; — Ky,
R = R{(q, p), B! = Bi(¢,p),
At = (—82Kt,81Kt).
On a
t
R - B| = / (~T-(R) + A(B)) dr
! ;
< [T A®Ddr + [ 1A RD + A, (B])dr
t
< k(t—5)+c/ RT — BT| dr,
alnsi .
IR. — B!| —c/ IRT — BT|dr < k(t — s),
ou bien

t
<|Rg - B| - c/ IRT — BT dT) et < (t— s)ke
et par conséquent

d t
4 <eCt / R — B§|dr) < (t— s)kec"

D’apres la formule de Riemann, ceci entraine

t t
e_Ct/ IR, — Bl|dr < / (1 — s)ke dr,

ou bien . .
/ IR. — BI|dr < k/ (1 — 5)et=dr.

On dérivant par rapport a t on trouve

d t
R, - B!| < k’% (eCt/S (1 — s)e_CTdT)
t
< k (BCt(t —s)e "+ ceCt/ (1 — s)e_”dr)

s

t
< k(t—s)+ke? ([—(7‘ — s)e_”]z + / G_CTdT)
—cs __ ,—ct
< k(t—s)—k(t—s)+het. S
c
donc pour 0 <t —s <9, ona
c(t—s) _ 1 605 -1

IR! —B!|_ <kE= <k
0 c c
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Apres avoir démontré que les (R% — B!) sont uniformément bornées pour 0 <t —s < 9,
on note f! I'analogue des difféomorphismes ¢‘ pour K; on appliquant le théoréme d’inversion
globale en on déduit

() = ()™

La formule (2) s’écrit également

_=2|g- £l

dSy(Q,p) = (m oR!o (g!) " (Q:p) - p) dQ + (pﬁ o (g) " (Q.p) - Q) dp,
on a donc
d(Si—A) = (prso (Rio(¢) " = Blo(f)7"))dQ
+(prie (@)= (07")) dp.

(92)_1 - (ft)_l‘oo, Lip(R!) et |R., — B!|__ étant unifor-

et I'on conclut grace au fait que, .

mément bornées pour |s — t| < 4, il en va de méme que

[Rio ()™~ BLo ()7 < LinR)

(97" = ()| +[RE =B
ce qui achéve la démonstration. m

Proposition 4.1.2 Lorsque les K; sont des formes quadratiques, il en vas de méme des A’
et de A.

Preuve. Les équations de Hamilton associées a K étant linéaires, les B! et f! le sont

aussi. W

Définition 4.1.2 On considére un Hamiltonien quadratique K.
On que ’hamiltonien H est quadratique a l’infini lorsque d(S — A) est bornée; on

dit également que S est une famaille génératrice quadratique a l'infina.

4.2 Application aux tores et aux espaces euclidiens

4.2.1 Fonctions phases

Définition 4.2.1 Une fonction phase sur R" est une fonction F': R" x F — R de classe

C?, ot E est un espace vectoriel de dimension finie.

Si F' est Z"-périodique par rapport au premier facteur, elle définit une fonction f :

T" x E — R, ou T" = R™/Z"™; on dit alors que f est une phase sur 7".
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4.2. Application aux tores et aux espaces euclidiens

Exemple 4.2.1 On prend E =R et n =2, et F((y1,y2),x) = xcos2my; + x2sin 2my,, est

une phase sur R2.

Définition 4.2.2 Les points critiques de f sont les images des points critiques de F' par la
projection canonique ™ : R" X F — T" x FE.
Un point critique m(a) de f (o a est un point critique de F') est non dégénérée lorsque

d*F(a), vue comme une application de R™ x E dans (R™ x E)*, est un isomorphisme.

Définition 4.2.3 Phase quadratique a linfin:

Une phase sur M = T" ou R™ est dite quadratique & l'infini (ou phase quadratique, tout

simplement) si il existe une forme quadratique non dégénérée K sur E telle que l’application

F
M x E> (z,v) — g—v(a:,v)—dK(v)

soit bornée.
Nous admettrons le résultat suivant :

Théoréme 4.2.1 Le nombre de points critiques d’une phase quadratique sur T™ est stricte-
ment supérieur a n dans tous les cas, et au moins égal a 2" quand tous ses points critiques

sont non dégénéré.

4.2.2 Le théoréme de Conley-Zehnder

Définition 4.2.4 Un réseau Z de R™ x (R™)" est un sous-groupe de (R™ x (R™)",+) tel
qu’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels entre R™ x (R")* et R* qui envoie Z sur

Y/l
On considere H : [0,1] x R" x (R")" — R une fonction continue vérifiant
Hi(x +m) = Hi(z), Vm € Z,

ce qui s’exprime en disant que H est Z-périodique. On suppose que H satisfait aux condi-

tions de la section précédente, on a :

t

Proposition 4.2.1 i)- Pour |t — s| < §, les applications RL, ¢' et St sont Z-périodiques.

ii)- L’application S vérifie : pour tout (I,m) € Z

S (((@1pi) + 1 m)gsyen) = S (@1 pilocyen )
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4.2. Application aux tores et aux espaces euclidiens

Preuve.

i)- OnaR.(q+1,p+m) et Ri(q,p) sont deux solutions de la méme équations différentielles
ayant la méme valeurs au point ¢ = s, par unicité R (¢+1,p +m) = Rl(¢,p). Ce qui

entrainerai également la périodicité de g’ et S

ii)- Comme les S! sont Z-périodiques, reste a démontrer que

j=N j=N =N
(P +m) Qi1 — Q) = D pin1 Qi1 — Q) + Y _m(Qp1 — @)
j=0 Jj=0 Jj=0

j=N
= ij—l-l (Qj—i—l — Q]) + m(QN—H - QO)
j=0

j=N
= ijﬂ (Qjr1 — Q)
j=0

et le résultat en découle.

Un changement de variables

Pour 1 < j < N, on pose

{ zj = Qi1 — Qj, w=(j,yj)h<j<n
Y; = Pj — Do, (Q,P) = (QN;po)-

Proposition 4.2.2 La fonction F' définie par

F(Q,p,w):=S ((ijpj)ogjgz\f)
est une famille génératrice de RY; elle est Z-périodique par rapport & (Q,p) d’aprés la
proposition précédente et c’est une phase quadratique non dégénérée sur l’espace R™ x (R™)*
(avec E = (R™ x (R")*)N); plus précisément, si l’on pose

j=N
FO(vaa w) = Z ijj7
=1

Uapplication d(F — Fy) est bornée.
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Preuve. On applique le théoréme 4.1.3, on prenant K = 0, la famille génératrice

associée est
j=N
ijJrl(QjJrl - Q));
j=0

comme

j=N
Po(Qo — @Qn) = —po Z(Qj—i—l - Q)
5=0
j=N
= —Po Z Lyj,
5=0
en on déduit que

j=N J=N J=N
po(Qo — Qn) + ijJrl(QjJrl —Qj) = —po Z xj+ Z(po + Y;);
j=0 Jj=0 Jj=0

j=N
= E YjTy.
j=1

Corollaire 4.2.1 (Conley-Zehnder)
Sous les hypothéses précédentes, R} a au moins 2n + 1 points fives ne se ramenant pas
les uns aux autres par translation dans le réseau Z, et au moins 22" lorsqu’ils sont non

dégénérées (i.e. lorsque 1 n’es jamais valeur propre de dR} en un point fize).

Preuve. Les points fixes de R} sont en bijection avec les points critiques de sa famille
génératrice F', qui est, d’aprés la proposition précédente, une phase quadratique & 'infini
sur R™ x (R™)%; la Z-périodicité en plus signifie que F' provient d’une phase quadratique
a linfini f sur le tore T%" = R™ x (R")" /Z, le corollaire en découle en appliquant & f le

théoréme 4.2.1 en plus de lemme qui va suivre. ®

Lemme 4.2.1 Les points critiques non dégénérés de R} sont en bijection avec les points

critiques non dégénérés de F'.

Démonstration. D’aprés la formule (3), dire qu’un point critique de F' est non dégénéré

signifie que la différentielle de I’application

(Qj7pj)ogj§]v — (Qj-i-l - qu Pj _pj-l-l)ogjg]v
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est bijective, c’est a dire que la différentielle de
t t;
D (20,21, 05 2N) F— ((20 - RtxH(ZN)) ; <2j+1 - Rt;+1(zj)>0<j<N)

au point z = (29, 21, ..., zv) € (R" x (R"))¥ ™ (ou ® s’annule) est bijective.
Comme d®(z) est un endomorphisme, pour qu’elle soit bijective, il faut et il suffit qu’elle
soit injective.

Or, Z = (Zy, Z1, ..., Zn) € ker d®(z) est équivaut au systéme

Zo = dR (2n). Zn
Zjy =dRy"(2).Z;, 0<j<N.

Puis grace a la relation de transition RL o RT = R, et a la régle de dérivation des fonctions
composées, on a
Zy = dR}(20).Zo
{ Z; = dR¢ (20).Zo, 0<j<N.
Si 1 n’est pas une valeur propre de dR}(zp) au point fixe 2 et donc zq est un point fixe non

dégénéré de R}. m

4.2.3 Un théoréme d’intersection

On reprend les données du paragraphe précédent, on peut supposer que H soit seulement

Z"-périodique par rapport a la premiére variable ¢ € R".

Théoréme 4.2.2 Sous les hypothéses précédentes, R™ x {Ogn} et son image par R} ont au
moins (n + 1) points d’intersection ne se ramenant pas les uns aux autres par translation

dans Z™ x {Orn}, et au moins 2™ lorsque ces intersections sont toutes transverses.

Démonstration. Comme R" 3 ¢ — R}(q, 0) est Z"-périodique, elle est bornée.

On multipliant tous les H; par une méme fonction plateau en p au voisinage de zéro,
on peut se ramener au cas ou H;(q,p) = 0 quand la norme de p est assez grande. Ainsi, la
famille génératrice F' associée & H est quadratique a 'infini (avec K = 0) et elle vérifie les les
hypothéses du théoréme 4.1.1. En effectuant les mémes changements de variables que pour
le théoréme de Conley-Zehnder, on arrive & une famille génératrice F' dont la restriction
G(Q,w) a {p = 0} est Z"-périodique par rapport a @) et induit donc une phase quadratique
a l'infini sur le tore 7" = R™/Z", en on déduit donc, en appliquant le théoréme 4.2.1, que
(G a au moins n + 1 point critiques ne se ramenant pas les uns aux autres par translation

dans Z" x {Ogn}, et au moins 2" lorsque ces ils sont tous non dégénérées.
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D’apres 2. du théoreme 4.1.2, et 'analogue du lemme précédent on conclue la démon-

stration. m

4.2.4 Un résultat de Hofer

On considére les équations de Hamilton sur 7T*R" associées au hamiltonien quadratique

=S

elles définissent le flot
P, (a0, p) = (gcos(2t) + psin(2t), p cos(2t) — gsin(2t)). (5)
On considére un autre Hamiltonien H sur T*R" qui vérifie les propriétés suivantes :
1. Il est identiquement nul au voisinage de zéro et il est nulle part négatif.
2. 11 vaut 2?”Ko en dehors d’un compact.

Ce qui nous permet de dire que H; := H est quadratique a l'infini et qu’il vérifie les
hypothéses du théoréeme 4.1.1.

On note pl; le flot que définit H et on s’intéresse aux points fixes du difféeomorphisme
pL (i.e. aux solutions périodiques de période 1 des équations de Hamilton associées a H).

Plus précisément, on s’intéresse a ’action
! d
A= [ (P 0@ - B ) ar
0 T
le long d’une telle solution. On a le :

Théoréme 4.2.3 (Hofer)

Le difféomorphisme pl; posséde au moins un point five a vérifiant A(a) > 0.

Preuve. On choisissant § > 0 assez petit pour convenir aux trois Hamiltoniens H, K et
0, nous pouvons donc considérer les trois familles génératrices Sy, Sk et Sy associées a ses
hamiltoniens. On effectue les mémes changements de variables afin d’obtenir trois familles

génératrices Fy, Fy et Fy des variables (Q, p,w). Nous savons déja que

Fo(Q,p,w Z Yit

et nous aurons besoin du lemme suivant :
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Lemme 4.2.2 i)- La fonction Fy — Fy est nulle aux voisinage de zéro et elle négative ou

nulle.
ii)- La forme quadratique Fy — Fy est définie positive.

iii)- La forme quadratique Fy est non dégénérée et la somme de son indice et de celui de
(—Fy) étant égale o 2n(N + 2) est strictement supérieur & la dimension de l’espace

ambiant qui vaut 2n(N + 1).

Démonstration. (du lemme)

On a
j=N
SH - SO - Z S:j+l (Qj?pj)a ((*))
j=1

comme les Sfjf“ sont nulles au voisinage de zéro (d’aprés la premiére propriété que sat-
isfait H), puis en appliquant 1’assertion 4) du théoréme 4.1.1 on en déduit que les deux
hamiltoniens Fy — Fy et Fx — Fj sont négatives.

Dire que Fix est définie négative, signifie donc d’apres la deuxiéme assertions du méme
théoréme que p?g“_tj n’a pas de point fixe autre que zéro; ce qui est vérifié car ¢, —¢; est
assez petit.

Pour #ii)—, remarquons que, pour |t — s| < 0 et A € R, la fonction S’ qui correspond

—S)

a AKj n’est autre que la fonction S{)\(t , d’ou 'on déduit par 4) du théoréme 4.1.1 que la

forme quadratique
L s
dx—"°
est définie négative quel que soit A < 37”; il en résulte que l'indice de S\, augmente de 2n
chaque fois de A traverse un point de 7Z, ce sont, d’apres (5), les valeurs de A pour lesquelles
Sik, est non dégénérée.(autrement dit, admet des points critiques), ces points critiques de
Sxk, sont en bijection avec les points fixes de p),. En on déduit que l'indice de Sk est
la somme de n/N, qui est I'indice de K, et de 2(2n) (une fois pour A = 0 et 'autre pour
A=7). B ®
Preuve. (du théoréme, suite et fin)
On considére 'isomorphisme
g ROVED L, (RANHD)
x — bp(x) = B(x,.),

ol B est la forme polaire associée a la forme quadratique sur R™ définie par

j=N
B*(@Q,p,v) = (HQH2 +lpl* + > (s * + Hyj\|2)> :
j=1
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4.2. Application aux tores et aux espaces euclidiens

Posons

{ W+ :={(Q,p,v) :y; =bp(z;), pour 1 <j < Net (Q,p) =(00)}
Wy =={(Q,p,v) 1 y; = —bp(x;), pour 1 < j < N};

d’apres i)- du théoreme, Fj est strictement positive sur W+ et ne prend pas de valeurs
positives sur W, ; d’aprés ii)- et iii)- il existe un sous-espace vectoriel W~ de W, de codi-
mension un (un hyperplan de W) et tel que la restriction de Fx & W soit définie négative.
La différentielle de Fy — F étant bornée, on déduit donc de la formule de Taylor, appliquée
a Fy, que la restriction de Fiy & W tend vers 'infini & 'infini. Pour r > 0 assez petit et

R > r assez grand, nous sommes devant la situation suivante :

1) La restriction de Fy a la sphére de rayon r dans W est constante et égale a 2.

2) La restriction de Fiy a la frontiére OB de B ne prend pas de valeur strictement positive.

Ceci étant, considérons maintenant le flot ¢* du gradient de Fi, c’est-a-dire le champ de

vecteurs défini par
vFH(Qapa U) = dFH<Q7p7 U):

puisque V Fy — V F est bornée et que le champ de vecteurs linéaire V Fix ne s’annule qu’en
0 (car Fi est non dégénérée), VFy(Q, p,v) tend vers 'infini quand (@, p, v) tend vers I'infini
et que le flot de VFg est défini pour tout ¢, il résulte de 1) et 2) que g~*(B) rencontre S
pour tout ¢ > 0; en effet, le nombre algébrique d’intersection entre g~*(B) et S vaut 1 ou
—1 pour ¢t = 0 (selon l'orientation choisies), et ne pourrait varier au cours du temps que si

g~ '(0B) rencontrait S ce qui est impossible, comme le montre la formule

@ o™ (X)) = |V Eu(g™ (X))

la fonction ¢ — Fy(g7"(X)) est décroissante; 2) nous dit qu’elle n’est jamais > 0 (ni a

fortiori égale a r?) pour X € B et t > 0. On tire en conclusion 'inégalité
vt > 0,max Fy(g " (B)) > 2, (*¥*)

dont nous allons déduire que Fy & au moins une valeur critique (image par Fy d’un point

2

critique) supérieure ou égale a r?; en effet,

By = {X € B: Fu(g™'(X)) = r*}

t>0
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est non vide, comme intersection décroissante de compacts non vides. Pour X dans Bj, on

IVt CON dr = Fiu) = Fuly™(0) < Fu(3) =

pour tout ¢ > 0 ce qui entraine 'existence d’une suite (tx) de réels, tendant vers +oc et telle
que VFy (g7 (X)) — 0 quand k& — +o00o; comme V Fy tend vers l'infini & 'infini, la suite
(g7 (X)) est donc bornée et 'on peut donc extraire une suite convergente (¢~ (X)),. La
limite X, de cette suite est un point critique de Fiy car VFy(Xp) = lim VFy (g7 "0 (X)) = 0,
on a bien Fy(Xy) = lim Fy (¢7*® (X)) > r? d’apres (¥¥).

Il en résulte que la famille génératrice Sy a un point critique (a,v) € (R® x (R™)*) x
(R™ x (R"))Y avec Sy(a,v) > 12, en d’autres termes, le point fixe a de pl; vérifie A(a) >

r2>0. m

4.3 Application aux sous-variétés

4.3.1 Reformulation des précédents résultats et conséquences

Voici une reformulation du théoréme principal.

Théoréme 4.3.1 Sous les mémes hypothéses et avec les notations du théoréme 4.1.2, on a
1. L’application g—f admet 0 pour valeur régquliére, et par conséquent

2= (2) o

est une sous-variété.

2. Le graphe de R{ est l'image de Y ¢ par le plongement

Jsi s — (R" x (R")")*
(vaav> — jS(Qapvv)

défini par
Js(Q,p,v) = <(Q + g—i(Q,p,v%p) , (Q,p+ g—i(Q,p, v))) :

Le théoréme suivant du a Tchekanov et & Sikorav généralise, en quelque sorte le théoréme

principal concernant les familles génératrices.
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Théoréme 4.3.2 Sous les mémes hypothéses et notations, soit M une sous-variété de R™.

On a les assertions suivantes :

i)- En désignant par @ : (Q,v) — ®(Q,v) = S(Q,0,v) la restriction de S a l’ensemble

des (Q,p,v) avec p =0 et Q € M, la fonction %—f admet O pour valeur régquliére, et
o\ !
= = 0
Z@ (av) ( )

ii)- Le difféomorphisme de s sur R™ x (R™)*, obtenu en composant le plongement js avec

par conséquent
est une sous-variété.

la projection
pra: RUx (RM* — (R" x (R*)")?
((¢,p), (@, P)) — (Q,P),
envoie la sous-variété Y g sur R (R™ x {Ogn}) N (M x (R™)), et les points critiques
de ® sur les intersections de RY (R™ x {Ogn}) et du fibré conormal & M, qui est défini

par
VM = {(Q,P) LQeMetPe (TQM)L} :

ot
(ToM)" := {P € (R")*, tq P(u) =0, pour tout u € ToM?}.

iii)- De méme, js envoie les points critiques de la restriction de S a l’ensemble des (Q, p,v)
avec Q € M sur l’ensemble des ((q,p),(Q,P)) € graphe(R) tels que Q € M et
P—pe (ToM)".

4.3.2 Lemme de Tchekanov

Soit M une sous-variété compacte de R" et (g;) une isotopie hamiltonienne de 7*M. 1l
existe une isotopie hamiltonienne, a support compacte, (G;) de T*R" ayant les propriétés

suivantes :

i)- On a G4(Q,0) = ¢:(Q,0) quel que soit (t,Q) € [0,1] x M.
ii)- G; (R" x {Opn}) N (M x (R™)") = g;(M x {Ogn}) pour tout ¢ € [0, 1].

Démonstration. Ce qui nous intéresse ce sont les sous-variétés g,(M x {Ogn»}); quitte

a multiplier le hamiltonien de (g;) par une fonction 7*M — R & support compact qui vaut
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1 dans un grand voisinage de M x {Og» }, nous pouvons supposer que (h;) (et donc (g;)) est
a support compact.

On considére & présent une fonction lisse u : R — [0,1] telle que u™!(1) = |—o0,1]
et u='(0) = [2,+o0[; pour chaque ¢ € M, on note 7, : (R")* — T M la projection
parallelement & (7, M )L (qui n’est autre que la projection orthogonale lorsqu’on identifie le
fibré tangent avec le fibré cotangent moyennant le produit scalaire euclidien).

Du théoreme d’inversion locale et de la compacité de M le théoréme des voisinages tubu-
laires : pour € > 0 assez petit, quel que soit ¢ € R™ vérifiant d(q, M) := min{||¢ — §|| : § € M} <
3e, il existe un unique point v(q) € M tel que ||¢ — v(q)|| = d(q, M) (c’est la projection
orthogonale de ¢ sur M); dans le "tube" M. = {q:d(q, M) < 3¢} les deux applications
q+— v(q), ¢ — (d(g, M))* sont lisses.

Nous sommes donc en mesure de construire un hamiltonien (h;) sur T*R" comme suit

he(q, mq(p)), qgeM
hila,p) = 4w (M20) u(vla),p) g€ M.
0 sinon.

On a alors les propriétés suivantes :

a)- Ce hamiltonien engendre une isotopie (g;) sur T*R™.
b)- La restriction de cette isotopie & T*M n’est autre que (g:).
c)- On a g;(M x (R")") = M x (R™)" pour tout ¢ € [0, 1].

On définit donc l'isotopie (G;) par son hamiltonien

pour R > 0 assez grand, on aura G(q,0) = ¢;(¢,0). m

4.3.3 Fonctions phases sur une sous-variété compacte

Les définitions d’une fonction phase et d’'une phase quadratique a I’infini sur une sous-variété

M sont les mémes que pour M = R".

Théoréme 4.3.3 (Sikorav et Tchekanov)
Sous les hypothéses du lemme de Tchekanov, soit S une famille génératrice associée au

hamiltonien (H;) de lisotopie (Gy) du lemme de Tchekanov.
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i)- En désignant par ® : (Q,v) — ®(Q,v) = S(Q,0,v) la restriction de S a l’ensemble

des (Q,p,v) avec p =0 et Q € M, la fonction g—f admet O pour valeur régquliére, et

Zo= (2) 0

par conséquent

est une sous-variété.

ii)- On définit un plongement
Jo PP — I"M
(Q?pav) — jq) (Qapav) - <Q7§%(qu>) )
l'image jo (D g) de > g par jo n’est autre que la sous-variété lagrangienne gi(M X

{Orn}).

iii)- La fonction ® est une phase quadratique & l'infini sur M, ses points critiques sont en
bijection avec gy (M x {Ogn}) N (M x {Ogn}).

ses trois conditions s’exprime en disant que g1 (M x {Ogn}) est engendrée par la phase

quadratique P.

Démonstration. La fonction est une phase quadratique a 'infini avec K = 0, le reste

découle du lemme de Tchekanov et du théoréme principale. m

Notation 4.3.1 cl(M) : La longueur cohomologique d’une sous-variété compacte M, i.e.
la somme des dimensions de ces espaces de cohomologie de de Rham.
SB(M) : La somme des nombres de Betti de M, i.e. la somme des dimensions (en tant

que Z-module) de ces groupes d’homologie.
Nous admettrons le résultat suivant :

Lemme 4.3.1 Le nombre de points critiques d’une phase quadratique sur une sous-variété
compacte M est strictement supérieur a cl(M) dans tous les cas, et au moins égale & SB(M)

quand aucun de ces points n’est dégénéré.
Remarque 4.3.1 Comme cl(T™) =n et SB(T™) = 2" ce lemme contient le théoréme 4.2.1.

Corollaire 4.3.1 (Hofer)
Soit M une sous-variété compacte de R™ et (g;) une isotopie hamiltonienne de T* M.
Les deuz sous-variétés lagrangiennes g1 (M x {Orn}) et M x{Orn} se coupent en au moins

cl(M) points, et en au moins SB(M) quand toutes les intersections sont transverses.

Preuve. Il suffit d’appliquer le lemme précédent et iii)- du théoréme qui lui précede. =
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