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Notations

N,Z,Q,R et C désignent respectivement les ensembles des entiers naturels, des
entiers relatifs,des rationnels, des réels et des complexes

P ensemble des nombres premiers

p : un nombre premier sauf mention contraire

D,, ensemble des diviseurs de l’entier n={d € N*/d divise n}

|x| valeur absolue du nombre réel x

|| ou [x] partie entiére inférieure du nombre réel x

denom(x) :dénominateur du nombre rationnel x

num(z) : numérateur du nombre rationnel x

H,=1+ % + % 4+ 4 % : m-1éme nombre harmonique

Hﬁf) =1+ 2% + 3% + 4 # s n-téme nombre harmonique d’ordre r.

¢y(a) quotient de Fermat définie pour p premier et pour a € Z — pZ

par : qy(a) = “p%_l

w, quotient de Wilson définie pour p € Z
par w, = —(p_L)!H

(Z) coefficient binomial

{Z] nombre de Stirling de premiére espéce non signé

s(n, k) nombre de Stirling de premiére espéce signé s(n, k) = (—1)"* [Z]

{Z} nombre de Striling de seconde espéce
n

B,, n-ieme nombre de Bernoulli

B, (z) n-ieme polynome de Bernoulli

@ fonction indicatrice d’Euler

[P] symbole d’Iverson valant 1 ou 0 selon que l’énoncé P est vrai ou fau.
a|b:a divise b

d;k - Symbole de Kronecker. (05 = [i = j]

Zny = {x € Q/(denom(z),n) = 1} : sous anneau de Q.

Zp) anneau des p-enliers. (p premier).

S(n, k) = {Z} autre notation des nombres de Stirling de seconde espéce.
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Introduction

Ce mémoire est consacré a l’étude de certaines propriétés arithmétiques des nombres
et polynomes de Bernoulli et a des applications de ces propriétés a ’étude de certaines
congruences. Nous nous intéressons plus particulierement o [’étude de congruences
concernant des sommes finies de rationnels comportant des nombres harmoniques.
Nous détaillons la preuve récente donnée par Zhi-Wei Sun en 2012 (théoréme 1.1,
page 416 de [37]) des congruences suivantes :

p—1
H
Z —IZ =0 (mod p),

2
k=1
p—1 4
Z K H} = -5 (mod p)
k=1
p—1
H}=6 (mod p),
k=1
p—1
H} = 2p — 2(modp?),
k=1
p—1 2
H
k_§ = (mod p), pourp > 5.

k=1
La compréhension de la preuve de Zhi- Wei Sun a nécessité I’étude de nombreux théo-
remes d’arithmétique et de théoréemes concernant plus spécifiquement les nombres et
les polynomes de Bernoulli, en autres, le théoréeme de Von-Staudt et Clausen et un
théoreme de Kummer concernant des congruences pour les nombres de Bernoulli.
Ce mémoire comporte quatre chapitres que nous allons détailler succintement.
Dans le premier chapitre, nous rappelons de nombreuses définitions et propriétés
des coefficients binomiauzx, des nombres de Stirling de premiére et seconde espéce, des
nombres harmoniques et des nombres harmoniques généralisés. Nous précisons les
notations adoptées ainsi que la similarité de propriétés entre les nombres de Stirling
et les coefficients binomiaux. Nous précisons aussi la notion de p-entier et la définition
d’une congruence dans l'anneau des p-entiers Zy).
Dans le second chapitre, nous nous intéressons a l’étude de la sommation des
puissances numeériques. Plus précisément, il s’agit de [’élude des sommes de puissances

Sm(n) =1"4+2" 4 ... 4+n™

1



INTRODUCTION

ot n et m sont deux entiers > 1. Il s’agit d’un probléme qui a préoccupé des géné-
rations de mathématiciens depuis ['antiquité et qui est encore et toujours une source
de problémes, de conjectures et de défis pour le mathématicien. La simple recherche
d’une formule générale exprimant Sy, (n) en fonction de n et m a retenu ’attention
de plusieurs générations de mathématiciens, durant de nombreux siecles. L’aboutis-
sement final et quelque peu satisfaisant de cette recherche a été la découverte par J.
Bernoulli de la formule suivante

5]
1 1 1 1
nm+1 4+ ™4 <TTL + )sznerle'

S, (n) =
(n) = =7 2 m 14\ 2%

Dans cette formule, (Bp)nen est une suite de rationnels (appelés nombres de Ber-
noulli) définie par la relation de récurrence suivante

n—1
1 1
By=0 e B,=-— n By pourn > 1.
n—i—lk:O k

La suite de polynomes (B, (x))nen définie par

Bp(x) = Z (Z) B, 12" pour n >0,

k=0
est appelée suite de polyndomes de Bernoulli. Dans ce chapitre, nous énoncgons et prou-
vons de nombreuses propriétés des nombres et polynomes de Bernoulli. Nous termi-
nons ce chapitre en prouvant la formule explicite précédente exprimant S,,(n). Grice a
D. Knuth qui a réhabilité le mathématicien allemand Johann Faulhaber (1580—1635),
cette formule est aujourd’hui connue sous le nom de formule de Faulhaber en hom-
mage & ce mathématicien qui bien avant Jacques Bernoulli avait réussi a exprimer
Sm(n) pour 1 <m < 17,

Le troisiéme chapitre de ce mémoure est consacrée a une €étude détaillée du théo-
reme de Von Staudt et Clausen. Ce théoréme affirme que pour tout entier n > 1, le
(2n)-iéme nombre de Bernoulli vérifie la remarquable propriété suivante

1
Bo,, + Z ~e7Z
i ?

La sommation étant élendue a [’ensemble des nombres premiers p tels que p — 1
soit un diviseur de l’entier 2n.

Nous donnons deuzr preuves de cet important théoréme en théorie des nombres.
L’une est une démonstration par récurrence qui utilise certaines propriétes des p-
entiers, ['autre est une démonstration directe qui exploite seulement certaines conguences
pour les nombres de Stirling de deuxiéeme espéce ainsi que la formule explicite suivante
exprimant B, en fonction de n :

B= Y

k=0



INTRODUCTION

ot est un nombre de Stirling de deuxiéme espéce qui lui méme s’exprime expli-

(=i ()

Dans ce chapitre, nous examinons ausst un théoreme datant de 1851, di a Kummer.
Ce théoréeme affirme que si p est un nombre premier, si n et m sont deux entiers tels
quen=m mod (p—1) et si de plus p— 1 ne divise pas n, alors on a la congruence
sutvante dans ['anneau des p-entiers :

n
k

citement :

B, By,

d p).
= (mod p)

Enfin au quatriéme et dernier chapitre de ce mémoire, nous étudions de nombreuses
applications des théoréemes précédents pour prouver certaines congruences. Plus pré-
cisément, ce chapitre est entierement consacré a une étude détaillée de la preuve des
congruences établies par Zhi- Wei Sun en 2012 et rappelées au début de cette introduc-
tion. Nous nous intéressons plus particulierement o la congruence

T

H;,

2

1
1

>
Il



Chapitre 1

Nombres de Stirling et nombres
harmoniques

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions et certaines propriétés des coeffi-
cients binomiaux, des nombres de Stirling de premiére et seconde espéce, des nombres
harmoniques et des nombres harmoniques généralisés. Nous rappelons aussi la défini-
tion d’un p-entier et nous étudions certaines propriétés des congruences définies dans
Panneau Zy).

Dans tout ce qui suit, nous désignons K l'un des trois corps Q, R ou C et par A un
anneau. De plus, on adopte la convention qu’un produit vide vaut 1 et qu’une somme
vide vaut 0.

1.1 Puissances factorielles descendantes et puissances
factorielles montantes :

Soit a € A. Pour tout entier naturel n, on définit les éléments a” et a™ de A par
les relations :

n—1 n—1
aﬂ:H(a—j) et aﬁ:H(cH-j)
=0 =0

Ainsi, on a

al =a’ =1,

at =a' = aq,

a2=ala—1) et a®=ala+1)

=

Plus généralement, pour tout entier n > 1, on a :

a*=ala—1)..(a—n+1) e a" =ala+1)..(a+n—1)

La quantité a™ est appelée "a puissance n descendante” tandis que a” est appelée
"a puissance n montante”. a™ et a” sont aussi appelées les puissances factorielles

descendantes et montantes de a respectivement.



1.2. COEFFICIENTS BINOMIAUX :

Remarquons que dans le cas ou A = K[z], on a pour tout entier n >0 :
degr™ = degz™ = n.

Il en résulte que (x2)pen et (2™)nen sont des bases du K-espace vectoriel K|x].

1.2 Coefficients binomiaux :

1.2.1 Définition et premiéres propriétés

Pour tout entier naturel n et pour tout polynome P(x) de Alz|, la notation [z"](P(x))
désigne le coefficient de ™ dans le polynéme P(x).

Ainsi si
P(z) = Z ™,

m>0

on a alors :
[z"](P(2)) = an.

Avec cette notation, on définit le coefficient binomaial (Z), ot n et k sont deux

entiers naturels par :

(7) =0+ 1. (1)

Autrement dit, on a

(@+1)" =" (Z) ", (1.2)

k>0
Les coefficients binomiauz vérifient les propriétés données dans le théoreme sui-
vant :

Théoréme 1.1. Pour tous entiers naturels n et k :

(g) - <Z> =1 pour n>0 et (2) ~1 (1.3)

2) pour k>mn, ona
n
=0. 1.4
(}) (14)

3) Pour n>1 e k>1,o0na

(Z) B (Z:D " (n K 1) (1.5)

1) on a



1.2. COEFFICIENTS BINOMIAUX :

()= 19

4) Pour 0<k<n,ona

5) on a
(Z) - s 1)“}57 kel T;—T (1.7)
6) Pour n >k, on a
<Z) - k!(nni B! (1.8)
Démonstration. 1) On a :
(Z) =%z +D)"=1 et <Z> =[]z +1)"=1. O

3) Pour tout entier n > 1 et k> 1, on a

<Z> = [2M)(@+1)"
= @+ D@ +1)")

= M+ Y (" . 1) )

k>0

- S (" )2 ()

E>1 k>0
n—1 n—1
- 10+ () o

4)  Plagons nous dans Q(z), on a

Ainsi



1.2. COEFFICIENTS BINOMIAUX :

5) On a

k; (Z) o = (z+1)"

En dérivant les deux membres de 1’égalité, on obtient :

(1)

Par identification des coeflicients de

obtient :
n
k
(0)

Ainsi

n

k

n—1
kE—1

n(x+1)"1

"y (”;1>xk
k=0

2z~ dans chacun des deux membres, on
n—1
k-1

o nn—1
T ok k-1
nk

= o

n—k+1/n—k
- 1 0

[]

On vérifie que cette relation est encore vraie pour k =0 et n > 0 ainsi que pour

n=0ek>0.

1.2.2 Interpétation combinatoire :

On considére E, = {1,2,....,n} pour

On a alors pour tout n > 0 et k>0,

k

n>letk, =0 st n=0,

(n) = Card{A] ACE, e CardA=k}.



1.2. COEFFICIENTS BINOMIAUX :

1.2.3 Formule de binéme :

On suppose que A est un anneau non nécessairement commutatif. On considere
deux éléments a et b de A. On suppose que a et b commutent pour le produit de A
(ab=ba). Alors on a

(a+b)" = i <Z) a" kb = i (Z) aFbn* (1.9)

k=0 k=0
Démonstration. On commence par prouver que a’ et b° commutent pour tout entier
r>0ets>0 (i.e a"b® = b%a"). La preuve se fait alors par récurrence sur n.

Remarquons que 1 et —1 commutent pour le produit de A. Car :
al=1la=a et a(-1)=(-1)a=—-a
On a donc dans tout anneau (commutatif ou non commutatif)

(a+1)" = zn: (Z) a* et (a—1)" = f: (Z) (—1)"*ak,

k=0 k=0

1.2.4 Généralisation des coefficients binomiaux

Une généralisation de (Z) consiste a remplacer n par un nombre complexe o et a
définir (Z‘) en posant « € C et ke N par :

(a) _afa—1).(a—k+1)

k

On a la propriété suivante :

« a—1 a—1 .
(k:)_< 2 >+<k—1) pour a€C e keN.

En effet :

a—1 (a—D(a=2)..(a=k) (a—1)(a=2)..(a—k+1)
( k )_ k! k! (a=k)

et

(a — 1) C(a=1)(a=2).(a—k+1) kla—1)(a—2)..(a—k+1)
k-1 k-1 il

d’ou

(a;l) . (Z:i) :a(a—l)(a—lf!)...(a—k—l—l) _ (Z) -

On démontre aussi que ['on a :

(1+m)a:Z(Z)xk, pour a€R et xeR |z| <.
k=0



1.3. LES ENDOMORPHISMES D, A E,; I DE K]z]

1.3 Les endomorphismes D, A E, I de K|x]

On considére K|x] comme espace vectoriel sur K. L(Klz]) désigne [’algébre des
endomorphismes du K-espace vectoriel sur K.

Les opérateurs D, \, E et I sont les endomorphismes de K[x] définies par :

D(P(z)) = P'(z)

A(P(z)) = P(x+1)— P(x)
E(P(z)) = P(zx+1)
I(P(z)) = P(z)

Avec : P'(x) désignant la dérivée du polynome P(x) de K[z].
D est lopérateur de dérivation, /\ est de différence finie, E est 'opérateur d’avance
et I est lopérateur identité dans K[z].

Pour tout opérateur 2 € L(K[z]) et pour tout entier naturel n, on pose :
=7 e "=QoQ" ' pour n>1.

Autrement dit :
Q"=0Q0Qo0..00 pour n>1.
—_—

nfois

1l est facile de constater que pour tout entier n > 0, on a
E™"(P(z)) = P(x +n)
Pour tout entier n > 1, on sait que l'on a pour n >1 :
D(z") = na™ .

DF(z™) = nn—1)..(n—k+1Da2"" pour 0<Fk<n.
DF(z™) = 0 pour k>n.

On peut aussi écrire que 'on a pour n >0 et k>0 :

D*(z™) n i
_— = n— ™) = nl
1 (k>m et D"(z")=nl

L’opérateur de différence finie /N a un comportement analogue a l'opérateur de
dérivation quand on Uapplique sur un vecteur de la base (z2) de K[z|. On a alors
pourn > 1 :

A(z™) = na"L
AR = nn—1)..(n —k+1)2™=% pour 0<k<n.
AR = 0 pour k>n.

9



1.3. LES ENDOMORPHISMES D, A E,; I DE K]z]

On peut aussi écrire que 'on a pour n >0 et k>0 :

k(- n
o k(:'m ) = <Z)x"‘k et  A"(z"™) =nl.

On sait aussi que pour tout polynéme P(z) de K[z|, on a la formule suivante
appelée "formule de Taylor-Maclaurin” donnée par :

P(z) =) Dk!P (0).2*

k>0

On a aussi une formule analogue pour Uopérateur A\ appelée "formule de Gregory"

donnée dans le théoréeme qui suit :

Théoréme 1.2.  Pour tout polynéme P(z) de K[z], on a
NP
P(z)=>)_ o (0).2%
k>0

Démonstration. Soit P(z) € K[z], comme (2£)>0 est une base du K—espace vectoriel,
alors il existe une unique suite de coefficients (ay)ren de K telle que :

P(z) = Z apxt

k>0

On sait qu’il existe kg € N tel que a, = 0 pour k > kg, on a alors :

k>0

En particulier :

0 si j>k.

Autrement dit ‘

AJ((I}E) = ]kl{}'
Ainsi .

AN P(0)
aj = -
7!

Le théoréme en découle. O

10



1.4. LES NOMBRES DE STIRLING :

Expression de 'opérateur A" :
Comme pour tout polynome P(x) de K[z], on a :

A(P(x)) = P(z+1)— P(x)
= E(P(z)) = I(P(z))
(B —1)P(z)

On en déduit que l'on a :
AN=FE—-1

Les opérateurs E et —I commutent pour le produit dans l’anneau L(K[x]).

On sait que l'on a :

A" =(E—I)" = no (Z) (—1)" gk

k=

Ainsi pour tout polynome P(zx) de Klz], on a donc :

A"(P(z) =" (Z) (—1)"*P(z + k)

k=0

1.4 Les nombres de Stirling :

Nous savons que (x™)p>0, (2%)n>0 €t (2™)n>0 sont des bases de K[z]. Chaque
vecteur d’une base se décompose d’une maniere unique sur toute autre base. Il en
résulte qu’il existe des familles de coefficients uniques

(ilmaens Gtnmpmacs et ({fPasen

telles que pour tout entier n > 0, on ait :

=Y m o,

k>0
= Zs(n,k)xk
k>0
k>0

Les nombres I sont appelés nombres de Stirling de premiére espéce non signés.

Il est facile de constater que ces nombres sont des entiers naturels.
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1.4. LES NOMBRES DE STIRLING :

Les nombres s(n, k) sont liés auz nombres entiers {Z} par la relation :

qm@_@w%ﬁ]

Ce sont des entiers relatifs. On les appelle nombres de Stirling de premiére espéce
SLGNES.

. n
On constatera dans ce qui suit que les nombres {

k

} sont aussi des entiers natu-

n

k} par S(n, k). Ces nombres sont appelés nombres de Stirling

rels. On note souvent {

de seconde espeéce.

Nous allons examiner les principales propriétés de ces nombres qui seront utiles
dans la suite.

1.4.1 La famille des nombres de Stirling de premiére espéce
non signés

Par définition, on a

] =116 = e+ Do - 1)

La famille des nombres de Stirling ([ﬂ Jn>0k>0 de premiére espéce vérifie les pro-
Priétés suivantes :

Théoréme 1.3. On a :

1) Pourn>0etk>0, ona

{ﬂzm:% B}ﬂ a[ﬂ:m:m
2)

- o In*(14t¢
Zs(n, k)n— = il +t) pour |t| < 1.



1.4. LES NOMBRES DE STIRLING :

Démonstration. Les propriétés 1 et 2 sont immédiates.

3) On a:
i = e
= [xk](x(i—i— 1)...(x+n—1))
— @@ +n - 1)
= [2")(x.a™ " + (n— 1)z ")
( _

(1+1)° = i(z)t"

D’autre part :

0 k
z __ ,xln(14+t) __ k 'I._
(I1+t)"=e —Zln (1+t)k;'

Par identification, on obtient

= " ln (1—|—t)
k
> ity = M0

n=

Remarque 1.1. : On constate aussi que pour n > 1,

L= () e

13



1.4. LES NOMBRES DE STIRLING :

{nil} = [")@@+ D). (z+n-1))
= " ((z+1).(z+n—1))
= 1+2+...+(n—1):—”(”2_1)

On peut déterminer les valeurs des nombres de Stirling de premiére espéce en dé-
veloppant ™.

Ona:
.I?:l
=0+ 1z
Z=z(z+1)=0+ 1z + 12?
23 =0+ 2z + 322 + 23
a2t =0+ 6z + 112% + 62° + 12
2° = 0+ 24z + 502% 4 352° + 102* + 12°
2% =0+ 120z + 2742% + 2252° + 85" + 152° + 12°
7

' =0+ 720x + 176422 + 162423 + 735x* + 175x° + 2125 + 127

Voici donc une table donnant quelques valeurs des nombres de Stirling de premaiére
espece analogue au triangle de Pascal.

n/kjo] 1 ] 2 | 3 [4]5]6]7]
0 |1

1 Jo] 1

2 o] 1] 1

3 Jo[ 2] 3 1

4]0l 6 |11 ] 6 |1

5 J0[24] 50 | 35 | 10| 1

6 |0]120] 274 | 225 [ 8 [ 15 | 1

7 0] 7201764 | 1624 | 735 [ 175 [ 21 [ 1]

TABLE 1.1 — Les premiéres valeurs des nombres de Stirling de premiére espéce.
Interprétation combinatoire :(/18/).
Soit S,, le groupe des permutations de l’ensemble {1,2,...,n}.

Soit o € S, alors o s’écrit de maniére unique & ['ordre prés des facteurs :
0 = 0103...0, 0U 01,09,...,0,. sont des cycles disjoints deur & deuzx de longueurs

14



1.4. LES NOMBRES DE STIRLING :

resperctives lq,ly, ..., 1. tels que Iy +1ls + ... + 1, = n.

r est le nombre de cycles intervenant dans la décomposition de o en produit de
cycles disjoints. Alors

Z} = nombre de permutation de o, s’écrivant comme un produit de k-cycles dis-

joints dont la somme des longueurs est égale a n.

Ainsi pour n = 3, on a

53 = {L (1’ 372); (17 2)? (1’ 3); (273)}

— Card =0

= Card{(1,3,2);(1,2,3)} =2
= Card{(1,2):(1,3);(2,3)} =3
= Card{I} =1

= Card 0=0 pour k>4

T 1
T Lo Lo D L = L O W)

1.4.2 La famille des nombres de Stirling de seconde espéce

Rappelons que par définition on a

o= {1

k>0

La famille des nombres de Stirling de seconde espéce ({Z})">O’k>0 vérifie les pro-
priétés sutvantes :

Théoréme 1.4. On a :

1) Pourn>0etk>0, ona

2)
n
{/{:}_0 pour k > n.

15



1.4. LES NOMBRES DE STIRLING :

) e
4)

(-4 C)r
5)

Démonstration. Les propriétés 1 et 2 sont immédiates.

3) On a:
n __ n k n—1
T —Z{k}x = x.x
k>0
= TE.T
k>0{ k
Or :
k—1
o = ([|[(z—Hz—k)+k)
7=0
k k—1
= [[@-»+k]J@-9
=0 =0
— fL‘k+1—|—k’$k
et donc :
= {ngl}(xkﬂijxk)
k>0
= Z{k—l}x +Zk{ I }x
k>1 k>0
- ST e
k>1
Ainsi :
n n—1 n—1
R S T



1.4. LES NOMBRES DE STIRLING :

4) On a :
n : AFP(0)
{k}:fC _P():; k|<)x
et donc _
{1} = pero
= > (f)(—l)'f—%xm“)rm
k
_ %TEZ ?)(_1ﬁﬁqn. 0
5) On a
(=1 1
k! TR

]

Voici donc une table donnant quelques valeurs des nombres de Stirling de seconde
espéce obtenue & 'aide du théoréeme (1.4)

n/kjo|1]2] 3 ][4 ]5 [6]7]
0 |1
1 [0]1
2 [0]1]1
3 JoJ1][3] 1
4 Joj1[7]6 [ 1
5 |o]1[15][ 25 [10] 1
6 |0]1]31[90 |65 |15 |1
7 |0[1]63]301[350][140[21 1]

TABLE 1.2 — Les premiéres valeurs des nombres de Stirling de seconde espéce.
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1.5. LES NOMBRES HARMONIQUES ET LA FONCTION ZETA DE RIEMANN
Interprétation combinatoire :

On démontre que est exactement le nombre de partitions de [’ensemble

n

k

{1,2,...,n} ayant k éléments.
Ainsi pour n = 3.

1. Il n’y a qu’une partition de {1,2,3} ayant un élément : c¢’est la partition {{1,2,3}},

on a donc : ? =1.
2. Il y a trois partitions de {1,2,3} qui ont deuzx éléments. Ce sont les partitions
suivantes :

3
(L2 (3R {23 (M on a done. {51
3. Il n’y a qu’une partition de {1,2,3} ayant trois éléments. C’est la partition

({1}, {2}, {3}}, on a done {g} — 1

Relation entre les nombres de Stirling de premiére et seconde espéce :
les nombres de Stirling de premiére et seconde espéce sont relies par la relation sui-

vante :
n — cf(n—1+k 2n —m n—m-+k
-5 (~1
[m] kZ:O( )(n—m—l—k)(n—m—k k
Démonstration. [19] O

1.5 Les nombres harmoniques et la fonction Zéta de
Riemann

Pour n > 1, on définit le n-iéme nombre harmonique H,, par :
1
H, = —.
2%
k=1

Pour s € C et pour n > 1, on définit le n — ieme nombre harmonique d’ordre s
(nombre harmonique généralisé) par :

H' = Y L

Pour Re(s) > 1, la suite (Hr(f))n21 converge dans C. Autrement dit : la série
(>t #) converge. On définit la fonction zéta de Riemann et on note ((s) la somme

de cette série )

((s) = Z s pour Re(s) > 1.

n>1

18



1.5. LES NOMBRES HARMONIQUES ET LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

On démontre que la fonction ( se prolonge analytiquement a tout le plan complexe
sauf au point 1.

Les nombres de Stirling de premiére espece {Z} s’expriment a [’étude des nombres

harmoniques généralisés.

Théoréme 1.5. Pourn >1, on a :

1)

m = (n—1)H,1=(n—1)! > % (1.10)
2)
5 - v - a2
S CRUL(( DESE
Démonstration. 1) On a :
m = [Y(z(z+1).(z+ (n—1))
= [z]((z+ 1)(z+2)...(x + (n— 1))
e l2.(n-1)
= (n—1)! i %
— (n—1)H,

2) Pour la preuve du (2), on a besoin du lemme suivant :
Lemme 1.1. Pour tout entier m > 1 et pour tous nombres réels x1,xs, ..., T,,, 00 a

m m

PR R () DEN ) s

1<k<i<m k=1 k=1

Démonstration. immédiate, en remarquant que :

m m
§ : 2 § : 2 § :

( Ik) = Ty + 2 TrXy.
k=1 k=1 1<k<i<m

19



1.6. ETUDE DE L’ANNEAU Z,)

En revenant a la preuve du (2).

HIS S CCRR RNy
= (e + D+ 2z + (0= 1))
B 1.2 (n — 1)
N ZS: k.l

1<k
1
k.l

1<k<i<n—1

= (n—1)!

1<k<i<n—1

1 1
Z o 5((
1

Par suite

HECEEIED SR IEE LERIE eSS

1<k<i<n—1

1.6 Etude de anneau Z,)

1.6.1 Numérateur et dénominateur d’un nombre rationnel

Soit v € Q. Considérons ’ensemble P défini comme suit
P={meN/m>1etmxecZ}.

Alors P est une partie non vide de N. En effet par sa définition méme, P est une
partie de N. De plus, si x = ¢ est une écriture de x avec a € Z et b € N, on a alors
br =a € Z et par suite b € P et P # &. P admet donc un plus petit élément v qu’on
convient d’appeler dénominateur de x et qu’on note v = denom(z). Le nombre entier
u = vz est appelé numérateur de x. On le note u = num(x). On constate aisément
qu’on alors x = %, avec (u,v) = 1 et aussi que v = = est ['unique maniere d’écrire T
comme un quotient de deux entiers u el v premiers entre eux et tels que v > 1.

Remarquons que l’on a les propriétés immédiates sutvantes

1. Ym € Z, num(m) =m et denom(m) = 1.

2. Vr € Q, v € Z < denom(x) = 1.
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1.6. ETUDE DE L’ANNEAU Z,)

1.6.2 Définition et propriétés de 'anneau 7,

Soit n un entier naturel non nul. Nous définissons l'ensemble Z,y comme suit :
Ziny ={x € Q/ (denom(x),n) =1}

Autrement dit Zy est constitué par l'ensemble des nombres rationnels dont le
dénominateur est premier avec l'entier n. On a bien sir

ZCZ(n) CQ.

Remarquons que pour qu’un nombre rationnel x soit un élément de Z,, il faut et
il suffit que x puisse s’écrire x = ¢, avec a € Z, b € Z* et (b,n) = 1 (sans avoir
nécessairement (a,b) = 1).

Théoréme 1.6. Z,) est un sous anneau de Q.

Démonstration. En effet Z,) est une partie de Q telle que —1 € Z, et c’est aussi

une partie stable pour I'addition et la multiplication de Q. En effet siz = % et y = g—:

sont deux éléments de Z,, avec (v,n) = L et (v',n) = 1. On a alors z +y = %

et vy = Z—Z: Comme on a (vv',n) = 1, car le produit de deux entiers premiers avec
n est aussi un entier premier avec n. Il résulte de la remarque précédente que 'on a
T +y € L et vy € Zy,). Par suite Z,) est un sous anneau de Q. O

Remarque 1.2.

1. 11 est facile de constater que le groupe des unités U(Zw,) est défini par
UZwy) ={r€Q/ (denom(z),n)=1 et (num(x),n)=1}.

2. Tout entier premier avec n est une unité de Zy,).

3. Six € U(Zy), autrement dit si x # 0 et si x € Zy,) el % € Ly, alors on a
xZ(n) = Z(n).

4.8in > 2 et sin = pl'py*..pir est la décomposition de n en un produit de
nombres premiers distincts (o; > 1 pour 1 <1i <), alors on a

Z(n) = Z(p(flpSQ...pg'") = Z(p1p2~~-pr)'

Théoréme 1.7.

Ly est un anneau principal. De plus

1. Sin =1, alors Zy =7 et les idéaux de Zyy sont les mZ ot m € N.
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1.6. ETUDE DE L’ANNEAU Z,)

2.

Sin > 2 et sin = pl*py?..pt est la décomposition de n en un produit de

nombres premiers distincts (o; > 1 pour 1 < @ < 1), alors les idéaur de Zy,)
distincts de l’idéal nul sont les idéauz principaur de Z,) engendré par les élé-

ments s’écrivant m = pflp?...pfr avec B; € N, pour 1 <1 <r.

Démonstration. 1. Soit n > 1 un entier. Dans le cas o n = 1, on a trivialement

Zy = Z. 11 est bien connu que Z est un anneau principal et que les idéaux de

7 = Zy sont les mZ ou m € N. Supposons n > 2. Soit I un idéal de Z).

Posons J = I N Z. 1l est facile de vérifier que J est un idéal de Z. Il existe

donc un entier m € N tel que J = mZ. Prouvons que l'on a I = mZ,). Pour

cela, nous allons prouver qu’on a les deux inclusions suivantes : I C mZ,) et

mZ(n) c I

— Prouvons que I C mZ). Soit x € I, alors x s’écrit x = ¢ avec a € Z, b € N*
et (b,n) = 1. Comme I est un idéal de mZ,) et que x € I et b € Z, (car
N* C Z), on a a = bx € I. Comme on a aussi a € Z, on en déduit que
a € INZ = J = mZ. Ainsi a € mZ. 1l existe donc un entier ¢ € Z tel que
a =mc. On a alors ¥ = § = mj7. Comme (b,n) =1, on a § € Z,), par suite
T =mj € mZy). On a ainsi prouvé que tout = de I se retrouve dans mZ,),
autrement dit que I C mZy,).

— Prouvons que mZ,y C I. Onam € mZ = INZ. On a donc m € I. L’inclusion
mZy)y C I résulte alors du fait que par hypothése, I est un idéal de Z,) et
que m € [.

Supposons n > 2 et soit n = pi'py*...p¢ la décomposition de n en un produit
de nombres premiers distincts (o; > 1 pour 1 < i < 7). Soit [ un idéal non nul
de Zy). Alors, d’aprés ce qui précéde, il existe un entier naturel non nul m tel
que I = mZyy. On peut écrire m de la maniére suivante : m = pflpgg...pfrq
avec 3, = v, (m) € N, pour 1 <i<retqg= I1 pUr(m),

p premier
p ¢{p1, p2,..pr}

Comme ¢ est une unité de Zg,, on a I = mZy) = pf1p§2...pfrq Ly =
pf1p§2...prZ(n).
]

1.6.3 L’anneau Z, des p-entiers

Considérons le cas particulier ot n = p, p étant un nombre premier. Dans ce cas,

on a

Zipy = {r€Q/ pne divise pas denom(z)} .

Les éléments de Zy,) sont appelés des p-entiers.

Définition 1.1. Pour tout nombre premier p, on appelle p-entier tout nombre ra-
tionnel dont le dénominateur n’est pas divisible par p.
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1.7. CONGRUENCES DANS UN ANNEAU COMMUTATIF

Remarquons que pour tout entier m > 1, on a Zymy = Zy. En effet, on a

Zimy = {xe€Q/ (denom(x),p™) =1}
= {2 €Q/ (denom(z),p) =1} = Z).

On sait aussi d’apres le theoreme 1.7 que Zy, est un anneau principal et ses idéaus
sont les p™Z,y ot m € N,

1.7 Congruences dans un anneau commutatif

Dans tout ce qui suit, A désigne un anneau commutatif, 04 désigne [’élément
neutre de [’addition de A.

Définition 1.2. On appelle congruence sur ’anneau A toute relation d’équivalence
définie sur l'anneau A compatible avec l'addition et la multiplication de ['anneau A.

Autrement dit, st R est une relation binaire définie sur A, alors R est une congruence
sur l'anneau A si et seulement si on a

1. R est réflexive : Vo € A, xRz,

2. R est symétrique : Vr,y € A, xRy — yRx,

3. R est transitive : Vx,y,z € A, Ry et yRz — xRz,
4

. R est compatible avec l'addition de 'anneau A :
Va,y, o',y € A, 2Ry et ¥Ry = (v + 2 YRy + ),
5. R est compatible avec la multiplication de l'anneau A :
Vo,y, o',y € A, 2Ry et 'Ry = xza'Ryy'.

Le théoréeme suivant prouve qu’il y a en fait une bijection entre ’ensemble des
congruences définies sur l'anneau A et 'ensemble des idéaux de A.

Théoréme 1.8.

1. Soit R une conguence définie sur 'anneau A. Alors l'ensemble I constitué par
I’ensemble des éléments de A équivalents a 04, c’est a dire la classe de 04 modulo
la relation d’équivalence R , est un idéal de A. On a alors [’équivalence suivante

Ve,ye A, 2Ry <= x—y el
2. Soit I un idéal de Uanneau A, alors la relation T définie par
Ve,yc A, 2Ty <= x—yel
est une congruence sur l’anneau A.
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1.8. CONGRUENCES DANS Z ET DANS Z,)

Démonstration. 1. Soit R une conguence définie sur anneau A. Posons
I={xecA/ 2RO4}.

Alors I est la classe d’équivalence de 04. I est donc une partie non vide de A.
Si z et y sont deux éléments de I, on a xRy. Comme R est réfléxive, on a aussi
—yR — y. La relation R étant compatible avec ’addition, les relations xRy et
—yR —y impliquent que l'on a (z —y)R(y —y), autrement dit on a (z —y)R0
et par conséquent x —y € I. On a ainsi prouvé que [ est un sous groupe de
(A,+). Soit maintenant a € A et x € I, on a alors aR0,4 et xR04. La relation
R étant compatible avec la multiplication, on en déduit que axR0404, c’est a
dire axR04 ou encore ax € I. On peut donc conclure que I est un idéal de
I’anneau A.

2. Soit [ un idéal de 'anneau A et 7T la relation définie par
Ve,ye A, 2Ty < x—ye€l.

On vérifie aisément que 7 vérifie les 5 propriétes cités plus haut caractérisant
une congruence définie sur 'anneau A.

]

Notation 1.1. La relation v —y € [ ou x,y € A et [ est un idéal de A se note

r=y  (mod )

1.8 Congruences dans Z et dans Z,

1.8.1 Congruences dans Z

1l est bien connu que Z est un anneau principal. Toute idéal I de 7 est de la
forme I = mZ. ou m est un entier naturel Toute congruence R définie sur Z est de
la forme :

TRy & x—y € ml.

Les congruences correspondantes a m = 0 et m = 1 ne présentent aucun intérét, c’est
pourquot on supposera dans tout ce qui suit que m > 2. Si x —y € mi, autrement
st la différence entre les deux entiers x et y est divisible par m.on dit alors que les
entiers x et y sont congrus modulo mZ et on ecrit

x =y (modmZ)

Plus couramment, on écrit plus simplement

r=y (modm)
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et on dit que les entiers x et y sont congrus modulo m. On peut alors remarquer les
entiers x et y sont congrus modulo m si et seulement st x el y ont méme reste dans
la division euclidienne par m.

Les propriétes des congruences dans 7. sont bien connues. Nous nous contenterons
de rappeller ici les théoréemes classiques et importants suivants : le petit théoréme de
Fermat, le théoréme d’Euler et le théoréme de Wilson.

Théoréme 1.9. (Petit théoréeme de Fermat) Pour tout nombre premier p et pour tout
entier a € Z — pZ., on a
a? =1 (mod p)

La relation "a € 7 — pZ” est équivalente a la relation "a est premier avec p”,
c’est a dire a la relation "(a,p) = 17. 1l résulte du petit théoréme de Fermat que pour
tout nombre premier p et pour tout nombre a premier avec p, on a “p;# € 7. Cette
constatation nous permet de définir pour tout nombre premier p et pour tout entier

a € Z — pZ le quotient de Fermat q,(a) comme étant lentier suivant :

Le théoreme d’Euler qui suit est une généralisation du petit théoréme de Fermat.

Théoréme 1.10. (Théoréme d’Euler). Pour toult nombre entier n > 2 et pour tout
entier a tel que (a,n) =1, on a

a?™ =1 (mod n).

Dans ce théoréeme, ¢ est la fonction indicatrice d’Euler définie pour tout entier
naturel n > 1, par

on)=card{k e N/ 1<k<net(kn)=1}.

1l est bien connu que @ est une fonction arithmétique multiplicative, ce qui signifie
que [’on a pour tout entier n > 1 et m > 1

(n,m) = 1= p(nm) = p(n)e(m).

1l est facile de constater que pour tout nombre premier p et pour tout nombre entier
m>1, ona

p™) =p" —pm "
En particulier, pour m = 1, on a p(p) = p — 1 et pour n = p, le théoréeme d’Euler
permet d’obtenir le petit théoreme de Fermat comme cas particulier. Pour tout entier
naturel n non nul, on a

1
pn)=n [] (1=2).

p premier
p divise n
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Théoréme 1.11. (Théoreme de Wilson). Pour tout entier p > 2, on a l’équivalence
p est un nombre premier < (p—1)!=—-1 (mod p)

Il résulte du petit théoreme de Wilson que pour toul mombre premier p, on a
@=L 7 Cette constatation nous permet de définir pour tout nombre premier p
le quotient de Wilson w, comme étant [’entier suivant :

— 1) +1
wp:(p )1
p

Signalons le remarquable résultat suivant concernant les coefficients binomiaux et
les nombres de Striling de premiére espéce et de deuxieme espeéce.

Théoréme 1.12. Soit p un nombre premier, alors

1. pour tout entier k tel que 1 < k <p—1,

(Z) =0 (mod p),

2. pour tout entier k tel que 2 <k <p—1,

m =0 (mod p),

3. pour tout entier k tel que 2 < k <p—1,

{Z} =0 (mod p).

Démonstration. 1. Soit k£ un entier tel que 1 <k <p—1,0n a

k! <Z> —p(p—1)..(p— k+1).

Le nombre premier p divise p(p — 1)...(p — k + 1). Comme (k!,p) = 1, selon le
théoréme de Gauss, le nombre premier p doit diviser (Z) On a donc

(g) =0 (mod p).

2. Considérons le polynome P(z) := 2P — x € Z/pZ [x]. D’aprés le petit théoréme
de Fermat, on a P(k) = 0 pour 0 < k < p — 1. Le polynéme P unitaire de
degré p admet donc p racines distinctes dans le corps Z/pZ. Le polynéome P(z)
se factorise donc de la maniére suivante dans Z/pZ [x] :

' —x=z(z—1)(z—-2)...(x —p—1).
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Or on sait que dans Z [z], on a I’égalité suivante

r(x—1)(z—-2).(z—p—1)= s(p, k)z".

o

On en déduit qu’on a

=

k=

[e=]

On obtient ainsi 1’égalité suivante entre polynémes de Z/pZ [z] :

p

2’ —x = Z s(p, k)x".

k=0

On en déduit que pour 2 < k<p-—1,0n a

s(p, k) =0

C’est a dire
s(n,k) =0 (mod p).

Comme on a

b = cortsn,

on en conclut qu’on a aussi pour 2 <k <p-—1:
{n] =0 (mod p),
k
3. On a d’aprés la relation 4) du théoréme 1.4 :

(i} =22 (e

D’apres le petit théoréme de Fermat, on a

j’=j  (mod p),

on en déduit que
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Oronapour2<k<p-—1,

AE ) - S E ()
k
J

CEDIF=2V;

GRS VLSS AV
- o (L)
- E;_);)!(H(—l))’“—l:o

On a donc bien pour tout entier k tel que 2 <k <p—1,

{Z} =0 (mod p).

1.8.2 Congruences dans Z,

Rappelons que Z,) désigne l'anneau des p-entiers, c’est a dire ['anneau constitué
par les nombres rationnels dont le dénominateur n’est pas divisible par p. Rappelons
que pour qu’un nombre rationnel x soit dans Zy,, il est nécessaire et suffisant qu’on
puisse trouver une écriture de x de la forme v = § avec a € Z el b € Z — pZ, celle
écriture § de x n’étant pas nécessairement la forme réduite de x.

On sait aussi que Zgy) est un anneau principal et que tout idéal I de Z,) peut
s’écrire I = p™Zy,), ot m est un entier naturel. Il en résulte que toute congruence R

sur Zy) est définie par une relation de la forme :
TRy & v —y € pLy.

Autrement dit, si x et y sont deux p- entiers, la relation x —y € p™Zy,) signifie qu’il
est possible de trouver une écriture du nombre rationnel x — y de la forme
@
r—y=p"-,
Yy=n b
avec a € Z et b € Z — pZ, a et b n’étant pas nécessairement premiers entre eu.
St —y € p"ZLy),on dit alors que les p-entiers x et y sont congrus modulo I’déal
P L. On écrit alors que
r =y (modp™Zg),
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Rappelons que Z C Z,). Remarquons qu’on a la propriété suivante facile a prouver
Ve €Z, VyelZ zx—yep"Lex—y€e€pLy.
Il en résulte que ['on a
Vee€Z, VyeZ x=y (modp™Z) < v =y (modp™Zy)).
Cette équivalence nous permet de noter sans risque de confusion la relation

r =y (modp™Z) pour x € Ly ety € Ly plus simplement par = =y (modp™).

Remarques :

1. Stw € Ly ety € L) sont tels que % € Ly et % € L), autrement dit si x
et y dont des nombres rationnels tels que leur numérareur et leur dénominateur
ne sont pas divisibles par le nombre premier p, alors on a

r =y (modp™Z) &

(modp™Z)

< |

T
En effet sil'on écritx = 3 ety =5, onax—y = *4 - =2-1 —,
comme aucun des entiers a,b,c et d n’est divisible par p, bd et ac ne sont pas
divisibles par p. 1l est de plus évident a dire que ad — bc € pZ équivaut & dire
que bc — ad € pZ .

ad—bc et 1 1 b d — bc—ad

2. Soit p un nombre premier. Supposons que k soit un entier tel que 1 < k <p—1,

alors k et p — k sont premiers avec p; k et p—k sont donc des unités de Zy).

Comme on a : —k = p — k (mod p), on en déduit que —+ = - (mod p) et

1 1 BTk
donc —— + 3 =0 (mod p).
Congruence pour le nombre harmonique d’indice p — 1

Le résultat suivant est remarquable. De plus, il est facile a prouver :

Théoréme 1.13. Pour tout nombre premier p > 3, on a

1+1—I—1+ + ! 0 (mod p)
f— — DR —E mo
23 1 b
Démonstration. Soit p un nombre premier impair. On a
RO S =S
2 3 p—1 k:lk k:lp—k‘
On en déduit que
11 1 152/1 1
T O T o
+2+3+ +p—1 2; k+p—k
p—1
1
- p‘;(%(p—m
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Comme il est facile de constater que i;i <m> € Zgy), il en résulte que

1+ % + % 4ot p%l € p.Zp), ce qui est bien la relation qu’on voulait prouver. [J

Généralisation

Le théoreme suivant est une importante généralisation du théoreme précédent.

Théoréme 1.14. Pour tout nombre premier p > 3 et pour tout entier m € Z, on a

1>m_{ 0 (mod p) simé (p—1)Z

M2 3"+ (p- D)= (mod p) simé€ (p—1)Z

Démonstration. Sim € (p—1)Z, alors d’aprés le petit théoréme de Fermat, on a pour
tout entier k tel que 1 <k<p-—1

Suposons maintenant que m ¢ (p — 1)Z. Désignons par g, avec g € {1,2,..,p — 1},
un générateur du groupe cyclique (Z/pZ)*. On a alors

1" 42" 43"+ 4+ (p—1)"= > (¢")™ (mod p).

On constate que 'on a

iS]
]

S (0 it W il

gr—1 g —1

(=S (g =

B
Il

Comme m ¢ (p —1)Z, on a g7 = g™ # 1. On a donc g™ — 1 ¢ pZ et comme

% c pZ(p). Par

gl =971 =1, 0na (¢v°)™ — 1 € pZ. On en conclut que
conséquent, on a bien

m4+2m+3"4+---+(p—1)"=0 (mod p),

pour m ¢ (p — 1)Z. O
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Théoréme de Wolstenholme :

En 1862, Joseph Wolstenholme énonca el démontra la remarquable congruence
sutvante relative au p—1-ieme nombre harmonique, améliorant pour p > 5 le théoréeme
1.15.

Théoréme 1.15. Pour toult nombre premier p > 5, on a

1 1 1
144> F——=0 (modp?).
—|—2+3+ +p—1 (modp?)

Démonstration. Soit p > 5 un nombre premier, on a vu dans la preuve du théoréme
1.13 que l'on avait

LI S S !
273 p—1 T\ k)
Comme on a pour 1 <k <p-1
2k(p — k) = —2k* (mod p)

et que —2k* ¢ pZ,), on a

1 1
=—— d
hp—k) = gz (medp)
et donc . ,
p— p—
1 1 1
Z—E—— — =0 (mod p)
— 2k(p — k) 2 i~ k2

Pour p > 5,2 ¢ (p— 1)Z. 1l en résulte qu’en appliquant le théoréme 1.14, on a

1221
-3 EEO (mod p).
k=1
Par suite,
11 1 = 1 P~ 1
(ex oot = V= PN — 0 (modp?).
Tatyt T pkzl(Qk:(p—k‘)) p 25z = 0 (modr’)

Congruences faisant intervenir le quotient de Fermat ¢,(2)

De nombreuses congruences comportant des nombres harmoniques font intervenir
les quotients de Fermat. On a
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Théoréme 1.16. Pour tout nombre premier p, on a

Démonstration. En effet, p étant un nombre premier, on a

(1) - = p=Dtp= (1) N (LSS NG e

Il en découle que

P 2 = ; = 2¢,(2) (mod p)
O
En exploitant le théoréeme 1.13 et le théoréeme précédent, on a
Théoréme 1.17. Pour tout nombre premier p, on a
Hos = —2,(2) (modp)
Démonstration. 11 suffit de remarquer que 1'on a
p—1 _
2¢,(2) = 2 (_113k : = pl—Q(%—l—i—i-- . p%l) = Hyp 1 —Hps = —Hpa (mod p)
O
Le théoréme d’Einsentein (1850) est un corollaire au théoréme précédent.
Théoréme 1.18. (Einsenstein,1850) Pour tout nombre premier impair, on a
1—1—%—#%—1—---}%25%(2) (mod p)
Démonstration. 1l suffit de remarquer que
1+%+%—|—- - ]% = p_1—(%—l—%+- - }%) = Hp_1—%HpQ1 = —% p1 = ¢(2) (mod p)
O
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Le théoreme 1.17 a été amélioré par E. Lehmer en 1938.

Théoréme 1.19. Pour tout nombre premier p impair, on a
Hps = —2g,(2) +p(gp(2))*(modp?)

Le théoréme ci-dessus est exactement la relation (45) figurant en page 358 de l'ar-
ticle "On congruences involving Bernoulli numbers and the quotients of Fermat and
Wilson" d’Emma Lehmer, parue dans la revue "Annals of Mathematics”, Vol39, N°2,
April, 1938. 11 s’agit d’un article de référence important contenant de trés nombreuses
congruences. Cet article se trouve cité réqulierement de nos jours encore (cité dans
au moins 95 articles, (ref :Google)). Ce théoréme est aussi et surtout essentiel dans
la preuve des congruences établies par Zhi Wei Sun. Nous détaillons la preuve de Zhi
Wei sun au chapitre 4. La preuve que donne Emma Lehmer de son théoreme résulte
de plusieurs autres relations établies dans son article. 1l serait trés fastidieux de dé-
tailler ict la preuve d’Emma Lehmer, cette preuve étant loin d’étre courte et simple.
De plus la preuve d’Emma Lehmer se base sur des propriétés essentielles des nombres
de Bernoulls.

Nous nous proposons dans ce qui suil de donner une preuve simple et directe de
ce célebre théoreme. Cette preuve repose sur les lemmes qui suivent.

Lemme 1.2. Pour tout nombre premier impair p et pour tout entier n tel que 2 <
n<p—1, on a la congruence suivante dans Zy,)

[1 (1= %) = 1=pt,+ 0% (152 = 1) (mods?)
k=1

Démonstration. Soient x1, o, ..., x, € K, posons pour tout entier r telque 1 <r < n:

Or = E Lj Ligee L

On a alors en particulier

o1 = E T,

k=1
n
O = E Ty,
1<k<i<n
Op — X1X2...Tp,

Rappelons que dans K [z], on a les égalités suivantes :
(x—2)(x —29)..(x —2p) = 2" — 02"+ 092" 2 — -+ (=10,

et
(1 —212)(1 — 292)...(1 — 2p,7) = 1 — oy + 092® — -+ + (—1)"0 2",
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Supposons maintenant que p soit un nombre premier impair et que x1, xo, ..., x, soient
des p-entiers, o, est alors aussi un p-entier pour 1 < r < n. On déduit de I'égalité
précédente la congruence suivante dans Z,) :

(1 —21p)(1 = 29p)...(1 —2pp) = 1L —op+o9p” — -+ (=1)"0,p" (modp ™). (1.11)

Dans le cas particulier ot 'on choisit x = %, pour 1 <k <n,ona

o = Z%:Hn,
- = Bami((E) £6)

1<k<I<n

(H: - HY).

n

bJIhA

Il en résulte que si n est un entier telque 1 <n < p—1,ona % € Ly, pour 1 < k <mn,
on obtient a l'aide de la relation 1.11, pour r = 2 :

H (1— —) 1—pH, + ;p (H H(Q)) (modp?).

k=1

Lemme 1.3. Pour tout nombre premier p > 5, on a

H (1 - _) =1 —pH% + 2p2q§(2) (modp?).

Démonstration. Choisissons n = ’%1, p étant un nombre premier impair. La condition
d’application du lemme 1.2, & savoir la condition 2 < n < p — 1 nous impose n =
=1 > 9 soit p > 5. Supposons donc p > 5. Le lemme 1.2 s’applique. On obtient

= 1 ‘
H (1 — —) =1 —pszi + §p2ap (modp?).

avec

(Hp . H%) . (1.12)
Pour terminer la preuve du lemme 1.3, il nous suffit de prouver que 'on a
ap =4¢2(2)  (mod p). (1.13)
Pour cela remarquons que d’apreés le theoréme 1.17

Hps = — 2¢,(2)  (mod p).
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On a donc
H?, = 4q§(2) (mod p). (1.14)
2
En constatant que pour 1 <k <p-—1
1 1
— = d
k2 (p _ k)g (1’[10 p)7

Il en résulte que
H? =0  (mod p) (1.15)

On déduit des relations (1.12), (1.14) et (1.15) que
o =4qy(2)  (mod p),
ce qui est bien la relation (1.13) qu’on voulait établir. O

Lemme 1.4. Pour tout nombre premier impair p, on a

=0 (mod p)

p—1

v ‘

1 11 1 1
< (2k—1)2 12 3 5 (p —2)2

b
Il

= H? —-H? =0 (mod p).
Or en remarquant que 2 ¢ (p — 1)Z, on a d’aprés le théoréme 1.14, et la relation
(1.15) :

p—1

o =0 (mod p) et H& =0 (mod p),
2

il s’ensuit que I'on a bien

S
N |
—

(2k—11)2 =0 (mod p).

i
1L
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Lemme 1.5. Pour tout entier n > 1, on a

n

am2n)! = [T (@n+1)” = (2k + 1)%)

k=1

Démonstration. FEn remarquant que I'on peut écrire :

n! — H(n +1—k)
4"(2n)! = (2"n!)( ﬁ (n+k))
— ﬁ(?n +2 — 2k) ﬁ(Zn + 2k)
= J[(@n+1)—@k—1)((2n+1)+ (2k — 1))
= [](@n+1)?—(2k—1)%).

Lemme 1.6. Pour tout nombre premier p > 5, on a
p—1

47 (p— D= (-1 [[@2k-1)? (modp®)

v ‘

TT
I

Soit un nombre premier p > 5. Posons n = p%l. Alors n > 2. On a 4 laide du
lemme 1.5

47 (p—1) = 4"@2n) =[] (2n+1)* - (2k - 1)?)
k=1
= H p?— (2k+1 )
k=1
p L n n 2
- = [k - 1)? H( %H)) (1.16)
k=1 k=1
On a dans la congruence suivante dans Z )
p—1
n 5 1
=1- — | p? 4). 1.1
H( 2k+1)) 2(2/@—1)2 p" (modp’) (1.17)
k=1 k=1
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Or, on déduit du lemme 1.4 que

p—1

p? ; ﬁ =0 (modp?). (1.18)

Des relations (1.17) et (1.18), on déduit que l'on a

ﬁ( 2k+ g ) =1 (modp®). (1.19)

k=1

A Uaide de cette derniére relation, on déduit de (1.16)

p 1

4PT_1(p —1)! 2 H (2k —1)* (modp?).
k=1

Lemme 1.7. Pour tout nombrer premier p > 5, on a

f[ <1 - %) =47 = (14 pgy(2))* (modp®).
k=1

Démonstration. En effet, on a avec p =2n + 1
1

1-5) -

s
|
"ﬁ
|
—

]

N
=
mﬁ

—e

A~
=

pr‘ |

>~

S~
Il
N
—
s

—=

A~

[\

3

- +

—

|

>~

~

=
Il
—
b
Il
—

n nin)
- PG (;2732,')2
= 4= )n(zjz)! <1é.243 ((2273))2
= Ar(—1)" (2711) (1.3..(2n — 1))
- 4"(—1)7%%)! kf[l(zk —1)
R ,ﬁ@k !
Ainsi on a - -
; (1-2) =1 5 ! 1)|(_1)” ’;(Qk; — 1)
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En exploitant le lemme 1.6, on obtient

p—1
2
P\ _ et 1 p—1 _ -1 3
1 - _> = 4 2 —4 2 - 1 ! = 4p d .
k|:|1 ( ’ =1 (p—1) (modp”)

Comme on a aussi 477! = (27”_1)2 =(1 —|—pqp(2))2, la preuve du lemme 1.7 est com-
pléte. O]

Preuve du théoréme d’Emma Lehmer (théoréme 1.19) Les lemmes 1.5 et

p—1

2
1.7 fournissent chacun une exrpession de [] (1 — %) modulo p* dans Lpy. Ces deux

expessions sont donc congrues modulo p? dans Zipy. On peut donc écrire que l'on a
_ 2
1 —pHos +2p°q,(2) = (1+pgy(2))” (modp?).

On en déduit ainsi que l'on a

PHps = =2pgy(2) + pg,(2) (modp?).

En simplifiant par p, on obtient la relation
Hps = —2¢,(2) + pgy(2) (modp?).

La preuve du théoreme d’Emma Lehmer est compléte.
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Chapitre 2

Définitions et propriétés des nombres
et polynémes de Bernoulli

2.1 Intoduction

L’étude des sommes de puissances
Sp(n)=1"4+2" 4. 4 n™

ot n et m sont deux entiers > 1 est un probléme qui a préoccupé des générations de
mathématiciens depuis l'antiquité. C’est encore et toujours une source de problémes,
de conjectures et de défis pour 'esprit humain. Ainst on sait d’aprés le petit théoreme
de Fermatl que pour tout nombre premier p, on a

Vke{1,2,..p—1}, kP'=1 (mod p).
1l en résulte que [’on a pour tout nombre premier p :
S, alp—1) =11 4207 4.4 (p—1)P"'=~-1  (mod p)

Posons-nous la question de savoir si la réciproque de cetle propriété est vraie. Plus
précisément, étant donné un entier n > 2 tel que 1" 1 +2" 1 ... 4 (n—1)"1 = 1
mod n, peut-on affirmer que n est premier ? On peut vérifier a l'aide d’un ordinateur
que n est effectivement premier pour tous les entiers n < 100 tels que

"ty (n—1)""1'=-1 (modn).

On peut donc raisonnablement conjecturer que la réciproque est bien vrai. C ’est ce
que fit Giuga en 1950. Cette conjecture est d’ailleurs connue sous le nom de "conjec-
ture de Giuga". Malgré de nombreuz efforts entrepris depuis 1950 pour prouver ou
infirmer cette conjecture, aucune de ces recherches n’a abouti a ce jour. Concernant
a la détermination effective des sommes Sy, (n). Les grecs dont Archimeéde ont connu

39



2.1. INTODUCTION

les formules

sim) = " ED,
So(n) = n(n—i—1)6(2n—i-1)7
S = D (52

La preuve de ces formules n’était pas connue. Il a fallu attendre [’an 1000 pour qu’un
mathématicien persan Abu Bakr Al Karaji découvre une méthode géométrique justi-
fiant Dégalite

P42+ 4n®=1+2+++n)’

La détermination d’une formule pour Sy(n), somme des n premiers bicarrés, fut beau-
coup plus tardive dans Uhistoire (connue) des mathématiques. Selon Edouard Lucas
(citation extraite de la page 228 de son ouvrage "Théorie des nombres”), la déter-
mination de Sy(n) « a été donnée par le medecin Djamchid Ben Mas’oud, qui prit
part a la rédaction des Tables astronomiques d’Ouloug-Beg. On lit dans un manuscrit
conservé au British Museum, daté de 1589 (997 Hégire),un passage qui a été traduit
ainst : " St nous désirons connaitre la somme des bicarrés, nous retranchons 1 de la
somme des premiers nombres et nous premons constamment le cinquieéme du reste,
nous ['ajoutons a la somme des dits nombres et nous multiplions ce qui en provient
par la somme des carrés des mémes nombres.” ». On a donc

Sl (n)

Su(n) = (=2 4 540))Sa()

ce que [’on peut aussi écrire
5S4(n) = (651(n) — 1)S,(n).

Cette derniére formule sera retrouvée par Pierre de Fermat (1601 — 1665). Compte
tenu des expressions connues de Sy1(n) et Sa(n), ces deux derniéres formules expriment

que ['on a

Su(n) = n(n+1)(2n +;())(3n +3n — 1)‘

Citons maintenant quelques grands noms connus parmi les nombreuxr mathématiciens
qui se sont intéréssés a la détermination des sommes Sy, (n). En Allemagne, Johann
Faulhaber (1580 — 1685) réussit a déterminer Sp,(n), pour 1 < m < 17.

En France, Blaise Pascal (1623 —1662) réussit a trouver une formule de récurrence
permettant de calculer Sp,(n), quand on connait Si(n), pour 1 <k <m — 1.

En Suisse, Jacques Bernoulli (1654 — 1705) réussit o écrire une formule générale
en mettant en évidence le fait remarquable que la connaissance d’une suite de nombres

40



2.2. DEFINITION DES NOMBRES ET POLYNOMES DE BERNOULLI

rationnels que ’on appelle aujourd’hui nombre de Bernoulli permet d’établir une for-
mule générale pour la somme S, (n).

En Suisse aussi, Leonhard Euler (1707—1783) découvre des liens entre les nombres
de Bernoulli et la fonction zéta de Riemann. En 1923 parait 'ouvrage du mathémati-
cien danois Niels Nielsen (1865 —1931). Il s’agit d’un livre [32] entierement consacré
a ’étude des nombres de Bernoulli et intitulé "Traité élémentaire des nombres de
Bernoulli”. Dans cette ouvrage d’environ 400 pages, Niels Nielsen écrit en page 295
de [32], a propos de la détermination des sommes S, (n) :

« Or le probléeme susdit, apparemment élémentaire est intimement [ié avec les
probléemes qui sont a regarder comme les plus difficiles de la  Théorie des Nombres,
nous le verrons bientot. .

On trouve dans l'ouvrage trés riche de Nielsen un intéressant historique sur la
détermination des sommes Sy, (n) et sur des identités concernant les nombres de Ber-
noulls.

Dans ce chapitre, nous rappelons la définition et les principales propriétés des
nombres et polynomes de Bernoulli. En fin de ce chapitre, nous énoncons et prouvons
la formule explicite générale exprimant S,,(n) pour toul entier m > 1 a l'aide des
nombres de Bernoulli, appelée formule de Faulhaber et nous signalons la relation
entre la fonction zéta de Riemann et les nombres de Bernoulli.

2.2 Définition des nombres et polynéomes de Ber-
noulli

2.2.1 Définition des nombres de Bernoulli

Définition 2.1. On appelle suite des nombres de Bernoulli la suite de nombres ra-
tionnels (By)nen définie par la relation de récurrence suivante

n—1
1 n+1
By=1 et Bn:—n+1k§:0( i )Bk pour n > 1.

Pour toutl entier naturel n, B,, est appelé n-iéme nombre de Bernoulls.

A Daide de cette définition, nous pouvons calculer les valeurs des nombres de
Bernoulli B,,. Pour 0 <n <10. On trouve

BO - 1,
1
Bl = _57
1
B2 = 67
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et
BgZB5:B7:BQIO.

On constate qu’a part By qui vaut —%, les nombres de Bernoulli d’indices impairs
sont tous nuls pour n < 10. On prouvera un peu plus loin qu’en fait, tous les nombres
de Bernoulli d’indices impairs > 3 sont nuls.

2.2.2 Série génératrice exponentielle des nombres de Bernoulli

Nous allons nous intéresser maintenant a la série génératrice exponentiennelle de
la suite des nombres de Bernoulli, c’est a dire de la série formelle S(z) de lanneau
des séries formelles C[[z]] définie par

S(z) = i Bnﬁ.
n=0 ’

n!

Rappelons que dans cet anneau, le produit de deux séries formelles
A(z) =30 jan2; et B(z) =307 by2; est égal a la série formelle

C(2) =307 cnr avec

n!

Remarquons maintenant que la relation définissant les nombres de Bernoulli peut

s’écrire : »
X n+1
Vn € N* B, = B,
k=0
ou encore, en utilisant le symbole d’Iverson

VneN i(Z)Bk—Bn:[nzl].

k=0
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1l en résulte que l'on a

n=0 k=0

Ce qui peut s’écrire

ou encore

d’ou U'on déduit.

On a ainsi établi le résultat suivant :
Théoréme 2.1. La série génératrice exponentielle des nombres de bernoulli (By,)nen

est donnée par la relation
& n
S n -
"nl o er—1
n=0

2.2.3 Définition des polynémes de Bernoulli

Définition 2.2. On appelle suite des polynomes de Bernoulli la suite de polyndomes
a coefficients rationnels (B, (z))nen définie par la relation suivante

Ba(z) = zn: (Z) Bp_pz" pour n > 0. (2.1)

k=0
Pour tout entier naturel n, B, (x) est appelé n-ieme polynome de Bernoulli.

Signalons que nous désignons par B, et B,(x) respectivement le n-iéme nombre
de Bernoulli et le e n-iéme polynome de Bernoulli. Cet abus de notation que nous
avons adopté ici est d’un usage courant dans la littérature scientifique. A laide des
définitions des nombres et polynomes de Bernoulli, nous pouvons calculer les expres-
sions des polynomes de Bernoulli B, (x) pour 0 <n < 7. On trouve

By(z) =1,
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3 1
Bs(r) = 2° — 51'2 — 5%
1
B4(Z’) = .73'4 — 21’3 + .CE2 — %,

5 1 1
Bg(z) = 2% — 325 4+ =2t — =22 — —,
6(7) 27 27 42
Remarquons que par sa définition méme, le polynome de Bernoulli est un polynéme

unitaire et que de plus, on a
B, = B,(0).

2.2.4 Série génératrice exponentielle des polyndomes de Ber-
noulli

Théoréme 2.2. La série génératrice exponentielle des polynomes de bernoulli (By,)nen
est donnée par la relation

o Tz
E Bn(x)—n! = 16
n=0

Démonstration. Pour n > 0, on a d’aprés la relation définissant les polynémes de
Bernoulli

iBn(a:)Z—T S (Zn: (Z) Bnkxk) =

n=0 k=0
0 n o n
z z
- (Te2) (S0
n! n!
— eII)Z
er —1

]

2.3 Propriétés des nombres et polynémes de Ber-
noulli

2.3.1 Propriétés des nombres de Bernoulli
Nullité des nombres de Bernoulli d’indices impairs supérieurs ou égal & 3

Théoréme 2.3. Pour tout entiern > 1, on a
B2n+1 =0
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Démonstration. Posons

o Zn
T(z) =1+ ZB"H‘
n=2
Comme By =1 et By = —%, on a
z z
T = —
() = Z=1t3
z,ef+1
N 5(6'2 — 1)
_Z ez +e 3
N 2 e% — @_%
Il en résulte que 'on a
T(—z)=T(z).

T(z) est donc une série formelle paire. Les coefficients d’indices impairs de T'(z)
sont nuls. On a donc B,, = 0, pour n impair avec n > 3. O

Conséquence : L’expression du n-iéme polynome de Bernoulli se simplifie. On a
pour n > 1:
(5]

B,(z) =2" — g:v"_l + (2@) Baja" ™%

J=1

3

Expression des nombres de Bernoulli 4 ’aide des nombres de Stirling de
seconde espéce

Théoréme 2.4. Pout tout entier n > 1, on a

B, = Xn:(—1)kkk—+!1 {Z}

k=0

Démonstration. On a
z = In(l+ (e —1))
o0 . (ez . 1>n+1
— Z(_l) A7 A

n—+1
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On en déduit que

- ;(—1)%%—;2{2}2—7
- Z(Eer i)

Ainsi
Sng= (e (i
n=0 nl n=0 <k0 k1 Lk
Par identification on en deduit que

n

B, = Z(—1)kkk—+!1 {Z} .

k=0

]

Relation entre les nombres de Bernoulli et la fonction zéta de Riemann

Le mathématicien suisse Leonhard Euler (1707 — 1783) est parvenu en 1735 a
résoudre a l'age de 28 ans un célébre probléme en théorie des nombres, posé en 1644
par Pietro Mengoli. Le probleme était le suivant : Déterminer la valeur exacte de la
série convergente Y -, nlg, autrement la valeur exacte de ((2n).Euler prouva que l’on

avait
o0
1 2

2 6
Ce probleme résolu pour la premiére fois par Fuler est connu sous la dénomination
"nrobleme de Bdle", Bile étant la ville natale d’Euler. FEuler prouva aussi le résultat

suwvant :

Théoréme 2.5. (Théoréme d’Euler) Pour tour entier n € N, le nombre CSZ) est

rationnel.

Pour une preuve de ce théoreme [14]. Il existe donc une suite de rationnels (a,)n>1
telle que pour tout n € N on ait :

1 1 1 on
ﬁ—i_ﬁ_}_ﬁ = QT (22)
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Selon Niels Nielsen, Euler ne s’apercut pas tout de suite que les nombres ratinnels oy,
étaient liés aux nombres de Bernoulli. Il a fallu, toujours selon Niels Nielsen, une
dizaine d’années a Euler pour déchiffrer cette énigme et s’apercevoir que

_1\n—1
o, = %—n)!&" (2.3)
Aujourd’husi, ce résulat est bien établi, on a
Théoréme 2.6. /2/. Pour tout entier n € N, on a
_1\n—1
C(zn)zl%+2%+3%m:(;)(2—n)!32”w% (2.4)
Remarque 2.1. 5
((-m) = (-1

On a donc
B,=-n((1—-n)  pourn > 1.
Comportement asymptotique de |By,|

On a

De la définition de la fonction zéta de Riemann, on déduit que ((2n) > 1 pour
n > 1. Par conséquent, on a la minoration suivante
2(2n)!
(271')2”.

|Bgn| >
On en déduit que

En utilisant la formule de Stirling pour écrire un équivalent de (2n)!, on démontre
que quand n tend vers l'infini on a

2n
| Bay| ~ 4y/7n (i)
e

B,, est du signe de (-1)"!
Posons pour tout entier n > 1,

(_1)n_lB2n

Cn = (2n)!

Le lemme suivant va nous étre utile pour prouver le théoréme 2.7 qui suit.
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Lemme 2.1. Pour tout entier n > 2, on a

n—1

Jj=1

Démonstration. Les calculs se faisant dans C[[z]], on a

2 B z z z
e2+1 er—1 ec—1 e*+1

z 2z

ez —1 e?* -1
o0

_ ZO Bn% -y 2”Bn%

n=0

[e.9] n

= Ya- 2”)Bn%

n=0

Ainsi, on a
z n

oo . P
i > (1-2 )Bn— (2.5)
n=0 ’

En mutilpiant par %5 les deux membres de (2.5), on en déduit que :

o e}

ezj_l = (Z Bn§> (Z(l - 2")%;—7) (2.6)

n=0 n=0

On peut alors remarquer que le premier membre de (2.6) peut s’écrire comme

22 oz 2z
e —1  2\e=—-1)'

2 — 2"
= = 2"B, —
2 Z% "nl’
n=
0 Zn+1

_ n—1
= Y "B, - (2.7)

n=0

suit :

De (2.6) et (2.7), on déduit que l'on a

io:Qn—lB ntl _ (iB ﬁ) (i(l—Qn)B i)
" onl ! "n! "n!

On a donc pour tout entier m > 2 :

[22m] 22”-13712:! = [*"] (Z Bn%) (Z“ _Qn)B"%g’
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C’est, a dire
2m

Bop_ Bom_r (1—2%B
2m—2 2m—-1 2m—k k
2 el 2 B & (28)

k=0

Remarquons que m étant > 2, 2m — 1 est un nombre impair > 3. Par conséquent
By = 0. L’égalité (2.8) devient

> ar=0 (2.9)

avec pour 0 < k < 2m :

Remarquons maintenant que si k est impair, alors a = 0. En effet, supposons
k impair et rappelons nous que les nombres de Bernoulli d’indices impairs > 3 sont
nuls. Si k =1,on a2m—k =2m— 1> 3 (car m > 2) et dans ce cas By, = 0
et par suite a = 0. Si k > 3, dans ce cas B;, = 0 et on a encore a; = 0. Ainsi dans
I'égalité (2.9), les termes a; d’indices impairs figurant au second membre sont tous
nuls. On en déduit de (2.10) que 1'on a

> ay; =0 (2.10)
§=0

Comme

Bgm_gj (1 — 22j)B2j
(2m —2j)  (2))! |
= (1=22)((=)"7 7 Cpy) (-1Y71C))
= (=)"H(2Y = 1)C;Cpy.

a2j

L’égalité (2.10) devient

(—1)" 1S (2 )Gy = 0
7=0
C’est a dire .
> (2% = 1)CiCry =0
7=0
On en déduit que
m—1
—(2" = 1)CCo =Y _(2¥ = 1)CjCrnj =0
5=0
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-1)~!'B . .
Comme Cy = ()O—," = —1, on a bien prouvé que

m—1
(22" —1)Cp = > (2% = 1)C;Cpy = 0.
=0

En changeant m en n dans cette derniére égalité, on obtient 1’égalité recherchée.
O

Théoréme 2.7. Pour tout entiern > 1, on a
(—1)n_1BQn >0

Démonstration. Remarquons que le résultat du théoréme est immeédiat si on exploite
les relations (2.2), (2.3), et (2.4).En effet, on a

(=1)"'By, = 2(2n)la,

= 2(2n)!@ > 0.

7T2n

Nous allons prouver ce méme résultat par une autre méthode. Comme (2n)!C,, =
(—1)" By, pour prouver le théoréme il suffit de prouver que C,, > 0, pour tout entier
n > 1. La preuve de ce résultat peut se faire par récurrence sur n, grace au lemme
précédent. Désignons P (n) par la propriété

C,>0

On commence par constater que P (1) est vraie. On a en effet

1
Cl:B2:6>O'

Supposons que la propriété P (m) soit vraie pour tout entier m tel que 1 < j <
n — 1 et prouvons qu’alors P (n) est vraie. La propriété "P (m) vraie pour tout
entier 7 tel que 1 < 57 < n — 1”7 implique que 'on a C; > 0 et C,,_; > 0 et donc

(2% — 1)C;C,,—; > 0 pour tout entier m tel que 1 < j < n — 1. Il en résulte que
C, >o. O

2.3.2 Propriétés des polynémes de Bernoulli

Théoréme 2.8. Pour tout entier naturel n, on a
1. B (x) =nB,_1(x) pourn>1,

2. Bp(x+1)—B,(x) =nz"™ ' pourn > 1,
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3. B,(1) =B,(0) pourn > 2,

4. f“l B, (t)dt = "
5. Bp(1— x) = (—1)"Bn(x)
6. Dans Q[z,y], on a Bu(z +y) = 31 (1) Ba-r(2)y* = 200 (3) Bu-r(y)a”

Démonstration. 1. Soit n € N*, on a

B(x) = >k (Z) By
1

2. On a

3

Ainsi

W(z+1) an” lzn

Mg

k:l

En identifiant pour n > 1 les coefficients de Z; dans chacun des deux membres
de cette derniére égalité, on obtient la relatlon cherchée.
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3. Pour n > 2, en remplacant x par 0 dans I’égalité 2 précédente on obtient :

Bn(1) — B,(0) =n0" ' =0

4. Pour n > 0, on a

/a:+1 /:E-l-l Bqu,+1

z z n+1
Bn+1 x+1
n+1 |,

Buyi(z +1) — Boa(z)
n+1

Ainsi on a

S Bl - x);—T = B

n=0
On en déduit que pour tout entier n > 0, on a

c’est & dire
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6. Dans C[[z,y]] , on a

z" z
ZB (e 4y)y = g

z
= ( 2 1 exz) eyz
6 p—

ZBn(quy)Z—T; - (ZB&@%) (Zyn%;)'

n=0

Ainsi, on a

On en déduit que :

Z)Bm z+y) —m, = [2"] (Z BAfE)%) (;yl%> :

C’est a dire :

D’ou l'on déduit

Bu(x+y) = k; (Z) Bu(z)y"".

En échangeant le role de x et y, on on obtient aussi

n

Bu(z+y) =) (Z) Bu(y)z" "

k=0
O
Théoréme 2.9. Formule de Raabe : Pour tous entiern >0 et m >1, on a
m—1 x + ]{7
n—1
- B, 2.11
3 B (211)
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Démonstration. soit un entier m > 1, on a

= m zm eﬁm
em — 1
= mf:Bn(.’E) G
et nlmn
> 1 2"
n=0
On en déduit par identification que
m—1 $+l€ 1
Bn( m ) = mn_l Bn(x)
k=0
Peut s’écrire aussi )
— x+k
By(z) =m"! :
k=0
Théoréme 2.10. On a.
1.
B,(1) = B, + [n=1]
Pour n pair, on a
2.
Bn.(z)= (2" ~1)B,
d 1 2 1
B.(=)=B,(=)==-3'"-1)B,
(3)=Ba(3) =53 = 1)
4 1 3
B,(=)=B,(>)=-@4'"-2'"B,
()= Bal) = 5 )
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5.
1 5 1
Bn Y — Bn Yy — = 61—TL - 31—7L o 21—n 1 Bn
()= Ba(}) = 5 1)
Démonstration. 1. La relation 2 du théoréme 2.8 permet d’affirmer que pour

n>2

Pour n = 0, on a aussi
By(1) = By(0) =1,

alors que pour n =1, on a
1

La relation est bien vérifiée.
2. Dans tout ce qui suit, on suppose n pair.
3. Appliquons la relation (2.11) pour m = 2, on obtient

By () = 2! <Bn(g) + B (" ; 1)) .

Pour x = 0, cette relation devient
1
B, = 2" (Bn + Bn(é)) .

D’ou l'on déduit : 4

Bn(§) = (2" ~1)B,
4. Appliquons la relation (2.11) pour m = 3, on obtient
1 2
B(w) = 3" ( Bu(2) + Bu(Tm) + B.(EED) ).
3 3 3
Pour xz = 0, cette relation devient
n—1 1 2

Mais on sait d’apres la relation 5 du théoréme 2.11 que B, (1—z) = (—1)"B,(z),
ce qui permet d’affirmer pour z = % et pour n pair que l'on a
2 1
B, (=) = B,(=
(5) = Bu(3)
La relation (2.12) peut donc s’écrire pour n pair

1
B, = gn—1 (Bn + QBn(g)) .

On en déduit que
1 1
B,(=)=B,(=)==-3"-1)B,
(5) = Bal5) = 53" = 1)
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5. Appliquons la relation (2.11) pour m = 4, on obtient

)+ B () + Bu

Bn(w)=4”‘1(Bn(£)+Bn(x+1 x+2 :z:+3)>'

Pour xz = 0, cette relation devient

B, = 4" (Bn + Bn(i) + Bn(%) + BAZ)) .

Or on sait que

Sy,
3
—~
S
I
™
3
—~
| —
SN—
e}
(=l
Sy
3
—~
2L
I

' -1)B, .

On a donc )
B, = 4" ! (Bn + QB”(Z) + (2" - 1)B, ) .

On en déduit que

Bu(y) = Bal3) = 504"~ 2B,

6. Appliquons la relation (2.11) pour m = 6, on obtient

1 2 3 4 5
By (z) = 4! (Bn(%)+Bn(x+ Tt v vt vt )).

) + Byl )+ B )+ By 5 )+ B 5
Pour x = 0, cette relation devient
1 1 1 2 5
B, =4""1( B, + B,(=) 4+ B,(=) + Bu.(=) + B,(=) + B,(=) | . 2.13
(Bot Bulg) + Bug) + Bul3) + ) + @) 213
On sait que
Bu(2) = Bu(2) .+ Bu(2) = Bu(3) = 2(8" = 1)B, et B,(3) = (2" —1)B
En substituant ces valeurs dans (2.13), on obtient
1
B, =4"" (Bn + 2Bn(6) + @B 1B, + 2V — 1)Bn)) .

On en déduit la relation

o6



2.3. PROPRIETES DES NOMBRES ET POLYNOMES DE BERNOULLI

Remarque 2.2. Pour n > 3 impair, on a B, = 0 et donc d’aprés la relation 2 du
théoréme précédent on a B, (1) = 0. Pour n =1, on a aussi B,(1) = 0. Ul en résulte
que pour n > 1 impair, le polynoéme B, (x) est divisible par 2x —1.Comme on a aussi
B, (1) = B,(0) pour n > 3 impair, il en résulte que le polynome B,(x) est divisible
par z(x — 1)(2z — 1) pour n > 3 impair. On vérifie qu’on a en particulier

By(z) = %(2$ -1)

Bs(z) = %m(x —1)(2z - 1)

Bs(z) = éx(x —1)(2r — 1)(32% — 3z — 1)

Bq(z) = %aj(:p —1)(2r — 1)(32* — 62° + 3z + 1)

Théoréme 2.11. Formules de Faulhaber

1.
1
"+ 2% 4t (0= )" = = (Binga(n) = Bnta)

m  om m — (m+1 m41—k
"2 (=) = —— ) L) Bin

1 & 1
I —Z<m+ )<_1)k3knm+lk

1 1 1 m—+1
- = amtl Zom - BounMH1-2k
m+1n +2n +m+1;( ) 2kM

Démonstration. 1. La relation 2 du théoréme (2.11) implique que pour tous entier

k et m, on a

1
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Il en résulte que

n—1
1
k=0
1
= m—_H(Berl(n) — Binta)-

2. D’apreés I'expression du n-iéme polynéome de Bernoulli, on a

m—+1 m+1
Byi(z) = Z( I )Bmﬂkﬂ?k

k=0

m+1
— Z <m + 1) kaerlfk
k

k=0

3. En remarquant que pour tout entier naturel k,

On a
1" 42" 4™ = 142" (n = 1) 0™
1 < /m+1 1 < /m+1
_ B m+1—k - B k
m+1,;< k ) K +m+1,€:< k ) g
1 < /m+1
- B k;:]. ‘m—i-l—k
a2 ("B =
k=0
1 n m—|—1 k _
_ - _1 B m+1—k
m+1§< k )( )" Ben
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Chapitre 3

Théoréme de Von-Staudt et Clausen

3.1 Introduction

Rappelons que les nombres de Bernoulli dindices impairs supérieurs ou égaus a 3
sont nuls. Intéressons nous donc aux nombres de Bernoulli d’indices pairs. Pour tout
entier n > 1, désignons par D,, 'ensemble diviseurs de n. dans N, par
Dt ={d+1|deD,} et par Q,, l'ensemble des diviseurs premiers de [’entier n.
Un entier n > 1 est dit sans facteur carré s’il n’est divisible par aucun carré d’entier
autre que 1. Il est facile de constater que les entiers sans facteur carré (appelés aussi
entiers libres de carrés ou squarefree) sont les entiers qui sont égaur au produit de
leurs diviseurs premiers. Désignons aussi par P = {2,3,5,7,11,13,17...} l’ensemble
des nombres premier. On peut remarquer que l'on a

Observons que le dénominateur de By est égal 4 6, qu’il est sans facteur carré puisque
6 =2 x 3, que Qs = {2,3} et que de plus Dy = {1,2}, D' = {2,3} et D' N
P ={2,3} = Qg. Autrement dit, on a

denom(By) =6 et Qg=DS NP.

On peut aussi remarquer que l'on a

1
~35-
Le dénominateur de By est égal a 30. On a 30 = 2 x 3 x 5. Le dénominateur de
By est sans facteur carré. On a encore Q30 = {2,3,5}. De plus Dy = {1,2,4},
D' ={2,3,5}. On a encore D' NP ={2,3,5} =.Qy

By =

denom(By) =30 et Q3 =D/ NP.

La méme observation peut-étre faite pour les nombres de Bernoulli suivant, on constate
que si D, désigne le dénominateur de Bo,, alors D, est un entier sans facteur carré
et que de plus

denom(By,) = D, et Qp, =DINP.
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Ainsi le dénominateur D,, serait un entier sans facteur carré vérifiant [’égalité sui-
vante

denom(Ba,) = H D,

p—1 dimise 2n

ce produit étant étendu aur nombres premiers p tels que p — 1 soit un diviseur de 2n.

En 1840 Karl Georg Christian von Staudt (1798-1867) et Thomas Clausen (1798-
1867) ont indépendamment 'un de lautre découvert le théoréeme duquel on peut
déduire et donc prouver l’observation précédente.

Théoréme 3.1. Théoréme de Von Staudt et Clausen (1840) : Pour tout entier n > 1,
on a

(Bt Y 1) €Z,

p—1 divise 2n p

la sommation portant sur tous les nombres premiers p tels que p — 1 soit un diviseur
l’entier 2n.

Posons pour tout entier n > 1
1
I2n - BQTL + Z -
p—1 divise 2n p

On vérifie que l'on a

1 1
L=(=)4+-+-=1
2 (6)+ —1—3
1.1 1 1
[:—— — — —_ =
4 (3& 57375
1.1 1 1
Ii=(—)+=-—4-4-=1
6 QQ 5377
1.1 1 1
Li=(—)f=F=+-=1
8 (3&+2+3+5
5. 1 1 1
To= ()4 =—4-4—=1
10 %& 2 "3 " 11
601 1 1 1 1 1
2= (—5007) sttt + 1

2730 "2 '3 5 ' 7 13
On constate que l'on a Iy = 1, = I = Iy = 110 = 115 = 1. La suite de rationnels
(Io)n>1 qui selon le théoréme de Von staudt et Clausen est une suite d’entiers semble

stationnaire. On a déja une expression simple des nombres de Bernoulli Bs, pour
1<n<6:

Vn € {1,2,3,4,5,6} Byp=1- Y

p—1 divise 2n

1
»
Le calcul de 14 et 11 donne

7 1 1
Il4z(g>+§—|—§:2
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[16:(—@)+1+1+1+i:—6

510 2 3 5 17
La suite d’entiers (Ia,)n>1 n'est donc pas stationnaire. On pourrait penser, au vu des
résultats précédents, que les valeurs entiéres de I, sont simples. il n’en est rien car le

calcul de Ig, Isg, Ioo, 1oy , Iog et Iog donne des résultats surprenants et imprévisibles :

43867 1 1 1 1
— (2 o2 = =56
18 (798)+2 3T 19
174611, 1 1 1 1
I = (— 4 44— =598
20 = 330 >+2 37510
854513 1 1 1
22:(—138 )+§+§+2—3:6193

236364091, 1 1 11
236364091 24 o = 86579

Iy = ( )+ s+ o+ !
2 2730 23 5 7 13
8553103, 1 1
s = (—%— ) +5+ 5 = 1425518

23749461029 1 1 1 1
s = ( 290 )+2+3+5+29— 27298230
Le fait que I, = —86579 et que 86579 est un nombre premier rend plutot illusoire la
recherche d’une formule simple exprimant I, en fonction de n. Signalons qu’en 1875,
Hermite calcula les nombres Io, jusqu’a I1g et qu’en 1967, Donald E. Knuth et Tho-
mas J. Buckholtz ont déterminé des tables pour les nombres Iy,. La suite (Ion)n>1 est
repertoriée dans 'encyclopédie des suites d’entiers Sloane en ligne, sous la référence
A000146.

Dans ce chapitre, nous prouvons le théoréeme de Von Staudt et Clausen de deux
manieres différentes. La premiéere est une démonstration par récurrence reposant sur
certaines propriétés des p-entiers. La seconde démonstration de ce théoréme repose

sur des congruences concernant les nombres de Stirling de deuxiéme espéce {Z} et
sur la formule suivante prouvée au chapitre 2.
. k! n
B, = L S———— )
Y )

Nous déduisons ensuite du théoréme de Von Staudt et Clausen une expression du
dénominareur du nombre de Bernoulli By,,. Nous terminerons ce chapitre par [’énoncé
d’un théoreme de Kummer concernant des congruences pour les nombres de Bernoull:
. Ces deux théoréemes nous permettent alors de prouver d’importantes congruences
concernant les sommes S,(p — 1) et H;’i)lpour p premier et n entier.
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3.2. PREMIERE DEMONSTRATION DU THEOREME DE VON STAUDT ET CLAUSEN

3.2 Premiére démonstration du théoréme de Von Staudt
et Clausen

Cette preuve repose sur les lemmes suitvants :

Lemme 3.1. Pour tout mombre premier p et pout tout entier m > 2, on a

1. p™tt > m 42

2. 5 € Z(p)
Démonstration. 1. Pour tout nombre premier p et pout tout entier m > 2, on a
m—+1 1
+1 m+1 m+1 m—+ 1
mtl > gm+l _ (14 1)ym+l — m > = = 2
R e L Ol (A E 9l (i Y (i B (i B

k=0 k=0
2. Raisonnons par I'absurde. si on avait -2 ¢ Z(p), on aurait
p™t I m+2, cen’est pas le cas car p"Tt > m + 2

d’ou 'on a

Lemme 3.2. Pour tout entier m > 1, on a
Sm(p—1)+[(p—1) divise m] =0 (mod p)

Démonstration. Remarquons tout d’abord que grace au petit théoréme de Fermat,
on a pour tous entiers m et n

m=n(mod(p—1)) = Sp(p—1)=S,(p—1) (mod p).
En effet, pour 1 < k < p—1, on a k premier avec p et donc si
E~1=1 (mod p).

Sim =n (mod(p — 1)), on peut supposer sans perte de généralité que m > n, on a
alors
m=n+r(p—1),
ol r est un entier naturel. Alors
ko= ket — (kM (kPHT = k" (mod p).

Il en résulte que

h?
—
h?
—_

E™ =Y k" (mod p),
1

b
Il
—
b
Il

c’est & dire
Smp—1)=S,(p—1) (mod p)

Soit maintenant un entier m > 1, distinguons deux cas
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3.2. PREMIERE DEMONSTRATION DU THEOREME DE VON STAUDT ET CLAUSEN

1. Premier cas : p — 1 divise m. Dans ce cas, on a m = 0 (mod(p — 1)) et donc
Sm(p—1)=So(p—1)=p—1=—1 (mod p) Dans ce cas on a bien

Sm(p—1)+[(p—1) divise m] =0 (mod p)

2. Deuxiéme cas : p — 1 ne divise pas m. Dans ce cas, on a m = n (mod(p — 1))
avecn € {1,2.p—1} et S;,(p—1) = Sp(p—1) (mod p). On a a alors

p—1 p—1
SDILED
k=1 k=0

On sait que

On a donc

Sn(p_l) = ; <i

Il

<.

I 3
o
R
b

I

o
—

} 5 kj> (3.1)

On constate alors que

En effet on a

On a donc .
R = (o 1) )
et par conséquent
p—1 _ p—1 4
Zkl _ Z k:+1]+1 k”l)
k=0 J+1 k=0
_ Jlrl(pm o)
J
pitL
IR
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3.2. PREMIERE DEMONSTRATION DU THEOREME DE VON STAUDT ET CLAUSEN

La relation (3.1) devient

- ()

Comme j+ 1€ {l,n+1} et que {I,n+1} C {I,p—2}, 0on a +1{Z}EZ(P)

. En remarquant que p = p(p — 1)...(p — j) = 0 (mod p), on en conclut que
Sm(p—1) = Su(p—1) =0 (mod p).
Dans ce cas on a encore
Sm(p—1)+[(p—1) divise m] =0 (mod p).
[l

Remarque 3.1. Le lemme 3.2 est aussi une conséquence immédiate du théoréme
1.14.

Lemme 3.3. Pour tout entier n > 2, on a

.. 2n—2
[(p— 1) divise 2n] el pk=t o /on
By, — " Baoy) € Z.
2 . +Z;2n—2k—|—1 o ) (PP2)
Démonstration. D’aprés la formule de Faulhaber, on a
1
n(p—1 - B n - B n
Son(p ) o+ 1 (Bant1(p) 9n+1)

2n
1 on + 1 _—
— B n+1—k
2n+1;(2n+1—k> kP

2n—2
1 (2n+1\ . 1 o + 1 .
— B n B n+1—k
2n+1< 1 ) 1P +;2n+1(2n+1—k‘) kb *

1 2n +1 1 2n +1
< ) -B2n71p2 + n < ) Ban

2n+1 2 2n+1 1
2n—2
1 2n+1

— B 2n B 2n+1—k Bn— 2 Bn

1P +]§:2 2n—|—1(2n+1—k) kD + nbDop_1p” + Dopp

1 g 1 on

2n 2n+1—k 2

= —= _— B Ba,,— Ba,p. (3.2

o +Zk:22n+1—k(2n—k> kP FnBonp + Banp- - (3.2)

Si on suppose n > 2, on a By, 1 =0, et que By = 0, pour k impair et 2 < k < 2n—2;
la formule (3.2) devient

2n—2k+1

n—1
1 2n p
—1) = Bop— o7+ Byt .
Sonp = 1) = Bawp = 507" + <2k> *on — 2k + 1 (3:3)

k=1
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3.2. PREMIERE DEMONSTRATION DU THEOREME DE VON STAUDT ET CLAUSEN
Remarquons alors que La formule (3.3) peut donc s’écrire
2n—2
1 1 2n
Sn —1) = Bn__ 2n—1 - B 2n—2k 3.4
an(p = 1) p(2 o +;2n—2k+1<2k> 2P (3:4)
Or on sait d’aprés le lemme 3.2 que l'on a

Son(p— 1)+ [(p — 1) divise 2n| € pZ

On déduit avec (3.4) que

n—1
1 1 2n
By, — —p*~1 _ Byp*k — 1) divise 2 Y4
p< = P +§k::12n—2k+1(%) @ | (o~ 1) divise 20] € p

En divisant par p les deux membres de 1’égalité précédente, on obtient,

n—1 ..
1, 1 2n - [(p — 1) divise 2n]
B L — = 2n—1 B 2n—2k c7
;5P +;271—2/@“(%) P P

Ce qu’on peut encore écrire

— —pnl - B Z.
P P AT g 2k>(p %) €

ce qui est bien la relation du lemme 3.3. Nous sommes maintenant en mesure de
prouver le théoréme de Von Staudt et Clausen O

Premiére démonstration du théoréme de Von Staudt et Clausen. Desi-

gnons par B (n) la propriété suivante

[(p — 1) divise 2n]
p

Pour tout nombre premier p, on a B, + € L.

Raisonnons par récurrence sur l'entier n € N* pour prouver que pour tout entier
n € N*, la proriété PB(n) est vraie. P(1) est vraie car en remarquant que les seuls
nombres premiers p tels que p — 1 divise 2 sont 2 et 3, on a

1,1 _1 :
i - 5 =135 €Ly = L) sip=2
—1) divise 2] 1 —1) divise 2 2 () = &) S0P
Bz—i-[(p ) 1se }:6—’_[(]) ) rse ]: g-l—%:QGZ(p):Z(g) sip=3 .
p p %EZ(p)sip#Zetp#?).

et donc , on a bien

[(p — 1) divise 2]
p

Pour tout nombre premier p, on a By + € Ly).
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3.2. PREMIERE DEMONSTRATION DU THEOREME DE VON STAUDT ET CLAUSEN

et P(1) est bien vraie.
Supposons maintenant que n > 2 et que P(k) soit vraie pour tout entier k €
{1,2,...,n —1}. Dans ce cas pour tout entier k € {1,2,....n — 1}, on a

Pour tout nombre premier p, on a pBoy + [(p — 1) divise 2k] € pZy,)

et comme pZy) C Ly et que [(p — 1) divise 2k] € {0,1} C Zy, on en deduit que pour
tout nombre premier p, on a d’aprés une conséquence de ’hypothése de récurrence :

vk € {1, 2,...,n— 1} pBsy € Z(p) (3.5)

Ezploitons maintenant la relation du lemme 3.3

Ba, + [(p—1) divise 2n] 1 ,,_, 2n—2 prhel (2n

3 g T o) PP €2 09

p 2 k=1

On a pour tout nombre premier p

1 o,
—5p" € Ly, (3.7)
Pour 1 <k<n-—1, on a d’aprés le 2 du lemme 3.1
2n—k—1
p
—— € L. 3.8
2kl (3:8)
En effet, en posant m =2n—k—1, onam > 2 pour 1 <k <n-—1 et
p2n—k:—l pm

_ Z(p).
Gy e SR AY)

On a aussi du fait que Z C Z(p).

@Z) € Z(p). (3.9)

On a vu qu’on avait aussi (3.5)

Compte tenu des relations (3.7), (3.8),(3.9),(3.10) et de la relation (3.6), on peut
affirmer que pour tout nombre premier p, on a dans l'anneau Z(p),

[(p — 1) divise 2n)]

B, + € Z(p).
La relation B(m) est donc vrai pour l'entier m = n. Elle est donc vrai pour tout
entier n > 1. Ainsi, on a pour tout nombre premier p, on a

[(p—1) divise 2n]

Vn € N¥, B, + » € Z(p). (3.11)
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3.2. PREMIERE DEMONSTRATION DU THEOREME DE VON STAUDT ET CLAUSEN

Le théoréme de Von Staudt et Clausen découle aisément de cette derniére relation.

En effet, soit n un entier > 1. Désignons par {p1,pa,...pm} Uensemble des nombres
premiers p tels que p — 1 divise 2n. Posons

Ly =Ba+ Y. L

p—1 divise 2n p

1
]271 - B2n+z_
h=1 Pk

Montrons que pour tout nombre premier p, on a

Ion € Zgy). (3.12)

1l en résultera que
Iy, € ﬂpepZ(p) = 7.

Autrement dit, on aura
I, € Z,

ce qui prouvera le théoreme de Von Staudt et Clausen.
Soit donc p un nombre premier, pour prouver que Iy, € Zy,), distinguons deuz cas

1. p € {p1,p2, .-.Pm}- Dans ce cas, il existe un j € {1,2,...m} tel que p = p;
et on a

1
Ly = (Bu+—)+ Y

J 1<k<m et k#j
[(p; — 1) divise 2n

= (BQn + Py ) + Z

1<k<m et k#j

SEE

—

1
>

On a bien Io, € Ly car By, + w € Ly, d’apres la relation (3.11)
J

€L D 1 cham et ki zl? € Ly de maniere triviale.

2. p & {p1,p2,.--pm} Dans ce cas, [(p— 1) divise 2n] = 0 et on peut écrire

— 1) divise 2n 1

1<k<m

On a encore Iy, € Z) car By, + w € Ly, d’aprés la relation (3.11)

et D ) ckem % € L) de maniére triviale.

On a bien prouvé que la relation (3.12) est vérifiée pour tout nombre premier p.
La démonstration du théoréme de Von Staudt et Clausen est compléte.
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3.3. DEUXIEME DEMONSTRATION DU THEOREME DE VON STAUDT ET CLAUSEN

3.3 Deuxiéme démonstration du théoréme de Von
Staudt et Clausen

Dans tout ce qui suit n est un entier supérieur ou égal a 1 fizé. On pose pour tout
entier k € N : |
k! 2n
wp = (—1)F—— .

Cette deuxieme demonstration du théoréme de Von Staudt et Clausen repose d’une
part sur ’expression suivante du n-iéme nombre de Bernoulli a 'aide des nombres de
Stirling de deuxiéme espéce :

2n
B2n - Z U
k=0

et d’autre part sur les deur lemmes sutvants

Lemme 3.4. Pour tout nombre premier p, on a

2n | _ J 1 (modp) sip—1 divise 2n
p—1f 71 0 (modp) sinon

Lemme 3.5. Pour tout entier k € N, on a avec

k! 2n
w= 0

1. Sik+1¢ 7P alors u € Z.

2. Sik+1€P alors “k‘kWEZ.

Voyons tout de suite comment ces deuz lemmes permettent de prouver le théoréme
de Von staudt et Clausen. Nous prouverons les lemmes ensuite.

Deuxiéme démonstration du théoréme de Von Staudt et Clausen On a

— wise 2n p =
p-1 divise 2 TP
2n 2n
[k divise 2n]
S TS b
pare — k1 +1
k+1¢P k+1e73 k+1e73
2n 2n ..
[k divise 2n]>
k=0 k=0 k+1
k+1¢P k+1€P
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3.3. DEUXIEME DEMONSTRATION DU THEOREME DE VON STAUDT ET CLAUSEN

Il est clair, grice au lemme (3.5) que Iy, € Z. En effet dans la premiére sommation
du second membre de (3.13), chaque terme uy, € Z, car k+1 ¢ P et cela en vertu du

1 du lemme (3.5) tandis que dans la seconde sommation du second membre de (3.13),

chaque terme uy + % €Z, cark+1 € P et cela en vertu du 2 du lemme (5.5).

Le théoréme de Von Staudt est donc bien prouvé. Pour que cette démonstration soit
complete, il nous rest a prouver les lemmes 3.4 et 3.5.

Démonstration des lemmes 3.4 et 3.5

Preuve du lemme 3.4 On sait d’apres la relation 4 du théoreme 1.4 du chapitre

1 que l'on a.
2n 1 = -(p— 1) .
=——— ) (=17 )4
{p—l} (p—l)!;< ) i)’

Raisonnons dans Zyy : On a d’apres le theoreme de Wilson
1
(p— 1!

=—-1 (mod p)

et

<p—. 1) _e=De=2-—j) _ (D(E2)-(=)) (=1 (mod p).

J 7! J!
Par suite, on a en vertu d’un résultat du théoréme 1.14 du chapitre 1

—

{0} = -y

bS]

p—1

=S
[
- o

—1 ‘ .
= N (L)1) = X = 1 (mod p) sip—1 divise 2n
- , - “ 1 0 (modp) sinon

<
I
o
<.
I
o

Preuve du lemme 3.5

1. Sik+1¢ P alors trois cas sont possible, k =0 ou k =3 ou k > 5. Montrons
que dans chacun de ces cas, on a uy € Z.

- st k=0, alorsuk:u():{zg}:OeZ.

- st k=3, alors

3 [2n

—1(9" = 34" +3) € Z du fait que 9" —34" +3=1-3.0+3 =0 (mod 4).
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- stk >5, k+ 1 nétant pas premier, il existe deux entiers a et b appartenant
a Uensemble {2,...k} tels que k +1 = ab et a < b . Si a # b, dans ce cas
k+1=ab divise k! =1.2...a...b..k, on a donc kk—Jr'l € 7 et par suite uy € 7.
Sia =0b, dans ce cas k + 1 = a?, dans ce cas on a 2a < k, c’est a dire
2a < a® — 1. En effet .l'inégalité 2a < a* — 1 équivaut & (a — 1)* > 2 qui est
vérifiée quand k = a® > 5 car nécessairement du fait que a est entier, on a
a > 3.

2. St k+ 1 € P. Remarquons qu’en utilisant le symbole d’Iverson, la relation du
lemme 3.4 peut s’écrire, pour tout nombre premier p :

{p2_nl} —[(p—1) divise 2n] € pZ

Dans le cas ou k+1=p &P ,on a

ise 9
D (uk + W) = pup,—1 +[(p— 1) divise 2n]

= (=) (p—1) {pQ_nl} + [(p — 1) divise 2n]

_ ({pz_”l} —[(p—1) divise 2n]>

= 0 (mod p).

P [k divise 2n]
Il en résulte que uy, + ~—-7— € Z.

3.4 Dénominateur des nombres de Bernoull

Grice au théoreme de Von Staudt et Clausen, on a la caractérisation suivante du
dénominateur du nombre de Bernoulli By,

Théoréme 3.2. Pour n > 1, le dénominateur de B, est

denom(Ba,) = H P

p—1 divise 2n

Démonstration. Soit n > 1. Désignons par {pi, p2, ...pm } I'ensemble des nombres pre-
miers p tels que p — 1 divise 2n. Posons

Ly=Bum+ Y - (3.14)
p—1 divise 2n p
On a alors
1
Ly =By + ) o (3.15)
i=1 Pt
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On sait que I, € Z, d’aprés le théoréeme de Von Staudt et Clausen. Posons
T~ P1Pap
1-P2...
U = p1.p2---Pmlon — Z p—m
i=1 v

et
U =DP1-P2---Pm-
On au € Z et v e N En effet, il est évident que v € N* et on a u € Z car I, € Z

et on peut écrire :
m
u = vily, — Z H Dj-

i=1 1<j<m et j#i

On a aussi , d’aprés (3.15)

B2n:IQn_Z%:%

Calculons le pged de v et v. On a

(u,v) = (UIQH_Z H pjvv)

i=1 1<j<m et j#i

- T T1 w-

i=1 1<j<m et j£i  1<k<m
En effet, on a pour tout k € {1,2,...,m}

(Z H PjsPe) = (Z H P Pr)

i=1 1<j<m et j#i i=1 1<j<m et j#i

= ( H pj.pr) = 1.

1<j<m et j#k

Par suite on a
denom(Ba,) = v = p1.pa...pm = H p

p—1 divise 2n

3.5 Théoréme de Kummer

Le célébre et bien connu théoréme de Kummer s’énonce ainsi

Théoréme 3.3. Soit p un nombre premier impair. Pour tous entiersn > 1 etm > 1
tels que
n=m (mod(p—1))
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et tels que n & (p — 1)Z, B2 et B2 sont des p-entiers et on a

B, _ By

— = — (mod p).

n
Une démonstration utilisant les propriétés des p-entiers et des congruences concer-

nant les numérateurs et dénominateurs des nombres de Bernoulli se trouve en pages

234 4 239 de [34].

3.6 Congruences pour les sommes de puissances et
pour les sommes harmoniques.

Grace a la formule de Faulhaber et au théoréeme de Von-staudt et Clausen, on
établit les résultats suivants concernant l’etude des sommes de puissances numériques

—1 p—1
. —1 = . —1 =
harmoniques Y y_ k™ , 3,2 k™ et les sommes harmoniques Y h_y o= et 02 o

pour m € N et p premier, p > 3

Théoréme 3.4. Pour tout nombre premier p > 3, et pour tout entier m > 0, on a

2
m+2m+3"+ ..+ (p—1)"=pB, + %Bm_l(modpQ).

et

m em om p—1.,. %—Z)an’”“ (mod p). si p—1tm.
e () :{2 (modJ;) si p—1|m

Démonstration. On a

1)

—1
pz:km — Bm+l(p)_Bm+1
— m+ 1

m+1 —

1 m—+1 m+1
r

) Bipm—‘rl—i
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Or
m+1\  (m+1)! (m + 1)m! - m+1( m
r ) rlm+1-r) rr=DIm—-(r-1)) o \r—1
d’ou 'on a
1 m+1 TTL+1 m—+1 m r—3 ,
1 Bii1-p" = Bny1-r——
m—i—l;( ) +1-rP ;Q’—l)p +1 p
Par suite :
P2
1"m+2m+3"+ ..+ (p—1)"=pB, + EBm_l(modp2).
2) On a

Berl (n + 1) - Berl

Sm(n) = m+1

En remplacant n par p%l, on obtient :

-1 Bm—i—l(p%l + 1) - Bm+1 Bm-l—l(z%l) - Bm+1

7 )= m+1 - m+1

Sin(2

On a par définition :

m—+1
p+1 m+ 1 p+1
Bm+1( ) = E ( >Bm+1—k’( )k

2 k D)
k=0
D’ou
Spn(n) = g)l (m,jl)BmH_k(}%l)k — B _ ;”:Jrll (mljl)BmH_k(;%l)k
" m—+1 m+ 1

Comme 22 =142 =1 (mod p) alors (£})F = (1)* (mod p).

et comme

1 1
(mz ) ENCZCZy et Buii€Zy alors (m]j )Bmﬂk € Zy

Par suite :
p+1

Bm+1( 9

)= Buaaly) (mod p)

On déduit de ce théoréeme le corollaire sutvant :
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Corollaire 3.1. Pour tout nombre premier p > 3, et pour tout entier m € Z, on a

d  p—1
pngom g gn oy (pqyn= 0 (medp) siop—lfm
-1 (modp) si p—1|m

On a aussi :

Corollaire 3.2. Pour tout nombre premier p > 3, et pour tout entierm =1,...,p—3,

on a
1 1 1 1 0 (mod st m  est pair.
e e e — ( Bp)_ be o
1m - 2m = 3m (B=)m (2m—=2)7=x (mod p) si m  est impair.

Ces congruence sont en accord avec les congruences suivantes obtenues en 2000,
par Zhi-Hong Sun [36].

Théoréme 3.5. Soit p > 3 un nombre premier. Alors pour p=1,2,....p—4, on a

—1 Bop_o_m By o m ) .
pz: 1 _ m(g5em — 20552 )p (mod p)®  si m est pair.
il (kgl) —ﬁp_;t:PQ (mod p)* si m  est impair.

En 2000, Zhi-Hong Sun a généralisé ce résultat en prouvant (théoréme 5.2,p.208

de [36])

Théoréme 3.6. (Zhi-Hong Sun, 2000). Soit p > 3 un nombre premier.

1) Sim € {2,4,...,p— 5}, alors

(p—1)
2

m(2m+1 - 1( B2p*2*m 9 Bm

1
— — dp®).
km 2 2p—2—m p_2_m)p(m0p)

k=1
2) Sim € {3,5,...,p— 4}, alors

(p—1)
2

Bym Bap-1-m
= (2" —2)(2=2 9271

1
_ dpn?
km p—m 2p—1—m)p(m0p)

k=1

3) Avec q,(2) = (271 = 1)/p, on a

2
= —2¢,(2) + pg3(2) — §p2q§(2) -

7

1—2p23p,3(modp3)

74



Chapitre 4

Introduction a la théorie arithmétique
des nombres harmoniques

4.1 Introduction

En 2012, Zhi Wei Sun publie un article intitulé "Arithmetic theory of harmonic
numbers dans lequel il souligne le réle important que joue les sommes harmoniques
H, = Zo<]‘§k% en mathématiques. Dans son papier, Zhi Wei Sun développe une
"théorie arithmétique” de ces nombres. Il obtient de nombreuses congruences dans
Z(p), pour des sommes dans lesquelles interviennent les sommes harmoniques. Ces

résultats sont donnés dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.1. (Zhi Wei Sun 2012) Soit p un nombre premier tel que p > 3. Alors

Z % =0 (mod p),
k=1
p—1 A
Z KH? = -5 (mod p)
k=1
p—1
H}=6 (mod p),
k=1
p—1

=0 (mod p), pourp>b.

L’obtention de ces résultats nécessite de nombreux calculs et [’emploi des théo-
remes de Von Staudt et Clausen et de la formule de Faulhaber entre autres. Dans
ce chapitre nous allons particulierement nous intéresser a la premiere congruence,
les autres pouvant se prouver de la méme maniére en utilisant les mémes résultals
intermédiaires que pour cette congruence.
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4.2. LEMMES PRELIMINAIRES

4.2 Lemmes préliminaires

La démonstration du théoréme de Zhi Wei Sun repose sur les lemmes suivants.

Lemme 4.1. Soit p un nombre premier. Alors

1. Pour tout entier k € {1,2,...,p — 1} et pour tout nombre premier p
Hp—k = Hk—l (Il’lOd p)

-1 1
(—1)* (p " ) =1—pH,+ §p2 (H,f - H,22)> (modp?).

3. Pour tout entier k € {1,2,...,p — 1} et pour tout nombre premier p > 3, on a

p—1
ZH"? =1 — p(modp?).
k=1
et .
-
Hy_
L =0 (mod p).
k
k=1
Démonstration. [37].
1. Comme k € {1,...,p — 1} alors :
1 < k<p-1
1—p < —k<-1
1 < p—k<p-1
On a , .
p— p— k—1
1 1 1
Hy 1= - = -+ Z
=i =i Hpoktg
Ce qui implique :
p—k 1 k—1 1
H. ., = Sy =
o= 2 e 2
7j=1 1
D’ou :
Al
H, = P (mod p) (puisque H,—1 =0 (mod p))
- —J
7j=1
k-1
1 1 1 1
Or jzlk_j = k;—1+k:—2+'"+§+1:Hk_1’ ce qui donne

H, = H,_; (mod p)
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4.2. LEMMES PRELIMINAIRES

2. On a

Il
_
|
IS

il
—_
|
s
5=
+

D’ou l'on a

3. On a:

Puisque :
H, ; = 0(modp?) implique pH, ; = 0(modp®).

Voici la preuve de la deuxiéme congruence. Notons que

:%( ) :() P14 (—1p=(1—1p =

7



4.2. LEMMES PRELIMINAIRES

En effet :
— ]_9(]9_1) (_1>k _ ip (p_1>! (_1>k
2k \k -1 2k (k= Dl(p— k)]
S
- I
— kl(p — k)!
p—1 D
=2 (k) (=1 + 14 (1"
k=1 e
p
- (p)(—m’“: (1-1=0
k
k=1
D’ou,
(=)t p—1 (=Rt p—1\ | R~ 1-pH,
—p (=1) p — 0= (= (1) p :Z pHy—1
k E—1 k k—1) k
k=1 k=1 k=1
Or : ) . )
S 1 — Hi 1 _ ~— Hi 1
L p L - p—1 p
k=1 k=1 k=1
Comme H, ; = 0(modp?) alors
p—1 p—1
1 Hy _
0= P2 (modp?) = —p Y o (modp?)
k=1 k=1
On en déduit que
p—1
Hy
Z L=0 (mod p).
k=1

Lemme 4.2. Pour tout entier k € {1,2,....p— 1} ,0n a

(—1)’f(p; 1) =1 — pH,(modp?).

_pH, = ((—1)k(p; 1) - 1) (modp?).
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4.2. LEMMES PRELIMINAIRES

Démonstration. D’aprés 2 du lemme (4.1), on a vu que :

—1 1
(-1)k<p B ) =1 pHi + 3p° (112 = 1) (modp?)

Ce qui implique :

D’ou l'on a:

O]
Lemme 4.3. Pour tout entier n > 1, on a
n—1 k n
—- > i
k+1 k (k)
k=0 k=1
2 ne divise pas k
Démonstration. On a :
n—1 2k n—1 . 1 i 1n—1 .
il 22 /o xdx:/o Z(Zx) dx
k=0 k=0 k=0
1 1.
(2z)" —1 / n o1
/0 2r—1 " O;k(x J'da
o (n\2z-1F K n\1- (D)
- Z(k;) 2k k=2 k 2k
k=1 k=1
Comme 2 ne divise pas k alors : k est impair, d’ou 'on a :
— 28 Z”: 1 (n)
prt E+1 p k\k
O]
Lemme 4.4. Soit p > 3 un nombre premier. Alors
Hos = pg?(2) — 20,(2) (modp?). (4.1)

Démonstration. Ce lemme est exactement le théoréme (1.19) démontré dans le pre-
mier chapitre. [
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4.2. LEMMES PRELIMINAIRES

Lemme 4.5. Soit p > 3 un nombre premier. Alors

— = (mod p)
k=1
2 divise k
et )
p— 2
H 7, (2)
?k =— p2 (mod p).
k=1
2 ne divise pas k
Démonstration. (Preuve de 4.2) Comme
1
Hy = Hp_1 + z
On en déduit que :
H, 1 1
Sk (He o+ 2.
PRI R

Par suite
p—1

H, 21 gy
> G Tt X
k=1 k=1 k=1

(4.2)

(4.3)

Comme 2 divise k alors k est pair et donc k£ — 1 est impair, on a d’aprés le lemme

(4.1), partie (2) :

On en déduit que :

p—1 p—1
Hy 1 1/p-1 )
= -4 - d
P k (k+k(k_1>)(m0 p°)
k=1 k=1
2 divise k 2 divise k

Il
3
M1
| =
+
e 3
Il |
— —
> =
7 N\
>3
[
—_ =
~__
S~—
=
o
oL
=

[
—
=
M1
| =
+
=N
M-
VS
>3
N——
=
@)
Q.
=

2 divise k 2 divise k
Or :
p—1 2
1 1 1
Yo=Y = oHe
k 2] 2 2
k=1 J=1
2 divise k
et
p
> o (P) =2
k
k=0
2 divise k



4.3. DEMONSTRATION DU THEOREME DE ZHI-WEI SUN (2012)

On a pourn >1:

k=0
0= (1-1)"= i<—1)k<”)
k
k=0
d’ou 'on a :
"1+ (=1 (n . - n
= 2" =
2 (5 2 s
k=0 k=1
2 divise k
1 (=1 (n . = n
= 2" =
>E=E0() > (;
k=0 —
2 ne divise pas k
Par suite :
p—1 1
He, p o1 _ 1
p = 12(2) — qp(2) + = 5¢;(2)(modp?)
k 2
k=1 p
2 divise k
Donc :
p—1 p—1 p—1
Hy, 1 1
T Rt 20 g3
k=1 k=1 k=1
2 divise k 2 divise k 2 divise k
(p—1)
2 2
%(2) 1 1 1
- T3 Z (z+ 7)
2 8 = k> (p—k)
2
2
= %(2) (mod p).
2
La preuve de (4.3) est tout a fait analogue a celle (4.2). O

4.3 Démonstration du théoréme de Zhi-Wei Sun (2012)

Tous les calculs se font dans l'anneau des p-entiers Zgy. On a d’apreés le 1 du
lemme 4.1 :

Pour ke {l1,2,..,p—1} Hp, = Hg 1 (mod p).

On a aussi
—k=p—k (mod p)
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4.3. DEMONSTRATION DU THEOREME DE ZHI-WEI SUN (2012)

Par suite 1 1
7= " (mod p).
On a ausst
1 2570 e
>k = 5o =2 (mod p)

On en déduit que

b H,, i ]yb—k i 2k_1f{k_1 p2 2k}yk ( d )

Lok T york — I mod p) .
p k2 — (p—k)2r p k —~ k+1

Par suite on a

p—1 H, p—2 ok
pz — = (—=pHy) (mod p).

En exploitant la deuxiéeme relation du lemme 4.2, on en déduil que
p—1 p—2 k
— = (=1 -1 d p). 4.4
P = g (V) 1) tmedn (4.4

Désignons par S Le deuxiéme membre de (4.4)

S peut s’écrire :

prd k+1 k prd k+1
) -2
. e N2
p & E+1\ k prd k+1
1 =2 3ok
_ _Z( 2)k+1'( p ) _
—2p — k+1 k:0k+1
1 p—1 - (p p—2 2k
- > en(?) - (15)
—2p = J —~ k+1
D’apres le lemme 4.3, on a
— 2¢ =1 (p —1
prd k41 pet E\ k




4.3. DEMONSTRATION DU THEOREME DE ZHI-WEI SUN (2012)

Compte tenu de cette derniére égalité, la relation (4.5) devient

p—1 p—2
s = L (-2)]‘.(?) v 2
—2p j=1 J k=0 ktl
-1
(12142 . (-1)F (p—1
= “op + ; E\ k)

A la lumiere des relations( 4.1), (4.2) et (4.3), on a

_ a-2p-14 S (S [ A
S+a(2) = o + Z_: —+

2 ne divise pas k

(—1)P — 1420 — 2P 42 N Pz—i (p;1>(_1)k op—1 _

= +
—2p k=1 k p
2 ne divise pas k
-1 _
R S [,
—2p —~ k
2 ne divise pas k
p_l p—l _1 k _1 P 1
= Z —( k )lf: ) . (puisque (bt —)2p+ =0, Vp>3)

k=1
2 ne divise pas k

Dot lUon a :

<~ l-pHp o,
S+¢,(2) = Z T(modp )

2 ne divise pas k

p—1 p—1
> %—p > %(modﬁ)

k=1 k=1
2 ne divise pas k 2 ne divise pas k

P —1 .
Or on peut écrire 3 1) o =, comme suit :

-1

bS]

1 1
- =H, 1 — §H@Tfl> En effet :

Eod
—_

2 ne divise pas k

=
a9
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3 S - +(1+1+ + 1) (1+1+ b
Pt B 3 5 7T p—=2 2 4 7 p-1 2 4 -1
2 ne divise pas k
= L 1(1+1+ + ! )
B o2y 20 et
k=1 2
H
- prl_ 22 |:|
Par suite :
H gy p—! H
— T2 k
S+q,(2) = Hp1— 22 —p Z T(modﬁ)

2 ne divise pas k

(0-2622) + ¢,(2) + £42(2)} (modp?)

2 2
= ¢(2)
Ce qui implique :
p—1
H,
P # = S = 0(modp?)
k=1
Ensuite, on aura
p—1
Hy,
k=1
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Conclusion

La formule de Faulhaber, le théoréme de Von Staudt et Clausen, le théoréme de
Kummer et les théoremes classiques de Fermat, d’Euler, de Wilson et les propriétés
concernant les congruences dans l'anneau Zy,) sont des outils essentiels dans [’élude
des congruences concernant tout particuliérement des sommes de nombres rationnels,
et plus précisément des sommes comportant des sommes harmoniques. Ces outils com-
binés a certaines techniques combinatoires ont été utilisés par de nombreur auteurs
tels que E. Lehmer ou Zhi-Wei Sun pour préciser davantage certaines congruences.
Dans ce mémoire, nous nous sommes efforcés de clarifier 'obtention de certains théo-
remes. Nous nous sommes particuliérement intéressés a ces techniques calculatoires
et combinatoires souvent astucieuses. Nous avons détaillé la preuve que Zhi- Wui Sun
a donné de la congruence suivante :
ki =0 (mod p). (4.6)

2l

Une question naturelle serait de savoir comment se comporte la somme modulo p?.
Cette question n’a pas échappé a Zhi-Wei Sun. Dans le méme article, paru en février
2012, ot il démontre la congruence (4.6), Zhi-Wui Sun énonce la conjecture suivante
obtenue grace a des investigations a aide du logiciel de calcul formel Mathematica
(page 417, Conjecture 1.1)

Conjecture 4.1. Pour tout nombre premier p > 3, nous avons

-1

p
H 7
/{:_212 = ﬂpo,g (modp?) (4.7)
k=1
et .
p— 2
H 4
k‘_§ = ngp_5 (modp?). (4.8)
k=1

Bien avant la parution de son article, Zhi-Wei Sun et Li-Lu Zhao ont démontré
la premiére conjecture (4.7) (article sur arXiv daté du 26 octobre 2011). La seconde
conjecture (4.8) a finalement été prouvée par Roméo Mestrovic (article sur arXiv
daté su 25 mars 2012). Bien que relativement élémentaires, ces deux preuves font
appel a des identités combinatoires et des techniques de calculs assez sophistiquées.
Ces techniques et les théoremes classiques permettent ainst de mieux appréhender la
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4.3. DEMONSTRATION DU THEOREME DE ZHI-WEI SUN (2012)

recherche de la résolution de certaines autres conjectures telles que par exemple les
célebres conjectures de Giuga datant de 1950 ou d’Agoh datant de 1990.

Conjecture 4.2. (Giuga, 1950) Pour tout entier n > 2, on a ’équivalence

n—1
Zk"‘l =—-1 (modn) < n est premier.
k=1

Conjecture 4.3. (Agoh, 1990) Pour tout entier n > 2, on a l’équivalence
nB, 1=-1 (modn) < n estpremier.

En 2004, B.B. Kellner [25] a prouvé que ces deux conjectures étaient équivalentes. A
notre connaissance, aucun progres notable n’a €té réalisé depuis. Cela n’empéche pas
de continuer cette recherche avec les moyens classiques qui ont si bien réusst jusqu’a
présent.

Une autre conjecture célebre bien connue est la conjecture de Kurepa. Le ma-
thématicien yougoslave Duro Kurapa (1907-1993), bien connue pour ses nombreuses
contributions en théorie des ensembles, en logique. Il s’est aussi intéressé a la théorie
des graphes et a la théorie des nombres. En 1971, il définit la factorielle a gauche
d’un entier n > 1, qu’il désigne par !n en posant

m=04+14---4+ (n—1)!

La conjecture de Kurepa s’énonce alors comme suit

Conjecture 4.4. (Kurepa) Pour tout entier n > 2, le plus grand commun diviseur
de 'n et n! est égal a 2.

Cette conjecture a fait ’objet de nombreuses recherches. Cette conjecture a été tes-
tée par ordinateur jusqu’a n = 10°. Il existe de nombreuses formulations équivalentes
de cette conjecture. On a ainsi la formulation suivante équivalente :

Conjecture 4.5. (Kurepa) Pour tout nombre premier p > 3, on a

Ip#A0  (mod p).

En 2004, Barsky et Benzaghou publient une preuve de cette conjecture [4]. Malheu-
reusement, cette preuve comportait une erreur qui fut découverte par F. Bencherif en
2008. Malgré de nombreuses tentatives entreprises entre 2008 et 2011 par D. Barsky
et F. Bencherif pour essayer d’y remédier, il ne fut pas possible de rectifier la démons-
tration. L’erreur s’est avéré étre irréparable. En 2011 parut un erratum pour signaler
Uinvalidation de cette preuve [5]. Le probléme de la résolution de la conjecture de
Kurepa est aujourd’hui de nouveau un probleme ouvert.

Ainsi, de nombreuses conjectures en théorie des nombres s’expriment en termes de
congruences. Nous avons abordé dans ce mémoire une approche qui permet d’entrevoir
la résolution de certaines d’entre elles.
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