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1.6 Étoile En. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.7 Produit cartésien de deux graphes . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.8 Homomorphisme de G dans H. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.9 Homomorphisme de G dans H. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.1 Graphes de l’hypercube Qn pour n = 0, . . . , 4. . . . . . . . . . 17

3.1 Graphe K2,3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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dans Qn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.7 Le graphe Sk(1, 1, 1; 1, 1, 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39



4.8 Plongement de la grille binaire(2,4) dans Q3 . . . . . . . . . . 40
4.9 Plongement de la grille binaire(2,8) dans Q4 . . . . . . . . . . 41
4.10 Plongement de 2 grille binaire(2,8) dans Q5 . . . . . . . . . . 42



Liste des Algorithmes

1 Algorithme de calcul du nombre de copies de K1,3 dans l’hy-
percube Qn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2 Algorithme de calcul du nombre de copies disjointes de S(1, 1, 1; 1, 1, 1)
dans l’hypercube Qn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46



Premièrement, je remercie Dieu le Miséricordieux, pour m’avoir donné
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Introduction générale

”Un petit dessin vaut mieux
qu’un grand discours”.

Napoléon.

L
es graphes sont utilisés dans de nombreux domaines très variés, et ne
sont pas seulement un outil mathématique. Les résultats de recherches

sur les graphes trouvent des applications pratiques. Ils permettent ainsi de
formaliser et modéliser des situations et problèmes.

Plusieurs domaines d’application sont assez vastes et variés. Des modélisations
de problèmes par des graphes existent autant dans des domaines scientifiques
et techniques comme la chimie, les mathématiques, la physique, l’informa-
tique mais aussi dans l’industrie où ils servent souvent dans l’aide à la décision
et la planification de projets.

C’est naturellement cependant, que l’informatique, l’algorithmique et les
mathématiques théoriques sont les domaines où les graphes sont les plus
étudiés. Les résultats des recherches effectués dans ces différents domaines
sont souvent appliqués dans d’autres secteurs. On voit alors des applications
pratiques dans le domaine de l’architecture parallèle par exemple, de nom-
breuses études ont été élaborées pour résoudre certains problèmes liées à l’ar-
chitecture des systèmes. Le but de ces études est de proposer des structures
(en gardant celle de l’hypercube comme structure de base) ou des méthodes,
pour améliorer le temps de communication entre composants et le fonction-
nement du système en présence des éléments défectueux.
Dans notre mémoire, l’objectif considéré porté sur la détermination du nombre
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Introduction générale

maximum de copies disjointes d’un graphe qu’on peut plonger dans un hy-
percube de dimension n.

Nous présentons ci-après nos contributions et le plan de ce manuscrit.
Le premier chapitre de ce mémoire est consacré à la présentation des
différentes notions utilisées en théorie des graphes de manière courante et
dont nous nous servons dans ce document.

Le chapitre deux est consacré à la présentation de l’hypercube et ses
différentes caractéristique .

Le troisième chapitre concerne le plongement de graphes dans l’hyper-
cube, et nous avons présenté quelques classes de graphes plongeables dans
l’hypercube.

Le quatrième chapitre est consacré à un autre type de problèmes,qui
consiste à optimiser le nombre de copies disjointes de graphes comme l’étoile
K1,3, double quasi-étoile S(1, 1, 1; 1, 1, 1) ,k-double quasi-étoile et les grilles,
qu’on peut plonger dans l’hypercubes de dimension n.

Nous concluons ce mémoire par quelques algorithmes permettant de déterminer
le nombre maximum de copies de graphes comme l’étoile K1,3 et double quasi-
étoile S(1, 1, 1; 1, 1, 1) ,plongeables dans l’hypercube de dimension n.

2



Chapitre 1

Notions élémentaires de la

théorie des graphes

Introduction

La notion de graphe est une structure combinatoire permettant de représenter
de nombreuses situations rencontrées dans des applications ; circuits électriques,
réseaux de transport (ferrés, routiers, aériens), réseaux d’ordinateurs, ordon-
nancement d’un ensemble de tâches...

Nous donnons ici les définitions nécessaires à la lecture de ce mémoire et
quelques propriétés fondamentales.
On adoptera la terminologie de Berge [3].

1.1 Graphe

Définition 1.1.1
Un graphe G est constitué d’un ensemble V fini d’éléments {v1, v2, ..., vn},
appelés sommets, et d’une famille E de paires distinctes de V ; appelées
arêtes.

On utilisera la notation simplifiée xy ou yx pour l’arête {x, y}. Une arête
de type xx est appelée boucle de G.
Si e = xy est une arête de G, on dit que x et y sont voisins, ou adjacents
dans G et qu’ils forment les extrémités de e.

3



1.1.1 Graphe

Une arête e est dite incidente à un sommet v si v est une extrémité de e.
Le degré d’un sommet v ∈ V , note d(v), est le nombre d’arêtes incidentes à
v.
L’ordre d’un graphe est le cardinal de son ensemble de sommets, noté |G|.

Si tous les sommets ont le même degré, on dira que le graphe G est
régulier.
(voir figure 1.1)

Graphe simple

Un graphe G est simple s’il ne contient pas de boucles et s’il ne contient
pas plus qu’une arête entre deux sommets, nous considérons dans le docu-
ment uniquement les graphes simples.

Figure 1.1 – Graphe 2-régulier

• Le graphe complémentaire de G noté Ḡ, est le graphe dont l’ensembles de
sommets est V et deux sommets distincts de Ḡ soient adjacents si et
seulement s’ils ne sont pas adjacents dans G.

La figure 1.2 représente le graphe complémentaire du graphe G de la figure
1.1.

Sous graphe

– Un sous-graphe de G est un graphe H = (W,E(W )) tel que W est un
sous-ensemble de V , et E(W ) sont les arêtes induites par E sur W ,

4



1.1.1 Graphe

Figure 1.2 – Graphe complémentaire

c’est à dire les arêtes de E dont les 2 extrémité sont des sommets de
W .

E(W ) = {(x, y) ∈ E|x, y ∈ W}
– Un graphe partiel de G est un graphe I = (V, F ) tel que F est un

sous-ensemble de E.

Un sous-graphe H de G est entièrement défini (induit) par ses sommets
W , et un graphe partiel I par ses arêtes F .

Figure 1.3 – Un graphe et deux sous-graphes.

Dans le premier sous-graphe G2 de la figure 1.3 , on a enlevé uniquement
certaines arêtes. Dans le second graphe G3, on a enlevé un sommet et les
arêtes adjacentes.
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1.1.2 Graphes Particuliers

Châınes

On appelle châıne entre deux sommets x et y d’un graphe G, une suite
de sommets x1, ..., xk dont deux consécutifs sont adjacents, avec x1 = x et
xk = y. Une châıne qui n’utilise pas deux fois le même sommet est dite
élémentaire,notée xy-châıne induite une châıne qui n’utilise pas deux fois
la même arête est dite simple. Une châıne élémentaire est donc une châıne
simple.

cycles

On appelle cycle dans un graphe, une châıne simple dont les extrémités
initiale et finale sont confondues.

Châınes et cycles hamiltoniens

On appelle châıne (resp. cycle) hamiltonienne (resp. hamiltonien) une
châıne (resp. cycle) passant, une fois et une seule, par tous les sommets d’un
graphe G.
Un graphe G qui possède un cycle hamiltonien est dit graphe hamiltonien.

1.1.1 Connexite dans les graphes

Un graphe est dit connexe si pour toute paire de sommets {u, v}, il existe
une châıne reliant u à v.

1.2 Graphes Particuliers

Dans la suite de ce chapitre nous présentons quelques type de graphes.

1.2.1 Graphe complet

Un graphe G = (V,E) est dit complet si tous les sommets sont deux à
deux adjacents. le graphe complet simple à n sommets est noté Kn(figure
1.4(d)).

6



1.1.2 Graphes Particuliers

1.2.2 Une clique

Une clique d’un graphe simple G = (V,E) est un sous-graphe complet de
G.
La taille d’une clique est le nombre de sommets qui la composent. La taille
maximale d’une clique de G est notée ω(G).

1.2.3 Un stable

C’est un ensemble des sommets qui sont deux à deux non adjacents.

1.2.4 Graphe biparti

Un graphe G est dit biparti si l’ensemble de ses sommets V peut être
partitionné en deux parties V = V1

⋃
V2,telle que tout élément de E a une

extrémité dans V1 et l’autre dans V2(figure 1.4(a)).
Si de plus |V1| = |V2| , G est appelé biparti équilibré.

1.2.5 Graphe biparti complet

Un graphe biparti est complet si tout sommet de V1 est adjacent à tout
sommet de V2(figure1.4(b)).
Un tel graphe est noté Kp,q avec : p =| V1 | et q =| V2 |.

1.2.6 Graphe biparti équilibré

Un grapheG = (V1∪V2;E) est dit équilibré si et seulement si : chaque sous
ensemble de la bipartition contient le même nombre de sommets ;|V1| = |V2|

Les cycles de longueurs pairs sont des graphes équilibrés, les graphes bi-
partis complets où p = q sont aussi des graphes équilibré.
La figure 1.4(c) montre le graphe équilibré K3,3.
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1.1.2 Graphes Particuliers

(a) Biparti (b) Biparti com-
plet

(c) Graphe
équilibré

(d) Graphe com-
plet

Figure 1.4 – Graphes Particuliers

1.2.7 Arbre

Définition 1.2.1
Un graphe G=(X,E) est un arbre s’il est connexe sans cycle.

1.2.8 Quelques propriétés des arbres

Théorème 1.2.1 (C.BERGE [3]) Soit G un graphe d’ordre n. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

1. G est sans cycle et connexe.

2. G est sans cycle et possède n− 1 arêtes.

3. G est connexe et possède n− 1 arêtes.

4. G est sans cycles et minimal pour cette propriété (lorsqu’on lui ajoute
une arête on crée un cycle et un seul ).

5. G est connexe et maximal pour cette propriété (lorsqu’on lui supprime
une arête quelconque on va le déconnecter.

6. Tout couple de sommet (u, v) est relie par une châıne et une seule.

Théorème 1.2.2 (Berge [3]) Un graphe G= (V, E) admet un arbre T comme
graphe partiel si et seulement si G est connexe.

8



1.1.3 Matrice d’adjacence

Théorème 1.2.3 (Berge [3]) Un arbre T admet au moins deux sommets
pendants.

Figure 1.5 – Arbre.

1.3 Matrice d’adjacence

Définition 1.3.1
Soit G = (V,E) un graphe non orienté, avec V = {u1, u2, ..., un} :
La matrice d’adjacence du graphe G est la matrice M(G) ∈Mn(R) dont les
coefficients mi,j sont définis par :

mi,j =

{
1 si (ui, uj) ∈ E
0 si (ui, uj) 6∈ E

9



1.1.4 Opérations classiques sur les graphes

Exemple 1 L’étoile En à n branches (et n + 1 sommets) a pour matrice
d’adjacence

. . .

Figure 1.6 – Étoile En.

MEn =


0 1 . . . 1
1 0 . . . 0
...

...
...

1 0 . . . 0


1.4 Opérations classiques sur les graphes

Étant donné deux graphes plusieurs opérations courantes permettent de
construire d’autres graphes. Commençons par les plus simples.

1.4.1 Le produit cartésien de deux graphes

On appelle produit cartésien de deux graphes G = (V,E) et H = (V ′, E ′),
noté G�H, le graphe K dont l’ensemble de sommets est le produit cartésien
V (G)×V (H) et où deux sommets (u,u’) et (v, v’) sont adjacents si et seule-
ment si :

– u = v et u′v′ ∈ E ′
ou

– u′ = v′ et uv ∈ E.
La figure 1.7 montre le produit cartésien K3�P3. Il est à noter que le

nombre de sommets dans G�H est | V | . | V ′ |
et que le nombre d’arêtes est | V | . | E ′ | + | V ′ | . | E |·

10



1.1.4 Opérations classiques sur les graphes

(a) K3 (b) P3 (c) K3�P3

Figure 1.7 – Produit cartésien de deux graphes

1.4.2 Morphismes de graphe

Morphisme

Dans un cadre général, un morphisme ou homomorphisme est une appli-
cation entre deux ensembles qui � préserve � certaines propriétés.
Soit E un ensemble muni d’une relation binaire S et F un ensemble muni
d’une relation binaire R, alors une application f de E dans F est un mor-
phisme de (E, S) dans (F,R) si

∀(x, y) ∈ E2, xSy ⇒ f(x)Rf(y).

Morphisme de graphes

Dans le cadre des graphes, la relation considérée est communément la
relation d’adjacence.

Soient deux graphes G = (V,E) et H = (V
′,E
′)

. Une application de V dans
V
′

est un morphisme du graphe G dans le graphe H si

∀(u, v) ∈ V 2, uv ∈ E ⇒ f(u)f(v) ∈ E ′

.

1.4.3 Isomorphisme

Deux graphes G = (V,E) et G
′

= (V
′
, E
′
) sont dits isomorphes si et

seulement si il existe une application bijective ϕ : V → V
′

qui vérifie la
condition suivante :

xy ∈ E ⇔ ϕ(x)ϕ(y) ∈ E ′

pour toute paire de sommets x, y dans V .

11



1.1.4 Opérations classiques sur les graphes

Exemple 2
Avec les graphes G et H de la figure 1.8, on voit facilement qu’on a un ho-
momorphisme de G dans H mais pas de H dans G.

Figure 1.8 – Homomorphisme de G dans H.

A la figure 1.9 on donne un autre exemple d’homomorphisme entre deux
graphes G et H. Cela montre que f : V1 → V2 n’est pas nécessairement
injectif.

Figure 1.9 – Homomorphisme de G dans H.

12



1.1.5 Distances et intervalles dans les graphes

1.5 Distances et intervalles dans les graphes

1.5.1 Distances dans les graphes

Étant donné deux sommets u et v d’un graphe G = (V,E), on appelle
distance entre u et v, la longueur d’une plus courte (u, v)−châıne.
Une telle distance est notée dG(u, v) (ou d(u, v) s’il n’y a pas de confusion).

• L’éxcentricité d’un sommet u noté eG(u) (ou e(u) s’il n’y a pas de confu-
sion) est le nombre suivant :

eG(u) = Max {d(u, v), v ∈ V (G)}.

• La diamètre de G noté D(G) (ou D s’il n’y pas de confusion) est la pus
grande excentricité :

D(G) = Maxu∈V [e(u)]

• le rayon de G noté R(G) (ou R s’il n’y pas de confusion) est la plus petite
excentricité :

R(G) = Minu∈V [e(u)]

• Le centre de G est l’ensemble des sommets de G dans l’excentricité est
égale au rayon.

1.5.2 Intervalle dans les graphes

L’intervalle IG(u, v) (ou I(u, v) s’il n’y pas de confusion) c’est l’ensemble
des sommets de G appartenant aux plus courtes (u, v)−châıne.

IG(u, v) = {w ∈ V, w est sur une plus courte (u,v)-chaine}

1.6 Les graphes médians

Les graphes médians ont été introduits indépendamment par Avann [1]
et par Nebesky [30].

13



1.1.7 Complexité des algorithmes

Définition 1.6.1
Un graphe G est dit médian si :

|I(u, v) ∩ I(u,w) ∩ I(v, w)| = 1 ∀ u, v, w ∈ V (G).

Autrement dit pour tout triplet de sommets u, v et w de G, il existe un
unique sommet x qui vérifie :
x ∈ I(u, v) ∩ I(v, w) ∩ I(u,w).
Ce sommet x est appelé médian.

1.7 Complexité des algorithmes

La complexité (temporelle) d’un algorithme est le nombre d’opérations
élémentaires (affectations, comparaisons, opérations arithmétiques) effectuées
par un algorithme. Ce nombre s’exprime en fonction de la taille n des données.
On s’intéresse au coût exact quand c’est possible, mais également au coût
moyen (que se passe-t-il si en moyenne sur toutes les exécutions du pro-
gramme sur des données de taille n), au cas le plus favorable, ou bien au
cas le pire. On dit que la complexité de l’algorithme est O(f(n)) où f est
d’habitude une combinaison de polynômes, logarithmes ou exponentielles.
Ceci reprend la notation mathématique classique, et signifie que le nombre
d’opérations effectuées est borné par cf(n), où c est une constante, lorsque
n tend vers l’infini.

Considérer le comportement à l’infini de la complexité est justifié par le
fait que les données des problèmes sont de grande taille et qu’on se préoccupe
surtout de la croissance de cette complexité en fonction de la taille des
données. Une question systématique à se poser est : que devient le temps
de calcul si on multiplie la taille des données par 2 ?
De cette façon, on peut également comparer des algorithmes entre eux.

Les algorithmes usuels peuvent être classés en un certain nombre de
grandes classes de complexité.

Les algorithmes sous-linéaires, dont la complexité est en général enO(log n).
C’est le cas de la recherche d’un élément dans un ensemble ordonné fini de
cardinal n.

Les algorithmes linéaires en complexitéO(n) ou enO(n log n) sont considérés
comme rapides, comme l’évaluation de la valeur d’une expression composée
de n symboles ou les algorithmes optimaux de tri.

Plus lents sont les algorithmes de complexité située entreO(n2) etO(n3),c’est
le cas de la multiplication des matrices et de parcours dans les graphes.

Au delà, les algorithmes polynômiaux enO(nk) pour k > 3 sont considérés
comme lents, sans parler des algorithmes exponentiels (dont la complexité est
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1.1.7 Complexité des algorithmes

supérieure à tout polynôme en n) que l’on s’accorde à dire impraticables dès
que la taille des données est supérieure à quelques dizaines d’unités.
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Chapitre 2

L’hypercube

Introduction

Les propriétés des hypercubes les rendent intéressants pour la construc-
tion de machines dédiées au calcul parallèle. Au début des années 1960, des
idées furent proposées pour concevoir un ordinateur parallèle avec une archi-
tecture en hypercube : il y a n puissance 2 modules, chacun connecté directe-
ment à n autres ; en particulier, chaque module est placé sur le sommet d’un
cube à n-dimensions, et les arêtes de ce cube sont les câbles. Les justifications
dans le choix de l’hypercube peuvent parâıtre faible au regard des connais-
sances actuelles sur les familles de graphes, mais il s’avère que l’hypercube a
de nombreuses propriétés et plus d’une trentaine de caractérisation( Foldes
[8]).
L’objectif de ce chapitre est de citer quelques propriétés des hypercubes qui
utilisées dans la suite.

2.1 Le graphe de l’hypercube

L’hypercube de dimension n (noté Qn) est le graphe de 2n sommets qui
peuvent être considérés comme étant tous les vecteurs booléen sur {0, 1}n,
et où deux sommets sont adjacents si et seulement si les vecteurs associés à
ces sommets diffèrent exactement en une seule composante.

Notons que Q0 = K1, Q1 = K2 et que d’une manière générale, Qn peut être
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2.2.2 Propriétés élémentaires de l’hypercube

défini récursivement en utilisant le produit cartésien par Qn+1 = Qn�K2.
Il est donc clair que Qn(n ≥ 1) est isomorphe à

K2�K2...�K2︸ ︷︷ ︸
nfois

est donc Qn+d = Qn�Qd.

La figure 2.1 montre les hypercubes de petites dimensions.

(a)
Q0

(b) Q1 (c) Q2 (d) Q3

(e) Q4

Figure 2.1 – Graphes de l’hypercube Qn pour n = 0, . . . , 4.

2.2 Propriétés élémentaires de l’hypercube

Degré :
Deux sommets sont connectés s’ils diffèrent exactement sur un symbole de
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2.2.3 Quelques caractérisations de l’hypercube

leurs étiquettes. Comme l’étiquette a n symboles, chaque sommet est connecté
à exactement n voisins : tout sommet a pour degré n, autrement dit le graphe
est n-régulier.

Nombre de sommets : Par la construction recursive, on voit que pour
passer de Qn−1 à Qn , il faut faire une copie du graphe, autrement dit le
nombre de sommets est doublé.
Si Vn est le nombre de sommets du graphe Qn, on obtient ainsi |Vn| =
2∗|Vn−1|, et le premier cas est |V1| = 2 ; en déroulant la récurrence, on obtient

|Vn| = 2 ∗ |Vn−1| = 22 ∗ |Vn−2| = 2n,

c’est-à-dire que le graphe a 2n sommets.

2.3 Quelques caractérisations de l’hypercube

Une première caractérisation de l’hypercube est due à Foldes[8].

Théorème 2.3.1 un graphe connexe G = (x, y) est un hypercube si et seule-
ment s’il vérifie les conditions suivantes :

1. G est biparti.

2. pour tout couple de sommets u et v de G, le nombre de plus courtes
(u, v)-châınes est d(u, v)!.

Laborde - Rao Hebbare [25] et Mulder [28] ont indépendamment démontre
le théorème 2.3.1 qui repose sur le concept de (0, 2)-graphe.

Définition 2.3.1 Un graphe connexe G est un (0, 2)−graphe si et seulement
si toute paire d’arêtes adjacentes de G appartient à exactement un cycle de
longueur 4.

Cette même définition peut se formuler de manière équivalente en termes
de sommets et de châınes.

Définition 2.3.2 (Mulder) [29]
Un graphe connexe G est un (0, 2) − graphe si et seulement si,pour tout
couple de sommets (u, v) de G, il existe soit exactement deux châınes de
longueur 2 reliant u à v, soit aucune châıne de longueur 2 reliant u à v.

Mulder [29] a donné les propositions suivantes sur les (0, 2)− graphes.

18



2.2.3 Quelques caractérisations de l’hypercube

Proposition (Mulder) [29]
Si G est un (0, 2)− graphe ; alors G est régulier.

Proposition (Mulder) [29]
Si G est un (0, 2)− graphe de degré n, alors |V (G)| ≤ 2n.

Théorème 2.3.2 (Mulder, Laborde, Rao) [25, 28]
Soit G = (V,E) un (0, 2)− graphe, alors

1. G est régulier de degré n

2. |V (G)| ≤ 2n.

3. |V (G)| = 2n. si et seulement si G est un hypercube de dimension n.

Une autre caractérisation de l’hypercube est en terme d’intervalle donnée par
Mulder et Bandelt [2].

Théorème 2.3.3 ( Mulder et Bandeit) [2] Soit G un graphe biparti connexe,
les conditions suivantes sont équivalentes :

1. G est un hypercube ;

2. Tout intervalle dans G engendre un hypercube ;

3. Tout intervalle dans G engendre un (0, 2)− graphe ;

4. Tout intervalle I(u, v) dans G contient exactement 2d(u,v) sommets ; ,

5. Tout intervalle I(u, v) dans G engendre un graphe avec exactement
d(u, v).2d(u,v)−1 arêtes.

Théorème 2.3.4 (Mulder) [29]
Un graphe G connexe G = (V,E) est un hypercube si et seulement si G est
un graphe médian régulier.

Proposition (Muldcr) [29]

L’hypercube est hamiltonien, de plus par toute arête passe un cycle ha-
miltonien. D’autres caractérisations de l’hypercube en terme d’intervalles
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2.2.3 Quelques caractérisations de l’hypercube

ont été données, en particulier des caractérisations en terme de graphes dis-
tance monotones, [6], en terme de graphes intervalles reguliers et des graphes
sphériques [8] peuvent être trouvés.

Définition 2.3.3
Une projection (resp. anti projection) d’un sommet u d’un graphe G sur un
ensemble S de G et un sommet v de S à distance minimum (resp. maximum)
de u. Pour tout ensemble de sommets S de G et pour tout sommet u, on
désigne par P (u, S) (resp . AP (u, S) )l’ensemble des projections (resp. anti
projections) de u sur S.

Considérons les propriétés suivantes :

1. Pour tout triplet de sommets (u, v, w) on a |P (u, I(v, w))| = 1 (P1)

2. Pour tout triplet de sommets (u, v, w) on a |AP (u, I(v, w))| = 1 (P2)

Un graphe vérifiant l’une de ces deux propriétés est un graphe biparti.
[27] a donné une caractérisation de l’hypercube en termes d’anti projection
sur les intervalles.

Proposition Un graphe G = (V,E) est un hypercube si et seulement s’il
vérifie la propriété 2.

Berrachedi [4] a donné un résultat analogue en considérant les projections
sur les intervalles.

Définition 2.3.4
(0, 2)− graphe qui vérifie la propriété 1 est un hypercube.
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Chapitre 3

Plongement de graphes dans

l’hypercube

Introduction

La mise en oeuvre d’algorithmes parallèles sur des architectures multi-
processeurs à mémoire distribuée a conduit au développement de la notion
de plongement d’un graphe G dans un graphe H.
Bien souvent, un algorithme distribué A est décrit en supposant l’existence
d’une topologie logique S, sur laquelle A est défini. Parmi les topologies
logiques les plus utilisées, se trouvent les arborescences et les hypercubes. Un
plongement permet à ce qu’un réseau soit simulé par un autre : aux sommets
du réseau d’origine sont associés des sommets dans le réseau simulant, et deux
sommets voisins sont séparés par un chemin. Ainsi, un algorithme conçu
spécialement pour un réseau peut être réutilisé dans un autre grâce à un
plongement.

La qualité d’un plongement permet de savoir quelles sont les différentes
pertes en performance de l’algorithme. Pour cela, on considère plusieurs fac-
teurs (Behrooz Parhami[34] ) : Charge,Dilatation et Congestion.

Le problème de plongement de graphes dans l’hypercube à été traité par
plusieurs auteurs. Ainsi, I.Havel [15, 19, 22, 20] Harary [10, 12], Nebesky [31,
33] et plusieurs auteurs ont donné des familles de graphes qui sont plongeables
dans l’hypercube.
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3.3.1 Définitions générales

3.1 Définitions générales

Un plongement d’un grapheG dans un grapheH est défini par la donnée
d’une application injective ϕ de l’ensemble des sommets de G dans l’ensemble
des sommets de H, et d’une application Pϕ de l’ensemble des arêtes de G
dans l’ensemble des châınes de H, qui associe à chaque arête xy de G, une
châıne reliant les sommets ϕ(x) et ϕ(y) dans H.

3.1.1 Paramètres de plongement

Beaucoup de paramètres ont été définis pour mesurer l’efficacité des
plongements. Nous donnerons la définition de ceux d’entre eux qui sont le
plus souvent étudiés, à savoir la dilatation, l’expansion et la congestion.

Dilatation
La dilatation d’un plongement ϕ d’un graphe G dans un graphe H, notée
dil(ϕ) est la longueur maximale des châınes Pϕ(xy) de H, associées aux arêtes
xy de G. Dans le cas où l’on considère des châınes de plus courte longueur,
la longueur de Pϕ(xy) est alors égale à la distance dH(ϕ(x), ϕ(y)) et la dila-
tation s’exprime uniquement en fonction de ϕ, par :

dil(ϕ) = Max
xy∈E(G)

dH(ϕ(x), ϕ(y))

Dire que G est plongeable avec dilatation 1 est équivalent à dire que G est un
sous-graphe de H.Dans ce cas, l’image de l’arête xy de G est l’arête ϕ(x)ϕ(y)
de H. Si de plus |V (G)| = |V (H)|, alors G est un graphe partiel de H.

Exemple 3
La grille binaire M(2, 4) est plongeable dans l’hypercube Q3 avec dilatation
1.

Expansion
L’expansion d’un plongement d’un graphe G dans un graphe H est le rapport
du nombre de sommets de H, sur le nombre de sommets de G. Ce paramètre
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3.3.2 Graphes et dimensions cubiques

est une mesure du degré d’utilisation des processeurs dans le cas d’un algo-
rithme modélisé par G, et implémenté sur le réseau de processeurs modélisé
par H.
une expansion égale à 1 peut correspondre à une utilisation optimale, ou du
moins très efficace, des processeurs.

Congestion
La congestion d’un plongement ϕ d’un graphe G dans un graphe H, notée
cong(ϕ), est le maximum, pris sur toutes les arêtes e de H, du nombre de
châınes Pϕ(xy) de H, images d’arêtes de G, qui contiennent e.
Dans la littérature, le calcul de la congestion n’est généralement fait que
pour un plongement qui optimise d’abord des contraintes sur la dilatation et
l’expansion. Cependant, il semblerait que ce paramètre soit plus important
que la dilatation (dépendant des modèles de communication) et qu’il serait
intéressant de le minimiser, sans tenir compte de la dilatation.

3.2 Graphes et dimensions cubiques

Un graphe G est dit cubique s’il admet un plongement de dilatation 1
dans Qn pour un certain n. Le plus petit entier n pour lequel G est plon-
geable dans Qn est appelé dimension cubique, noté dim(G).

Firsov [7] a remarqué que les arbres sont des graphes cubiques. Il a
aussi montré que tout graphe cubique est nécessairement biparti, mais la
réciproque n’est pas vrai en général. Un exemple de graphe biparti est le
graphe K2,3 ci-dessous (figure 3.1). K2,3 n’est pas un graphe cubique, il n’ad-
met pas de plongement dans Qn quelque soit la valeur de n. En effet, suppo-
sons qu’il existe un tel plongement, comme u et v sont à distance 2 dans K2,3,
alors leurs images respectives p = ϕ(u) et q = ϕ(v) seront aussi à distance
2 dans Qn Or, deux sommets à distance 2 dans Qn appartiennent à exacte-
ment 2 châınes sommet-disjointes de longueurs 2 dans Qn , ce qui n’est pas
possible car les 3 châınes sommet-disjointes de longueurs 2 dans K2,3 doivent
se plonger dans 3 châınes sommet-disjointes dans Qn.

23



3.3.3 Plongement de graphes dans l’hypercube

u

v

z

y

x

Figure 3.1 – Graphe K2,3

3.2.1 Décider si un graphe G est cubique

Havel et Morávek [18] ont donnés les conditions nécessaires et suffi-
santes pour dire si un graphe G donné est cubique. Ce concept est connu
sous le nom de la Cn-valuation définie comme suit :
Un graphe G est dit Cn-valuaé si et seulement si on peut étiqueter les arêtes
de G par des entiers appartenant à l’ensemble {1, ..., n}, de telle sorte que :

1. Toutes les arêtes de G incidentes à un même sommet x admettent des
étiquetages différents,

2. Pour toute châıne P de G, il existe un entier i ∈ {1, ..., n} qui apparâıt
un nombre impair de fois dans l’étiquetage des arêtes de P ,

3. Pour tout cycle C de G, aucun entier i ∈ {1, ..., n} n’apparâıt un
nombre impair de fois dans l’étiquetage des arêtes de C.

En utilisant ces conditions, Havel et Liebl [21, 22] ont montré, indépendamment
du résultat de Firsov [7], que les arbres sont des graphes cubiques et ont donné
des plongements efficaces des arbres binaires dans l’hypercube. Ils ont aussi
montré que les cycles sont des graphes cubiques si et seulement si ils sont
d’ordres pairs.

3.3 Plongement de graphes dans l’hypercube

Chercher un plongement optimal d’un graphe G dans un graphe d’une
famille donnée, revient à plonger G dans le graphe H de cette famille ayant
le plus petit nombre de sommets possible, supérieur ou égale à celui de G.
On dit alors que H est optimal pour G.
Dans le cas où cette famille de graphes est réduite à un seul graphe qui est
le graphe de l’hypercube ; alors la recherche d’un plongement optimal d’un
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3.3.3 Plongement de graphes dans l’hypercube

graphe G dans un hypercube Qn consiste à trouver la plus petite dimension
n de l’hypercube pour le quel G y est plongeable .

3.3.1 Condition nécessaire pour qu’un graphe G soit
plongeable dans Qn

Si un graphe G = (V,E) est plongeable dans le graphe Qn , alors
nécessairement on a :

– |V (G)| ≤ 2n,
– G est biparti,
– le degré maximum de G, M (G) ≤ n.

Toutes ces conditions sont nécessaires pour que un graphe G qui est plon-
geable dans Qn, mais pas suffisantes, comme le montre l’exemple suivant
(figure 3.2) :

w

V

Figure 3.2 – Arbre équilibré à 16 sommets qui n’est pas plongeable dans Q4

Cet arbre T n’est pas plongeable dans Q4 pour la simple raison que dans T
tous les sommets sont à distance au plus 3 du sommet v, alors que dans Qn,
pour tout sommet donné v, il existe un unique sommet u tel que d(u, v) = n
(Qn est antipodal). L’antipodal de v devrait être à distance 4 dans Q4.
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3.3.4 Quelques classes de graphes plongeable dans l’hypercube

3.4 Quelques classes de graphes plongeable

dans l’hypercube

3.4.1 plongement des arbre dans Qn

Quelques propriétés des arbres

Théorème 3.4.1 (Havel) [17]
Un arbre T est plongeable dans Qn si et seulement s’il existe une Cn −
valuation de T .

Soit T un arbre d’ordre n. L’hypercube Qdim(T ) est appelé hypercube
optimal de T . D’après la remarque précédente tout arbre est plongeable dans
l’hypercube, donc on s’intéressera à la recherche de dimension de ces arbres
(plongement optimal de ces arbres dans l’hypercube ).

3.4.2 Arbre Binaires

Définition 3.4.1
Un arbre T est dit binaire si son degré maximum ∆(T ) ≤ 3. Un résultat
concernant les arbres binaires a été donné par I.Havel [16].

Proposition (I.Havel) [16]
Soit T un arbre binaire d’ordre 2n avec n ≥ 3. Si T est équilibré et possède
deux sommets de degré 3 alors T est plongeable dans Qn.

Définition 3.4.2 L’arbre binaire complet Dn est le graphe défini inductive-
ment comme suit :

– Pour n = 1 D1 = K1,2 est un graphe biparti complet .
– Pour n ≥ 2. Dn est obtenu à partir de deux copies disjointes T1. T2

de Dn−1 et d’un nouveau sommet u, tel que u est relié par une arête
à un sommet de degré 2 de T1 et par une autre arête à un sommet
de degré 2 de T2.

Dn possède 2n sommets pendants, 2n − 2 sommets de degré 3 et un seul
sommet de degré 2. Le sommet de degré 2 sera appelé la racine de Dn donc
Dn possède 2n+1 − 1 sommets.
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3.3.4 Quelques classes de graphes plongeable dans l’hypercube

Figure 3.3 – L’arbre D3

Définition 3.4.3 Dn peut être défini aussi de la manière suivante Dn =
(V,E) où V c’est l’ ensemble (1, 2, ...., 2(n+1)− 1) de sommets, deux sommets
p et q sont adjacents si l’une des conditions suivantes est vérifiées :

1. ) 1 ≤ min(p, q) ≤ 2n − 1 et max(p, q) = 2 min(p, q).

2. ) 1 ≤ min(p, q) ≤ 2n − 1 et max(p, q) = 2 min(p, q) + 1.

Le résultat suivant est dû à I.Havel [14].

Théorème 3.4.2 (I.Havel [14]) Soit n ≥ 2. Dn est plongeable dans Qn+2 et
dim(D1) = 2, dim(Dn) = n + 2. A partir de l’arbre binaire complet Dn on
définira d’autres arbres plongeables dans l’hypercube.

Pour n ≥ 2, Bn et un arbre binaire obtenu à partir de l’arbre binaire complet
Dn−1, et d’un sommet u, tel que u soit relié à la racine de Dn−1 par un arête.

Bn possède 2n−1 + 1 sommets pendants et 2n−1 − 1 sommets de degré
3, donc Bn possède 2n sommets.

Exemple 4

I.Havel [16] a montré que Bn est plongeable dans Qn+1, donc Dn est
plongeable dans Qn+2.
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3.3.4 Quelques classes de graphes plongeable dans l’hypercube

Figure 3.4 – L’arbre B3

Théorème 3.4.3 (I.Havel) [16]
Pour tout n ≥ 2, Bn est plongeable dans Qn+1, dim(Bn) = n+ 1. L’arbre Bn

peut être généralise comme suit :

soit n ≥ 2 et k ≥ 1, on peut définir l’arbre noté B
(k)
n de la manière

suivante : B1
n = Bn et B

(k)
n est l’arbre obtenu par subdivision de chaque arête

de l’arbre binaire, complet Dn−1 par k−1 sommets et l’arête pendante de Bn

adjacente à la racine de Dn−1 par k sommets.

Il est clair que |V (k)
n | = K.2n+1 I.Havel [16] a démontré aussi la proposition

suivante,qui concerne le plongement de B2
n dans l’hypercube.

Proposition (Havcl) [16] Pour n ≥ 2, |V (B2
n)| = 2n+2 ,et B2

n est plongeable
dans Qn+2, dim(B2

n) = n+ 2.

Figure 3.5 – L’arbre D2
1
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3.5 Autres graphes plongeables dans Qn

3.5.1 Plongements des grilles et des échelles

Définition 3.5.1 Une n-grille M = M(d1 × d2 × ... × dn) est le produit
cartésien de n châınes P1, P2, ..., Pn d’ordres respectifs d1, d2, ..., dn.

Grilles binaires

Une grille est dite binaire si di est une puissance de 2 pour tout i,en
particulier. Si di = 2 ∀i, alors M est l’hypercube de dimension n.

M(2× 4) = P2�P4

Figure 3.6 – Grille binaire

Exemple 5 Harary et Lewinter [13] ont montré que les grilles binaires sont
des graphes cubiques. La démonstration repose sur le lemme suivant :

Lemme 3.1 (Hanlry et Lewinter [13]) Si G et H deux graphes plon-
geables dans G′ et H ′ respectivement, alors G�H est plongeable dans G′�H ′.

Preuve : on a V (G�H) ⊆ V (G′�H ′), et par définition de la somme
cartésienne, on a V (G�H) ⊂ V (G′�H ′).

Théorème 3.5.1 ((Kobeissi) [24] )
La n-grille est plongeable dans Qm si et seulement si d1 × ...× dn ≤ 2m
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3.3.5 Autres graphes plongeables dans Qn

Preuve : ( M. Kobeissi) [24]

La condition nécessaire vient du fait que |V (M)| = d1.d2...dn, alors que
|V (Qm)| ≤ 2m.
Maintenant supposons que d1.d2...dn = 2m. Dans ce cas M est le produit
cartésien de châınes d’ordres di (ou di est une puissance de 2 pour tout i).
Chaque châıne d’ordre di se plonge dans son hypercube optimal de dimension
log di car l’hypercube est hamiltonien,

Échelles

Définition 3.5.2 Soient P1 = a1, a2, ..., ak et P2 = bl, b2, ..., bk deux châınes
d’ordres K, tel que les sommets ai, et bi (i = 1...K) sont reliés par des châınes
d’ordres r1, r2, ...., rk de sorte que les extrémités de ri soient reliée l’une par
une arête à ai et l’autre par une autre arête à bi. Pour i = 1, ..., K (ai et bi
seront reliés par une arête si ri = 0 ) .Un tel graphe est appelé grille . Les
châınes entre ai el bi sont appelées les rangs.

Exemple 6

a1

b1 b4

a4

Figure 3.7 – Échelle de rangs 2, 0, 2 et 4

Le théorème suivant sur le plongement des échelles dans l’hypercube
est dû à Bezrukov [5]

Théorème 3.5.2 Toute échelle équilibrée E est plongeable dans son hyper-
cube optimal.
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3.3.5 Autres graphes plongeables dans Qn

3.5.2 Plongement des quasi-étoiles et des double quasi-
étoiles

Après avoir rappeler des résultats sur le plongement de certains graphes
dans l’hypercube, nous nous intéressons à présent dans cette section à deux
familles de graphes, à savoir les quasi-étoiles et les doubles quasi-étoiles.
Par opposé aux plongements précédents qui concernaient les graphes à faible
degré, on s’intéresse ici aux plongements de graphes ayant un degré maximum
par rapport à l’hypercube. Une étoile est, comme son nom l’indique, un arbre
avec exactement un sommet u qui n’est pas pendant. Ce sommet est appelé
jonction, et son degré est le nombre d’arêtes qui sont incidentes à u. Un tel
arbre est noté K1,n

u

Figure 3.8 – Étoile K1,n

Il est évident qu’une étoile est cubique et que dim(K1,n) = n. Une quasi-
étoile est une étoile dont les arêtes sont subdivisées. Le lemme 3.2 donne une
condition nécessaire et suffisante pour qu’une quasi-étoile soit équilibrée.

Plongement doubles quasi-étoiles

Lemme 3.2 (I.Havel) [29] Une quasi-étoile est équilibrée si est seulement si
elle possède exactement une seule châıne de longueur impaire.

Le degré d’une quasi-étoile est le nombre de châınes qui sont incidentes u .
On notera S(a1, a2, ..., aK) une quasi-étoile de degré K, dont les châınes sont
d’ordres respectifs a1a2, ..., aK . Une quasi- étoile de degré K, à 2n sommets,
est appelée K-quasi-étoile.
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3.3.5 Autres graphes plongeables dans Qn

u

Figure 3.9 – Quasi-étoile S(1, 1, 1, 1, 4)

Définition 3.5.3 Une double étoile est formée de deux étoiles dont les jonc-
tions u et v sont reliées par une arête.
A noter que u et v ne sont pas de même degré.

Définition 3.5.4 Une double quasi-étoile est une subdivision d’une double
étoile, dans laquelle l’arête reliant u et v n’est pas subdivisée .
Une double quasi-étoile dont les sommets u et v sont de degrés respectifs
k et s (k ≥ s), est notée S(a1, ..., ak; b1, b2, ..., bs).La figure 3.10 montre un
example de tel graphe.

u v

Figure 3.10 – Double quasi-étoile S(1, 4; 2, 3)

Une double quasi-étoile est équilibrée si est seulement si le nombre
de châınes d’ordres impairs qui sont incidentes à u est égale au nombre de
châınes d’ordres impairs incidentes à v.
Une double quasi-étoile équilibrée S(a1, a2, ..., aK , b1, b2, ..., bs) est appelé K-
double quasi-étoile équilibrée.

I.Havel [9] a montré que les 3-quasi-étoiles équilibrée à 2n sommets
sont plongeables dans Qn, (Nebeskỳ) [32] a étendu ce résultat aux 4-quasi-
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3.3.5 Autres graphes plongeables dans Qn

étoiles équilibrées et 5-quasi-étoiles équilibrées. Limaye [26] a prouvé ce même
résultat pour k = 6.

Théorème 3.5.3 Toute k-quasi-étoile équilibrée à 2n sommets avec (k ≤ n)
est plongeable dans Qn.
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Chapitre 4

Plongement de copies de

graphes dans l’hypercube

Introduction

L’objectif considéré portait sur la détermination de nombre maximum
de copies disjointes de graphe qu’on peut plonger dans un hypercube de di-
mension n.

4.1 Nombre de copies de K1,3 dans Qn

Dans cette section on cherche à déterminer le nombre de copies de K1,3

dans un hypercube de dimension n.
Soit Fn(k1,3) le nombre de copies de k1,3 dans Qn avec n ≥ 3.
On choisit un sommet x dans Qn parmi 2n sommets pour construire K1,3,
ensuite multiplions par nombre de combinaison de 3 parmi n (C3

n) sommets
adjacent au sommet x, et comme y 2n sommets dans Qn, alors il faut multi-
plier par(2n).

Fn(k1,3) = C3
n 2n =

n!

(n− 3)!3!
· 2n n ≥ 3
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4.4.2 Nombre de copies de K1,v dans Qn

Exemple 7 Le nombre de copies de K1,3 dans Q3 .

F3(K1,3) = C3
3 23 = 8

Figure 4.1 – Nombre de copies de K1,3 dans Q3

4.2 Nombre de copies de K1,v dans Qn

Notons par Fn(K1,v) le nombre de copies de K1,v (étoile Ev) dans Qn,
(v + 1) le nombre de sommets de K1,v et v nombre d’arêtes.
Il y a exactement 2n · Cv

n copies de K1,v dans Qn avec n ≥ v .

En effet, il faut tout d’abord choisir un sommet parmi 2n dans Qn pour
construire K1,v , ensuite il faut multiplier par le nombre de combinaison pos-
sible (Cv

n) et de faire avec 2n sommets de ( Qn ).
La formule qui déterminer le nombre de copies de K1,v dans Qn.

Fn(k1,v) = Cv
n · 2n =

n!

(n− v)!v!
· 2n n ≥ v
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4.4.3 Nombre de copies de double quasi-étoile S(1, 1, 1; 1, 1, 1) dans
Qn

n

Figure 4.2 – K1,n

4.3 Nombre de copies de double quasi-étoile

S(1, 1, 1; 1, 1, 1) dans Qn

Notons par Fn(s) le nombre de copies de S(1, 1, 1; 1, 1, 1) dans Qn

figure 4.3,

Figure 4.3 – 3-Double quasi-étoile S(1, 1, 1; 1, 1, 1)

Fn(s) = C3
n · C3

n · 2n−1 = (
n!

(n− 3)!3!
)2 · 2n−1 n ≥ 4
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4.4.4 Plongement de copies disjointes de Qi dans Qn

4.4 Plongement de copies disjointes de Qi dans

Qn

On sait que dans un hypercube de dimension n (Qn) on peut plonger
deux copies disjointes de Qn−1, et dans Qn−1 on peut plonger deux copies
disjointes de Qn−2, donc par induction sur n, on obtient :
le nombre maximum de copies disjointes de Qi que on peut plonger dans Qn

est 2n−i avec 0 ≤ i ≤ n.

Q1

Q1

Q2
Q3 Q4

Figure 4.4 – Nombre de copies de Qn−1 dans Qn

4.5 Plongement de copies disjointes de K1,3

dans Qn

Par la construction récursive, on voit que pour passer de Qn−1 à Qn,
il faut faire une copie du graphe, autrement dit le nombre de sommets est
doublé.

Soit DFn le nombre de copies disjointes de K1,3 qu’on peut plonger
dans Qn.
Pour n = 3 on a DF3 = 2 et
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4.4.6 Plongement de copies disjointes de double quasi-étoile
S(1, 1, 1; 1, 1, 1) dans Qn

Pour n ≥ 4 DFn = 2 ·DFn−1 Par induction sur n on obtient :

∀n ≥ 3 DFn = 2n−2

Le nombre de copies maximum qu’on peut plonger dans Qn est 2n−2.

Exemple 8 Plongement de copies disjointes de k1,3 dans Q3

Q3 k
′
1,3 k

′′
1,3

Figure 4.5 – Plongement de copies disjointes de K1,3 dans Qn

4.6 Plongement de copies disjointes de double

quasi-étoile S(1, 1, 1; 1, 1, 1) dans Qn

Soit DSn le nombre de copies disjointes de S(1, 1, 1; 1, 1, 1) qu’on peut
plonger dans Qn. Pour n = 4 DS4 = 2 et pour n ≥ 5 DSn = 2 · DSn−1.
Par induction sur n on obtient :

∀n ≥ 4 DFn = 2n−3

Dans un hypercube de dimension n on peut plonger 2n−3 copies disjointes de
S(1, 1, 1; 1, 1, 1).

Exemple 9
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4.4.7 Plongement de copies disjointes du graphe Sk(1, 1, 1; 1, 1, 1)
dans Qn

G1 G2Q4

Figure 4.6 – Plongement de copies disjointes de double quasi-étoile
S(1, 1, 1; 1, 1, 1) dans Qn

4.7 Plongement de copies disjointes du graphe

Sk(1, 1, 1; 1, 1, 1) dans Qn

Le graphe Sk(1, 1, 1; 1, 1, 1) est l’union de k copies de double quasi-étoile
S(1, 1, 1; 1, 1, 1) par une arête, comme il le montre la figure4.7.

Soit DS
(k)
n le nombre de copies disjointes de Sk(1, 1, 1; 1, 1, 1) qu’on peut

plonger dans Qn.
pour n = k et k ≥ 4 on a DS

(k)
n = 2 et pour n > k ≥ 4 DS

(k)
n = 2 ·DS(k)

n−1
Par induction sur n on obtient :

∀n ≥ k ≥ 4 DS(k)
n = 2n−k+1

Donc dans l’hypercubeQn on peut plonger 2n−k+1 copies disjointes de Sk(1, 1, 1; 1, 1, 1).

. . .

Figure 4.7 – Le graphe Sk(1, 1, 1; 1, 1, 1)
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4.4.8 Plongement de copies disjointes de la grille binaire M(2, 4)
dans Qn

4.8 Plongement de copies disjointes de la grille

binaire M(2, 4) dans Qn

Soit M2,4(Qn) le nombre de copies disjointes de graphe M(2, 4) qu’on
peut plonger dans Qn.

pour n = 3 M2,4(Q3) = 1
pour n ≥ 4

M2,4(Qn) = 2 ·M2,4(Qn−1)
par induction sur n on obtient :

donc ∀n ≥ 3 M2,4(Qn) = 2n−3

Ce résultat montre que dans l’hypercubeQn on peut plonger 2n−3 copies
disjointes de M(2, 4).

Exemple 10 plongement de la grille binaire(2,4) dans Q3

M(2× 4) = P2�P4Q3

Figure 4.8 – Plongement de la grille binaire(2,4) dans Q3
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4.4.9 Plongement de copies disjointes de la grille binaire M(2, 8)
dans Qn

4.9 Plongement de copies disjointes de la grille

binaire M(2, 8) dans Qn

Soit M2,8(Qn) le nombre de copies disjointes de M(2, 8) qu’on peut
plonger dans Qn.
Pour n = 4 M2,8(Q4) = 1

M2,8(Qn) = 2 ·M2,8(Qn−1) ∀n ≥ 5

Par induction sur n on obtient :

M2,8(Qn) = 2 ·M2,8(Qn−1) n ≥ 4

Ce résultat montre que dans l’hypercubeQn on peut plonger 2n−3 copies
disjointes de M(2, 8).

Plongement de la grille binaire(2,8) dans Q4

M(2× 8) = P2�P8Q4

Figure 4.9 – Plongement de la grille binaire(2,8) dans Q4
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4.4.10 Plongement de copies disjointes de grille binaire M(2, 4 · 2k)
dans Qn

4.10 Plongement de copies disjointes de grille

binaire M(2, 4 · 2k) dans Qn

On pose M2,4·2k(Qn) avec k ∈ N est le nombre de copies disjointes de
M(2, 4 · 2k) qu’on peut plonger dans Qn, on obtient ainsi

M2,4·2k(Qn) = 2 ·M2,4·2k(Qn−1) avec n ≥ k + 3 ≥ 4.

Pour n = k + 3 M2,4·2k(Qn) = 1

Par induction sur n on obtient :

∀k ≥ 0,∀n ≥ 2k + 2 M2,4·2k(Qn) = 2n−(k+3)

Ce résultat montre que dans l’hypercube Qn on peut plonger 2n−(k+3)

copies disjointes de M(2, 4 · 2k).

Q5 M(2× 8) = P2�P8

Figure 4.10 – Plongement de 2 grille binaire(2,8) dans Q5
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4.4.11 La mise en oeuvre de l’algorithme

4.11 La mise en oeuvre de l’algorithme

Dans cette section, nous décrivons deux algorithmes qui permettent de
déterminer le nombre maximum de copies disjointes de graphes k1,3 et double
quasi-étoile s(1, 1, 1; 1, 1, 1), dans un hypercube de dimension n.

Le but de cet algorithme est d’exposer une méthode de décomposition
de l’hypercube en copies disjointes. La nécessite d’une telle décomposition
apparâıt par exemple lorsqu’on veut répartir un ensemble de composants
électroniques sur des cartes ou des plaquettes en minimisant les connexions
inter-cartes ;

4.11.1 Algorithme de calcul du nombre de copies de
K1,3 dans Qn
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4.4.11 La mise en oeuvre de l’algorithme

Entrée :n dimension de l’hypercube.
Sorte N nombre de copies de k1,3.
s : Tableau ;
V : Tableau ;
x0 : entier ;
x1 : entier ;

v ← [1, 2, ..., 2n]
Si (n < 3 ) Alors

N ← 0 [ Les hypercubes de dimension < 3]

Sinon
x0 ← sommet initial d’étiquette {0}n
Tant que (v 6= ∅) faire

s =procedure sommets adjacent(x0, k)
[ La procédure retourne un ensemble S de k sommets adja-
cents]

V ← V ∩ (V \ s)
Ncopie ← Ncopie + 1 ;
Si (itra mod 2 = 0) Alors

x1 ← le sommet a distance 2 de x0
[ x1 Le sommet suivant]

Sinon
x1 ← le sommet adjacent de x0

Fin Si

x0 ← x1

Fait

Fin Si
Retourne (N)

Algorithme 1: Algorithme de calcul du nombre de copies de K1,3 dans
l’hypercube Qn
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4.4.11 La mise en oeuvre de l’algorithme

Exemple 11 Appliquons de l’algorithme précédent pour trouver N nombre
de copies de k1,3 dans (Qi avec i = 4..12).

Qi nombre de copies Durée d’exécution (Secondes)
Q4 4 0.0283
Q5 8 0.1077
Q6 16 0.4362
Q7 32 1.8276
Q8 64 7.0125
Q9 128 28.7698
Q10 256 115.0460
Q11 512 1900.9
Q12 1024 9330.2

4.11.2 Algorithme de calcul du nombre de copies de
S(1, 1, 1; 1, 1, 1) dans Qn

Appliquons de l’algorithme précédent pour trouver N nombre de copies
de k1,3 dans (Qi avec i = 4..12).

45



4.4.11 La mise en oeuvre de l’algorithme

Entrée :n dimension de l’hypercube.
Retourne (N) nombre de copies de S(1, 1, 1; 1, 1, 1).
s : Tableau ;
V : Tableau ;
x0 : entier ;
x1 : entier ;

v ← [1, 2, ..., 2n] ; N ← 0 ;
Si (n < 3 ) Alors

Rtourne ( N=0 ) ;

Sinon
x0 ← sommet initial d’étiquette {0}n
x1 = procedure sommets adjacent(x0, 1)
[x1 ← sommet initial adjacent au sommet x0]

Tant que (v 6= ∅) faire
s1 = procedure sommets adjacent(x0, 3)
s2 = procedure sommets adjacent(x1, 3)
[ La procédure retourne un ensemble S de k sommets adja-
cents au sommet x0]

s← s1 ∪ s2 ;
V ← V ∩ (V \ s) ;
N ← N + 1 ;
x3 = procedure sommets adjacent(x0, 1)
x0 ← x3
x1 = procedure sommets adjacent(x0, 1)

Fait

Fin Si
Retourne (N)

Algorithme 2: Algorithme de calcul du nombre de copies disjointes de
S(1, 1, 1; 1, 1, 1) dans l’hypercube Qn
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4.4.11 La mise en oeuvre de l’algorithme

Application 2

Qi nombre de copies Durée d’exécution (Secondes)
Q4 2 0.0293
Q5 4 0.1198
Q6 8 0.4790
Q7 16 1.9886
Q8 32 8.3063
Q9 64 31.3699
Q10 128 128.5559
Q11 256 1632.7
Q12 512 7861.3

4.11.3 Complexité

L’algorithme exécute au plus (2n) itération, et pour chacun d’eux :
y n accès à la matrice d’adjacence de l’hypercube,pour chaque accès on utilise
une pile v (un vecteur)de dimension 2n , pour laquelle on définies les proce-
dures s = procedure sommets adjacent(x0, k), qui retourne les successeurs
de x0
la procédure empile(v, s) qui supprime l’ensemble s des sommets de la pile v.

Ainsi que on obtient un algorithme de complexité O(2n · n2), la complexité
de l’algorithme augmente de façon exponentielle.

Discussion

Dans les deux algorithmes le temps de calcule croit avec la dimension
de l’hypercube.
pour Q4 :dans le premier algorithme la durée t=0.0283 s et pour Q5 t4 =
0.1077 s = 4 · t4 s.
On remarquer que tn = 4 · tn−1
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Conclusion générale

Beaucoup de chercheurs se sont intéressés au plongement de graphe
dans l’hypercube Havel [15, 19, 22, 20] Harary [11, 10, 12], Nebesky [33, 33].

Dans ce mémoire,Nous nous sommes intéressés au plongement de co-
pies de graphes dans l ’hypercube. Nous avons introduit des nouvelles classes
d’arbre pour les quelles nous avons donné le nombre de copies disjointes
maximale qu’on peut placer dans l’hypercube de dimension n , cette étude
de placement est très importante dans la caractérisation des nouvelles classes
d’arbre plongeable dans l’hypercube.
Nous avons ensuite présenté deux algorithmes qui permettent de donner le
nombre de copies qu’on peut placer d’un hypercube Qn.

La notion de plongement de copies disjointes d’arbres dans l’hypercube
Qn, peut nous aider à construire plusieurs nouvelles classes d’arbres qu’on
peut plonger dans leur hypercube optimal.
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Résumé

L’étude d’un plongement d’un graphe G dans un graphe H revient à voir
si G est isomorphe à un sous graphe de H.Le problème a été traité par
Havel [15, 19, 22, 20] Harary [11, 10, 12], Nebesky [31, 33].
Ce problème possède de nombreuses applications (architecture parallèle,
transfère de l’information, codage,).Johnsson [23] , Wagar[35].
On s’est intéressé dans ce travail au plongement de copies d’un graphe G
dans l’hypercube.
Les graphes considérés sont les étoiles, les quasi-étoiles et les Grilles. Pour
les deux premier types, on a développé deux algorithmes donnant le
maximum de copies plongeables.

Mots clés : Hypercube, Plongement, Graphe, Isomorphisme, Arbre,Grille.
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