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Thème

Optimisation de plongement de copies de graphes dans l’hypercube

Résumé

L’étude d’un plongement d’un graphe G dans un graphe H revient à voir si G est
isomorphe à un sous graphe de H. Havel [6, 10, 13, 11] Harary [2, 1, 3], Nebesky [17, 18].
Ce problème possède de nombreuses applications (architecture parallèle, transfère de l’infor-
mation, codage,. . .).Johnsson [14] , Wagar[19].
On s’est intéressé dans ce travail au plongement de copies d’un graphe G dans l’hypercube.
Les graphes considérés sont les étoiles, les quasi-étoiles et les Grilles. Pour les deux premier
types, on a développé deux algorithmes donnant le maximum de copies plongeables.

Mots clés : : Hypercube, Plongement, Graphe, Isomorphisme, Arbre,Grille.
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1 Introduction

La mise en oeuvre d’algorithmes parallèles sur des architectures multiprocesseurs à mémoire dis-
tribuée a conduit au développement de la notion de plongement d’un graphe G dans un graphe H.
Bien souvent, un algorithme distribué A est décrit en supposant l’existence d’une topologie logique
S, sur laquelle A est défini. Parmi les topologies logiques les plus utilisées, se trouvent les arbores-
cences et les hypercubes. Un plongement permet à ce qu’un réseau soit simulé par un autre : aux
sommets du réseau d’origine sont associés des sommets dans le réseau simulant, et deux sommets
voisins sont séparés par un chemin. Ainsi, un algorithme conçu spécialement pour un réseau peut
être réutilisé dans un autre grâce à un plongement.Le problème de plongement de graphes dans
l’hypercube à été traité par plusieurs auteurs. Ainsi, Havel [6, 10, 13, 11]Harary [2, 1, 3], Nebesky
[18] et plusieurs auteurs ont donné des familles de graphes qui sont plongeables dans l’hypercube.

Dans certaines applications, il est souhaitable d’intégrer des copies multiples d’un graphe G
donné dans hypercube Qn de sorte que les plongements soit disjointes, dans le but de plonger un
maximum de copies. Par exemple, sur certaines machines les processeurs ont peu de mémoire, et
certains programmes ont besoins de plus de mémoire. Dans un tel contexte, il peut être nécessaire
d’avoir (p + 1) processeurs travaillant ensemble, avec un mâıtre et p esclaves, Pour minimiser le
temps de communication, les processeur doivent être disposés comme l’étoile K(1,p). Johnsson [14]
, Wagar[19].
Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au plongement de copies de graphes dans l’hyper-
cube, nous avons donnés pour certaines classes de graphe le nombre maximum de copies qu’on peut
plonger dans un hypercube de dimension n, comme l’étoile K(1,n) , quasi-étoile S(1, 1, 1; 1, 1, 1),
double quasi-étoile Sk(1, 1, 1; 1, 1, 1), et les grilles.
Pour ce type de plongement nous avons présentés deux algorithmes implémentés sur une machine
(Dell,i3) sous le langage de programmation (matlab R2012a), qui permettent de décomposer Qn

en nombre optimal de copies disjointes de K(1,3) et quasi-étoile S(1, 1, 1; 1, 1, 1).

2 Définitions

Un plongement d’un graphe G dans un graphe H est défini par la donnée d’une application injec-
tive ϕ de l’ensemble des sommets de G dans l’ensemble des sommets de H, et d’une application
Pϕ de l’ensemble des arêtes de G dans l’ensemble des châınes de H, qui associe à chaque arête xy
de G, une châıne reliant les sommets ϕ(x) et ϕ(y) dans H.

3 Graphes et dimensions cubiques

Un graphe G est dit cubique s’il admet un plongement de dilatation 1 dans Qn pour un certain n. Le
plus petit entier n pour lequel G est plongeable dans Qn est appelé dimension cubique, noté dim(G).

Firsov [16] a remarqué que les arbres sont des graphes cubiques. Il a aussi montré que tout graphe
cubique est nécessairement biparti, mais la réciproque n’est pas vrai en général. Un exemple de
graphe biparti est le graphe K2,3 ci-dessous (figure 1). K2,3 n’est pas un graphe cubique, il n’admet
pas de plongement dans Qn quelque soit la valeur de n. En effet, supposons qu’il existe un tel
plongement, comme u et v sont à distance 2 dans K2,3, alors leurs images respectives p = ϕ(u) et
q = ϕ(v) seront aussi à distance 2 dans Qn Or, deux sommets à distance 2 dans Qn appartiennent
à exactement 2 châınes sommet-disjointes de longueurs 2 dans Qn , ce qui n’est pas possible car les
3 châınes sommet-disjointes de longueurs 2 dans K2,3 doivent se plonger dans 3 châınes sommet-
disjointes dans Qn.

3.1 Décider si un graphe G est cubique

A noter qu’un graphe G est cubique si et seulement si toutes ses composantes connexes. Havel et
Morávek [12] ont donné les conditions nécessaires et suffisantes suivantes pour dire si un graphe
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Figure 1 – Graphe K2,3

G donné est cubique.

3.1.1 Conditions nécessaires et suffisantes

Un graphe G peut être plongé dans Qn si et seulement si on peut étiqueter les arêtes de G par des
entiers appartenant à l’ensemble {1, ..., n}, de telle sorte que :

1. Toutes les arêtes de G incidentes à un même sommet x admettent des étiquetages différents,

2. Pour toute châıne P de G, il existe un entier i ∈ {1, ..., n} qui apparâıt un nombre impair de
fois dans l’étiquetage des arêtes de P ,

3. Pour tout cycle C de G, aucun entier i ∈ {1, ..., n} n’apparâıt un nombre impair de fois dans
l’étiquetage des arêtes de C.

4 Plongement de graphes dans l’hypercube

L’hypercube de dimension n, noté Qn est le graphe où les sommets représentent les n-uplets de
{0, 1}n et où deux sommets sont adjacents si et seulement si les vecteurs associés à ces sommets
diffèrent exactement en une seule composante. Le plongement d’un graphe G dans l’hypercube
revient à voir si G est isomorphe à un sous-graphe de Qn. Chercher un plongement optimal d’un
graphe G dans un graphe d’une famille donnée, revient à plonger G dans le graphe H de cette
famille ayant le plus petit nombre de sommets possible, supérieur ou égale à celui de G. On dit
alors que H est optimal pour G.
Dans le cas où cette famille de graphes est réduite à un seul graphe qui est le graphe de l’hypercube ;
alors la recherche d’un plongement optimal d’un graphe G dans un hypercube Qn consiste à trouver
la plus petite dimension n de l’hypercube pour le quel G y est plongeable .

5 Quelques classes de graphes plongeable dans l’hypercube

5.1 Plongement des arbre dans Qn

(Havel) [8]
Un arbre T est plongeable dans Qn si et seulement s’il existe une Cn − valuation de T .
(Havel) [7]
Soit T un arbre binaire d’ordre 2n avec n ≥ 3. Si T est équilibré et possède deux sommets de degré
3 alors T est plongeable dans Qn.

Théorème (Havel) [5]
Soit n ≥ 2. Dn est plongeable dans Qn+2 et dim(D1) = 2, dim(Dn) = n + 2. A partir de l’arbre
binaire complet Dn on définira d’autres arbres plongeables dans l’hypercube. Pour n ≥ 2, Bn et
un arbre binaire obtenu à partir de l’arbre binaire complet Dn−1, et d’un sommet u, tel que u soit
relié à la racine de Dn−1 par un arête.
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Figure 2 – L’arbre D3

Bn possède 2n−1 + 1 sommets pendants et 2n−1 − 1 sommets de degré 3, donc Bn possède 2n

sommets. (Havel) [7]
Pour tout n ≥ 2, Bn est plongeable dans Qn+1, dim(Bn) = n + 1. L’arbre Bn peut être généralisé
comme suit :

soit n ≥ 2 et k ≥ 1, on peut définir l’arbre noté B
(k)
n de la manière suivante : B1

n = Bn et B
(k)
n est

l’arbre obtenu par subdivision de chaque arête de l’arbre binaire, complet Dn−1 par k− l sommets
et l’arête pendante de Bn adjacente à la racine de Dn−l par k sommets.

Il est clair que |V (k)
n | = K.2n+1 Havel [7] a démontré aussi la proposition suivante,qui concerne le

plongement de B2
n dans l’hypercube. (Havcl) [7] Pour n ≥ 2, |V (B2

n)| = 2n+2 ,et B2
n est plongeable

dans Qn+2, dim(B2
n) = n + 2.

Figure 3 – L’arbre D2
1

5.2 Plongements des grilles est des échelles

5.2.1 Grilles binaires

Une grille est dite binaire si di est une puissance de 2 pour tout i,en particulier. Si di = 2 ∀i. alors
M est hypercube de dimension n.

Exemple 1 Harary et Lewinter [4] ont montré que les grilles binaires sont des graphes cubiques. La
démonstration repose sur le lemme suivant :

lemme (Hanlry et Lewinter) [4]

Si G ,et H deux graphes plongeables dans G′ et H ′ respectivement, alors G�H est plongeable dans
G′�H ′.

Preuve : on a V (G�H) ⊆ V (G′�H ′), et par définition de la somme cartésienne, on a V (G�H) ⊂
V (G′�H ′).
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M(2× 4) = P2�P4

Figure 4 – Grille binaire

Théorème (Kobeissi) [15] La n - grille est plongeable clans Qm si et seulement si d1×...×dn ≤ 2m

Preuve : ( M. Kobeissi) [9]

6 Plongement de copies disjointes de graphes dans Qn

6.1 Plongement de copies disjointes de K1,3 dans Qn

Par la construction récursive, on voit que pour passer de Qn−1 à Qn, il faut faire une copie du
graphe, autrement dit le nombre de sommets est doublé.

Soit DFn est le nombre de copies disjointes de k1,3 dans Qn, on obtient ainsi

DFn = 2 ∗DFn−1

et le premier cas est DF3 = 2 ; en déroulant la récurrence, on obtient

DFn = 2 ∗DFn−1 = 22 ∗DFn−2 = 2 ∗ 2 ∗ 2... ∗ 2︸ ︷︷ ︸
(n−3)

∗DF3 = 2n−2

c’est-à-dire que l’hypercube Qn on peut plonger 2n−2 copies disjointe de K1,3.

Exemple 2 Decomposition de Q3 en copies disjointe de k1,3

Q3 k
′

1,3 k
′′

1,3

Figure 5 – Décomposition de Q3 en deux copies de K1,3
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G1
G2Q4

Figure 6 – Nombre de copies de G dans Q3

6.2 Plongement de copies disjointes de double quasi-étoile S(1, 1, 1; 1, 1, 1)
dans Qn

Si DFn est le nombre de copies disjointes de S(1, 1, 1; 1, 1, 1) dans Qn, on obtient ainsi

DFn = 2 ∗DFn−1

et le premier cas est DF4 = 2 ; en déroulant la récurrence, on obtient

DFn = 2 ∗DFn−1 = 22 ∗DFn−2 = 2 ∗ 2 ∗ 2... ∗ 2︸ ︷︷ ︸
(n−4)

∗DF4 = 2n−3

.
Dans un hypercube de dimension n on peut plonger 2n−3 copies disjointe de S(1, 1, 1; 1, 1, 1).

6.3 Plongement de copies disjointes de graphe Sk(1, 1, 1; 1, 1, 1) dans Qn

Le graphe Sk(1, 1, 1; 1, 1, 1) est l’union de k copies de double quasi-étoile S(1, 1, 1; 1, 1, 1) par une
arête, comme il le montre la figure7.

. . .

Figure 7 – Le graphe Sk(1, 1, 1; 1, 1, 1)

Par recurrence

DFn = 2 ∗DFn−1 = 22 ∗DFn−2 = 2 ∗ 2 ∗ 2... ∗ 2︸ ︷︷ ︸
(n−k)

∗DFk = 2n−k+1

Donc dans l’hypercube Qn on peut plonger 2n−k+1 copies disjointe de Sk(1, 1, 1; 1, 1, 1).

6.4 Plongement de copies disjointes de la grille binaire M(2, 4) dans Qn

Exemple 3 La décomposition de Q3 en copies disjoints de M(2, 4),

Présenté par : Fatah CHEURFA Sous la direction de : Abdelhafid BERRACHEDI, Professeur à l’USTHB
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M(2× 4) = P2�P4Q3

Figure 8 – Plongement de la grille binaire(2,4) dans Q3

Soit M2,4(Qn) le nombre de copies disjointes de graphe M(2, 4) dans Qn.

La formule récursive est :

M2,4(Qn) = 2 ∗M2,4(Qn−1) n ≥ 3

Le déroulement de la récurrence :

M2,4(Qn)3 = 1

M2,4(Qn) = 2 ∗M2,4(Qn−1)

= 22 ∗M2,4(Qn−2)

= 2 ∗ 2 ∗ 2... ∗ 2︸ ︷︷ ︸
(n−3)

∗M2,4(Q3) = 2n−3 n ≥ 3

Ce résultat montre que dans l’hypercube Qn on peut plonger 2n−3 copies disjointes de M(2, 4).

6.5 Plongement de copies disjointes de la grille binaire M(2, 8) dans Qn

La formule récursive est :

M2,8(Qn) = 2 ∗M2,8(Qn−1) n ≥ 4

Le déroulement de la récurrence :

M2,8(Qn) = 1

M2,8(Qn) = 2 ∗M2,8(Qn−1)

= 22 ∗M2,8(Qn−2)

= 2 ∗ 2 ∗ 2... ∗ 2︸ ︷︷ ︸
(n−4)

∗M2,8(Q4) = 2n−4 n ≥ 4

Ce résultat montre que dans l’hypercube Qn on peut plonger 2n−3 copies disjointes de M(2, 4).
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6.6 Plongement de copies disjointes de grille binaire M(2, 4 ∗ k) dans Qn

On pose M2,4∗k(Qn) avec k ∈ N∗ est le nombre de copies disjointes de M(2, 4 ∗ k) dans Qn, on
obtient ainsi

M2,4∗k(Qn) = 2 ∗M2,4∗k(Qn)n− 1 avec n ≥ k + 2 et k ≥ 1.

Le déroulement de la récurrence :

M2,4k(Qk+2) = 1

M2,4k(Qn) = 2 ∗M2,4k(Qn−1)

= 22 ∗M2,4k(Qn−2)

= 2 ∗ 2 ∗ 2... ∗ 2︸ ︷︷ ︸
(n−(k+2))

∗M2,4k(Qk+2) = 2n−(k+2) n ≥ k + 2; k ≥ 1

Ce résultat montre que dans l’hypercube Qn on peut plonger 2n−k−2 copies disjointes de M(2, 4∗k)
avec n ≥ k + 3 et k ≥ 1.

Q5 2 copies de M(2× 8) = P2�P8

Figure 9 – Plongement de 2 grille binaire(2,8) dans Q5
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