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Résumé

Au cours des quatre derniéres décennies, la modélisation des séries chronologiques a connu un

développement important, Une classe de modeéles non linéaires, particulierement utile, est celle des
modeles autorégressifs a seuil (TAR) introduits par Tong . De nombreuses séries réelles sont mieux
modélisées par ces modeéles plutot que par les modeéles linéaires.
Le but de ce travail est d’étudier, d’abord, les conditions de stabilité de ce type de modéle et de
ses généralisations, ensuite les propriétés asymptotiques des estimateurs des parameétres des modéles
considérés grace a deux méthodes d’estimation adoptées : la méthode des moindres carrés et la méthode
du maximum de vraisemblance. Une étude de simulation intensive a été entreprise. Elle a confirmé
les performances des estimateurs obtenus. Nous avons enfin adopté la procédure de modélisation de
Tsay. Une étude de simulation a été menée qui a confirmé 'optimalité de cette procédure. Une étude
sur une série de données réelles, le nombre annuel de lynx canadiens pris au piége, a été faite.
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1 Introduction

Les modeles linéaires ont montré leurs limites dans la modélisation de nombreuses séries de données d’observ-
ations. Des alternatives non linéaires ont paru pour pallier & ces insuffisances. Parmi celles-ci figurent les
modeles de séries chronologiques & seuils introduits par Tong (1977a, 1977b, 1978). Ils ont regu l'intérét
de nombreux chercheurs ( Ling (1999) Qian (1998), Tong (2010) etc.). Ils permettent de modéliser, en
particulier, des phénoménes comme ’existence de cycles limites, la non réversibilité du temps etc.

2 Notions de stabilité

De nombreux modeéles de séries chronologiques acceptent une représentation markovienne et de 14, les résultats
connus sur les chaines de Markov a espace d’états continu peuvent étre appliqués pour I’étude de ces modéles.
Une approche du probléme de la stationnarité figure dans les travaux de Tweedie (1974, 1975, 1983, 1988) et
dans 'ouvrage de Meyn et T'weedie (1993). Cette approche est, en particulier, utilisée lorsque la spécification
du modéle comporte des effets de seuils excluant ’existence d’une représentation linéaire.

3 Etude de la structure probabiliste

3.1 Modeéle autorégressif a seuil TAR(1)

Nous considérons un modeéle TAR(1) qui s’écrit sous la forme suivante

Yt = ¢1ytt1 + oy, g e, LENT (3.1)
avec y* = max(y, 0) et y~ = min(y, 0). (3.1) peut s’écrire aussi de la maniére suivante
Yo = [011(ye—1 > 0) + @o1(ye—1 < 0)]ye—1 + &1, tENT (3:2)

dans les deux formes ci-dessus, ¢; et ¢, sont des constantes réelles et {e;, t > 1} est une suite de variables
aléatoires i.i.d, de moyenne nulle et de densité f(.) strictement positive sur R.

3.1.1 Ergodicité du modéle TAR(1)

Notons que {y;, t > 0}, définit par (3.1) est une chaine de Markov a espace d’état (R, B), B est la o-algebre
de Borel sur R, la densité de transition est donné par

p(@,2) = f(z = 1" + dpa7). (3.3)

Si p est la mesure de Lebesgue sur R, alors {y;, t > 0} est u-irréductible et aperiodique (voir Orey (1971)).
Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante sur les parameétres ¢; et ¢, pour que {y:}
soit ergodique.

Théoréme 3.1.1 (Petruccelli et Woolford (1984)) Le processus {y:, t > 0}, défini par (3.1), est er-
godique si et seulement si
P <1, ¢Py<1l et ¢y <1 (3.4)

-
Supposons que pour r € N*, 1 < k <[, E(‘Egk)‘ ) < 00, alors sous la condition précédente, la mesure de

probabilité invariante pour la chaine {y;} a un moment d’ordre v fini, et la chaine {y;} est géométriquement
ergodique.

3.1.2 Modele TAR(1) général

On définit un modele TAR(1)général a [ régimes que 'on note TAR((; 1,...,1) par

e =08 + 0P yor + e iy € Ry, (3.5)

avec Ry =|rg—1, rg), 1 < k < tel que —co =19 < r1 < ... < 1 = 400, de maniére équivalente, nous
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pouvons écrire (3.5) comme
!
Z ye1 € RO{DY + 6 yeor + €M}, (3.6)

ou {¢§’“); i =0,1; 1 <k <1} sont des constantes réelles et pour chaque k, {agk); t > 1} est une suite de
variables aléatoires i.i.d centrées et de densité fi(.) strictement positive sur R; on suppose aussi que {€§k)}
et {7} sont indépendants pour k # j.

3.1.3 Ergodicité

Notons que, comme pour un modele TAR(1) simple, {y;; ¢t > 1} définit par (3.6), est une chaine de Markov
a espace d’état (R, B), B est la o-algébre de Borel sur R. La densité de transition est donnée par

l
= 1(y-1 € R filz — 0y — 1), (3.7)
k=1

On note aussi que {y;; t > 1} est p-irréductible et apériodique quand p est la mesure de Lebesgue sur R.
Cependant, contrairement au cas d’un modeéle TAR(1) simple, la loi de transition {P(z,.)} correspondant
a (3.7) , n’est pas nécessairement fortement continue. Alors, nous devons donner le lemme suivant pour
permetre ensuite de prouver I'ergodicité.

Lemme 3.1.1 (Tweedie (1975)) Soit {P(z,.)} la loi de transition correspondant o (3.7). Alors, si K est
Uensemble des compacts dans B de mesure de Lebesgue positive, alors 0 < n(K) < 0o, VK € K, ot 7(.) est
une mesure sous invariante pour {y;}.

Maintenant, on donne les conditions nécessaires et suffisantes sur les parameétres {¢§k); i=0,1; 1<k <1}
pour que le processus {y:} soit ergodique.

T
Théoréme 3.1.2 (Chan et al (1985)) Supposons que pour r € N*, 1 < k < [ E(‘sgk)‘ ) < oo. Le
processus {y:} défini par (3.7), est ergodique si et seulement si une des conditions suivantes est vérifiée :

(l) (1) (l)

oV < 1, <1, <1 (3.8)
o) = 1, (” <1, (” > 0; (3.9)
oV < 1, gw —1, (” < 0; (3.10)
o) = 1, ¢ =1, <z>§f <0< ay; (3.11)
oo’ = 1, <” <0, ¢ +¢"95 > 0. (3.12)

De plus, la mesure de probabilité invariante pour la chaine {y;} a un moment d’ordre r fini, et la chaine {y:}
est géométriquement ergodique.

3.2 Modéle moyenne mobile a seuil
On considére un modele moyenne mobile & seuil du 1" ordre (TMA(1)), qui géneére la série chronologique
{y: t=10, £1,...} i.e.,

ye = [0+ VL(yr—1 < 7)|er—1 + et (3.13)

ol g, est une suite de variable aléatoire i.id de moyenne nulle et de densité f(x).

3.2.1 Ergodicité et inversibilité des modéles TMA (1)

Soit {(yz, €¢)}, t= 0, £1,..., définis sur Pespace de probabilité (2, F, P). D’abord, on définit une suite

aléatoire
sin=0,

€t,
{ [¢ + 7/)1(S7L—1(t - 1) < 7‘)]515_1 +e sin>1.

Lemme 3.2.1 (Ling et al (2007)) Si|¢|sup, |zf(x)] <1 et E|et| < 00, alors lim S, (t) existe p.s. Vt €
Z.

Sn (t) =
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Théoréme 3.2.1 (Ling et al (2007)) Sous les hypothéses du Lemme 3.2.1,{X;} défini par Xy = lim S, (1)

est l'unique solution strictement stationnaire et ergodique du modéle (3.13).

Théoréme 3.2.2 (Ling et al (2007)) Soit {y:} lunique solution strictement stationnaire et ergodique du

modeéle (8.18), avec E |log |y|| < oo . Le modeéle (3.13) est inversible si \¢|17Fy(r) |p + @ZJ|Fy(T) <1, ou Fy(r)
est la distribution de y;.

3.2.2 Extension 4 des modéles TMA généraux

On consideére le modéle moyenne mobile & k seuils MA (1, k) :

k
Ye =4 @ + 27/)3'1(7"3'—1 <Y1 STy pE_1 & (3.14)
j=1
avec rg = —00 < 11 < T9 < ... < 1 = +00. C’est un cas spécial du modele SETARMA introduit par Tong
(1983).
D’abord, on définit
k
un(t) = do+ D _;1(rj—1 < Su(t) < 7)) per
j=1
et
= sin=0
S"(t)_{ Up—1(t —1) + & sin>1
k
Théoréme 3.2.3 (Ling et al (2007)) Si ij +z/1j+1’8up|xf(a:)| < 1, alors {X;} défini par Xy =
j=1 ¥

lim S,,(t) est l'unique solution strictement stationnaire et ergodique du modéle (3.14), si E |log|y:|| < oo, et

n—oo

k
le modeéle (3.14) est inversible si H }d)o + z/JjIFy(rj)iF”(rj_l) <1.

Jj=1

On consideére ensuite le modéle a deux régimes TMA(p, q) :

P
e =Y [0; + 1(Ye—q <7)] Et-i + e (3.15)
i=1
p—1
Théoréme 3.2.4 (Ling et al (2007)) Si v, |sup |zf(z)|+sup|f(z)| x E Zwist,i <1 quandp =q ou
‘ e i=1

P
Z Vi€

sup |f(z)| x E
* i=1

strictement stationnaire et ergodique du modéle (3.15).

< 1 quand p < q, alors {X;} définie par X; = lim S, (t) est lunique solution
n—oo

3.3 Modéele ARMA conditionnellement hétéroscédastique a seuils

La classe des modéles ARMA conditionnelllement hétéroscédastiques a seuils notée DTARMACH est une
généralisation du modele DTARCH de Li et Li (1996) et inclut plusieurs modeéles de séries chronologiques
connus comme cas particuliers, comme le modele GARCH 4 seuils, le modele ARMA a seuil (TARMA) et
le modele TAR, pour lesquels nous donnerons les conditions de stationnarité et de finitude des moments.
Cependant, les difficultés essentielles sont dans 1’établissement de I'irréductibilité et dans la construction des
fonctions tests pour 'utiliation du critére de Tweedie. Pour cela, pour prouver 'existence de la solution
strictement stationnaire pour le modele DTARMACH, on utilise les résultats de Tweedie (1988) d’ou a été
relaxée ’hypothése de l'irréductibilité.
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On définit le modele ARMA conditionnellement hétéroscédastique a seuils pour le processus {y;} par

gy = (J)+Z¢(J)y +29(j)5t e, T <y <71y, (3.16)

&g o= 2z h1/2 (3.17)

h: = k)—|—2a(k)ef 1—!—26 hi—iy 1< Yp_q< ag, (3.18)

avec j =1, ...,ll, k=1,..,1l2, bet dsont des constantes dans N*, les seuils vérifient —co =rg < r; < ... <

r, =00 et —0o =ag < a; < ... <ap, = o0; les coeflicients ¢§j), 91(7), agk) et ﬁgk) sont des constantes réelles;

(k) >0, a( ) >0et ﬁl(-k) > 0; {2t} est une suite de variables aléatoires i.i.d de moyenne nulle et de variance
1.

Pour appliquer le critére de Tweedie, réécrivons (3.16)-(3.18) sous la forme espace état. De (3.17)-(3.18), on
a

Vg
k k
e2= 040 zt—i—Za( )zfaf Z—I—ZBE— )tht_i, ap_ 1< Yp_g=< ay. (3.19)
Notons par
th = (yt7~-'7yt—p+175t7"'agt—q+1)(p+q)><17
2 ’
Hy = (&, & —ut1: Res oo Bt (o) 10

avec p = mjax Dj, 4= mjax gj, U= Max uy etv= max vg, on note aussi

o7 o | 6 o)
O Ip-1)xp-1) Op-1x1 Op-1)xg (3.20)
0 0
Ogxp lg-1)x(g-1)  O-1x1
agk)zt al(f)zt 55’“23 Bk 52
~(k)_ Tu—pyxw-1) Ow-1)x1 Otu—1)xv
U= m ) ) 5® (3:21)
( 4 ( ¢
O(v—1)xu Iy—1)x(w=1) Ow-1)x1
ot ¢ =0sii>p;, 09 =0sii>q, ol =0sii>up, Y =0sii>vp, j=1,.0, k=1,..1, et

I+, est la matrice identité de taille r x r.
Les équations (3.16)-(3.18) sont équivalentes a P’écriture suivante :

I

Y; = Z(iéj)+5(j))/t_1)1("'j71<yt—b§7“j)+€t777 (322)
j=1
l2
k
Ht = Z( a )+Oé§ )Ht 1)1(ak 1<yi—a<ar)’ (323)
k=1

avec :I;U) = (@5 () , 0,..., O),( n est un vecteur de taille (p + ¢) x 1 dont toutes les composantes sont

p+q)x1?

nulles sauf la 1°7¢ et la (p + 1)””6 qui prennent la valeur 1; aussi, oz(()t) est un vecteur de taille (u + v) x 1
dont toutes les composantes sont nulles sauf la 1°7¢ et la (u + 1)¢™¢ qui sont ozék)zt et a(k) respectivement.
Soit o
Yt) () (‘I’oj > Gr_ [ ®9 0
Xi= , Bg =\ _ et B = - ,
t <Ht ot aé]:) t 0 agk)
en combinant (3.22)-(3.23), on obtient
l1 l2
Xt*ZZ BYH 1B x, 1)1 (Keo1 Ry p00) TEE (3.24)

j=1k=1
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oug; = (gml, 0, ""0),(p+q+u+v)><1’ et R; p.,q est le produit Cartesien

b—1 d—b—1 pt+q—d +
R pik.a= R X]r ;] xR Xlag_q, ap] xR xRY™,

j—1 g

Théoréme 3.3.1 (Ling (1999)) Supposons que E(22™) est fini pour m > 0. Si

P
Zmax |¢§])| <1 (3.25)
=1 7
et
~(k)@m
) [mkax E(a, )} <1, (3.26)

alors (8.16)-(3.18) posséde une solution strictement stationnaire {y;, €}, et Ex, (| Ye—t/Yt—e,--Ye—v |) et
Er,(| €t—tyet—ty---€t—trr]) sont finis, avec t; € {0, 1,..., p}, t{ € {0, 1,..., u}, i=1,....m, et, m et my sont
les distributions stationnaires de {y:} et {e;} respectivement.

4 Estimation des modéles a seuils

4.1 Modéele TAR(1) simple

On suppose que la suite {&;} posséde un moment d’ordre 2 + ¢ fini, £ > 0; alors la distribution stationnaire
de {y:} posséde un moment d’ordre 2 fini. o2 représente la variance de I’erreur, nous noterons par la suite
(y)? et (y;)? par y;2 et y; 2 respectivement.

Théoréme 4.1.1 (Petruccelli et Woolford (1984)) Si ¢, et ¢, vérifient (3.4), alors
ZEDSTSYO SEHERS SO WY
t=1 t=1 t=1 t=1

=n! Z (yt — gAély;Zl — %y;l) sont des estimateurs consistants et asymptotiquement gaussiens pour
t=1
&1, 0s et o? respectivement.

4.2 Modéle TAR(1) multiple

Théoréme 4.2.1 Si ¢ék) et ¢§k) vérifient une des conditions (3.8)-(3.12)

%k =n(k)™* Z yt+1—$gk) Z Yt ;ggk) = Z YtYt+1 — Z Yt Z Y1 /n(k /ns(zk)

teJ(k) teJ(k) teJ(k) teJ(k) ted(k)
2
~(k
oinsZy = S 2= (S y)/nlk) et % = k)t S (ym 3o — oy ) 1<k <L, sont des
teJ(k) teJ(k) teJ(k)

estimateurs fortement consistants et asymptotiquement gaussiens pour ¢§k) et a%k), i=0,1; 1<k<I

4.3 Estimation par la méthode du maximum vraisemblance d’un modéle au-
torégressif a seuils

Dans cette section, on dérive des propriétés similaires pour les estimateurs du maximum vraisemblance du
méme modele SETAR(2; p, p) sous des conditions de régularité sur la densité des erreurs, non nécessairement
gaussiennes. On définit un modele SETAR(2; p, p) par :

Y= h(yt_p 9) + &, t>1, (4.1)

pO:l»Iig = (0/17 0l27 T, d)/ S R2p+3x{1a 27 ceey p}a ou Yt—1 = (yt—h Yt—2, - yt—p)/7 oj = (d)gj)v gj)v tee ¢](9])), €
RPT 5 =1, 2, et pour z € RP,

p
W, ¢(1)+Z¢ (24 )+ @2+ 6P )1 (3> 7).

=1
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Les erreurs {e;} dans (4.1) sont des variables aléatoires i.i.d de moyenne nulle et de variance constante.
Dans ce qui suit, on suppose que la série définie par le modele (4.1) est stationnaire et ergodique. Soit

~ ~
0, = (0,,, T, dy) une fonction mesurable de (yo, ... ,yn) telle que ,, maximise la fonction de vraisemblance

conditionnelle "
Ln(9) = thl fy—h(y, 1, 9))
Notons ¥ = (9., s, q)', 0 = (0.

Lo, d), 0. = (0], 05). En raison de la discontinuité due & la présence du
parameétre threshold dans la fonction vraisemblance, ’algorithme de maximisation est donné par les étapes
suivantes :

Etape 1. Pour s fix¢ dans R, g € {1, 2, ..., p}, notons Lys,(9.) = Ly (9c, 8, q) = Ly(9). Soit Ien(s, q) €
K tel que J¢, (s, q) = argmaxy, c ik Lnsq(9e).

Etape 2. Considérons ensuite la fonction de vraisemblance (s, ¢) — Ly (Yen(s, ¢), s, q).Notons que

~

L, (9en(s, q), 8, q) aun nombre fini de valeurs possibles. Soit 7, d,, les plus petites valeurs satisfaisant:

Ln(’ﬂcn(?n; dn)7 ?n? d’ﬂ) = max
pour avoir

Oun = Don (P, dy). Ainsi, 0, = (0,

cn?

SeR, qell, ...\ p} L, (9en(s, q), s, q), on remplace ensuite 7,, c?n dans 9., (s, q)

Tn, dy)’ est un estimateur du maximum vraisemblance de 6. Aussi,

~ ~ ~ ~

d’apres la définition de@cn, 7, et Jn, onalL,(0.,, T, dn) = Ln(Oen(Tn, dn), Tn, dn) = Ln(Yen(s, q), s, ¢) >
~/

L, (1), alors L, (E'Cn, T, &\n) = Supyecq Ln(9). Cela signifie que 0, = 0,5 Tn, En)’ est un MLE de 6.

cn?

4.3.1 Consistance forte

On commence par les hypothéses sur la densité f des erreurs ¢; et le processus sous-jacent.

(C1) f est absolument continue et strictement positive sur tout R. avec la dérivée f, soit ¢ = f/f et I(f) =
[ o*(x)f(z)dz < co. (C2) ¢ est Lip(1). (C3) ¢ est différentiable et la dérivée @ est Lip(1). (Cy) Ele|* <
00. Pour vérifier la n-consistance et la distribution asymptotique de l’estimateur du threshold, nous avons
besoin de considérer les hypothéses suivantes: (M;) Le point r € R est un point de discontinuité pour h, i.e.
il existe X* = (1, yo, ... , Y1-p) tel que (01 — 02)' X* # 0, y1_q = r.(M2) {y:} admet une unique mesure 7
telle que 3K, p <1, Vo € RP, Vk > 1, |[|P*(x, .) —7()|| < Kp*(1 4+ |z|), avec || . || et | . | représentent la
norme de la variation totale et la norme euclidienne respectivement.

Théoréme 4.3.1 (Qian (1998)) Supposons que {y:} dans le modéle (3.13) est stationnaire et ergodique,

st les conditions (Ch) et (C2) sont vérifiées. Alors 0, — 6 p.s quand n — oo (sous 0). Supposons que
les conditions (C1) — (Cy), (My) et (Ma) sont vérifiées. Alors lim,, o |n(7, — )| = 0.

5 Application

Le modele autorégressif a seuils proposé par Tong (1978) est un des modeles non linéaires qui a la particu-
larité de pouvoir reproduire les phénoménes de cycles limites, d’irréversibilité dans le temps, de dépendance
amplitude-fréquence et du phénomeéne de saut (Voir Tong et Lim (1980)). La plupart des motivations qui
existent pour ce modeéle concernent les cycles limites de séries temporelles cycliques, et en effet, ce modéle
est capable de reproduire des cycles limites asymétriques. Cependant, la difficulté des modeles autorégressifs
a seuils n’est pas seulement dans la théorie, mais aussi dans la pratique; cela est di (a) au manque d’une
procédure de modélisation (b) a I'incapacité d’identifier la variable threshold et d’estimer ses valeurs. On a
présenté dans cette partie une procédure pour la construction d’un modeéle autorégressif a seuils, donnée par
Tsay. Une statistique du test proposé est donnée pour tester la non linéarité et pour spécifier la variable
threshold basée sur les résidus prédictifs. Des outils graphiques supplémentaires sont donnés pour identifier
le nombre et localiser les thresholds potentiels. Finalement, on a utilisé ces statistiques pour construire le
modele & seuils. Les statistiques et ses propriétés sont utilisées dans une régression linéaire récursive ar-
rangée. On évalue par simulation, ses performances pour différentes tailles d’échantillons et pour une série
réelle connue dans la littérature.
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