
République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministère de l�Enseignement supérieur et de la Recherche Scienti�que

Université des Sciences et de la Technologie Houari Boumediene

Faculté de Mathématiques
Résumé du mémoire de Magister en Mathématiques

Option : Modélisation Stochastique en Recherche Opérationnelle

Présenté par1 :
KESSIRA Abderrahim

Thème
Structure probabiliste et inférence

dans des modèles de séries chronologiques à seuils

Résumé

Au cours des quatre dernières décennies, la modélisation des séries chronologiques a connu un
développement important, Une classe de modèles non linéaires, particulièrement utile, est celle des
modèles autorégressifs à seuil (TAR) introduits par Tong . De nombreuses séries réelles sont mieux
modélisées par ces modèles plutôt que par les modèles linéaires.
Le but de ce travail est d�étudier, d�abord, les conditions de stabilité de ce type de modèle et de
ses généralisations, ensuite les propriétés asymptotiques des estimateurs des paramètres des modèles
considérés grâce à deux méthodes d�estimation adoptées : la méthode des moindres carrés et la méthode
du maximum de vraisemblance. Une étude de simulation intensive a été entreprise. Elle a con�rmé
les performances des estimateurs obtenus. Nous avons en�n adopté la procédure de modélisation de
Tsay. Une étude de simulation a été menée qui a con�rmé l�optimalité de cette procédure. Une étude
sur une série de données réelles, le nombre annuel de lynx canadiens pris au piège, a été faite.

1Sous la direction de : Ha�da Guerbyenne Directrice de Thèse, Maitre de Conférence Classe A à l�USTHB
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1 Introduction

Les modèles linéaires ont montré leurs limites dans la modélisation de nombreuses séries de données d�observ-
ations. Des alternatives non linéaires ont paru pour pallier à ces insu¢ sances. Parmi celles-ci �gurent les
modèles de séries chronologiques à seuils introduits par Tong (1977a, 1977b, 1978). Ils ont reçu l�intérêt
de nombreux chercheurs ( Ling (1999) Qian (1998), Tong (2010) etc.). Ils permettent de modéliser, en
particulier, des phénomènes comme l�existence de cycles limites, la non réversibilité du temps etc.

2 Notions de stabilité

De nombreux modèles de séries chronologiques acceptent une représentation markovienne et de là, les résultats
connus sur les chaînes de Markov à espace d�états continu peuvent être appliqués pour l�étude de ces modèles.
Une approche du problème de la stationnarité �gure dans les travaux de Tweedie (1974, 1975, 1983, 1988) et
dans l�ouvrage de Meyn et Tweedie (1993). Cette approche est, en particulier, utilisée lorsque la spéci�cation
du modèle comporte des e¤ets de seuils excluant l�existence d�une représentation linéaire.

3 Etude de la structure probabiliste

3.1 Modèle autorégressif à seuil TAR(1)

Nous considérons un modèle TAR(1) qui s�écrit sous la forme suivante

yt = �1y
+
t�1 + �2y

�
t�1 + "t; t 2 N� (3.1)

avec y+ = max(y; 0) et y� = min(y; 0). (3.1) peut s�écrire aussi de la manière suivante

yt = [�11(yt�1 > 0) + �21(yt�1 � 0)]yt�1 + "t; t 2 N� (3.2)

dans les deux formes ci-dessus, �1 et �2 sont des constantes réelles et f"t; t � 1g est une suite de variables
aléatoires i:i:d, de moyenne nulle et de densité f(:) strictement positive sur R.

3.1.1 Ergodicité du modèle TAR(1)

Notons que fyt; t � 0g, dé�nit par (3.1) est une chaîne de Markov à espace d�état (R;B), B est la �-algèbre
de Borel sur R, la densité de transition est donné par

p(x; z) = f(z � �1x+ + �2x�): (3.3)

Si � est la mesure de Lebesgue sur R, alors fyt; t � 0g est �-irréductible et aperiodique (voir Orey (1971)).
Le théorème suivant donne une condition nécessaire et su¢ sante sur les paramètres �1 et �2 pour que fytg
soit ergodique.

Théorème 3.1.1 (Petruccelli et Woolford (1984)) Le processus fyt; t � 0g, dé�ni par (3.1), est er-
godique si et seulement si

�1 < 1; �2 < 1 et �1�2 < 1: (3.4)

Supposons que pour r 2 N�, 1 � k � l; E(
���"(k)t ���r) < 1, alors sous la condition précédente, la mesure de

probabilité invariante pour la chaîne fytg a un moment d�ordre r �ni, et la chaîne fytg est géométriquement
ergodique.

3.1.2 Modèle TAR(1) général

On dé�nit un modèle TAR(1)général à l régimes que l�on note TAR(l; 1,...,1) par

yt = �
(k)
0 + �

(k)
1 yt�1 + "

(k)
t si yt�1 2 Rk; (3.5)

avec Rk =]rk�1; rk]; 1 � k � l; tel que �1 = r0 < r1 < ::: < rl = +1; de manière équivalente, nous
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pouvons écrire (3.5) comme

yt =
lX

k=1

1(yt�1 2 Rk)f�(k)0 + �
(k)
1 yt�1 + "

(k)
t g; (3.6)

où f�(k)i ; i = 0; 1; 1 � k � lg sont des constantes réelles et pour chaque k, f"(k)t ; t � 1g est une suite de
variables aléatoires i:i:d centrées et de densité fk(:) strictement positive sur R; on suppose aussi que f"(k)t g
et f"(j)t g sont indépendants pour k 6= j.

3.1.3 Ergodicité

Notons que, comme pour un modèle TAR(1) simple, fyt; t � 1g dé�nit par (3.6), est une chaîne de Markov
à espace d�état (R; B), B est la �-algèbre de Borel sur R. La densité de transition est donnée par

p(x; z) =
lX

k=1

1(yt�1 2 Rk)fk(z � �(k)0 � �(k)1 x): (3.7)

On note aussi que fyt; t � 1g est �-irréductible et apériodique quand � est la mesure de Lebesgue sur R.
Cependant, contrairement au cas d�un modèle TAR(1) simple, la loi de transition fP (x; :)g correspondant
à (3.7) , n�est pas nécessairement fortement continue. Alors, nous devons donner le lemme suivant pour
permetre ensuite de prouver l�ergodicité.

Lemme 3.1.1 (Tweedie (1975)) Soit fP (x; :)g la loi de transition correspondant à (3.7). Alors, si K est
l�ensemble des compacts dans B de mesure de Lebesgue positive, alors 0 < �(K) <1; 8K 2 K, où �(:) est
une mesure sous invariante pour fytg:

Maintenant, on donne les conditions nécessaires et su¢ santes sur les paramètres f�(k)i ; i = 0; 1; 1 � k � lg
pour que le processus fytg soit ergodique.

Théorème 3.1.2 (Chan et al (1985)) Supposons que pour r 2 N�, 1 � k � l; E(
���"(k)t ���r) < 1. Le

processus fytg dé�ni par (3.7), est ergodique si et seulement si une des conditions suivantes est véri�ée :

�
(1)
1 < 1; �

(l)
1 < 1; �

(1)
1 �

(l)
1 < 1; (3.8)

�
(1)
1 = 1; �

(l)
1 < 1; �

(1)
0 > 0; (3.9)

�
(1)
1 < 1; �

(l)
1 = 1; �

(l)
0 < 0; (3.10)

�
(1)
1 = 1; �

(l)
1 = 1; �

(l)
0 < 0 < �

(1)
0 ; (3.11)

�
(1)
1 �

(l)
1 = 1; �

(1)
1 < 0; �

(l)
0 + �

(l)
1 �

1
0 > 0: (3.12)

De plus, la mesure de probabilité invariante pour la chaîne fytg a un moment d�ordre r �ni, et la chaîne fytg
est géométriquement ergodique.

3.2 Modèle moyenne mobile à seuil

On considère un modèle moyenne mobile à seuil du 1er ordre (TMA(1)), qui génère la série chronologique
{yt :t= 0, �1,. . . } i:e:;

yt = [�+  1(yt�1 � r)]"t�1 + "t (3.13)

où "t est une suite de variable aléatoire i:id de moyenne nulle et de densité f(x).

3.2.1 Ergodicité et inversibilité des modèles TMA(1)

Soit f(yt; "t)g, t= 0, �1,. . . , dé�nis sur l�espace de probabilité (
; F ; P ). D�abord, on dé�nit une suite
aléatoire

Sn(t) =

�
"t; si n = 0;
[�+  1(Sn�1(t� 1) � r)]"t�1 + "t si n � 1:

Lemme 3.2.1 (Ling et al (2007)) Si j j supx jxf(x)j < 1 et E j"tj <1, alors lim
n!1

Sn(t) existe p.s. 8t 2
Z.
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Théorème 3.2.1 (Ling et al (2007)) Sous les hypothèses du Lemme 3.2.1,fXtg dé�ni par Xt = lim
n!1

Sn(t)

est l�unique solution strictement stationnaire et ergodique du modèle (3.13).

Théorème 3.2.2 (Ling et al (2007)) Soit fytg l�unique solution strictement stationnaire et ergodique du
modèle (3.13), avec E jlog jytjj <1 . Le modèle (3.13) est inversible si j�j1�Fy(r) j�+  jFy(r) < 1, où Fy(r)
est la distribution de yt.

3.2.2 Extension à des modèles TMA généraux

On considère le modèle moyenne mobile à k seuils MA (1, k) :

yt =

8<:�0 +
kX
j=1

 j1(rj�1 < yt�1 � rj

9=; "t�1 + "t (3.14)

avec r0 = �1 < r1 < r2 < ::: < rk = +1. C�est un cas spécial du modèle SETARMA introduit par Tong
(1983).
D�abord, on dé�nit

un(t) =

8<:�0 +
kX
j=1

 j1(rj�1 < Sn(t) � rj)

9=; "t

et

Sn(t) =

�
"t si n = 0
un�1(t� 1) + "t si n � 1

Théorème 3.2.3 (Ling et al (2007)) Si
kX
j=1

�� j +  j+1�� sup
x
jxf(x)j < 1, alors fXtg dé�ni par Xt =

lim
n!1

Sn(t) est l�unique solution strictement stationnaire et ergodique du modèle (3.14), si E jlog jytjj <1, et

le modèle (3.14) est inversible si
kY
j=1

���0 +  j��Fy(rj)�Fy(rj�1) < 1.
On considère ensuite le modèle à deux régimes TMA(p; q) :

yt =

pX
i=1

�
�j +  1(yt�q � r)

�
"t�i + "t (3.15)

Théorème 3.2.4 (Ling et al (2007)) Si
�� p�� sup

x
jxf(x)j+sup

x
jf(x)j �E

�����
p�1X
i=1

 i"t�i

����� < 1 quand p = q ou

sup
x
jf(x)j � E

�����
pX
i=1

 i"t�i

����� < 1 quand p < q, alors fXtg dé�nie par Xt = lim
n!1

Sn(t) est l�unique solution

strictement stationnaire et ergodique du modèle (3.15).

3.3 Modèle ARMA conditionnellement hétéroscédastique à seuils

La classe des modèles ARMA conditionnelllement hétéroscédastiques à seuils notée DTARMACH est une
généralisation du modèle DTARCH de Li et Li (1996) et inclut plusieurs modèles de séries chronologiques
connus comme cas particuliers, comme le modèle GARCH à seuils, le modèle ARMA à seuil (TARMA) et
le modèle TAR, pour lesquels nous donnerons les conditions de stationnarité et de �nitude des moments.
Cependant, les di¢ cultés essentielles sont dans l�établissement de l�irréductibilité et dans la construction des
fonctions tests pour l�utiliation du critère de Tweedie. Pour cela, pour prouver l�existence de la solution
strictement stationnaire pour le modèle DTARMACH, on utilise les résultats de Tweedie (1988) d�où a été
relaxée l�hypothèse de l�irréductibilité.
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On dé�nit le modèle ARMA conditionnellement hétéroscédastique à seuils pour le processus fytg par

yt = �
(j)
0 +

pjX
i=1

�
(j)
i yt�i+

qjX
i=1

�
(j)
i "t�i+"t; rj�1< yt�b� rj ; (3.16)

"t = zth
1=2
t ; (3.17)

ht = �
(k)
0 +

ukX
i=1

�
(k)
i "2t�i+

vkX
i=1

�
(k)
i ht�i; ak�1< yt�d� ak; (3.18)

avec j = 1 ; :::; l1; k = 1; :::; l2; b et d sont des constantes dans N�, les seuils véri�ent �1 = r0 < r1 < ::: <

rl1 =1 et �1 = a0 < a1 < ::: < al2 =1; les coe¢ cients �
(j)
i ; �

(j)
i ; �

(k)
i et �(k)i sont des constantes réelles;

�
(k)
0 > 0; �

(k)
i � 0 et �(k)i � 0; fztg est une suite de variables aléatoires i:i:d de moyenne nulle et de variance

1.
Pour appliquer le critère de Tweedie, réécrivons (3.16)-(3.18) sous la forme espace état. De (3.17)-(3.18), on
a

"2t= �
(k)
0 z2t+

ukX
i=1

�
(k)
i z2t "

2
t�i+

vkX
i=1

�
(k)
i z2t ht�i; ak�1< yt�d� ak: (3.19)

Notons par

Yt = (yt; :::; yt�p+1; "t; :::; "t�q+1)
0

(p+q)�1;

Ht = ("
2
t ; :::; "t�u+1; ht; :::; ht�v+1)

0

(u+v)�1;

avec p = max
j

pj ; q = max
j

qj ; u = max
k

uk et v = max
k

vk, on note aussi

e�(j) =
0BB@

�
(j)
1 ::: �(j)p �

(j)
1 ::: �(j)q

I(p�1)�(p�1) O(p�1)�1 O(p�1)�q
0 ::: 0

Oq�p I(q�1)�(q�1) O(q�1)�1

1CCA (3.20)

e�(k)=
0BB@

�
(k)
1 z2t ::: �

(k)
u z2t �

(k)
1 z2t ::: �(k)v z2t

I(u�1)�(u�1) O(u�1)�1 O(u�1)�v

�
(k)
1 ::: �

(k)
u �

(k)
1 ::: �(k)v

O(v�1)�u I(v�1)�(v�1) O(v�1)�1

1CCA (3.21)

où �(j)i = 0 si i > pj ; �
(j)
i = 0 si i > qj ; �

(k)
i = 0 si i > uk; �

(k)
i = 0 si i > vk; j = 1; :::; l1; k = 1; :::; l2; et

Ir�r est la matrice identité de taille r � r.
Les équations (3.16)-(3.18) sont équivalentes à l�écriture suivante :

Yt =

l1X
j=1

(e�(j)0 + e�(j)Yt�1)1(rj�1<yt�b�rj) + "t�; (3.22)

Ht =

l2X
k=1

(e�(k)0t + e�(k)t Ht�1)1(ak�1<yt�d�ak); (3.23)

avec e�(j)0 = (�
(j)
0 ; 0; :::; 0)

0

(p+q)�1, � est un vecteur de taille (p + q) � 1 dont toutes les composantes sont
nulles sauf la 1�ere et la (p + 1)�eme qui prennent la valeur 1; aussi, e�(k)0t est un vecteur de taille (u + v) � 1
dont toutes les composantes sont nulles sauf la 1�ere et la (u+ 1)�eme qui sont �(k)0 z2t et �

(k)
0 respectivement.

Soit

Xt=

�
Yt
Ht

�
; B

(j;k)
0t =

�e�(j)0e�(k)0t
�
et B(j;k)t =

 e�(j) 0

0 e�(k)t
!
;

en combinant (3.22)-(3.23), on obtient

Xt=

l1X
j=1

l2X
k=1

(B
(j;k)
0t +B

(j;k)
t Xt�1)1(Xt�12Rj;b;k;d)+e"t; (3.24)
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où e"t = ("t�0 ; 0; :::; 0)0(p+q+u+v)�1, et Rj;b;k;d est le produit Cartesien
Rj;b;k;d= Rb�1�]rj�1; rj ]� R

d�b�1�]ak�1; ak]� R
p+q�d�Ru+v+ ;

Théorème 3.3.1 (Ling (1999)) Supposons que E(z2mt ) est �ni pour m > 0. Si

pX
i=1

max
j
j�(j)i j < 1 (3.25)

et

�

�
max
k

E(e�(k)
mt )

�
< 1; (3.26)

alors (3.16)-(3.18) possède une solution strictement stationnaire fyt; "tg; et E�1(j yt�t01yt�t02 :::yt�t0m j) et
E�2(j "t�t001 "t�t002 :::"t�t00m j) sont �nis, avec t

0
i 2 f0; 1; :::; pg; t00i 2 f0; 1; :::; ug; i = 1; :::;m; et , �1 et �2 sont

les distributions stationnaires de fytg et f"tg respectivement.

4 Estimation des modèles à seuils

4.1 Modèle TAR(1) simple

On suppose que la suite f"tg possède un moment d�ordre 2 + � �ni, � > 0; alors la distribution stationnaire
de fytg possède un moment d�ordre 2 �ni. �2 représente la variance de l�erreur, nous noterons par la suite
(y+t )

2 et (y�t )
2 par y+2t et y�2t respectivement.

Théorème 4.1.1 (Petruccelli et Woolford (1984)) Si �1 et �2 véri�ent (3.4), alorsb�1 = nX
t=1

yty
+
t�1

,
nX
t=1

y+2t�1 , b�2 = nX
t=1

yty
�
t�1

,
nX
t=1

y�2t�1 et

b�2 = n�1
nX
t=1

�
yt � b�1y+t�1 � b�2y�t�1� sont des estimateurs consistants et asymptotiquement gaussiens pour

�1; �2 et �
2 respectivement.

4.2 Modèle TAR(1) multiple

Théorème 4.2.1 Si �(k)0 et �(k)1 véri�ent une des conditions (3.8)-(3.12)

b�(k)0 = n(k)�1

24 X
t2J(k)

yt+1 � b�(k)1 X
t2J(k)

yt

35, b�(k)1 =

24 X
t2J(k)

ytyt+1 �
X
t2J(k)

yt
X
t2J(k)

yt+1=n(k)

35.nS2(k)
où nS2(k) =

X
t2J(k)

y2t � (
X
t2J(k)

yt)
2=n(k) et b�2(k) = n(k)�1

X
t2J(k)

�
yt+1 � b�(k)0 � �(k)1 yt

�2
; 1 � k � l; sont des

estimateurs fortement consistants et asymptotiquement gaussiens pour �(k)i et �2(k), i = 0; 1; 1 � k � l:

4.3 Estimation par la méthode du maximum vraisemblance d�un modèle au-
torégressif à seuils

Dans cette section, on dérive des propriétés similaires pour les estimateurs du maximum vraisemblance du
même modèle SETAR(2; p, p) sous des conditions de régularité sur la densité des erreurs, non nécessairement
gaussiennes. On dé�nit un modèle SETAR(2; p, p) par :

yt= h(yt�1; �) + "t; t � 1; (4.1)

pour � = (�01; �
0
2; r; d)

0 2 R2p+3�f1; 2 ; ::: ; pg; où yt�1 = (yt�1; yt�2; ::: ; yt�p)0; �j = (�(j)0 ; �
(j)
1 ; ::: ; �(j)p )

0 2
Rp+1; j = 1; 2; et pour x 2 Rp;

h(x; �) = (�
(1)
0 +

pX
i=1

�
(1)
i xi)1(xd� r) + (�

(2)
0 +

pX
i=1

�
(2)
i xi)1(xd> r):
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Les erreurs f"tg dans (4.1) sont des variables aléatoires i:i:d de moyenne nulle et de variance constante.
Dans ce qui suit, on suppose que la série dé�nie par le modèle (4.1) est stationnaire et ergodique. Soitb�n = (b�0cn; brn; bdn)0 une fonction mesurable de (y0; ::: ; yn) telle que b�n maximise la fonction de vraisemblance
conditionnelle

Ln(#) :=
Yn

t=1
f(yt�h(yt�1; #))

Notons # = (#0c; s; q)
0; � = (�0c; r ; d)

0; �c = (�
0
1; �

0
2)
0: En raison de la discontinuité due à la présence du

paramètre threshold dans la fonction vraisemblance, l�algorithme de maximisation est donné par les étapes
suivantes :

Etape 1. Pour s �xé dans R; q 2 f1; 2; ::: ; pg; notons Lnsq(#c) = Ln(#c; s; q) = Ln(#): Soit #cn(s; q) 2
K tel que #cn(s; q) = argmax#c2K Lnsq(#c):

Etape 2. Considérons ensuite la fonction de vraisemblance (s; q) �! Ln(#cn(s; q); s; q):Notons que
Ln(#cn(s; q); s; q) a un nombre �ni de valeurs possibles. Soit brn; bdn les plus petites valeurs satisfaisant:

Ln(#cn(brn; bdn); brn; bdn) = maxs2R; q2f1; ::: ; pg Ln(#cn(s; q); s; q); on remplace ensuite brn; bdn dans #cn(s; q)
pour avoirb�cn = #cn(brn; bdn): Ainsi, b�n = (b�0cn; brn; bdn)0 est un estimateur du maximum vraisemblance de �: Aussi,

d�après la dé�nition de b�cn; brn et bdn, on a Ln(b�0cn; brn; bdn) = Ln(#cn(brn; bdn); brn; bdn) � Ln(#cn(s; q); s; q) �
Ln(#), alors Ln(b�0cn; brn; bdn) = sup#2
 Ln(#): Cela signi�e que b�n = (b�0cn; brn; bdn)0 est un MLE de �:
4.3.1 Consistance forte

On commence par les hypothèses sur la densité f des erreurs "t et le processus sous-jacent.

(C1) f est absolument continue et strictement positive sur tout R: avec la dérivée
�
f , soit ' =

�
f=f et I(f) =R

'2(x)f(x)dx < 1: (C2) ' est Lip(1). (C3) ' est di¤érentiable et la dérivée
�
' est Lip(1). (C4) Ej"tj4 <

1: Pour véri�er la n-consistance et la distribution asymptotique de l�estimateur du threshold, nous avons
besoin de considérer les hypothèses suivantes: (M1) Le point r 2 R est un point de discontinuité pour h, i:e.
il existe X� = (1; y0; ::: ; y1�p)

0 tel que (�1 � �2)
0X� 6= 0; y1�d = r:(M2) fytg admet une unique mesure �

telle que 9K; � < 1; 8x 2 Rp; 8k � 1; jjP k(x; :) � �(:)jj � K�k(1 + jxj); avec jj : jj et j : j représentent la
norme de la variation totale et la norme euclidienne respectivement.

Théorème 4.3.1 (Qian (1998)) Supposons que fytg dans le modèle (3.13) est stationnaire et ergodique,
si les conditions (C1) et (C2) sont véri�ées. Alors b�n �! � p.s quand n �! 1 (sous �). Supposons que
les conditions (C1)� (C4); (M1) et (M2) sont véri�ées. Alors limn�!1 jn(brn � r)j = 0:
5 Application

Le modèle autorégressif à seuils proposé par Tong (1978) est un des modèles non linéaires qui a la particu-
larité de pouvoir reproduire les phénomènes de cycles limites, d�irréversibilité dans le temps, de dépendance
amplitude-fréquence et du phénomène de saut (Voir Tong et Lim (1980)). La plupart des motivations qui
existent pour ce modèle concernent les cycles limites de séries temporelles cycliques, et en e¤et, ce modèle
est capable de reproduire des cycles limites asymétriques. Cependant, la di¢ culté des modèles autorégressifs
à seuils n�est pas seulement dans la théorie, mais aussi dans la pratique; cela est dû (a) au manque d�une
procédure de modélisation (b) à l�incapacité d�identi�er la variable threshold et d�estimer ses valeurs. On a
présenté dans cette partie une procédure pour la construction d�un modèle autorégressif à seuils, donnée par
Tsay. Une statistique du test proposé est donnée pour tester la non linéarité et pour spéci�er la variable
threshold basée sur les résidus prédictifs. Des outils graphiques supplémentaires sont donnés pour identi�er
le nombre et localiser les thresholds potentiels. Finalement, on a utilisé ces statistiques pour construire le
modèle à seuils. Les statistiques et ses propriétés sont utilisées dans une régression linéaire récursive ar-
rangée. On évalue par simulation, ses performances pour di¤érentes tailles d�échantillons et pour une série
réelle connue dans la littérature.
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