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INTRODUCTION GENERALE

Les modeles linéaires introduits depuis plus de sept décénies présentent 1’aspect
attrayant d’étre computationnellement gérables. Mais, il est bien connu que les
modeles autorégressifs moyenne mobile de Box et Jenkins (1970) ne réussissent
pas a capter certains phénomenes communément observés en pratique. En parti-
culier, il y a l'irréversibilité temporelle exhibée par ’asymétrie entre les périodes
d’ascension et de descente dans les données annuelles sur les taches solaires. Mo-
tivés par cette déficience des modeéles linéaires, des chercheurs ont proposé des
modeéles non linéaires pour ’analyse de données de séries chronologiques. De
nombreuses classes de modéles non linéaires ont, ainsi, vu le jour. Granger et An-
dersen (1978) ont introduit les modeles bilinéaires. Engle (1982), Bollerslev (1986)
ont respectivement développé les modéles conditionnellemnt hétéroscédastiques
(ARCH) et conditionnellemnt hétéroscédastiques généralisés (GARCH). Les mod-
éles autorégressifs a coefficients aléatoires (RC A) semblent étre nés durant la méme
période (Consilk (1974), Andel (1976), Nicholls et Quinn (1982), etc.), reflétant
ainsi les préoccupations des statisticiens toujours soucieux de mieux prendre en
charge des données d’observations dans le temps. Hamilton (1989) a introduit
les modeéles autorégressifs avec changement de régime markovien (MS — AR). Les
modeéles a seuils sont aussi des modéles a changements de régime. Ils ont été intro-
duits par Tong (1977a, 19776, 1978). Le changement y est endogéne ou lié & une
variable de méme type. Dans les modéles & changement de régime markovien,
la transition y est exogéne et dépend d’une chaine de Markov a espace d’état
fini (désignant par exemple la récession ou I'expansion pour une série de données
économiques). Le modéle autorégressif a seuils (TAR), a la particularité de pouvoir
reproduire les phénomeénes de cycles limites, d’irréversibilité temporelle, de dépen-
dance entre 'amplitude et la fréquence ainsi que les phénomeénes de saut (Tong et
Lim (1980)). Ces auteurs ont été rejoints par de nombreux autres chercheurs qui
ont saisi 'intérét d’une telle modélisation puisque celle ci s’est étendue a d’autres

cadres, en particulier, ceux a erreurs conditionnellement hétéroscédastiques.

Les modeles & seuils ont connu un développement important. Ces modeéles jouent



un role clé dans la modélisation de données cycliques pour les quelles seuls les
modeéles non linéaires sont appropriés pour en capter 1’évolution. Les modéles
non linéaires doivent étre capables d’offrir une vision sur la dynamique sous-
jacente des données. La théorie déterministe des systémes dynamiques a été une
source d’inspiration pour Tong (Tong (2007)), notamment, les cycles limites, les

oscillations non linéaires, les phénoménes de saut, etc.

Les cycles limites représentent 1’état stationnaire d’oscillations qui ne dépendent
pas des conditions initiales mais dépendent exclusivement des paramétres du sys-
téme. Ce sont des propriétés intrinseéques. Il existe des cycles limites robustes en
ce sens qu’ils sont insensibles & de légeres perturbations des paramétres du sys-
téme et qui sont purement observables. La présence d’un seuil spécifie les modes
opérationnels du systéme et ouvre la voie a la possibilité d’oscillations de type

cycle limite.

Intuitivement, une série chronologique est réversible dans le temps si en marchant
vers l'avant ou vers 'arriere, la distribution de probabilité ne change pas, i.e. la

direction du temps n’a pas d’effet. L’irréversibilité en la négation.

Des exemples de modeéles a seuils fondés sur la linéarité par morceaux éma-
nent de nombreux domaines dans lesquels la notion de seuils est dominante :
I'ingénierie radio, 'ingénierie marine, l'ingénierie médicale, les servo-systémes,
I’océanographie, la biologie des populations, I’économie, ’hydrologie, les moteurs

a vapeur, etc.

L’idée de base d'un modeéle & seuils est la linéarisation par morceaux en intro-
duisant une série chronologique indicatrice {J;, t € Z}. De nombreuses interroga-
tions ont suivi I'appliation des modéles TAR notamment la détermination de la
variable threshold, le paramétre de délai, le nombre de régimes, ...etc. La ques-
tion la plus importante pour n’importe quel modele de séries chronologiques est
I’existence d’une distribution stationnaire. Le cas des modeéles linéaires ARMA
est bien connu. Pour les modéles non linéaires, la situation est beaucoup plus
compliquée et les résultats qui existent pour le moment sont incomplets. En ef-

fet, il est clair qu'un modeéle MA a seuils est strictement stationnaire. Pour les
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modéles AR non linéaires, quelques résultats généraux existent. On les traite
comme étant une chaine de Markov a espace d’états dans l'espace Euclidien.Un
outil puissant, dans ce cas, est le critére de dérive (Drift criterion) initié par Fos-
ter (1953) et développé par Tweedie (1975) et Nummelin (1978, 1984). L’idée
de base est d’introduire ce que I'on entend par small sets qui jouent le role des
états d’'une chaine de Markov discréte, ensuite, étudier I'irréductibilité et finale-
ment, vérifier s’il y a un dérive vers le centre de ’espace d’états. De nombreux
travaux de Tweedie (1975, 1976) nécessite ’hypothése que la chaine de Markov

est irréductible. Mais Tweedie (1988) se libére de cette contrainte.

Une notion clé dans I’approche du critére de dérive est la fonction test (g-function),
dont le choix n’est pas toujours évident. Cependant, en l'interprétant comme
étant la fonction d’énergie 'généralisée’, Chan et Tong (1985) ont établi le lien
entre la stabilité d’un systeme déterministe et l'ergodicité d’un systéme stochas-
tique. D’autres travaux sur le méme sujet et pour d’autres modeéles a seuils
existent, Petruccelli et Woolford (1984) ont donné une condition nécessaire et
suffisante pour qu’un modele TAR(1) & deux régimes soit ergodique, Chan et al
(1985) ont obtenu la condition nécessaire et suffisante pour lergodicité d’un
TAR(1) a plusieurs régimes, Chan et Tong (1985) ont donné une condition suff-
isante pour l'ergodicité d’'un modele TAR général. Guégan et Diebolt (1994) ont
étudie un modele p-ARCH pour lequel ils ont examiné les propriétés d’inversibilité
d’irréductibilité de récurrence au sens de Hrris, d’ergodicité, d’ergodicité géométri-
que, d’alpha mélange et d’existence des moments. Zakoian (1994) a considéré un
modéle ARCH modifié, a seuils. Il a déterminé les conditions de stationnarité et
a considéré les méthodes des moindres carrés et du maximum de vraisemblance
pour l'estimation des parameétres du modéle. Liu et al (1997) ont obtenu un résul-
tat plus fort que celui de Chan et Tong (1985) et une condition de stationnarité
stricte pour un modeéle TAR & erreurs conditionnellement hétéroscédastiques. Li
et Li (1996) ont étudié un modele DTARCH pour lequel ils ont développé les
techniques d’identification du modéle, d’estimation et de test. Une généralisation
de ces résultats est donné pour le modele DTARMACH dans Ling (1999), il s’est

intéressé a la stationnarité et a la finitude des moments pour ce modele. Ling et al
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(2007) ont donné des résultats pour l'inversibilité et ’ergodicité du modele TMA
simple et multiple. Plus récemment, Chan et Tong (2010) ont considéré le cas,
plus difficile, de I'inversibilité des modéle ARMA non linéaires. Ils ont obtenu une
condition suffisante simple pour 'inversibilité locale de ce modeéle. Samia et Chan
(2010) ont généralisé le modeéle a seuils de Tong au modeéle plus genéral GTM
(Generalised threshold Model) ou ils supposent que la variable réponse appartient
a la famille exponentielle et la moyenne conditionnelle est une fonction de ré-
gression stochastique linéaire par morceaux.La consistance et la loi de probabilité
asymptotique de I'estimateur du maximum de vraisemblance sont déterminées.

Pole et Smith (1985) proposent une analyse bayesienne pour des modéles a seuils.

Tjgstheim (1990) a montré que la théorie sur les chaines de Markov peut étre
exploitée pour étudier des séries chronologiques non linéaires afin d’obtenir une
classification des modeles en stationnaires et non stationnaires. Tsay (1991) pro-
pose une méthodologie pour ’analyse de séries non linéaires. Le test de Tsay peut
détecter divers types de non linéarité comme la non linéarité de type threshold,
la bilinéarité et la non linéarité exponentielle. Cline (2006) propose une méthode
pour déterminer si un modéle TAR-ARCH est ergodique et lorsque c’est le cas, de
voir quels sont les moments qui existent. Hili (2008) s’intéresse a un modele TAR
a seuils multiples sous des conditions sur les coefficients du modeéle qui garantis-
sent la stationnarité, ’existence des moments et la propriété d’alpha mélange du
processus. Il établit la consistance et la normalité asymptotique des estimateurs
des coefficients du modéle fondés sur la distance de Hellinger. Boucher et Cline
(2007, 2009) s’intéressent a la stabilité en terms d’ergodicité V-uniforme ou de
transience pour des modeéles TAR cycliques. La stabilité découle de I'existence de

lois de probabilité stationnaires des chaines de Markov sous jacentes.

Mais avant de s’engager dans la voie des modeéles a seuils, il faut, d’abord, s’assurer
que nos données d’observations sont susceptibles d’accepter ce cadre mathéma-
tique pour traduire leur évolution. Petruccelli et Davies (1986) ont propsé un
test portmanteau pour détecter une non linéarité de type autorégression a seuils.

Mélard et Roy (1988) ont considéré un modele ARMA avec seuils qui est une
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généralisation des modeles a seuils TAR existants. Ils décrivent une méthode
d’estimation des parameétres et modélisent des séries de données réelles. Tsay
(1989) a proposé un test de non linéarité de type threshold basé sur les erreurs
prédictifs et une procédure de modélisation pour un modeéle TAR quelconque.
Qian (1998) s’est intéressé a un modele SETAR (2; p, p). Il a déterminé les pro-
priétés de l'estimateur du maximum de vraisemblance lorsque les erreurs ne sont
pas gaussiennes. Ling et Tong (2005) ont proposé un test pour tester la présence
de seuils dans un modéle moyenne mobile.

Ce mémoire comporte cing chapitres.

Dans le chapitre 0 intitulé : ’Apergu sur les modéles non linéaires’.

Dans le chapitre 1, intitulé ’Stabilité des chaines de Markov’, nous intro-
duisons les principaux outils et concepts probabilistes utilisés dans les chapitres
suivants. Ce chapitre s’appuie sur 'ouvrage de Meyn et Tweedie (1993).

Le chapitre 2, intitulé "Structure probabiliste de modéles a seuils’ présente
les classes de modeles considérées et établit des conditions d’ergodicité, de sta-
tionnarité stricte et de finitude des moments. Nous commengons par considérer le
modele TAR (1) simple, ensuite multiple, aprés, nous passons au modéle moyenne
mobile a seuils TMA(1) simple, puis général, et nous finissons par la classe la plus
large, celle des modéle DTARMACH dont nous donnons des exemples de ce mod-
éle.

Le chapitre 3, intitulé "Estimation dans des modéles autorégressifs a seuils’,
est consacré a, l’estimation des moindres carrés pour les modeles TAR(1) simple
et multiple a titre d’exemple, ces résultats sont aisément généralisés au cas d’'un
TAR(p) général. Ainsi, une étude de simulation est menée pour montrer la con-
sistance de ces estimateurs. On étudie ensuite une méthode d’estimation fondée
sur le maximum de vraisemblance pour un TAR(p) & deux régimes. Les propriétés
asymptotiques des estimateurs obtenus sont dérivées.

Le chapitre 4 intitulé ’Application et simulations’ présente, dans une premiére
partie, une méthode de test, donnée par Tsay (1989). La deuxiéme partie met en
ceuvre les méthodes précédentes sur une série de données réelles : le nombre de

lynx canadiens pris au piege.
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Chapitre 0 : Apercu sur les mod-
éles non linéaires

0.1 Introduction

Les exigences du térrain ont fait se développer des alternatives a la modélisation
linéaire, attrayante tant du point de vue de 1’étude probabiliste que de celui de
I’analyse statistique, mais limitative quand & la prise en charge de cycles, de
dépendance apmlitude-fréquence, etc. Ce sont les modéles non linéaires dont

nous présentons quelques exemples.

0.2 Autorégression non linear (NLAR)

C’est la classe de modeéles qui répondent & la formulation suivante :

X = f(Xi—1, Xi—2y ooy Xiop, €1) teZ (0.1)

ou f est une fonction f : R*! — R, avec {e;}, une séquence de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées. Typiquement, ¢; est indépendant de
X, s < t. L’équation (0.1) devient une équation aux différences non linéaire
d’ordre k, lorsque ;= 0, Vt € Z.

Parfois, il convient d’écrire ’équation (0.1) matriciellement par I'introduction d’un

vecteur d’état ¢,, k-dimensionnel et un vecteur de bruit n,, k-dimensionnel avec :

& = (Xio1, Xieo, ooy Xppg)'

nt = (Et, O,...7 O)/

c’est a dire que, (0.1) peut s’écrire comme :

&= 0(&—15 M)
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ol ¢ : R?* — R définie par :

ry k
eV o= e, ey

& = gl

k k—1
fg) = Efl)

¢ est la jome composante de ,.

Si ¢ est telle que :
(&1 M) = 9§41, 0) +my (0.2)

I'équation (0.2) définit un modele de bruit additif et elle est équivalente a :
Xt = f(thla Xt727 cee thk) + & (03)

ol f:RF — R. Fréquemment dans la littérature, I’acronyme NLAR(k) concerne
une classe restreinte définie par (0.3).

Aucune forme fonctionnelle n’a été spécifiée pour f et f. En pratique, les formes
de ces derniers sont tirées directement des données, cela conduit & ce qu’on ap-
pelle '’approche non paramétrique de la fonction autorégressive’. Alternative-
ment, on peut paramétrer f et f, cela est appelé I'approche autorégressive fini
paramétrique’.

Notons qu’il est parfois instructif de penser & un modéle NLAR de la forme:
X, = E[X, | Xo1]) + {Var[X, | Xi_1]}%e,
que 'on peut comparer & un processus de diffusion dans le cas continu.

0.3 Principe de threshold et les modéles de threshold

Le concept de threshold (seuil) est basé sur I'idée de ’approximation locale sur les
états, i.e. 'introduction de régimes via seuils. Le principe de threshold, permet

d’analyser un systéme stochastique complexe en le décomposant en sous-systémes
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plus simples. Sous le principe de threshold, on peut regrouper des modeles non
linéaires fini-paramétriques.

Soit {X;} une série chronologique k-dimensionnelle. Pour tout ¢, J; est une vari-
able aléatoire qui prend les valeurs {1,2,...,l}. La forme canonique d’'un modéle

threshold peut s’écrire comme suit:

X, = B(Jt)Xt T A(Jt)Xt_l + H(Jt)et + o) (0.4)

ou, pour J; = j, AU et HU) sont les matrices des coefficients d’ordre & (non-
aléatoires) , CU) est un vecteur constant de dimension k et {e;} une suite de
vecteurs aléatoires i.i.d k-dimensionnels de moyenne nulle.

Dans la forme canonique au-dessus, J; indique le mode du mécanisme dynamique.
Le choix de J; est flexible, pour modéliser un grand nombre de situations. Effec-
tivement, le choix de J; qui est une fonction de X; est d’un intérét évident, du fait
que ce choix est relié aux concepts de threshold et de délai.

Il existe quelques cas particuliers du modele (0.4). Soit {r¢,r1,...,71}, 70,71,..,71 €
R, tels que 7 <7 < ... <, avec : rg = —co €t r; = +oo, i.e., que 'on définit une

partition de R, R= Ry URyU...U Ry, oul R; =|r;_1,7].

0.3.1 La classe des modéles self-exciting threshold autoregressive / moving average

(SETAR / MA)

Soit :
X = (Xi—1, Xi—2, ooy Xp—pp1)
40— agj) aéﬂ) a;fll al(cj)
T 1yx(k—1) ‘ Ok—1)x1

()

HU — hi 0
0 0

et = (&6, €-1, vy Et—py1)

c@ =@, o0,.., 0y
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et on note Rg“)d =RxRx..xRxR; xRx..xR, le cylindre du produit Cartésien
de R, k fois figurant et de R;. Pour d fixé, d € {1,2,...,k}, avec J; = j, si X; € Ry“)d,
ona:

k
Xe=a +> aPai +ne,. (0.5)

i=1
Conditionnellement & X, 4, € R;, j =1,2,...,1, et comme {J;} est maintenant fonc-
tion de {X;}, on appelle la série univarie {X,;} donnée par (0.5), 'un modeéle self-
exciting threshold autoregressive d’ordre (I;k,...,k), et on le note par SETAR
(I;k,...,k), ou k est répété | fois, le graphe ci-dessous montre une réalisation de ce

modéle.

0 2n an B0 an 100

1+ .6Xt,1 + &¢ si Xt,1 S 0
Figure 0.1. X; = avec g, — N(0, 1)
-1+ .6Xt71 + & si thl >0

Si pour j=1,2,...,[,0on a:
agj):Opourizkj—i—l, ki+2, ...,k

alors, {X;} suit un SETAR (I;k1,ks,..., k). On appelle ri,...,r_; les parameétres
de threshold et d le parametre de délai.

Notons qu'un SETAR (1;%) est exactement un modele AR linéaire d’ordre &, si
he,=el) | la suite {¢,} devient un processus bruit blanc (hétérogene). Si la pre-
miére ligne de H® est de la forme (A7, b$7, .. b)), bl 20 (j =1,2,...,1), alors,
on a le modele SETAR se généralise & un modele ’self-exciting threshold autore-

gressive / moving-average model’ (un modeéle autorégressif et moyenne mobile &
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seuil) d’ordre (I;k,...,k;k—1,...,k—1), ou SETARMA (;k,...,k;k—1,....,k—1),

et il prend la forme :
X, = agj) + Zagj)xt_i + Z hl(.J)at_,'
=1 1=0

Conditionnellement & X; 4 € R;, j = 1,2,...,1, SETARMA (l;ky,... ki k), ..., k),
avec k; et kjsont respectivement l'ordre de la partie autorégressive et de la partie

moyenne mobile.

0.4 La classe des modéle a seuils sans bruit additif

Un exemple typique prend la forme
X, = a(()‘]t) + ag‘]t)Xt_l

ou {J;} est une suite de variables aléatoires et J;, est indépendante de X,, s <t La
figure suivante illustre une réalisation d’un modeéle de cette classe, qui peut étre
identifié comme une fractale.

Cette figure représent 100000 réalisations de

Tt 0 0 Ti—1 0
= +
Yt 0 0.25 Yt—1 0
avec la probabilité 0.1,
0.85 0.04 Ti—1 0
+
~0.04 0.85 Yi1 1.6
avec la probabilité 0.76,
0.20 —-0.26 Ty_1 0
+

0.26  0.22 Yi1 0.8
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avec la probabilité 0.07,

—0.15 0.28 Ti_1 0
+
0.26 0.24 Y1 1
avec la probabilité 0.07, et
To 1
Yo 1

Figure 0.2.

0.4.1 La classe des modéles autorégressifs exponentiels (EAR)

La classe des modeles EAR et ses extensions introduite par Lawrance et Lewis,
peut étre formellement considerée comme une sous-classe des modeéles de threshold
avec {J;} indépendante de {X;}. On peut illustrer ce point par la représentation

d’'un EAR(2) qui a la forme d’un threshold

Xe=a"X, 1 +0X, 5+ ey
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ou {J;}, est une suite de variables aléatoire i.i.d. telles que :

J 1 avec la probabilité 1 — asg
t =
2 avec la probabilité as

Ici, {J:} est indépendante de {X;} et de {&}, avec
aV = oy a® =0 b =0 b® =q,

aret ay sont des constantes (0 < ag,as < 1).

0.4.2 La classe des modéles ARMA a coefficients périodiques (PARMA)

Cette classe de modéle a été étudiée par Tiao et Grupe (1980), Bentarzi (1995) et
bien d’autres, dans un contexte général, et par Jones et Brelsford (1967) dans un
contexte météorologique. L’idée essentielle est de permettre aux coefficients des

modeles ARMA de varier périodiquement dans le temps. Un exemple simple est

X = Cbo(t) + al(t)Xt,1 + &

ott pour i =0,1,2,..., a;(2n) = a!” et a;(2n+ 1) = a!?. Ce type de modéle peut étre

facilement mis sous une forme de threshold comme suit :
Xt = CLE)Jt) + ath)Xt_l + &
avec la probabilité 1 pour tout ¢, Jo; =1 et Jopy1 = 2.

0.5 la classe des modéles autorégressifs multiplicatifs

Tous les modéles qu’on a présentés nécessitent un bruit additif. Cela, effectivement
n’est pas toujours essentiel. Un exemple de modéle autorégressif non linéaire a
bruit non additif, est

X=X,

ou {e;}, est une suite de variables aléatoires positives i.i.d.
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0.6 La classe des modéles autorégressifs a coefficient aléatoire (RCA)

L’idée d’un bruit multiplicatif implicite dans la derniére classe de modeéles peut
étre exploitée de telle sorte qu'on peut envisager une nouvelle classe de mod-
éles, en 'occurrence, la classe des modeles autorégressifs a coefficients aléatoires,
notée RCA. Une série chronologique {X;} est dite suivre un RCA(k), siX, satisfait

I’équation de la forme :
k

Xy =Y B+ Bit) Xi—i + & (0.6)

i=1

ou

1. {&:} est une suite de variables aléatoires i.i.d. de moyenne nulle et de variance
o?;

2. les B;, i=1, ..., k, sont des constantes;

3. posons B(t) = [Bk(t),...,Bi(t)], {B(t)} forme une suite de vecteurs indépen-

dantes de dimension 1 x & de moyenne nulle et E[B(t)'B(t)] = C;
4. {B(t)} est indépendant de {¢;}.

Il est clair que I’équation (0.6) peut étre étendue au cas multidimensionnel, avec

{X;} une série chronologique vectorielle de dimension p, 3;, B;(t) des matrices

de dimension p x p, {e;} un bruit p-dimensionnel. Les conditions (1) - (4) sont

facilement généralisées :

1. {e:} est une séquence de vecteurs variables aléatoires i.i.d. de moyenne nulle

et de matrice covariance G;
2’. les 3;, i=1, ..., k, sont des constantes;

3’. {B(t)}, une séquence de matrices indépendantes de taille p x kp de moyenne

nulle et E[B(t)’ ® B(t)] = C, ® est 'opérateur du produit de Kronecker;
4’. {B(t)} est indépendant de {e;}.

La figure au-dessous illustre une réalisation d'un modele RCA(1).
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Figure 0.3. X; = [-0.1 + By ()] X;_1 + &, avec By(t) — N(0, 0.9%), ¢, — N(0, 1)
{B1(t) }indépendant de {e;}.
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Chapitre 1 : Stabilité des chaines de Markov

1 Stabilité des chaines de Markov

1.1 Introduction

De nombreux modéles de séries chronologiques acceptent une représentation markovi-
enne et de 1a, les résultats connus sur les chaines de Markov & espace d’états
continu peuvent étre appliqués pour ’étude de ces modéles. Une approche du
probléme de la stationnarité figure dans les travaux de Tweedie (1974, 1975, 1983,
1988) et dans I'ouvrage de Meyn et Tweedie (1993). Cette approche est, par ex-
emple, utilisée lorsque la spécification du modeéle comporte des effets de seuils

excluant 'existence d’une représentation linéaire.

1.2 Noyau de transition et définition d’une chaine de Markov

La définition suivante introduit la notion de noyau de transition sur un ensemble

quelconque X muni d’une tribue B.

Définition 1.2.1 On appelle noyau de transition toute famille P={P (z,B),x € X,B €
B} telle que :

1. pour tout B € B, x — P (z,B) est une fonction mesurable de (X,B) dans

([0’ 1] B ([0’ 1])) )

2. pour tout z € X, P(z,.) est une mesure de probabilité sur (X,B).

Les P (z, B) sont appelées probabilités de transition (de = vers B).

Etant donnée une mesure de probabilité initiale y sur (x,B), la définition d’une
chaine de Markov homogene (X,) sur (X,B) repose sur ses distributions fini-
dimensionnelles. Pour tout entier n et tout (n+1)-uplet (Bo,...,B,) de parties de

B, on pose :

Pﬂ [XO € BQ, ,Xn € Bn] =
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/ / w(dxo)P(xo,dxy)...P(xp—1, By) (1.1)
zo€Bo Tp—1€Bn—1

pour les passages des lois fini-dimensionnelles aux probabilités d’évenements im-
pliquant un nombre quelconque de variable X,,, le théoréme de Kolmogorov impose
des conditions a 'espace d’état : il s’applique si (X, B) est : i) (R B(R?)), ou i)
un espace dénombrable muni de la tribu de toutes ses parties, ou iii) un espace
métrique complet possédant une base dénombrable d’ouverts muni de sa tribu
borélienne. Nous nous placerons toujours dans I'un de ces cas par la suite. A con-
dition de choisir comme espace 2 I'’espace XN, muni de la tribu produit B2, on peut
construire un processus X = (X,,),.y €t une probabilité P, sur BY telle que (1.1)
soit vraie et pour tout B € BY,P,(B) soit la probabilité de I’événement [X € B]. Re-

marquons en particulier que, si {z} € B et u({z}) #0, P(x,B) =P, [X; € B| Xo = a].

Définition 1.2.2 le processus X = (X,,) dont les lois fini dimentionnelles satisfont
(1.1) est appelé chaine de Markov homogéne de noyau de transition P et de mesure

itiale p.

Etant donnés deux noyaux de transition P = {P (z, B)} et Q = {Q (z, B)} sur (X,B),
il est utile d’introduire leur produit PQ = {[PQ] (z, B)} défini par :

PQ) (x.B) = / _ Ple.di)Q(. B) Ve €X,VB B

On vérifie facilement que cette égalité définit un nouveau noyau de transition sur
(X,B). En particulier, on notera P" le noyau de transition obtenu en effectuant
(n—1) produits de P avec lui méme. On a pour n > 1:Vz € X,VB € B, P"(z,B) =
Jyex Pla,dy)P""'(y, B), en prenant pour P°(y,B) la mesure de Dirac en y. On
peut vérifier que P"(z, B) s’interpréte comme la probabilité de I’événement X, € B
conditionnellement & X, = «.

Une généralisation utile est la relation de Chapman-Kolmogorov :

Vn € N,Vm,0 <m < n,Vx €X,VB BB

P(e,B) = / P (z,dy)P" "™ (y, B)
yexX

On montre cette relation a partir de (1.1) en choisissant B; =X pour 1 <i<n-—1

et By = {z}. Cette équation admet une interprétation intéressante : pour atteindre
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B en n étapes, partant de z, la chaine doit nécessairement passer par une valeur
y en m étapes, puis tout se passe comme si la chaine redémarrait de y, pour
atteindre B en n —m étapes. Les valeurs prises antérieurement en y n’ont donc
plus d’importance pour ce qui est postérieur a I’étape m. Plus généralement, la
propriété suivante traduit I'indépendance entre futur et passé conditionnellement

au présent :

Propriété 1.2.1 Si X = (X, )nen est une chaine de Markov homogene

de mesure initiale p, pour toute fonction mesurable bornée h: Q) — R, on a
Eh(Xnt1, Xnt2, ) | Xoyooo, X3 Xpn = 2] = B[R (X4, Xa, ...) | Xo = 2]

[Voir Meyn et Tweedie (1993), proposition 3.4.3]

1.3 Irréductibilité et apériodicité

L’irréductibilité traduit le fait que, partant de n’importe quel point, la chaine
peut atteindre toute partie de mesure positive de ’espace d’état, pour une mesure

appropriée. Au préalable, nous définissons pour tout B € B,

- le temps de séjour dans B : ng = 1x,en

n=1

ol 14désigne la variable indicatrice d’un évenement A4;
- le temps de premier passage par B : 7 = min{n > 1,X,, € B}.
La duré moyenne de séjour dans B partant de x € X s’obtient par :

Elngl Xo=2] =) P"(x,B) =U(z, B)

n=1
La famille {U(z,B)} a des propriété similaires & celles d’'un noyau de transition
mais les U(z,.) ne sont pas des probabilités. On utilisera également la probabilité

de premier passage par B partant de x :
L(z,B) = P(Tg< o0 | X,=x)

Définition 1.3.1 (p — irréductibilité) On dit que la chaine X = (X,,) est ¢ — irréductible
s’il existe une mesure ¢ sur (X,B) telle que, VB € B avec p(B) > 0, nous ayons

L(z,B) > 0 pour tout z € X.
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les formulations alternatives suivantes sont équivalentes a la ¢ — irréductible :
(i) Vo € X, quand ¢(B) >0, U(z, B) > 0;
(ii) Vz € X, quand ¢(B) > 0, il existe n > 0, telle que P"(z, B) > 0.

Il est clair, d’apreés la définition ci-dessus, que la ¢ — irréductibilité est quelque peu
faible par rapport a l'irréductibilité dans un espace dénombrable, qui exige la
communication dans les deux sens. On définit ainsi une extension de la mesure
d’irréductibilité, dite "maximale", dont I'existence est assurée par la propriété

suivante :

Propriété 1.3.1 si (X,,)nen €St o — irréductible, il existe une mesure de probabilité

sur (X,B) telle que
(1) (Xn)nen €St ¢ — irréductible;

(ii) pour toute autre mesure ¢’ sur (X,B), (X,) est ¢’ —irréductible si et seulement

si ¢’ est absolument continue par rapport a ¢ (¢ = ¢')
(iii) si ¢(B) =0, alors ¢{y : L(y, B) > 0} = 0.

La mesure ¢ est appelée mesure d’irréductibilité maximale.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Proposition 4.2.2]

Notons ’ensemble des événements de ¢y)—mesure positive par : B*= {B € B :¢(B) > 0};
cet ensemble est défini d’une maniére unique du fait que toutes les mesures
d’irréductibilité maximale sont équivalentes (Meyn et Tweedie (1993)).

La théorie des chaines de Markov a espaces d’états quelconques peut étre devel-
oppée par analogie avec celle a espace d’état dénombrable quand X contient un

atome pour la chaine X.

Définition 1.3.2 (Atomes) Un ensemble a € B est dit "atome” s’il existe une mesure
v sur (X,B) telle que
P(z,B) =v(B), z € a.

Si le chaine X est -irréductible et (o) > 0,0n dit que o est un "atome accessible”.
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Un singleton représente toujours un atome. Cependant, 'intérét d’utiliser les
atomes réside dans les chaines y-irréductibles a espace d’état quelconque. Par
une extension convenable de la structure probabiliste de la chaine, nous pouvons
construire artificiellement des ensembles qui ont une structure atomique, perme-
ttant ensuite de continuer les analyses en s’inspirant de la théorie des chaines a
espace d’état dénombrable.

Définissons maintenant deux types d’ensembles d’importance majeure : les "small

set" et "petite set" qui ont un comportement analogue a celui des atomes.

Définition 1.3.3 (Small sets) Un ensemble C € B, est dit small set sl existe m > 0,

et une mesure v, non triviale sur (X,B) telle que
VeeC, VBeB, P"(x,B)>v,, (B)

et on dit que C est v,,—small.
Proposition 1.3.1

(i) Si C € B est v,—small, et pour tout x € D nous avons P™(z,C) > 4,(6 > 0), alors

D est vy ym—small, 0U v,y €St un multiple de v,.

(ii) Si X est -irréductible. alors il existe une suite dénombrable C; de small sets

o0

dans B telle que X = UCZ-. Les small sets constituent ainsi un recouvrement

i=1
de l’espace d’état de la chaine de Markov.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Proposition 5.2.4]

L’existence des small sets nous permet de montrer, méme sur un espace quel-
conque, que nous avons une rupture périodique finie entre des ensembles cycliques
pour la chaine y-irréductible.

Supposons que C est un ensemble vy-small, et que v/ (C) >0, nous utilisons
C et vy pour définir un cycle d’'une chaine de Markov w-irréductible a espace
d’état quelconque. Pour simplifier la notation, on enléve l'indice de v, alors on
a Yz e C,PM(x,.) > v(), et v(C) > 0, ainsi, quand la chaine démarre de C, elle y
revient avec une probabilité positive a I'instant M.

Soit
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Ec={n>1:C est v,—small, avec v, = 0,v, pour un 6,> 0}

I’ensemble des entiers n tels que C est v,-small pour une mesure proportionnelle

a v. Notons que, si pour un ensemble BC C, n, m € E, on a

P (z, B) Z/CP’”(a:,dy)Pn(y,B) > [6mdnv(C)| v(B), z€C;

alors Eo est fermé par addition. D’ou il existe une "période" naturelle pour
I’ensemble C, donnée par le p.g.c.d de Ec, cette valeur est en effet, propriété de

toute la chaine, et elle ne dépend pas du choix de C.

Définition 1.3.4 Soit X une chaine de Markov p-irréductible.
Le plus grand entier d pour lequel X soit d — cyclique est appelé période de la chaine.

Quand d = 1, la chaine est dite apériodique.

S’il existe un ensemble B, vi-small avec v, (B) > 0, la chaine est dite fortement apéri

odique.

Les small sets existent toujours dans le cas y-irréductible, et ils nous fournissent
la plupart des propriétés demandées.
Introduisons maintenant une généralisation des small sets, les petite sets, qui ont

des propriétés plus manipulables, spécialement dans une analyse topologique.

Définition 1.3.5 (Petite sets) On appelle v,-petite set tout C € B tel que :

K,(x,B) ::ZanP”(x,B) > v, (B), Ve C, YVBeB

n=0

ol a = (a,) une suite de constantes positives de somme égale a 1 et v, est une

mesure non triviale sur B.

Nous pouvons remarquer de cette définition qu’un small set est un petite set si a
prend la valeur §,, pour un certain m. D’ot, la propriété d’étre small set est plus

forte que la propriété d’étre petite set.

Remarques 1.3.1 Soit X une chaine de Markov y-irréductible.

(i) Si C est v, -petite, il existe (b,) tel que C soit v,-petite, avec v, mesure maximale

d’irréductibilité.
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(i) L’union de deux petite (resp. small) sets est également un petite (resp. small)
set.

(i77) Il existe une suite croissante {C;} de v.-petite sets, tel que x = UCi.
i=1

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Proposition 5.5.5]

Théoréme 1.3.1 Pour une chaine irréductible et apériodique, les petite sets sont

des small sets.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théoréme 5.5.7]

1.4 Chaine récurrente, chaine transitoire

Lorsque & est dénombrable et la chaine (X,,) irréductible, un état est dit transitoire
si le temps de séjour moyen dans cet état, partant de ce méme état, est fini et
il est dit récurrent dans le cas contraire. De plus, tous les états sont de méme
nature et la chaine peut étre qualifiée de récurrente ou transitoire.

On retrouve la méme dichotomie pour un espace d’états quelconque, mais les
définitions sont plus délicates. La classification repose sur le (pseudo) noyau de
transition {U(z, B)}, U(x, B) représentant le temps de sé¢jour moyen dans B partant

de z.

Définition 1.4.1 L’ensemble B € B est dit

(i) récurrent si U(z,B) = +oo, Vx € B;

(ii) uniformément transitoire st IM < o t.q U(x, B) < M, Vx € B;

(iii) transitoire s’il existe une famille dénombrable (B,) d’ensembles uniformément

transitoires telle que B = U B,.

Avec cette définition, un ensemble récurrent peut également étre transitoire. Ainsi
X est toujours récurrent et s’il est dénombrable, on peut évidemment 1’écrire
comme la réunion de tous les singletons qui sont uniformément transitoires et X'
est transitoire.

. Le résultat suivant fournit une premiére dichotomie de I’ensemble des chaines

irréductibles.
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Définition 1.4.2 On note R la classe des chaine récurrentes, définies par :
(X,) € R+ U(z,B) = +o0, Vo e X,VB e Bt

On note T la classe des chaines transitoires, définie par :
(X,) € T < A(By);, Uz, Bj) < M; < o0, Va € X.

Théoréme 1.4.1 Si (X,,) est une chaine +-irréductible, elle est soit transitoire soit

récurrente.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théoréme 8.3.4]

Une notion de récurrence un peu plus forte est celle de récurrence au sens de
Harris (Harris-récurrence) fondée sur le calcul de la probabilité que le temps de

séjour soit infini.

Définition 1.4.3 Un ensemble B est dit Harris-récurent si
Q(z,B) = P(ng= 4o | X,=z) =1, x € B.

Une chaine X est dite Harris- récurrente si elle est ¢—irréductible et chaque en-

semble dans BT est Harris-récurrent.

Il est clair de cette définition que si un ensemble est Harris-récurrent, alors il est
récurrent. En effet, dans la formulation ci-dessus le renforcement de la récurrence
vers la récurrence au sens de Harris est explicite car nous passons d’un nombre
de visite espéré d’étre infini vers l'infinité des visites pour un ensemble presque
stirement.

De maniére équivalente, nous pouvons définir une condition pour vérifier si un
ensemble est Harris-récurrent, basée seulement sur la probabilité du premier retour

L(z, B).

Proposition 1.4.1 On suppose que pour un ensemble B € B on a L(z,B) =1, z € B.

Alors Q(z, B) = L(z, B) pour tout z € X, et en particulier B est Harris récurrent.
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[Voir Meyn et Tweedie (1993), Proposition 9.1.1]

Le théoréeme suivant montre I'importance des petites sets.

Théoréme 1.4.2 Si X est une chaine y-irréductible. Alors X est Harris récurrente

sl existe un petite set C € B tel que, Vo € X , L(x,C)=1.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théoréme 8.3.4]

1.5 Existence des mesures invariantes

Afin d’obtenir des propriétés de stabilité plus fortes, on est amené & pousser
plus loin la classification des chaine récurrentes. Pour plusieurs raisons, la forme
de stabilité la plus forte possible que nous pouvons demander en présence d’une
variation persistante est que la distribution de X,, ne change pas avec n. Si cela est
le cas, alors, de par la propriété de Markov, les distributions finies dimensionelles
sont invariantes par translation dans le temps. Ceci nous améne & introduire la

notion de mesure invariante.

Définition 1.5.1 Une mesure o-finie = sur B tel que
7(B) :/ n(dz)P(z, B), BeB [resp. 7(B) 2/ 7(dz)P(z, B)]
X X

est dite invariante [resp. sous-invariante].

Si une chaine X , v-irréductible admet une mesure de probabilité invariante, alors
X est dite positive, sinon elle est dite nulle.

Pour une chaine récurrente, une mesure invariante peut ne pas exister. Lorsqu’une
telle meure existe et est finie, on peut toujours la normaliser pour obtenir une
mesure de probabilité invariante.Remarquons qu’étant donnée une mesure de

probabilité initiale x, on a

/u(dx)P(x,B) =P [X,€ B]
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Donc si p est invariante :

wB) = PuXie€B]
/[/u(dy)P(y,dw)]P(w,B)
[ i) [ Po.doypia. )
- /u(dy)PQ(y,B)

= P,[X, € B]

Donc pour tout n, P,[X, € Bl = u(B) (VB € B). En utilisant la propriété de Markov,

cela équivalent a la stricte stationnarité de la chaine : la loi du processus (X,,, X1, -, Xntr)
est indépendante de n, pour tout entier .

Inversement, si (X,,) est strictement stationnaire, X; et X, ont la méme loi, ce qui

s’écrit VB € B, u(B) = [ u(dz)P(z, B), ou u désigne la probabilité initiale. On a donc

le résultat suivant.

Propriété 1.5.1 La chaine (X,) est strictement stationnaire si et seulement si sa

loi de probabilité initiale est invariante.

Cette propriété rend cruciale la recherche de mesures invariantes de masse finie.
Une autre raison de I'importance des mesures de probabilité invariantes est liée
au comportement ergodique (ou de long terme) de la chaine. Supposons en effet
qu’il existe une mesure de probabilité limite r,, définie par : VB € B, P,[X,, €

B] — m,(B) quand n — oc.

Alors
mu(B) = lim [ p(de)P"(z, B)
— lim_ [ (dn) [P o, d) P, B
N / P(y,B) lim [ p(dz)P"~"(x, dy)
~ [P By

Donc 7, est invariante. En particulier, s’il existe une unique mesure de probabilité
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invariante, la probabilité limite sera indépendante de . On a le résultat suivant :

Théoréme 1.5.1 Si(X,,) est récurrente, elle admet une unique mesure sous-invariante
7 (& une constante multiplicative prés) et cette mesure est invariante. De plus =

est équivalente a toute mesure d’irréductibilité maximale .

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théorémes 10.4.4 et 10.4.9]

Ce théoréeme conduit & une nouvelle dichotomie parmi les chaine récurrentes. On
distingue celles admettant une mesure de probabilité invariante des autres. Cette

dichotomie s’écrit : R=P+N, avec pour (X,) € R :

(X)) e PeVBeB, n(B)= / (dz)P(z, B)
ou 7 est une mesure de probabilité, et

(X,) €N < VBeB, uB)> / 1(dz)P(z, B)

ol p est une mesure telle que p(X) = +oo.

1.6 Ergodicité

Jusqu’ici nous avons caractérisé la stabilité d’une chaine en terme de récurrence.
Une autre facon d’envisager la stabilité d’une chaine consiste & étudier si elle
converge vers un régime stationnaire quelque soit son point de départ. Nous
avons déja vu que l'existence d’une mesure de probabilité invariante était une
condition nécessaire pour qu’'une telle convergence ait lieu. Nous allons voir que
pour les chaines y-irréductibles et positives récurrentes la propriété est vérifiée
pour une notion forte de la convergence que nous allons préciser.

Rappelons que la norme en variation totale d’'une mesure u est définie par ||u| =

sup | [ fdp| = supu(B)— inf u(B), on défini aussi la f-norme par |||, = sup |[ gdp|.
FlfI<a BeB Beb gilgl<f

Théoréme 1.6.1 Si X est une chaine de Markov Harris-récurrente, positive et

apériodique, alors pour toute mesure initiale p

H / w(da) P (2, ) —7() [— 0, n——0.
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[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théorémes 13.3.3]

En prenant pour p la masse de Dirac en z, un corollaire de ce théoréme est que

pour toute fonction f bornée et mesurable :

Veex, lim BIf(X,)] X,= 0 :/fdw. (1.2)

En particulier, pour f =15, B€ B : P"(x,B) — 7(B), Vx € X.
Les chaines vérifiant les hypotheéses du théoréme sont dit ergodique.

Lorsque f n’est pas supposée bornée, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.6.2 Soit X une chaine de Markov Harris-récurrente,positive de mesure
invariante w, fortement apériodique, de mesure d’irréductibilité maximale «, et soit

f:X —[1,+oo[. Alors
(1) si [ fdm =400,  E[f(X,)]|Xo=2] — 400, n— +00

(ii) st [ fdr < +oo, alors pour tout = € A, ou A est absorbant et tel que ¢(A°) =0,

on a
[P (x,.) = m()]; — 0 quand n — ~+00.
[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théoréme 14.3.3]

On obtient en particulier, cette fois-ci pour f non nécessairement bornée (mais

sous des hypothése un peu plus fortes)

Vr € A, nErEOOE[f(Xn) | X o= ] :/fdﬂ'. (1.3)

Si dans le théoréme 1.6.2, la condition (ii) est vraie pour tout z, la chaine est
dite f-ergodique. Il est parfois nécessaire de connaitre la vitesse de convergence de
| P*(z,.) — =(.) ||;. Sous les hypotheses du théoréeme précédent, nous dirons que
la chaine est f-géométriquement ergodique (ou plus simplement géométriquement

ergodique si f = 1) s’il existe une constante r; > 1 telle que
Yorpl Pr@) = () [s<oo,  VreX.
n=1

Nous donnerons dans la partie suivante un critére assurant une telle propriété.
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Remarques 1.6.1 L’ergodicité géométrique n’assure pas seulement l’existence d’une
unique distribution stationnaire pour (X,), mais aussi elle assure que les mar-

ginales convergent en un temps géométrique vers la distribution stationnaire.
Enfin (X,,) est dite uniformément géométriquement ergodique si

sup|| P"(z,.) = (.) [— O, n —— +00
zeX

Le résultat suivant donne des caractérisations équivalentes de I’ergodicité géométrique

uniforme.

Théoréme 1.6.3 Sans supposition de la -irréductibilité ou de 'apériodicité, les

propriétées suivantes sont équivalentes :

(i) X est uniformément ergodique.

(ii) Il existe p <1 et R < oo telles que | P"(z,.) — n(.) |< Rp".
(ii7) Il existe n € N, s1€1£>(|| P"(z,.)— () ||< 1.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théoréme 16.2.1]

Une conséquence importante de I’ergodicité uniforme est le lien qui existe avec la

notion de mélange.

Théoréme 1.6.4 Si X est uniformément ergodique, il existe R < +oo et p < 1 telles
que, pour toutes fonctions h et g telles que | g|,|h|< 1, Vn, k, Vo € X

n k
| Elg(X )X, ) | Xo= 2] = Elg(X,,) | Xo=a]E[h(X, ) | Xo= 2] |[< Rp"[L+p"]

la chaine est dite géométriquement mélangeante.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théoréme 16.1.5]

Aussi, sans avoir besoin de l'irréductibilité on peut donner des critéres qui garan-
tissent l’existence d’'une mesure de probabilité invariante et la finitude de ses

moments.

Définition 1.6.1 Une chaine telle que, pour tout ouvert B, la fonction P(.,B) est

semi-continue inférieurement est dite Fellerienne ou de Feller.
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Remarques 1.6.2 Dire que la fonction P(.,B) est continue pour tout B € B est
une contrainte trop forte, par exemple pour les dynamiques avec effets de sewil.
Rappelons qu’une fonction h de X dans R est dite semi-continue inférieurement
st lensemble {x : h(x) < c} (resp. {x: h(z) > c}) est fermé (resp. ouvert) pour toute

constante c
Théoréme 1.6.5 Supposons que (X,) est une chaine de Feller.

(i) Sl existe pour un ensemble compact B € B, une fonction g positive et un e > 0

tels que

| Padig) < g@) -2 we B
alors, il existe une mesure tnvariante o-finie p pour P avec 0 < u(B) < oo.

(i1) De plus, si
[ wtas) | [ Piongt] < oo

alors, u est finie et = u/u(X) est une mesure de probabilité invariante.

(i1i) De plus, st
| Padpgw) < o) - fla), x5,

alors, p admet un f-moment fini, i.e. [, p(dy)f(y) < oc.

Notons que la condition (i) n’est qu’un cas particulier de (iii) quand f(z) =¢. Le
théoréeme 1.6.5 établit que pour un modele de série chronologique qui admet une
représentation Markovienne ot (X,,) est la chaine de Markov sous jacente, il existe
une solution strictement stationnaire, et la distribution stationnaire est = si les

conditions (i) et (i) sont vérifiées.

1.7 Critéres de classification

Pour des modeles particuliers, il n’est généralement pas facile de vérifier directe-
ment les propriétés de chaine de Markov transitoire, récurrente ou admettant une
loi de probabilité invariante. Il existe heureusement des critéres s’exprimant sim-

plement & partir des conditions sur les probabilités de transition en une étape.
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Ces contraintes sont de deux types : de continuité et de dérive (Drift) moyenne.
Pour simplifier la présentation, nous supposerons dans cette partie que ’espace
d’état X est égal & RY, muni de sa topologie usuelle, ot d est un entier.

La condition suivante est dite de forte continuité : la fonction P(., B) est continue
pour tout B € B. Cette contrainte se réveéle trop forte, par exemple pour les
dynamique avec effets de seuil. Rappelons qu'ne fonction h de X dans R est dite
semi-continue inférieurement si ’ensemble {z : h(z) < ¢} (resp. {z : h(z) > c}) est
fermé (resp. ouvert) pour tout constante c. Une chaine telle que, pour tout ouvert
B, la fonction P(.,B) est semi-continue inférieurement est dite Fellerienne ou de

Feller. On a la définition suivante

Définition 1.7.1 S’il existe une application T(.,.) telle que

(i) Yz € X, VB € B, P(z,B) > T(z, B);

(ii) T(.,B) est semi-continue inférieurement pour tout B dans B;
(iii) Vo € X, T(x,.) est une mesure non nulle sur (X, B).

(X,,) est appelée T-chaine.

Une chaine vérifiant la forte continuité est évidemment une T-chaine. La condition
(i) peut étre remplacée par des conditions moins fortes, portant sur toutes les

probabilités de transition, du type

(¢)" 1l existe une suite (a,) de constantes positives de somme égale a 1 telle que

Ko(z,B) =Y a,P"(x,B) > T(x,B).

n>1
T est appelée composante continue de K,.

Ces contraintes de continuité ne sont pas nécessaires pour la stabilité, mais elles

permettent d’obtenir des caractérisations en se limitant aux ensembles compacts.

Théoréme 1.7.1 Si (X,,) est une T-chaine y-irréductible, les compacts sont des pe-

tite sets.
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[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théorémes 6.2.5]

L’autre type de condition porte sur I'opérateur de dérive A. A toute fonction

V. X — R*, intégrable par rapport aux mesures P(z,.) (Vz € X), on associe
AV (z) z/P(x,dy)V(y) - V(z)=FE[V(X,,)-V(X,) | X,= 7]

cet opérateur calcule, pour tout point initial z, la valeur moyenne de la variation

de V(z) en une étape.

Théoréme 1.7.2 Soit X une chaine de Markov y-irréductible, V une fonction de X
dans R*, intégrable par rapport aux mesures P(x,.) pour tout z, et C un compact .
Si la fonction P(.,B) est continue pour tout B € B, ou si X est une T-chaine, avec
AV(z) <0, Yz € C¢, alors la chaine X est récurrente.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théoréme 8.4.3]

En pratique, il s’agit de trouver une telle fonction V' dite fonction test ou fonction
de Lyapunov, ainsi qu’un compact C permettant de conclure. L’existence d’une

loi de probabilité invariante peut étre obtenue & partir du résultat suivant.

Théoréme 1.7.3 Sous les hypothése du théoréme 1.7.2 et si

AV (z) <-1, VeeC ¢
AV(z) <M, VzeC
ou M est une constante, la chaine (X,,) est récurrente positive.

Dans la premieére inégalité, la valeur -1 peut étre remplacée par n’importe quelle
constante strictement négative. Le critére suivant permet d’obtenir I’existence des

moments de la probabilité invariante.

Théoréme 1.7.4 Soit (X,)) une chaine de Markov récurrente positive de loi de prob-

abilité invariante =. Soient V, f et s des fonctions positives telles que

AV (z) < —f(z) + s(z), Ve e X.
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Alors /fdw §/5d7r.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théoréme 14.3.7]

Si dans ce théoréme, nous choisissons s(z) = bl,(z), ol b est une constante positive

et C € B, on obtient
/fdﬂ <br(C) < +o0.

Théoréme 1.7.5 Sous les hypothéses du théoréme 1.7.2, si (X,,) est apériodique et
s’il existe une fonction V: X — [1, +oo|, et des constantes 3 >0 et b < +oco et un

petite set C', on a pour tout x € X

AV (z) < —pV(z) 4+ ble(z), (1.4)
alors il existe r > 1 tel que
> P =y, < +oo (1.5)
n>0

ou |||P" — ||y = Supw. La chaine est dite V-uniformément ergodique.
reX
[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théoréme 16.1.2]
Remarques 1.7.1 (i) Sous les hypothése du théoréme 1.7.5, on a /de < 400, donc
E.[V(X,)] < 400, en utilisant le théoréeme 1.7.4 avec s(z) = blo(x).

(1) Une conséquence immédiate de (1.5) est que

VoeXx, > r"||P"(z,.)—()| < RV(z) (1.6)

n>0
pour R finie. La chaine est donc géométriquement ergodique.
Il est parfois utile de disposer de critére ne reposant pas sur les probabilités de

transition en une étape. Le résultat suivant montre comment adapter ce qui

précede.
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Théoréme 1.7.6 Sous les hypothéses du théoréme 1.7.5, et si on remplace la con-
dition (1.4) par

ElV(X, )X, = 2] < (1= B)V(x) + bleo(z),
alors (1.6) est vérifiée. La chaine est ainsi géométriquement ergodique.

Ce résultat peut étre étendu en faisant dépendre de ’état = 'entier m et le réel 3.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théoréme 19.1.3]
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Chapitre 2 : Structure probabiliste de
modeéles & seuils

2 Structure probabiliste de modéles a seuils

L’étude de la structure probabiliste de modéles de séries chronologiques est un
préalable majeur & l’estimation des parameétres et aux tests d’hypothéses. Dans
ce qui suit, nous nous intéressons a I’étude de la structure probabiliste de divers
modeles de séries chronologiques & seuils : Les modeéles TAR, TMA et DTAR-
MACH.

2.1 Modéle autorégressif a seuil TAR(1)

2.1.1 Introduction

Une classe de modéles non linéaires qui est particuliérement utile est celle des
modele autorégressifs a seuil (TAR) introduits par Tong (1978) et Tong et Lim
(1980). Plusieurs exemples ont été donnés par ces auteurs qui ont montré que les
modeles TAR peuvent donner un meilleur ajustement que les modéles linéaires.
En plus, les modéles TAR peuvent refléter un comportement non linéaire sous
jacent (ex. Cycles limites) que les modeles linéaires ne peuvent pas reproduire.
Dans Tong et Lim (1980), le probléme de l'identification et de 'ajustement ont
été considérés, En plus, seulement une condition suffisante a été établie pour
Iergodicité du modele TAR.

Dans cette section, nous considérons un modele TAR(1) qui s’écrit sous la forme

suivante

Yo = Prys 1 + Goy;_q +er, tENT (2.1)

avec y* = max(y, 0) et y~ = min(y, 0). (2.1) peut s’écrit aussi comme
Ye = [011(ye—1 > 0) + Pl (ye—1 < 0)]ys—1 +&¢, tENT (2.2)

dans les deux formes ci-dessus, ¢, et ¢, sont des constantes réelles et {e;, t > 1} est
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une suite de variables aléatoires i.i.d, de moyenne nulle et de densité f(.) strictement
positive sur R.
2.1.2 Ergodicité du modéle TAR(1)

Notons que {y;, t >0}, définie par (2.1) est une chaine de Markov a espace d’état

(R, B), B est la s-algebre de Borel sur R, la densité de transition est donné par
p(z,2) = f(z — g1 + doa™). (2.3)

Si 1 est la mesure de Lebesgue sur R, alors {y;, ¢t > 0} est p-irréductible et aperi-
odique (voir Orey (1971)).
Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante sur les parameétres

¢, et ¢, pour que {y;} soit ergodique.

Théoréme 2.1.1 (Petruccelli et Woolford (1984)) Le processus {y;, t > 0}, défini par

(2.1), est ergodique si et seulement si

P <1, ¢Py<1 et P9y <1 (2.4)

La région d’érgodicité est illustrée ci-dessous.

A

Région 1 .
Qg =
Reégion d’ergodicité g

----- . ] b1

Région 11 :
i Région |

Région 1 : ;

by = 11

Figure 2.1. Région d’ergodicité
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La preuve du théoréme 2.1.1 est divisée en quatre lemmes, le premier prouve la

suffisance, les autres prouvent la nécessité.
Lemme 2.1.1 Si ¢, et ¢, satisfont (2.4), alors le processus {y;, t > 0} est ergodique.

Preuve. Définissons la fonction de transition pour la chaine de Markov {y;} par
Pz, A) = /p(m,z)dz, zcR, AcB,
A

il est facile de voir que la loi de transition {P(z,.)} est fortement continue (voir
Tweedie (1975)). Utilisons le théoréme 4.2 de Tweedie (1975), si on arrive a
trouver un compact K € B, de mesure de Lebesgue strictement positive, et une

fonction ¢ positive et mesurable sur R, tels que

(1) [gp(z,2)g9(z)dz < g(x)—1, € K°,

(i1) [pp(z, 2)g9(2)dz = AMz) < R < 00, x € K, ou R est une constante positive.

De (2.4), il est possible de trouver a et b des constantes positives telles que

1>¢, > —(ba™') et 1> ¢y > —(ab™'). Ainsi, par ce choix de ¢

ar, x>0
g(x) =
blz|, x <0,
il est possible de montrer qu’il existe un M > 0 tel que (i) et (ii) soient vérifiées

pour K =[-M, M]. =

La preuve de la nécessité de (2.4) est divisée en trois lemmes qui prouvent la
non-ergodicité du processus {y;; t > 0} pour les valeurs de ¢, et ¢, dans les régions

I, IT et III respectivement (voir figure 2.1).

Lemme 2.1.2 Si ¢; > 1 ou ¢, > 1 (Région I), alors le processus {y,} n’est pas er-

godique.

Preuve. Sans restreindre la généralité, on considere le cas ¢, > 1. on suppose

d’abord que ¢, > 1. Alors pour y; 1 >0, E(y: | y:—1) = ¢,9:-1. Alors pour tout n t.q
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1<n<¢, ety >0, par 'inégalité de Markov on a
Py, <27 (n+ Dy, 4| 4 4) < 2B [ea [(n — Dy, )" (2.5)
Soit M > 0 tel que ¢ = E || [(n —1)M]~! < 1, alors, quand y; > M on a
Py >27 (n+ 1 |y1) 21 —¢
on a aussi
P(ys > 27 0+ Dyz, y2 > 27 0+ Dy [ 1) > (1= ¢ch)(1 —¢)

ol B =2(n+1)"L. Si on continue de cette maniére, on obtient
t
Py > 27+ Dy, 1=1,..,t | y1) > H (1—cfH>1-e)VOP wvi>o0.
Ainsi, pour tout y, € R,
P(ys — o0 | yo) = (1= o) /"D Py, > M | yo) > 0.

alors, {y;} n’est pas ergodique pour ¢, > 1.

Quand ¢, = 1, pour y; > 0, on obtient une marche aléatoire jusqu’au premier
instant ot on rentre dans le deuxieéme régime. Cependant, E(7_w, of | y1) = o0
et puisque P(y; > 0| yo) > 0, Vyo € R, alors le processus {y;} n’est pas ergodique.
(Théoréme 7 de Tweedie (1974)). =

Lemme 2.1.3 Si ¢, < 0 et ¢,6, > 1 (Région II), alors le processus {y;} n'est pas

ergodique.

Preuve. Sans restreindre la généralité, on considére seulement le cas ¢ < —1 et
#,0, > 1. La preuve est semblable a celle du lemme 2.1.2, sauf qu’on montre que

la chaine de Markov {y.:; t > 0} a la méme propriété, pour tout y, € R

P(yat — 00| yo) > 0. (2.6)
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En particulier, si 1 <7 < ¢,¢,, il existe M > 0 tel que y,_» > M, alors

E(ye | ye—2) > nyr—2, t=2. (2.7)

En plus, quand y;—o > 0, E(ly: — E(ye | yi—2)| | y1—2) < € < o0, t > 0, choisissons M
grand tel que (2.7) soit vérifie et 2¢[(n — 1)M]~! < 1, et de fagon similaire a la
preuve du lemme 2.1.2 on montre que (2.6) est vérifice. Comme {y»;} n’est pas

ergodique, alors {y;} est aussi non-ergodique. =

Lemme 2.1.4 Si ¢; < 0 et ¢, = 1 (Région III), alors le processus {y;} n'est pas

ergodique.
Preuve. Aussi, sans restreindre la généralité, on prend ¢, <1, —1 < ¢, < 0 et

10, = 1. Alors, pour y;_» <0 et t >2

e = e+ Wio+ dree1)1(Ye—2 + drei1 < 0) + o1 2 (o2 + dret—1)1(ye—2 + drer_1 > 0)

< Yo+ Pet—1+€¢ p.s. (28)

Mais, on remarque pour ¢t = 3,5,7, ...,et pour v, = ¢,6;_1+¢, que la suite {yy;,,, j > 1}
est i.i.d et de moyenne nulle. On définit la marche aléatoire {z; t > 1} par z; = y;

et

Zt = Zt—1 + Yotr—1s t>1.

On considére les temps d’arrét

T(y) =inf{t > 1: y2t41 €]0, + o[}

et

T(z)=inf{t >1:2,,.,€]0, +oof}.

la relation (2.8) implique que {T(z) > n} C {T(y) > n} quand y; < 0, comme le

processus {z; t > 1} est une marche aléatoire et E(vy;) = 0,

E(T(y) | y1) > B(T(2) | y1) = o0
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quand y; < 0. Et donc, le processus n’est pas ergodique. =

Remarques 2.1.1 En terme de chaine de Markov, des lemmes 2.1.1-2.1./ il resulte
que la chaine {y,;} est recurrente positive quand (2.4) est vérifiée, et transitoire a
Uintérieur des régions I et II, pour ¢, et ¢, dans la région III, ou sur les frontiéres
de la région 1, les lemmes 2.1.2 et 2.1.4 montrent que la chaine n’est pas récurrente

positive, on conjecture qu’elle est récurrente nulle.

Le théoréme 2.1.1 implique 'existence d’une mesure de probabiité invariante pour

{y:}. En plus, le résultat suivant est obtenu.

Théoréme 2.1.2 (Petruccelli et Woolford (1984)) On suppose E(|e,|*™) < o0, £ > 0.
Alors si ¢, et ¢, vérifient (2.4), la mesure de probabilité invariante pour la chaine

{y:} a un moment d’ordre deux fini.

Preuve. Etant donnée la symétrie qui existe dans la région d’ergodicité, sans
restreindre la généralité, on considére seulement le cas ou ¢, < ¢, . Cela implique

que |¢,| < 1, alors, il existe ko > 1 tel que
ko = min{k > 1:|¢, 0571 < 1}.

Notons que pour ¢, <1 et —1 < ¢, <0, kg = 2 par hypotheése, ainsi k > 2 seulement
si gy < —1et0<gy<1. Soit k* =ky— 1, a = max(|¢,], |¢s]) et n =25 —1. Alors

7 ko
el < 6ol [y kol + 191—1ol D 651(a5 > B | ge—iol) + D Viler—rkotsl; (A.1)

j=1 j=1
ou {d;; 1<j<n}, {8;; 1<j<n}et{y; 1<j<ko} sont des suites de constantes
positives dependant seulement de ¢,, ¢, et ko, pour 1 < j <, a; est une combinison
linéaire de {e; r,+1; 1 < I < ko} indépendante de y; 1,, de moyenne nulle et de
moment absolu d’ordre 2 + ¢ fini. Notons aussi que, par définition, 0 < a|¢,|*" < 1.
De (A.1), 0n a

E(|yel | ye-ro) < aléol* [ye—no| + M, (A.2)
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ol, par 'inégalité de Markov

E(|ye—ro|1(a; > B; | Y1—kol) | %1—ro) < B; ' E(lay]), 1<j<n,

et

E(let—rosjl) <A, 1<) <k

On peut prendre
ko n
My > "y A+Y 6,8 E(las]).

Jj=1 Jj=1

Cependant, (A. 2) implique que, si R; = maxo<;<k, E(|ly1] | vo), alors

p—1
E(lg:| | yo) < [alol* [* Ry + M1 Y [algy|* ™, (A.3)
m=0
ol p = [t/ko], | .] désigne la partie entiére. alors, indépendament de ¢, il existe une

constante B; > 0 telle que

E(ly] | yo) < By < 00, V.

Pour n’importe quel entier v > 2, on utilise (A. 1) pour obtenir

U
[yl < [@lal™ 1 [y | Hyeoral” Y 051z > B L yera ) F1(1-ro]s leerosals oo leal),

j=1
(A.4)
ol f; est un un polynoéme dont le degré de |y;_i,| est inférieur ou égal a v —1, et on

remplace les fonctions indicatrice par 1. Utilisons (A. 4), avec v = 2, on obtient

E(yel* | ye-ra) < [l dal* Plyr—ko|* + follye—rol) + Mz, (A.5)

ol f, est un polunéme de degré 1, et

E(|ye—ro*L(aj > By | yemro|) | ye—ro) < B;°E(a3), 1<j<m,
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On peut choisir

n
My > 65872 E(ad).

j=1
De plus,
E(f2(1yt—kol) | o) < f2(B1) Vt.

Soit M = Ms + fQ(Bl) et Ry = maxo<i<k E(‘yt|2 | yo),

pn—1

E(lyel? | o) < [alal* 1 Ra + M [l |12,

m=0
Comme pour (A.3), indépendament de ¢, on peut choisir By > 0 tel que

E(lye] | yo) < B1 < o0, VL. (A.6)

Maintenant, choisissons un entier I tel que 17! < ¢ < 1. Soit v =20+ 1 tel que v/l =

2+17t <2+ ¢ Utilisons (A.4) et le fait que, pour 0 < a <1, |30 al* <30, |al®,

on obtient
. ! )
‘yt|p < [a|¢2|k }p|yt—ko|p+ |yt—k‘o‘p25§1(aj > ﬂj | yt—ko|) +f1( (|yt—k'o|7 ‘6t—k’o+1|7 ) |€t|)a
j=1
ot p= v/l et £V () est un polynome en puissance fractionnaire {m/l; m =1, ..., 2}
pour |y;_x,| €t {m/l; m =1, ..., 21+ 1} pour |¢|. Par conséquent,
E p < k™1p P M(l) @)
(yel” T ye—ro) < [eddal™ [Plye—rol” + My + f2 (Yt —rol)
avec fQ(l)( . ) est un polynéme en puissance fractionnaire {m/l; m =1, ..., 2i} pour

[yt—ko |, €6 comme
E(lyt—ko|"1(a; > B; | Yt—nol) | $1—ko) < B;"E(|a4]?), 1<j<m,
on peut prendre

n
1 _
M >N 60870 B (lay)?).
j=1
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Et comme pour (A.6), on obtient E(f(lyi—) | vo) < B < o~ , 0 < BY <
o0, Vt. Ainsi, avec M® = M + B et RY" = maxo<m<r, E(lym|? | y0), o0 peut majorer
E(|ly:? | yo) indépendamment de ¢+ comme en (A.6).

Utilisons Feller (1971). p. 251-252; par suite de l'ergodicité de {y;}, on peut

conclure que

E(lye* | yo) — E(jyl*) < o0

ou y est une variable aléatoire dont la densité est la densité de probabilité invari-

ante de {y;}. =

Remarques 2.1.2 Utilisons une méthode similaire dans la prevve du théoréme 2.1.2,
on peut montrer que si E(|e¢|"t*) < 00, € >0 et 0 < a < oo, alors la mesure de prob-

abilité invariante pour la chaine {y;} a un moment d’ordre a fini.

2.1.3 Modele TAR(1) général

On définit un modele TAR(1) général a I régimes que I'on note TAR(7; 1,...,1) par
0+ oMy + e sty €Ry, (2.9)

avec Ry =|rp_1, r], 1 < k <1, tel que —0 =1y < r; < .. < r = +oo, de maniére

équivalente, nous pouvons écrire (2.9) comme
l
Z Yi—1 € Ry {<Z5 + ¢§k)yt—1 +€1(£k)}7 (2.10)

avec {¢; i =0,1; 1 < k <1} des constantes réelles et pour chaque &, {¢{*); ¢ > 1} est
une suite de variables aléatoires i.i.d centré et de densité fi(.) strictement positive

sur R, on suppose aussi que {¢F} et {¢/} sont indépendants pour k # ;.

2.1.4 Ergodicité

Notons que, comme pour un modéle TAR(1) simple, {y; ¢ > 1} défini par (2.10),

est une chaine de Markov & espace d’état (R, B), B est la o-algébre de Borel sur
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R. La densité de transition est donnée par

p(x,z) = 1(yi—1 € Ry) fu(z — gi)(()k) — (bgk)x) (2.11)

MN

>
Il

1

Utilisons la définition dans Orey (1971), on note aussi que {y; t > 1} est u-
irréductible et apériodique quand u est la mesure de Lebesgue sur R. Cependant,
contrairement au cas d’'un modele TAR(1) simple, la loi de transition {P(z,.)}
correspondant & (2.11) , n’est pas nécessairement fortement continue. Alors, nous

devons donner le lemme suivant pour permetre ensuite de prouver l'ergodicité.

Lemme 2.1.5 (Tweedie (1975)) Soit {P(z,.)} la loi de transition correspondante a
(2.11). Alors, si K est l’ensemble des compacts dans B de mesure de Lebesgue

positive, alors 0 < n(K) < oo, VK € K, ot w(.) est une mesure sous invariante pour

{ye}-

Preuve. Soit D ’ensemble des points de discontinuité pour {P(z,.)}. Alors, par
construction, D est fini. Grace a ’hypothése d’irréductibilité, il existe une mesure
7(.) telle que

(A) > /R (dz)P(z, A), AcB.

Par itération de I’équation ci-dessus, on obtient

B(1 - f)~ n(4) > / m(dz)Gs(x, A), (2.12)

R

avec 0 < 8 < 1 et Gg(z,A) = ZB”P”(x,A). Il est facile de voir que Gs(z,.) est
n=1

continue pour z ¢ D et
E%GQ(I,A) >0, 16%16*5(%,4) >0
vd € D, u(A) > 0. Alors, on a pour tout K € K,

inf A A) > 0.
nf Gp(z, 4) >0, u(4)>0
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Utilisons (2.12) avec A € B tel que 0 < 7(A) < oo, alors
-1
m(K) < B(1 - B)"'n(A) [iglf(Gg(x,A)} < o0.

Comme K est de mesure de Lebesgue positive, on a 7(K) > 0. =

Ce lemme est un extension du lemme 4.1 dans Tweedie (1975) et il est vrai pour
des chaine de Markov plus générales.

Maintenant, on donne les conditions nécessaires et suffisantes sur les parameétres

{¢§k>; i=0,1; 1 <k <1} pour que le processus {y;} soit ergodique.

Théoréme 2.1.3 (Chan et Tong (1985)) Le processus {y:} définit par (2.11), est

ergodique si et seulement si une des conditions suivantes soit vérifiée :

o < Lol <1 el <1 (2.13)
M 1 g0 <1, oM 0 (2.14)
oD < 1, ¢ =1, o0 <o (2.15)
W = 1 40 =1, ¢ <0<l (2.16)
Mol = 1, ¢V <0, ol + 6V gt > 0. (2.17)

La preuve du théoréeme 2.1.3 est dévisée en deux lemmes, le premier lemme vérifie

la suffisance, le deuxiéme prouve la nécessité.

Lemme 2.1.6 (Chan et Tong (1985)) Si le processus {y;} définit par (2.11) vérifie

une des conditions (2.13)-(2.17), alors {y,;} est ergodique.

Preuve. De facon similaire au lemme 2.1.1, nous cherchons un ensemble compact
K € B, de mesure de Lebesgue positive, et une fonction mesurable et positive g

sur R tels que

/Rp(%z)g(z)dz < gx)-1, 2¢ K (2.18)

/p(m,z)g(z)dz < Mz)<R< o0, z€K, pour R > 0. (2.19)
R

On prouve 'egodicité de {y,;} pour chacune de (2.13)-(2.17) séparément, en in-

diquant pour chaque cas la fonction ¢ et le compact K pour que la condition
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ci-dessus soit vérifiée.

(2.13) : Comme pour le cas de deux régimes, il existe deux constantes positives a

et b telles que 1> ¢!V > —(ba=1) et 1> ¢ > —(ab™!), et une fonction g définie par

ar, x>0
g9(x) =
blz|, x<0.

Alors il existe M > 0 tel que (2.18) et (2.19) soient vérifiées pour K = [-M, M].

(2.14) : Dans ce cas 1a, on prend

caw, x>0
ID=1
—2[¢y '] 'z, z<0

ol ¢; >2 ‘¢§”} (657171, Aussi, il existe M > 0 tel que (2.18) et (2.19) soient vérifiées
pour K = [-M, M].

(2.15) : Par symétrie, on peut prendre

=2 ((Jl)]_1$7 x>0

cox, <0

avec cy > —2 ‘q&(ll)‘ (3811,
(2.16) : Le résultat suit de (2.14) et (2.15) avec

o]t
ﬂ% z, z>0

g(w) = .
—2[ (() )]7155, r<0

(2.17) : Dans ce cas, on considére la chaine de Markov {y,;} avec la loi de transition
{P?(z,.)}. Prenant
ax, x>0

9(z) =
—bx, =<0,
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avec a et b sont des constantes positives. On obtient pour = € R;

I(x)

/R P2(x,d2)g(>)

R(k,j)

l 0o
- S /ﬁ RS / fulu — 6Pa) f;(a)dadu
k=1 X

B(k,z)
b [ stk [ futu- oo (adad)

—00 R(k,j)
avec

Bk, z) = =" — 6{" 6§ — 6" 62
et

R(k,j) = {z : z—l—(béj) +¢§j)x € Rk}.

Il est clair que pour z € R;, 0 < Bj < 00, j =2,..l—1, I(z) < B;. En plus, il est

possible de montrer qu’il existe M > 0 tel que

b
I@) < —bo—3(0y +61°6)), w<-M
I(z) < az+ g(¢gl> +oMoY), x> M.

Ainsi, on peut définir a et b tels que (2.18) et (2.19) soient vérifiées pour K =
[-M, M]. D’ot1, on peut conclure que {y.;} est ergodique, et par suite de I'irréductibilité

et de 'apériodicité de {y;} on obtient que {y;} est aussi ergodique. m

Lemme 2.1.7 (Chan et Tong (1985)) Si {y;} donné par (2.11), ne satisfait pas une

des conditions (2.13)-(2.17), alors le processus {y;} n'est pas ergodique.
Preuve. On peut distinguer quatre cas :

(i) ¢V > 1 ou ¢ > 1.

(i) (¢ =1 et g5’ <0) ou (¢ =1 et ¢ >0).

(iii) ¢V <0, ¢{Mp>1.

(i) #i <0, 6{V6" =1 et 6V + ¢ <0.
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Par une légeére modification de la preuve du théoreme 2.1.1, les cas (i) — (i)
peuvent étre démontrés de fagon similaire, pour (iv), on applique le théoréme 9.1
(i4) de Tweedie (1976) pour montrer que {y;} n’est pas ergodique. Ainsi, il suffit de
trouver une fonction g mesurable et positive, et un compact K = [k, ks, ki, ko > 0,

et une constante B > 0 tels que

/R e, 2)g(2)dz > gla), v ¢ K
/R p(z.2)|g(z) — g(@)| < B, vcB
g(z) > supg(z), xz ¢ K.

zeEK

Ici, on prend

9(x) = gap (@) + Ik, m ()

avec
ar + « six >0
ga,@(w) =
—bx+p stx <0
et
k si |z <M
Iy (z) =
0 sinon

ol «, B3, ket M sont des constantes strictement positives choisies telles que
gl = B — a > bl

M = max(|of)],

O

k= (a+ by max(|of ], 6])

Remarques 2.1.3 Les conditions d’ergodicité du théoréeme 2.1.3 dépendent seule-
ment des parametres ¢\, ¢, ¢V et ¢\, ie. seulement du comportement du

processus dans les régions des régimes extrémes R; et R;.

Théoréme 2.1.4 Supposons que pour r € N*, 1 < k <[, E(

5@’ ) < oco. Alors, si
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W w1, ¢ <1 et oMol <1, la mesure de probabilité invariante pour la chaine

{y:} a un moment d’ordre r fini, et la chaine {y;} est géométriquement ergodique.

Preuve. Choisissons a,b > 0 telles que 1 > ¢{") > —(ba=1) et 1 > ¢\ > —(ab~1), soit

¢ > 0. On définit

a"z" + ¢ x>0
g(x) =
bz 4 ¢ z <0.

Il est possible de montrer que pour |z| grand, on a

[ e ngea <@ -9, e>0
R
et le résultat suit de Tweedie (1983). m

2.2 Modéle moyenne mobile a seuil

2.2.1 Introduction

On considére un modéle moyenne mobile & seuil du 1¢” ordre (TMA(1)), qui géneére

la série chronologique {y, :t= 0, +1,...} selon I’équation stochastique suivante:

Yr = [¢+YL(ye—1 < 7)]er—1 + & (2.20)

ou ¢; est une suite de variable aléatoire i.id de moyenne nulle et de densité f(z).
Ling et Tong (2005) ont proposé un test fondé sur le rapport de vraisemblance
pour un modéle moyenne mobile linéaire contre un modele TMA. Cependant, la
structure du modele TMA n’est pas spécifiée. Brockwell et al (1992) ont étudié
le modele autorégressif moyenne mobile a seuil (TARMA) et ils ont obtenu une
solution strictement stationnaire et ergodique. Cependant, leur résultat couvre
les cas ot la partie moyenne mobile de ce modeéle ne subit pas un threshold, donc
n’inclut pas le TMA comme cas spécial. Liu et Susko (1992) ont prouvé que pour le
modele TMA, il existe toujours une solution strictement stationnaire sans aucune
restriction sur les coefficients. Ling (1999) a obtenu le méme résultat pour un
TARMA, mais sous des conditions restrictives a cause de la présence d’une partie

autorégressive. Ainsi les conditions sous lesquelles la solution du modéle TMA est
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unique et ergodique est un probléme ouvert. Ling et Tong (2005) ont obtenu une
condition suffisante pour I'inversibilité d’un modéle TMA général. Cette condition
est loin d’étre nécessaire quand on la compare avec celle d'un modéle MA linéaire.
Ling et al (2007) donne une condition suffisante pour l'ergodicité d’un modéle
TMA(1) et des conditions nécessaires et suffisantes pour I'inversibilité du modéle
TMA(1).

2.2.2 Ergodicité des modéles TMA(1)

Une méthode standard dans I’étude de I’ergodicité d’un modeéle de série chronologique
non linéaire est d’écrire le modele sous la forme d’une chaine de Markov et en-
suite de vérifier le critére donné dans Tweedie (1983) (voir aussi Tjgstheim (1990)
et Tweedie (2001)). cette méthode comprend deux partie, la 1¢¢ est de vérifier
la y-irréductibilité de la chaine de Markov, la 2¢m¢ partie est de vérifier le drift
criterion ou critere de dérive.

Le défi reste la vérification de la propriété de l'irréductibilité. Sous certaines
conditions, Feigin et Tweedie (1985) ont montré que la chaine de Markov obtenue a
partir d'un RCA est irréductible. Chan et Tong (1985) ont montré l'irréductibilité
d’une chaine de Markov en termes d’une mesure adéquate. Quand on met le
modele TMA(1) sous forme d’'une chaine de Markov (voir Ling (1999)), il n’est
pas difficile de voir que ni il s’ajuste au cadre de Chan et Tong (1985) ni satisfait
a la condition donnée dans Feigin et Tweedie (1985). Ainsi il semble décidément
difficile d’établir I'irréductibilité. Cependant, comme nous le verrons, il n’est pas
nécessaire de vérifier I'irréductibilité.

Soit {(yt, e)}, t= 0, £1,..., définis sur I’espace de probabilité (2, F, P). Ling et al
(2007) ont développé, une méthode alternative pour étudier ergodicité. D’abord,
on définit une suite aléatoire

£, sin =0,

Sn(t) =
[¢ + ’L/)l(Sn,l(t — 1) < T)]Etfl +e sin>1.

Lemme 2.2.1 (Ling et al (2007)) S% [¢|sup, |[zf(z)| <1 et E|e;| < 0o, alors lim S,(t)

existe p.s. Vt € Z.
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Preuve. Soit u,(t) = [¢ + ¥1(S,(t) < 7)|e; et b= |¢|sup, |zf(z)]. On a

An(®) = [WIE[L(Sn() <7) = 1(Sn-1(t) <7)|[er]]
= [WIE[(una(t—1)+e <) = L uno(t = 1) + & <7)| |ed]]

= WIE[(er <7 —una(t = 1)) = Ler <7 —un—a(t = 1)) |e:]

r—un—1(t—1)
= wiE| [ el e
< |lsup|zf(z)| E|un—1(t — 1) —tp_o(t — 1)| =bAp_1(t — 1) (2.21)

ie., Ap(t) <bA,_1(t—1) <b2A, ot —2) <..<b" 1At —n+1)

on sait que
Ait—n+1) = WELS1E—n+1)<r)=1(Sot—n+1) <7r)||let—nt1]]
= [WIE[[MHet—nt1 <7 —uo(t —n)) = Let—nt1 < 7)let—ntal]
< WlEle|=c
d’ou,
An(t) <bA,_1(t—1) < VA, ot —2)< .. <" 1A (t—n+1)<cb"? (2.22)

Ainsi, on a E|S,(t+1)—S,_1(t+1)| = A,(t) < "1, Utilisant ce résultat et le
critére de Cauchy (au sens de L1) nous pouvons montrer que Jim S, (t) existe p.s,
vt € Z.

Pour cela, nous devons démontrer que E |S,,(t + 1) — S, (t

E|Sy(t+1)—S,(t+1)|=E|S,, (t+1)-S

m—1

+
t+1)+S, t+1)=S, ,t+1)+5, ,(E+1)+..
+ Spp(t+1) =8, (t+
<E|Sn(t+1)—S,(t+ D)|+E |Snt+1) — Sp(t+1)|+...

Am (1) Apm—1(t)
+ E|Sn(t+1)—S,(t+1)]

An+1(t)

m—1

m— m— n i " —p™ N—0
<ebm 4 eb™ 4 b :ch =5 — 0, Vt. m

i=n

Ainsi, on peut énoncer le premier résultat comme suit.
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Théoréme 2.2.1 (Ling et al (2007)) Sous les hypothéses du Lemme 2.2.1,{X,} défini

par X, = lim S,(t) est l'unique solution strictement stationnaire et ergodique du

modéle (2.20).

Preuve. Puisque {e¢;} est strictement stationnaire et ergodique, sans restreindre
la généralité, on suppose qu’on a une transformation 7 préservant la mesure et
ergodique de Q vers Q telle que &(w) = &(T'w). Ainsi X,(w) = Jim (Sn(?)) (w) =
Jim S, (t,w) = lim Sn(0,T'w) = Xo(T'w), et dela {X,} est strictement stationnaire et
ergodique.

Notons que 1(z, <r) =3 1(z < r) si z # r pour toute suite {z,} telle que z,, =3 z.
Ainsi 1(S,,(t) <7) "= 1(X; < r) lorsque X; = r, comme ¢; a une densité, P(X; =) =
0. Donc si X, #r VteZ,on al(S,(t) <r) =3 1(X, <r), dou{X,} est une solution
du modele (2.20).

Pour prouver l'unicité, on suppose qu’il existe une autre solution {X,}, d’une

maniére similaire & (2.21), on note u(t) = [¢ +¥1(X; < 7)ler , v (t) = [+ P1(X, <7)]es

et b= |¢|sup, |zf(z)]. On a

E’Xt—X;

= [YIE :‘1(Xt—1 <7r)—1(X, < 7“)’ |Et—1|}

| E H1(5H <r—u(t—2))— 11 <r—u(t— 2))‘ |5H|]

r—u(t—2)
| E / ol @)

—u' (t—2

IN

[V suplaf(@)| E fu(t - 2) — (¢ - 2)

IN

< cb"

t—n

bE ‘XH - X;,lﬂ <. <V'E ‘Xt,n -~ X,

= lim b"c =0, alors X, = Xt' p.s. A

n—oo

avec ¢ = || F le;|. Ainsi E ’Xt - X,

Il est intéressant de voir que I'ergodicité du modele (2.20) ne dépend que de v, et
non de ¢.

Exemples
- Quand &, ~ N(0, 1), on a sup, |zf(z)| = ( 27re)_1.
- Quand &, ~ t,, on a sup, |zf(z)| = (1 + n’l)f(nﬂ)/2 r (=) /[Vnrl (2)].

- Quand ¢, suit une loi double exponentielle de paramétre A > 0, on a sup,, |zf(z)| =
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(2¢)".

Dans ces cas de figure, v appartient & une grande classe de parmétres, et lorsque

¥ =0, le modele (2.20) se réduit & un modele MA(1) linéaire.

2.2.3 Inversibilité des modéles TMA (1)

Il est bien connu que la condition de stationnarité d’un modele AR(p) et la
condition d’inversibilité d’'un modele MA(p) ont les mémes restrictions sur les
parameétres correspondants.

Sous les mémes types de restrictions sur les paramétres que pour la stationnarité
d’un modele TAR (p) (Chan et Tong (1985)), Ling et Tong (2005) ont montré
que le modele TMA(p) est inversible. Pour Pergodicité d’un modele TAR(1),
Petrucelli et Woolford (1984) et Chan et al. (1985) ont établi des résultats plus
précis dans ce contexte.

Il est donc intéressant de voir si des conditions similaires suffisent pour I'inversibilité
d’un modele TMA(1).

Soit A; 1 = —[¢p+ ¥1(y;—1 <7)], Oon a

g = Y+ A5

Yo+ Aay—1 + A1 A 2612

Yye + A1y + A1 A oyr—o + A1 Ar 0 Ay 343

J J J+1
vt (H At-i) Yej + (H At—i) €—J+1 (2.23)
Jj=1 \i=1 i=1

Comme {y;, t = 0, £1, ... }est strictement stationnaire et ergodique, alors, en utilisant
le critere (/™ de Cauchy, il vient

J 1/J J
Jim log (H | Ag—i] |yt—J> = thgﬁ [Z log [As—i| + log |ys—|

1=1 =1
si F|log|y:|| < oo, car, si E |log|y|| < oo, alors [log |y|| est fini p.s, donc Jlim % =0
— 00

— B (log|A) ps

J
p.s, et d’apres le théoréme ergodique on a ]lim %Zlog |A: ;| = E (log | A¢]) p-S.
J—00 121
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Lorsque FE (log|A4;]) < 0,
J 1/J
i <H | As—i] yt—J|) = ePlosld) s
=1

D’ou, si pour tout w € Q vérifiant I'inégalité précédente, il existe N(w) t.q VJ > N(w),

J 17 J [
(H | Ay |ytJ> (w) < p(w) < 1. Ainsi |y~ (H Ati> ytj] (w) converge, alors
i=1

j=1 \i=1

J J 00 J
Z < Ati) Yt—j — Z (H Ati) Yi—j (2.24)
1 i =1

j=1 \i= i=1

De la méme maniére, on peut montrer que le deuxiéme terme dans (2.23) converge

vers 0 p.s si E (log|4;]). Dans ce cas la, on a

00 J
€t =Y + Z (H At—i) Yt—j (2.25)
j=1 \i=1

et on dit que le modele (2.20) est inversible.

Théoréme 2.2.2 (Ling et al (2007)) Soit {y:} l'unique solution strictement station-
naire et ergodique du modéle (2.20), avec E|log|y:|| < 0o , alors le modéle (2.20)
est inversible si ||~ ") |+ | < 1, o F,(r) est la fonction de répartition de
Ye-

Preuve. Pour que le modele (2.20) soit inversible, nous devons vérifier que E [log |y;|| <

oo et que E (log |A]) < 0.

E(log|A:) = E(loglé+v1(y—1 <7)])
= P(yi—1)log|¢| + P(ye—1 < r)log|¢ + 9|
= [1—Fy(r)]log|¢| + Fy(r)log|é + |
= logo|' ") 4 log ¢ + |

= log[lg|' ) | 4 ) v ()

et si E (log|A¢|) <0, alors log[|¢|' ™) |+ 4| <0< o] g+ 4| < 1. m
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2.2.4 Extension & des modéles TMA généraux

On consideére le modele moyenne mobile a & seuils MA (1, k) :

k
Yt = {% + ijl(Tj—l <Y1 < Tj} gt—1+ €t (2.26)
P

avec ro = —00 <1 <19 < ... <13, = +0o. C’est un cas spécial du modéele SETARMA
introduit par Tong (1983). On étendra les théorémes 2.2.1 et 2.2.2 au modele
(2.26).

D’abord, on définit

k
up(t) = {(250 + ijl(Tj71 < Sp(t) < 7’]')} €t
=1

5. (1) £t sin=>0
‘ Up—1(t —1) + & sin>1

Si pour tout w € Q vérifiant u,,_3(t—2) > u,_2(t—2), on a la décomposition suivante
k

ij {1(Tj,1 < Snfl(t - 1) < Tj) - 1(7‘j71 < Snfg(t - 2) < ’I“j)} =

J=1

k

ij{l (Tj_l — un_g(t — 2) <e1 < T — ’u,n_g(t — 2)) -1 (’I“j_l — un_3(t — 2) <egp1 < T — un_3(t — 2))}
j=1

=M

on peut résumer les valeurs possibles de la quantité M a ’aide du schéma suivant:

M=-1 M=0 M=1
‘rj—l ?"J-
Fia — Uy (t - 2) iy —Upa (t - 2)
Fia —Ups (f - 2] iy — un-B(i - 2)

Ainsi
k

D 9 {1(rjo1 < Spoa(t—1) <15) = L(rj1 < Spa(t—2) < 7))} =

Jj=1
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Z/l/}j{l (Tj — Un—g(t — 2) <eg1 < Tj — Un_g(t — 2)) —1 (Tj—l — Un_g(t _ 2) <egq < i1
B k

Z Vi) Ly —un—s(t —2) <e1 <1y —un—o(t —2))

j=1

Cela reste vrai aussi pour les w € Q vérifiant w,,_3(t —2) < u,_»(t —2). Alors,

E lS’ﬂ(t) - STL—l(t)| = F Iun—l(t - 1) - Un_Q(t - 1)|

un_g(t — 2) <egp—1 < T — un_g(t — 2))

rj—Up—2(t—2)
< Sl oulE / of@)ie
=1 Tj—Un_3(t—2)
k
< D10y vl sup of (@)|E Jun—a(t —2) — un—s(t — 2)|
=1 ‘

b
= bE|Sp_1(t—1) — Sp_s(t — 1)

on peut montrer comme pour le théoréme 2.2.1 que 9, (¢) converge p.s pour tout ¢
quand n — oo et que {X;} défini par X; = lim S, () est 'unique solution strictement

stationnaire et ergodique du modele (2.26).

k

Théoréme 2.2.3 (Ling et al (2007)) Si Z |w +1/Jj+1’ sup|:1cf( )| <1, alors {X;} défini
Jj=1

par X; = lim S,(t) est ['unique solution strictement stationnaire et ergodique du

modéle (2.26).

k
Soit A; ;= — {% +) (i1 <y < rj)] , le modele (2.26) est dit inversible si

j=1

) J
ee=y+ Y, <H At—i) Yij DS
j=1 \i=1

Idem

k
E(log|A:|) = E | log|oy + ijl(rj,l <yp—1 <1j)
j=1

=log |y + P1| P(rg< ys_1< m1)+1og dg + o P(ry< y;_1< 12) + ...t log [ + | P(ry_ 1< v
k

=3 [Fy(rj) = Fy(rj_1)]log |y + ;|
j=1

—Up—2(t—2))}

1< 7k)
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k

=log | l¢0 + 4]

j=1

Fy(rj)—Fy(rj—1)

Théoréme 2.2.4 Soit {y;} l'unique solution strictement stationnaire et ergodique

du modéle (2.26), avec E |log|y:|| < oo, on dit que le modéle (2.26) est inversible si
ﬁ ’¢0 Fy(rj)—Fy(rj-1)
=1

Quand k = 2, le modele (2.26) se réduit au modele (2.20) avec ¢ = ¢, + 1, €t

< 1.

Y =1, + 1y, €t les résultats dans les théoremes 2.2.3 et 2.2.4 sont les mémes que

ceux des théoréme 2.2.1 et 2.2.2.

Chan et al. (1985) ont montré que la stationnarité d’'un modele TAR(1, k) ne
dépend que des coefficients des sous modeéles dans les deux régimes extrémes,
indépendamment des sous modeles des autres régimes. Par contre, le théoréme
2.2.4 montre que les coefficients dans les sous modeles MA(1) autres que ceux des

régimes extrémes jouent aussi un role dans I'inversibilité du modele TMA(1, k).
On considére maintenant le modéle & deux régimes TMA(p, q) :

p

be = Z [0 + YL (Ye—g < 7)) i + & (2.27)
=1
Quand ¢ > p, I'inversibilité du modele (2.27) a été établie par Ling et Tong (2005).

Ici, on étudie seulement la stationnarité et ’ergodicité.

<1 quand

p—1
Z Vi€t—i

Théoréme 2.2.5 (Ling et al (2007)) si |, |sup |z f(z)|+sup |f(z)|xE
v ¥ i=1

D

p = q ou sup|f(x)| x E Z%EH < 1 quand p < q, alors {X;} définie par X; =
o i=1

lim S, (t) est l'unique solution strictement stationnaire et ergodique du modéle

n—oo

(2.27)

Preuve. On définit

€t stin=20
St)y=4 »

> [0y + U1 Snoalt —q) < 7)) Evi + & sin>1

=1

Z'(/)gt %

p
Soit wu,, (t) Z(b-ﬁ-’(/)l W(t—q) <7)] e z,b—sup|f | x E
i=1
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Quand p=gq, on a
p

A,(t) = E HZ Vet
1=1

[1(Sn(t —q) <7) = 1(Spa(t —q) < 7")l]

p—1
<FE Z 7/)i5t—i

é:H%ftfp| 11(Sn(t —q) <7) = 1(Sn-1(t —q) <7)|]

o1
=F Z bi€t—i
i=1

) (0] B llet—pl [1(r — tna(t = q) < £1—g <7 — 1 (t — )]

1(Sn(t —q) <7) = 1(Sn-a1(t —q) <7)|| +

]_(’I“ — U,n_g(t — q) < Et—q <r-— un—l(t - Q))| +

p—1 r—Up—1(t—q) r—un—1(t—q)
5 || e [ o lE | [ 2l f(2)
= r—tn_2(t—q) r—tn_2(t—q)
p—1
<sup [£(@)] x B |3 thiers| < 1 (t = @) = ot = @)+ | sup |of (@) x B fuy 1 (¢~ g) — was(t — g)]

An—l(t_(I) b Anfl(t_q)

= (]| +) Au st —q)

d’ou

An(t) < (b]w,] + €) An—i(t—q) < (b|w,] +¢)° Ana(t—2q) < ... < (b]w,] +¢)" " As(t—(n—1)q)

si (b|v,| +¢) <1, alors la suite A,(t) est de Cauchy, donc elle est convergente.

Quand p < ¢, si ¢ < 1, alors la suite A4, (¢) est convergente. m
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2.3 Modéle ARMA conditionnellement hétéroscédastique a seuils
2.3.1 Introduction

Dans cette section, nous étudions les propriétés probabilistes d’une classe plus
large de modeles a seuils qui est la classe des modéles ARMA conditionnellle-
ment hétéroscédastique a seuils noté DTARMACH; ce modéle est une généralisa-
tion du modeéle DTARCH de Li et Li (1996) et inclut plusieurs modeles de séries
chronologiques connus comme cas particuliers, comme le modéle GARCH, le mod-
ele ARMA a seuil (TARMA) et le modele TAR, pour lesquels nous donnerons les
conditions de stationnarité et de finitude des moments. Cependant, les difficultés
essentielles sont dans I’établissement de I'irréductibilité et dans la construction des
fonctions tests pour 'utiliation du critére de Tweedie. Pour cela, pour prouver
Pexistence de la solution strictement stationnaire pour le modele DTARMACH,
on utilise les résultats de Tweedie (1988) ou I'hypothése de l'irréductibilité a été

relaxée.

2.3.2 Le modéle DTARMACH

On définit le modele ARMA conditionnellement hétéroscédastique a seuils pour

le processus {y;} par

Pj q;

Yt = ¢>é]) + Z ¢Ej)yt7i + Zegj)é?tfi + &, ri—1 < Yt—b < Tj, (228)
=1 i=1

e = zh'? (2.29)
Uk Vi

hy = aék) + Zal(-k)af,i + Zﬁi’”hm, ap—1 < Yi—q < ag, (2.30)
=1 i=1

ouj=1,..,l;, k=1,..1s bet dsont des constantes dans N*, les paramétres seuils
vérifient —co =rg <7y <...<7m, =00 €t —0co =ag < a; < ... < a;, = oo; les coefficients
oD 09 olP et ™ sont des des constantes réelles; ol >0, o >0 et 8% > 0;
{2} est une suite de variables aléatoires i.i.d de moyenne nulle et de variance 1.
Quand 6 = 8% = 0 pour tout i, j et k, le modéle DTARMACH se réduit & un
modele DTARCH (Li et Li, 1996). Le modele DTARMACH inclut, comme cas

particuliers, plusieurs modéles connus. Parmi ces modéles on a par exemple, les
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modeles ARCH, GARCH, TAR, TAR-ARCH, TMA et TARMA et bien d’autres.
Pour appliquer le critére de Tweedie, réécrivons (2.28)-(2.30) sous la forme espace

état. De (2.29)-(2.30), on a

Uk Vi
k k k
2= oz(() )zt2+2a§ )zfsf_i—i—ZBE )ztzht_i, A 1< Yp_glagk=1,..1 (2.31)
i=1 1=1
Posons
i/t = (yt7"'7yt—p+17gta"'75t—q+1)(p+q)><17
_ 2 ’
Ht = (&:t""’gt*’uﬁ*lﬂhtﬂ"'ﬂht*’U+1)(u+v)><17

avec p = max pj, ¢ = max ¢;, u = max uy, et v= max v, on note aussi
j J

U o e o0
50 _ Ip-1x-1)  Op-1x1 Op-1)xq (2.32)
0 0
Ogxp Ig-1x@-1  Ou-nx1
agk) 22 a&k)zf 551@)23 65}“) 22

<) _ Tu—1yxw-1)  O-1)x1 Otu—1)xv (2.33)

ot o) (k) B

Ow—1)xu Iv-1yx(w-1) Op-1)x1

ou ¢Z(_j) =0sli> D, ggj) —0sii> @, a(k)

?

=0 sili> u, ﬁgk)zosii>vk,j:
1,...0, k=1,...,1s, et I, est la matrice identité de taille r x r.

Les équations (2.28)-(2.30) sont équivalentes a ’écriture suivante :

I

Y, = Z(@gj)+5(j)}/;*1)1(7'j—1<yt—b§'rj)+6t77’ (2.34)
j=1
12
~(k ~(k
H, = Z(O‘((Jt)+a1(t )Ht—l)l(ak—1<yt—d§ak); (2.35)
k=1

’

avec o) = (6§, 0, ..., 0)(prg)x1s

n est un vecteur de dimension (p+q¢) x 1 dont toutes
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les composantes sont nulles sauf la 1°7¢ et la (p + 1)*"¢ qui prennent la valeur 1;

al®) est un vecteur de dimension (u+ v) x 1 dont toutes les composantes sont nulles

sauf la 197 et la (u+ 1) qui sont o{”22 et o{* respectivement.

Soit
o) o)
Y, (G:6) <‘I’o ) Ge _ | 20
X, = , BYM =(_0)) et BYP = :
=) 0= Gh) o=
en combinant (2.34)-(2.35), on obtient

I 123

ik ik _
X = Z Z(B((ﬁ '+ BY )Xt—l)l(xt,leRj,b;k;d) + &, (2.36)
j=1k=1

ol & = (1,0, ..., 0); et R; .44 est le produit Cartesian

p+g+utv)x1?

_ mb-1 d—b—1 —d +
Rj,b;k:,d =R X]’I“jfl, ’I“j] x R x]ak,h ak] x RPH4 X Ri U,

avec R =] — oo, +oof et Ry = [0, +oof (il n’y a pas de perte de généralité si on prend
b<d<pdu fait que si d>pona ¢ =0 pouri=p+1,..d).

Il est clair que 'équation (2.36) est équivalente & (2.28)-(2.30) et que {X,} définit
par (2.36) est une chaine de Markov ayant pour espace d’état RP+7 x R%™. Pour

nous assurer que {X;} est une chaine de Feller, on fait I'hypotheése suivante

Hypothése 2.3.1 La fonction F sur RP*7 x R+ définie par

ik ik
F(a) =Y Y IEBy"™) + (B )el wer, )
j=1k=1

est continue en z.
Théoréme 2.3.1 (Ling 1999) Sous [’hypothése 2.3.1, si

p .

S max o] < 1 (2.37)

i=1 7

et

Y ® N (*)
;mgx a; +;mgx B8; <1, (2.38)
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alors, il existe une solution strictement stationnaire {y;, e} satisfaisant (2.28)-
(2.30) et Ex, (|ly:]) et Ex,(c?) sont finis, ot w1 et m sont les distributions station-

naires de {y;} et {e;} respectivement.

Remarques 2.3.1

(i) Quand ¢V = 69 = ™ = 0 pour tout i, j et k, le modéle DTARMACH se
réduit a un modéle ARCH. Dans ce cas la, la condition (2.38) est plus facile
a vérifier par rapport & celle de Liu et al. (1997) et, quand v =1, la condition

(2.38) se réduit a leur condition, i.e. max;, ol® < 1.

(i1) Le théoreme 4.1 montre seulement [’existence d’une solution strictement sta-
tionnaire pour (2.28)-(2.30). Malheureusement, on ne peut pas prouver que
cette solution est unique ou ergodique, ce qu’on ne peut donner que pour des

cas Spéciaur.

Théoréme 2.3.2 (Ling (1999)) Supposons que ’hypothése 3.2.1 est vraie et E(z2™)

est fint pour m > 0. Si

p
> max o] < 1 (2.39)
=1 7
et
p {mng(ai’“)@m)] <1, (2.40)

alors (2.28)-(2.30) posséde une solution strictement stationnaire {y;, e}, et
Er (| Yoty Y-ty Yi—t;, ) €8 Bxy (| €t—tyet—ry €11y, |) sSONE finis, avec t; € {0, 1,..., p}, t] €
{0, 1,..., u}, i =1,..,m, et m et my les distributions stationnaires de {y;} et {e;}

respectivement.

Remarques 2.3.2 Dans le théoréme 2.5.2, si le modéle DTARMACH se réduit a

un modéle DTARCH, alors &\*) est remplacée par la matrice suivante :

k k
ozg )zf a& )zg

Tw—1yx(u-1) Ou-1)x1

Le résultat du théoréme 2.3.2, peut étre étendu pour permetre at, > p par l'introduction

de coefficients nuls gzﬁgj), i=p+1,..t; dans (2.28). Le cas quand t! > u peut étre
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traité de fagon analogue.

Afin de rendre la preuve plus transparente, nous donnons les deux lemmes suiv-

ants.

Lemme 2.3.1 (Ling (1999)) (i) Supposons que
p .
Zmax|¢gj)\ <1 (2.41)
- 7

Alors, il existe un vecteur L > 0 tel que, Vj, (I —|®@Dem|"L > 0.

(ii) Supposons que E(z?™) < oo et que
~(k)®@m
P {m}ng(at )] < 1. (2.42)

Alors, il existe un vecteur M >0 tel que, Vk, (I — [E(a™)®m))M > 0.

Preuve. Par calcul direct, on obtient
det (A — max |<T><J‘>|> =\ ()\p — max | |AP~! = . — max |¢§j>> . (2.43)
J J J

D’apres le lemme B.3 (a) (Voir Pannexe), (2.41) et (2.43), on a p(max; [#@)]) < 1.
De plus, d’aprés le lemme B.2 (Voir I'annexe), p[(max; |®7)))®™] < 1, alors [I —
(max; |®@)|)®m] est inversible. Du fait que tous les éléments de (max; [#@)|)®™ sont
positifs, on peut choisir un vecteur L, > 0 tel que

i

L:= Ly > 0.

T S o)
I — ( max|®W) Li=1L+ (ma ol ’)
(maxl30y) ] =T Y | (a0

Par le lemme B.1 (d)-(e) (Voir 'annexe),

Xm
max [§OE™/ L = max(|$0) =)L < (max 30 ) L.
J J J



Chapitre 2 : Structure probabiliste de modeéles a seuils 57

Alors, Vj

(I - |39em))L

Y

(1 — max 5<J‘>®m|’> L= {1 — max(|®@D|®™)| L
J J

Xm
l[ - <max |cI><J‘>|’> ] L=1,>0,

Y

J

d’ot, (i) est vérifiée. De fagon similaire, on peut prouver que (i) est aussi vérifiée.

Lemme 2.3.2 (Ling (1999)) Supposons qu’il existe deux vecteurs L >0 et M > 0 tels
que, Vj, k,
(I —|®D®™|")L > 0 (2.44)

et
(I — [E@")y®™)" M > o. (2.45)

Alors, il existe un ensemble compact

p+q u+v
A=Az Q_[a)™ + (O wprgra)™ < A} CRPFx RYH
i=1 i=1

et 6 >0 tel que, la fonction g définie par

g(z) =1+ YL + (H®™)' M (2.46)
satisfait
E(g(Xy) | Xe1=2) < g(z) + g1(x), xe€RTIXRY, (2.47)
et
E(g(Xe) | Xio1 =2) < (1—0)g(z), z€ A, (2.48)

ol A =RPHIXRYT — A o= (Y, H'), Y e R, 0 € Ry, z; est lai®™ composante

de z, max,cag1(x) <c, 6 et A sont des constantes indépendantes de x.

Preuve. la preuve est faite pour m = 3, pour d’autres valeurs de m, la technique est

analogue. Pour tout z = (Y', H') € R4, par un calcul direct, on peut montrer
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que
(C"I;(()j) +(f,(j)y+6m)®3 _ &,(j)®3y®3+[ng)st+céj)]y®2
+[céj)£f + cflj)at + céj)]Y
+[céj)6f + c%j)sf + céj)et + cgj)], (2.49)
ou cgj ) cgj ) sont des vecteurs ou des matrices inependantes de z.

D’apres le lemme B.1 (a)-(c) (Voir 'annexe) et I'inégalité triangulaire, il facile de

montrer que

E(lel | Xeor = @) = E(l2h?] | Xem1 = 2) = E(jz] (@l + H'CW)1/? )

IN

1+ H)V?, (2.50)
ot ¢{®) est une constante positive independante de z, C® = (o, ..., o{F, ¥ .. gk,

et H=>"""2,,,. Et de fagon similaire, on peut montrer que
B | X, 1 =a) <P+ H), (2.51)

et
E@E | Xy =2) < W+ H)P2, (2.52)

oit ¢i® et %) sont des constantes positives indépendantes de x.

Soit Y = S°P10 (4], et

K3

AN = rrj;f}icx{toutes les composantes de ¢\ |V 'L, |¢)'L, 819/ L, 1)L,

A o . o |
1L, e 1L, 1L, eI L, (e Ly
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De (2.49)-(2.52), on a

E[(®F) + dDY 4 &,)®3|' L]

De méme,

~(k ~(k
El(@S +aPm)®y M) =

IN

IN

IN

Y [@WEL 4 [y P2 (1 + H)' 2 |ef” ' L + |ef”| L]
HY T+ H)Y |V L+ (14 H)elg) eV L+ [ L)
H(1+ B2l 'L+ (1 + H)efy | L

+(L 4 H) el |V L+ e L)

Y3 | @O L+ M\ Y2[(1 + H)Y? + 1]

MY+ H) + 1+ H)Y? 41

A+ H)P2+ A+ H) + (14 H)Y? +1)
Y& | 0WE3) L, o\ YV2(1 + H)Y?

+3MY (14 H) +4)\ (14 H)*2. (2.53)

(HE)[E(ogV ) M + O M + H/(C)' M + (H®?)(C57)' M

(HEY[E(PO' M + M\ (1 + H+ H?), (2.54)

ot ¢, ¢ et c{F sont des vecteurs ou des matrices constantes dont tous leurs

éléments sont positive et independants de z, et Ay = max,{toutes les composantes

de ¢ u, ¢y m et (C$Py M}, D’aprés (2.53) et (2.54), on a

Elg(X) | Xem1 = a] =1+ E[|(@ + 8DY +en)®'L | X,oy = a] + B[((@y) + & H)®*) M|

< 14 Y@V L 4 (HEY [E(aV ) M + g1 ()

= 1+ |Y®L4+ (H®YM — |y LY — (H®)Y M® + g, (2)

= g(z) |1

_ YLD 4 (HPYM® g1 (@)

g9(x) 9(z)

ol gi(z) = 2\ Y2(1 4+ H)Y2 + 3\ Y (1 + H) + 4\ (1 + H)*2 + \(1 + H + H?), LU =

(I — |D®3|L, et M*) = (I —

[B(aM®*)))M.

; (2.55)
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Soit
A = {z:Y*+H <A, z e RFF? xR},
A3 = mikn{toutes les composantes de L) et M*)},
Js
Ay = max{toutes les composantes de L et M},
As = min{toutes les composantes de L et M}.

Il est clair que l'ensemble 4 est un compact sur RF+? x Ry, D’apres (2.44) et
(2.45), LU) et M®sont des vecteurs positifs pour tout j et k, méme pour L et M,

alors A3, A4 et A5 sont positives. D’aprés (2.55), on a

Elg(X:) | Xe—1 =12] < g(z) — g1(x), =€ RFFIxRET,
ol max,e4 g1(z) < ¢(A), ¢(A) est une constante indépendante de =. Alors (2.47) est
vérifiée.

Prenons A > max{1/A4, 1}. Quand z € A°,

AsA < A5(Y2 + H?) < g(a) <14+ M(Y3+ H?) <20,V + H?).

Ainsi,
y®3|11,(5) H®3Y Ak Aa(V3 4+ H3 A
9(x) 2 (Y3 + H3) 2\
et de plus, comme Y2, H2 < (Y3 + H?)%/3, et 1+ H < 2(Y®+ H3)'/3, on a
V3 . 773)5/6
0@ o ol@) GO+ H)T O (2.57)

90 S MR (P VA

ou C; et C sont des constantes positives indépendantes de = et A. D’aprés (2.56)

et (2.57), on a

Elg(X:) | Xi—1 =] < g(w) <1 - 2)\734 + \(?) :

Si0<d<A3/20 et A >max{l, 1/\y, C%/(N\3/2X4 — )%}, on a

Elg(X:) | Xio1 =] < g(z)(1=96), =z € AS



Chapitre 2 : Structure probabiliste de modeéles a seuils 61

ainsi, (2.48) est vérifice. m
Par un calcul direct, on peut montrer que I’équation caractéristique de max;, {E(a@\")}
est

u+v v . (k) U—1i U . (k) 'U—i:
A A Zm?x ag™ A A ngx BN 0.

=1 =1

En appliquant le lemme B.3 (a) et la condition (2.38) du théoreme 2.3.1, il vient
p [ml?x E(&gk))} < 1.

Ainsi, quand m = 1, théoréme 2.3.2 se réduit au théoréme 2.3.1. Dans ce qui suit,
on donne seulement la preuve du théoréme 2.3.2.

Preuve. On donne la preuve pour m = 3 seulement comme dans le lemme 2.3.2.
D’abord, par 'hypothése 2.3.1, pour chaque fonction g continue et bornée sur
RPH x RYTY) Elg(X:) | Xi—1 = z] est continue en z, i.e. {X,} est une chaine de
Feller. Maintenant, d’apreés (2.39)-(2.40), lemme 2.3.1 et lemme 2.3.2, on sait
qu'il existe deux vecteurs L et M > 0, un ensemble compact A = {z : Y3 + H? <

A, z € RPHE x RYT} et 6 > 0 tel que, la fonction définie par
g(x) =1+ |Y®3'L+ (H®M
satisfait
E(g(Xy) | Xio1 =) <g(z) +g1(x), ze€RPTx Riﬂ’, (2.58)

et
E(g(Xy) | Xpo1=12) < (1—-0)g(z), =€ A", (2.59)

ol max,ea g1(7) < ¢, €t A(>0) et § sont des constantes indépendantes de x.
D’apres (2.59), comme g(z) > 1, E(g(X;) | X;—1 = =) < g(z) — 6. D’apres le théoréeme
1.6.5 (i), il existe p une mesure o-finie invariante pour P avec 0 < u(A) < oo.

Notons C = max{toutes les composantes de L et M}. D’aprés (2.58), quand = € A,

E(g(Xy) | Xp 1 =) <14+ C[Y? + H + g1 (2) < Ay < o0,
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ol A; est une constante positive indépendante de z. Alors,

/ u(da:){ P(x,dmg(y)} < [ B0 | X =) < Aut) < o
A Ac A

D’apres le théoréme 1.6.5 (i), {X;} posséde une mesure p invariante et finie, alors
T = p/p(RPT? x RY*TY) est une mesure de probabilité invariante pour {X.}, i.e. il
existe donc une solution strictement stationnaire satisfaisant (2.36).

Soit f(z) la fonction définie sur RP+? x Ry par
flz) = C16 [173 + f]3] .

ol C; = min{toutes les composantes de L et M}. D’apres (2.59), il est clair que,

quand z € A,

» P(z,dy)g(y) < Elg(Xy) | Xi—1 = 2] < g(z) — dg(x) < g(z) — f(x).

Ainsi, d’apres le théoréme 1.6.5 (iii), on a

p+q 3 u+v 3
(zw) N (z) .
=1

i=1

E.(f(X:) =Ci0FE

ou 7 est la distribution stationnaire de {X;}, et z;, est la i®"° composante de X;.
Ainsi,
EW1(|yt—t’1 yt—t;yt—tg\) < 0o et Em(|5t—t'1'€t—t’2’€t—tg’|) < 00,

ou 7, et m, sont les distribustions stationnaires de {y;} et {¢;} respectivement. m

2.3.3 Modéles TARMA (p,q) et TAR(p)

Dans cette partie, on considére deux cas spéciaux du modeéle DTARMACH qui
sont les modele AR a seuils TAR et ARMA a seuils TARMA.
On dit que le processus {y;} suit un modele ARMA & seuils, noté TARMA(p, q),
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s’il est solution de I’équation stochastique suivante
=5 + Zd)ﬁ”yt-i +) 0 i+er,  Tio1 <y <7, (2.60)

ou j = 1,..,1, les paramétres seuils satisfont —oco =7y <7 < ... <7 =00, b est le
paramétre de délai, les coefficients ¢!’ et 6! sont des constantes réelles, et {e,} est

une suite de variables aléatoire i.i.d. Un modele TAR(p) est modéle TARMA (p, 0)

p
ye= oy + Z@Q)th—i +e, o1 <y—b ST (2.61)

i=1
Comme dans (2.34), nous pouvons réécrire les équations (2.60)-(2.61) comme suit
l

Y, = 2(58” + ‘AI;(j)Yt—l)l(m,leRj,b) + e, (2.62)

j=1

ol &, ®U) et 5 pour (2.60) sont définies comme dans (2.34), et pour (2.61)

() ()
O I &

I(p—l)x(p—l) O(p—l)xl

CT)éj) = ( éj), 0,..., O);,M, n est un vecteur de dimension p x 1 dont toutes les com-

posantes sont nulles sauf la 1¢7¢, R;, est le produit cartésien

R;p = Rb_lx]rj_l, ] % RP~? x RY pour (2.60);

R;p = R'7'x]rj_i, r;] x RP™? pour (2.61)
Hypothése 2.3.2 la fonction F définie sur RP+4(RP) par
l
= [0 + 8D a1 (ep, )
k=1

est continue en x.

D’apres les théoremes 2.3.1-2.3.2, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.3.3 (Ling (1999)) Supposons que l’hypothése 2.3.2 est vraie et que E(|e;|™)
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est finie. Si

p
> max || < 1 (2.63)
J

=1
alors (2.60) et (2.61) possédent des solutions strictements stationnaires, avec

Er([Yt—t,Yt—to--Yi—1,,]), 0 t; €{0,1,...,p}, © est la distribution stationnaire de {y}.

Remarques 2.3.3 Le théoréme ci-dessus sous I’hypothése 2.3.2 montre que, la par-
tie moyenne mobile n’influe pas sur la stationnarité et la finitude des moments
pour le modéle ARMA a seuils, i.e. que la contribution dans la stationnarité et la

finitude des moments de la partie moyenne mobile peut étre ignorée.

Pour le modele TAR(p), on donne une condition suffisante d’ergodicité géométrique

suivante.

Théoréme 2.3.4 (Ling (1999)) Supposons que {e;} posséde une distribution absol-
ument continue, semi-continue inférieurement et strictement positive sur R. Si
E(le;]™) < oo et P max; |q§§j)| < 1, alors, {y:} est géométriquement ergodique, et
Er(lYt—t,Yi—t, - Yi—s,,|) est finte, t; € {0,1,...,p}, i =1,...,m, et = est la distribution

stationnaire de {y;}.

Preuve. La preuve est similaire aux théorémes 2.3.1 et 2.3.2, en utilisant la con-

dition (b) (Voir I’annexe), le théoréme 1.7.5 et la remarque 1.7.1 (ii). m
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Chapitre 3 : Estimation dans des mod-
eles autorégressifs a seuils

3 Estimation dans des modéles autorégressifs a seuils

3.1 Modéle TAR(1) simple

On suppose que la suite {&;} posséde un moment d’ordre 2+¢ fini, ¢ > 0, et alors la
distribution stationnaire de {y;} posséde un moment d’ordre 2 fini. o2 représente
la variance de ’erreur, nous noterons par la suite ()% et (y,)? par v, et y; 2
respectivement. On fait intervenir une transformation de Householder pour les n;
observations relatives au i®"¢ régime, les estimateurs des moindres carrés, pour ¢,

et ¢,, que I'on peut obtenir aisément, sont donnés par

n n

¢ = Zyty:——l Zy:_—Ql (3.1)
t=1 t=1

Gy = D wyia | Dy (3:2)
t=1 t=1

donc la détermination de ¢, et ¢, est effectuée de facon indépendante pour chacun

des régimes. L’estimateur naturel pour o2 est

n R N 2
52 =n"" Z (yt — 01y — ¢2yt_—1) : (3.3)
t=1

2 sont aussi les estimateurs du maximum vraisemblance

Notons que ¢,, ¢, et &
pour ¢,,$, et o2 respectivement sous I’hypothése de normalité des erreurs.
Les deux théorémes suivants établissent la consistance et la normalité asympto-

tique pour les estimateurs dans (3.1)-(3.3) quand le processus {y;} est ergodique.

Théoréme 3.1.1 Si ¢, et ¢, vérifient (2.4), alors ¢,, ¢, et 52 sont des estimateurs

consistants pour ¢,, ¢, et o* respectivement.
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Preuve. Notons que (3.1) et (3.2) peuvent étre réécrits comme

TS P / S (3.4
t=1 t=1

n n
s Go+ D yiacr /Y Ui (3.5)
t=1 t=1

Puisque la chaine de Markov {y;} est ergodique, elle est donc fortement mélangeante,
cela implique que {y;7*} est aussi fortement mélangeant, Vk € Z, {y; ,;} est en-
core fortement mélangeant, d’ou, ce dernier est aussi ergodique. En utilisant le

théoréme 2 de Hannan (1970) (p.203), on obtient quand n — oo

n
n Yyt — B@y?)  ps.
t=1

et

n! ny‘st — E(y")E(e1) =0 p.s.
t=1

ainsi, ¢, — ¢, p.s. quand n — oco. De facon similaire, on a ¢, — ¢, p.s. quand

n —— oQ.

De (3.3), on obtient

n n n
52 =n"" ZE? — (¢ — ) Zyttlfft — (¢p — po)n " Zy;—lgt
t=1 t=1 t=1

d’aprés le résultat ci-dessus, on a 6> — o2 p.s. quand n — co. m

Théoréme 3.1.2 (Petruccelli et Woolford (1984)) Si ¢, et ¢, vérifient (2.4), alors

lim P((nE(y*2)"%(6, — ¢,) < w0, (nE(y~2))"*(dy — ¢y) < yo) = B(2)®(y),

ol ®(.) est la fonction de répartition de la loi normale standard.

Preuve. Soit ¢, & € R, on considére

51(”E(y+2))1/2($1 —¢1) + 52(”E(y_2))1/2($2 — ¢s).
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qui est asymptotiquement equivalent a

n

n~t/? Z(r@[}lyj—lst + oy, _18t), (3.6)
t=1

avec ¢, = & /E(y™)'/? et ¢, = &/E(y~?)"/?. Cependant,

{1y 160 + Yoyp_ier, £ > 1}

est une suite de différence de martingale et satisfait les conditions du théoréme
23.1 dans Billingsley (1968). Ainsi, (3.6) converge en loi vers une loi normale

N(0,03) ot 03 = 02(&; +&3). d’out le résultat. m

3.2 Test d’égalité de ¢, et ¢,
On veut tester I’hypothése nulle

Ho:py =y = ¢

contre alternative

Hi:¢, # G-

On suppose que {¢;} est distribuée normalement, la région de rejet pour le test du

rapport de vraisemblance est donné par
A=[6%)oR]" V2 <, e>0, (3.7)

avec

t=1

n n n
E% =n1 Z(yt —¢yi1)? ou  p= Zytyt—l /Z Vi1
t=1 t=1

et 5est donné par (3.3).



Chapitre 3 : Estimation dans des modéles autorégressifs a seuils 68

D’apres (3.7), on a

—2InA = —(n—1)ln [1—@5 b) Z Zat] (3.8)
t=1
SO [ECEVED SN0 SERISD SEWh oEl |
Ainsi, d’apres le théoréeme 3.1.2, sous H,
V(b — 1), V(s — b,)] — — M, Y3

o, Yiet Y, sont des variables aléatoires i.i.d. et de loi N(0, 20%/E(y?)).

Cela implique que

\/ﬁ@—qb):\/ﬁ(al_(ﬁl)zyﬁl Zyt 1 ‘*‘\f — ¢5) Zyt 1 Zyt 1 - Y1+Y2
t=1

D’apres (3.8), et en utilisant un développement de Taylor a 'ordre un, —21In \ est

asymptotiquement équivalent, sous Hy, &

n@l*(ﬁl)zzytii ZEt +n ¢’2 b2) Zy ZEt *n@*@?zy?—l 253 ‘
t=1 t=1 t=1 t=1 (39)

qui converge en loi vers (Y; — Y2)E(y?)/40% qui suit une x? & un degré de liberté.
Alors, P(—2In\ < z) converge en loi vers une x? quand n — oo, sous ’hypothése

nulle.

3.3 Quelques simulations

Les simulations du modele (2.1) sont effectuées pour déterminer les propriétés des
estimateurs et le test d’hypotheése pour les échantillons de petite et grande tailles.
Dans toutes les simulations, la distribution de {¢;} est N(0, 1). Pour ¢, et ¢, dans
les régions I et II, la nature transitoire du processus était explicite.

Des résultats de simulation sélectionnés sont montrés dans les tableaux ci-dessous;
les valeurs sélectionnées pour les parameétres ¢, et ¢, sont dans la région d’ergodicité

et la région III. Pour chaque couple ¢,, ¢, 1000 simulations ont été faites, d’abord
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avec 100 observations et ensuite avec 1000 observations. Chaque échantillon
généré a été utilisé pour calculer les estimateurs de ¢, ¢, et o2 via (3.1)-(3.3)
et —2In\ par (3.7). Les quantités calculées dans les tableaux sont :

M (gAsz) : La moyenne des 1000 simulations pour Eaj, j=1, 2.

1000 ;

M(¢;) = (1000)~ quj, j=1, 2.

SE(@) : L’erreur standard des 1000 simulations pour $j, j=1, 2.

<)

i=1

R 1000 1/2
SE(9;) = [(100(»1 > (6 — M( p)?] . j=12
M ESE@ ) : Moyenne de 'erreur standard des 1000 simulations pour $j, j=1, 2.

1000 —1/2
MESE(%-) = (1000)~ ZESE ),, 5=1,2, avec ESE( qbl = (Zyt 1, 1>
‘ —1/2
ESE(¢y) = <Z?Jt 1, z) y =12

SESE(¢;) : L’erreur standard de l'erreur standard des 1000 simulations pour

1000 ) ] 1/2
SESE($;) = [(1000)1 S (BSE(p;) — MESE($;))*| ,j=1.2.

i=1
M (5°): La moyenne des 1000 simulations pour 5°.
. 1000
M(5%) = (1000) > 57
=1

SE(?) : L’erreur standard des 1000 simulations pour ¢2.

1000 ) 1/2
SE(G%) = [(1000)™" Y (57 — M (%))

=1

P01(P05) : La probabilité de rejeter Hy, i.e. lorsque la quantité —2In\ dépasse la
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2 2
valeur x3 .01(x3, 0.05)-

En observant les deux tableaux ci-dessous, nous pouvonv tirer quelques propriétés:

1. En général, ¢, et ¢, exhibaient plus de performance quand ¢, et ¢, sont tous
les deux négatifs, cela est, peut étre, justifié , par 'occurence des observations
autant négatives que positives. Aussi, nous pouvons remarquer la consistance
de ¢, et ¢,, au niveau de M(.) et SE(.) quand le nombre d’observations aug-

mente.

2. Dans les trois derniers cas dans les deux tableaux ol ¢, et ¢, sont proches
de I’hyperbole dans la région d’ergodicité et sur cette hyperbole,on remarque

la performance de ¢; et ¢, méme avec peu d’observations.

3. En moyenne, MESE(.) tend & sous estimer l'erreur standard correspondant

SE(.).

4. 3% montre une consistance dans ’estimation et semble inaffecté par la per-

formance des deux estimateurs ¢, et ¢,.

5. Le test proposé a montré sa puissance de détecter 1’égalité de deux parameétres,

ce que 'on peut voir méme pour une taille d’échantillon modérée.



71

Chapitre 3 : Estimation dans des modéles autorégressifs a seuils

00T 00T €FT0  FL60 120°0 L50°0 700°0 g10°0 €900 ¥66'F-  FI00  €8T0-  0'G  61°0-
00T 00T LFT0 1860 120°0 870°0 700°0 010°0 1600  T68F-  FI00  €610- 6% TO-
00T 00T TFL0  ¥860 2200 Tho°0 700°0 600°0 8F0°0  ¥66'F- €100 €6T0- 0G0
€00 100 6ET0  T860 €10°0 990°0 €10°0 990°0 000 18%°0-  TL00 €880~ 60- 60
900 T00  9ET0  €86°0 €10°0 eI o €10°0 121°0 €U0 L0S0-  LET0  96F0-  ¢0- 0
900 100 96T0 660 2200 TT0 €20°0 TT°0 PETO  99F0  OPT0  69F°0 G0 G0
800 200  CPT0  9L60 €20°0 F80°0 990°0 L80°0 ?ST0 €680  PLIO  ¥E®0 60 60
LU0 FE0 PETO 9860 110°0 760°0 P00 PIT0 L6000 T6V°0-  GIT0  968°0- S0- 60
00T 00T TFL0 860 600°0 880°0 F£0°0 1120 2600 98F0  €5E0  §E60- S0 60
00T 00T GET0  GL60 2200 r0°0 200°0 700°0 1600 ¥66'6- 9000  L60°0- 00T~ T0-
2e0 680 OFT0 0660 LT0°0 6710 g10°0 1210 8FI°0  €0S°0-  ¥Er0  IIT0- €0 T0-
P80 G0 9FT0 1860 F10°0 90T°0 L20°0 LLT0 SIT0  8LF0  €LT0  €T0-  ¢0  TO-
00T 00T  €FT0  8L60 620°0 €00 €00°0 020°0 2080  T66'6- 1800 TOT0 001~ 10
P80 G900  OFT0 860 020°0 €9T°0 g10°0 911’0 IL1°0  609°0- 08I0 €600 S0 TO
160 620 TFT0 €860 910°0 1110 5200 €9T°0 €0 8LF0  0LTO €00 S0 10
00T 00T  OFT'0 8860 1€2°0 8L4°0 €00°0 120°0 0F9°0  €00°0T- 800 6680 00T~ 60
00T 860 8ET0 6160 F60°0 200 110°0 670°0 PIE0  G99°0- LS00 880  G0- 60
190 080  OFT'0 6160 F80°0 8LT'0 610°0 090°0 6620 TEFO0  LLOO €980 S0 60
“d 10d (@)as (@ (Pasas (Qasam ("¢)asas ("Qasam (*Pas (omw  (‘P)as (fohw o 9

00T UO[[UBTY,P O[Te} ] Mod SUOIR[IIS ()0T SOP SRS




72

Chapitre 3 : Estimation dans des modéles autorégressifs a seuils

00T 00T  9¥00 6660 200°0 710°0 000°0 €00°0 G100 6667~ €000  681°0- 0°G  6T0-
00T 00T SHO0 8660 2000 010°0 000°0 200°0 0100 668F 000  666'T- 67 TO-
00T 00T SHO'0 8660 2000 700°0 000°0 100°0 €000 6667 1000  66T°0- 0¢  TO-
900 TO0  FRO0  000'T 100°0 020°0 100°0 020°0 0200 868°0- 0200 6680~ 60- 60
900 TO0  SFO0 8660 100°0 6€0°0 100°0 6€0°0 6£0°0  86F°0- 8800 66V0- SO0 GO
P00 100 9F0°0  L66°0 2000 6£0°0 200°0 6€0°0 600 96F°0 66000  L6F0 G0 G0
€00 TO0  FRO0  866°0 €00°0 020°0 £00°0 020°0 200 9680 1T00 G680 60 60
00T 00T SFO'0 6660 100°0 0£0°0 100°0 9€0°0 6200 00S°0-  LEO0  006'0- SO0 60
00T 00T FFO0 L6670 100°0 820°0 €00°0 990°0 200 66F°0 9900  T06'0- G0 60"
00T 00T SPO'0  TOO'T 2000 700°0 000°0 000°0 €000 000°0T-  T00°0  00T'0- 00T~ T0-
00T 00T FFO0 8660 2000 LF0°0 100°0 8€0°0 GO0 T0S0- 66000  660°0- SO0 TO-
00T 00T LFOO 6660 100°0 €€0°0 200°0 650°0 100 60 L5000 T0T'0- G0 TO-
00T 00T  LPOO 1660 £00°0 790°0 000°0 900°0 790°0  000°0I- 9000  00T°0  0°0I- 10
00T 00T  ¥PO0 86670 2000 2%0°0 100°0 LE0°0 0500 TO$0- 8800 6600  G0- 10
00T 00T  9¥00 1660 200°0 6€0°0 200°0 160°0 FE0'0 86F'0 2S00 8600 S0 10
00T 00T  €HO0 66670 810°0 €LT°0 100°0 £00°0 1810 g00'0T- L0000 0060 00I- 60
00T 00T  9¥00 8660 800°0 z60°0 100°0 S10°0 680°0  G0S0-  FIO0 8680 S0- 60
00T 00T  FHO0 8660 500°0 z50°0 200°0 L10°0 1600 ¥6¥°0 L1000 9680 S0 60
“d 10d  (@)ds (e (Pasas (e)asamw  ("¢)asas (‘¢)asamw  (*P)as (ow  (‘P)gs (w9

0007 uo[[Iyueyd,p ore} ey mod suoryernuiis (00T SOP SYeINSNY




Chapitre 3 : Estimation dans des modéles autorégressifs a seuils 73

3.4 Modéle TAR(1) multiple

Dans ce qui suit, on suppose que

1: le processus {y;} est ergodique et sa distribution stationnaire posséde un

moment d’ordre deux fini.
k 2
A2 : E(5§ )) =0y < o0, 1<k<L.

On note que si ¢V <1, ¢ <1, ¢!V <1 et ol < 00, 1 <k <1, alors, d’apres
le théoreme 2.1.4, la distribution stationnaire de {yt} possede un moment d’ordre
deux fini. Soit J(k) ’ensemble des entiers naturels tels que {0 <t <n—1:y, € R}
et n(k) sa cardinalité pour 1 <k <.

Supposons que les seuils r,, 1 < k <1, sont connus, les estimateurs des moindres

carrés pour les parametres {@(.k)} sont donnés par

teJ(k teJ(k) teJ(k)

aik {Z YtYt+1 — Z Yt Z Yey1/n(k ]/ (3.10)
% = [Z wi - 3 yt] (3.11)

teJ(k) teJ(k)

avec

nShy = > ui— (Y, v)’/n(k)

teJ(k) teJ(k)

et 'estimateur naturel correspondant a o7, est donné par

5wy = (k)™ Z (yt+1—$é ~ ¢y > : (3.12)

teJ (k)

Les deux théorémes suivants établissent la forte consistance et la normalité as-

ymptotique des estimateurs (3.10)-(3.12) quand le processus {y:} est ergodique.

k
Théoréme 3.4.1 (Chan et Tong (1985)) Sous les hypothéses A1 et A2, qb( ! et Iy
i=0,1; 1 <k <1, sont des estimateurs fortement consistant spour qﬁi et a%k),

i=01; 1<k<L

Preuve. De fagon analogue a la preuve de la consistance forte du modele TAR(1)
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simple, on réécrit les estimateurs (3.10) et (3.11) comme

~(k) k
O | X ndm X w X | fust
teJ(k) teJ(k) teJ(k)
~(k) k _ k k
B o | Y 2 X - Y w X el st
teJ(k) teJ(k) teJ(k) ted(k)

comme pour la preuve du théoréme 3.1.1, on peut montrer que
(k) (k) .
¢ — @; p.s.qaund n — o0, 1 =0,1; 1 <k <.

La méme chose pour &f,, réécrivons (3.12) comme

~ A( ) ~(k)
U?k) = Z {€§i)1 ¢ék))2+(¢1 - gk))2y::2
teJ(k)
~(k)
25 @y — 0) — 268, @ — 6w+ 265 — )31 — 6w
par application du résultat précédent, il est clair que

E(Qk.) — O'%k) p.s. quund n — oo, 1 <k <.

pour le théoréme suivant, nous utilisons les notations suivantes
70 = B((y")?) - B2 ") /r(Re), 1<k <L

avec n(k) — 7(Ry) quand n — co. Pour n =1, 2, ..., soit ®(n) un vecteur de taille

21 x 1, dont ses (2k — 1) et (2k)*™* composantes sont

[y ¥ (Re) o B ()2 (G0 — 64)

~(k) k
[y o2 1126y — o).

respectivement pour k= 1,...,I. Soit D la matrice par blocs de taille 21 x 2I, avec
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les matrices DY, sur la diagonale et des zéros ailleurs, avec

1 ~E(y™) /[E((y7)2)m(Ry)]1/2
—E(yM)/[E(y)?)m(Re)]/2 1

D) —

Théoréme 3.4.2 Sous les hypothéses Al et A2, quand n — oo, ®(n) converge en

loi vers une loi normale multidimensionnelle N(0, D).

3.5 Estimation du maximum vraisemblance d’un modéle autorégressif
a seuils

Pour un modele SETAR a un seul parameétre threshold, Chan (1993) a obtenu la
consistance et la distribution asymptotique de I’estimateur des moindres carrées
pour la vraie valeur du parametre inconnu. Dans cette section, on dérive des
propriétés similaires pour les estimateurs du maximum vraisemblance du méme
modele SETAR(2; p, p) sous des conditions de régularité sur la densité des erreurs,

non nécessairement gaussienne. On définit un modele SETAR(2; p, p) par :

yr = h(ye—1, 0) +e4, t>1, (3.13)
pour 6 = (67, 05, 7, d)’ € R?P*3 x {1, 2, ..., p}, OU yi_1 = (Yt_1, Yt_2, - » Yi—p), 0 =
05, 69, ., DY eRPHY, j=1, 2, et pour x € R?,

B, 8) = (@0 + 3 6100 < 1)+ (67 + 3 0P 1 > ).
i=1 i=1
Les erreurs {¢;} dans (3.13) sont des variables aléatoires i.i.d de moyenne nulle et
de variance constante. Dans ce qui suit, on suppose que la série définit par le mod-
ele (3.13) est stationnaire et ergodique. Pour le cas d’un modele de threshold a
erreurs gaussiennes, Tong (1983) a construit une estimateur dondé sur la méthod-
edu maximum vraisemblance pour les paramétres inconnus en utilisant le critére
d’information d’Akaike (Akaike (1973)). Pour r inconnu, Chan et al. (1985) ont
obtenu la normalité asymptotique et la consistance des estimateurs des moindres

carrées pour le parameétre 6. = (¢}, 65) sous des conditions de régularité et pour
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p = 1. Cependant, en pratique, le parameétre threshold r est inconnu et il prend un
nombre infini de valeurs dans R. Dans ce cas 14, Petruccelli (1986) a prouvé que
I’estimateur des moindres carrés de 6 est fortement consistant pour un modéle SE-
TAR(2; 1, 1). Contrairement au modeéle AR linéaire, la fonction de vraisemblance
n’est pas continue en r en général. Ainsi, la méthode ordinaire pour le calcul de
I’estimateur du maximum vraisemblance ne peut pas étre adoptée.

Dans la section suivante, Qian (1998) propose une méthode d’estimation fondée

sur le maximum vraisemblance pour le parameétre 6 = (9., r, d)’, Ensuite, cet auteur

cy

donne des résultats sur la consistance forte et la n-consistance et la normalité

asymptotique de 6, = (5/ T, dn) estimateur du vrai parameétre 6.

cn?

3.5.1 L’estimation par la méthode du maximum vraisemblance

On commence par la définition des estimateurs du maximum vraisemblance des
parameétres inconnus sous-jacent ¢ dans le modele (3.13). On suppose que le vrai
parameétre ¢ est un point intérieur de 1’espace des paramétres R?+2xR x{1, 2, ..., p}

(R=RU{-o00, +oc}). Il existe un sous ensemble K de R?**2 tel que # soit un point

intérieur dans K x R x {1, 2, ..., p}.
Notons Q@ = K xR x {1, 2, ..., p}, alors Q est un ensemble compact. Soit ¥ =
(o, B, s, @) un point de Q. Soit y; = (yi, ..., Yi—p+1), ainsi {y;} est une chaine de

Markov. Soit gy(yo) la densité initiale de yq sous ¥, f est la fonction densité de ¢,

alors la densité de transition en une étape, partant de yo, est f(y; — h(yi_1, 9)), t >

1.Si on observe (yo, ..., y,), alors, la fonction de vraisemblance sous 9 est H:_l flye—
h(ye—1, 9))go(yo). Soit 8, = (0., 7, dy)’ une fonction mesurable de (yo, ... ,y.) de

R™+P*+1 vers Q telle que 0, maximise la fonction de vraisemblance conditionnelle

La@) =TT _ Flw = hyir, 9)  sur Q.

Notons 9 = (9., s, q)', 6 = (0!

c?

r, d). L’algorithme de maximisation est donné par

les étapes suivantes :

Etape 1. Pour s fixé dans R, q € {1, 2, ..., p}, notons Ly, (9.) = L,(Vc, s, q) = L, ().
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Soit 9., (s, q) € K tel que
7907L(5a Q) = arg gjgf( Lnsq(ﬁc)-

Etape 2. Considérons ensuite la fonctions vraisemblance (s, ¢) — L, (9cn(s, ), s, ¢).Notons
que L,(9..(s, q), s, q) a un nombre fini de valeurs possibles. Soit 7,, d, les

plus petites valeurs satisfaisant :

~ ~

Ln(ﬁcn(?nv dn)u ?7“ dn) = _ maX Ln(ﬁcn(& q)v S, q)7
seR, qe{lx EER) p}

on remplace ensuite 7, d, dans 9.,(s, q) pour avoir 0., = 9o, (7, d,). Ainsi,
~ ~ N ~ . . . . .
0, = (0,,, Tn, d,)" est un estimateur du maximum vraisemblance de 6. Ainsi,

d’aprés la définition de 0,,, 7, et d,, on a

~/ -~ -~ ~

Ln(ecnv ?717 d’ﬂ) :Ln(ﬁcn(?nv dn)v ?ru dn) > Ln(ﬁcn(sa Q)7 S, Q) > Ln(ﬁ)

alors

~ ~

L”(acnv ?n, dn) = sup Ln(ﬁ)
9eQ

Cela signifie que 0, = (0., 7, d,,)’ est un MLE de 6.

cno

3.5.2 Hypotheéses et consistance forte

On commence cette partie par les hypothéses sur la densité f des erreurs ¢; et le

processus sous-jacent.

(C1) f est absolument continue et strictement positive sur tout R. de ].", Soit ¢ = J." /f

et I(f) = [ ¢*(z)f(z)dz < oc.
(Cy) ¢ est Lip(1).
(Cs) ¢ est différentiable et la dérivée ¢ est Lip(1).
(C4) Ele,*< .

Pour vérifier la n-consistance et la distribution limite de ’estimateur du threshold,

nous avons besoin de considérer les hypothéses suivantes :
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(M;) Le point r € R est un point de discontinuité pour h, i.e. il existe X* =

(1, Yo, - yl—p)/ tel que (91 — QQ)IX* 7é 0, Yl—ad =T.

(M3) {y:} admet une unique mesure = telle que 3K, p < 1, Vx € R, Vk > 1, ||P*(z, .)—
7()|] < Kpk(1+]z]), avec || . || et | . | représentent la norme de la variation totale

et la norme Euclidienne respectivement.

Remarques 3.5.1 Les densités de la loi normale,de la loi logistique et la t-densité
(Student) & m d.l.Il, m > 4 satisfassent les conditions (Cy) — (Cy). De l’équation
mvariante go(z) = [ f(z — h(y, 0))go(y)dy, = € RP, la condition (C1) implique que go
est bornée sur les compacts. La finitude de I(f) implique la finitude de f (Koul,
1992, p. 52). Lip(1) et la différentiabilité de o impliquent la bornitude de &.

Maintenant, on donne le résultat important suivant.

Théoréme 3.5.1 (Qian (1999)) Supposons que {y;} dans le modéle (3.13) est sta-

tionnaire et ergodique, si les conditions (Cy) et (Cy) sont vérifiées. Alors

0, — 0 p.s quand n —> oo (sous 0).
[Voir L. Qian (1998)]

3.5.3 n-consistance de I’estimateur du threshold

La discontinuité de h en r va nous donner un résultat plus fort pour ’estimateur

Tn. 1.e. qui est la n-consistance de 7,.

Théoréme 3.5.2 (Qian (1998)) Supposons que les conditions (C1)—(Cy), (M) et (M)
sont vérifiées. Alors

lim |n(7, —r)] =0.

n——oo

[Voir L. Quian (1998)]
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Chapitre 4 : Application et simulations

4 Application et simulations

4.1 Introduction

Le modele autorégressif a seuils proposé par Tong (1987) est un des modeéles
non linéaires qui a la particularité de pouvoir reproduire les phénomeénes de cy-
cles limites, d’irréversibilité temporelle, de dépendance amplitude-fréquence et du
phénomeéne de saut (Voir Tong et Lim (1980)). La plupart des motivations qui ex-
istent pour ce modéle concernent les cycles limites des séries temporelles cycliques
et, en effet, ce modele est capable de reproduire des cycles limites asymétriques.
Cependent, les modeéles autorégressifs & seuils n’ont pas recu beaucoup d’attention
dans les applications, jusqu’a Tsay (1989). Cela est di & (a) ’absence d’une procé-
dure de modélisation (b) 'incapacité d’identifier la variable threshold et d’estimer
ses valeurs. On présente dans cette partie une procédure, celle de Tsay (1989)
pour la construction d’'un modéle autorégressif a seuils. Une statistique du test
proposé est présentée pour tester la non linéarité et pour spécifier la variable
threshold basée sur les résidus prédictifs, des outils graphiques supplémentaires
pour identifier le nombre et localiser les thresholds potentiels. Finalement, cette
statistique est utilisée pour construire le modeéle a seuils. La statistique et ses pro-
priétés sont dérivées grace a une régression linéaire récursive arrangée; on évalue
ses performances pour de petits échantillons en faisant une étude de simulation et
pour des séries réelles connues dans la littérature.

Rappelons quun processus {y;} est dit suivre un modele autorégréssif a seuils,

noté TAR(; p, d) s'il est solution de ’équation stochastique suivante

p
Yr = ¢é]) + Z(bgj)ytfi + €§])7 Tj-1 S Yt-d < T (4.1)

i=1

ouj=1.,letde N, —co=ryg<r <..<mr=o0, Vj {sﬁj)} est une suite de
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différences de martingale satisfaisant

EEY | Foy) = 0,

supE(|E§j)|6 | Fi—1) < oo p.s pour d > 2, (4.2)
t

oil F,_; est la o-algébe engendrée par {7, |i=1,2,..; j=1,...,1}. Un tel processus
partitionne ’espace Euclidien unidimensionnel en [ régimes et suit dans chacun
de ces régime un modele autorégressif. Ce modele a été proposé comme une
alternative a des modeles linéaires pour décrire les phénomenes mentionnés ci-
dessus. Néanmoins, le modele TAR présente des difficultés techniques. Tong et
Lim (1980) on proposé une procédure de test et d’estimation, mais celle ci nécessite
des étapes de calcul intensif, et ils ne disposaient pas d’une statistique pour tester
le besoin de recourir & un modeéle & seuils pour une série de données d’observations.
Alors, Tsay a proposé un test de non linéarité et une procédure de modélisation
en quatres étapes. Ces étapes peuvent étre utilisées de facon itérative si le nombre

de régimes est grand ou le degré de non linéarité est faible.

4.2 Test pour une non linéarité de type threshold

Le test proposé est celui donné par Tsay (1989), qui est relié au test portmanteau
de non linéarité de Petruccilli et Davies (1986), du fait qu’il est ainsi basé sur
la régression arrangée et les résidus prédictifs. Néanmoins, les deux tests sont
différents dans le sens ou les résidus prédictifs sont exploités. Le test proposé est
une combinaison des tests de non linéarité de Keenan (1985), Tsay (1986) et de

Petruccilli et Davies (1986).

4.2.1 Autorégression arrangée et résidus prédictifs

Une autorégression pour un AR(p) avec n observations est donné par

v = (1 ye—1 .. yt—p)ﬁ + €t t=p+1,..,n

ou 3 est le vecteur des coefficients de dimension (p+1), ¢, est le bruit. (y:, 1, ye—1, -\ vi—p)

est appelé un cas pour le modele AR(p). Alors, 'autorégression arrangée est une
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autorégression avec des cas arrangés, basée sur un régresseur particulier. Pour
le modele TAR dans (1.1), autorégression arrangée devient utile si elle est ar-
rangée par rapport a la variable threshold. Pour illustration, on considére les cas
1 =2, pour un TAR(2; p, d) & n observations, les valeurs possibles pour la variable
threshold sont {yn, ..., yn_a}, OU h = max{1l, p+1—d}. Soit m; 'indice de temps pour

la i¢me plus petite observation de {y, ..., y._q}. Réécrivons le modéle comme suit

¢E)1) +3 0 ¢(yl)ym+d—u + efrli)er sit<s
Yri+d = 2) » @ @) o (43)
(ZSO + Zyzl ¢V y‘ﬂ'i-l—d—l/ + €7Tr‘rd S172 > S8

ou s satisfait y,. <r; <y, Cette autorégression est utile pour le modele TAR,

s+1°
parce qu’elle sépare effectivement les deux régimes; la séparation ne nécessite
pas la connaissance de la valeur threshold r;, seulement le nombre d’observations
dans chaque régime dépend de 7, et si on considére que riest connue, les esti-
9 )
mateurs des parameétres sont facilement obtenus. Comme la valeur de threshold
est inconnue, cependant, on peut procéder séquentiellement, les estimateurs des
. P ) : 1) &
moindres carrées ¢,  sont consistants pour ¢} s’il y a un nombre suffisamment
grand d’observations dans le premier régime. Dans ce cas 14, les résidus prédic-
tifs sont asymptotiquement un bruit blanc et sont orthogonaux aux régresseurs
{Ynird— | v =1, ... ,p}. Quand i atteint s ou le dépasse, le résidu prédictif pour

I'observation y., .4 est biaisé parce que le modéle change a l'instant 7., + d.

s41t
Ainsi, 'orthogonalité entre les résidus prédictifs et les régresseurs n’existe plus deés
que l'autorégression récursive atteint les observations du deuxieme régime et les
estimateurs @,(,1) dévient vers ¢/? , ceux du deuxiéme régime car on utilise les obser-
vations générés par ce dernier (Voir figure ci-dessus). Notons que la connaissance
de la vraie valeur de r; n’est pas exigée; on demande seulement 1’existence d’'un
threshold non trivial. Pour I'autorégression arrangée (4.3), soit j,, 'estimateur
des moindres carrées pour le vecteur des parameétres g basé sur les m premiers
cas, P, la matrice inverse de X’X associé, et z,,,; le vecteur des régresseurs pour

I’observation a introduire dans I'autorégression. Alors, ’estimateur des moindres

carrées se calcul a l’aide de
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~ ~ , ~

6m+1 = /Bm + K77l+1[y7rm+1+d - CUm+1/8m]
’ ’

Dm+1 =1 +xm+lpmxm+1

Kp = P?rx,mm+1/D7rL+1

/
Pm+1: <I_meh;aT)Pm

(Voir Ertel et Fowlkes 1976; Goodwin et Payne 1977), et les résidus prédictifs et

les résidus prédictifs standardisé sont donnés par

gﬂm+1+d = Yrpmgr+d — x;n—i-le (44)
et
/e\ﬂ-vn+1+d = /E\Trm+1+d/ V Dm+1- (45)
scatter plot de y, , contre @,
0a
o0&
nal %
oz}
al
oz}
o4}
BB a o 1 2 3 4

Figure 4.1. Scatter plot de ;1 contre gAbl pour 'autorégréssion arrangée du
IT+.5y1 sty 1 <0
modele y; =
—1—5y;1 siy;1 >0

4.2.2 Test de non linéarité

Maintenant, on donne le test de non liéarité proposé. Pour p et d fixés, le nombre

effectif d’observations utilisé dans 1’autorégression arrangée est n —d — h+ 1. Sup-
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posons que ’autorégression commence avec b observations, alors on an—d—b—h+1

résidus prédictifs. Faisons I'autorégression suivante
p
€ritd =w0—|—2wuym+d_y+am+d, pour i=b+1, ..., n—d—h+1, (4.6)

v=1

et on calcule la statistique F associée

(@ -Ta) e+
o D= S a—b—p—h)

(4.7)

ot la sommation se fait sur toutes les observations dans (4.6) et @, sont les résidus
des moindres carrés de (4.6). L’argument (p, d) dans F est utilisé pour montrer

la dépendance du ratio F en p et d.

Théoréme 4.2.1 Supposons que y; est un processus AR linéaire stationnaire d’ordre
p. Alors y, suit le modéle (4.1) avec | = 1. Pour n grand, la statistique F(p, d)
définiée par (4.7) suit asymptotiquement la distribution de Fisher F a p+1 et
n—d—b—p—h d.Ll, de plus (p+1)F(p, d) est asymptotiquement une x2 & (p+1) d.L.

Ce théréeme peut étre prouvé en utilisant une technique pareille & celle de Tsay
(1986, théoreme 1) et Keenan (1985, Lemme 3.1). Ils utilisent la propriété de
consistance des estimateurs de moindres carées d’'un modéle AR linéaire et le
théoréme centrale limite des martingales de Bilingsley (1961). Notons que la
distribution asymptotique de la statistique F(p, d) reste vraie si les résidus prédic-
tifs standardisés e, sot remplacés par les résidus prédictifs ordinaires g, de (4.4).
Néanmoins, les résidus prédictifs standardisés semblent d’étre préférables quand
la taille d’échantillon est courte. Pour les grandes tailles d’échantillons, les résidus

prédictifs ordinaires peuvent économiser le temps de calcul.

4.2.3 Puissance du test

Pour tester la puissance de test on teste d’abord la puissance de F(p, d) pour
la détection de la non linéarité a 1% et 5% pour 1000 réalisations d’'un TAR(2;
1, 1) avec (¢, ¢, 6{?, 11, 02, 02) = (1, 05, 1, 1, 1, 1) et ¢{* est donné dans

la table ci-dessous. Les tailles d’échantillons utilisées sont 50, 100 et 1000, pour
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chaque simulation d’un échantillon on génére n + 200 observations et on garde les
n derniéres réalisations pour réduire I'effet de la valeur initiale. Dans le test, p =1
et d=1 et b= (n/10) +p. il est clair de la table ci-dessous que la statistique F est
trés puissante pour la détection de non linéarité sauf dans le cas de ¢{* = 0 pour
les tailles 50 et 100. Pour le modéle linéaire, i.e. pour ¢* = 0.5, I'erreur de 1¢

espéce n’est pas grande.

Table 1. Fréquence de rejet du modele linéaire basé

sur 1000 réalisation d’un TAR(2; 1, 1)

n =50 n = 100 n = 1000
™ 1% % 1% 5% 1% 5%
-2 1000 1000 1000 1000 1000 1000

-1 894 972 1000 1000 1000 1000

-05 351 654 866 976 1000 1000

0 28 161 92 306 991 1000
0.5 9 62 3 38 8 39

Les tableaux suivants reproduisent les simulations de la table précédente en changeant
seulement les termes constants ¢/ et la valeur du seuil, et en prenant ¢’ = 0 pour
j=1,2 et r; =0 pour la table 2 et ¢{") =1, ¢{* = —1 et r, = 0 pour la table 3. Du
fait que le terme constant est lié au niveau du processus, il est intéressant de voir

son effet sur le test.

Table 2. Fréquence de rejet du modeéle linéaire basé

sur 1000 réalisation d’un TAR(2; 1, 1)

n =50 n = 100 n = 1000
@ 1% 5% 1% 5% 1% 5%
—2 446 694 942 986 1000 1000

-1 147 349 577 792 1000 1000
—-05 46 175 264 484 1000 1000
0 13 64 51 196 915 971
0.5 16 62 19 120 31 132
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Table 3. Fréquence de rejet du modéle linéaire basé

sur 1000 réalisation d’'un TAR(2; 1, 1)

n = 50 n = 100 n = 1000
6P 1% 5% 1% 5% 1% 5%
—2 1000 1000 1000 1000 1000 1000

-1 952 992 1000 1000 1000 1000
—-0.5 552 830 974 992 1000 1000

0 83 261 391 716 1000 1000
0.5 4 56 39 184 1000 1000

Nous remarquons des tableaux 2 et 3 quand on les compare aux résultats de la
table 1 que le changement en niveau influe sur la puissance du test (mais celui
ci reste efficace) spécialemnt dans le cas de petits échantillons, ce qui n”apparait

pas pour le cas de n = 1000 observations.

4.3 Spécification de la variable threshold

4.3.1 Sélection du paramétre de délai

La difficulté majeure dans la modélisation d’un modeéle TAR est la spécification
de la variable threshold qui joue un réle clé dans la nature de ce modéle non
linéaire. Tong et Lim (1980) ont utilisé le critére d’information d’Akaike (Akaike
1974) pour la sélection de d apreés avoir choisi tous les autres parameétres. Tsay
propose une procédure qui donne d avant d’avoir localisé les valeurs des seuils,
cette méthode est motivée par la performance de la statistique F, pour p fixé;

I’estimateur du parametre de délai noté d, est donné par

F(p, dy) = max{F(p, v)}, (4.8)

I'indice p signifie que I'estimation de d peut dépendre de p, et S est un ensemble
d’entiers positifs préspécifié de valeurs possibles de d. Pour la simplicité, toutes
les statistiques du test F(p, v) de (4.8) sont supposées avoir les mémes degré de

liberté; cela est possible si on fait une sélection appropriée pour b dans la récursion.
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Notons que le choix de d, est quelque peu heuristique, il est basé sur l'idée que si
le modeéle TAR est le vrai modele, alors on prend le paramétre de délai qui donne
la plus grande valeur significative dans le test de non linéarité. La table suivante
donne un exemple de série réelle connue dans la littérature, qui est la série du

Lynx Canadien log,, transformée.

Table 4. Test de non linéarité pour une série réelle

Les valeurs de d

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Les valeurs de F pour la série : p =9

2.168 3.162 2163 1.321 0.696 1.433 1.486 0.968 0.637

Ici ’ensemble des délais possibles est S = {1, ..., p} avec p =9, et Fig, 93 = 1.9345 on
obtient dy = 2, notons qu’on trouve le méme résultat pour p de 2 a 9, ce qui nous
laisse dire que la sélection de d est stable par rapport a p. En général, d, peut
varier avec p, ainsi, on peut démarrer avec un ordre p raisonable, en se basant sur
une statistique d’identification comme la fonction d’autocorrélation partielle, et

ensuite, raffiner I’ordre si c’est nécessaire.

4.3.2 Localisation des valeurs des seuils

Pour un modele TAR, le choix des valeurs des seuils doit se faire avec précaution,
pour voir cela, on prend le cas de | = 2, la valeur threshold vérifie y., <7 < yx.,,,
ainsi, n’importe quelle valeur dans l'intervalle [y. , v, ] est aussi bonne pour
estimer r;, car elle produit les mémes résultats de ’ajustement pour le modéle.
Alors, faire une sélection parmi une infinité de valeurs possibles reste un probléme

ouvert.

En général, on peut donner une méthode pour localiser les valeurs des seuils,
cette méthode est basé sur les scatterplots de plusieurs statistiques contre la vari-
able threshold, les statistique utilisées montrent un aspect spécial pour le modéle
TAR. Bien que les graphes ne soient pas des tests formels, ils nous fournissent des
informations utiles pour localiser les thresholds. Les graphes utilisés sont (a) le

scatterplot des résidus prédictifs standardisés ou les résidus prédictifs ordinaires
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contre y;_q,, (b) le scatterplot du coefficient estimé ¢>fil,)n de (4.3) contre y;_q,, et
(d) les scatterplots des t ratio des cofficients estimés ¢>(113n et ¢>((f7)n contre y_q,.
Dans le cadre d’une autorégression arrangée, le modele TAR connait plusieurs
changements a chaque fois il passe par une valeur threshold r;, les exemples suiv-
ants montrent des réalisations de ces graphes pour des série de 1000 observations
(0 = 1).

D’apres les simulations montrées ci-dessous et d’autres non illustrées, on peut
donner quelques remarques intéressantes sur les scatterplots, le graphe du ¢ ratio
de qs&)n est important, car il désigne le changement dans le niveau du processus, la
méme chose pour le scatterplot du terme gbf;fn contre y,_q, car ce dernier représente
la relation entre y; et y;_4. L’utilité des scatterplots ne se limite pas au cas d’une
seule valeur de threshold. Finalement, comme les y;_, ne sont pas équi-espacés, il
est parfois utile dans les scatterplot d’enlever quelques points qui ont des valeurs
relativement grandes pour y; 4. Ainsi les b = (n/10) + p derniers points dans les

scatterplots sont enlevés.
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4.4 Procédure de modélisation

Utilisons les résultats précédents, on peut proposer une procédure de modélisation

d’un modeéle TAR qui comprend les quatre étapes suivantes
Etape 1. Choisir le retard p et ’ensemble S des valeurs possibles de d.

Etape 2. Faire 'autorégression arrangée pour le retard p donné et chaque élément
d de S, ensuite tester la non linéarité a 'aide de F(p, d). Si le processus est

non linéaire, sélectionner d, quidonne le max,cs F(p, v).

Etape 3. Pour p et d, donnés, localiser les valeurs des seuils a I’aide des scatterplots

de la section précédente.

Etape 4. Raffiner l'ordre et les valeurs des thresholds si c’est nécessaire, dans

chaque régime a 'aide des techniques d’autorégression linéaire.

Le choix de p dans I’étape 1 peut étre fait en se basant sur la fonction d’autocorrélation
partielle (PACF) ou sur un critére d’information comme le critére d’information
d’Akaike. Tsay s’est basé sur la fonction d’autocorrélation partielle pour deux
raisons (a) le PACF fournit souvent une valeur raisonnable pour p et n’impose
aucune pénalisation, (b) le critére d’information AIC est parfois trompeur si le
modele est en effet non linéaire, du fait qu’il est utilisé pour trouver le meilleur

modele et tend & pénaliser les modeles a retard p élevé.

4.5 Application sur une série réelle

Maintenant, on applique le procédure et les statistiques sur une exemple réel qui
est la série annuelle du Lynx Canadien (1821-1934, soit 114 observations) trans-
formée par logarithme (en base 10) qui a été étudiée extensivement par plusieurs
auteurs (Voir en particulier, Campbell et Walker 1977, Tong 1977a, et Bhansali

1979), cette série présente les aspects suivants qui caractérisent le modele TAR
(i) Cyclicité approximative de 10 ans a amplitude variable;

(i7) La période est ascendante d’un minimum local vers le maximum local suivant
et excéde la période en descendant d’un maximum local vers le minimum

local suivant, ce qui montre l'irréversibilité dans le temps dans la série.
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(i7i) La série présente un cycle limite qui apparait dans le graphe du scatterplot
entre y; et y;_1, et entre y, et y;_», nous remarquons une trajectoire en spirale,
de l'extérieur vers l'intérieur , une trajectoire circulaire laissant une région

intérieure non traversée, ce qui montre ’existence d’un cycle limite.

Et d’apres le test de non linéarité, on voit la nécessité de ’application du modele

TAR pour ce type de données.

35}

25}

15

Figure 4.5. Graphe de la série Lynx Canadien Log;( transformée (1821-1934).

4 4

3.5 3.5

Yin

2.5 2.5

Figure 4.6. scatterplot entre y; et y;_1, et entre y; et y;_o

Comme le nombre d’observations est de 114 données, on commence avec p = 3 et
S =1{1, 2, 3} a’étape 1 de la procédure proposée, les statistiques F du test de non
linéarité sont 6.89, 11.12 et 3.18 respectivement. Alors p = 3 et d = 2 sont pris a

titre d’essai. pour spécifier les seuils a ’étape 4, on trace les scatterplot suivants
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Figure 4.7. Scatterplot de y;—2 vs a; (Haut a gauche), y;—o vs gzﬁglr)n (Haut a droite), y;—o vs t

ratio de qbﬁ)n (Bas a gauche), y;—o vs t ratio de ¢(1) (Bas a droite),

0,m

D’apres les résultats des scatterplots on remarque plusieurs signes de présence de
seuils susceptibles d’étre les valeurs thresholds que ’on cherche. On remarque
par exemple le changement autour des valeurs y; o = 2.6 et y;,_» = 3.1 dans le
scatterplot de y;_» vs a;, et autour de la valeur y;_» = 2.6 dans le scatterplot de
Yi_o VS qbél,)n et autour des valeurs y;_» = 2.4 et y;_, = 2.6, pour le dernier scatterplot
le changement observé se trouve dans la zone de nullité du paramétre, alors on ne
tient pas compte de ce résultat. Ainsi toutes ces valeurs et les valeurs proches de
ces dernieres vont étre testées lors de I'estimation du modeéle TAR, en se basant
sur le critére d’information d’Akaike pour le choix du modele. On trouve que le
modele TAR & trois régimes avec les valeurs thresholds r; = 2.373 et r, = 3.154 et

les ordres 1,7 et 2 respectivement est le modéle qui résulte en la plus petite valeur
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d’AIC = —335.92 qui s’écrit sous la forme suivante (¢ ratio entre parenthéses)

yr = 0.083 + 1.096y;_1 + ¢V
(0.457) (13.602)
= 0.628+0.961y;_1 —0.11dy,_5+0.226y,_5—0.613y,_4+0.475y, 5 —0.393y;_¢+0.284y;_ 7+
(1.224) (7.475) (—0.500) (1.129) (—3.310)  (2.463) (—2.174) (2.489)
=2.319+ 1.529y, 1 — 1.265,_5 +&\”)
(3.351) (14.190) (—b5.788)
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Figure 4.8.

Les écart-types des résidus son o; = 0.13, o5 = 0.161 et o3 = 0.235. Le diagnostic des
ACF et PACF des résidus du modéle ne suggere aucune inadéquation, la méme

chose pour les PACF des résidus aux carrés.



Chapitre 4 : Application et simulations 95

Tong dans sa modélisation de la série sur le Lynx a proposé un modéle TAR(2;
8, 3), donc a deux régimes ou sa valeur AIC = —326.76, En comparant les deux
modeles, il est intéressant de noter que la valeur de son threshold est 3.116 qui est
proche de notre deuxiéme threshold, aussi, les études de Haggan et al. (1984) de
la série Lynx log,;, transformé indiquent 1’existence d’un threshold possible autour

de 2.2 (pour y;_; plutot que y;,_»). Ce qui semble agréer avec nos résultats.
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Annexe

® est le poduit de Kronecker, A%"=A® A® ... ® A (n fois).

p(A) est le rayon spectral de la matrice carée A, i.e. max{|valeurs propres| de A}.
Un vecteur M > 0 (> 0) signifie que chaque composante de M est strictement
positive (positive).

Pour une matrice 4 = (ai;), |A| = (Jasj))-

Pour une suite de matrices, A®= (a{¥)), max;, [A®| := (maxy [al}).

Pour les matrices A = (a,;) et B = (b;;), A > (ou <) B signifie que a;;> (ou <) b,; pour

tout 7, ;.

Lemme B.1 Supposons que A, B et A; sont des matrices de taille m x n, et M un

vecteur de dimension n. Alors

(a) [AM] < |A[|M]

(b) Si M >0et A> B, alors AM > BM
(c) XAl <) 14

(d) max; (A7) < (max; |4,))%"

() [max; |A7*|)'=max; [ A7"|'= max; (|A7|*").

Lemme B.2 Supposons que A est une matrice de taille k x k, alors p(A®") <1 ssi
p(A) < 1.

Lemme B.3

(a) Supposons que |a;|+ |ay| + ... + |a,| < 1. Alors toutes les racines de 1’équation

" —a1z" ' —... —a,= 0 sont & 'intérieur du cercle unité.
(b) Supposons que toutes les racines de ’équation z"—a;z" '—... —a,=0 sont &
Iintérieur du cercle unité. Alors a;+as+... +a,< 1, Ol ay, ay, ..., a, sont des

nombres réels.
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