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Notations |

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes.

N ensemble des entiers naturels.

N* ensemble des entiers naturels non nuls.

R ensemble des réels.

R, ensemble des réels positifs.

R droite réelle achevée, R = R U {—o00, +00}.

R™ espace euclidien de dimension n.

x vecteur de R", x = (21, 29,...,2,),2; ER, 1 <i < n.
|| norme euclidienne de z, |z| = (22 + 22 4 - - - + 22)2.
Q ouvert borné de R".

I' =00 frontiére de €.

v le vecteur unitaire normal & la frontiére I' extérieur a (2.
] — (Qu Ou Ou
Vu gradient de u, Vu = (aml  Bars 8xn)'
~ ' S RN - 1
divw divergence du vecteur v, divo = F= + F& + - -+ 4 7=
i _u  Pu, oy Pu
Au laplacien de u, Au = 007 + 922 ot gz
du )
d,u = — la dérivée normale de wu.
ov
C°(Q) espace des fonctions continues sur €.
Ck(Q) espace des fonctions continues sur €2 dont les dérivées partielles.

d’ordre < k sont continues sur {2, k entier positif

C=(Q)  Tespace C(Q) = ;ﬁo CH(Q).

L°(Q) ensemble des fonctions mesurables sur €.
LP(Q) LP(Q) = {u : Q — Rmesurable; [, [u[’ dz < co} (1 < p < o0, constant).
L>(Q) L) = {u: Q — Rmesurable;3c > 0 tell que |u(z)| <c¢ pp ze€Q}.

p

D conjugé de Holder de p, p' = -y sip>Tletp' =ocosip=1.



D(Q) espace des fonctions indéfiniment dérivables dans €2, & support compact dans ).
D'(Q) espace des distributions dans .
WmP(Q) espace de Sobolev des fonctions de LP(2) dont les dérivées
partielles au sens des distribution d’ordre < m sont également dans LP(€2).
W P(Q2) la fermeture de D(2) dans WP (Q).
pP-p- presque partout.

< .,.>  le crochet de dualité.

(.,.) le produit scalaire.

1BIP la norme dans l’espace F.

— symbole de convergence forte.
— symbole de convergence faible.

— symbole d’injection.



Chapitre 1

Introduction

Un probléme d’équations aux dérivées partielles consiste a se donner, en plus des équations
proprement dites, soit des conditions initiales soit des conditions aux limites soit les deux, a voir
si une solution existe, si elle est unique, si elle dépend réguliérement des données et a chercher
des algorithmes de calcul. Nous parlons alors, suivant les différentes situations de Cauchy bien
posé ou de problémes bien posés au sens de Hadamard.

Dans ce mémoire on étudie le probléme de stabilisation de 1’équation des ondes avec des
conditions au bord de Ventcel avec des termes mémoire. Les problémes de Ventcel sont ca-
ractérisés par la présence d’opérateurs différentiels tangentiels de méme ordre que 'opérateur
principal. Ces problémes interviennent dans la modélisation de nombreux phénomeénes : mé-
caniques comme |’élasticité ou physiques comme les processus de diffusion ou la propagation
d’ondes.

Les conditions de Ventcel (cf.[51]) sont obtenues par des méthodes asymptotiques.
La condition

ou—Aru=g sur T

dite condition de Ventcel (cf.[51]), a été introduite par Ventcel pour des processus de diffusion. (cf.[51]).
Plus généralement ’approche proposée peut étre utilisée pour étudier la stabilisation frontiére
d’autres problémes comme :

— Le bilaplatian

— L’équation de la chaleur

— Les équations de Maxwell.
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ou d’opérateurs plus généraux : coefficient, variables, ordre élevé; etc... .

1.1 Note historique sur la notion de stabilisation exponen-
tielle de ’équation des ondes

Cette section a pour but de rappeler les travaux principaux sur la décroissance exponentielle
de I'énergie d’un systéme gouverné par des équations aux dérivées partielles ( appelé systéme
distribué).

Cette notion a pris, sous l'influence des travaux de D. L. Russell (cf. [73]) le nom de stabilisation

frontiére ou interne exponentielle.

1.1.1 Stabilisation frontiére d’un exemple modéle

Soit © un domaine borné de R™, n > 2, dont la frontiére est I' = 9 est de classe C.
On désigne par v le champ unitaire normal a la frontiére I' extérieur a €2, et par 0, I'opérateur
de dérivation dans cette direction.
On appelle stabilisation frontiére de I’équation des ondes dans 2, avec une condition de Dirichlet
homogéne et une condition de Newmann non homogeéne considérées respectivement sur I'y et
I'y, ou (I'g,I'y) est une partition de I, la donnée d’un opérateur ( appelé opérateur de feedback
frontiére)

F:VxH-—K

ou V, H et K sont des espaces de fonctions ou de distributions, telle que I’énergie associée a la

solution du probléme
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Uy — Au = 0 dans Q x R
u = 0 sur I'g x RT
o,u = F(u,u) sur ['; x R
u(z,0) = dans Q

[ w(z,0) = u! dans Q

est
1 2 2
Q Q

décroisse de maniére exponentielle quand ¢ — 400, et ceci pour tous ug, u; pris dans des es-

paces convenables.

Remarque 1.1.1 Le probleme de stabilisation frontiére consiste a exhiber un opérateur de

feedback frontiére de telle sorte que l’énergie E(t) du systéme vérifie
E(t) < Cexp(—pt), vt > 0.
ou C' et B sont des constantes positives. 3 est appelé taux de décroissance de l’énergie.

Définition 1.1.1 On définit ainsi la notion d’opérateur de feedback interne

G:VxH—K

(ou V,H, K sont des espaces de fonctions ou de distributions), ensuite on s’intéresse au com-

portement asymptotique de l’énergie associée au probléme

(

Uy — Au = G(u,uy) dans Q0 x RT
u = 0 sur I'p x RT
o,u = F(u,u) sur 'y x RT
u(x,0) = dans
uy(z,0) = ot dans
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Remarque 1.1.2 A vrai dire la notion de stabilisation frontiére n’est pas propre aux conditions
de Dirichlet homogéne et Neumann non homogéne, ni méme a I’équation des ondes ; on peut se
poser ce genre de problemes pour tout systéme évolutif, avec conditions aux limites choisies de

sorte que le probléme soit bien posé.

1.1.2 Note historique

On a vu au-dessus que les problémes de stabilisation exponentielle que 1'on peut se poser
pour les systéme évolutifs, consistent a trouver un opérateur de feedback frontiére ou interne de
sorte que I'énergie du systéme décroisse en exponentielle. On va rappeler, d’'une maniére bréve,
les différentes phases qu’a connues la notion de stabilisation exponentielle, sans vraiment ren-

trer dans les détails, ou prétendre que cet apergu historique soit exhaussif.

Les travaux de C. S. Morawetz En 1959, en analysant ’expression explicite de la solution
obtenue par séparation des variables de I’équation des ondes dans un domaine non borné de R?,
C. Wilcox (cf. [79]) a réussi & montrer que I’énergie, locale, décroit de maniére exponentielle
quand le temps tend vers l'infini.

Sous les hypoteéses plus générales que celle de C. Wilcox, en 1961 C. S. Morawetz (cf. [62]) a
montré que 'énergie locale décroit comme l'inverse du temps.

En combinant leurs méthodes, P. D. Lax, C. S. Morawetz et R. S. Phillips (cf. [49]) ont prouvé
en 1963 que I'énergie locale associée a la solution de 1’équation des ondes dans un domaine de R?,

extérieur & un domaine étoilé, décroit de maniére exponentielle quand le temps tend vers I'infini.

Les travaux de G. Chen et de J. Lagnese En se basant sur les travaux de C. S. Mo-
rawetz (cf. [62] et [74]) sur I'équation des ondes dans un domaine extérieur, D. L. Russell a

conjecturé, en 1974, un phénomeéne analogue pour 1’équation des ondes dans un domaine borné.
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Enoncé de la conjecture (cf. [74]) Soit © un domaine borné de R™, 'l existe un point
zo € R™, extérieur a Q tel que le bord de €2, noté I', admette une partition vérifiant la condition

géométrique suivante :

m(z).v(z) <0, pour tout = € I’y

1— v(x) désigne la normale unitaire extérieure a €.

2— m(z) = = — xy, pour tout x € R™.

3—I=Toul, ToNT; =0

alors il existe deux constantes, C' et ( positives telles que 1’énergie associée au systéme évolutif

p

Uy — Au = 0 dans 2 x R
U = 0 sur o x R
a(x)0,u + uy = 0 sur I'; x R (1.1)
u(x,0) = dans Q
[ ui(,0) = ul dans

o aw € L*(I'y), et a(x) > ap > 0, Var € 'y, vérifie I'inégalité suivante :
E(t) < Cexp(=pt), Vt=0

En 1977, J. P. Quin et D. L. Russell(cf. [70]) sont parvenus a montrer, sous les hypothéses de
la conjecture de Russell, I'inégalité

B < CEO)

vt > 0. 1.2
A - (1.2)

Mais malheuresement, ils n’ont pas réussi & montrer que C'(F/(0)) vérifie
C(E(0)) < k.E(0). (1.3)

ot k est une constante qui ne dépend ni de £(0) ni du temps.
Il est intéressant de savoir qu’a partir de (1.2) et (1.3) on peut déduire la décroissance expo-
nentielle de F(t) par une simple application des propriétés des semi-groupes (cf. [70]).

Le premier résultat positif concernant la conjecture de Russell a été obtenu en 1979 par G.
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Chen (cf. [24]), en partant des hypothéses suivantes :

il existe un point xy € R” tel que

m(x).v(x) <0, our tout x € I’
(@)1(x) < p : ",

m(z).v(z) >y >0, pour tout z € I'y

1— v(x) désigne le champ unitaire normal extérieur a €.

2— m(z) = x — xg, pour tout z € R™.

3—I'=Tyuly.

Ensuite, en adaptant les techniques, en particulier la technique des multiplicateurs, utilisées
par C. S. Morawetz, W. A. Strauss et J. U. Raltson, dans les domaines extérieurs, G. Chen (cf.
[25]) a pu alléger les hypothéses (1.4). Ces résultats ont été améliorés par J. Lagnese (cf. [46]),
en 1983, sous ’hypotheése :

il existe un champ de vecteurs h € (C*(Q))" tel que :

h(z).v(z) <0, pour tout xz € I'y
h(z).v(x) >~v >0, pour tout z € I'y.
. Oh;  Ohy e o . =
la matrice ( + ) est uniformément définie positive sur €.
al’j 8:6@

Les travaux de I. Lasiecka et R. Triggani En 1987, utilisant des méthodes différentes de
celles de Chen et Lagnese, 1. Lasiecka et R. Triggiani (cf. [48]) ont pu redémontrer les résultats
de Chen et Lagnese pour I’équation des ondes avec une condition de Dirichlet non homogéne
sur tout le bord I'.

Ils font appel a un opérateur de feedback frontiére donné par :

F(u,u) = —b%(Gut), sur I'.

oube L>*(I), et b(z) > by > 0, pour tout z € I', et G est l'inverse de 'isomorphisme suivant :

(—A) : HX(Q) N HY(Q) — L*(Q)

quon note G = (—A)~1.

Dans tous les travaux, dans un domaine borné, cités ci-dessus l'inégalité

E(t) < Cexp(—wt), vVt > 0.

9
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[e.e]

a été obtenue, a partir d’une estimation sur / E(t)dt, en utilisant un résultat dia a R. Datko

0
(cf. [28]) et A. Pazy (cf. [67]). Malheureusement ce théoréme prouve l'existence des constantes

C et w sans donner des estimations explicites.

On remarque que lorsque la frontiére I' est réguliére, la condition (1.4) exige que
TonT, #0 (1.5)

donc si I’y # 0, les résultats obtenus par Chen, ou Lagnese, ne peuvent étre appliqués aux

domaines ayant un bord connexe.

Les travaux de V. Komornik et E. Zuazua FEn 1987, V. Komornik et E. Zuazua ont

allégé la condition (1.4) de G. Chen en la remplagant par
m(z).v(x) >0, pour tout z € I'y

donc permettant, en principe, de généraliser les résultats de Chen et Lagnese aux domaines a
bords réguliers et connexes, mais au prix de remplacer la condition aux limites, du probléme
(1.1), sur I'; x R par

O, u = —Mm.Viuy, I'y x R™.

Si ' = 00 satisfait a la condition (1.5), alors pour tout n > 2, la méthode de Komornik et
Zuazua (cf. [43]) donne, d’'une maniére simple des estimations explicites pour C' et w en fonction
de la géométrie de () et xg.

Leur procédé devient inapliquable dans le cas général ou
ToNTy #0 (1.6)

car dans ce cas la régularité des solutions n’est plus suffisante pour justifier I’application de la
méthode des multiplicateurs.

Cependant, la méme année (1987), P. Grisvard est parvenu a montrer (cf. [35]) que, au moins
pour n < 3, l'identité fondamentale, sur laquelle est basée la thechnique des multiplicateurs de
Komornik et Zuazua, devvient une inégalité qui est suffisante pour mener les calculs & bout et

obtenir une décroissance exponentielle de I’énergie, avec des estimations explicites pour C' et

10
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w.
Le cas n > 4, sans 'hypothése (1.5) reste ouvert ; & moins que I'inégalité de Grisvard ne puisse
étre prouvée dans ce cas; alors le procédé de stabilisation de Komornik et Zuazua peut étre

appliqué avec efficacité.

Remarque 1.1.3 Grace a la simplicité de opérateur de feedback
F(u,u;) = —m.vuy (1.7)

la technique des multiplicateurs a pernis d’obtenir des estimations sur C' et w, dans le but

d’améliorer le taux de décroissance w, certains auteurs ont proposé l’opérateur
F(u,u)) = —bm.vu, (1.8)

ou b est une fonction, définie sur I'y a choisir convenablement.

En effet, dans certains cas, il a été possible d’améliorer légérement le taux de décroissance w,
cepandant, J. Lions a signalé (cf. [56] page 47 ) que D. H. Wagner a montré (formellement)
que méme lorsque b — 400, le taux w(b), obtenu a partir du feedback (1.8) ne croit pas

indéfiniment.

Remarque 1.1.4 E. Zuazua a montré (cf. [81]) que Uopérateur de feedback F(u,u;) = —m.vuy
ne satisfait pas la propriété de robustesse, c’est a dire que la propriété de stabilisation est perdue

sous certaines perturbations continues du support du feedback ; cependant l'opérateur
F(u,u;) = —m.v[u; + aul, avec o > 0 (1.9)

est robuste grace a la présence du terme am.v X u ; d’autre part le fait que o > 0 exclut ’exis-

tence de solution stationnaire non triviale.

Remarque 1.1.5 (retour a la conjecture de Russell)

En 1978, Russel insista bien (cf.[73]) sur le fait que Uhypothése (1.4) suffit a elle seule pour

11
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obtenir la stabilisation du systéme (1.1) et que toute autre hypothése sur Q constitue une res-
triction géometrique inutile ; en effet par exemple la condition (1.4) exclut les domaines a bord
connexe.

J. Lagnese a remarqué que ['utilisation d’un feedback de la forme
F(u, ug) = m.vFluy, u) (1.10)

sur le bord permet d’enlever, au moins formellement, [’hypotése (1.5) dans certains problémes

de stabilisation de systéme élastodynamiques ou de plaques vibrantes.

Les travaux de J. L. Lions En 1986, Lions a élaboré une méthode générale de stabilisation
exponentielle pour tous les systémes linéaires réversibles exactement controlables.

Son procédé repose essentiellement sur la théorie du controle optimal et la méthode de pénali-
sation. Mais il ne donne aucune méthode explicite pour construire 'operateur de feedback, ni

d’estimation sur le taux de décroissance de 1'énergie.

1.2 But du travail

Soit 2 un domaine borné de R™ de frontiere I' = 9 de classe C*; On considére {T', 'y}
une partition de I' telle que

r=r,ul,

et
TonT; =0.

On désigne par v le champ unitaire normal a la frontiére I' extérieur a €2, et par 0, 'opérateur
de dérivation dans cette direction. On note par dr la dérivée tangentielle.

Pour le probléme (P), ci dessous, on démontre 'existence et 1'unicité de la solution ainsi que la
décroissance exponentielle de 1’énergie associée a 1’équation des ondes, avec des conditions aux

limites de type Ventcel, des termes mémoires interne et frontiére et une dissipation frictionnelle

12
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non linéaire localisée & 'intérieur du domaine ().

( t

Uy — Au + / h(t — s)Au(s)ds + a(z)g(us) =0 dans Q x R,
0

vtt—i-@—/h(t—s)%(s)ds—ATv:O sur I'y x Ry

v v (P)

0

U =0 sur I' x Ry

u=0 sur I'g x R

(u(0),0(0)) = (u°,0°), (u'(0),v'(0)) = (u',v") dans Q x T

\
ou les fonction g et h vérifient les hypothéses suivantes
hypothéses sur le feedback g :
(F.1) Soit g est une fonction non décroissante et de classe C! telle que :

(i) g(s)s>0 Vs#0

(i) ks* < g(s)s < Ks* pour tout |s| > 1, k et K sont deux constantes

positives.
(F.2) Soit a est une fonction non négative telle que :
ac€ L>®(Q), a(x) >ay>0 dans w

avec w C € est un ouvert non vide, ag est constante.
hypothéses sur le noyau #h :

Supposons que le noyau h est une fonction de classe C*(R,,R,) qui vérifie les hypothéses

suivantes : -
- (N.1) /h(s)ds <1
Unc
- (N.2) 1- /h(s)ds =L>0
de plus on suppose aussi qu’il existe & > 0 telle que0
- (N.3) 0 < hy(t) < &h(t) pour tout ¢ >0
— (N.4) e“h(t) € L'(0,00) pour tout a >0, t>0
~ (N.5) he(t) +~vh(t) >0 et e [h(t) +~vh(t)] € L'(0,00) pour tout  «a,vy >0

Le noyau h considéré dans le probléme (P) est un noyau positif oscillant.

Dans la suite, on considére les espaces

13
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V= {(u,v) € H} (Q) x H\(T) Julr = v},
H = L*(Q) x L*(I),

ou Hi = {u e H'(Q)/ulp, = o}.

Munis des normes suivantes :
[(u, 0) & = lulZagy + V)22

(e, )1 = [l + 101l )

V et H sont des espaces de Hilbert et V est dense dans H avec injection continue.

Notre travail se compose de quatre chapitres.

— o Le premier chapitre est consacré aux notes historiques sur la notion de stabilisation
exponentielle de I'équation des ondes.

— o Le second chapitre est consacré aux définitions et aux rappels, de quelques notions
de base d’analyse fonctionnelle.

— o Dans le troisiéme chapitre, on étudie I’éxistence et I'unicité des solutions du probléme
(P) en trouvant des estimations a priori par la méthode de Galarkin.

— o Dans le quatriéme chapitre, on étudie la stabilisation exponentielle du probléme (P)

14



Chapitre 2

Rappels généraux et définitions

Ce chapitre rassemble les définitions et propriétés essentielles, qui seront utilisées de fagon

constante dans les chapitres ultérieurs.

2.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition 2.1.1

Soient Q) est un ouvert de R" et k € N. On désigne par :

o CH(Q) l’espace des fonctions définies sur Q dans R, k fois contindment dérivables.
e C®(Q) on désigne 'espace des fonctions indéfiniment dérivables.

e On désigne par CE(Q) les éléments de CF() a support compact dans Q.

e On désigne par C°(2) les éléments de C*°(Q2) a support compact dans §).

Définition 2.1.2
Soit X un espace de Hilbert. On désigne par C*([0,T); X), k = 0,1,2, lespace des fonctions
continues sur [0, T] a valeurs dans X ayant des dérivées continues jusqu’a 'ordre k dans [0, T)].

En particulier, nous écrivons C([0,T]; X) pour C°([0,T]; X).

Définition 2.1.3
Soit p € [1,4+00[. On définit LP(Q) par :

15
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LP(Q) = ¢ f:Q—R tel que: {/\f(x)‘l’d:c}l/p < 400 ;. (2.1)
Q

LP(QY) est muni de la norme :

1/p

1l = /V@WM

Q

Sip=+oo :

LOO(Q):{f:Q—>R tel que: 3 ce Ry vrifiant [f| <c¢ p.psur Q}

On définit sur L>(§2) la norme :

| fllze@ = inf{c€R+ tel que: |f| <c¢ p.psur Q}

Les espaces LP(S)) sont des espaces de Banach, et lespace L*(Q) est un espace de Hilbert avec

le produit scalaire :

< [,9 >r20)= /f(x)g(x)dx.

Q
Définition 2.1.4
Soit X un espace de Hilbert réel avec le produit scalaire (,) muni de la norme ||.]|.
Pour tout T € (0, +00] et p € [1,00] on note par LP(0,T; X) les espaces des fonctions mesurables
v:(0,T) — X telle que :

T
mmjz/ﬂmmmn<m, | <p<oo
0

|[0][co,r = €85 sup [Ju(t)]| < oo,
0<t<T

respectivement. Nous allons utiliser la notation bréve ||v||, pour ||v||pe, 1 < p < 00. Nous

désignons par LY (0, 00; X) lespace des fonctions dans LP(0,T; X) pour tout T € (0,00). Dans

loc

le cas X = R, nous allons utiliser les abréviations LP(0,T) et L}

P (0,00) pour désigner les

espaces LP(0,T;R) et LV

loc

(0, T;R), respectivment.
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chapitre 2 Rappels générauz et définitions

Proposition 2.1.1 ( Inégalité de Holder )
. 1 1 , :
Soient p, q € [1,+00] tels que : —+— =1 ( sip=1, alors ¢ = 400, et inversement ). Alors :
)
VfeLP(Q),VYge LIQ): fge LY Q) et on a :

Ifgller@) < 1 fllze@llgllzae,

c.a.d., sip,q €]1, 400,

[1s@g@lis < { [1rwpas E [ stz B

et sip=1 et g= o0,

[ 15@g@lds < gl [ 17)lds

Q
Proposition 2.1.2 ( Inégalité de Young )
1 1
Soient p,q €]1,4+00| tels que : — + — =1. Alors¥V o, FE€R on a :
p q

1 1
aB| < —laf” + =[]".
p q

Définition 2.1.5 ( produit de convolution )
Soient Q CR" , f € LY(Q) et g € LP(Q) avec 1 < p < +00.
On pose :
() = [ fa-patdy,  Veeo
Q

Alors f+xg € LP(Q) et on a
1/ glle@) <N f el 9 ) -

St fe LYQ) et g € C™(Q) avec m €N, alors f* g€ C™(Q), et on a :
D(fxg)=[f=*D%, Vlaf<m.

Définition 2.1.6
Soient E/ et F' deuz espaces de Banach. On appelle opérateur linéaire non-borné de E dans F'

toute application linéaire A : D(A) C E — F définie sur un sous-espace vectoriel D(A) C E,
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chapitre 2 Rappels générauz et définitions

a valeurs dans F. D(A) est le domaine de A. On dit que A est borné s’il existe une constante
c > 0 telle que
|| Aul| < cffull Vu e D(A)

2.2 Rappels sur les distributions

Définition 2.2.1
Nous appellerons D(Q2) Uespace des fonctions ¢ définies et indéfiniment dérivables dans ) et a

support compact dans €.

Théoréeme 2.2.1
D(Q) est dense dans LP(Q) pour tout p > 1

Définition 2.2.2

D(Q) est espace des restrictions a Q0 des fonctions de D(R™). Si Q est borné on a :
D(Q) =C>(Q)

En général : D(Q) # D(Q) mais D(R") = D(R")

2.2.1 Convergence dans D({2)

Définition 2.2.3

Une suite (p;) de D(R2) si :

(i) 1l existe une compact K C 0 qui contient tous les supports des ¢;

1) quand 7 — 400, les dérivées de tous les ordres de p; convergent uniformément sur K vers
j

les dérivées correspondantes de ¢

2.2.2 Convergence dans D'(12)

Définition 2.2.4

L’espace des distributions D'(S2), est l'espace des formes linéaires et continues sur D(€2). On

18



chapitre 2 Rappels générauz et définitions

note < -,- > le produit de dualité entre D'(Q) et D(2). Donc T € D'(2) si pour tout ¢ € D(2)
on a:
(i) lapplication ¢ —< T, > est linéaire.

(1) si @; — ¢ dans D(RY), alors

<T,p; >—<T,p> dans C

2.3 Les espaces de Sobolev

Définition 2.3.1
Soit Q un ouvert de R™, on dit qu’une distribution T € D'(Q) est dans (LP(2))" (1 < p < 00),

sil existe une fonction f € LP(Q2), telle que :
<T,p>= /f(x)@(:c)d:c, pour tout ¢ € D(2).
Q

Définition 2.3.2
Soient m € N, p € [1;00] et « € N*(= a = (a1, a9, -+ ,ay)). On note

olalf

Dof =
f aalxlaC@xQ .o 8anxn7

la] = a1+ ag + -+ + ay.
On pose

WmP(Q) = {f € LP(Q),D*f € LP(QQ), pour tout a € N" tel que |a] < m}.
alors WP (Q) est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme définie par :

1 fllwme@ = Y [1D*fll),  pour tout p € [1,+oc]

la<m

Sim =0,

WoP(Q) = LP(Q).
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chapitre 2 Rappels générauz et définitions

Si p=2,
on définit l'espace W™2(Q)) = H™(Q) par :

H™(Q) = {u € L2(Q); Du € L*(Q), |a| < m}.

On muni H™ () du produit scalaire

(U, V)m.0 :/ Z D*uDv | dx
Q

|oo| <m
et de la norme
1
[Vlma = (v,0)7,0

pour m=1, on a :
ou
8@-

HY(Q) = {u € L*(Q); €L*(Q), 1<i< n}

muni de la norme suivante :

Théoréme 2.3.1
L application trace

vo: H' — H2(T' = 9Q)
et linéaire continue et surjective.

Théoréme 2.3.2

L’espace image de 7y, est H%(F) est un espace de Hilbert pour la norme

= inf [|v]|

||u||H%(F) veH(T),yov=u

Définition 2.3.3

On suppose que € est un ouvert borné de R™ de frontiere 02 = T' de classe C' par morceaus.

Alors HE(Q) est le noyau de o, application trace sur T' de H'(Q) dans Hz(T), i.e,

H = {u c HY(Q); you = O}

Théoréeme 2.3.3
D(Q) est dense HL ().
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chapitre 2 Rappels générauz et définitions

Théoréeme 2.3.4 (Inégalité de Poincaré)
Soit € un ouvert borné dans une direction. Il existe une constante ¢ dépendante du diametre de
Q telle que :

Vo € Hy(Q); [l < cl|Vollrxq)-

C’est-a-dire la semi norme |.|1 . est une norme sur Hg(Q) équivalente a la norme ||.]|1.q.

On note H1(Q) le dual de H}(Q), espace de Hilbert pour la norme duale :

< f,v>
[fll-e= sup ———
veH(Q),070 V|10

Théoréme 2.3.5

Soit V un espace défini par :
V= {u e HY(Q), Au € LQ(Q)}

alors 'application

u — Vu.— (2.2)
est linéaire continue avec
Définition 2.3.4

H*(Q) = {v € H'(Q); pour toutes les dérivées d'ordre 2, D*v € LZ(Q)}.

On note par

=

2
vho = ([vBa+ Y 11Dz )

la norme correspondante.

Théoréme 2.3.6
D(Q) est dense dans H?(S).
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chapitre 2 Rappels générauz et définitions

Théoréme 2.3.7

L application trace

7 HYQ) — H(Q)

v —— Vo

est linéaire continue et surjective.

Formule de Green

Yu € H*(Q),Yv € H'(Q), /Auvdaz = — / VuVudzr + /@uvaﬂ1
0 Q T

ot O,u = yu est la dérivée normale de u sur I

Théoréeme 2.3.8
H} = {u € H*(Q);vou =0 et yyu = 0}

On désigne par H=*(Q) le dual de HZ(S)).
Comme D(Q) est dense dans HZ(Q), H () est un espace de distributions.

Théoreme 2.3.9 (Extension de l’inégalité de Poincaré)

Soit Q) un ouvert borné. Il existe une constante c telle que :

Vv € H3(9), o] m2) < cf|Av||r2q)

2.4 Quelques critéres de convergence
On regroupe ici les résultats qui nous permettrent de manipuler les différentes notions de
convergence des suites dans les espaces LP(£2), pour 1 < p < 0.

Définition 2.4.1 ( convergence forte )

Soit 1 < p < oo, on dit que u,, converge (fortement) vers u dans LP siu, € LP et si

lim ||u, —u|| = 0.
n—-+0o0o

et on note u, — u.
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chapitre 2 Rappels générauz et définitions

Définition 2.4.2 ( convergence faible )
On dit qu’une suite (uy)neny de LP(Q2), avec 1 < p < oo converge faiblement dans LP vers une

fonction u siuw € LP(Q2), telle que

Yoe LP(Q) ona lim /unvd:c = /uvdx

n—-4o00
Q Q

et on note u, — u, ot L' est le dual topologique de lespace LP(S).

Définition 2.4.3 ( convergence faible* )

On dit que u,, converge faible® vers u dans L*, et on note u,, —* u si u, € L' et si

nEIfoo (un(z) — u(z))p(x)de =0, Ve L2(Q).

Remarque 2.4.1
1. La limite (forte ou faible) d’une suite de fonctions est toujours unique.

2. Dans le cas p = 1, le symbole * est posé pour montrer que la définition de convergence

faible dans L' n’est pas entierement la méme que dans les espaces LP, pour 1 < p < oo
En effet, (L>(Q)) C L'(Q).

3. La convergence forte dans LP, implique la convergence faible dans LP, pour 1 < p < co.
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Chapitre 3

Existence, unicité et régularité des

solutions du probléme (P)

3.1 Introduction

Ce chapitre comporte deux parties :
La premiére partie est consacrée a I'étudie de l'existence et 1'unicité de la solution forte du
probléme (P). Dans la seconde partie , on étudie I'existence et 'unicité de la solution faible.
On commence donc dans une premiére étape par démontrer la solution forte, et ensuite,

utilisant des arguments de densité, on prolonge le résultat pour la solution faible.

Soit € un domaine borné de R™ de frontiére I' = 9 de classe C*. On considére {T'y,T'; } une

partition de I telle que I' = Ty UT; et Ty NT; = (), on désigne par v le champ unitaire normal
0.

a la frontiére I' extérieur a €2, et par Em I'opérateur de dérivation dans cette direction. On note
v

par Or la dérivée tangentielle.

On rappelle que le probléme (P) est défini par
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Ezistence et unicité des solutions du probleme (P)

Au+/ht—5Au )ds + a(x)g(uy) =0 dans Q x R,
0
vtt+ /ht—s s)ds — Arv =0 sur I'y x Ry
J (P)
U =0 sur I' x Ry
u = sur 'y x Ry
(u(0),v(0)) = (u®, v°), (1 (0),v:(0)) = (ul,vh) dans Q x T

\

ou les fonctions g et h vérifient les hypotheéses :
hypothéses sur le feedback g :
(F.1) Soit g une fonction non décroissante et de classe C! telle que :

(i) g(s)s>0 Vs#0

(ii) ks* < g(s)s < Ks*  pour tout |s| > 1, k et K sont deux constantes

positives.
(F.2) Soit a une fonction non négative telle que :
a€ L>®(Q), a(x)>ay >0, dans w,

ol w C £ est un ouvert non vide, ag est une constante.
hypothéses sur le noyau h :

Soit le noyau h une fonction de classe C*(R,, R, ) qui satisfait aux hypothéses suivantes :

- (N.1) h(s)ds < 1

- (N.2) 1— [ h(s)ds=L>0

0\80\8

de plus on suppose aussi qu’il existe &; telle que

- (N.3) 0 < hy(t) < &h(t) pour tout ¢ >0
-~ (N.4) e h(t) € L'(0,00) pour tout «a >0, t>0
—- (N.5) hi(t) +vh(t) > 0 et e[hi(t) + vh(t)] € L'(0,00) pour tout a,v >0

On considére les espaces
V= {(u,v) € Hp () x H'(T) [ulr = v},
H = L*(Q) x L*(I).
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Munis des normes suivantes :
|(u, 0) & = lulZ2() + [v] 22,

(s )1 = [l s oy + [0l -

V et H sont des espaces de Hilbert et V est dense dans H avec injection continue.

'énergie associée au probléme (P) est :

E() :% /{\ut|2+\Vu|2}dx+/{|vt\2—|—|VTv\2}dF

Q N}
3.1.1 Résultat principal

On a le résultat suivant, d’éxistence, d’unicité et de régularité des solutions du probléme

(P).

Théoréme 3.1.1
1) Supposons que (u°,v°) € (H{ (QNHE (Q))x (H'(T)NH*(T)) et (u',v') € (H'(Q2)x HY(T))

avec
Ou’ — A’ =0, sur Iy et A€ LZ(F).
Alors le probleme (P) admet une solution (forte) unique
(u,v): (@, X)) — R xR

O'I:LQ:QXR+7 E:FXR+

2) soient (u’;v°) € V et (u',v') € H, alors le probleme (P) admet une solution (faible) unique.
(U,U) : (Q,Z) — R xR

vérifiant

(u,v) € C(R; V)N CH(Ry; H)
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3.2 Existence et unicité de la solution forte

Dans cette section, on démontre l'existence et 'unicité de la solution forte du probléme (P)

Une intégration par partie de la premiére équation nous donne

/uttwdx—/Auwd:er// (t — s)Au(s )wdsdx+/ a(x)g(uy)wdzx
Q Q
= (g, W) r2() /Vquda:—/—wdF // (t — s)Vu(s)Vwdsdx
Q

/ / t—s Sywdsdl + Q/ o(z)g(us)wdz v € H} ()

De méme, pour la deuxiéme équation, on obtient

/vttwdl"Jr —wdT // (t—s) s)wdsdl’ — /AvadT

Fl F1

t
(Vs W) p2(ry) /—wdF //h(t—3)%(5)100l$d11
v
r 0

+/VTUVdeF vw € H'(T), avec w = 0 sur Iy.

Iy

Donc sur le partie I'y du bord, on a

// t—s s)wdsdl” — /—wdF (vg, w)r,
8V

+ / VroVpwdl vw e HY(I'), avec w = 0 sur I'y.

I

et, en remplagant le terme

t

/ / h(t—s)gz #)dsdl — / T pdr

't O
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dans 'équation (3.1) il vient
(ug, w)a + (v, w)r, + (Vu, Vw)g + (Vru, Vyow)r,

/ / (t — 5)Vu(s)Vwdsds + / (@)g(uywdr =0 Vo € H} (Q) (3.4)

On transforme donc le probléme (P) en un probléme équivalent avec les conditions initiales
homogeénes.

On fait un changement de fonctions en posant

(w,v)(@, 1) = (Y1, ¢2)(, 1) + (¢1, d2) (2, 1), (3.5)
(61, 62) (@, 1) = (u,v)(x,0) + t(ur, v0)(2,0),  (2,£) € 2 x Ry
D’autre part,
(e, vie) = ((V1)ue, (V2)ue),
(Au, Arv) = (Apy + A¢r, Arips + A7),
ue = (P1)e + (d1)e,

et
t t

/ ht — s)Au(s)ds = / ht — ) Ay ds + j ht — )My (s)ds

ujlr =2

c’est a dire

u=v sur X =1Ix]0,T]

avec
u(z,0) = P1(x,0) + ¢1(2,0) = P (x,0) +u’(x)
ce qui donne
1 (z,0) = 0.
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De méme
uy(2,0) = (¢1):(,0) + (¢1)i(x,0) = (1)i(,0) + u' ()
donne
(¢1)e(z, 0) = 0.

On a aussi
v(z,0) = Pa(x,0) + ga(z,0) = ha(x, 0) + °(z)
ce qui implique
a(2,0) =0,
et
(@, 0) = (¥2)i(, 0) + (92)i(x, 0) = (¢2):(x,0) +v' ()

donne

@Z)Q(l‘, O) = O,

Le probléme équivalent a (P) s’écrit alors

( t

(V1)u — Aty + /h(t — $) Ay (s)ds + a(x)g((W1) + (¢1);) =F dans Q x Ry,
() + % — /h(t — 5)%(5)&9 — Ay =G sur ' xRy, P
1 =1y sur I'x Ry,
1 =0 sur I'o x Ry,
L ¥(0) = (¥1(0),¢2(0)) = ¥:(0) = ((¥1):(0), (¥2):(0)) =(0,0) dans QxT,

ou
t

F =861~ [ bt = 90n(5)ds,
0

) 0
G = _% + /h(t — s)%(S)dS + Args.

0
Remarque : Notons que si ¢ est une solution de (P;) dans [0, T}, alors ¢ + ¢ est solution de

(P) dans le méme intervalle.
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A partir des estimations que nous allons obtenir ci-dessous; nous sommes capable de prouver
que

A (O + [Vt < er(t) pour t € [0,T]

| Apa ()2 + [V (2)e(t)|* < ca(t) pour ¢ € [0, 7]
Donc, a partir de (3.5) les inégalités précédentes est vérifiée pour la solution w : Ensuite, uti-
lisant des méthodes standards, on prolonge u & Uintervalle (0;+00) : Dong, il est suffisant de

démontrer que (P1) a une solution locale, qui sera obtenue en utilisant la méthode de Galerkin.

Soit (w,),en une base de V.N (H?*(Q) x H*(T)) orthonormale dans H.

Soit V™ 'espace engendré par w!, w?,--- , w™ et soit

(21" (), 25" () = 2" (t) = (Z v; (E)wj, Z 7; (t)ws)

une solution approchée du probléme de Cauchy suivant

[ (202, wi)a + (225 wo)r, + (V2, Vn)g + (Vrl, Vews)r,
+(a(x)g((z)7" + ($1)0), w1) g, — /h(t —5)(V2"(s), Vwr) ,ds
= (F(t),w)a + (G(t), w2)r, pour tout w € V"

et 2"(0) = (2){"(0) =0

(3.6)

\

Par les méthodes standards des équations différentielles, on peut démontrer I'existence d’une
solution du probléme (P) sur un certain intervalle [0,7,,] : Ensuite, cette solution peut étre

prolongée a l'intervalle fermé [0, T] en utilisant la premiére estimation ci dessous.

3.2.1 Estimations a Priori
3.2.1.1 Premiére Estimation
En prenant (wy,wz) = ((7]):(t)w;, (77):(t)w?) dans (3.6), on obtient :

(20 (), ())e(®)wj)a + ()77 (1), (0] )e(Owi)r, + (V2" (1), V(7))e(t)w))e

+H(Vrzg' (t), Ve () )e(t)w])r, — /h(t —5) (V2" (s), V(7))e(t)w;) o ds
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+(a(@)g((20)" () + (61)e(1), (1) (B)w;) ¢, = (F (@), (3)e(B)w;)a + (G(2), (7)e(B)w)r,

Maintenant, en sommant sur j et en notant que 2" (0) = 0, on obtient

IR OF + VRO + 1 OF + Vo2 0P}

t

—/h(t —5) (V2" (), V(21)" () gds + (a(@)g((20)7" (1) + (61)e(t)), (20)7" (1))

0

= (F(1), (20" ) + (G(1), (22)" (1)), -

Donc :

~(a@)g ()7 () + G0, ()7 (D)g + { / Wt — 5)(V2p(s), V(1) ods| . (3.7)

A partir des hypotheses (F.1)-(F.2), et en utilisant 'inégalité ab < ﬁaz +nb* ot 7 > 0 est un
nombre arbitraire, et d’aprés (3.7), et I'inégalité de Cauchy-Schwartz donne

t

/ht(t —5)(Va"(s), V2'(1)) o ds < | V2" (t)] / |he(t — 9)|| V21" (s)|ds.

0

Donc :

()" O + [V OF + ()" (O + V23" (1)}

+(a(@)g((21)" (1) + (01)e(1)), (20)" () + (@1)e(1))q < (F (1), (21){" (1))
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d

+=2(G(1), 25" ())r, + [V (1) / [he(t = )[| V2" (5)lds — R(0)| V2" (1) ]*

+HV (1 \/Iht )V (s)lds = h(0)| V" ()" — (Ge(t), 25" ())r,

Ha@g(()7 (1) + (60:0). (6)uD)a+ [ [ bt = (Ve (6), V1) s

0

Sous les hypothéses (F.1)-(F.2) et appliquant I'inégalité de Young, on obtient

S IR OF + IVFOF + 1@ OP + Ve (0P}

+aok/ (207 (t) + (D1):()Pdz < ka(n) + (F (1), (20)1" () — h(0)| V2" (1)
[(z1)7" +(d1)¢|>1

+%(G(t),zz ()ry = (Gu(t), 25" (1)), +ao?7/ |(20)F"(t) + (¢1)e(t)[Pde

[(z1)7" +(¢1)¢|>1

+| V2 ()] / |he(t — 9)|| V21" (s)|ds + % |:/ h(t —s)(V2"(s), V' (t)) ,ds

fal) = -l (@)

est une une constante positive qui dépend de u' et de 7.

Considérons I'inégalité de Cauchy-Schwartz et tenant compte de I'hypothése (N.5), on déduit

\VZ’{“(t)\/\ht(t—S)IIVZT(S)IdS < |VZ§”(t)|/’Vh(t—S)IVZ{”(S)\CZS

% (/ h(t - s)vzms)ds) + LIV )P

0

_ ;( / h<s>ds) [ vt = 9varis)pas + ZIvar)

0 0

IN

t

1 m Y 1
= Sl [ A= IV Pds + LV OPES)

0
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(F), )7 (e < SIFOF + 51RO (39)

D’autre part, soit Cy > 0 une constante positive telle que

|2zalr, < ColVrzel, pour tout z, € H'(T). (3.10)

Ensuite, combinons (3.8), (3.9) et (3.10) on peut écrire

1d

577 UEITOF + V2 OF + (27 OF + V23" (0]}

Fan(k — 1) / ()P (8) + (0)e(t) P < B ()
[(z1) "+ (d1)e[>1

FSIFOF + 0P + 560, 5 W), + LG0R,

t

2
gl m 1 m
+ (% = 0O) IVOF + 3llm [ he - TP

0

+%|VT25”(7§)|2 + % |:/ h(t — s) (V2 (s), Vz{”(t))ﬂds} . (3.11)

m

En intégrant (3.11) entre 0 et ¢ et en notant que 2™(0) = 27*(0) = 0, il s’ensuit que

%{|(Z1)?(t)l2 V)] + () (O + [Vrzs' ()]}

gk — 1) / /( I CYAORRCATSIRE

t

t
1 1
< ka0, T) + Gy [ 190 P+ [ 17(9)ds
0 0

¥ / B\(a)?(s)ﬁ ¥ (% - h<o>) Var(s) + %\vmmﬁ] ds
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t

G0+ L [0 ds+ [1e=s) (T ).V O)gds, (312

0

[ttt < [ k(s = k(. 7).
On a
/ Wt — ) (V(s), VA (D) ds < [V2(0) / h(t — 8)|V 2" (s)|ds
mQLtsst — 9)|V2"(s)|?ds
< Ve ) +4n0/h< )d O/h(t INEROIR

t
m 1 m
< V'O + %||h||L1(0,OO)||h’||L°°(07OO)/‘vzl (s)|ds.
0

D’aprés 'inégalité (3.10) on a :

2

(G(t), 25 (1)) < %Ig(t)l%l +n|Vrz3'(t)* (3.13)

SO+ (5 =) VP OF + 3R + (5 - n) Ve

t
Faolk — ) / / (=07 (s) + (6n)u(s)Pdads < ko(n, T)
9 [(z1)+(d1)e|>1
t
1 2 C(02 2 1 m 2
s l1F o mretay + SIGOR, + 1Rl [ V25 (s)ds
n
0

t
1 N 2
+@||h||L1<o,oo>||h||Loo(ovoo>/IVzl (s)[Pds + fllgtlliz(o,oo;mrl))
0

+j B‘<zl>¥”<8>|2+<7—2—h<0>) VO + 5T ()| ds. (3.14)

2
0

34



3.2.1.2 Lemme de Gronwall

Lemme 3.2.1 Soit [ une fonction non négative de L*(0,00), et f une fonction de L>°(0, 00).

Soit 3 une constante positive ou nulle telle que

alors

() < B+ / I(3)f(s)ds,

0 < ge | [ 1s)ds

0
Combinons (3.13) et (3.14), choisissons 1 > 0 suffisamment petite et appliquons le lemme de

Gronwall on obtient la premiére estimation

()7 O + V2 (0P + ()" () + Vs ()° < L. (3.15)
En effet
F&) = 1)+ VA0 + [(22)]" () + [Vrzg' ()]
| E— Cq . G
< k2(77>T)+§||7:||L2(0,oo;L2( Q) +%| ®lr, + ||gt||L2(000L2(r1))
t
[1 72 1 o
+ Sllhllzioee) + | 5 = h(O0) ) + EHM\Ll(o,oo>HhHLoo(o,oo) V21" (s)|ds
-
11
b [ [FIOrER - Sl o) + 519a6m 0] as
s L
alors
t
ft) <8+ /Z(S) [1(20)7 ()] + [V (9)]? + [(22)]"(5) ] + [Vrzg'(s)?] ds,
0
et done

t
1 ? 1 1
ft) < Besp / sup (3lll00 + (5 = 0)) + -l i~y ) d

T
2
¥ 1 1
< f[exp /sup < |P]]21(0,00) + <— — h(O)) + %||h||L1(0,Oo)||h||Loo(07oo); —) ds
L0

2 2

IA

pe(T)
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ou :
1 C? C?
B =ka(n,T)+ §||f||%2(0,oo;L2(Q)) + 4—$|Q(t)|%l + 70||gt||%2(0,oo;L2(F1)) >0

t=sup (3l + (3 = 0) + -l Moy 3 )
et
G, < 16T,
D’ou
£ < BC(T) < Ly

oll L, est une constante positive indépendante de m € N.
D’ou

)P OF + [V OF + () OF + [V ()] + // [(20)" () + (61)e(s) *dads < Ly
0 Q

ou Ly est une constante positive indépendante de m € N.

On déduit que T = t,,, Vm et

(2)™ demeure dans un borné de L>(0,T, V)N W1t>(0, 00, H) (3.16)
2™ demeure dans un borné de L>(0,7, V) N W1>(0, 00, H). .

3.2.1.3 Seconde Estimation

Premiérement, on estime le terme (2)77(0) dans la norme L*(Q) x L*(T).

Considérons w = (2)}(0) dans (3.6), notons que

c’est a dire

il s’ensuit que

|(20)i (O + [(22)17 (0)]* + (V27"(0), (1) (0))e + (V725"(0), (22);7 (0))r,
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t

—/h(t—8)(VZ§”(0),(ZI”)tt(U))d8+/a(x)g((zl)Q”(O)+(¢1)t(t))(zl)§?(0)dﬂf

0 Q

= (F(0), (21)i£(0))a + (G(0), (22)7 (0))r, -

Puisque, on a

%—ATZQ 0 sur T'1x]0,00[ et ATZS|E c LA(%),
alors
((2)™)i(0), (22)7(0)) + (25" (0)]* = (Aud, (25")u(0))-
Donc
[(22)57 (0) = [Au[[(23)u (0)] = [(22)i (0)] = [(22) 77 (0)|* = |(23)1(0) — 1] A,
d’ou :

[(25")u(0)* < Ls, (3.17)

ou L3 est une constante positive indépendante de m € N et ¢t € [0, T7.

En dérivant (3.6) par rapport a ¢, il s’ensuit que
d m d m m m
S (@, w ) (S ()i () w )+ (V)1 wa + (Vi) (), w)r,
Q T

t

+ [ a@) % o7 O + @odoye]ds — [ bt = (Ve (s), Tulads

Q 0

OV (1), Vo = L[(F (1), wa + (G(0), w)e,] (3.18)

En multipliant (3.18) par 77,(¢), on déduit

< (21)i ( Z %t ) < dt (22)i ( Z %t )
Q r

+ (V(zl)in(t), VZ’V@@)%) + (VT(Zz)I,”(t% VTZ’VM)W)

Jj=1

1

1
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En sommant par rapport a 7, il vient

%% {107 OF + V)5 OF + (225 OF + [Vr(z) () }

t

—h(0) (V2" (1), V(2")u(t)) _/ht(t_5)(VZT(S)vV(Zln)tt(t))d3

0

+/a(x)gt((21)’?(t)+(¢1)t(t))((21)$)2(t)dx = (Fu(1), (21)i (1))a

+%(gt(t), (20)7(t)) — (G (1), (22)7 (1)), -

En intégrant 1'égalité précédente par parties, on trouve

1d

S IEOROP + IV OF + 1RO P + Vo) 0F )

+h(0)\V(z’fL)t(t)\2+/a(x)gt((21)§”(t)+(¢1)t(t))((z1)§?)2(t)df€

Q

= (F1, (A")u(t))a + %(Q’t(t% (25"))ry = (Gu(t), (23"))r,

O}V 1), V(D) + ( / halt — 5) (V2 (s), v<z;”>t<t>>ds>

0
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t
d
- / hu(t = 8) (V21" (s), V(21")e(t))ds + h(0) = (V21" (£), V(2")a(2)).
0
En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Young et sous '’hypothése (N.4) | on

obtient

h(O) (V1) V(1) < %OIW\WW VP

t

/hn(t—8)(VZI”(S),VZT(t))d8 < IVEM)P /&h(t—S)IV?«{”(S)I2

0
t

2
< AVEUOP + Sl [ 1 - 9V )RS

0

Donc :

= LEROP + IVEROP +IEROF + 19 0P

+(h(0) = 20)[V (") (B)]* + ag / ge((20)7" () + (61)e(t)) ((20)17)* () dae

Q

< SIFOP + 31RO + L10a(OF + lVraf (OF + 560, O O

1
2

+<§1) [[A]]£1.(0,00) / h(t — s)|V2"(s)|*ds + % (/ he(t — s)(Vz{"(s), V(zl);”(t))ds)

4n
0 0

(he(0)? o s g2 d . m m
+T|Vzl ()| +h(O)E(Vz1 (1), V(21")e(2))-
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En intégrant cette derniére relation de 0 a ¢ et en tenant compte de (3.17), de 2™ (0) = 2(0),

et des estimations

SIEROP + VRO +a / / G207 (5) + (G)u() (1)) ()dads

3 lCIROR + SV O + (10— 20) [ VG Pds < 2

0

(51)

1
+511F 220,020 + 1P .00 || 22(0,00) /\Vzl (s)|ds

t

[ 10 Pds + @), o) @), + TGOl s,y

0

_|_

DO | —

hESy) IV OF +0lV ()0

/ (t — 8)(V2m(s), V(1) ()

t

/ 5)[2ds + (htiz))z / V() Pds.

0

En tenant compte de (3.10), on a

(Gi(1), (22){"(D))r, < f—f}llgt(t)ll%l +0[Vr(z)" ()]

t t
2
m m "}/ m m
[t =97, 9O < Tl lllan [ 1946 Pds + V(7 0)F,
0 0
D’ou

SICOROR+ (5 7) IVGOPOF + 3GE0F + (5 1) Vsl

h(0) — 2n) / IV (2)(5) s + ao / / Ge((21)(5) + (60)e(5)) (20)2)?(s) s
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< B R rion + DGO rim + GO
2 L2(0,T7,L?(Q2)) 477 L2(0,T,L?(T'1)) 477 T
VR OP + —Hhumm 7] 2000 / V2 (s) 2ds + 7 / Vg (s)Pds
(h(0)) | < /
O [ (o o) / Var(s)Pds + 5 [ G Pds
0 0

h(0)”

m 2 Cg 2
i V" ()] + IIQt( IE,-

+

ensuite, a partir de (3.18), (3.19) et (3.20), choisissons n > 0 suffisamment petit, considérant la

premiére estimation et employons le Lemme de Gronwall on obtient la seconde estimation

SRR+ IVEROP + 1EEOF + 97 0F)

t
+ [ IVG)Pds + / / g2 (5) + (62)(5)) (21 (5) s < L, (3.19)
0
ou L, est une constante positive indépendante de m € N et t € [0, T7.
Ou :
F@O) = 10EOF + V)OO + 1(z2)i (0O + [Vr(z)i ()
L C? C?
< ?3 +5 ||~7:t(t)||%2(0,T,L2(Q)) + 4_70]||gtt(t)||%2(0,T,L2(I‘1)) + 4—70]||gt(75)||%1
‘ T - o
+/C|Vz{”(s)\2ds+n/\VT(zg s)|2ds + §/| 21)7(s)Pds + ;Hgt(t)H%l
0 0 0
t
<0+ [1)[ICOROF +TEOMOF + (R OF + Va1 0P
0
Donc :

t T
1 1
f(t)gﬁ X a) d Sﬁ X ) d §60<T>
exXp /Sup|:2 7]] S exp 0/‘Sllp|:2 7]] S

0
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8= 3+ 3IIFON 0y + 7 196l oy + 7 IIGOI, >0
(&) (hi(0)® 7
C = WHhH%l(Om) + 1 + 4n||h||L1(0,oo)||h||L°°(Ov°°)'

Donc
f(t) < BC(t) < Ls.

D’aprés (3.16) et (3.17) on déduit que

(2)5 = ((z1)1, (22)7}) demeure dans un born de L*(0, T, L2(Q) X L2(F)). (3.20)

Passage a la limite :
Des informations (3.16) et (3.20) on déduit que I'on peut extraire de 2™ une sous suite

2" = (27, 2]) telle que :

2= (2],2]) — 2z = (21,22) dans L*(0,7,V) faible etoile.
(2)] = ((z21), (22)]) — 2= ((21)1, (22)¢) dans L*(0,7,V) faible etoile.

(2)i = (=), (22)8) — 2z = ((21)u, (22)1) dans L>(0,7,H) faible etoile.

D’ou l'existence d’une solution forte.
Analyse du terme non linéaire. Tenons compte de (3.15), on déduit qu’il existe

X € L*(0,T; L*()) tel que
g(vl +¢) = x weakly in L*(0,T; L*(Q)). (3.21)

Retournons a (3.6) et utilisant des arguments standards, on peut montrer a partir des estima-

tions précédentes que

t
v — Av — /h(t —7)u(r)dr)+x=F dans D'(Qx (0xT). (3.22)
0
Maintenant, puisque v”, x, F € L?(0,T; L*(2)) on a
¢
Av — /h(t — T)o(T)dT) + x € L*(0,T; L*(2)),
0
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et par conséquent l'identité (3.22) donne

v — A v—/h(t—T)v(T)dT +x=F in L*0,T;L*()). (3.23)

0

Tenons compte de (3.23) et utilisons la formule de Green on déduit que
t
0 / —1/2
a0 |V h(t —T)v(r)dr | =G sur  D(0,7;H /=(I'1)),
v
0

et puisque G € L*(0,T; L*(T'1)) on déduit que

t

% v—/h(t—T)v(T)dT =G dans L*(0,T;L*(Ty)) (3.24)

0

Notre but est de montrer que
X =g +¢).

Premiérement, on définit
¢
Zm(t) = v (t) — /h(t — T (7)dT € V™. (3.25)
0

Maintenant, considérons, en particulier, w = z,,(t) dans (3.6) et intégrons sur (0,7") 'expression

obtenue, il s’ensuit que
[ 020 s [ 190 de+ [ 00,0+ 60 m0)a
- /0 (F(t), 2m(t)) dt + /0 (G(1), 2m(t))r, dt (3.26)

A partir des premiére et seconde estimations, et grace au théoréme d’Aubin-Lions, il existe une

sous suite de {v,,}, qui sera encore notée par {v,,}, telle que

vm — v fortement dans L*(0,T; L*(Q)), (3.27)
v, — ' fortement dans L?(0,T; L*(Q)), (3.28)

Maintenant, puisque Hz(T';) < L2(I';) est compacte et notons que
om(D)]m1/2rg) < ClIVOR(B)], et [ug,()]ry < OV, ()]
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a partir de la premiére et seconde estimation et en utilisant de nonveau le théoréme d’Aubin-
Lions on déduit que

vy, — v fortement dans L*(0,T; L*(T'y)). (3.29)
A partir de la seconde estimation on a aussi
" — v" faiblement dans L*(0,T; L*(Q)). (3.30)

Ensuite, a partir des convergences (3.21), (3.27), (3.29) et (3.30) on peut passer a la limite dans
(3.26) afin d’obtenir

lim Ve (t)? dt = —/0 (", 2(t)) dt—/o (x(t),2(t))q dt

m—0o0 0

+ /0 (F(t),2() dt+ /O (G(t), 2())r, dt.  (3.31)

Combinons (3.23), (3.24) et (3.31) et en tenant compte de la formule de Green, on déduit

T

T
lim (V2 ()2 dt:/ Vz(t)* dt,
0

m—oQ 0
qui implique que

Vi, — Vz fortement dansL?*(0,T; L*(Q2)). (3.32)

Maintenant, considérons w = v}, (t) dans (3.6) et en intégrant le résultat obtenu sur (0,7, il

s’ensuit que
T T T
| 0.0 e [ (a0, 90) des [ (o) + S0, + o) d
T r '
=[O0 @t [ @@ de+ [+ S0 600 d (33
0 0 0
On note aussi qu’a partir de la seconde estimation on conclut que
Vol — Vv’ faiblement dans L*(0, T; L*(Q2)). (3.34)
Les convergences (3.23), (3.28), (3.30) et (3.34) avec (3.33) donnent

(V2(t), V(1)) dt

o\é
3

tim [ (gl () + 6/(0)), o (6) + (1)) / i

m—00 0
/O

+ / ' dt. (3.35)

0

+

(G(@),v'(®))r, dt

ﬂ
S:
+
o\_,
N
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et a partir de (3.23), (3.24) et (3.25), en appliquant la formule de Green, on obtient

T

lim [ (g(vy,(£) + ¢'(£)), v, (1) + & (1))e dt:/o (x(£),v'(t) + ¢ (1)) dt. (3.36)

m—00 0

D’autre part, puisque g est une fonction monotone non croissante, on a

/0 (9o, () + ¢'(t) — g(¥), (v}, (1) + ¢ (1)) — W)q dt 20

pour tout ¥ € L*(Q).

La derniére inégalité donne
T T
/0 (9(vy, () +&'(1)), V) dt +/O (g(¥), vy, (t) + &' (t) — W)q dt
T
< [ + 0000 + e (3.37)
A partir de (3.37) on déduit

lim inf /O (g (1) + &' (1)), W) dt

+lim inf /OT(g(\If), v (6) + ¢'(t) — W) dt (3.38)

m—0o0

m—00

T
< tim inf [ (g0, (6) + 60,0 + e .
0
Considérons les convergences (3.21), (3.36) et aussi la suivante
v 4+ ¢ — v + ¢ faiblement dans L*(0,T; L*(2))
on déduit
T
| 0 = 9w @)+ 60— W)y de 20 (339
0

Considerons ¥ = (v/ + ¢') + A, ou € est un élément arbitraire de £ € L?(Q2) et A > 0, on peut

/0 () — (W () + &'(£)) + AC), (~AE))q dit > 0.

Par conséquent

/0 ((t) — g((0/(8) + $'(6) +AO).E)g dt > 0.
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pour tout & € L*(9).

Comme l'opérateur g : L*(Q) — (L*(Q)) = L?(Q) donné par v — g(v) est hémicontinu, on a

/0 ((t) — g(((1) + & (), )y dt < 0.

pour tout £ € L*(Q).

Donc,

[ 00 0@+ 90,0, ar=0
pour tout ¢ € L?(Q), qui implique que
X(t) = g(v'(t) + ¢'(1)).
Unicité :
Soit u et v deux solutions du probléme (3.6), alors
z2=(z1,20) =u—vw
vérifie
((z1) e, wi)a + ((22) 1, wo)r, + (Vz1, Vwy)a + (Virze, Vrows)r,

t

—/h(t —5)(Vz1(s), Vwy(s))ds + /a(:p) [g(w1)e — g(v1)¢]widz = 0

0 Q
pour tout w = (wy, ws) appartient a V.

En posant

on obtient

((21)ets (1)) + ((22)u, (22)e)r, + (V21, V(21))a + (Vr22, Vr(22)i)r,

t

= [ bt = 5)(Va(9), Veo)ds + [ alo)[gtur) - 9w ((ur)— @)z =0

0 Q
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Donc

= LD + 1P + Vol + [Vl ) - / Bt = 5)(Vz1(s), V(21)ils))ds

+ [ ato)[gtun)e = gt () - ) )z =0,

Comme
/h(t —8)(Vz1(5), V(21):(1))ds = —h(0)|z(t)]> — /ht(t —5)(Vzi(s), Vzi(t))ds
+% (/ h(t — s)(Vzl(s),Vzl(t))ds) : (3.40)
Donc
{l 2O + [(22)(O)] + [Val” + [ Vra|*} + h(0)|z1(8)[*

+/ht(t —5)(Vzi(s), Vzui(t))ds — % (/ h(t — s)(Vz1(s), Vzl(t))ds)

0 0

+ [ o) gt = g(w] (ur)s = @)z =0

Comme
/ht(t —5)(Vzi(s), Vzi(t))ds < %||h||L1(0,OO) /h(t — 8)|V2(s)ds + %|Vzl(t)\2 (3.41)
5% {1GOP + 121 + |V + [Vr2l} + / a(x) [g(u)e = g(vr)e] (wr)e = (vn)e)de

Q

—_

t ¢

2 d

§HhHL1(OOO /h(t — 5)|Vz1(s)]?ds + %\Vzl( )7+ pr (/ h(t — s)(Vz1(s), Vzl(t))d:s) .
0 0

En intégrant de 0 a ¢ on déduit que

SICOMOF + 5GMOP + 5Vl + 5 Vel + / / ) = go0)] ((ur)e — (en))deds

47



t

t t
1 2
< SB[ 1921(s)Pds + 5 [ 19 as+ [ bt = 5)(Va(s), Taa(o)ds
0 0

0

Comme
¢ . ¢
[ 1t =)V, Pa(0)ds < 0lVADF + oo o [ 192()ds
0 0

SN OP 31k + (5 ) IVl 45l Trals / / () [g (g (00)e] ()~ (o) s

t t
< Sy [ 192405 ds+—/|w1 s+ 1ol [ 192()Pds
0 0
donc
1 5 1 9 1 5 1 9
IO + lahOF + (5 =) (T4 + 51Vrz

2

1 ol 1
< (3B + 5 + o lIl0ol o ) [ 192(5)Pds.
0

En appliquant le lemme de Gronwall, on trouve
|(z0)e ()] = [(22):(O)]* = |[Var|* = [Vr2of* = 0,

ce qui donne

Donc

3.3 Existence de la solution faible

Soient (u’,u') € Hf x L*(Q) et (v°,v') € H(I') x L*(T"), on sait que

ou

D(-8) = {u.0) € V A (H2(0) x FD) v+ 51

—Arv=0 sur I'y/ u|p:v}

est dense dans V et (H} () N H?*(Q)) x (H'(T') N H*(T")) est dense dans L*(Q2) x L*(I"), il

existe donc une suite {ud,v0} C D(=A) et {u,,v}} C (HE(Q) N H*(Q)) x (HY(T) N H*(T))

77’77 77’77
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telle que

(uy, vy) — (u’, ") fortement dans V (3.42)
(u,lz,v}]) — (u',v') fortement dans H (3.43)
avec
duy)

E —Arvy =0 sur T et Agv) e LT)

alors, pour tout n € N, il existe

Uy = (Uy, vy) 1 (X Ry) x (' x Ry) — R,

solution réguliére du probléme (P) vérifiant

;

gy — Ay — /h (t — s)Au,(s)ds + a(x)g(us,) =0 dans QO xRy
0
Uy + 3u,7 + /h (t —s) 3u,7 (s)ds — Apu, =0 sur ' xRy
) (3.44)
Uy = Uy sur I'x Ry
Uy, =0 sur Iy xRy
[ un(0) = (uy(0),v4(0)) = 1y (0) = (r(0), 01 (0)) =0 dans QxT.
En utilisant la premiére estimation, on obtient
ey (07 + [0en (O + [Vuy (O + Voo, (5)]* < L. (3.45)

Et posons
20 = (21,0, 22.0.) = Uo,y — Vo,

ou 6, et 7 € N sont deux solutions réguliére de (3.44) correspondantes a uj)(x), u, (), ug(z),

up(x) et vp(x), vy(x), vg(x), vy(x) respectivement.
On suivra les mémes étapes que celles utilisées pour démontrer 'unicité de la solution forte de

(3.6) et en tenant compte de (3.42), on déduit 'existence de
(u,v): (AxR) x(I'xR,) — R
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telle que

(), v,) — (u,v) fortement dans C°([0,7], V). (3.46)

(tt .y, Vi) — (ug,v;) fortement dans  C°([0, 7], H). (3.47)

Par passage a la limite dans la premiére équation du probléme (P), on trouve

( t

— Au — / h(t — s)Au(s)ds + a(z)g(us) =0 dans L*(0,7,V)
0
ou ou
vtt+$+/h(t—s)ay( Jds — Arv =0 dans L*(0,7,V)
\ 0

Maintenant, notre but est de montrer que x = g(y'). En effet, multiplyant la premiére équation

dans (3.44) par y,, et intégrant sur {2 on obtient

1d 1

S WO + 5~ T3P + (00,0 v
- % / At = 7)(Vy(7), Vyu(t)) dr) = h(0)[Vyu(t)[? (3.48)

t
- / H(t = 7)(Vyu(r), Vgult)) dr.
0
Intégrant la derniére égalité sur (0;¢) il s’ensuit que
1 / 2 ]' 2 ! / /
9O+ S IVyuOF + i (9(y,(5)), y,.(5))ads,
t
= iESIVAE+ [ =) (V). V) ar (3.49)

/ Vyu(s)? ds - / [ s = D). o) dras.

A partir de (3.49) et tenons compte des convergences (3.42), (3.43), (3.46) et (3.47), on déduit
que

tim [ (9059, ) (s))ads = —1|y'<t>\2—%\vw)\%wlﬁ

H—=030 Jq 2
bR / Bt —7)(Vy(r), Vy(t) dr
- // W(s — 1) (Vy(r), Vy(s)) dr ds.

— h(O)/O |Vy(s)|* ds (3.50)



D’autre part, supposons que w est une solution faible du probléme linéaire

4

t
w” — Aw + / h(t — 7)Aw(r) dr+x =0 dans L*(0,00; V')
0
w=10 sur Ty x (0, 00)
S ' o (3.51)
o /0 h(t — 7)5(7) dr dans L?*(0,00; L*(T'y))
w(0) = yY; w'(0) = y! dans €.
ensuite, considérons les méme arguments utilisés pour démontrer (3.50), on conclut que
! / Loz 1 oL e Lo ope
(X(s), w/(s)ads = — (B — 3IVw()Ply' P+ 5 V)
0
t
+ / h(t — 7)(Vw(T), Vw(t)) dr (3.52)
0

- /ot/oSh/(S_T)(vw(T)’vw(S)) dr ds
- N(0) /OtIVw(s)|2 ds

Puisque y est une solution faible du probléme (3.51), alors a partir de (3.50) et (3.52) il s’ensuit
que
t

lim w%@mmmﬂwzfu@y@mw

m——00 0

La convergence précédente, combinée avec (3.46), joue un role essentiel pour montrer que xy =
g(u') en utilisant les mémes arguments que ceux considérés avant. Maintenant, 'unicité des

solutions faibles est obtenue en utilisant la procédure de régularisation de Lions-Visik.

51



Chapitre 4

Stabilité exponentielle du probléme (P)

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de la stabilisation exponentielle du probléme (P).
Soit © un domaine borné de R", de fronticre I' = 92 de classe C%. Soit {I'o,[';} une partition

de T" telle que

r=Trouly
et

TonTy =0.

On désigne par v le champ unitaire normal extérieur a la frontiére I' de €2, et par 9, I'opérateur
de dérivation dans cette direction. On note par dr la dérivée tangentielle.

Il important de rappeler que Cavalcanti et Al [22] ont étudié 1'éxistence, I'unicité et le compor-
tement asymptotique des solutions du probléme viscoélastique, avec un feedback frontiére, non

linéaire suivant

‘ t
uy — Au + / h(t — s)Au(s)ds =0 dans Q x R,
0
0 / 0
u u
o / h(t — s)a(s)ds +g(u) =0 sur [y x Ry (%)
0
u=20 dans I';y x R
u(0) = u’,u'(0) = u! dans Q
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ou {2 est un domaine étoilé, borné de R"; n > 1, avec une frontiére I' = 'y UT'; assez réguliére.
Ici, Ty et T'; sont disjoints fermés, et v représente le vecteur normal sortant de €2. Quand n =1
et Q = (0, L), par exemple, le probléme (x) décrit I’équation du mouvement d’un corps constitué
par un matériaux viscoelastique, avec une mémoire longue, qui occupe l'intervalle [0; L] et tel
que l'une de ses extrémité est fixée quant a I'autre elle est libre et soumise a 'action d’une
dissipation non linéaire. Quand h = 0, le probléme (x) a été étudié par M. Aassila [5], G. Chen
et H. Wong [26], 1. Lasiecka et D. Tataru [48| et aussi par E. Zuazua [80]. Quand g = 0, on
renvoit le lecteur au travail de J. Munoz Rivera et J. Barbosa Sobrinho [7], qui ont considéré
I’équation viscoelastique sous les conditions de contact de Signorini. On peut aussi citer d’autres
travaux en relation avec les effets viscoelastiques tels que C. M. Dafermos 27, 29| ; S. Jian et
J. Munoz Rivera [39]; J. Lagnese [45]; et M. Renardy, W. J. Hrusa et J. A. Nohel [72], parmi
tant d’autres.

Le résultat principal de notre travail, dans cette premiére partie, conserne ’existence globale
et I'unicité des solutions fortes et faibles de (P) et la décroissance uniforme (exponentielle) de
I’énergie associée a ce probléme. Pour obtenir I'existence des solutions on utilise la méthode de
Faedo-Galerkin au lieu de la théorie des semigroupes. Cependant, les conditions aux limites non
linéaires posent de sérieuses difficultés techniques, que nous décrivons ci dessous : Premiérement,
on ne peut pas utiliser une base spéciale donnée par les fonctions propres de —A, qui nous
conduit & considérer un probléme équivalent avec des données initiales nulles obtenues par un
changement de variables. Le méme argument a toujours été considéré par M. M. Cavalcanti, V.
N. Domingos Cavalcanti et J. A. Soriano [19] dans leur récent travail. Deuxiément, les arguments
standards de compacité ou de monotonie ne marchent pas quand on passe a la limite. En effet,
afin de passer a la limite on cherche a combiner les deux méthodes. Concernant la stabilité
asymptotique de 1’énergie, on considére les estimations intégrales de I'énergie avec la téchnique

des multiplicateurs de V. Komornik [44]. Cependant, la méthode des multiplicateurs, n’est pas
t
utilisable quand on traite le terme mémoire / h(t — 7)Au(7)dT ce qui nous a conduit a utiliser

0
le "trick" donnée par le noyau résolvant de Volterra afin d’obtenir le terme
t

/ h(t — 7)y(7)dr. Mais les conditions aux limites non linéaires posent d’autres problémes, qui

0
nous ont poussé a traiter ’équation dans sa forme originale. Ensuite, en supposant que g et h
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vérifient des propriétés générales (voir hypothéses sur le feedback ¢ et sur le noyau h ci-dessous)
t

et de plus que / h(s)ds est assez petite, on obtient des estimations du taux de décroissance de

0
I'énergie associée aux solutions du probléme (P).

On rappelle que le probléme (P) est défini par :

( t

uy — Au + / h(t — s)Au(s)ds + a(x)g(us) =0 dans Q x R,
0
ou | 0
vtt—i-—u—/h(t—s)—u(s)ds—ATv:O sur I'y x Ry
v v (P)
0
u="v sur I' x Ry
u=0 sur I'g x R,
\ (u(0),v(0)) = (u®, %), (us(0),v:(0)) = (ul,v?) dans Q x T’

On considére les espaces
V= {(u,v) € Hp () x H'(T) [ulr = v},

H = L*(Q) x L*(I).
munis des normes suivantes
[(w, 0) [ = [l + [0]72).
16,01 = Tl By + 1101 sy

V et H sont des espaces de Hilbert et V est dense dans H avec injection continue.
On fait les :
hypothéses sur le feedback g :
(F.1) Soit g est une fonction non décroissante, de classe C', telle que

(i) g(s)s>0 Vs#0

(ii) ks* < g(s)s < Ks* pour tout |s| > 1, k et K étant deux constantes

positives.
(F.2) Soit @ est une fonction non négative telle que
a€ L>®(Q), a(x)>ay>0 dans w.

ol w C £ est un ouvert non vide, ag est constante.
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hypothéses sur le noyau #h :

Premiérement, on suppose que h est une fonction de classe C*(R, R, ) qui vérifie les hypothéses

suivantes -
- (N.1) /h(s)ds <1
0
- (N.2) 1- /h(s)ds =L>0
0

de plus on suppose aussi qu’il existe &; telle que

- (N.4) 0 < hu(t) < &h(t) , pour tout ¢ >0,
~ (N.5) e“'h(t) € L'(0,00) , pour tout «a >0, t>0,
- (N.6) he(t) +vh(t) >0 et e*[h(t) +vh(t)] € L*'(0,00) , pour tout

Dans la suite, on notera par : [,1, [, [, et h, les expressions suivantes

I(t) = he(t) +yh(D),

I = /l(s)ds,
0
lo, = e“i(t),

> s
Il Il
= N
K w
QL

2 &

Ensuite, on définira I’énergie classique associée au probléme (P).

a,v > 0.

En multipliant la premiére équation du probléme (P) par : u;, la deuxiéme par v; et en intégrant

sur €2 et I'; respectivement, on obtient

( t

0
t

(wg, up)o — (Au,ug)q + / h(t — s)(Au(s), ut)ads + (a(x)g(us), ur)o =0 dans  x Ry,

0 0
(v w)e, + (5 0y, /h(t =~ (2 (5), o)) ds — (Apv,v)r, =0 sur Ty x Ry,

v
0
u="uv sur I' x R4,
u =0 sur I'g X Ry,
L (u(O),v(O)) = (anvo), (Ut(o),vt(o)) = (Ul,vl) dans Q2 x T
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La premiére équation donne

t

/ S / Auyda + / ” / h(t — s)Au(s)dsdz + / a(2)g(us)usdz = 0.

Q Q Q 0 Q

En appliquant la formule de Green, la derniére égalité devient

t

/uttutd:er/VuVutdx—/Vut/h(t—S)Vu(s)dsder/a(x)g(ut)utdx— %utdf
Q Q Q 0 Q I
/ 9
u
+/ut/h(t—s)ay( )dsdl' =0
0
ce qui donne
t
1d )
5 |ut\ + |Vul? }d:c— Vug | h(t — s)Vu(s)dsdx + | a(x)g(u)uda
Q Q 0 Q

— —utdF + / /h (t — s)=—(s)dsdl' = 0. (4.6)
0

Iy N}

De méme pour la deuxiéme équation

/vttvtdF+ —vtdF /vt/ (t—s) s)dsdl’ — /ATvvtdF =0

Iy I
c’est a dire

t

/vttvtdl"+/VTvVTvth+/—vtd1" / /h(t—s)g (s)dsdl’ =0,
v

F1 Fl 0
ce qui donne

t

%% [l + V7o) /—vtdF+/ t/h(t—s)gy( )dsdl" (4.7)

I' 0

En remplacant le terme

t

/—vthJr/ /h(t—s)gZ( )dsdl’

0
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de 'équation (4.6) par le terme

1d
2dt

Iy

{|vt\2 + VTU\Q}dF

et en utilisant les conditions aux limites, on obtient

1d
5% /{|Ut|2dl‘+|VU|2}dl‘+/{|Ut|2+VTU|2}dP +/a(x)g(ut)utdx

Q I Q
t

—/Vut/h(t — s)Vu(s)dsdz = 0. (4.8)

Q 0

Donc :

| &

- /{\ut\Qd:c+\Vu|2}d:c+/{\vt|2+VTv|2}dF :—/a(x)g(ut)utd:c
0

I

N |~
QU

+ / Vu, /t h(t — s)Vu(s)dsdz,  (4.9)

ce qui donne

d _ 1 d 2 2 2 2

Q Iy

L’énergie associée au probléme (P) est définie par :

B(t) :% /{\ut|2daz+\Vu|2}da:+/{|vt|2—|—VTv\2}dF (4.10)

4.2 Stabilisation du probléme (P)

Théoréme 4.2.1 Siles hypothéses (N.1) et (N.5) sont satisfaites, alors l’énergie du probléme
(P) décroit exponentiellement vers zéro, c’est-a-dire ; il existe deux constantes positives C' et 3

telles que
E(t) < Cexp(—3t) vt >0,

pour toute solution faible u du probleme (P).
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On fait la démonstration pour les solutions fortes par des arguments de densité les résultats

seront étendus aux solutions faibles.

La différentiation de E(t) par rapport au temps donne

th() /a(ﬂf)g(ut)utd:ch/Vut/th(t_S)vu(s)dsdx_

Q

On définit une fonction de Lyaponouv par

(hOVu)( // (t — 8)|Vu(t) — Vu(s)|*dsdz.

Pour la peuve du théoréme, on utilise le lemme suivant

Lemme 4.2.1 Pour tout u € C'(0,T, H*()) on a :

/ / h(t—s)Au(s)ut(t)dsdt:%%(hDVU)(t)—%% / h(s)ds / Vu(t)2dz

—%(hDVu)(t)—i—%h(t) / Vu(t)]*dz.

Preuve du lemme (4.2.1) On a

/jh(t — s)Au(s)u(t)dsde = / (t—s /Vut s)dsdx

t

- j h(t — s) / Vuy(t) [Vu(s) — Vu(t)|dzds — / h(t — s) / V(1) Vu(t)drds,
d’out

\

/h (t — s)Au(s)u(t)dsdx = %/h(t — s)% / |Vu(s) — Vu(t)|*drds

Il claire que :

/jh(t — ) Au(s)u(t)dsdr = %% /th(t —5) / Vu(s) — Vu(t)|2deds

Q
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_%% { (/th(s)ds) /Vu(t)de} - %/ (t— ) /|Vu u(t)Pdzds

Ceci achéve la démonstration du lemme (4.2.1).

En dérivant (hOVu)(t), on obtient

%(hDVU)(t) = (hOVu)(t) + % { (/ h(s)ds) /VUQd:E} — h(t) / |Vul?dz

—2// (t — s)Vu(s)Vuy(t)dzds.
Donc :

1%(;@%)() (O (¢ %di { (/h )/vu%} - %h(t)/Wu\Qdaz
—/

h(t — s)Vu(s)Vu(t)dzds.

\

d’ou 'on tire

(ZE( t) = %% [/{Ut2+ |Vu|2}dx+/{|vt|2 + VTUQ}dP]

Q I

t
/ g(uy)udx + /Vut/h(t — $)Vu(s)dsdx
Q 0

Q
1d 1
/ (gl — L % (HOVu) (1) + £ (V) (1)
Q

5{ ( ds) /VUde} _ %h(t)/|Vu|2dx
|:/ |Ut|2 VUQ}d$+/{vt2+VTv2}dF}

Q Iy

[\DlH

ce qui implique

DN —
&|Q‘
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_ld /h /|Vu|2dx +%di(hDVu)()

1d

T odt /|Ut|2d$+ 1—/h(s)ds /|Vu|2dx+/{|vt|2+|VTU|2}dT+(hDVu)(t)
Iy

Q Q

:——h / IVl + htDVu)() / a(z)g(ur)uds.

En définissant 1’énergie modifiée, il s’ensuit que
t
1 9 1 9 1 9 1 9 1
=3 g d;z:+§ 1— [ h(s)ds |Vul dx+§ vy dF+§ V| dF+§(hDVu)(t).
Q 0 Q T I

Donc
t

e(t)=E(t) — = /h(s)ds /|Vu|2dx + —(hOVu)(t).

La différentiation de e(t) par rapport au temps donne

%e(t) _ —%h(t) / Vuldr + %(htDVu)(t) - / a(2)g(ue)udz

Q

D’aprés la définition de e(t), (hOVu)(t), et 'hypotheése (N.2), on a la
Remarque 4.2.1 Soient (u°,u') € [H*(Q) N H} ()] x H}, et (v°,0') € H*(I') x HY(T') avec
ou’ — A’ =0, sur T et Apvp € L*(T).
Alors, il existe une constante M > 0 telle que :
E(t) < Me(t); pour tout t > 0.

En effet :

(NN

/|ut\ d:c+L/|Vu\2dx+/{|vt|2+|VTU| } dr

I

v
Do |

E(t), puisque 0< L <1.
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On introduit maintenant les deux fonctionnelles

o(t) = /utudx+/vtvdf

Q I
et

/ La(t — 8)|Vau(t) — Vu(s)Pdsdz = (L.OVa)(#)

D\

ou

et [(t) définit par (4.1) et «v est définit par (N.5).

De plus, on définit une fonctionnelle V' (¢) par

V() = e(t)+eo(t) +mb(t) —n / Lo(s)ds / Vu(t)2dz

+277/Vu / (t — s)Vu(s)dsdz. (4.11)
ou n et £ sont des constantes qui seront déterminées plus tard.
Proposition 4.2.1 Soient (u°,u') € [H*(Q)NHL (Q)] x H, et (1%, 0") € H*(T') x HY(T) avec
ou’ — A’ =0, sur T et Apvp € L*(T).
Alors, il existe des constantes €q,n9, (1 et (o telles que

GE() + %(hDVu)(t)) < V(1) < GE() +9(t) + (hOVu)(1)), (4.12)

pour tout; 0 <e <egg et <n<n.

Preuve : En appliquant I'inégalité de Poincaré a la fonction ¢(t), on obtient

1
o(t) :/utudx+/vtvdfg 5 /|ut|2dx+cp/|Vu|2dx+/|vt|2dF+c;/|VTv|2dT
Q Q Iy I't

Q I't

ol ¢, et c; sont les constantes de Poincaré.

D’autre part, on a l’estimation

/Vu(t) /tLa(t — s)Vu(s)dsde = / /La (t — s)[Vu(s) — Vu(t) + Vu(t)]|dsdx

Q 0
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< (/La )/Vu 2d:c+/vu / (t — s)[Vu(s) — Vu(t)|dsdx
< (51 " / La<s>ds) [ 1vutoPds + 5 ( / La<s>ds) b(t)

ou &, > 0.

On a aussi

et
t 1 +00 Z
Lo(s)ds < — [ I(s)e*ds = 2. 4.13
[raois < o [useas = (113)
0 0
En effet,
t t 00
/La(s)ds = /6_0‘ /l drds
0 0 s
t ; ~ /
= _—eo‘s/l( )e"dr +l/e°‘5 /l( )edr | ds
|« a
s 0 0 s
00 o) t
1, 1
= —e @ l( Je* dr + o (r)e*" dr l(r)dr
0 0
1 f I
< —/l e dr = =, (car [ >0).
a a
0
Donc

4;51 (t).  (4.14)

/Vu(t)/tLa(t—s)Vu(s)dsdaz < (51—1—%) /\Vu(t)

0

Substituant les estimations précédentes dans (4.11), on tire
> ——/|ut| dx——/|vt| ar — = /|Vu|2dx— /|VTU| dl' —n— /|Vu IRCE
+n(t) — iz—a (t)—2n{d +Z_a /\Vu(t)\de
n 77251 o {01 o .
Q
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A partir de la derniére inégalité on obtient

2 (159 fu (5) frtes

4 (o1 L
22 [wavparen (1- 52 vl
I

1 1
+5(hOVu) () + (5(1 ~R) — 261 — 37;— - %) /\vu|2dx
En choisissant maintenant )
lo
51 -
Q
ol —nh)
T o0

et

_ { 1—%}
e <minq 1, .
4c,

on déduit 'existence d'une constante positive (; > 0 telle que

V(t) > GE(t) + %(hDVu)(t), (4.15)

ou

: 3 - lo
¢; < min {(1 —¢), (1 —ec), Z(l —h) — 10775} :
Pour l'autre inégalité on a

1 1 et
o(t) :/utudx+/vtvdfg 5/|ut\2d:c+%/\Vu|2d:c+§/|vt\2df+§p/|VTv\2dF
Q Q 1N I

Q I't

l

/Vu(t)/tLa(t—s)Vu(s)dsdx < (51+%> /|Vu(t)| 4;51 (t).

0 Q

1
En prenant 6; = 5> on obtient alors

1 1 1+ed
V(t) g( _58)/‘ut|2dx+< ;8)/|vt|2d1“+< 5 p)/\vm?dr
Q I 't

I 1 1 ec Iy )
+n (1 + E) P(t) + é(hDVu)(t) + (5 + > +n+ 277&) /|Vu| dx.
Q
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Donc il existe une constante positive, ¢, > 0 telle que

V(t) < G(E() + ¢(t) + (ROVu)(1)), (4.16)
(> > max {(1 +¢e),(L+ec), (14ec, +2n+ 47)%)} .

En combinant (4.15) et (4.16), on obtient (4.12).
Ceci achéve la démonstration de la Proposition.

On définit maintenant une nouvelle fonctionnelle W (t) en posant

W(t) = V(t) + AD(t) + uO(t),

:// (t —s)|Vu(s)|dsdx,

+o0

Ho(t) = e / h(s)e®ds

t

Q/ w / (t — )(u(s) — u(t))dsdz.

Proposition 4.2.2 Soient (u’,u') € [H*(Q)NHL (Q)] x HL, et (v°,0") € H*(I') x HY(T) avec

ou

et

ou’ — A’ =0, sur T et Apvp e L*(T).
Alors, il existe des constantes €q, 19, (3 et (4 telles que :

CGs(E(t) + %(hDVU)(t)) < W) < GE() + o) + T() + (hDOVu)(t),  (4.17)

pour tout 0 < e < eg et 0 <n < np.

Preuve : L’inégalité de Young donne

t

o) = / w / h(t — s)(u(s) — u(t))dsdz

Q 0

_ t
’ / |ut\2d:c+ci—h / / h(t — 8)|Vu(s) — Vu(t)|dsdz
C
Q0

/|ut\ dx + h(hDVu)()

Q

IN

IN
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ou c est constante positive.
D’aprés la proposition 4.2.1 on a

,ucph (ROVu)(t) + 1(hDVU) () + AT'(2)

V() + AT(t) + 4O(t) > GE / g2 —

> <——,uc> /|ut|2dx+ 1 /|Vu|2d +a /| v, |2dD

+ %/|VTU|2dF+ <§ - “Cph) (hOVu)(2).
I

4c

En choisissant

et

< =,
2¢cph

on obtient 'existence d’une constante positive (3 > 0 telle que
1
W(t) = GE®) + 5 (hOVu)()).
Pour l'autre inégalité on a

W(t) = V(t) + AT(t) + uO(t)

IN

G(E) +¢(t) + (hOVu)(t)) + AT'(t) + uO(t)
GE(t) + Gu(t) + Cz(hDVu)(t) + AT'(?)
/|ut| dz + L i h(hDVu)( t)

0
— <%—|—,uc)/\ut|2daz+%/|Vu\2dx+%/|vt\2dl“
Q Q I't

pcyh

IN

+2 [ 19rar + o + (G 22 ) (0700
AT(D).

Donc il existe une constante positive (4 telle que

W(t) < GE() + () + () + (hDOVu)(1)),

d’ou 'on obtient

CG(E(1) + %(hDV)(t)) < W) < GER) +¢(1) + T(1) + (ROVu)(1)).
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Théoréme 4.2.2 Supposons que les hypothéses (N.1) et (N.5) sont satisfaites, et que les don-
nées initiales : (u®,u') € [H*(Q) N HE (Q)] x HY, et (v°,0') € H*(T') x HY(T") avec

du’ — " =0, sur 'y et Apvp, € L*(T)

vérifiant 'inégalité : E(0) > 0. Supposons de plus que les quantités l, et hy sont suffisamment
petites, alors l’énergie classique E(t) du probleme (P ) décroit exponentiellement vers zéro, c’est-

a-dire, il existe deux constantes C' > 0 et B > 0 telle que

E(t)

VAN

Ce Pt vt >0, (4.18)

pour tout solution forte v du probléme (P)

Preuve. En dérivant I’énergie modifiée e par rapport au temps ¢, on obtient

e(t) = —%h(t) / |Vul? + %(htDVU)(t) — /a(x)g(ut)utdx.

De méme en dérivant la fonctionnelle ¢(t), on a
dy ) )
E = {‘ut| + UttU}dl’ + {‘Ut‘ + ’UttU}dF
Q r

En remplacant uy et vy par leurs expressions obtenues a partir des deux premiéres équations

du probléme (P), on obtient

% = [{lwr - 1wupbie+ [ {laf - 19ro}ar

Q Iy
t

+/Vu(t)/h(t—S)Vu(s)dsda:—/a(:c)g(ut)ud:c

Q 0 Q
En dérivant la fonction (), on trouve

g

= —ap(t) — (IOVu)(t) + 2 /La(s)ds /Vu(t)Vut(t)dx

t

—Q/Vut(t)/La(t—s)Vu(s)dsd:L’.

Q
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Dérivons la fonctionnelle V(¢) et remplagons €'(t), ¢'(t) et ¢'(t) par leurs valeurs, il vient

av

7 _. [ s - ( + A1) + La(t) - 2?7La(0)) [ 1vapds -+ Srovu

t

- /a(x)g(ut)utdx +¢ / Vu/h(t — 5)Vu(s)dsdzx — amp(t) — n({OVu)(t)

0

Q Q
t
+5/|vt|2df—6/|VTU|2d1"—2na/Vu(t)/La(t—S)Vu(s)dsdx
Iy I Q 0
¢

—Qn/Vu(t)/l(t—S)Vu(s)dsda:—5/a(:c)g(ut)ud:v.

De méme dérivons les fonctionnelles O(t) et I'(¢), on a

%it) = —/Vu/h(t—s)(Vu(s) — Vu(t))dsdx

0
t

+ / ( / h(ts)Vu(s)ds) ( / h(t — 5)(Vuls) — Vu(t))ds) do

0 0

_ (/t h(S)ds) /|ut|2dx+/ut/tht(t_3)(u(3) — u(t))dsdz

0 Q 0

et

Cr() = —ol(r) - / / h(t — 5)|Vu(s)[2dsdz + T / Vu(s)Pdr.  (4.19)
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Substituons maintenant les dérivées de ©(t) et I'(t) dans la dérivée de W (t), alors

ZW() — _< /h(s)ds—e) /|Ut| dr + 3 (htDVu)()

0 Q

+ 5/ |lvg|?dl" — 8/\VTU|2dF —any(t) — n(I80Vu)(t)
r I

— (e+ %h(t) +nLa(t) — 2nLa(0) — Ahy) / |Vu(s)|*dx

+ u / ( j ht — S)Vu(s)ds) ( / h(t — s)(Vu(s) — Vu(t))ds) dx

Q 0

— /a(:v)g(ut)utda:—e/ (x)g(u)udr — aAl'(t)

— 2na / / (t — s)Vu(s )dsda;+s/vu/ h(t — s)Vu(s)dsdz

0
t t

_ / /z (t — 5)Vuls dsda:+u/ /ht(t—s)(u(s) — u(t))dsdz

0 Q 0

— )\//h(t—s)\Vu(s)Fdsdaz

- ,u/Vu/ (t — 8)(Vu(s) — Vu(t))dsdz. (4.20)

Q

On a les estimations suivantes

/Vu/ (t —s)Vu(s)dsdx < 52/|Vu )|?dx
_ Ik
452 (/ )//ht s)|Vu(s)|“dsdz, 5 >0,
Q0

/Vu/h(t —5)(Vu(s) — Vu(t))dsdx < 5 / (Vu(t)|?ds + %(hDVU)( ), 93>0,

/ (j h(t — s)Vu(S)ds) (/t h(t — s)(Vu(s) — Vu(t))ds) dr < k2/ (/t Wt — S)vu(SMS)de

0 Q 0
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h

et

/Vu(t)/l(t—s)Vu(s)dsd:c < (54+/l(s)ds> /\Vu( )\QdaﬁL% (/l(s)ds) ((OVu)(t) 04 > 0.

0 0 Q 0

Injectons les estimations précédentes dans (4.20), alors on obtient

th() < - (,u/h(s)dsa) /\ut|2daz+%(htDVu)(t)jLE/|vt|2dF—8/\VTU|2dF—amp(t)
Q N I

0

— nOVu)(t) — (e + %h(t) +nLa(t) — 2nLa(0) — Nhy) / |Vu(s)|*dr — /a(x)g(ut)utdx
Q

o ot fro- s a s faomtus
¢ (1) [t s e

e (o )// ¢~ Tl s 03T

oo from) 9ot ( fron) aemo

0 Q

b by / \Vu(t)\de+u4—g:(hDVu)(t)+u / » / Bt — ) (u(s) — u(t))dsda

— )\//th(t—s)|Vu(s)\2dsd:c,
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ce qui donne

t
d 1
dtW<) < - (u/h(s)dss) /\ut|2daz+§(htDVu)(t)+€/\vt|2dF+€/\VTv|2dF
Q ' I

0

— (e —6nly — 2nady — €69 — 2164 — pb3 — Ahy) / |Vu(s)|?dr — aA['(t)
0

— (1 - 22051) W(t) — 1 (1 - 2%4) (IOVu)(t) — ¢ / a(z)g(u)udx

4 “%[ 53} (W) (£) + <4£Z+,uk2h )\)//ht—s V[ Vu(s)[2dsdz
+ou / » j halt — ) (u(s) — u(t))dsda. (4.21)

En choisissant dans (4.21)
s 5323, 54:Zet ]CQ:—
6p

et en remplagant h;(t) par ((t) — yh(t), on trouve

t
d
dtW() < - (u/h(s)ds—s) /|ut|2dx+€/|vt|2df‘+€/|VTv|2dF

0

~ (G 10 - ) / Vu(s)Pd — aAT(?)

Q

_ ?w(t) — %(77 — 1)(IOVu)(t) — 5/a(x)g(ut)udx

_ %( _7‘2?) (hOVu)(t) — (A—@)// (t — )| Vu(s)Pdsda

+ u/ut/tl(t—s)(u(s) — u(t))dsdx

- ;w/ut/h(t—s)(u(s) — u(t))dsdx. (4.22)

En utilisant les estimations

/ » / It — 5)(u(s) — u(t))dsdz < ‘1%;[ (IOVu)(8),
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/ut/h(t — s)(u(t) — u(s))dsdr < %/|ut|2dx + 3zg§h(hDVU)(t)

Q 0

et le fait que pour tout ¢t > ¢y > 0, on a

t to

/h(s)ds > /h(s)ds = ho,

0 0

dans (4.22), il vient alors

d h
W < - (30 —5) /\ut|2daz—|—8/|vt\2dF—|—5/|VTv\2dF
Q I 't

- (g — 1091, — )\Ea> / |Vu(s)|*dr — aA['(t)
0

B (n 1 3;7;2”) (IOVu)(t) — ¢ / al2)g(u,)udz
Q

B 71%h B 3uy2Cyh
T T 2o

1
2
_ <A—§) / j h(t — 8)|Vu(s)[2dsdz.

) (ROVu)(t)

En posant

ho . 1 v
= — Imin —_— ., —
K 7 30,7 63 [

_ kho
g = arat
3uC,1
= 2 P
Mh0(95z+1)
A= ———~,
36h,,
et en choisissant
_ 1 -
hoz <, la - i
3 60n

on oboutit au résultat suivant

%W(t) < —C(E(t) + (hOVu)() + b (t) + T(t))
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ou C' est une constante positive.

D’aprés la proposition 4.2.2 on a
W(t)=—-pW(t), t>ty>0.
Comme
W(0)=V(0) >0, pourun ¢ assez petit,
alors
W(t) < W(0)exp(—fBt), t>to>0.

Le membre de gauche de la proposition 4.2.2 donne

E(t) < Wg(o) exp(—ft), t>1y>0,
3

d’ou

E(t) < Ciexp(—pt), pour tout t >0

W(o)
G3

Ce qui achéve la démonstration du Théoréme .

> 0.

01‘101:
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié I'existence, ['unicité et la décroissance exponentielle de 1’éner-

associée a un probléme viscoélastique.

— Les termes mémoire sont présents a ’intérieur du domaine et sur une partie de
sa frontiére,

— La fonction de relaxation utilisée est positive et oscillante,

— Les conditions aux limites sont évolutives sur une partie du bord,

— Le feedback est non linéaire.
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Perspectivesl

Il serait souhaitable d’étudier

1. Le méme probléme avec des semi linéarités a I'intérieur du domaine et sur le bord avec

des noyaux fortement définis positifs ,

2. le probléme des plaques viscoélastiques combiné avec I’équation de la chaleur avec des

noyaux fortement définis positifs,
3. le probléme de Petrovsky avec des noyaux fortement définis positifs,

4. le probléme thermoélastique avec des noyaux fortement définis positifs.
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