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Notations
Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes.

N ensemble des entiers naturels.

N
∗ ensemble des entiers naturels non nuls.

R ensemble des réels.

R+ ensemble des réels positifs.

R droite réelle achevée, R = R ∪ {−∞,+∞}.

Rn espace euclidien de dimension n.

x vecteur de R
n, x = (x1, x2, . . . , xn), xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n.

|x| norme euclidienne de x, |x| = (x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n)

1

2 .

Ω ouvert borné de Rn.

Γ = ∂Ω frontière de Ω.

ν le vecteur unitaire normal à la frontière Γ extérieur à Ω.

∇u gradient de u,∇u = ( ∂u
∂x1

, ∂u
∂x2

, · · · , ∂u
∂xn

).

div v divergence du vecteur v, divv = ∂v
∂x1

+ ∂v
∂x2

+ · · ·+ ∂v
∂xn

.

△u laplacien de u, △u = ∂2u
∂x2

1

+ ∂2u
∂x2

2

+ · · · + ∂2u
∂x2

n
.

∂νu =
∂u

∂ν
la dérivée normale de u.

C0(Ω) espace des fonctions continues sur Ω.

Ck(Ω) espace des fonctions continues sur Ω dont les dérivées partielles.

d’ordre ≤ k sont continues sur Ω, k entier positif

C∞(Ω) l’espace C∞(Ω) =
∞⋂

k=0

Ck(Ω).

L0(Ω) ensemble des fonctions mesurables sur Ω.

Lp(Ω) Lp(Ω) = {u : Ω → R mesurable;
∫
Ω
|u|p dx <∞} (1 ≤ p <∞, constant).

L∞(Ω) L∞(Ω) = {u : Ω → R mesurable; ∃c ≥ 0 tell que |u(x)| ≤ c p.p x ∈ Ω}.

p′ conjugé de Hölder de p, p′ = p
p−1

si p > 1 et p′ = ∞ si p = 1.



D(Ω) espace des fonctions indéfiniment dérivables dans Ω, à support compact dans Ω.

D′(Ω) espace des distributions dans Ω.

Wm,p(Ω) espace de Sobolev des fonctions de Lp(Ω) dont les dérivées

partielles au sens des distribution d’ordre ≤ m sont également dans Lp(Ω).

Wm,p
0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans Wm,p(Ω).

p.p. presque partout.

< ., . > le crochet de dualité.

(., .) le produit scalaire.

||.||E la norme dans l’espace E.

→ symbole de convergence forte.

⇀ symbole de convergence faible.

→֒ symbole d’injection.



Chapitre 1

Introduction

Un problème d’équations aux dérivées partielles consiste à se donner, en plus des équations

proprement dites, soit des conditions initiales soit des conditions aux limites soit les deux, à voir

si une solution existe, si elle est unique, si elle dépend régulièrement des données et à chercher

des algorithmes de calcul. Nous parlons alors, suivant les différentes situations de Cauchy bien

posé ou de problèmes bien posés au sens de Hadamard.

Dans ce mémoire on étudie le problème de stabilisation de l’équation des ondes avec des

conditions au bord de Ventcel avec des termes mémoire. Les problèmes de Ventcel sont ca-

ractérisés par la présence d’opérateurs différentiels tangentiels de même ordre que l’opérateur

principal. Ces problèmes interviennent dans la modélisation de nombreux phénomènes : mé-

caniques comme l’élasticité ou physiques comme les processus de diffusion ou la propagation

d’ondes.

Les conditions de Ventcel (cf.[51]) sont obtenues par des méthodes asymptotiques.

La condition

∂νu− ∆Tu = g sur Γ

dite condition de Ventcel (cf.[51]), a été introduite par Ventcel pour des processus de diffusion.(cf.[51]).

Plus généralement l’approche proposée peut être utilisée pour étudier la stabilisation frontière

d’autres problèmes comme :

– Le bilaplatian

– L’équation de la chaleur

– Les équations de Maxwell.
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chapitre 1 introduction

ou d’opérateurs plus généraux : coefficient, variables, ordre élevé ; etc... .

1.1 Note historique sur la notion de stabilisation exponen-

tielle de l’équation des ondes

Cette section a pour but de rappeler les travaux principaux sur la décroissance exponentielle

de l’énergie d’un système gouverné par des équations aux dérivées partielles ( appelé système

distribué).

Cette notion a pris, sous l’influence des travaux de D. L. Russell (cf. [73]) le nom de stabilisation

frontière ou interne exponentielle.

1.1.1 Stabilisation frontière d’un exemple modèle

Soit Ω un domaine borné de R
n, n ≥ 2, dont la frontière est Γ = ∂Ω est de classe C2.

On désigne par ν le champ unitaire normal à la frontière Γ extérieur à Ω, et par ∂ν l’opérateur

de dérivation dans cette direction.

On appelle stabilisation frontière de l’équation des ondes dans Ω, avec une condition de Dirichlet

homogène et une condition de Newmann non homogène considérées respectivement sur Γ0 et

Γ1, où (Γ0,Γ1) est une partition de Γ, la donnée d’un opérateur ( appelé opérateur de feedback

frontière)

F : V ×H −→ K

où V,H et K sont des espaces de fonctions ou de distributions, telle que l’énergie associée à la

solution du problème

5



chapitre 1 introduction






utt − ∆u = 0 dans Ω × R+

u = 0 sur Γ0 × R+

∂νu = F (u, ut) sur Γ1 × R+

u(x, 0) = u0 dans Ω

ut(x, 0) = u1 dans Ω

est

E(t) =
1

2




∫

Ω

|ut|
2dx+

∫

Ω

|∇u|2dx





décroisse de manière exponentielle quand t → +∞, et ceci pour tous u0, u1 pris dans des es-

paces convenables.

Remarque 1.1.1 Le problème de stabilisation frontière consiste à exhiber un opérateur de

feedback frontière de telle sorte que l’énergie E(t) du système vérifie

E(t) ≤ C exp(−βt), ∀t ≥ 0.

où C et β sont des constantes positives. β est appelé taux de décroissance de l’énergie.

Définition 1.1.1 On définit ainsi la notion d’opérateur de feedback interne

G : Ṽ × H̃ −→ K̃

(où Ṽ , H̃, K̃ sont des espaces de fonctions ou de distributions), ensuite on s’intéresse au com-

portement asymptotique de l’énergie associée au problème





utt − ∆u = G(u, ut) dans Ω × R
+

u = 0 sur Γ0 × R+

∂νu = F (u, ut) sur Γ1 × R+

u(x, 0) = u0 dans Ω

ut(x, 0) = u1 dans Ω

6



chapitre 1 introduction

Remarque 1.1.2 A vrai dire la notion de stabilisation frontière n’est pas propre aux conditions

de Dirichlet homogène et Neumann non homogène, ni même à l’équation des ondes ; on peut se

poser ce genre de problèmes pour tout système évolutif, avec conditions aux limites choisies de

sorte que le problème soit bien posé.

1.1.2 Note historique

On a vu au-dessus que les problèmes de stabilisation exponentielle que l’on peut se poser

pour les système évolutifs, consistent à trouver un opérateur de feedback frontière ou interne de

sorte que l’énergie du système décroisse en exponentielle. On va rappeler, d’une manière brève,

les différentes phases qu’à connues la notion de stabilisation exponentielle, sans vraiment ren-

trer dans les détails, ou prétendre que cet aperçu historique soit exhaussif.

Les travaux de C. S. Morawetz En 1959, en analysant l’expression explicite de la solution

obtenue par séparation des variables de l’équation des ondes dans un domaine non borné de R3,

C. Wilcox (cf. [79]) a réussi à montrer que l’énergie, locale, décroit de manière exponentielle

quand le temps tend vers l’infini.

Sous les hypotèses plus générales que celle de C. Wilcox, en 1961 C. S. Morawetz (cf. [62]) a

montré que l’énergie locale décroit comme l’inverse du temps.

En combinant leurs méthodes, P. D. Lax, C. S. Morawetz et R. S. Phillips (cf. [49]) ont prouvé

en 1963 que l’énergie locale associée à la solution de l’équation des ondes dans un domaine de R
3,

extérieur à un domaine étoilé, décroit de manière exponentielle quand le temps tend vers l’infini.

Les travaux de G. Chen et de J. Lagnese En se basant sur les travaux de C. S. Mo-

rawetz (cf. [62] et [74]) sur l’équation des ondes dans un domaine extérieur, D. L. Russell a

conjecturé, en 1974, un phénomène analogue pour l’équation des ondes dans un domaine borné.

7



chapitre 1 introduction

Énoncé de la conjecture (cf. [74]) Soit Ω un domaine borné de Rn, s’il existe un point

x0 ∈ Rn, extérieur à Ω tel que le bord de Ω, noté Γ, admette une partition vérifiant la condition

géométrique suivante :

m(x).ν(x) ≤ 0, pour tout x ∈ Γ0

où :

1− ν(x) désigne la normale unitaire extérieure à Ω.

2− m(x) = x− x0, pour tout x ∈ Rn.

3− Γ = Γ0 ∪ Γ1, Γ0 ∩ Γ1 = ∅

alors il existe deux constantes, C et β positives telles que l’énergie associée au système évolutif






utt − ∆u = 0 dans Ω × R+

u = 0 sur Γ0 × R+

α(x)∂νu+ ut = 0 sur Γ1 × R+

u(x, 0) = u0 dans Ω

ut(x, 0) = u1 dans Ω

(1.1)

où α ∈ L∞(Γ1), et α(x) ≥ α0 > 0, ∀x ∈ Γ1, vérifie l’inégalité suivante :

E(t) ≤ C exp(−βt), ∀t ≥ 0

En 1977, J. P. Quin et D. L. Russell(cf. [70]) sont parvenus à montrer, sous les hypothèses de

la conjecture de Russell, l’inégalité

E(t) ≤
C(E(0))

1 + t
, ∀t ≥ 0. (1.2)

Mais malheuresement, ils n’ont pas réussi à montrer que C(E(0)) vérifie

C(E(0)) ≤ k.E(0). (1.3)

où k est une constante qui ne dépend ni de E(0) ni du temps.

Il est intéressant de savoir qu’à partir de (1.2) et (1.3) on peut déduire la décroissance expo-

nentielle de E(t) par une simple application des propriétés des semi-groupes (cf. [70]).

Le premier résultat positif concernant la conjecture de Russell a été obtenu en 1979 par G.

8



chapitre 1 introduction

Chen (cf. [24]), en partant des hypothèses suivantes :

il existe un point x0 ∈ Rn tel que

m(x).ν(x) ≤ 0, pour tout x ∈ Γ0

m(x).ν(x) ≥ γ > 0, pour tout x ∈ Γ1

(1.4)

1− ν(x) désigne le champ unitaire normal extèrieur à Ω.

2− m(x) = x− x0, pour tout x ∈ Rn.

3− Γ = Γ0 ∪ Γ1.

Ensuite, en adaptant les techniques, en particulier la technique des multiplicateurs, utilisées

par C. S. Morawetz, W. A. Strauss et J. U. Raltson, dans les domaines extérieurs, G. Chen (cf.

[25]) a pu alléger les hypothèses (1.4). Ces résultats ont été améliorés par J. Lagnese (cf. [46]),

en 1983, sous l’hypothèse :

il existe un champ de vecteurs h ∈ (C2(Ω))n tel que :




h(x).ν(x) ≤ 0, pour tout x ∈ Γ0

h(x).ν(x) ≥ γ > 0, pour tout x ∈ Γ1.

la matrice (
∂hi

∂xj
+
∂hj

∂xi
) est uniformément définie positive sur Ω.

Les travaux de I. Lasiecka et R. Triggani En 1987, utilisant des méthodes différentes de

celles de Chen et Lagnese, I. Lasiecka et R. Triggiani (cf. [48]) ont pu redémontrer les résultats

de Chen et Lagnese pour l’équation des ondes avec une condition de Dirichlet non homogène

sur tout le bord Γ.

Ils font appel à un opérateur de feedback frontière donné par :

F (u, ut) = −b
∂

∂ν
(Gut), sur Γ.

où b ∈ L∞(Γ), et b(x) ≥ b0 > 0, pour tout x ∈ Γ, et G est l’inverse de l’isomorphisme suivant :

(−∆) : H2(Ω) ∩H1(Ω) −→ L2(Ω)

qu’on note G = (−∆)−1.

Dans tous les travaux, dans un domaine borné, cités ci-dessus l’inégalité

E(t) ≤ C exp(−wt), ∀t ≥ 0.

9



chapitre 1 introduction

a été obtenue, à partir d’une estimation sur

∞∫

0

E(t)dt, en utilisant un résultat dû à R. Datko

(cf. [28]) et A. Pazy (cf. [67]). Malheureusement ce théorème prouve l’existence des constantes

C et w sans donner des estimations explicites.

On remarque que lorsque la frontière Γ est régulière, la condition (1.4) exige que

Γ0 ∩ Γ1 6= ∅ (1.5)

donc si Γ0 6= ∅, les résultats obtenus par Chen, ou Lagnese, ne peuvent être appliqués aux

domaines ayant un bord connexe.

Les travaux de V. Komornik et E. Zuazua En 1987, V. Komornik et E. Zuazua ont

allégé la condition (1.4) de G. Chen en la remplaçant par

m(x).ν(x) > 0, pour tout x ∈ Γ1

donc permettant, en principe, de généraliser les résultats de Chen et Lagnese aux domaines à

bords réguliers et connexes, mais au prix de remplacer la condition aux limites, du problème

(1.1), sur Γ1 × R
+ par

∂νu = −m.νut, Γ1 × R
n.

Si Γ = ∂Ω satisfait à la condition (1.5), alors pour tout n ≥ 2, la méthode de Komornik et

Zuazua (cf. [43]) donne, d’une manière simple des estimations explicites pour C et w en fonction

de la géométrie de Ω et x0.

Leur procédé devient inapliquable dans le cas général où

Γ0 ∩ Γ1 6= ∅ (1.6)

car dans ce cas la régularité des solutions n’est plus suffisante pour justifier l’application de la

méthode des multiplicateurs.

Cependant, la même année (1987), P. Grisvard est parvenu à montrer (cf. [35]) que, au moins

pour n ≤ 3, l’identité fondamentale, sur laquelle est basée la thechnique des multiplicateurs de

Komornik et Zuazua, devvient une inégalité qui est suffisante pour mener les calculs à bout et

obtenir une décroissance exponentielle de l’énergie, avec des estimations explicites pour C et

10



chapitre 1 introduction

w.

Le cas n ≥ 4, sans l’hypothèse (1.5) reste ouvert ; à moins que l’inégalité de Grisvard ne puisse

être prouvée dans ce cas ; alors le procédé de stabilisation de Komornik et Zuazua peut être

appliqué avec efficacité.

Remarque 1.1.3 Grace à la simplicité de l’opérateur de feedback

F (u, ut) = −m.νut (1.7)

la technique des multiplicateurs a pernis d’obtenir des estimations sur C et w, dans le but

d’améliorer le taux de décroissance w, certains auteurs ont proposé l’opérateur

F (u, ut) = −bm.νut (1.8)

où b est une fonction, définie sur Γ1 à choisir convenablement.

En effet, dans certains cas, il a été possible d’améliorer légèrement le taux de décroissance w,

cepandant, J. Lions a signalé (cf. [56] page 47 ) que D. H. Wagner a montré (formellement)

que même lorsque b −→ +∞, le taux w(b), obtenu à partir du feedback (1.8) ne croit pas

indéfiniment.

Remarque 1.1.4 E. Zuazua a montré (cf. [81]) que l’opérateur de feedback F (u, ut) = −m.νut

ne satisfait pas la propriété de robustesse, c’est à dire que la propriété de stabilisation est perdue

sous certaines perturbations continues du support du feedback ; cependant l’opérateur

F (u, ut) = −m.ν[ut + αu], avec α > 0 (1.9)

est robuste grâce à la présence du terme αm.ν × u ; d’autre part le fait que α > 0 exclut l’exis-

tence de solution stationnaire non triviale.

Remarque 1.1.5 (retour à la conjecture de Russell)

En 1978, Russel insista bien (cf.[73]) sur le fait que l’hypothèse (1.4) suffit à elle seule pour

11
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obtenir la stabilisation du système (1.1) et que toute autre hypothèse sur Ω constitue une res-

triction géometrique inutile ; en effet par exemple la condition (1.4) exclut les domaines à bord

connexe.

J. Lagnese a remarqué que l’utilisation d’un feedback de la forme

F (u, ut) = m.νF̃ [ut, u] (1.10)

sur le bord permet d’enlever, au moins formellement, l’hypotèse (1.5) dans certains problèmes

de stabilisation de système élastodynamiques ou de plaques vibrantes.

Les travaux de J. L. Lions En 1986, Lions a élaboré une méthode générale de stabilisation

exponentielle pour tous les systèmes linéaires réversibles exactement contrôlables.

Son procédé repose essentiellement sur la théorie du contrôle optimal et la méthode de pénali-

sation. Mais il ne donne aucune méthode explicite pour construire l’operateur de feedback, ni

d’estimation sur le taux de décroissance de l’énergie.

1.2 But du travail

Soit Ω un domaine borné de Rn de frontière Γ = ∂Ω de classe C2 ; On considère {Γ0,Γ1}

une partition de Γ telle que

Γ = Γ0 ∪ Γ1

et

Γ0 ∩ Γ1 = ∅.

On désigne par ν le champ unitaire normal à la frontière Γ extérieur à Ω, et par ∂ν l’opérateur

de dérivation dans cette direction. On note par ∂T la dérivée tangentielle.

Pour le problème (P), ci dessous, on démontre l’existence et l’unicité de la solution ainsi que la

décroissance exponentielle de l’énergie associée à l’équation des ondes, avec des conditions aux

limites de type Ventcel, des termes mémoires interne et frontière et une dissipation frictionnelle

12



chapitre 1 introduction

non linéaire localisée à l’intérieur du domaine Ω.





utt − ∆u+

t∫

0

h(t− s)∆u(s)ds+ a(x)g(ut) = 0 dans Ω × R+

vtt +
∂u

∂ν
−

t∫

0

h(t− s)
∂u

∂ν
(s)ds− ∆Tv = 0 sur Γ1 × R+

u = v sur Γ × R+

u = 0 sur Γ0 × R+

(u(0), v(0)) = (u0, v0), (u′(0), v′(0)) = (u1, v1) dans Ω × Γ

(P)

où les fonction g et h vérifient les hypothèses suivantes

hypothèses sur le feedback g :

(F.1) Soit g est une fonction non décroissante et de classe C1 telle que :

(i) g(s)s > 0 ∀s 6= 0

(ii) ks2 ≤ g(s)s ≤ Ks2 pour tout |s| > 1, k et K sont deux constantes

positives.

(F.2) Soit a est une fonction non négative telle que :

a ∈ L∞(Ω), a(x) ≥ a0 > 0 dans ω

avec ω ⊂ Ω est un ouvert non vide, a0 est constante.

hypothèses sur le noyau h :

Supposons que le noyau h est une fonction de classe C2(R+,R+) qui vérifie les hypothèses

suivantes :

– (N.1)

∞∫

0

h(s)ds < 1

– (N.2) 1 −

∞∫

0

h(s)ds = L > 0

de plus on suppose aussi qu’il existe ξ1 > 0 telle que

– (N.3) 0 ≤ htt(t) ≤ ξ1h(t) pour tout t ≥ 0

– (N.4) eαth(t) ∈ L1(0,∞) pour tout α > 0, t > 0

– (N.5) ht(t) + γh(t) ≥ 0 et eαt[ht(t) + γh(t)] ∈ L1(0,∞) pour tout α, γ > 0

Le noyau h considéré dans le problème (P) est un noyau positif oscillant.

Dans la suite, on considère les espaces

13



chapitre 1 introduction

V =
{

(u, v) ∈ H1
Γ0

(Ω) ×H1(Γ) /u|Γ = v
}
,

H = L2(Ω) × L2(Γ),

où H1
Γ0

=
{
u ∈ H1(Ω)/u|Γ0

= 0
}

.

Munis des normes suivantes :

|(u, v)|2
H

= |u|2L2(Ω) + |v|2L2(Γ)

||(u, v)||2
V

= ||u||2H1(Ω) + ||v||2H1(Γ)

V et H sont des espaces de Hilbert et V est dense dans H avec injection continue.

Notre travail se compose de quatre chapitres.

– • Le premier chapitre est consacré aux notes historiques sur la notion de stabilisation

exponentielle de l’équation des ondes.

– • Le second chapitre est consacré aux définitions et aux rappels, de quelques notions

de base d’analyse fonctionnelle.

– • Dans le troisième chapitre, on étudie l’éxistence et l’unicité des solutions du problème

(P) en trouvant des estimations a priori par la méthode de Galarkin.

– • Dans le quatrième chapitre, on étudie la stabilisation exponentielle du problème (P)
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Chapitre 2

Rappels généraux et définitions

Ce chapitre rassemble les définitions et propriétés essentielles, qui seront utilisées de façon

constante dans les chapitres ultérieurs.

2.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition 2.1.1

Soient Ω est un ouvert de Rn et k ∈ N. On désigne par :

• Ck(Ω) l’espace des fonctions définies sur Ω dans R, k fois continûment dérivables.

• C∞(Ω) on désigne l’espace des fonctions indéfiniment dérivables.

• On désigne par Ck
c (Ω) les éléments de Ck(Ω) à support compact dans Ω.

• On désigne par C∞
c (Ω) les éléments de C∞(Ω) à support compact dans Ω.

Définition 2.1.2

Soit X un espace de Hilbert. On désigne par Ck([0, T ];X), k = 0, 1, 2, l’espace des fonctions

continues sur [0, T ] à valeurs dans X ayant des dérivées continues jusqu’à l’ordre k dans [0, T ].

En particulier, nous écrivons C([0, T ];X) pour C0([0, T ];X).

Définition 2.1.3

Soit p ∈ [1,+∞[. On définit Lp(Ω) par :

15



chapitre 2 Rappels généraux et définitions

Lp(Ω) =



f : Ω −→ R tel que :

{∫

Ω

|f(x)|pdx
}1/p

< +∞



 . (2.1)

Lp(Ω) est muni de la norme :

‖f‖Lp(Ω) =



∫

Ω

|f(x)|pdx




1/p

.

Si p = +∞ :

L∞(Ω) =
{
f : Ω −→ R tel que : ∃ c ∈ R+ vrifiant |f | ≤ c p.p sur Ω

}

.

On définit sur L∞(Ω) la norme :

‖f‖L∞(Ω) = inf
{
c ∈ R+ tel que : |f | ≤ c p.p sur Ω

}
.

Les espaces Lp(Ω) sont des espaces de Banach, et l’espace L2(Ω) est un espace de Hilbert avec

le produit scalaire :

< f, g >L2(Ω)=

∫

Ω

f(x)g(x)dx.

Définition 2.1.4

Soit X un espace de Hilbert réel avec le produit scalaire 〈, 〉 muni de la norme ||.||.

Pour tout T ∈ (0,+∞] et p ∈ [1,∞] on note par Lp(0, T ;X) les espaces des fonctions mesurables

v : (0, T ) −→ X telle que :

||v||pp,T =

T∫

0

||v(t)||pdt <∞, 1 ≤ p <∞,

||v||∞,T = ess sup
0≤t≤T

||v(t)|| <∞,

respectivement. Nous allons utiliser la notation brève ||v||p pour ||v||p,∞, 1 ≤ p ≤ ∞. Nous

désignons par Lp
loc(0,∞;X) l’espace des fonctions dans Lp(0, T ;X) pour tout T ∈ (0,∞). Dans

le cas X = R, nous allons utiliser les abréviations Lp(0, T ) et Lp
loc(0,∞) pour désigner les

espaces Lp(0, T ; R) et Lp
loc(0, T ; R), respectivment.
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chapitre 2 Rappels généraux et définitions

Proposition 2.1.1 ( Inégalité de Hölder )

Soient p, q ∈ [1,+∞] tels que :
1

p
+

1

q
= 1 ( si p = 1, alors q = +∞, et inversement ). Alors :

∀f ∈ Lp(Ω), ∀g ∈ Lq(Ω) : fg ∈ L1(Ω) et on a :

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω),

c.à.d., si p, q ∈]1,+∞[,

∫

Ω

|f(x)g(x)|dx ≤



∫

Ω

|f(x)|pdx




1

p


∫

Ω

|g(x)|qdx




1

q

,

et si p = 1 et q = ∞, ∫

Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ ‖g‖L∞(Ω)

∫

Ω

|f(x)|dx.

Proposition 2.1.2 ( Inégalité de Young )

Soient p, q ∈]1,+∞[ tels que :
1

p
+

1

q
= 1. Alors ∀ α, β ∈ R on a :

|αβ| ≤
1

p
|α|p +

1

q
|β|q.

Définition 2.1.5 ( produit de convolution )

Soient Ω ⊆ Rn , f ∈ L1(Ω) et g ∈ Lp(Ω) avec 1 ≤ p ≤ +∞.

On pose :

(f ∗ g)(x) =

∫

Ω

f(x− y)g(y)dy, ∀x ∈ Ω.

Alors f ∗ g ∈ Lp(Ω) et on a

‖f ∗ g‖Lp(Ω) ≤‖ f ‖L1(Ω)‖ g ‖Lp(Ω) .

Si f ∈ L1(Ω) et g ∈ Cm(Ω) avec m ∈ N, alors f ∗ g ∈ Cm(Ω), et on a :

Dα(f ∗ g) = f ∗Dαg, ∀ |α| ≤ m.

Définition 2.1.6

Soient E et F deux espaces de Banach. On appelle opérateur linéaire non-borné de E dans F

toute application linéaire A : D(A) ⊂ E −→ F définie sur un sous-espace vectoriel D(A) ⊂ E,
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chapitre 2 Rappels généraux et définitions

à valeurs dans F . D(A) est le domaine de A. On dit que A est borné s’il existe une constante

c ≥ 0 telle que

||Au|| ≤ c||u|| ∀u ∈ D(A)

2.2 Rappels sur les distributions

Définition 2.2.1

Nous appellerons D(Ω) l’espace des fonctions ϕ définies et indéfiniment dérivables dans Ω et à

support compact dans Ω.

Théorème 2.2.1

D(Ω) est dense dans Lp(Ω) pour tout p ≥ 1

Définition 2.2.2

D(Ω) est l’espace des restrictions à Ω des fonctions de D(Rn). Si Ω est borné on a :

D(Ω) = C∞(Ω)

En général : D(Ω) 6= D(Ω) mais D(Rn) = D(Rn)

2.2.1 Convergence dans D(Ω)

Définition 2.2.3

Une suite (ϕj) de D(Ω) si :

(i) Il existe une compact K ⊂ Ω qui contient tous les supports des ϕj

(ii) quand j → +∞, les dérivées de tous les ordres de ϕj convergent uniformément sur K vers

les dérivées correspondantes de ϕ

2.2.2 Convergence dans D′(Ω)

Définition 2.2.4

L’espace des distributions D′(Ω), est l’espace des formes linéaires et continues sur D(Ω). On
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chapitre 2 Rappels généraux et définitions

note < ·, · > le produit de dualité entre D′(Ω) et D(Ω). Donc T ∈ D′(Ω) si pour tout ϕ ∈ D(Ω)

on a :

(i) l’application ϕ −→< T, ϕ > est linéaire.

(ii) si ϕj −→ ϕ dans D(Ω), alors

< T, ϕj >−→< T, ϕ > dans C

2.3 Les espaces de Sobolev

Définition 2.3.1

Soit Ω un ouvert de Rn, on dit qu’une distribution T ∈ D′(Ω) est dans (Lp(Ω))n (1 ≤ p ≤ ∞),

s’il existe une fonction f ∈ Lp(Ω), telle que :

< T, ϕ >=

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx, pour tout ϕ ∈ D(Ω).

Définition 2.3.2

Soient m ∈ N, p ∈ [1;∞] et α ∈ Nn(⇒ α = (α1, α2, · · · , αn)). On note

Dαf =
∂|α|f

∂α1x1∂α2x2 · · ·∂αnxn
, |α| = α1 + α2 + · · ·+ αn.

On pose

Wm,p(Ω) =
{
f ∈ Lp(Ω), Dαf ∈ Lp(Ω), pour tout α ∈ N

n tel que |α| ≤ m
}
.

alors Wm,p(Ω) est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme définie par :

||f ||W m,p(Ω) =
∑

|α|≤m

||Dαf ||Lp(Ω), pour tout p ∈ [1,+∞]

Si m = 0,

W 0,p(Ω) = Lp(Ω).
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chapitre 2 Rappels généraux et définitions

Si p = 2,

on définit l’espace Wm,2(Ω) = Hm(Ω) par :

Hm(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω);Dαu ∈ L2(Ω), |α| ≤ m

}
.

On muni Hm(Ω) du produit scalaire

(u, v)m,Ω =

∫

Ω



∑

|α|≤m

DαuDαv


 dx

et de la norme

|v|m,Ω = (v, v)
1

2

m,Ω

pour m=1, on a :

H1(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω);

∂u

∂xi
∈ L2(Ω), 1 ≤ i ≤ n

}

muni de la norme suivante :

|v|1,Ω = (v, v)
1

2

1,Ω

Théorème 2.3.1

L’application trace

γ0 : H1 −→ H
1

2 (Γ = ∂Ω)

et linéaire continue et surjective.

Théorème 2.3.2

L’espace image de γ0 est H
1

2 (Γ) est un espace de Hilbert pour la norme

||u||
H

1
2 (Γ)

= inf
v∈H1(Γ),γ0v=u

||v||

Définition 2.3.3

On suppose que Ω est un ouvert borné de Rn de frontière ∂Ω = Γ de classe C1 par morceaux.

Alors H1
0 (Ω) est le noyau de γ0, application trace sur Γ de H1(Ω) dans H

1

2 (Γ), i.e,

H1
0 =

{
u ∈ H1(Ω); γ0u = 0

}

Théorème 2.3.3

D(Ω) est dense H1
0 (Ω).
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chapitre 2 Rappels généraux et définitions

Théorème 2.3.4 (Inégalité de Poincaré)

Soit Ω un ouvert borné dans une direction. Il existe une constante c dépendante du diamètre de

Ω telle que :

∀v ∈ H1
0 (Ω); ||v||H1(Ω) ≤ c||∇v||L2(Ω).

C’est-à-dire la semi norme |.|1,Ω est une norme sur H1
0 (Ω) équivalente à la norme ||.||1,Ω.

On note H−1(Ω) le dual de H1
0 (Ω), espace de Hilbert pour la norme duale :

||f ||−1,Ω = sup
v∈H1

0
(Ω),v 6=0

< f, v >

|v|1,Ω

Théorème 2.3.5

Soit V un espace défini par :

V =
{
u ∈ H1(Ω),∆u ∈ L2(Ω)

}

alors l’application

γ : V −→ H− 1

2 (Γ)

u 7−→ ∇u.
∂v

∂ν
(2.2)

est linéaire continue avec

H− 1

2 (Γ) = (H
1

2 (Γ))′

Définition 2.3.4

H2(Ω) =
{
v ∈ H1(Ω); pour toutes les dérivées d′ordre 2, D2v ∈ L2(Ω)

}
.

On note par

|v|2,Ω =
(
|v|21,Ω +

∑
||D2v||2L2(Ω)

) 1

2

la norme correspondante.

Théorème 2.3.6

D(Ω) est dense dans H2(Ω).
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Théorème 2.3.7

L’application trace

γ1 : H2(Ω) −→ H
1

2 (Ω)

v 7−→ ∇v.ν

est linéaire continue et surjective.

Formule de Green

∀u ∈ H2(Ω), ∀v ∈ H1(Ω),

∫

Ω

∆uvdx = −

∫

Ω

∇u∇vdx+

∫

Γ

∂νuvdΓ

où ∂νu = γ1u est la dérivée normale de u sur Γ.

Théorème 2.3.8

H2
0 =

{
u ∈ H2(Ω); γ0u = 0 et γ1u = 0

}

On désigne par H−2(Ω) le dual de H2
0 (Ω).

Comme D(Ω) est dense dans H2
0 (Ω), H−2(Ω) est un espace de distributions.

Théorème 2.3.9 (Extension de l’inégalité de Poincaré)

Soit Ω un ouvert borné. Il existe une constante c telle que :

∀v ∈ H2
0 (Ω), ||v||H2(Ω) ≤ c||∆v||L2(Ω)

2.4 Quelques critères de convergence

On regroupe ici les résultats qui nous permettrent de manipuler les différentes notions de

convergence des suites dans les espaces Lp(Ω), pour 1 ≤ p ≤ ∞.

Définition 2.4.1 ( convergence forte )

Soit 1 ≤ p <∞, on dit que un converge (fortement) vers u dans Lp si un ∈ Lp et si

lim
n→+∞

||un − u|| = 0.

et on note un → u.
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chapitre 2 Rappels généraux et définitions

Définition 2.4.2 ( convergence faible )

On dit qu’une suite (un)n∈N de Lp(Ω), avec 1 ≤ p < ∞ converge faiblement dans Lp vers une

fonction u si u ∈ Lp(Ω), telle que

∀v ∈ Lp′(Ω) on a lim
n→+∞

∫

Ω

unvdx =

∫

Ω

uvdx

et on note un ⇀ u, où Lp′ est le dual topologique de l’espace Lp(Ω).

Définition 2.4.3 ( convergence faible* )

On dit que un converge faible* vers u dans L∞, et on note un ⇀
∗ u si un ∈ L1 et si

lim
n→+∞

∫

Ω

(
un(x) − u(x)

)
ϕ(x)dx = 0, ∀ϕ ∈ L∞(Ω).

Remarque 2.4.1

1. La limite (forte ou faible) d’une suite de fonctions est toujours unique.

2. Dans le cas p = 1, le symbole * est posé pour montrer que la définition de convergence

faible dans L1 n’est pas entièrement la même que dans les espaces Lp, pour 1 ≤ p < ∞

En effet, (L∞(Ω))′ ⊂ L1(Ω).

3. La convergence forte dans Lp, implique la convergence faible dans Lp, pour 1 ≤ p ≤ ∞.

23



Chapitre 3

Existence, unicité et régularité des

solutions du problème (P)

3.1 Introduction

Ce chapitre comporte deux parties :

La première partie est consacrée à l’étudie de l’existence et l’unicité de la solution forte du

problème (P). Dans la seconde partie , on étudie l’existence et l’unicité de la solution faible.

On commence donc dans une première étape par démontrer la solution forte, et ensuite,

utilisant des arguments de densité, on prolonge le résultat pour la solution faible.

Soit Ω un domaine borné de R
n de frontière Γ = ∂Ω de classe C2. On considère {Γ0,Γ1} une

partition de Γ telle que Γ = Γ0 ∪ Γ1 et Γ0 ∩ Γ1 = ∅, on désigne par ν le champ unitaire normal

à la frontière Γ extérieur à Ω, et par
∂.

∂ν
l’opérateur de dérivation dans cette direction. On note

par ∂T la dérivée tangentielle.

On rappelle que le problème (P) est défini par
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Existence et unicité des solutions du problème (P)





utt − ∆u+

t∫

0

h(t− s)∆u(s)ds+ a(x)g(ut) = 0 dans Ω × R+

vtt +
∂u

∂ν
−

t∫

0

h(t− s)
∂u

∂ν
(s)ds− ∆Tv = 0 sur Γ1 × R+

u = v sur Γ × R+

u = 0 sur Γ0 × R+

(u(0), v(0)) = (u0, v0), (ut(0), vt(0)) = (u1, v1) dans Ω × Γ

(P)

où les fonctions g et h vérifient les hypothèses :

hypothèses sur le feedback g :

(F.1) Soit g une fonction non décroissante et de classe C1 telle que :

(i) g(s)s > 0 ∀s 6= 0

(ii) ks2 ≤ g(s)s ≤ Ks2 pour tout |s| > 1, k et K sont deux constantes

positives.

(F.2) Soit a une fonction non négative telle que :

a ∈ L∞(Ω), a(x) ≥ a0 > 0, dans ω,

où ω ⊂ Ω est un ouvert non vide, a0 est une constante.

hypothèses sur le noyau h :

Soit le noyau h une fonction de classe C2(R+,R+) qui satisfait aux hypothèses suivantes :

– (N.1)

∞∫

0

h(s)ds < 1

– (N.2) 1 −

∞∫

0

h(s)ds = L > 0

de plus on suppose aussi qu’il existe ξ1 telle que

– (N.3) 0 ≤ htt(t) ≤ ξ1h(t) pour tout t ≥ 0

– (N.4) eαth(t) ∈ L1(0,∞) pour tout α > 0, t > 0

– (N.5) ht(t) + γh(t) ≥ 0 et eαt[ht(t) + γh(t)] ∈ L1(0,∞) pour tout α, γ > 0

On considère les espaces

V =
{

(u, v) ∈ H1
Γ0

(Ω) ×H1(Γ) /u|Γ = v
}
,

H = L2(Ω) × L2(Γ).
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Munis des normes suivantes :

|(u, v)|2
H

= |u|2L2(Ω) + |v|2L2(Γ),

||(u, v)||2
V

= ||u||2H1(Ω) + ||v||2H1(Γ).

V et H sont des espaces de Hilbert et V est dense dans H avec injection continue.

l’énergie associée au problème (P) est :

E(t) =
1

2




∫

Ω

{
|ut|

2 + |∇u|2
}
dx+

∫

Γ1

{
|vt|

2 + |∇Tv|
2
}
dΓ





3.1.1 Résultat principal

On a le résultat suivant, d’éxistence, d’unicité et de régularité des solutions du problème

(P).

Théorème 3.1.1

1) Supposons que (u0, v0) ∈ (H1
Γ0

(Ω)∩H2
Γ0

(Ω))×(H1(Γ)∩H2(Γ)) et (u1, v1) ∈ (H1(Ω)×H1(Γ))

avec

∂νu
0 − ∆Tv

0 = 0, sur Γ1 et ∆Tv
0 ∈ L2(Γ).

Alors le problème (P) admet une solution (forte) unique

(u, v) : (Q,Σ) −→ R × R

où Q = Ω × R+, Σ = Γ × R+

2) soient (u0, v0) ∈ V et (u1, v1) ∈ H, alors le problème (P) admet une solution (faible) unique.

(u, v) : (Q,Σ) −→ R × R

vérifiant

(u, v) ∈ C(R+;V) ∩ C1(R+;H)
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3.2 Existence et unicité de la solution forte

Dans cette section, on démontre l’existence et l’unicité de la solution forte du problème (P)

Une intégration par partie de la première équation nous donne

∫

Ω

uttwdx−

∫

Ω

∆uwdx+

∫

Ω

t∫

0

h(t− s)∆u(s)wdsdx+

∫

Ω

a(x)g(ut)wdx

= (utt, w)L2(Ω) +

∫

Ω

∇u∇wdx−

∫

Γ1

∂u

∂ν
wdΓ −

∫

Ω

t∫

0

h(t− s)∇u(s)∇wdsdx

+

∫

Γ1

t∫

0

h(t− s)
∂u

∂ν
(s)wdsdΓ +

∫

Ω

a(x)g(ut)wdx ∀w ∈ H1
Γ0

(Ω) (3.1)

De même, pour la deuxième équation, on obtient

∫

Γ1

vttwdΓ +

∫

Γ1

∂u

∂ν
wdΓ −

∫

Γ1

t∫

0

h(t− s)
∂u

∂ν
(s)wdsdΓ −

∫

Γ1

∆T vwdΓ

= (vtt, w)L2(Γ1) +

∫

Γ1

∂u

∂ν
wdΓ −

∫

Γ1

t∫

0

h(t− s)
∂u

∂ν
(s)wdsdΓ

+

∫

Γ1

∇Tv∇TwdΓ ∀w ∈ H1(Γ), avec w = 0 sur Γ0. (3.2)

Donc sur le partie Γ1 du bord, on a

∫

Γ1

t∫

0

h(t− s)
∂u

∂ν
(s)wdsdΓ −

∫

Γ1

∂u

∂ν
wdΓ = (vtt, w)Γ1

+

∫

Γ1

∇Tv∇TwdΓ ∀w ∈ H1(Γ), avec w = 0 sur Γ0. (3.3)

et, en remplaçant le terme

∫

Γ1

t∫

0

h(t− s)
∂u

∂ν
(s)w(t)dsdΓ −

∫

Γ1

∂u

∂ν
wdΓ
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dans l’équation (3.1) il vient

(utt, w)Ω + (vtt, w)Γ1
+ (∇u,∇w)Ω + (∇Tv,∇Tw)Γ1

−

∫

Ω

t∫

0

h(t− s)∇u(s)∇wdsdx+

∫

Ω

a(x)g(ut)wdx = 0 ∀w ∈ H1
Γ0

(Ω) (3.4)

On transforme donc le problème (P) en un problème équivalent avec les conditions initiales

homogènes.

On fait un changement de fonctions en posant

(u, v)(x, t) = (ψ1, ψ2)(x, t) + (φ1, φ2)(x, t), (3.5)

où

(φ1, φ2)(x, t) = (u, v)(x, 0) + t(ut, vt)(x, 0), (x, t) ∈ Ω × R+.

D’autre part,

(utt, vtt) = ((ψ1)tt, (ψ2)tt),

(∆u,∆Tv) = (∆ψ1 + ∆φ1,∆Tψ2 + ∆Tφ2),

ut = (ψ1)t + (φ1)t,

et
t∫

0

h(t− s)∆u(s)ds =

t∫

0

h(t− s)∆ψ1ds+

t∫

0

h(t− s)∆φ1(s)ds,

où

u|Γ = v

c’est à dire

u = v sur Σ = Γ×]0, T [

avec

u(x, 0) = ψ1(x, 0) + φ1(x, 0) = ψ1(x, 0) + u0(x)

ce qui donne

ψ1(x, 0) = 0.
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De même

ut(x, 0) = (ψ1)t(x, 0) + (φ1)t(x, 0) = (ψ1)t(x, 0) + u1(x)

donne

(ψ1)t(x, 0) = 0.

On a aussi

v(x, 0) = ψ2(x, 0) + φ2(x, 0) = ψ2(x, 0) + v0(x)

ce qui implique

ψ2(x, 0) = 0,

et

vt(x, 0) = (ψ2)t(x, 0) + (φ2)t(x, 0) = (ψ2)t(x, 0) + v1(x)

donne

ψ2(x, 0) = 0,

Le problème équivalent à (P) s’écrit alors





(ψ1)tt − ∆ψ1 +

t∫

0

h(t− s)∆ψ1(s)ds+ a(x)g((ψ1)t + (φ1)t) = F dans Ω × R+,

(ψ2)tt +
∂ψ1

∂ν
−

t∫

0

h(t− s)
∂ψ1

∂ν
(s)ds− ∆Tψ2 = G sur Γ1 × R+,

ψ1 = ψ2 sur Γ × R+,

ψ1 = 0 sur Γ0 × R+,

ψ(0) = (ψ1(0), ψ2(0)) = ψt(0) = ((ψ1)t(0), (ψ2)t(0)) = (0, 0) dans Ω × Γ,

(P1)

où

F = ∆φ1 −

t∫

0

h(t− s)∆φ1(s)ds,

G = −
∂φ1

∂ν
+

t∫

0

h(t− s)
∂φ1

∂ν
(s)ds+ ∆Tφ2.

Remarque : Notons que si ψ est une solution de (P1) dans [0, T ], alors ψ + φ est solution de

(P) dans le même intervalle.
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A partir des estimations que nous allons obtenir ci-dessous ; nous sommes capable de prouver

que 



|∆ψ1(t)|

2 + |∇(ψ1)t(t)|
2 ≤ c1(t) pour t ∈ [0, T ] ,

|∆ψ2(t)|
2 + |∇(ψ2)t(t)|

2 ≤ c2(t) pour t ∈ [0, T ] .

Donc, à partir de (3.5) les inégalités précédentes est vérifiée pour la solution u : Ensuite, uti-

lisant des méthodes standards, on prolonge u à l’intervalle (0; +∞) : Donc, il est suffisant de

démontrer que (P1) a une solution locale, qui sera obtenue en utilisant la méthode de Galerkin.

Soit (wν)ν∈N une base de V ∩ (H2(Ω) ×H2(Γ)) orthonormale dans H.

Soit Vm l’espace engendré par w1, w2, · · · , wm et soit

(zm
1 (t), zm

2 (t)) = zm(t) = (
m∑

j=1

γ1
j (t)w

1
j ,

m∑

j=1

γ2
j (t)w

2
j )

une solution approchée du problème de Cauchy suivant




((z1)
m
tt , w1)Ω + ((z2)

m
tt , w2)Γ1

+ (∇zm
1 ,∇w1)Ω + (∇T z

m
2 ,∇Tw2)Γ1

+
(
a(x)g((z1)

m
t + (φ1)t), w1

)
Ω
−

t∫

0

h(t− s)
(
∇zm

1 (s),∇w1

)
Ω
ds

= (F(t), w1)Ω + (G(t), w2)Γ1
pour tout w ∈ Vm

et zm(0) = (z)m
t (0) = 0

(3.6)

Par les méthodes standards des équations différentielles, on peut démontrer l’existence d’une

solution du problème (P) sur un certain intervalle [0, Tm] : Ensuite, cette solution peut être

prolongée à l’intervalle fermé [0, T ] en utilisant la première estimation ci dessous.

3.2.1 Estimations a Priori

3.2.1.1 Première Estimation

En prenant (w1, w2) = ((γ1
j )t(t)w

1
j , (γ

2
j )t(t)w

2
j ) dans (3.6), on obtient :

((z1)
m
tt (t), (γ

1
j )t(t)w

1
j )Ω + ((z2)

m
tt (t), (γ

2
j )t(t)w

2
j )Γ1

+ (∇zm
1 (t),∇(γ1

j )t(t)w
1
j )Ω

+(∇T z
m
2 (t),∇T (γ2

j )t(t)w
2
j )Γ1

−

t∫

0

h(t− s)
(
∇zm

1 (s),∇(γ1
j )t(t)w

1
j

)
Ω
ds
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+
(
a(x)g((z1)

m
t (t) + (φ1)t(t)), (γ

1
j )t(t)w

1
j

)
Ω

= (F(t), (γ1
j )t(t)w

1
j )Ω + (G(t), (γ2

j )t(t)w
2
j )Γ1

.

Maintenant, en sommant sur j et en notant que zm(0) = 0, on obtient

1

2

d

dt

{
|(z1)

m
t (t)|2 + |∇zm

1 (t)|2 + |(z2)
m
t (t)|2 + |∇T z

m
2 (t)|2

}

−

t∫

0

h(t− s)
(
∇zm

1 (s),∇(z1)
m
t (t)

)
Ω
ds+

(
a(x)g((z1)

m
t (t) + (φ1)t(t)), (z1)

m
t (t)

)
Ω

= (F(t), (z1)
m
t (t))Ω + (G(t), (z2)

m
t (t))Γ1

.

Donc :

1

2

d

dt

{
|(z1)

m
t (t)|2 + |∇zm

1 (t)|2 + |(z2)
m
t (t)|2 + |∇T z

m
2 (t)|2

}

= (F(t), (z1)
m
t (t))Ω +

d

dt
(G(t), zm

2 (t))Γ1
− (Gt(t), z

m
2 (t))Γ1

−

t∫

0

ht(t− s)
(
∇zm

1 (s),∇zm
1 (t)

)
Ω
ds− h(0)|∇zm

1 (t)|2

−
(
a(x)g((z1)

m
t (t) + (φ1)t(t)), (z1)

m
t (t)

)
Ω

+
d

dt




t∫

0

h(t− s)
(
∇zm

1 (s),∇zm
1 (t)

)
Ω
ds


 . (3.7)

A partir des hypothèses (F.1)-(F.2), et en utilisant l’inégalité ab ≤ 1
4η
a2 + ηb2 où η > 0 est un

nombre arbitraire, et d’après (3.7), et l’inégalité de Cauchy-Schwartz donne

t∫

0

ht(t− s)
(
∇zm

1 (s),∇zm
1 (t)

)
Ω
ds ≤ |∇zm

1 (t)|

t∫

0

|ht(t− s)||∇zm
1 (s)|ds.

Donc :

1

2

d

dt

{
|(z1)

m
t (t)|2 + |∇zm

1 (t)|2 + |(z2)
m
t (t)|2 + |∇T z

m
2 (t)|2

}

+ (a(x)g((z1)
m
t (t) + (φ1)t(t)), (z1)

m
t (t) + (φ1)t(t))Ω ≤ (F(t), (z1)

m
t (t))Ω
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+
d

dt
(G(t), zm

2 (t))Γ1
+ |∇zm

1 (t)|

t∫

0

|ht(t− s)||∇zm
1 (s)|ds− h(0)|∇zm

1 (t)|2

+|∇zm
1 (t)|

t∫

0

|ht(t− s)||∇zm
1 (s)|ds− h(0)|∇zm

1 (t)|2 − (Gt(t), z
m
2 (t))Γ1

+(a(x)g((z1)
m
t (t) + (φ1)t(t)), (φ1)t(t))Ω +

d

dt




t∫

0

h(t− s)
(
∇zm

1 (s),∇zm
1 (t)

)
Ω
ds



 .

Sous les hypothèses (F.1)-(F.2) et appliquant l’inégalité de Young, on obtient

1

2

d

dt

{
|(z1)

m
t (t)|2 + |∇zm

1 (t)|2 + |(z2)
m
t (t)|2 + |∇T z

m
2 (t)|2

}

+a0k

∫

|(z1)m
t +(φ1)t|>1

|(z1)
m
t (t) + (φ1)t(t)|

2dx ≤ k1(η) + (F(t), (z1)
m
t (t))Ω − h(0)|∇zm

1 (t)|2

+
d

dt
(G(t), zm

2 (t))Γ1
− (Gt(t), z

m
2 (t))Γ1

+ a0η

∫

|(z1)m
t +(φ1)t|>1

|(z1)
m
t (t) + (φ1)t(t)|

2dx

+|∇zm
1 (t)|

t∫

0

|ht(t− s)||∇zm
1 (s)|ds+

d

dt




t∫

0

h(t− s)
(
∇zm

1 (s),∇zm
1 (t)

)
Ω
ds




où

k1(η) =
1

4η
|u1(x)|2.

est une une constante positive qui dépend de u1 et de η.

Considérons l’inégalité de Cauchy-Schwartz et tenant compte de l’hypothèse (N.5), on déduit

|∇zm
1 (t)|

t∫

0

|ht(t− s)||∇zm
1 (s)|ds ≤ |∇zm

1 (t)|

t∫

0

γh(t− s)|∇zm
1 (s)|ds

≤
1

2




t∫

0

h(t− s)|∇zm
1 (s)|ds




2

+
γ2

2
|∇zm

1 (t)|2

=
1

2




t∫

0

h(s)ds




t∫

0

h(t− s)|∇zm
1 (s)|2ds+

γ2

2
|∇zm

1 (t)|2

=
1

2
||h||L1(0,∞)

t∫

0

h(t− s)|∇zm
1 (s)|2ds+

γ2

2
|∇zm

1 (t)|2.(3.8)
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(F(t), (z1)
m
t (t))Ω ≤

1

2
|F(t)|2 +

1

2
|(z1)

m
t (t)|2. (3.9)

D’autre part, soit C0 > 0 une constante positive telle que

|z2|Γ1
≤ C0|∇T z2|, pour tout z2 ∈ H1(Γ). (3.10)

Ensuite, combinons (3.8), (3.9) et (3.10) on peut écrire

1

2

d

dt

{
|(z1)

m
t (t)|2 + |∇zm

1 (t)|2 + |(z2)
m
t (t)|2 + |∇T z

m
2 (t)|2

}

+a0(k − η)

∫

|(z1)m
t +(φ1)t|>1

|(z1)
m
t (t) + (φ1)t(t)|

2dx ≤ k1(η)

+
1

2
|F(t)|2 +

1

2
|(z1)

m
t (t)|2 +

d

dt
(G(t), zm

2 (t))Γ1
+
C2

0

2
|Gt(t)|

2
Γ1

+

(
γ2

2
− h(0)

)
|∇zm

1 (t)|2 +
1

2
||h||L1(0,∞)

t∫

0

h(t− s)|∇zm
1 (s)|2ds

+
1

2
|∇Tz

m
2 (t)|2 +

d

dt




t∫

0

h(t− s)
(
∇zm

1 (s),∇zm
1 (t)

)
Ω
ds


 . (3.11)

En intégrant (3.11) entre 0 et t et en notant que zm(0) = zm
t (0) = 0, il s’ensuit que

1

2
{|(z1)

m
t (t)|2 + |∇zm

1 (t)|2 + |(z2)
m
t (t)|2 + |∇T z

m
2 (t)|2}

+a0(k − η)

t∫

0

∫

|(z1)m
t +(φ1)t|>1

|(z1)
m
t (s) + (φ1)t(s)|

2dxds

≤ k2(η, T ) +
1

2
||h||L1(0,∞)

t∫

0

|∇zm
1 (s)|2ds+

1

2

t∫

0

|F(s)|2ds

+

t∫

0

[
1

2
|(z1)

m
t (s)|2 +

(
γ2

2
− h(0)

)
|∇zm

1 (s)|2 +
1

2
|∇Tz

m
2 (s)|2

]
ds
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+(G(t), zm
2 (t))Γ1

+
C2

0

2

t∫

0

|Gt(s)|
2
Γ1
ds+

t∫

0

h(t− s)
(
∇zm

1 (s),∇zm
1 (t)

)
Ω
ds, (3.12)

où

t∫

0

k1(η)dt ≤

T∫

0

k1(η)ds = k2(η, T ).

On a

t∫

0

h(t− s)
(
∇zm

1 (s),∇zm
1 (t)

)
Ω
ds ≤ |∇zm

1 (t)|

t∫

0

h(t− s)|∇zm
1 (s)|ds

≤ η|∇zm
1 (t)|2 +

1

4η

t∫

0

h(s)ds

t∫

0

h(t− s)|∇zm
1 (s)|2ds

≤ η|∇zm
1 (t)|2 +

1

4η
||h||L1(0,∞)||h||L∞(0,∞)

t∫

0

|∇zm
1 (s)|2ds.

D’après l’inégalité (3.10) on a :

(G(t), zm
2 (t)) ≤

C2
0

4η
|G(t)|2Γ1

+ η|∇Tz
m
2 (t)|2 (3.13)

1

2
|(z1)

m
t (t)|2 +

(
1

2
− η

)
|∇zm

1 (t)|2 +
1

2
|(z2)

m
t (t)|2 +

(
1

2
− η

)
|∇T z

m
2 (t)|2

+a0(k − η)

t∫

0

∫

|(z1)m
t +(φ1)t|>1

|(z1)
m
t (s) + (φ1)t(s)|

2dxds ≤ k2(η, T )

+
1

2
||F||2L2(0,∞;L2(Ω)) +

C2
0

4η
|G(t)|2Γ1

+
1

2
||h||L1(0,∞)

t∫

0

|∇zm
1 (s)|2ds

+
1

4η
||h||L1(0,∞)||h||L∞(0,∞)

t∫

0

|∇zm
1 (s)|2ds+

C2
0

2
||Gt||

2
L2(0,∞;L2(Γ1))

+

t∫

0

[
1

2
|(z1)

m
t (s)|2 +

(
γ2

2
− h(0)

)
|∇zm

1 (s)|2 +
1

2
|∇T z

m
2 (s)|2

]
ds. (3.14)
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3.2.1.2 Lemme de Gronwall

Lemme 3.2.1 Soit l une fonction non négative de L1(0,∞), et f une fonction de L∞(0,∞).

Soit β une constante positive ou nulle telle que

f(t) ≤ β +

t∫

0

l(s)f(s)ds,

alors

f(t) ≤ β exp




t∫

0

l(s)ds



 .

Combinons (3.13) et (3.14), choisissons η > 0 suffisamment petite et appliquons le lemme de

Gronwall on obtient la première estimation

|(z1)
m
t (t)|2 + |∇zm

1 (t)|2 + |(z2)
m
t (t)|2 + |∇T z

m
2 (t)|2 ≤ L1. (3.15)

En effet

f(t) = |(z1)
m
t (t)|2 + |∇zm

1 (t)|2 + |(z2)
m
t (t)|2 + |∇T z

m
2 (t)|2

≤ k2(η, T ) +
1

2
||F||2L2(0,∞;L2(Ω)) +

C2
0

4η
|G(t)|2Γ1

+
C2

0

2
||Gt||

2
L2(0,∞;L2(Γ1))

+

t∫

0

[
1

2
||h||L1(0,∞) +

(
γ2

2
− h(0)

)
+

1

4η
||h||L1(0,∞)||h||L∞(0,∞)

]
|∇zm

1 (s)|ds

+

t∫

0

[
1

2
|(z1)

m
t (s)|2 +

1

2
|(z2)

m
t (s)| +

1

2
|∇T (z2)

m(s)|2
]
ds,

alors

f(t) ≤ β +

t∫

0

l(s)
[
|(z1)

m
t (s)|2 + |∇zm

1 (s)|2 + |(z2)
m
t (s)|2 + |∇T z

m
2 (s)|2

]
ds,

et donc

f(t) ≤ β exp




t∫

0

sup

(
1

2
||h||L1(0,∞) +

(
γ2

2
− h(0)

)
+

1

4η
||h||L1(0,∞)||h||L∞(0,∞);

1

2

)
ds





≤ β exp




T∫

0

sup

(
1

2
||h||L1(0,∞) +

(
γ2

2
− h(0)

)
+

1

4η
||h||L1(0,∞)||h||L∞(0,∞);

1

2

)
ds




≤ βC(T )
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où :

β = k2(η, T ) +
1

2
||F||2L2(0,∞;L2(Ω)) +

C2
0

4η
|G(t)|2Γ1

+
C2

0

2
||Gt||

2
L2(0,∞;L2(Γ1)) > 0

l ≡ sup

(
1

2
||h||L1(0,∞) +

(
γ2

2
− h(0)

)
+

1

4η
||h||L1(0,∞)||h||L∞(0,∞);

1

2

)
,

et

|G(t)|2Γ1
≤ |G(T )|2Γ1

.

D’où

f(t) ≤ βC(T ) ≤ L1

où L1 est une constante positive indépendante de m ∈ N.

D’où

|(z1)
m
t (t)|2 + |∇zm

1 (t)|2 + |(z2)
m
t (t)|2 + |∇T z

m
2 (t)|2 +

t∫

0

∫

Ω

|(z1)
m
t (s) + (φ1)t(s)|

2dxds ≤ L2

où L2 est une constante positive indépendante de m ∈ N.

On déduit que T = tm, ∀m et





(z)m
t demeure dans un borné de L∞(0, T,V) ∩W 1,∞(0,∞,H)

zm demeure dans un borné de L∞(0, T,V) ∩W 1,∞(0,∞,H).
(3.16)

3.2.1.3 Seconde Estimation

Premièrement, on estime le terme (z)m
tt (0) dans la norme L2(Ω) × L2(Γ).

Considérons w = (z)m
tt (0) dans (3.6), notons que

zm(0) = (z)m
t (0) = 0,

c’est à dire

(zm(0) = (zm
1 (0), zm

2 (0)) = (z)m
t (0) = ((z1)

m
t (0), (z2)

m
t (0)) = 0),

il s’ensuit que

|(z1)
m
tt (0)|2 + |(z2)

m
tt (0)|2 + (∇zm

1 (0), (z1)
m
tt (0))Ω + (∇T z

m
2 (0), (z2)

m
tt (0))Γ1
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−

t∫

0

h(t− s)(∇zm
1 (0), (zm

1 )tt(0))ds+

∫

Ω

a(x)g((z1)
m
t (0) + (φ1)t(t))(z1)

m
tt (0)dx

= (F(0), (z1)
m
tt (0))Ω + (G(0), (z2)

m
tt (0))Γ1

.

Puisque, on a
∂z0

1

∂ν
− ∆T z

0
2 = 0 sur Γ1×]0,∞[ et ∆T z

0
2 |Σ

∈ L2(Σ),

alors

((z1
2)

m)tt(0), (z2)
m
tt (0)) + |(zm

2 )tt(0)|2 = (∆u0
1, (z

m
2 )tt(0)).

Donc

|(z2)
m
tt (0)|2 = |∆u0

1||(z
1
2)tt(0)| = |(z2)

m
tt (0)| ⇒ |(z2)

m
tt (0)|2 = |(z1

2)tt(0) − 1||∆u0
1|,

d’où :

|(zm
2 )tt(0)|2 < L3, (3.17)

où L3 est une constante positive indépendante de m ∈ N et t ∈ [0, T ].

En dérivant (3.6) par rapport à t, il s’ensuit que

(
d

dt
(z1)

m
tt (t), w

)

Ω

+

(
d

dt
(z2)

m
tt (t), w

)

Γ1

+ (∇(z1)
m
t (t), w)Ω + (∇T (z2)

m
t (t), w)Γ1

+

∫

Ω

a(x)
d

dt

[
g((z1)

m
t (t) + (φ1)t(t))w

]
dx−

t∫

0

ht(t− s)(∇zm
1 (s),∇w)Ωds

−h(0)(∇zm
1 (t),∇w)Ω =

d

dt

[
(F(t), w)Ω + (G(t), w)Γ1

]
. (3.18)

En multipliant (3.18) par γj
tt(t), on déduit

(
d

dt
(z1)

m
tt (t),

m∑

j=1

γj
tt(t)wj

)

Ω

+

(
d

dt
(z2)

m
tt (t),

m∑

j=1

γj
tt(t)wj

)

Γ1

+

(
∇(z1)

m
t (t),∇

m∑

j=1

γj
tt(t)wj

)

Ω

+

(
∇T (z2)

m
t (t),∇T

m∑

j=1

γj
tt(t)wj

)

Γ1
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+

∫

Ω

a(x)(z1)
m
tt (t)gt((z1)

m
t (t) + (φ1)t(t))

m∑

j=1

γj
tt(t)wjdx

−h(0)

(
∇zm

1 (t),∇
m∑

j=1

γj
tt(t)wj

)
−

t∫

0

ht(t− s)

(
∇zm

1 (s),∇
m∑

j=1

γj
tt(t)wj

)

Ω

=

(
Ft(t),

m∑

j=1

γj
tt(t)wj

)

Ω

+
d

dt

(
Gt(t),

m∑

j=1

γj
t (t)wj

)

Γ1

−

(
Gtt(t),

m∑

j=1

γj
t (t)wj

)

Γ1

.

En sommant par rapport à j, il vient

1

2

d

dt

{
|(z1)

m
tt (t)|

2 + |∇(z1)
m
t (t)|2 + |(z2)

m
tt (t)|

2 + |∇T (z2)
m
t (t)|2

}

−h(0)(∇zm
1 (t),∇(zm

1 )tt(t)) −

t∫

0

ht(t− s)(∇zm
1 (s),∇(zm

1 )tt(t))ds

+

∫

Ω

a(x)gt((z1)
m
t (t) + (φ1)t(t))((z1)

m
tt )

2(t)dx = (Ft(t), (z1)
m
tt (t))Ω

+
d

dt
(Gt(t), (z2)

m
t (t)) − (Gtt(t), (z2)

m
t (t))Γ1

.

En intégrant l’égalité précédente par parties, on trouve

1

2

d

dt

{
|(z1)

m
tt (t)|

2 + |∇(z1)
m
t (t)|2 + |(z2)

m
tt (t)|

2 + |∇T (z2)
m
t (t)|2

}

+h(0)|∇(zm
1 )t(t)|

2 +

∫

Ω

a(x)gt((z1)
m
t (t) + (φ1)t(t))((z1)

m
tt )

2(t)dx

= (Ft, (z
m
1 )tt(t))Ω +

d

dt
(Gt(t), (z

m
2 )t)Γ1

− (Gtt(t), (z
m
2 )t)Γ1

−ht(0)(∇zm
1 (t),∇(zm

1 )t(t)) +
d

dt




t∫

0

ht(t− s)(∇zm
1 (s),∇(zm

1 )t(t))ds



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−

t∫

0

htt(t− s)(∇zm
1 (s),∇(zm

1 )t(t))ds+ h(0)
d

dt
(∇zm

1 (t),∇(zm
1 )t(t)).

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Young et sous l’hypothèse (N.4) , on

obtient

(Ft(t), (z1)
m
tt (t))Ω ≤

1

2
|Ft(t)|

2 +
1

2
|(z1)

m
tt (t)|

2,

(Gtt(t), (z2)
m
t (t))Γ1

≤
C2

0

4η
|Gtt(t)|

2 + η|∇T z
m
2 (t)|2

ht(0)(∇zm
1 (t),∇(zm

1 )t(t)) ≤
(ht(0))2

4η
|∇zm

1 (t)|2 + η|∇(zm
1 )t(t)|

2

t∫

0

htt(t− s)(∇zm
1 (s),∇zm

1 (t))ds ≤ |∇(zm
1 )t(t)|

2

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

ξ1h(t− s)|∇zm
1 (s)|2

∣∣∣∣∣∣

≤ η|∇(zm
1 )t(t)|

2 +
(ξ1)

2

4η
||h||L1(0,∞)

t∫

0

h(t− s)|∇zm
1 (s)|2ds.

Donc :

1

2

d

dt

{
|(z1)

m
tt (t)|

2 + |∇(z1)
m
t (t)|2 + |(z2)

m
tt (t)|

2 + |∇T (z2)
m
t (t)|2

}

+(h(0) − 2η)|∇(zm
1 )t(t)|

2 + a0

∫

Ω

gt((z1)
m
t (t) + (φ1)t(t))((z1)

m
tt )

2(t)dx

≤
1

2
|Ft(t)|

2 +
1

2
|(z1)

m
tt (t)|

2 +
C2

0

4η
|Gtt(t)|

2 + η|∇Tz
m
2 (t)|2 +

d

dt
(Gt(t), (z2)

m
t (t))Γ1

+
(ξ1)

2

4η
||h||L1(0,∞)

t∫

0

h(t− s)|∇zm
1 (s)|2ds+

d

dt




t∫

0

ht(t− s)(∇zm
1 (s),∇(z1)

m
t (t))ds





+
(ht(0))2

4η
|∇zm

1 (t)|2 + h(0)
d

dt
(∇zm

1 (t),∇(zm
1 )t(t)).
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En intégrant cette dernière relation de 0 à t et en tenant compte de (3.17), de zm(0) = zm
t (0),

et des estimations

1

2
|(z1)

m
tt (t)|

2 +
1

2
|∇(z1)

m
t (t)|2 + a0

t∫

0

∫

Ω

gt((z1)
m
t (s) + (φ1)t(s))((z1)

m
tt )

2(s)dxds

+
1

2
|(z2)

m
tt (t)|

2 +
1

2
|∇T (z2)

m
t (t)|2 + (h(0) − 2η)

t∫

0

|∇(zm
1 )t(s)|

2ds ≤
L3

2

+
1

2
||Ft(t)||

2
L2(0,T,L2(Ω)) +

(ξ1)
2

4η
||h||L1(0,∞)||h||L∞(0,∞)

t∫

0

|∇zm
1 (s)|2ds

+
1

2

t∫

0

|(z1)
m
tt (s)|

2ds+ (Gt(t), (z2)
m
t (t))Γ1

+
C2

0

4η
||Gtt(t)||

2
L2(0,T,L2(Γ1))

+

t∫

0

ht(t− s)(∇zm
1 (s),∇(z1)

m
t (t))ds+

h(0)2

4η
|∇zm

1 (t)|2 + η|∇(zm
1 )t(t)|

2

+η

t∫

0

|∇T z
m
2 (s)|2ds+

(ht(0))2

4η

t∫

0

|∇zm
1 (s)|2ds.

En tenant compte de (3.10), on a

(Gt(t), (z2)
m
t (t))Γ1

≤
C2

0

4η
||Gt(t)||

2
Γ1

+ η|∇T (z2)
m
t (t)|2

t∫

0

ht(t− s)(∇zm
1 (s),∇(z1)

m
t (t))ds ≤

γ2

4η
||h||L1(0,∞)||h||L∞(0,∞)

t∫

0

|∇zm
1 (s)|2ds+ η|∇(z1)

m
t (t)|2.

D’où

1

2
|(z1)

m
tt (t)|

2 +

(
1

2
− η

)
|∇(z1)

m
t (t)|2 +

1

2
|(z2)

m
tt (t)|

2 +

(
1

2
− η

)
|∇T (z2)

m
t (t)|2

+(h(0) − 2η)

t∫

0

|∇(zm
1 )t(s)|

2ds+ a0

t∫

0

∫

Ω

gt((z1)
m
t (s) + (φ1)t(s))((z1)

m
tt )

2(s)dxds
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≤
L3

2
+

1

2
||Ft(t)||

2
L2(0,T,L2(Ω)) +

C2
0

4η
||Gtt(t)||

2
L2(0,T,L2(Γ1)) +

C2
0

4η
||Gt(t)||

2
Γ1

+η|∇(z1)
m
t (t)|2 +

γ2

4η
||h||L1(0,∞)||h||L∞(0,∞)

t∫

0

|∇zm
1 (s)|2ds+ η

t∫

0

|∇T z
m
2 (s)|2ds

+
(ht(0))2

4η

t∫

0

|∇zm
1 (s)|2ds+

(ξ1)
2

4η
||h||2L1(0,∞)

t∫

0

|∇zm
1 (s)|2ds+

1

2

t∫

0

|(z1)
m
tt (s)|

2ds

+
h(0)2

4η
|∇zm

1 (t)|2 +
C2

0

4η
||Gt(t)||

2
Γ1
.

ensuite, à partir de (3.18), (3.19) et (3.20), choisissons η > 0 suffisamment petit, considérant la

première estimation et employons le Lemme de Gronwall on obtient la seconde estimation

1

2

{
|(z1)

m
tt (t)|

2 + |∇(z1)
m
t (t)|2 + |(z2)

m
tt (t)|

2 + |∇T (z2)
m
t (t)|2

}

+

t∫

0

|∇(zm
1 )t(s)|

2ds+

t∫

0

∫

Ω

gt((z1)
m
t (s) + (φ1)t(s))((z1)

m
tt )

2(s)dxds ≤ L4, (3.19)

où L4 est une constante positive indépendante de m ∈ N et t ∈ [0, T ].

Où :

f(t) = |(z1)
m
tt (t)|

2 + |∇(z1)
m
t (t)|2 + |(z2)

m
tt (t)|

2 + |∇T (z2)
m
t (t)|2

≤
L3

2
+

1

2
||Ft(t)||

2
L2(0,T,L2(Ω)) +

C2
0

4η
||Gtt(t)||

2
L2(0,T,L2(Γ1)) +

C2
0

4η
||Gt(t)||

2
Γ1

+

t∫

0

C|∇zm
1 (s)|2ds+ η

T∫

0

|∇T (z2)
m
t (s)|2ds+

1

2

T∫

0

|(z1)
m
tt (s)|

2ds+
C2

0

4η
||Gt(t)||

2
Γ1

≤ β +

t∫

0

l(s)
[
|(z1)

m
tt (t)|

2 + |∇(z1)
m
t (t)|2 + |(z2)

m
tt (t)|

2 + |∇T (z2)
m
t (t)|2

]
ds.

Donc :

f(t) ≤ β exp




t∫

0

sup
[1
2
, η
]
ds


 ≤ β exp




T∫

0

sup
[1
2
, η
]
ds


 ≤ βC(T ).
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Où :

β =
L3

2
+

1

2
||Ft(t)||

2
L2(0,T,L2(Ω)) +

C2
0

4η
||Gtt(t)||

2
L2(0,T,L2(Γ1)) +

C2
0

4η
||Gt(t)||

2
Γ1
> 0

C =
(ξ1)

2

4η
||h||2L1(0,∞) +

(ht(0))2

4η
+
γ2

4η
||h||L1(0,∞)||h||L∞(0,∞).

Donc

f(t) ≤ βC(t) ≤ L5.

D’après (3.16) et (3.17) on déduit que

(z)m
tt = ((z1)

m
tt , (z2)

m
tt ) demeure dans un born de L∞(0, T, L2(Ω) × L2(Γ)). (3.20)

Passage à la limite :

Des informations (3.16) et (3.20) on déduit que l’on peut extraire de zm une sous suite

zη = (zη
1 , z

η
2) telle que :

zη = (zη
1 , z

η
2) −→ z = (z1, z2) dans L∞(0, T,V) faible etoile.

(z)η
t = ((z1)

η
t , (z2)

η
t ) −→ z = ((z1)t, (z2)t) dans L∞(0, T,V) faible etoile.

(z)η
tt = ((z1)

η
tt, (z2)

η
tt) −→ z = ((z1)tt, (z2)tt) dans L∞(0, T,H) faible etoile.

D’où l’existence d’une solution forte.

Analyse du terme non linéaire. Tenons compte de (3.15), on déduit qu’il existe

χ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) tel que

g(v′m + φ′) ⇀ χ weakly in L2(0, T ;L2(Ω)). (3.21)

Retournons à (3.6) et utilisant des arguments standards, on peut montrer à partir des estima-

tions précédentes que

v′′ − ∆(v −

t∫

0

h(t− τ)v(τ)dτ) + χ = F dans D′(Ω × (0 × T ). (3.22)

Maintenant, puisque v′′, χ,F ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) on a

∆(v −

t∫

0

h(t− τ)v(τ)dτ) + χ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),
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et par conséquent l’identité (3.22) donne

v′′ − ∆



v −
t∫

0

h(t− τ)v(τ)dτ



 + χ = F in L2(0, T ;L2(Ω)). (3.23)

Tenons compte de (3.23) et utilisons la formule de Green on déduit que

∂

∂ν


v −

t∫

0

h(t− τ)v(τ)dτ


 = G sur D′(0, T ;H−1/2(Γ1)),

et puisque G ∈ L2(0, T ;L2(Γ1)) on déduit que

∂

∂ν


v −

t∫

0

h(t− τ)v(τ)dτ


 = G dans L2(0, T ;L2(Γ0)) (3.24)

Notre but est de montrer que

χ = g(v′ + φ′).

Premièrement, on définit

zm(t) = vm(t) −

t∫

0

h(t− τ)vm(τ)dτ ∈ Vm. (3.25)

Maintenant, considérons, en particulier, w = zm(t) dans (3.6) et intégrons sur (0, T ) l’expression

obtenue, il s’ensuit que

∫ T

0

(v′′m(t), zm(t)) dt+

∫ T

0

|∇zm(t)|2 dt+

∫ T

0

(g(v′m(t) + φ
′

(t)), zm(t))Ω dt

=

∫ T

0

(F(t), zm(t)) dt+

∫ T

0

(G(t), zm(t))Γ1
dt (3.26)

A partir des première et seconde estimations, et grâce au théorème d’Aubin-Lions, il existe une

sous suite de {vm}, qui sera encore notée par {vm}, telle que

vm → v fortement dans L2(0, T ;L2(Ω)), (3.27)

v′m → v′ fortement dans L2(0, T ;L2(Ω)), (3.28)

Maintenant, puisque H
1

2 (Γ1) →֒ L2(Γ1) est compacte et notons que

|vm(t)|H1/2(Γ0) ≤ C|∇vm(t)|, et |v′m(t)|Γ0
≤ C|∇v′m(t)|.
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à partir de la première et seconde estimation et en utilisant de nonveau le théorème d’Aubin-

Lions on déduit que

vm → v fortement dans L2(0, T ;L2(Γ1)). (3.29)

A partir de la seconde estimation on a aussi

v′′m⇀ v′′ faiblement dans L2(0, T ;L2(Ω)). (3.30)

Ensuite, à partir des convergences (3.21), (3.27), (3.29) et (3.30) on peut passer à la limite dans

(3.26) afin d’obtenir

lim
m→∞

∫ T

0

|∇zm(t)|2 dt = −

∫ T

0

(v′′, z(t)) dt−

∫ T

0

(χ(t), z(t))Ω dt

+

∫ T

0

(F(t), z(t)) dt+

∫ T

0

(G(t), z(t))Γ1
dt. (3.31)

Combinons (3.23), (3.24) et (3.31) et en tenant compte de la formule de Green, on déduit

lim
m→∞

∫ T

0

|∇zm(t)|2 dt =

∫ T

0

|∇z(t)|2 dt,

qui implique que

∇zm → ∇z fortement dansL2(0, T ;L2(Ω)). (3.32)

Maintenant, considérons w = v′m(t) dans (3.6) et en intégrant le résultat obtenu sur (0, T ), il

s’ensuit que

∫ T

0

(v′′m(t), v′(t)) dt+

∫ T

0

(∇zm(t),∇v′m(t)) dt+

∫ T

0

(g(v′m(t) + φ′(t)), v′m(t) + φ′(t))Ω dt

=

∫ T

0

(F(t), v′m(t)) dt+

∫ T

0

(G(t), v′m(t))Γ1
dt+

∫ T

0

(g(v′m(t) + φ′(t)), φ′(t))Ω dt. (3.33)

On note aussi qu’à partir de la seconde estimation on conclut que

∇v′m ⇀ ∇v′ faiblement dans L2(0, T ;L2(Ω)). (3.34)

Les convergences (3.23), (3.28), (3.30) et (3.34) avec (3.33) donnent

lim
m→∞

∫ T

0

(g(v′m(t) + φ′(t)), v′m(t) + φ′(t))Ω dt = −

∫ T

0

(v′′(t), v′(t)) dt−

∫ T

0

(∇z(t),∇v′(t)) dt

+

∫ T

0

(F(t), v′(t)) dt+

∫ T

0

(G(t), v′(t))Γ1
dt

+

∫ T

0

(χ(t), φ′(t))Ω dt. (3.35)
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et à partir de (3.23), (3.24) et (3.25), en appliquant la formule de Green, on obtient

lim
m→∞

∫ T

0

(g(v′m(t) + φ′(t)), v′m(t) + φ′(t))Ω dt =

∫ T

0

(χ(t), v′(t) + φ′(t))Ω dt. (3.36)

D’autre part, puisque g est une fonction monotone non croissante, on a

∫ T

0

(g(v′m(t) + φ′(t) − g(Ψ), (v′m(t) + φ′(t)) − Ψ)Ω dt ≥ 0

pour tout Ψ ∈ L2(Ω).

La dernière inégalité donne

∫ T

0

(g(v′m(t) + φ′(t)),Ψ)Ω dt+

∫ T

0

(g(Ψ), v′m(t) + φ′(t) − Ψ)Ω dt

≤

∫ T

0

(g(v′m(t) + φ′(t)), v′m(t) + φ′(t))Ω dt. (3.37)

A partir de (3.37) on déduit

lim inf
m→∞

∫ T

0

(g(v′m(t) + φ′(t)),Ψ)Ω dt

+ lim inf
m→∞

∫ T

0

(g(Ψ), v′m(t) + φ′(t) − Ψ)Ω dt (3.38)

≤ lim inf
m→∞

∫ T

0

(g(v′m(t) + φ′(t)), v′m(t) + φ′(t))Ω dt.

Considérons les convergences (3.21), (3.36) et aussi la suivante

v′m + φ′ ⇀ v′ + φ′ faiblement dans L2(0, T ;L2(Ω))

on déduit

∫ T

0

(χ(t) − g(Ψ), v′(t) + φ′(t)) − Ψ)Ω dt ≥ 0. (3.39)

Considerons Ψ = (v′ + φ′) + λξ, où ξ est un élément arbitraire de ξ ∈ L2(Ω) et λ > 0, on peut

écrire

∫ T

0

(χ(t) − g((v′(t) + φ′(t)) + λζ), (−λξ))Ω dt ≥ 0.

Par conséquent

∫ T

0

(χ(t) − g((v′(t) + φ′(t)) + λζ), ξ)Ω dt ≥ 0.
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pour tout ξ ∈ L2(Ω).

Comme l’opérateur g : L2(Ω) → (L2(Ω))′ = L2(Ω) donné par v → g(v) est hémicontinu, on a

∫ T

0

(χ(t) − g((v′(t) + φ′(t)), ξ)Ω dt ≤ 0.

pour tout ξ ∈ L2(Ω).

Donc,

∫ T

0

(χ(t) − g((v′(t) + φ′(t)), ξ)Γ0
dt = 0

pour tout ξ ∈ L2(Ω), qui implique que

χ(t) = g(v′(t) + φ′(t)).

Unicité :

Soit u et v deux solutions du problème (3.6), alors

z = (z1, z2) = u− v

vérifie

((z1)tt, w1)Ω + ((z2)tt, w2)Γ1
+ (∇z1,∇w1)Ω + (∇T z2,∇Tw2)Γ1

−

t∫

0

h(t− s)(∇z1(s),∇w1(s))ds+

∫

Ω

a(x)
[
g(u1)t − g(v1)t

]
w1dx = 0

pour tout w = (w1, w2) appartient à V.

En posant

w = zt(t),

on obtient

((z1)tt, (z1)t)Ω + ((z2)tt, (z2)t)Γ1
+ (∇z1,∇(z1)t)Ω + (∇T z2,∇T (z2)t)Γ1

−

t∫

0

h(t− s)(∇z1(s),∇(z1)t(s))ds+

∫

Ω

a(x)
[
g(u1)t − g(v1)t

]
((u1)t − (v1)t)dx = 0.
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Donc

1

2

d

dt

{
|(z1)t(t)|

2 + |(z2)t(t)|
2 + |∇z1|

2 + |∇T z2|
2
}
−

t∫

0

h(t− s)(∇z1(s),∇(z1)t(s))ds

+

∫

Ω

a(x)
[
g(u1)t − g(v1)t

](
(u1)t − (v1)t

)
dx = 0.

Comme

t∫

0

h(t− s)(∇z1(s),∇(z1)t(t))ds = −h(0)|z1(t)|
2 −

t∫

0

ht(t− s)(∇z1(s),∇z1(t))ds

+
d

dt




t∫

0

h(t− s)(∇z1(s),∇z1(t))ds



 . (3.40)

Donc

d

dt

{
|(z1)t(t)|

2 + |(z2)t(t)|
2 + |∇z1|

2 + |∇T z2|
2
}

+ h(0)|z1(t)|
2

+

t∫

0

ht(t− s)(∇z1(s),∇z1(t))ds−
d

dt




t∫

0

h(t− s)(∇z1(s),∇z1(t))ds




+

∫

Ω

a(x)
[
g(u1)t − g(v1)t

]
((u1)t − (v1)t)dx = 0.

Comme

t∫

0

ht(t− s)(∇z1(s),∇z1(t))ds ≤
1

2
||h||L1(0,∞)

t∫

0

h(t− s)|∇z1(s)|
2ds+

γ2

2
|∇z1(t)|

2 (3.41)

1

2

d

dt

{
|(z1)t(t)|

2 + |(z2)t(t)|
2 + |∇z1|

2 + |∇T z2|
2
}

+

∫

Ω

a(x)
[
g(u1)t − g(v1)t

]
((u1)t − (v1)t)dx

≤
1

2
||h||L1(0,∞)

t∫

0

h(t− s)|∇z1(s)|
2ds+

γ2

2
|∇z1(t)|

2 +
d

dt




t∫

0

h(t− s)(∇z1(s),∇z1(t))ds


 .

En intégrant de 0 à t on déduit que

1

2
|(z1)t(t)|

2 +
1

2
|(z2)t(t)|

2 +
1

2
|∇z1|

2 +
1

2
|∇T z2|

2 +

t∫

0

∫

Ω

a(x)
[
g(u1)t − g(v1)t

]
((u1)t − (v1)t)dxds
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≤
1

2
||h||2L1(0,∞)

t∫

0

|∇z1(s)|
2ds+

γ2

2

t∫

0

|∇z1(s)|
2ds+

t∫

0

h(t− s)(∇z1(s),∇z1(t))ds.

Comme

t∫

0

h(t− s)(∇z1(s),∇z1(t))ds ≤ η|∇z1(t)|
2 +

1

4η
||h||L1(0,∞)||h||L∞(0,∞)

t∫

0

|∇z1(s)|
2ds

1

2
|(z1)t(t)|

2+
1

2
|(z2)t(t)|

2+

(
1

2
− η

)
|∇z1|

2+
1

2
|∇T z2|

2+

t∫

0

∫

Ω

a(x)
[
g(u1)t−g(v1)t

]
((u1)t−(v1)t)dxds

≤
1

2
||h||2L1(0,∞)

t∫

0

|∇z1(s)|
2ds+

γ2

2

t∫

0

|∇z1(s)|
2ds+

1

4η
||h||L1(0,∞)||h||L∞(0,∞)

t∫

0

|∇z1(s)|
2ds,

donc
1

2
|(z1)t(t)|

2 +
1

2
|(z2)t(t)|

2 +

(
1

2
− η

)
|∇z1|

2 +
1

2
|∇T z2|

2

≤

(
1

2
||h||2L1(0,∞) +

γ2

2
+

1

4η
||h||L1(0,∞)||h||L∞(0,∞)

) t∫

0

|∇z1(s)|
2ds.

En appliquant le lemme de Gronwall, on trouve

|(z1)t(t)|
2 = |(z2)t(t)|

2 = |∇z1|
2 = |∇T z2|

2 = 0,

ce qui donne

z = (z1, z2) = u− v = 0.

Donc

u = v.

3.3 Existence de la solution faible

Soient (u0, u1) ∈ H1
Γ0

× L2(Ω) et (v0, v1) ∈ H1(Γ) × L2(Γ), on sait que

D(−∆) =

{
(u, v) ∈ V ∩ (H2(Ω) ×H2(Γ)) ; vtt +

∂u

∂ν
− ∆T v = 0 sur Γ1/ u|Γ = v

}

est dense dans V et (H1
Γ0

(Ω) ∩ H2(Ω)) × (H1(Γ) ∩ H2(Γ)) est dense dans L2(Ω) × L2(Γ), il

existe donc une suite {u0
η, v

0
η} ⊂ D(−∆) et {u1

η, v
1
η} ⊂ (H1

Γ0
(Ω) ∩ H2(Ω)) × (H1(Γ) ∩ H2(Γ))
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telle que

(u0
η, v

0
η) −→ (u0, v0) fortement dans V (3.42)

(u1
η, v

1
η) −→ (u1, v1) fortement dans H (3.43)

avec
∂u0

η

∂ν
− ∆Tv

0
η = 0 sur Γ et ∆Tv

0
η ∈ L2(Γ)

alors, pour tout n ∈ N, il existe

uη = (uη, vη) : (Ω × R+) × (Γ × R+) −→ R,

solution régulière du problème (P) vérifiant





utt,η − ∆uη −

t∫

0

h(t− s)∆uη(s)ds+ a(x)g(ut,η) = 0 dans Ω × R+

vtt,η +
∂uη

∂ν
+

t∫

0

h(t− s)
∂uη

∂ν
(s)ds− ∆T vη = 0 sur Γ1 × R+

uη = vη sur Γ × R+

uη = 0 sur Γ0 × R+

uη(0) = (uη(0), vη(0)) = ut,η(0) = (ut,η(0), vt,η(0)) = 0 dans Ω × Γ.

(3.44)

En utilisant la première estimation, on obtient

|ut,η(t)|
2 + |vt,η(t)|

2 + |∇uη(t)|
2 + |∇Tvη(t)|

2 ≤ L. (3.45)

Et posons

zθ,η = (z1,θ,η, z2,θ,η) = uθ,η − vθ,η,

où θ, et η ∈ N sont deux solutions régulière de (3.44) correspondantes à u0
η(x), u

1
η(x), u

0
θ(x),

u1
θ(x) et v0

η(x), v
1
η(x), v

0
θ(x), v

1
θ(x) respectivement.

On suivra les mêmes étapes que celles utilisées pour démontrer l’unicité de la solution forte de

(3.6) et en tenant compte de (3.42), on déduit l’existence de

(u, v) : (Ω × R+) × (Γ × R+) −→ R
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telle que

(uη, vη) −→ (u, v) fortement dans C0([0, T ],V). (3.46)

(ut,η, vt,η) −→ (ut, vt) fortement dans C0([0, T ],H). (3.47)

Par passage à la limite dans la première équation du problème (P), on trouve





utt − ∆u−

t∫

0

h(t− s)∆u(s)ds+ a(x)g(ut) = 0 dans L2(0, T,V)

vtt +
∂u

∂ν
+

t∫

0

h(t− s)
∂u

∂ν
(s)ds− ∆Tv = 0 dans L2(0, T,V)

Maintenant, notre but est de montrer que χ = g(y′). En effet, multiplyant la première équation

dans (3.44) par y′µ et intégrant sur Ω on obtient

1

2

d

dt
|y′µ(t)|

2 +
1

2

d

dt
|∇yµ(t)|

2 + (g(y′µ(t)), y
′
µ(t))Ω

=
d

dt
(

∫ t

0

h(t− τ)(∇yµ(τ),∇yµ(t)) dτ) − h(0)|∇yµ(t)|
2 (3.48)

−

∫ t

0

h′(t− τ)(∇yµ(τ),∇yµ(t)) dτ.

Intégrant la dernière égalité sur (0; t) il s’ensuit que

1

2
|y′µ(t)|

2 +
1

2
|∇yµ(t)|

2 +

∫ t

0

(g(y′µ(s)), y
′
µ(s))Ωds,

=
1

2
|y1

µ|
2 +

1

2
|∇y0

µ|
2 +

∫ t

0

h(t− τ)(∇yµ(τ),∇yµ(t)) dτ (3.49)

−h(0)

∫ t

0

|∇yµ(s)|
2 ds−

∫ t

0

∫ s

0

h′(s− τ)(∇yµ(τ),∇yµ(s)) dτds.

A partir de (3.49) et tenons compte des convergences (3.42), (3.43), (3.46) et (3.47), on déduit

que

lim
µ−→∞

∫ t

0

(g(y′µ(s)), y
′
µ(s))Ωds = −

1

2
|y′(t)|2 −

1

2
|∇y(t)|2

1

2
|y1|2

+
1

2
|∇y0|2 +

∫ t

0

h(t− τ)(∇y(τ),∇y(t)) dτ

−

∫ t

0

∫ s

0

h′(s− τ)(∇y(τ),∇y(s)) dτ ds.

− h(0)

∫ t

0

|∇y(s)|2 ds (3.50)
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D’autre part, supposons que w est une solution faible du problème linéaire





w′′ − ∆w +

∫ t

0

h(t− τ)∆w(τ) dτ + χ = 0 dans L2(0,∞;V′)

w = 0 sur Γ0 × (0,∞)

∂w

∂ν
−

∫ t

0

h(t− τ)
∂w

∂ν
(τ) dτ dans L2(0,∞;L2(Γ1))

w(0) = y0; w′(0) = y1 dans Ω.

(3.51)

ensuite, considérons les même arguments utilisés pour démontrer (3.50), on conclut que

∫ t

0

(χ(s), w′(s))Ωds = −
1

2
|w′(t)|2 −

1

2
|∇w(t)|2

1

2
|y1|2 +

1

2
|∇y0|2

+

∫ t

0

h(t− τ)(∇w(τ),∇w(t)) dτ (3.52)

−

∫ t

0

∫ s

0

h′(s− τ)(∇w(τ),∇w(s)) dτ ds

− h(0)

∫ t

0

|∇w(s)|2 ds

Puisque y est une solution faible du problème (3.51), alors à partir de (3.50) et (3.52) il s’ensuit

que

lim
m−→∞

∫ t

0

(g(y′n(s)), y
′
n(s))Ω ds =

∫ t

0

(χ(s), y′(s))Ωds.

La convergence précédente, combinée avec (3.46), joue un rôle essentiel pour montrer que χ =

g(u′) en utilisant les mêmes arguments que ceux considérés avant. Maintenant, l’unicité des

solutions faibles est obtenue en utilisant la procédure de régularisation de Lions-Visik.
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Chapitre 4

Stabilité exponentielle du problème (P)

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de la stabilisation exponentielle du problème (P).

Soit Ω un domaine borné de R
n, de frontière Γ = ∂Ω de classe C2. Soit {Γ0,Γ1} une partition

de Γ telle que

Γ = Γ0 ∪ Γ1

et

Γ0 ∩ Γ1 = ∅.

On désigne par ν le champ unitaire normal extérieur à la frontière Γ de Ω, et par ∂ν l’opérateur

de dérivation dans cette direction. On note par ∂T la dérivée tangentielle.

Il important de rappeler que Cavalcanti et Al [22] ont étudié l’éxistence, l’unicité et le compor-

tement asymptotique des solutions du problème viscoélastique, avec un feedback frontière, non

linéaire suivant





utt − ∆u+

t∫

0

h(t− s)∆u(s)ds = 0 dans Ω × R+

∂u

∂ν
−

t∫

0

h(t− s)
∂u

∂ν
(s)ds+ g(ut) = 0 sur Γ0 × R+

u = 0 dans Γ1 × R+

u(0) = u0, u′(0) = u1 dans Ω

(∗)
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où Ω est un domaine étoilé, borné de Rn ; n ≥ 1, avec une frontière Γ = Γ0 ∪Γ1 assez régulière.

Ici, Γ0 et Γ1 sont disjoints fermés, et ν représente le vecteur normal sortant de Ω. Quand n = 1

et Ω = (0, L), par exemple, le problème (∗) décrit l’équation du mouvement d’un corps constitué

par un matériaux viscoelastique, avec une mémoire longue, qui occupe l’intervalle [0;L] et tel

que l’une de ses extrémité est fixée quant à l’autre elle est libre et soumise à l’action d’une

dissipation non linéaire. Quand h = 0, le problème (∗) a été étudié par M. Aassila [5], G. Chen

et H. Wong [26], I. Lasiecka et D. Tataru [48] et aussi par E. Zuazua [80]. Quand g = 0, on

renvoit le lecteur au travail de J. Muñoz Rivera et J. Barbosa Sobrinho [7], qui ont considéré

l’équation viscoelastique sous les conditions de contact de Signorini. On peut aussi citer d’autres

travaux en relation avec les effets viscoelastiques tels que C. M. Dafermos [27, 29] ; S. Jian et

J. Muñoz Rivera [39] ; J. Lagnese [45] ; et M. Renardy, W. J. Hrusa et J. A. Nohel [72], parmi

tant d’autres.

Le résultat principal de notre travail, dans cette première partie, conserne l’existence globale

et l’unicité des solutions fortes et faibles de (P) et la décroissance uniforme (exponentielle) de

l’énergie associée à ce problème. Pour obtenir l’existence des solutions on utilise la méthode de

Faedo-Galerkin au lieu de la théorie des semigroupes. Cependant, les conditions aux limites non

linéaires posent de sérieuses difficultés techniques, que nous décrivons ci dessous : Premièrement,

on ne peut pas utiliser une base spéciale donnée par les fonctions propres de −∆, qui nous

conduit à considérer un problème équivalent avec des données initiales nulles obtenues par un

changement de variables. Le même argument a toujours été considéré par M. M. Cavalcanti, V.

N. Domingos Cavalcanti et J. A. Soriano [19] dans leur récent travail. Deuxièment, les arguments

standards de compacité ou de monotonie ne marchent pas quand on passe à la limite. En effet,

afin de passer à la limite on cherche à combiner les deux méthodes. Concernant la stabilité

asymptotique de l’énergie, on considère les estimations intégrales de l’énergie avec la téchnique

des multiplicateurs de V. Komornik [44]. Cependant, la méthode des multiplicateurs, n’est pas

utilisable quand on traite le terme mémoire

t∫

0

h(t− τ)∆u(τ)dτ ce qui nous a conduit à utiliser

le "trick" donnée par le noyau résolvant de Volterra afin d’obtenir le terme
t∫

0

h(t− τ)y(τ)dτ . Mais les conditions aux limites non linéaires posent d’autres problèmes, qui

nous ont poussé à traiter l’équation dans sa forme originale. Ensuite, en supposant que g et h
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vérifient des propriétés générales (voir hypothèses sur le feedback g et sur le noyau h ci-dessous)

et de plus que

t∫

0

h(s)ds est assez petite, on obtient des estimations du taux de décroissance de

l’énergie associée aux solutions du problème (P).

On rappelle que le problème (P) est défini par :





utt − ∆u+

t∫

0

h(t− s)∆u(s)ds+ a(x)g(ut) = 0 dans Ω × R+

vtt +
∂u

∂ν
−

t∫

0

h(t− s)
∂u

∂ν
(s)ds− ∆Tv = 0 sur Γ1 × R+

u = v sur Γ × R+

u = 0 sur Γ0 × R+

(u(0), v(0)) = (u0, v0), (ut(0), vt(0)) = (u1, v1) dans Ω × Γ

(P)

On considère les espaces

V =
{

(u, v) ∈ H1
Γ0

(Ω) ×H1(Γ) /u|Γ = v
}
,

H = L2(Ω) × L2(Γ).

munis des normes suivantes

|(u, v)|2
H

= |u|2L2(Ω) + |v|2L2(Γ),

||(u, v)||2
V

= ||u||2H1(Ω) + ||v||2H1(Γ).

V et H sont des espaces de Hilbert et V est dense dans H avec injection continue.

On fait les :

hypothèses sur le feedback g :

(F.1) Soit g est une fonction non décroissante, de classe C1, telle que

(i) g(s)s > 0 ∀s 6= 0

(ii) ks2 ≤ g(s)s ≤ Ks2 pour tout |s| > 1, k et K étant deux constantes

positives.

(F.2) Soit a est une fonction non négative telle que

a ∈ L∞(Ω), a(x) ≥ a0 > 0 dans ω.

où ω ⊂ Ω est un ouvert non vide, a0 est constante.
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hypothèses sur le noyau h :

Premiérement, on suppose que h est une fonction de classe C2(R+,R+) qui vérifie les hypothèses

suivantes

– (N.1)

∞∫

0

h(s)ds < 1

– (N.2) 1 −

∞∫

0

h(s)ds = L > 0

de plus on suppose aussi qu’il existe ξ1 telle que

– (N.4) 0 ≤ htt(t) ≤ ξ1h(t) , pour tout t ≥ 0,

– (N.5) eαth(t) ∈ L1(0,∞) , pour tout α > 0, t > 0,

– (N.6) ht(t) + γh(t) ≥ 0 et eαt[ht(t) + γh(t)] ∈ L1(0,∞) , pour tout α, γ > 0.

Dans la suite, on notera par : l, l, lα, lα et hα les expressions suivantes

l(t) = ht(t) + γh(t), (4.1)

l =

∞∫

0

l(s)ds, (4.2)

lα = eαtl(t), (4.3)

lα =

∞∫

0

lα(s)ds, (4.4)

h =

∞∫

0

h(s)ds. (4.5)

Ensuite, on définira l’énergie classique associée au problème (P).

En multipliant la première équation du problème (P) par : ut, la deuxième par vt et en intégrant

sur Ω et Γ1 respectivement, on obtient





(utt, ut)Ω − (∆u, ut)Ω +

t∫

0

h(t− s)(∆u(s), ut)Ωds+ (a(x)g(ut), ut)Ω = 0 dans Ω × R+,

(vtt, vt)Γ1
+
(∂u
∂ν
, vt

)
Γ1

−

t∫

0

h(t− s)
(∂u
∂ν

(s), vt(t)
)
ds− (∆T v, vt)Γ1

= 0 sur Γ1 × R+,

u = v sur Γ × R+,

u = 0 sur Γ0 × R+,

(u(0), v(0)) = (u0, v0), (ut(0), vt(0)) = (u1, v1) dans Ω × Γ
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La première équation donne

∫

Ω

uttutdx−

∫

Ω

∆uutdx+

∫

Ω

ut

t∫

0

h(t− s)∆u(s)dsdx+

∫

Ω

a(x)g(ut)utdx = 0.

En appliquant la formule de Green, la dernière égalité devient

∫

Ω

uttutdx+

∫

Ω

∇u∇utdx−

∫

Ω

∇ut

t∫

0

h(t− s)∇u(s)dsdx+

∫

Ω

a(x)g(ut)utdx−

∫

Γ1

∂u

∂ν
utdΓ

+

∫

Γ1

ut

t∫

0

h(t− s)
∂u

∂ν
(s)dsdΓ = 0

ce qui donne

1

2

d

dt

∫

Ω

{
|ut|

2 + |∇u|2
}
dx−

∫

Ω

∇ut

t∫

0

h(t− s)∇u(s)dsdx+

∫

Ω

a(x)g(ut)utdx

−

∫

Γ1

∂u

∂ν
utdΓ +

∫

Γ1

ut

t∫

0

h(t− s)
∂u

∂ν
(s)dsdΓ = 0. (4.6)

De même pour la deuxième équation

∫

Γ1

vttvtdΓ +

∫

Γ1

∂u

∂ν
vtdΓ −

∫

Γ1

vt

t∫

0

h(t− s)
∂u

∂ν
(s)dsdΓ −

∫

Γ1

∆TvvtdΓ = 0

c’est à dire

∫

Γ1

vttvtdΓ +

∫

Γ1

∇Tv∇TvtdΓ +

∫

Γ1

∂u

∂ν
vtdΓ −

∫

Γ1

vt

t∫

0

h(t− s)
∂u

∂ν
(s)dsdΓ = 0,

ce qui donne

1

2

d

dt

∫

Γ1

{
|vt|

2 + ∇Tv|
2
}
dΓ = −

∫

Γ1

∂u

∂ν
vtdΓ +

∫

Γ1

vt

t∫

0

h(t− s)
∂u

∂ν
(s)dsdΓ (4.7)

En remplaçant le terme

−

∫

Γ1

∂u

∂ν
vtdΓ +

∫

Γ1

vt

t∫

0

h(t− s)
∂u

∂ν
(s)dsdΓ
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de l’équation (4.6) par le terme

1

2

d

dt

∫

Γ1

{
|vt|

2 + ∇Tv|
2
}
dΓ

et en utilisant les conditions aux limites, on obtient

1

2

d

dt



∫

Ω

{
|ut|

2dx+ |∇u|2
}
dx+

∫

Γ1

{
|vt|

2 + ∇Tv|
2
}
dΓ


+

∫

Ω

a(x)g(ut)utdx

−

∫

Ω

∇ut

t∫

0

h(t− s)∇u(s)dsdx = 0. (4.8)

Donc :

1

2

d

dt



∫

Ω

{
|ut|

2dx+ |∇u|2
}
dx+

∫

Γ1

{
|vt|

2 + ∇Tv|
2
}
dΓ


 = −

∫

Ω

a(x)g(ut)utdx

+

∫

Ω

∇ut

t∫

0

h(t− s)∇u(s)dsdx, (4.9)

ce qui donne

d

dt
E(t) =

1

2

d

dt




∫

Ω

{
|ut|

2dx+ |∇u|2
}
dx+

∫

Γ1

{
|vt|

2 + ∇Tv|
2
}
dΓ





L’énergie associée au problème (P) est définie par :

E(t) =
1

2




∫

Ω

{
|ut|

2dx+ |∇u|2
}
dx+

∫

Γ1

{
|vt|

2 + ∇Tv|
2
}
dΓ



 (4.10)

4.2 Stabilisation du problème (P)

Théorème 4.2.1 Si les hypothèses (N.1) et (N.5) sont satisfaites, alors l’énergie du problème

(P) décroit exponentiellement vers zéro, c’est-à-dire ; il existe deux constantes positives C et β

telles que

E(t) ≤ C exp(−βt) ∀t ≥ 0,

pour toute solution faible u du problème (P).
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On fait la démonstration pour les solutions fortes par des arguments de densité les résultats

seront étendus aux solutions faibles.

La différentiation de E(t) par rapport au temps donne

d

dt
E(t) = −

∫

Ω

a(x)g(ut)utdx+

∫

Ω

∇ut

t∫

0

h(t− s)∇u(s)dsdx.

On définit une fonction de Lyaponouv par

(h�∇u)(t) =

∫

Ω

t∫

0

h(t− s)|∇u(t) −∇u(s)|2dsdx.

Pour la peuve du théorème, on utilise le lemme suivant

Lemme 4.2.1 Pour tout u ∈ C1(0, T,H2(Ω)) on a :

∫

Ω

t∫

0

h(t− s)∆u(s)ut(t)dsdt =
1

2

d

dt
(h�∇u)(t) −

1

2

d

dt




t∫

0

h(s)ds



∫

Ω

|∇u(t)|2dx

−
1

2
(h�∇u)(t) +

1

2
h(t)

∫

Ω

|∇u(t)|2dx.

Preuve du lemme (4.2.1) On a

∫

Ω

t∫

0

h(t− s)∆u(s)ut(t)dsdx = −

t∫

0

h(t− s)

∫

Ω

∇ut(t)∇u(s)dsdx

= −

t∫

0

h(t− s)

∫

Ω

∇ut(t)
[
∇u(s) −∇u(t)

]
dxds−

t∫

0

h(t− s)

∫

Ω

∇ut(t)∇u(t)dxds,

d’où
∫

Ω

t∫

0

h(t− s)∆u(s)ut(t)dsdx =
1

2

t∫

0

h(t− s)
d

dt

∫

Ω

|∇u(s) −∇u(t)|2dxds

−

t∫

0

h(s)



1

2

d

dt

∫

Ω

|∇u(t)|2dx



 ds.

Il claire que :

∫

Ω

t∫

0

h(t− s)∆u(s)ut(t)dsdx =
1

2

d

dt






t∫

0

h(t− s)

∫

Ω

|∇u(s) −∇u(t)|2dxds





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−
1

2

d

dt









t∫

0

h(s)ds



∫

Ω

|∇u(t)|2dx




−
1

2

t∫

0

h(t− s)

∫

Ω

|∇u(s) −∇u(t)|2dxds

+
1

2
h(t)

∫

Ω

|∇u(t)|2dx.

Ceci achève la démonstration du lemme (4.2.1).

En dérivant (h�∇u)(t), on obtient

d

dt
(h�∇u)(t) = (ht�∇u)(t) +

d

dt








t∫

0

h(s)ds



∫

Ω

|∇u|2dx



− h(t)

∫

Ω

|∇u|2dx

−2

t∫

0

∫

Ω

h(t− s)∇u(s)∇ut(t)dxds.

Donc :

1

2

d

dt
(h�∇u)(t) =

1

2
(ht�∇u)(t) +

1

2

d

dt









t∫

0

h(s)ds



∫

Ω

|∇u|2dx




−
1

2
h(t)

∫

Ω

|∇u|2dx

−

t∫

0

∫

Ω

h(t− s)∇u(s)∇ut(t)dxds.

d’où l’on tire

d

dt
E(t) =

1

2

d

dt



∫

Ω

{
|ut|

2 + |∇u|2
}
dx+

∫

Γ1

{
|vt|

2 + |∇Tv|
2
}
dΓ




= −

∫

Ω

a(x)g(ut)utdx+

∫

Ω

∇ut

t∫

0

h(t− s)∇u(s)dsdx

= −

∫

Ω

a(x)g(ut)utdx−
1

2

d

dt
(h�∇u)(t) +

1

2
(ht�∇u)(t)

+
1

2

d

dt








t∫

0

h(s)ds




∫

Ω

|∇u|2dx



−

1

2
h(t)

∫

Ω

|∇u|2dx

ce qui implique

1

2

d

dt



∫

Ω

{
|ut|

2 + |∇u|2
}
dx+

∫

Γ1

{
|vt|

2 + |∇Tv|
2
}
dΓ



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−
1

2

d

dt









t∫

0

h(s)ds



∫

Ω

|∇u|2dx




+
1

2

d

dt
(h�∇u)(t)

=
1

2

d

dt



∫

Ω

|ut|
2dx+


1 −

t∫

0

h(s)ds



∫

Ω

|∇u|2dx+

∫

Γ1

{|vt|
2 + |∇Tv|

2}dΓ + (h�∇u)(t)




= −
1

2
h(t)

∫

Ω

|∇u|2 +
1

2
(ht�∇u)(t) −

∫

Ω

a(x)g(ut)utdx.

En définissant l’énergie modifiée, il s’ensuit que

e(t) =
1

2

∫

Ω

|ut|
2dx+

1

2


1 −

t∫

0

h(s)ds



∫

Ω

|∇u|2dx+
1

2

∫

Γ1

|vt|
2dΓ+

1

2

∫

Γ1

|∇Tv|
2dΓ+

1

2
(h�∇u)(t).

Donc

e(t) = E(t) −
1

2




t∫

0

h(s)ds




∫

Ω

|∇u|2dx+
1

2
(h�∇u)(t).

La différentiation de e(t) par rapport au temps donne

d

dt
e(t) = −

1

2
h(t)

∫

Ω

|∇u|2dx+
1

2
(ht�∇u)(t) −

∫

Ω

a(x)g(ut)utdx

D’après la définition de e(t), (h�∇u)(t), et l’hypothèse (N.2), on a la

Remarque 4.2.1 Soient (u0, u1) ∈ [H2(Ω) ∩H1
Γ0

(Ω)] ×H1
Γ0

et (v0, v1) ∈ H2(Γ) ×H1(Γ) avec

∂νu
0 − ∆v0 = 0, sur Γ et ∆Tv

0
Γ ∈ L2(Γ).

Alors, il existe une constante M > 0 telle que :

E(t) ≤Me(t); pour tout t ≥ 0.

En effet :

e(t) ≥
1

2




∫

Ω

|ut|
2dx+ L

∫

Ω

|∇u|2dx+

∫

Γ1

{
|vt|

2 + |∇Tv|
2
}
dΓ





≥
L

2
E(t), puisque 0 < L < 1.

60



chapitre 4 Stabilité exponentielle du problème (P)

On introduit maintenant les deux fonctionnelles

ϕ(t) =

∫

Ω

utudx+

∫

Γ1

vtvdΓ

et

ψ(t) =

∫

Ω

t∫

0

Lα(t− s)|∇u(t) −∇u(s)|2dsdx = (Lα�∇u)(t)

où

Lα(t) = e−αt

∞∫

t

lα(s)ds = e−αt

∞∫

t

l(s)eαsds

et l(t) définit par (4.1) et α est définit par (N.5).

De plus, on définit une fonctionnelle V (t) par

V (t) = e(t) + εϕ(t) + ηψ(t) − η




t∫

0

Lα(s)ds



∫

Ω

|∇u(t)|2dx

+2η

∫

Ω

∇u(t)

t∫

0

Lα(t− s)∇u(s)dsdx. (4.11)

où η et ε sont des constantes qui seront déterminées plus tard.

Proposition 4.2.1 Soient (u0, u1) ∈ [H2(Ω)∩H1
Γ0

(Ω)]×H1
Γ0

et (v0, v1) ∈ H2(Γ)×H1(Γ) avec

∂νu
0 − ∆v0 = 0, sur Γ et ∆Tv

0
Γ ∈ L2(Γ).

Alors, il existe des constantes ε0, η0, ζ1 et ζ2 telles que

ζ1(E(t) +
1

2
(h�∇u)(t)) ≤ V (t) ≤ ζ2(E(t) + ψ(t) + (h�∇u)(t)), (4.12)

pour tout ; 0 < ε < ε0 et 0 < η < η0.

Preuve : En appliquant l’inégalité de Poincaré à la fonction ϕ(t), on obtient

ϕ(t) =

∫

Ω

utudx+

∫

Γ1

vtvdΓ ≤
1

2




∫

Ω

|ut|
2dx+ cp

∫

Ω

|∇u|2dx+

∫

Γ1

|vt|
2dΓ + c′p

∫

Γ1

|∇Tv|
2dΓ





où cp et c′p sont les constantes de Poincaré.

D’autre part, on a l’estimation

∫

Ω

∇u(t)

t∫

0

Lα(t− s)∇u(s)dsdx =

∫

Ω

∇u(t)

t∫

0

Lα(t− s)[∇u(s) −∇u(t) + ∇u(t)]dsdx
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≤




t∫

0

Lα(s)ds



∫

Ω

|∇u(t)|2dx+

∫

Ω

∇u(t)

t∫

0

Lα(t− s)[∇u(s) −∇u(t)]dsdx

≤


δ1 +

t∫

0

Lα(s)ds



∫

Ω

|∇u(t)|2dx+
1

4δ1




t∫

0

Lα(s)ds


ψ(t)

où δ1 > 0.

On a aussi

l =

∞∫

0

l(s)ds ≤

∞∫

0

eαsl(s)ds = lα,

et

t∫

0

Lα(s)ds ≤
1

α

+∞∫

0

l(s)eαsds =
lα
α
. (4.13)

En effet,

t∫

0

Lα(s)ds =

t∫

0

e−αs

∞∫

s

l(r)eαrdrds

=



−1

α
e−αs

∞∫

s

l(r)eαrdr




t

0

+
1

α

t∫

0

e−αs




∞∫

s

l(r)eαrdr




′

ds

=
−1

α
e−αt

∞∫

t

l(r)eαrdr +
1

α

∞∫

0

l(r)eαrdr −
1

α

t∫

0

l(r)dr

≤
1

α

∞∫

0

l(r)eαrdr =
lα
α
, (car l > 0).

Donc

∫

Ω

∇u(t)

t∫

0

Lα(t− s)∇u(s)dsdx ≤

(
δ1 +

lα
α

)∫

Ω

|∇u(t)|2dx+
lα

4αδ1
ψ(t). (4.14)

Substituant les estimations précédentes dans (4.11), on tire

V (t) ≥ e(t)−
ε

2

∫

Ω

|ut|
2dx−

ε

2

∫

Γ1

|vt|
2dΓ−

εcp
2

∫

Ω

|∇u|2dx−
εc′p
2

∫

Γ1

|∇Tv|
2dΓ− η

lα
α

∫

Ω

|∇u(t)|2dx

+ηψ(t) − η
1

2δ1

lα
α
ψ(t) − 2η

(
δ1 +

lα
α

)∫

Ω

|∇u(t)|2dx.
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A partir de la dernière inégalité on obtient

V (t) ≥

(
1 − ε

2

)∫

Ω

|ut|
2dx+

(
1 − ε

2

)∫

Γ1

|vt|
2dΓ+

(
1 − εc′p

2

)∫

Γ1

|∇Tv|
2dΓ+η

(
1 −

1

2δ1

lα
α

)
ψ(t)

+
1

2
(h�∇u)(t) +

(
1

2
(1 − h) − 2ηδ1 − 3η

lα
α

−
εcp
2

)∫

Ω

|∇u|2dx.

En choisissant maintenant

δ1 =
lα
α
,

η =
α(1 − h)

20lα
,

et

ε < min

{
1,

1 − h

4cp

}
.

on déduit l’existence d’une constante positive ζ1 > 0 telle que

V (t) ≥ ζ1E(t) +
1

2
(h�∇u)(t), (4.15)

où

ζ1 ≤ min

{
(1 − ε), (1 − εc′p),

3

4
(1 − h) − 10η

lα
α

}
.

Pour l’autre inégalité on a

ϕ(t) =

∫

Ω

utudx+

∫

Γ1

vtvdΓ ≤
1

2

∫

Ω

|ut|
2dx+

cp
2

∫

Ω

|∇u|2dx+
1

2

∫

Γ1

|vt|
2dΓ +

c′p
2

∫

Γ1

|∇Tv|
2dΓ

∫

Ω

∇u(t)

t∫

0

Lα(t− s)∇u(s)dsdx ≤

(
δ1 +

lα
α

)∫

Ω

|∇u(t)|2dx+
lα

4αδ1
ψ(t).

En prenant δ1 =
1

2
, on obtient alors

V (t) ≤

(
1 + ε

2

)∫

Ω

|ut|
2dx+

(
1 + ε

2

)∫

Γ1

|vt|
2dΓ +

(
1 + εc′p

2

)∫

Γ1

|∇Tv|
2dΓ

+η

(
1 +

lα
α

)
ψ(t) +

1

2
(h�∇u)(t) +

(
1

2
+
εcp
2

+ η + 2η
lα
α

)∫

Ω

|∇u|2dx.
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Donc il existe une constante positive, ζ2 > 0 telle que

V (t) ≤ ζ2(E(t) + ψ(t) + (h�∇u)(t)), (4.16)

où

ζ2 ≥ max

{
(1 + ε), (1 + εc′p), (1 + εcp + 2η + 4η

lα
α

)

}
.

En combinant (4.15) et (4.16), on obtient (4.12).

Ceci achève la démonstration de la Proposition.

On définit maintenant une nouvelle fonctionnelle W (t) en posant

W (t) = V (t) + λΓ(t) + µΘ(t),

où

Γ(t) =

∫

Ω

t∫

0

Hα(t− s)|∇u(s)|dsdx,

Hα(t) = e−αt

+∞∫

t

h(s)eαsds

et

Θ(t) =

∫

Ω

ut

t∫

0

h(t− s)(u(s) − u(t))dsdx.

Proposition 4.2.2 Soient (u0, u1) ∈ [H2(Ω)∩H1
Γ0

(Ω)]×H1
Γ0

et (v0, v1) ∈ H2(Γ)×H1(Γ) avec

∂νu
0 − ∆v0 = 0, sur Γ et ∆Tv

0
Γ ∈ L2(Γ).

Alors, il existe des constantes ε0, η0, ζ3 et ζ4 telles que :

ζ3(E(t) +
1

2
(h�∇u)(t)) ≤ W (t) ≤ ζ4(E(t) + ψ(t) + Γ(t) + (h�∇u)(t)), (4.17)

pour tout 0 < ε < ε0 et 0 < η < η0.

Preuve : L’inégalité de Young donne

Θ(t) =

∫

Ω

ut

t∫

0

h(t− s)(u(s) − u(t))dsdx

≤ c

∫

Ω

|ut|
2dx+

cph

4c

∫

Ω

t∫

0

h(t− s)|∇u(s) −∇u(t)|2dsdx

≤ c

∫

Ω

|ut|
2dx+

cph

4c
(h�∇u)(t),
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où c est constante positive.

D’après la proposition 4.2.1 on a

V (t) + λΓ(t) + µΘ(t) ≥ ζ1E(t) − µc

∫

Ω

|ut|
2dx−

µcph

4c
(h�∇u)(t) +

1

2
(h�∇u)(t) + λΓ(t)

≥

(
ζ1
2
− µc

)∫

Ω

|ut|
2dx+

ζ1
2

∫

Ω

|∇u|2dx+
ζ1
2

∫

Γ1

|vt|
2dΓ

+
ζ1
2

∫

Γ1

|∇Tv|
2dΓ +

(
1

2
−
µcph

4c

)
(h�∇u)(t).

En choisissant

c = µcph

et

µ2 <
ζ1

2cph
,

on obtient l’existence d’une constante positive ζ3 > 0 telle que

W (t) ≥ ζ3(E(t) +
1

2
(h�∇u)(t)).

Pour l’autre inégalité on a

W (t) = V (t) + λΓ(t) + µΘ(t) ≤ ζ2(E(t) + ψ(t) + (h�∇u)(t)) + λΓ(t) + µΘ(t)

≤ ζ2E(t) + ζ2ψ(t) + ζ2(h�∇u)(t) + λΓ(t)

+µc

∫

Ω

|ut|
2dx+

µcph

4c
(h�∇u)(t)

=

(
ζ2
2

+ µc

)∫

Ω

|ut|
2dx+

ζ2
2

∫

Ω

|∇u|2dx+
ζ2
2

∫

Γ1

|vt|
2dΓ

+
ζ2
2

∫

Γ1

|∇Tv|
2dΓ + ζ2ψ(t) +

(
ζ2 +

µcph

4c

)
(h�∇u)(t)

+λΓ(t).

Donc il existe une constante positive ζ4 telle que

W (t) ≤ ζ4(E(t) + ψ(t) + Γ(t) + (h�∇u)(t)),

d’où l’on obtient

ζ3(E(t) +
1

2
(h�∇)(t)) ≤ W (t) ≤ ζ4(E(t) + ψ(t) + Γ(t) + (h�∇u)(t)).
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Théorème 4.2.2 Supposons que les hypothèses (N.1) et (N.5) sont satisfaites, et que les don-

nées initiales : (u0, u1) ∈ [H2(Ω) ∩H1
Γ0

(Ω)] ×H1
Γ0

et (v0, v1) ∈ H2(Γ) ×H1(Γ) avec

∂νu
0 − v0 = 0, sur Γ1 et ∆Tv

0
Γ1

∈ L2(Γ1)

vérifiant l’inégalité : E(0) > 0. Supposons de plus que les quantités lα et hα sont suffisamment

petites, alors l’énergie classique E(t) du problème (P) décroit exponentiellement vers zéro, c’est-

à-dire, il existe deux constantes C > 0 et B > 0 telle que

E(t) ≤ Ce−Bt; ∀t ≥ 0, (4.18)

pour tout solution forte u du problème (P)

Preuve. En dérivant l’énergie modifiée e par rapport au temps t, on obtient

e′(t) = −
1

2
h(t)

∫

Ω

|∇u|2 +
1

2
(ht�∇u)(t) −

∫

Ω

a(x)g(ut)utdx.

De même en dérivant la fonctionnelle ϕ(t), on a

dϕ

dt
=

∫

Ω

{|ut|
2 + uttu}dx+

∫

Γ1

{|vt|
2 + vttv}dΓ

En remplaçant utt et vtt par leurs expressions obtenues à partir des deux premières équations

du problème (P), on obtient

dϕ

dt
=

∫

Ω

{
|ut|

2 − |∇u|2
}
dx+

∫

Γ1

{
|vt|

2 − |∇Tv|
2
}
dΓ

+

∫

Ω

∇u(t)

t∫

0

h(t− s)∇u(s)dsdx−

∫

Ω

a(x)g(ut)udx

En dérivant la fonction ψ(t), on trouve

dψ

dt
= −αψ(t) − (l�∇u)(t) + 2




t∫

0

Lα(s)ds



∫

Ω

∇u(t)∇ut(t)dx

−2

∫

Ω

∇ut(t)

t∫

0

Lα(t− s)∇u(s)dsdx.
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Dérivons la fonctionnelle V (t) et remplaçons e′(t), ϕ′(t) et ψ′(t) par leurs valeurs, il vient

dV (t)

dt
= ε

∫

Ω

|ut|
2dx−

(
ε+

1

2
h(t) + ηLα(t) − 2ηLα(0)

)∫

Ω

|∇u|2dx+
1

2
(ht�∇u)(t)

−

∫

Ω

a(x)g(ut)utdx+ ε

∫

Ω

∇u

t∫

0

h(t− s)∇u(s)dsdx− αηψ(t) − η(l�∇u)(t)

+ε

∫

Γ1

|vt|
2dΓ − ε

∫

Γ1

|∇Tv|
2dΓ − 2ηα

∫

Ω

∇u(t)

t∫

0

Lα(t− s)∇u(s)dsdx

−2η

∫

Ω

∇u(t)

t∫

0

l(t− s)∇u(s)dsdx− ε

∫

Ω

a(x)g(ut)udx.

De même dérivons les fonctionnelles Θ(t) et Γ(t), on a

dΘ(t)

dt
= −

∫

Ω

∇u

t∫

0

h(t− s)(∇u(s) −∇u(t))dsdx

+

∫

Ω




t∫

0

h(t− s)∇u(s)ds








t∫

0

h(t− s)(∇u(s) −∇u(t))ds



 dx

−




t∫

0

h(s)ds



∫

Ω

|ut|
2dx+

∫

Ω

ut

t∫

0

ht(t− s)(u(s) − u(t))dsdx

et

d

dt
Γ(t) = −αΓ(t) −

∫

Ω

t∫

0

h(t− s)|∇u(s)|2dsdx+ hα

∫

Ω

|∇u(s)|2dx. (4.19)
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Substituons maintenant les dérivées de Θ(t) et Γ(t) dans la dérivée de W (t), alors

d

dt
W (t) = −



µ
t∫

0

h(s)ds− ε




∫

Ω

|ut|
2dx+

1

2
(ht�∇u)(t)

+ ε

∫

Γ1

|vt|
2dΓ − ε

∫

Γ1

|∇Tv|
2dΓ − αηψ(t) − η(l�∇u)(t)

− (ε+
1

2
h(t) + ηLα(t) − 2ηLα(0) − λhα)

∫

Ω

|∇u(s)|2dx

+ µ

∫

Ω




t∫

0

h(t− s)∇u(s)ds






t∫

0

h(t− s)(∇u(s) −∇u(t))ds


 dx

−

∫

Ω

a(x)g(ut)utdx− ε

∫

Ω

a(x)g(ut)udx− αλΓ(t)

− 2ηα

∫

Ω

∇u(t)

t∫

0

Lα(t− s)∇u(s)dsdx+ ε

∫

Ω

∇u

t∫

0

h(t− s)∇u(s)dsdx

− 2η

∫

Ω

∇u(t)

t∫

0

l(t− s)∇u(s)dsdx+ µ

∫

Ω

ut

t∫

0

ht(t− s)(u(s) − u(t))dsdx

− λ

∫

Ω

t∫

0

h(t− s)|∇u(s)|2dsdx

− µ

∫

Ω

∇u

t∫

0

h(t− s)(∇u(s) −∇u(t))dsdx. (4.20)

On a les estimations suivantes

∫

Ω

∇u

t∫

0

h(t− s)∇u(s)dsdx ≤ δ2

∫

Ω

|∇u(t)|2dx

+
1

4δ2




t∫

0

h(s)ds




∫

Ω

t∫

0

h(t− s)|∇u(s)|2dsdx, δ2 > 0,

∫

Ω

∇u

t∫

0

h(t− s)(∇u(s) −∇u(t))dsdx ≤ δ3

∫

Ω

|∇u(t)|2dx+
h

4δ3
(h�∇u)(t), δ3 > 0,

∫

Ω




t∫

0

h(t− s)∇u(s)ds








t∫

0

h(t− s)(∇u(s) −∇u(t))ds



 dx ≤ k2

∫

Ω




t∫

0

h(t− s)∇u(s)ds




2

dx
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+
h

4k2
(h�∇u)(t), k2 > 0,

et

∫

Ω

∇u(t)

t∫

0

l(t−s)∇u(s)dsdx ≤


δ4 +

t∫

0

l(s)ds



∫

Ω

|∇u(t)|2dx+
1

4δ4




t∫

0

l(s)ds


 (l�∇u)(t) δ4 > 0.

Injectons les estimations précédentes dans (4.20), alors on obtient

d

dt
W (t) ≤ −



µ
t∫

0

h(s)ds− ε




∫

Ω

|ut|
2dx+

1

2
(ht�∇u)(t) + ε

∫

Γ1

|vt|
2dΓ − ε

∫

Γ1

|∇Tv|
2dΓ − αηψ(t)

− η(l�∇u)(t) − (ε+
1

2
h(t) + ηLα(t) − 2ηLα(0) − λhα)

∫

Ω

|∇u(s)|2dx−

∫

Ω

a(x)g(ut)utdx

+ µk2

∫

Ω




t∫

0

h(t− s)∇u(s)ds




2

dx+ µ
h

4k2
(h�∇u)(t) − ε

∫

Ω

a(x)g(ut)udx

+ 2ηα

(
δ1 +

lα
α

)∫

Ω

|∇u(t)|2dx+ 2ηα
lα

4αδ1
ψ(t) + εδ2

∫

Ω

|∇u(t)|2dx

+ ε
1

4δ2




t∫

0

h(s)ds



∫

Ω

t∫

0

h(t− s)|∇u(s)|2dsdx− αλΓ(t)

+ 2η


δ4 +

t∫

0

l(s)ds



∫

Ω

|∇u(t)|2dx+ 2η
1

4δ4




t∫

0

l(s)ds


 (l�∇u)(t)

+ µδ3

∫

Ω

|∇u(t)|2dx+ µ
h

4δ3
(h�∇u)(t) + µ

∫

Ω

ut

t∫

0

ht(t− s)(u(s) − u(t))dsdx

− λ

∫

Ω

t∫

0

h(t− s)|∇u(s)|2dsdx,
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ce qui donne

d

dt
W (t) ≤ −


µ

t∫

0

h(s)ds− ε



∫

Ω

|ut|
2dx+

1

2
(ht�∇u)(t) + ε

∫

Γ1

|vt|
2dΓ + ε

∫

Γ1

|∇Tv|
2dΓ

− (ε− 6ηlα − 2ηαδ1 − εδ2 − 2ηδ4 − µδ3 − λhα)

∫

Ω

|∇u(s)|2dx− αλΓ(t)

− αη

(
1 −

lα
2αδ1

)
ψ(t) − η

(
1 −

l

2δ4

)
(l�∇u)(t) − ε

∫

Ω

a(x)g(ut)udx

+
µh

4

[
1

k2
+

1

δ3

]
(h�∇u)(t) +

(
εh

4δ2
+ µk2h− λ

)∫

Ω

t∫

0

h(t− s)|∇u(s)|2dsdx

+ µ

∫

Ω

ut

t∫

0

ht(t− s)(u(s) − u(t))dsdx. (4.21)

En choisissant dans (4.21)

δ1 =
lα
α
, δ2 =

1

2
, δ3 =

ε

6µ
, δ4 = l et k2 =

ε

µ

et en remplaçant ht(t) par l(t) − γh(t), on trouve

d

dt
W (t) ≤ −



µ
t∫

0

h(s)ds− ε




∫

Ω

|ut|
2dx+ ε

∫

Γ1

|vt|
2dΓ + ε

∫

Γ1

|∇Tv|
2dΓ

−
(ε

3
− 10ηlα − λhα

)∫

Ω

|∇u(s)|2dx− αλΓ(t)

−
αη

2
ψ(t) −

1

2
(η − 1)(l�∇u)(t) − ε

∫

Ω

a(x)g(ut)udx

−
1

2

(
γ −

7µ2h

2ε

)
(h�∇u)(t) −

(
λ−

3εh

2

)∫

Ω

t∫

0

h(t− s)|∇u(s)|2dsdx

+ µ

∫

Ω

ut

t∫

0

l(t− s)(u(s) − u(t))dsdx

− µγ

∫

Ω

ut

t∫

0

h(t− s)(u(s) − u(t))dsdx. (4.22)

En utilisant les estimations

∫

Ω

ut

t∫

0

l(t− s)(u(s) − u(t))dsdx ≤
h0

3

∫

Ω

|ut|
2dx+

3Cpl

4h0
(l�∇u)(t),
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∫

Ω

ut

t∫

0

h(t− s)(u(t) − u(s))dsdx ≤
h0

3γ

∫

Ω

|ut|
2dx+

3γCph

4h0
(h�∇u)(t)

et le fait que pour tout t ≥ t0 ≥ 0, on a

t∫

0

h(s)ds ≥

t0∫

0

h(s)ds = h0,

dans (4.22), il vient alors

d

dt
W (t) ≤ −

(
h0

3
− ε

)∫

Ω

|ut|
2dx+ ε

∫

Γ1

|vt|
2dΓ + ε

∫

Γ1

|∇Tv|
2dΓ

−
(ε

3
− 10ηlα − λhα

)∫

Ω

|∇u(s)|2dx− αλΓ(t)

−
αη

2
ψ(t) −

1

2

(
η − 1 −

3Cpµl

2h0

)
(l�∇u)(t) − ε

∫

Ω

a(x)g(ut)udx

−
1

2

(
γ −

7µ2h

2ε
−

3µγ2Cph

2h0

)
(h�∇u)(t)

−

(
λ−

3εh

2

)∫

Ω

t∫

0

h(t− s)|∇u(s)|2dsdx.

En posant

µ =
h0

h
min

{
1

3Cpγ
,
γ

63

}
,

ε =
µhO

6
,

η = 2 +
3µCpl

2h0
,

λ =
µh0(9h

2

α + 1)

36hα
,

et en choisissant

hα <
1

3
, lα =

ε

60η

on oboutit au résultat suivant

d

dt
W (t) ≤ −C(E(t) + (h�∇u)(t) + ψ(t) + Γ(t))
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où C est une constante positive.

D’après la proposition 4.2.2 on a

W ′(t) ≤ −
C

ζ4
W (t) = −βW (t), t ≥ t0 ≥ 0.

Comme

W (0) = V (0) > 0, pour un ε assez petit,

alors

W (t) ≤W (0) exp(−βt), t ≥ t0 ≥ 0.

Le membre de gauche de la proposition 4.2.2 donne

E(t) ≤
W (0)

ζ3
exp(−βt), t ≥ t0 ≥ 0,

d’où

E(t) ≤ C1 exp(−βt), pour tout t ≥ 0

où C1 =
W (0)

ζ3
> 0.

Ce qui achève la démonstration du Théorème .
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié l’existence, l’unicité et la décroissance exponentielle de l’éner-

gie associée à un problème viscoélastique.

– Les termes mémoire sont présents à l’intérieur du domaine et sur une partie de

sa frontière,

– La fonction de relaxation utilisée est positive et oscillante,

– Les conditions aux limites sont évolutives sur une partie du bord,

– Le feedback est non linéaire.

73



Perspectives

Il serait souhaitable d’étudier

1. Le même problème avec des semi linéarités à l’intérieur du domaine et sur le bord avec

des noyaux fortement définis positifs ,

2. le problème des plaques viscoélastiques combiné avec l’équation de la chaleur avec des

noyaux fortement définis positifs,

3. le problème de Petrovsky avec des noyaux fortement définis positifs,

4. le problème thermoélastique avec des noyaux fortement définis positifs.

.
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