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Notations usuelles de la Théorie Algébrique des Nombres 

D’après « Théorie Algébrique des Nombres », Pierre SAMUEL, Masson Ed, Paris (1975) 

Գ =  monoïde des entiers naturels {0, 1, 2,…, n,…},  Գ pour naturel ; 

Ժ = anneau des entiers rationnels ሼ0, േ1,േ2,… ,േ݊,… ሽ, Ժ pour Zahlen = nombre en 

allemand ; 

ℚ = corps des nombres rationnels ቄ0,



, ܽ ∈ Ժ, ܾ ∈ Գ∗,  ,ቅݔݑ݁ ݁ݎݐ݊݁ ݏݎ݁݅݉݁ݎ ܾ ݐ݁ ܽ

ℚ pour quotient ; 

Թ = corps des nombres réels ሼ0, ,ଵݎ ,ଶݎ … ሽ,  Թ pour réel ; 

ԧ = corps des nombres complexes ሼܽ  ܾ݅, ,ݏé݈݁ݎ ܾ ݐ݁ ܽ ݅ଶ ൌ െ1, ݅ ് േ1,  é݈݁ሽݎ ݊݊ ݅

ݍ  = corps fini àܨ/ ൌ  ;  élèments, F pour fini et pour Field = corps en anglais

A[x] = anneau des polynômes ݂ሺݔሻ ൌ ܽ  ܽଵݔ ⋯ ܽݔ, à coefficients ܽ dans 

ܣ ൌ Ժ,ℚ, Թ, ԧ ; 

Nombre algébrique = zéro ߠ d’un polynôme  ݂ሺߠሻ ൌ 0 ; 

A(x) = corps des fractions rationnelles  

݂ሺݔሻ

݃ሺݔሻ
ൌ ሻݔሺ݃ ݐ݁ ݔݑ݁ ݁ݎݐ݊݁ ݏݎ݁݅݉݁ݎሻݔሺ݃ ݐሻ݁ݔሺ݂ ݏ݁݉݊ݕ݈ 2 ݁݀ ݐ݊݁݅ݐݑݍ ് 0 

 

A[x, y]= anneau des polynômes ሺݔ, ሻݕ ൌ ∑ ܽ,ݔ
ݕ,ஹ  ,  ܽ, dans A 

 

A(x, y)= corps des fractions rationnelles ݂ሺݔ, ሻݕ ݃ሺݔ, ⁄ሻݕ  polynômes f et g premiers 

entre eux et ݃ ് 0. 
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Introduction 

 

   Les espaces homogènes qui nous intéressent concernent les Courbes Elliptiques. Nous 

sommes donc amenés à décrire quelques aspects de la Théorie des Courbes Elliptiques: 

Cubiques de WEIERSTRASS 

ܥ ∶    ଶݕ  ܽଵݕݔ  ܽଷݕ ൌ ଷݔ  ܽଶݔ
ଶ  ܽସݔ  ܽ  ∈ ,ݔሾܭ  ;  ሿݕ

 
Espaces affines ܫሺܭሻ, Espaces projectifs  ߏܫሺܭሻ, Point à l’infini, transformations linéaires 

de l’équation de WEIERSTRASS, invariants des cubiques de WEIERSTRASS, les deux 

types des Courbes Elliptiques. C’est l’objet du chapitre I. 

   Dans le chapitre II, nous déterminons la structure algébrique du groupe de            

MORDELL-WEIL, les coordonnées des points – P,  Pଵ  Pଶ, 2P. Nous calculons les 

coordonnées ݉ܲ de torsion pour ݉  0  du groupe de MORDELL-WEIL.                       

Nous nous intéressons aux sous groupes de ݉-torsion et aux groupes de torsion des Courbes 

Elliptiques.                                                                                                                                     

La dernière partie de ce chapitre est consacrée aux  valuations et aux réductions des Courbes 

Elliptiques. 

   Dans le chapitre III, nous étudions les isomorphismes des groupes de MORDELL-WEIL.                        

Ensuite nous étudions les espaces homogènes liés aux Courbes Elliptiques et les groupes 

associés : les groupes de Chatelet-Weil, les groupes de Selmer et les groupes  de  

Chafarevich-Tate.                                                                                                                      

Ces groupes sont construits à l’aide d’isogénies, de ݉ െtorsion, des groupes de cohomologie 

et des groupes ܹܥሺܧ ⁄௩ܭ ሻ. 
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CHAPITRE I – CUBIQUES DE WEIERSTRASS ET COURBES 
ELLIPTIQUES 

 

   D’après CASSELS [15] et SILVERMAN [12] la théorie des espaces homogènes est 
basée sur les groupes de MORDELL-WEIL et les groupes de cohomologie ܪ de 
groupes abélien finis. 

   Nous commençons par la théorie des Courbes Elliptiques, qui est exposée dans plusieurs 
ouvrages: [3], [7], [12], [15], [16]. 

 

1. Cubiques de WEIERSTRASS – équation affine - équation projective 

Les Cubiques de WEIERSTRASS sont des courbes algébriques planes, particulières dans 
l’ensemble des cubiques planes. 

 
 Définition 1  

   Une cubique de WEIERSTRASS est une courbe algébrique plane d’équation particulière 
formée de sept monômes : 
 
ܥ                           ∶    ଶݕ  ܽଵݕݔ  ܽଷݕ ൌ ଷݔ  ܽଶݔ

ଶ  ܽସݔ  ܽ  ∈ ,ݔሾܭ  ሿ  ;                             ሺ1ሻݕ
  
ܭ  ൌ ,݂݅ݐܽݐݑ݉݉ܿ ݏݎܿ ,݈ܾ݈ܽ݃  .݂݅݊݅ ݑ ݈݈ܽܿ
 
Exemples 
ଶݕ                             െ ݕݔ10  ݕ21 ൌ ଷݔ  ଶݔ3  ݔ14  40  ∈ ℚሾݔ,  ሿݕ
 
Définition 2 

   Un espace affine sur un corps algébriquement clos ܭ est l’ensemble ܫΑ୬ሺܭሻ  formé des n-

uples ܽ ൌ ሺܽଵ, … , ܽሻ d’éléments  ܽଵ, … , ܽ de ܭ : 
 

 ሻܭΑ୬ሺܫ ൌ ሼܽ ൌ ሺܽଵ, … , ܽሻ , ܽ ∈  ሽ ܭ
 

En langage géométrique l’élément ܽ ൌ ሺܽଵ, … , ܽሻ  est un point de l’espace IΑ୬ሺKሻ  à n 

coordonnées  ܽଵ, … , ܽ dans le corps ܭ ; l’exposant ݊ est égal à la dimension de l’espace affine 
 .ሻܭሺܫ
 

A chaque espace affine ܫሺܭሻ nous associons l’anneau ܭሾݐଵ, … ,  ሿ  des polynômes  ݂ et lesݐ
fonctions polynomiales : 

݂ ∶ ሻܭሺܫ  ⟶  ܭ

 
de valeur : 
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݂ሺܽሻ ൌ ݂ሺܽଵ, … , ܽሻ 

 

Dans les espaces affines ܫାଵሺܭሻ nous déterminons une relation d’équivalence ࣬ entre deux 
points de ܫାଵሺܭሻ ,  ܽ ൌ ሺܽଵ, … , ܽାଵሻ  et ܾ ൌ ሺܾଵ, … , ܾାଵሻ  avec la relation ܽ ࣬ ܾ  si et 
seulement si  ܾ ൌ ݐ pour un certain élément ܽݐ ് 0 du corps ܭ avec ܾ ൌ ሺܽݐଵ,… ,  .ାଵሻܽݐ
 
Définition 3 

   Un n-espace projectif  sur un corps algébriquement clos ܭ  est l’ensemble ߏܫ୬ሺܭሻ  des 
classes d’équivalence de points ܲ ൌ ሺܽଵ,… , ܽାଵሻ, à  ݊  1 coordonnées ܽ  non toutes nulles 
dans ܭ, avec la relation ࣬ d’équivalence : 
ሺܽଵ, … , ܽାଵሻ ࣬ ሺܾଵ, … , ܾାଵሻ si et seulement si : 
        

                    ܾଵ ൌ ଵ , … … …, ܾାଵܽݐ ൌ  .ܭ non nul du corps ݐ ାଵ pour tout élémentܽݐ

 
Cette relation satisfait les axiomes de réflexivité, symétrie, et transitivité.    
  
Il en résulte que le n-espace projectif ߏܫሺܭሻ est l’ensemble quotient du ݊  1-espace affine 
,ሻ privé du point ሺ0ܭାଵሺܫ … ,0ሻ,  par la relation d’équivalence ࣬: 
 
ሻܭሺߏܫ                                                ൌ ሻܭାଵሺܫ െ ሼሺ0,0, … ,0ሻሽ/࣬  

 
Pour obtenir l’équation ሺ1ሻ  de la courbe C  dans le plan projectif ߏܫଶሺܭሻ , nous faisons le 
changement de variables : 
ݔ                                                 ൌ ܺ ܼ⁄ ݕ    ,    ൌ ܻ ܼ⁄     
 
Alors l’équation ሺ1ሻ devient, après multiplication par ܼଷ : 
 

ᇱ: ܻଶܼܥ  ܽଵܻܼܺ  ܽଷܻܼ
ଶ ൌ ܺଷ  ܽଶܺ

ଶܼ  ܽସܼܺ
ଶ  ܼܽ

ଷ  ∈ ,ሻሾܺܭଶሺߏܫ ܻ, ܼሿ 

 
Le plan projectif ߏܫଶሺܭሻ contient un point remarquable: ܱ ൌ ሺ0,1,0ሻ  
 
Proposition 1 

   Le point ܱ ൌ ሺ0,1,0ሻ est un point simple des cubiques de WEIERSTRASS. 
 
Preuve 

   Soit ܨሺܺ, ܻ, ܼሻ ൌ ܻଶܼ  ܽଵܻܼܺ  ܽଷܻܼ
ଶ െ ܺଷ െ ܽଶܺ

ଶܼ െ ܽସܼܺ
ଶ െ ܼܽ

ଷ  ∈ ,ሻሾܺܭଶሺߏܫ ܻ, ܼሿ 
 

Alors ܨሺܱሻ ൌ ሺ0,1,0ሻܨ ൌ 0 ; donc le point ܱ est un point de la cubique ܥ. 

Par la théorie des courbes algébriques, les points singuliers ܲ ൌ ሺܺ, ܻ, ܼሻ sont solutions du 

système de quatre équations algébriques : 
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ሺܲሻܨ                                                    ൌ 0 

ܨ                                                   
ᇱ ൌ ܽଵܻܼ െ 3ܺଶ െ 2ܽଶܼܺ െ ܽସܼ

ଶ ൌ0 

ܨ                                                  
ᇱ ൌ 2ܻܼ  ܽଵܼܺ  ܽଷܼ

ଶ ൌ 0 

ܨ                            
ᇱ ൌ ܻଶ  ܽଵܻܺ  2ܽଷܻܼ െ ܽଶܺ

ଶ െ 2ܽସܼܺ െ 3ܼܽ
ଶ ൌ 0 

 

Alors ܨ
ᇱ ሺܱሻ ൌ ܨ  ; 0

ᇱሺܱሻ ൌ ܨ ݐ݁  0
ᇱሺܱሻ ൌ 1  cela implique que ce point ܱ ൌ ሺ0,1,0ሻ  est 

simple. 

■ 

Dans le plan ܱݕݔ, ce point ܱ est égal à  ܱ ൌ ሺ∞,∞ሻ ; c’est le point à l’infini des cubiques de 

WEIERSTRASS. 

IL est déterminé par la direction de l’axe ܱݕ selon les coordonnées ܱ ൌ ሺ0,1,0ሻ projectives. 
 

 

2. Transformations linéaires des équations de WEIERSTRASS 

    L’équation ሺ1ሻ  peut être transformée par des changements linéaires convenables des 

variables ݔ et ݕ. 

1) Lorsque le corps ܭ est de caractéristique ്  2, le changement linéaire de variables : 

ݔ                        ൌ ܺ              ; ݕ                 ൌ
ଵ

ଶ
ሺܻ െ ܽଵܺ െ ܽଷሻ                                                 ሺ1ሻ 

élimine les monômes en ݕݔ et en ݕ dans l’équation ሺ1ሻ ; l’équation ሺ1ሻ de la cubique 

devient : 

ଵܥ                            ∶    ܻଶ ൌ 4ܺଷ  ܾଶܺ
ଶ  2ܾସܺ  ܾ                                                           ሺ2ሻ  

Les coefficients ܾଶ  sont des polynômes «homogènes de degré 2݅ »  dans  l’anneau                        

Ժሾܽଵ,  ܽଶ, ܽଷ, ܽସ, ܽ ሿ 
 

        ܾଶ ൌ ܽଵ
ଶ  4ܽଶ            ,         ܾସ ൌ ܽଵܽଷ  2ܽସ            ,           ܾ ൌ ܽଷ

ଶ  4ܽ                ሺ3ሻ 

 

2) Lorsque le corps ܭ est de caractéristique ് 2, 3, le changement linéaire de variables : 

 

                                          ܺ ൌ
௫ିଷమ

ଷ
         ;              ܻ ൌ

௬

ଵ଼
  

élimine le monôme en ܺଶ  et le coefficient 4  du monôme en ܺଷ  dans l’équation ሺ2ሻ , 

l’équation ሺ2ሻ devient : 

ଶܥ                                         ∶    ଶݕ ൌ ଷݔ െ 27ܿସݔ െ 54ܿ                                                  ሺ4ሻ    
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Les coefficients ܿଶ  sont des polynômes «homogènes de degré 2݅ »  dans l’anneau                        

Ժሾܾଶ, ܾସ, ܾሿ                            

                ܿସ ൌ ܾଶ
ଶ െ 24ܾସ   ;     ܿ ൌ 36 ܾଶܾସ െ ܾଶ

ଷ െ 216ܾ                                              ሺ5ሻ 

 

Il existe d’autres modèles d’équations de WEIERSTRASS : 

1) Le modèle de Cassels : 

ଶݕ ൌ ଷݔ  ݔܣ   ܤ

3) Le modèle de Deuring : 

ଶݕ  ݕݔݐ  ݕ ൌ ଷݐ ܿ݁ݒܽ   , ଷݔ ് 3 

2) Le modèle de Legendre : 

ଶݕ ൌ ݔሺݔ െ 1ሻሺݔ െ ;ሻݐ ݐ      ് 0,1 

4) Le modèle lié aux nombres congruents ݊ : [10] 

ଶݕ ൌ ଶݔሺݔ െ ݊ଶሻ , ݊ ∈ Ժ 

5) Le modèle de Tate : 

ଶݕ  ݕݔ ൌ ଷݔ  ܽସݔ  ܽ  ,    ݎݑ ܽସ, ܽ   ∈ ԧ 
 
 

3. Invariants des cubiques de WEIERSTRASS 

 
Définition 4 

   Un invariant d’une cubique ܥ est une fonction ݂ሺܽሻ des coefficients  ܽ de  ܥ ; cela implique 
que ces invariants prennent des valeurs qui varient avec les coefficients ܽ; ils permettent de 
classifier l’ensemble des cubiques. 
 

Les invariants ܾ2݅ et ܿଶ ont été calculés dans ሺ2 െ 3ሻ et ሺ2 െ 4ሻ précédents.      
 
Définition 5 
   Le discriminant d’une cubique de WEIERSTRASS (1) est égal à:  
 

ሻܥሺ߂ ൌ 9ܾଶܾସܾ െ 8ܾସ
ଷ െ 27ܾ

ଶ െ ܾଶ
ଶ଼ܾ  ∈ ሻܭሺܿܽݎܽܿ ܿ݁ݒܽ ܭ ് 2, 3  ; 4଼ܾ ݐ݁   ൌ ܾଶܾ െ ܾସ

ଶ 

C’est un polynôme «homogène de degré 12» de l’anneau Ժሾܾଶ, ܾସ, ܾ, ଼ܾሿ.    
 
Exemples 

1) Modèle  ݕଶ ൌ ଷݔ  ݔܣ  ሻܥሺ߂  alors  ; ܤ ൌ െ16ሺ4ܣଷ   ; ଶሻܤ27
2) Modèle de Deuring ; alors  ߂ሺܥሻ ൌ ଷݐ െ 27 ; 
3) Modèle de Legendre ; alors ߂ሺܥሻ ൌ െ16ݐଶሺݐ  1ሻଶ. 
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Définition 6 
   L’invariant modulaire d’une cubique de WEIERSTRASS est égal à: 
 

݆ሺܥሻ ൌ
ܿସ
ଷ

ሻܥሺ߂
ሻܭሺܿܽݎܽܿ   ݎݑ    ് 2, 3 

 
4. Résultant de deux polynômes 

Définition 7 

   Soit deux polynômes ݂ሺݔሻ ݁ݐ ݃ሺݔሻ à coefficients dans un corps ܭ : 

                        

                     ݂ሺݔሻ ൌ ܽݔ
  ܽିଵݔ

ିଵ  ⋯ ܽଵݔ  ܽ   ݀݁ ݀݁݃ݎé ݊  0 ; 

et                                                                                                                                               ሺ6ሻ 

                        ݃ሺݔሻ ൌ ܾݔ
  ܾିଵݔ

ିଵ  ⋯ ܾଵݔ  ܾ  ݀݁ ݀݁݃ݎé ݉  0 ;            

 

Le résultant de ces deux polynômes ݂ ݁ݐ ݃ est le déterminant ܴ݁ݏሺ݂, ݃ሻ d’ordre ݉  ݊ : 

 

,ሺ݂ݏܴ݁ ݃ሻ ൌ
ተ

ተ

ܽ ܽଵ …
0  ܽ …
0 … ܽ

… ܽ …
… ܽିଵ ܽ
ܽଵ … …

ܾ ܾଵ …
0 ܾ ܾଵ
… … ܾ

ܾ … …
… ܾ …
  ܾଵ … ܾ

ተ

ተ
 

Avec m lignes ܮ ൌ ሺܽ …ܽሻ  et ݊  lignes ܮ
ᇱ ൌ ሺܾ …ܾሻ , les termes qui manquent dans ce 

déterminant sont remplacés par des zéros ; la diagonale principale est formée de m termes ܽ 

et n termes ܾ. 

Les résultats suivants sont énoncés sans démonstration ; ils peuvent être consultés dans les 

ouvrages ≪ Algebra ≫ [13] de Lang et ≪ Introduction à l′Algèbre ≫ [11] de Kostrikin. 

 
Proposition 2 

   Soient les polynômes ݂ ݁ݐ ݃ des formules ሺ1ሻ, un scalaire non nul ߣ et le résultant  ܴ݁ݏሺ݂, ݃ሻ 

des deux polynômes, alors :  

,ሺ݂ݏܴ݁ (1 ݃ሻ ൌ ሺെ1ሻܴ݁ݏሺ݃, ݂ሻ ; 

,ሺ݂ݏܴ݁ (2 ݃ሻcontient le monôme ܽ
ܾ

 ;                                                                                      ሺ7ሻ 

,݂ߣሺݏܴ݁ (3 ݃ሻ ൌ ,ሺ݂ݏܴ݁ߣ ݃ሻ ; 

,ሺ݂ݏܴ݁ (4 ሻ݃ߣ ൌ ,ሺ݂ݏܴ݁ߣ ݃ሻ. 
Preuve    

Cf. [11], [13] 

■. 
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Proposition 3 

     Soient deux polynômes ݂ ݁ݐ ݃ factorisés sous la forme : 

  ݂ሺݔሻ ൌ ܽሺݔ െ ݔଵሻሺߙ െ …ଶሻߙ ሺݔ െ ,ሻߙ  ݊ éݎ݃݁݀ ݁݀

݃ሺݔሻ ൌ ܾሺݔ െ ݔଵሻሺߚ െ …ଶሻߚ ሺݔ െ ,ሻߚ  .݉ éݎ݃݁݀ ݁݀

alors leur résultant est égal au produit :  

,ሺ݂ݏܴ݁                                           ݃ሻ ൌ ܽ
ܾ

 ∏ ∏ ൫ߙ െ ൯ଵஸஸଵஸஸߚ                                       ሺ8ሻ 

 
Preuve  cf. [11] 

 ■ 
 
Cette formule du résultant implique le: 
 
Corollaire 

1) Le résultant ܴ݁ݏሺ݂, ݃ሻ est nul si et seulement si les deux polynômes ont une racine 

commune ߙ ൌ  .݆ ݐ݁ ݅ , pour certains indicesߚ

2) Le résultant ܴ݁ݏሺ݂, ݃ሻ n’est pas nul si et seulement si les deux polynômes n’ont pas de 
racine commune. 

 
Preuve cf. [11] 

 ■ 
 
Examinons le cas particulier du résultant d’un polynôme fሺxሻet de sa dérivée f ᇱሺxሻ. 

 
Proposition 4 

   Soit un polynôme ݂ሺݔሻ de degré  ݊ : 

݂ሺݔሻ ൌ ܽሺݔ െ …ଵሻߙ ሺݔ െ ሻߙ ൌ ܽ ෑ ሺݔ െ ሻߙ

ଵஸஸ

 

alors le résultant de ݂ሺݔሻ et de sa dérivée ݂ᇱሺݔሻ est égal au produit : 

,ሺ݂ݏܴ݁ ݂ᇱሻ ൌ ܽ
ିଵ ෑ ݂ᇱሺߙሻ

ଵஸஸ

 

Ce résultant est lié au discriminant ݏ݅ܦሺ݂ሻ du polynôme ݂ሺݔሻpar les formules : 

ሺ݂ሻݏ݅ܦ ൌ ܽ
ଶିଶෑ൫ߙ െ ൯ߙ

ଶ

ஷ

,ሺ݂ݏܴ݁  ݐ݁  ݂ᇱሻ ൌ ሺെ1ሻ
ሺିଵሻ

ଶ ܽݏ݅ܦሺ݂ሻ 

 

Preuve  cf.  [11] 

■ 
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Exemples 

1. Polynôme quadratique ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔܽ  ݔܾ  ܿ ; ܽ ് 0  et sa dérivée ݂ ′ሺݔሻ ൌ ݔ2ܽ  ܾ  

Le résultant  ܴ݁ݏሺ݂, ݂ᇱሻ de ݂ et  ݂ᇱ est égal à : 

,ሺ݂ݏܴ݁ ݂ᇱሻ ൌ อ
ܽ ܾ ܿ
2ܽ ܾ 0
0 2ܽ ܾ

อ ൌ െܽሺܾଶ െ 4ܽܿሻ ; dᇱoù ݏ݅ܦሺ݂ሻ ൌ ܾଶ െ 4ܽܿ 

c’est le discriminant usuel d’un polynôme de degré 2. 

2. Polynôme cubique ݂ሺݔሻ ൌ ଷݔܽ  ଶݔܾ  ݔܿ  ݀  ∈ Թሾݔ,  ሿݕ

Par le calcul nous obtenons la valeur du résultant : 

,൫݂ݏܴ݁                         ݂′൯ ൌ ܽൣ18ܾܽܿ݀  ܾ2ܿ2 െ 4ܽܿ3 െ 4ܾ3݀ െ 27ܽ2݀2൧ ; 

son discriminant est égal à : 

ሺ݂ሻݏ݅ܦ ൌ 18ܾܽܿ݀  ܾଶܿଶ െ 4ܽܿଷ െ 4ܾଷ݀ െ 27ܽଶ݀ଶ 

3. Polynôme cubique ݂ሺݔሻ ൌ ଷݔ  ݔ   ݍ

La définition du résultant et le calcul d’un déterminant impliquent la valeur 

 

,൫݂ݏܴ݁                                                          ݂′൯ ൌ ተ

0  ݍ    0  1

ݍ    0  1  0

0  0    0  3

  0  3  0  0

ተ ൌ 34   2ݍ27

le discriminant est égal à  

ሺ݂ሻݏ݅ܦ                                   ൌ െሺ4ଷ   ଶሻ             (« Algebra » p 141. de S. Lang)ݍ27

4. Soit une cubique ܥ d’équation de WEIERSTRASS : 

ܥ ∶    ଶݕ ൌ ଷݔ4  ܾଶݔ
ଶ  2ܾସݔ  ܾ ൌ ݂ሺݔሻ 

avec les formules du ܴ݁ݏሺ݂, ݂ᇱሻ et du discriminant de݂, nous obtenons : 

ሺ݂ሻݏ݅ܦ ൌ 16ሾ9ܾଶܾସܾ െ 8ܾସ
ଷ െ 27ܾ

ଶ െ ܾଶ
ଶ଼ܾሿ ; 

alors, les discriminants de ݂ et de ܥ sont liés par la formule : 

ሺ݂ሻݏ݅ܦ  ൌ 16 Δሺܥሻ 
 

Proposition 5 

      Soit une cubique ܥ d’équation de WEIERSTRASS : 
ܥ ∶   ଶݕ ൌ ଷݔ4  ܾଶݔ

ଶ  ܾସݔ  ܾ ൌ ݂ሺݔሻ  

Le discriminant ݏ݅ܦሺ݂ሻ du polynôme  ݂ et le discriminant Δሺܥሻ de la cubique ܥ  satisfont la 
relation : 

ሺ݂ሻݏ݅ܦ ൌ 16 Δሺܥሻ 

Preuve   cf. [22] 

 ■ 
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5.  Nature des points d’une cubique de WEIERSTRASS - Le genre 

   Soit une cubique ܥ dans le plan ܱݕݔ. Alors, un point ܲ est soit ordinaire, soit singulier avec 
un nœud, soit singulier avec un point de rebroussement. 
 
Proposition 6 

   Soit une cubique ܥ de discriminant  Δሺܥሻ et d’invariant ܿସ ൌ ܾଶ
ଶ െ 24ܾସ, alors : 

 
ሻܥest non singulière si et seulement si Δሺ ܥ (1 ് 0. 

 
ሻܥest singulière et admet un nœud si et seulement si  Δሺ ܥ (2 ൌ 0 et ܿସ ് 0. 

 
ሻܥest singulière et admet un point de rebroussement si et seulement si Δሺ ܥ (3 ൌ ܿସ ൌ 0. 

 

Preuve de « la cubique  est non singulière » implique « ࢤሺሻ ്  » 

   Soit une cubique ܥ non singulière ; alors elle admet une équation de la forme : 

ܥ              ∶   ଶݕ ൌ ሺݔ െ ݁ଵሻሺݔ െ ݁ଶሻሺݔ െ ݁ଷሻ ൌ ݂ሺݔሻ  ܽܿ݁ݒ ݁ ് ݁ ݎݑ ݅ ് ݆                      ሺ1ሻ 

La définition du discriminant d’un polynôme ݂ሺݔሻ implique la relation : 

ሻ൯ݔ൫݂ሺݏ݅ܦ ൌ ,ሺ݂ݏܴ݁ܿ ݂ᇱሻ ݑ ܿ ൌ ᇱ݂ ݐ݁ ݈݈݁ݑ݊ ݊݊ ݁ݐ݊ܽݐݏ݊ܿ ൌ ݀éݒ݅ݎé݁ ݀݁ ݂                    ሺ2ሻ 

Les discriminants ݏ݅ܦ൫݂ሺݔሻ൯  du polynôme ݂ሺݔሻ  et Δሺܥሻ  de la cubique ܥ  sont liés par la 

relation : 

ሻ൯ݔ൫݂ሺݏ݅ܦ                                            ൌ 16 Δሺܥሻ                                                               ሺ3ሻ 

Les formules ሺ9ሻ, ሺ10ሻ, et ሺ11ሻ impliquent la relation : 

                                        Δሺܥሻ ൌ ܿଵܴ݁ݏሺ݂, ݂
ᇱሻ ݑ ܿଵ ൌ  ሺ4ሻ                          ݈݈݁ݑ݊ ݊݊ ݁ݐ݊ܽݐݏ݊ܿ

La définition des racines multiples d’un polynôme ݂ሺݔሻ et la relation ሺ1ሻ impliquent que les 

racines de la dérivée ݂ᇱሺݔሻ ne sont pas racine de ݂ሺݔሻ. 

Il en résulte la condition : 

,ሺ݂ݏܴ݁                                                            ݂ᇱሻ ് 0                                                                 ሺ5ሻ 

Les relations ሺ12ሻ et ሺ13ሻ impliquent la valeur : 

Δሺܥሻ ് 0 

 

Preuve de « ࢤሺሻ ്  » implique « la cubique  est non singulière » 

   Soit une cubique plane ܥ d’équation : 
ܥ                       ∶    ଶݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൌ ଷݔ4  ܾଶݔ

ଶ  2ܾସݔ  ܾ ;                                                       ሺ1ሻ 
De discriminant : 
                                                                        Δሺܥሻ ് 0                                                          ሺ2ሻ 
L’hypothèse"Δሺܥሻ ് 0"et la relation Δሺܥሻ ൌ ܿଵܴ݁ݏሺ݂, ݂

ᇱሻ implique : 
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,ሺ݂ݏܴ݁                                                                 ݂ᇱሻ ് 0                                                           ሺ3ሻ 

La définition du résultant de deux polynômes ݂ሺݔሻ et sa dérivée ݂ᇱሺݔሻ n’ont pas de racine 

commune. Donc le polynôme ݂ሺݔሻ admet trois racines simples. 

Il en résulte que la cubique ܥ est non singulière donc la cubique ܥ est une Courbe Elliptique. 

 
Preuve de « la cubique  admet un nœud » implique « ࢤሺሻ ൌ  ࢉ ࢚ࢋ ്  »  

   D’après la proposition 6, la cubique est singulière lorsque son discriminant est nul : 

                                                                        Δሺܥሻ ൌ 0                                                        ሺ1ሻ 

L’équation de la cubique C est de la forme : 

ܥ                                                                 ∶   yଶ ൌ ሺx െ eଵሻ
ଶሺx െ eଶሻ ൌ hሺxሻ                            ሺ2ሻ 

Les polynômes h et hᇱ ont un zéro commun eଵ, il en résulte la valeur du résultant de hሺxሻ et de 

sa dérivée hᇱሺxሻ : 

                                                                             Resሺh, hᇱሻ ൌ 0                                                    ሺ3ሻ 

L’hypothèse « la cubique ܥ admet un nœud » implique que la cubique C admet 2 tangentes 

distinctes en ce nœud. 

Les pentes de ces tangentes sont égales à la dérivée yᇱ calculée avec la dérivée de la courbe E : 

                                                   2yyᇱ ൌ 12xଶ  2bଶx  2bସ ൌ hᇱሺxሻ                            ሺ4ሻ 

Les pentes au nœud ont pour valeurs : 

                                                               yᇱ ൌ
୶మାୠమ୶ାୠర

୷
ൌ

ሺ୶ሻ

୷
                                                 ሺ5ሻ 

Le discriminant du polynôme quadratique Nሺxሻ vaut : 

                                                       Dis൫Nሺxሻ൯ ൌ bଶ
ଶ െ 24bସ ൌ cସ                                  ሺ6ሻ 

Il en résulte la condition cସ ് 0                                                                                    ሺ7ሻ 
 

Preuve de « ࢤሺሻ ൌ  ࢉ ࢚ࢋ ്  » implique « la cubique  admet un nœud »  

      Soit la cubique ܥ d’équation de WEIERSTRASS : 

ܥ                                                          ∶    ଶݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൌ ଷݔ4  ܾଶݔ
ଶ  2ܾସݔ  ܾ                               ሺ1ሻ 

L’hypothèse «Δሺܥሻ ൌ 0» implique que « la cubique ܥ est singulière »; son équation ݕଶ ൌ ݂ሺݔሻ 

admet une racine double.  

Cette racine double détermine un point singulier de la cubique ܥ.                                          ሺ2ሻ 

L’hypothèse ܿସ ് ሻ൯ݔ൫ܰሺݏ݅ܦ ݐ݁ 0 ൌ ܾଶ
ଶ െ 24ܾସ ൌ ܿସሺܥሻ implique  la valeur : 

ሻ൯ݔ൫ܰሺݏ݅ܦ                                                                          ് 0                                                            ሺ3ሻ                

Cela implique que le polynôme ܰሺݔሻ admet deux racines simples. Donc ce point singulier est 

un nœud de la cubique ܥ.                                                                                                                   ሺ4ሻ 

■ 
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Preuve de « la cubique  admet un point de rebroussement » implique « ࢤሺሻ ൌ   ࢉ ൌ  »    

   L’hypothèse « la cubique ܥ admet un point de rebroussement » implique « la cubique ܥ est 

singulière », cela implique que son discriminant Δሺܥሻ ൌ 0. 

Soit la cubique plane ܥ d’équation de WEIERSTRASS : 

ܥ                                                          ∶    ଶݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൌ ଷݔ4  ܾଶݔ
ଶ  2ܾସݔ  ܾ                               ሺ1ሻ 

Par définition d’un point de rebroussement d’une courbe algébrique, la cubique ܥ admet deux 

tangentes confondues en ce point de rebroussement. 

Cela donne une racine double du polynôme : 

                                                                     ܰሺݔሻ ൌ ଶݔ6  ܾଶݔ  ܾସ                                                  ሺ2ሻ 

Cela implique la valeur du discriminant : 

ሻ൯ݔ൫ܰሺݏ݅ܦ                                                                  ൌ 0                                                           ሺ3ሻ 

Les formules ሺ22ሻ et ሺ24ሻ impliquent la valeur : 

                                                                           ܿସሺܥሻ ൌ 0                                                                   ሺ4ሻ 

 

Preuve de « ࢤሺሻ ൌ ࢉ ൌ  » implique « la cubique  admet un point de rebroussement » 

      Soit une cubique plane ܥ d’invariant  Δሺܥሻ ൌ ܿସሺܥሻ ൌ 0.                                                        

L’hypothèse Δሺܥሻ ൌ 0 implique que la cubique ܥ est singulière.                                            ሺ1ሻ                       

L’hypothèse ܿସ ൌ 0 et la formule du discriminant : 

ሻ൯ݔ൫ܰሺݏ݅ܦ                                                                              ൌ ܾଶ
ଶ െ 24ܾସ ൌ ܿସ                                ሺ2ሻ 

Impliquent que le polynôme ܰሺݔሻ  admet une racine double. Il en résulte deux tangentes 

confondues au point singulier. Ce point singulier est donc un point de rebroussement.         ሺ3ሻ 

■ 
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Exemples 

1. Cubique de WEIERSTRASS singulière qui admet un nœud : 

ଵܥ   ∶     ݕ
ଶ ൌ ଷݔ  ଶݔ6  ݔ9  4 

Je calcule les invariants : 

 ܾଶ ൌ 24 ,      ܾସ ൌ 18 ,            ܾ ൌ 16 , ଼ܾ ൌ 15 , Δሺܥଵሻ ൌ 0 ,  ܿସሺܥଵሻ ൌ 144 ് 0    

 

Δሺܥଵሻ ൌ 0 implique que la cubique ܥଵ est singulière avec un nœud. 

 
Tableau des coordonnées de quelques points de la cubique: 
 
 െ5 െ4 െ1 0 1 2 ݔ

 ଶݕ െ16 0 0 4 20 54 

 ݕ Non réels 0 0 േ2 േ2√5 േ3√6 

 
Ce tableau indique que le point ܵ ൌ ሺെ1,0ሻ est le nœud de la cubique ܥଵ. (fig.1) 

 

2. Cubique de WEIERSTRASS singulière qui admet un point de rebroussement : 

ଶܥ   ∶     ݕ
ଶ െ ݕݔ2 ൌ ଷݔ െ  ଶݔ

 

Je calcule les invariants : 

 ܾଶ ൌ 0 ,      ܾସ ൌ 0  ,       ܾ ൌ 0 , ଼ܾ ൌ 0 , Δሺܥଶሻ ൌ 0 , ܿସሺܥଶሻ ൌ 0    

 

Les valeurs Δሺܥଶሻ ൌ ܿସሺܥଶሻ ൌ 0  impliquent que la cubique ܥଶ  admet un point de 

rebroussement. 

 

Tableau des coordonnées de quelques points de la cubique : 

 

         
Ce tableau indique que le point ܵ ൌ ሺ0,0ሻ est le point de rebroussement de la cubiqueܥଶ. 

(fig.2). 

 െ2 െ1 0 1 2 ݔ

ଶݕ െ  െ12 െ2 0 0 4 ݕݔ2

2 2 ݐ݁ Non réels    Non reels 0 0    ݕ േ 2√2 
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C1 : y2  x3  6x2  9x  4
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fig.1.avec le logiciel Scientific WorkPlace

C2 : y2 − 2xy  x3 − x2
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fig.2.avec le logiciel Scientific WorkPlace
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Définition 8 [7] 

   Le genre d’une courbe algébrique plane ܥ de degré  ݊  2 est l’entier naturel  : 
 

                                       ݃ሺܥሻ ൌ
ሺିଵሻሺିଶሻ

ଶ
െ , ݏ ݏ ൌ  .ݏݎ݈݁݅ݑ݃݊݅ݏ ݏݐ݊݅ ݁݀ ݁ݎܾ݉݊

 

Les courbes algébriques d’équations ݀ଵݔ  ݀ଶݕ  ݀ଷ ൌ 0 de degré 1, sont des droites ; elles 
sont de genre ݃ሺܥሻ ൌ 0. 
 

Les courbes algébriques d’équations ݀ଵݔଶ  ݀ଶݕݔ  ݀ଷݕ
ଶ  ݀ସݔ  ݀ହݕ  ݀ ൌ 0, de degré 2, 

sont des coniques (paraboles, ellipses, hyperboles, cercles) ; elles sont de genre ݃ሺܥሻ ൌ 0.  
 
Les courbes algébriques d’équations ݀ଵݔଷ  ݀ଶݔ

ଶݕ  ݀ଷݕݔ
ଶ  ݀ସݕ

ଷ  ݀ହݔ
ଶ  ݀ݕݔ  ݀ݕ

ଶ 

ݔ଼݀  ݀ଽݕ  ݀ଵ ൌ 0, de degré 3, sont des cubiques ; elles sont de genres 0 ou 1. Celles qui 
sont de genre ݃ሺܥሻ ൌ 1 sont des Courbes Elliptiques ; celles qui sont de genre ݃ሺܥሻ ൌ 0 sont 
des cubiques singulières. 

 

6. Les deux types de Courbes Elliptiques 

   D’après la proposition 6, les Courbes Elliptiques ont des discriminants  Δሺܥሻ ് 0 ; cela 
implique 2 cas : Courbes Elliptiques de discriminants Δሺܥሻ  0 et celles de Δሺܥሻ ൏ 0. 
 
Définition 9 

   Les Courbes Elliptiques sont des cubiques de WEIERSTRASS non singulières, les Courbes 
Elliptiques sont de deux types suivant le signe de Δሺܥሻ.   
   
Proposition 7 

1) La Courbe ܥ coupe l’axe  ܱݔ en trois points simples si et seulement si Δሺܥሻ  0. 
 

2) La Courbe ܥ  coupe l’axe  ܱݔ  en un seul point, qui est simple, si et seulement si 
Δሺܥሻ ൏ 0. 

 

Preuve de «  coupe l’axe ࢞ࢯ  en trois points simples » implique « ࢤሺሻ  0 » 

   Soit une Courbe Elliptique d’équation de WEIERSTRASS : 

ܥ                                                 ∶    ଶݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൌ ଷݔ  ܽଶݔ
ଶ  ܽସݔ  ܽ                                           ሺ1ሻ 

alors son discriminant n’est pas nul : Δሺܥሻ ് 0 ;                                                                      ሺ2ሻ  

Soient les trois points ሺ݁, 0ሻ avec ݅ ൌ 1, 2, 3 d’intersection de l’axe ܱݔ par la courbe ܥ. 

Alors, le polynôme ݂ሺݔሻ est un produit : 

ଶݕ                                                          ൌ ሺݔ െ ݁ଵሻሺݔ െ ݁ଶሻሺݔ െ ݁ଷሻ ൌ ݂ሺݔሻ                                     ሺ3ሻ 

Par définition du discriminant d’un polynôme, celui de ݂ሺݔሻ est égal à : 

ሻ൯ݔ൫݂ሺݏ݅ܦ                                                         ൌ ∏ ൫݁ െ ݁൯
ଶ

ଵஸழஸଷ  ;                                                ሺ4ሻ 
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Les trois abscisses ݁ étant réelles ; la formule ሺ24ሻ implique : 

ሻ൯ݔ൫݂ሺݏ݅ܦ                                                                  0                                                              ሺ5ሻ 

Les relations entre les discriminants de ݂ሺݔሻ et de ܥ et la formule ሺ25ሻ, implique le signe du 

discriminant de ܥ : 

                                                                        Δሺܥሻ  0                                                                             ሺ6ሻ 

 

Preuve de «  coupe l’axe ࢞ࢯ  en un seul point simple » implique « ࢤሺሻ ൏ 0 » 

      Soit une Courbe Elliptique ܥ d’équation de WEIERSTRASS : 

ܥ                                               ∶    ଶݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൌ ଷݔ  ܽଶݔ
ଶ  ܽସݔ  ܽ                                          ሺ1ሻ 

L’hypothèse ܥ coupe l’axe Οݔ en un seul point simple ሺ݁, 0ሻ transforme l’équation ሺ2ሻ en : 

ଶݕ                                   ൌ ݂ሺݔሻ ൌ ሺݔ െ ݁ሻሺݔଶ  ݔ݉  ݊ሻ  ܽݎ  ܿ݁ݒଶ െ ݏ4 ൏ 0                                  ሺ2ሻ 

Le polynôme du deuxième degré ݔଶ  ݔ݉  ݊, admet deux racines complexes conjuguées : 

                                                              ܿ േ ݅݀                                                                                       ሺ3ሻ 

D’après ሺ27ሻ et ሺ28ሻ, le discriminant du polynôme  ݂ሺݔሻ est égal à : 

ሻ൯ݔ൫݂ሺݏ݅ܦ                                                       ൌ െ4ହܾଶሺሺ݁ െ ܿሻଶ  ݀ଶሻଶ                                    ሺ4ሻ 

Les nombres ݁, ܿ, ݀ sont réels, il en résulte : 

ሻ൯ݔ൫݂ሺݏ݅ܦ                                                           ൏ 0                                                                            ሺ5ሻ 

La relation entre les discriminants de ܥ, de ݂ሺݔሻ et la formule ሺ30ሻ impliquent : 

                                                                    Δሺܥሻ ൏ 0                                                                                   ሺ6ሻ 

■ 

Les cubiques planes ܥ se répartissent dans 4 classes suivant leurs discriminants Δሺܥሻ et leurs 

invariants ܿସ. Nous avons démontré le :  

Corollaire  

   Les Cubiques de WEIERSTRASS sont classifiées dans 4 classes :   

1- Classe des cubiques singulières avec un nœud lorsque  ߂ሺܥሻ ൌ 0  et  ܿସ ് 0 

2- Classe des cubiques singulières avec un point de rebroussement lorsque ߂ሺܥሻ ൌ ܿସ ൌ 0. 

3- Classe des Courbes Elliptiques formées d’une branche fermée finie et d’une branche 

infinie qui coupe l’axe ݔߍ en trois points simples lorsque ߂ሺܥሻ  0. 

4- Classe des Courbes Elliptiques formées d’une branche infinie qui coupe l’axe ݔߍ en un 

seul point simple lorsque ߂ሺܥሻ ൏ 0. 

 
■ 
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Exemples 
 

1. Courbe Elliptique qui coupe l’axe ݔߍ en trois points simples: 

ଵܥ   ∶     ݕ
ଶ ൌ ଷݔ െ  ݔ4

Je calcule les invariants : 

 ܾଶ ൌ 0 ,      ܾସ ൌ െ8  ,       ܾ ൌ 0 , ଼ܾ ൌ െ16 , Δሺܧଵሻ ൌ 8ସ  0    

 

Donc ܥଵ  est une Courbe Elliptique qui coupe l’axe ݔߍ  en trois points simples de 

coordonnées :  

                   ሺݔଵ, ଵሻݕ ൌ ሺെ2,0ሻ    ;         ሺݔଶ, ଶሻݕ ൌ ሺ0,0ሻ   ;       ሺݔଷ, ଷሻݕ  ൌ ሺ2,0ሻ           (fig. 3) 

 
Tableau des coordonnées de quelques points de  ܥଵ :  
 
 െ4 െ3 െ2 െ1 0 1 2 3 ݔ

 ଶݕ െ48 െ15 0    3 0 െ3 0 15 

 ݕ Non réels Non rée 0 േ√3 0 Non réels 0 േ√15 

         
2. Courbe Elliptique qui coupe l’axe ݔߍ en un seul point simple: 

ଶܥ   ∶     ݕ
ଶ ൌ ଷݔ  ݔ െ 2 

Je calcule les invariants : 

 ܾଶ ൌ 0 ,      ܾସ ൌ 2  ,       ܾ ൌ െ8 , ଼ܾ ൌ െ1 , Δሺܥଶሻ ൌ െ2ଶ ൈ 7 ൈ 8ଶ ൏ 0    

 
Donc ܥଶ  est une Courbe Elliptique qui coupe l’axe Οݔ  en un seul point simple de 
coordonnées ሺ1,0ሻ. (fig. 4) 
 

Tableau des coordonnées de quelques points de  ܥଶ :  

 

  

 

 െ2 െ1 0 1 2 3 ݔ

 ଶݕ െ12 െ4 െ2 0 8 28 

 ݕ Non réels Non réels Non reels 0 േ2√2 േ2√7 
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CHAPITRE II – GROUPES DE MORDELL-WEIL DES 
COURBES ELLIPTIQUES 

 

 

1. Les groupes de MORDELL-WEIL ࡱሺࡷሻ 

   Soit une Courbe Elliptique ܧ sur un corps ܭ, d’équation de WEIERSTRASS : 

 ܧ                                       ∶    ଶݕ  ܽଵݕݔ  ܽଷݕ ൌ ଷݔ  ܽଶݔ
ଶ  ܽସݔ  ܽ  ;                                 ሺ1ሻ 

Sur la Courbe Elliptique ܧ, nous construisons un groupe additif abélien, d’élément neutre le 
point ܱா ൌ ሺ∞,∞ሻ à l’infini, par la :  

 

Proposition 1 

   L’ensemble ܧሺܭሻ des points ܭ-rationnels d’une Courbe Elliptique ܧ, admet une structure de 
groupe additif abélien, d’élément neutre le point ܱா ൌ ሺ∞,∞ሻ , avec la règle géométrique : 

          « Trois points colinéaires de ܧ ont une somme nulle :  ଵܲ  ଶܲ  ଷܲ ൌ ܱா  » ;                    ሺ2ሻ 

et la loi de composition interne : 

݂  ∶ ሻܭሺܧ     ൈ ሻܭሺܧ ⟶ ,ሻܭሺܧ ሺ݂ ܿ݁ݒܽ ଵܲ, ଶܲሻ ൌ ଵܲ  ଶܲ 

 

Preuve 

1) Soit un point ܲ ; alors ܲ  ܱா ൌ ܱா  ܲ ൌ ܲ, puisque le point ܱா est déterminé par la 
direction de l’axe Οݕ.  

L’axiome de  l’élément neutre est vérifié. 
 

2) Soit deux points ܲ ݁ݐ ܴ sur  ܧ tels que ܲ  ܴ  ܱா ൌ ܱா ; alors ܴܲ est parallèle à ݕߍ.  
D’où  ܴ ൌ െܲ.      
L’axiome du  symétrique est vérifié.  
                                

3) Toute sécante ܴܲ de la courbe ܧ est confondue avec la sécante ܴܲ. Il en résulte la 
relation : 

ܲ  ܴ ൌ ܴ  ܲ 

L’axiome de  commutativité est vérifié 
 

4) Pour vérifier l’axiome d’associativité, il n’y a pas de construction géométrique 

utilisable. Il faut calculer les sommes de trois points   ଵܲ  ଶܲ  ଷܲ :                                 
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                                              ଵܲ  ଶܲ ൌ    ;  ଵܯ ଶܲ  ଷܲ ൌ ଵܯ   ଶ etܯ  ଷܲ ൌ ଵܲ    .ଶܯ

■ 

 

Définition 1 

   Les groupes abéliens ܧሺܭሻ sont les groupes de MORDELL-WEIL des Courbes Elliptiques. 

 

2. Coordonnées des points –ࡼ  ,ࡼ    ࡼ, ࡼ

   Nous obtenons les coordonnées du symétrique െP d’un point P et de la somme Pଵ  Pଶ de 
deux points distincts Pଵ ് Pଶ, en utilisant la théorie algébrique des intersections d’une droite et 
d’une courbe. 

 
Calcul des coordonnées du symétrique െࡼ d’un point ࡼ 

   Soit un point ܲ ൌ ൫ݔ, ܲ– ሻ et son symétriqueܭሺܧ ൯ du groupeݕ ൌ ሺܺ, ܻሻ 

ܲ  ሺെܲሻ ൌ ܱா  

Le point െܲ  est l’intersection de la courbe ܧ par la parallèle à ܱݕ passant par ܲ: 
 

ݔ ൌ  ݔ

L’équation de WEIERSTRASS de ܧ devient une équation en ݕ du 2è degré, elle admet 
deux  zéros ݕ et  ܻ ; leur somme est égale à la fonction symétrique élémentaire somme des 

zéros d’un polynôme :   
 

ܻ  ݕ ൌ െ൫ܽଵݔ  ܽଷ൯ 

Nous en déduisons le symétrique െܲ du point ܲ :  
 

െܲ ൌ ൫ݔ, െݕ െ ܽଵݔ െ ܽଷ൯ 

 

Calcul des coordonnées du point somme ࡼ    de deux pointsࡼ

                              ܲ ൌ ሺݔ, ሻ, pour  ଵܲݕ ് ଶܲ   : 

La règle géométrique   ଵܲ  ଶܲ  ଷܲ ൌ ܱா    implique  ଵܲ  ଶܲ ൌ െ ଷܲ ൌ  ܯ
 
Le point ଷܲ est obtenu avec l’intersection de  ܧ par la droite ଵܲ ଶܲ: 

L’équation de la droite  ଵܲ ଶܲ est : 

ݕ ൌ ݔሺߣ െ ଵሻݔ  ߣ ݁ݐ݊݁ ݈ܽ ܿ݁ݒܽ   ଵݕ ൌ
ଵݕ െ ଶݕ
ଵݔ െ ଶݔ
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Cette sécante ଵܲ ଶܲ coupe la courbe en trois points simples ଵܲ, ଶܲ ݁ݐ  ଷܲ. 

Les abscisses de ces trois points sont les zéros de l’équation cubique en ݔ : 

ሾߣሺݔ െ ଵሻݔ  ଵሿݕ
ଶ  ሺܽଵݔ  ܽଷሻሾߣሺݔ െ ଵሻݔ  ଵሿݕ ൌ ଷݔ  ܽଶݔ

ଶ  ܽସݔ  ܽ 

La somme de ces zéros est égale à la fonction symétrique élémentaire somme des zéros d’un 
polynôme.

 

ଵݔ  ଶݔ  ଷݔ ൌ ଶߣ  ܽଵߣ  ܽଷ 

Je calcule les coordonnées du point somme ଵܲ  ଶܲ ൌ െ ଷܲ ൌ ܯ ൌ ሺݔெ,  ெሻݕ

ଵܲ  ଶܲ ൌ ܯ ൌ ቐ
ெݔ ൌ ଶߣ  ܽଵߣ െ ܽଶ െ ଵݔ െ                                                                                          ଶݔ

ெݕ ൌ െߣଷ െ 2ܽଵߣ
ଶ  ሺܽଵߣ  ଵݔ2  ଶݔ െ ܽଵ

ଶሻ  ܽଵܽଶ െ ܽଷ െ ଵݕ  ܽଵሺݔଵ  ଶሻݔ
ቑ ߣ   ܿ݁ݒܽ   ൌ

ଵݕ െ ଶݕ
ଵݔ െ ଶݔ

 

 
Nous avons démontré la : 

 
Proposition 2 

   Soit une Courbe Elliptique ܧ d’équation de WEIERSTRASS : 

ଶݕ     : ܧ                    ܽଵݕݔ  ܽଷݕ ൌ ଷݔ  ܽଶݔ
ଶ  ܽସݔ  ܽ     ∈ ,ݔሾܭ  ሿݕ

1) Le symétrique d’un point ܲ ൌ ሺݔ, ሻ est le point : െܲܭሺܧ ሻ deݕ ൌ ሺݔ,െݕ െ ܽଵݔ െ ܽଷሻ                        

        

2) La somme ଵܲ  ଶܲ ݎݑ  ଵܲ ് േ ଶܲ ݁ܯ ݐ݊݅ ݈݁ ݐݏ ൌ ଵܲ  ଶܲ  de coordonnées : 

 

ଵܲ  ଶܲ ൌ ܯ ൌ ቐ
ெݔ ൌ ଶߣ  ܽଵߣ െ ܽଶ െ ଵݔ െ ଵݔ       ,               ଶݔ ്                                                      ଶݔ

ெݕ ൌ െߣଷ െ 2ܽଵߣ
ଶ  ሺܽଵߣ  ଵݔ2  ଶݔ െ ܽଵ

ଶሻ  ܽଵܽଶ െ ܽଷ െ ଵݕ  ܽଵሺݔଵ  ଶሻݔ
ቑ ߣ   ܿ݁ݒܽ   ൌ

ଵݕ െ ଶݕ
ଵݔ െ ଶݔ

 

 

■ 

 

Calcul des coordonnées du point ࡼ ൌ ࡼ   : ࡼ

    Nous utilisons l’équation de la tangente à la courbe ܧ au point ܲ ൌ ሺݔ,  ሻݕ

ݕ ൌ ݔሺݐ െ ሻݔ   ݕ

Cette tangente a pour pente la dérivée ݕᇱ ൌ  : ݐ

ᇱݕ ൌ
ሺ3ݔ

ଶ  2ܽଶݔ  ܽସ െ ܽଵݕሻ

ሺ2ݕ  ܽଵݔ  ܽଷሻ
ൌ  ݐ
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L’équation de WEIERSTRASS devient une équation en ݔ cubique. Nous utilisons la fonction 

symétrique élémentaire somme des zéros de cette équation. Nous obtenons les coordonnées de 

2ܲ pour ܲ ൌ ሺݔ,  .ሻݕ

2ܲ ൌ ሺݔଶ,  ଶሻݕ

൞

ଶݔ ൌ ଶݐ  ܽଵݐ െ ܽଶ െ ݐ       ,          ݔ2 ൌ ݕ
ᇱ                                                          

ଶݕ ൌ െݐଷ െ 2ܽଵݐ
ଶ  ሺܽଶݐ െ ܽଵ

ଶ  ሻݔ3  ܽଵܽଶ െ ܽଷ  2ܽଵݔ െ ݕ

ൢ 

 

Nous avons démontré la : 

Proposition 3  

     Soit une Courbe Elliptique ܧ d’équation de WEIERSTRASS  

ଶݕ     : ܧ  ܽଵݕݔ  ܽଷݕ ൌ ଷݔ  ܽଶݔ
ଶ  ܽସݔ  ܽ       ∈ ,ݔሾܭ  ሿݕ

Pour tout point ܲ ൌ ሺݔ,   ,ܧ ሻ de la Courbe Elliptiqueܭሺܧ ሻ du groupe de MORDELL-WEILݕ

le point 2ܲ a pour coordonnées :     

                                        

ە
ۖۖ

۔

ۖۖ

ۓ
ଶݔ ൌ ଶݐ  ܽଵݐ െ ܽଶ െ                                                                             ݔ2

ଶݕ ൌ െݐଷ െ 2ܽଵݐ
ଶ  ሺܽଶݐ െ ܽଵ

ଶ  ሻݔ3  ܽଵܽଶ െ ܽଷ  2ܽଵݔ െ ݕ

ݐ ܿ݁ݒܽ ൌ
ሺ3ݔ

ଶ  2ܽଶݔ  ܽସ െ ܽଵݕሻ

ሺ2ݕ  ܽଵݔ  ܽଷሻ
       ; ሻܭሺܿܽݎܽܿ   ് 2, 3                                                              

ۙ
ۖۖ

ۘ

ۖۖ

ۗ

 

 

■ 

 

3. Formules de torsion de CASSELS [2] 

   Pour tout entier rationnel ݉, un point ܲ du groupe ܧሺܭሻ d’ordre ݉ satisfait la relation : 
݉ܲ ൌ ܱா, le symbole ݉ܲ désigne les sommes : 
 

݉ܲ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

 ܲ  ܲ ⋯ ܲ           ; ;   ܲ ݏ݂݅ ݉        ݈݁ݎݑݐܽ݊ ݎ݁݅ݐ݊݁ ݊ݑ ݐݏ݁ ݉ ݅ݏ      

െܲ െ ܲ െ⋯െ ܲ          ;       ሺെ݉ሻ݂ݏ݅ ܲ    ; ݂݅ݐé݃ܽ݊ ݎ݁݅ݐ݊݁ ݊ݑ ݐݏ݁ ݉ ݅ݏ     

ܱா                         ; ݉ ݅ݏ                                    ൌ 0                             
  ۙ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ
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Calcul des coordonnées des points ࡼ ;     2  

   Pour déterminer les coordonnées des points ݉ܲ, nous utilisons la méthode de 
J.W.CASSELS [2]. 

Nous prenons des Courbes Elliptiques d’équation de WEIERSTRASS : 

 ܧ ∶     ଶݕ ൌ ଷݔ  ݔܣ    ܤ ∈ Ժሾݔ, ,ݕ ,ܣ ଷܣ4 ܿ݁ݒܽ   ሿܤ  ଶܤ27 ് 0 

Les points ݉ܲ ont pour coordonnées des fractions rationnelles : 

݉ܲ ൌ ቈ
߶ሺܲሻ

߰ሺܲሻ
ଶ
;
߱ሺܲሻ

߰ሺܲሻ
ଷ
 ൌ ൫ݔሺܲሻ,  ሺܲሻ൯ݕ

Les polynômes ߰ sont égaux à : 

߰ିଵ ൌ െ1,    ߰ ൌ 0 ,    ߰ଵ ൌ 1,   ߰ଶ ൌ  ሺ1ሻ                                                                      ,ݕ2

߰ଷ ൌ ସݔ3  ଶݔܣ6  ݔܤ12 െ  ; ଶܣ

߰ସ ൌ ݔሺݕ4  ସݔܣ5  ଷݔܤ20 െ ଶݔଶܣ5 െ ݔܤܣ4 െ ଶܤ8 െ  ; ଷሻܣ

Les polynômes ߰ , pour ݉  2, sont déterminés par des relations de récurrences : 

                            ߰ଶାଵ ൌ ߰ାଶ߰
ଷ െ ߰ିଵ߰ାଵ

ଷ       ;          ݉  2                                                  ሺ2ሻ 

ଶ߰ݕ2                           ൌ ߰ሺ߰ାଶ߰ିଵ
ଶ െ ߰ିଶ߰ାଵ

ଶ ሻ  ;     ݉  3                                              ሺ3ሻ                     

Les polynômes ߶ et ߱ sont déterminés par les formules : 

                                ߶ ൌ ߰ݔ
ଶ െ ߰ାଵ߰ିଵ  ;      ݉  2                                                                  ሺ4ሻ 

߱ݕ4                                  ൌ ߰ାଶ߰ିଵ
ଶ െ ߰ିଶ߰ାଵ

ଶ ൌ
ଶ௬టమ

ట
 ;     ݉  2                                   ሺ5ሻ 

Il en résulte la : 

 

Proposition 4 

   Soit un point ܲ ൌ ሺݔ,  sur ܧ ሺℚሻ d’une Courbe Elliptiqueܧ ሻ du groupe de MORDELL-WEILݕ

le corps ℚ des rationnels d’équation de WEIERSTRASS : 

ଶݕ ൌ ଷݔ  ݔܣ    ܤ ∈ ℚሾݔ, ଷܣ4     ܿ݁ݒܽ  ሿݕ  ଶܤ27 ് 0 

alors les coordonnées des points ݉ܲ ൌ ሺݔ,  : ሺℚሻ sontܧ ሻ du groupeݕ

ݔ  ൌ
߶ሺܲሻ

߰ሺܲሻ
ଶ
   ; ݕ    ൌ

߱ሺܲሻ

߰ሺܲሻ
ଷ
   

 

Preuve 

Pour ݉ ൌ 0  ;   ܱܲ ൌ ܱா ൌ ሺ∞,∞ሻ ൌ ቀ
థబ

టబ
మ ,

ఠబ

టబ
యቁ ;  cela implique ߰ ൌ 0 , ߶ ൌ ߱ ൌ 1. 
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Pour ݉ ൌ െ1 ;  െܲ est le symétrique du point ܲ, il en résulte ߰ିଵ ൌ െ1. 

Pour ݉  2, on utilise une relation de récurrence sur ݉.  
 
 

C’est le lemme 7-2 dans [2]. 

■ 

 

4. Sous groupes de m-torsion. Groupes de torsion 

Définition 2 

   Pour tout entier rationnel ݉,  l’ensemble ܧሺܭሻሾ݉ሿ ൌ  ሾ݉ሿ des points d’ordre ݉ d’uneܧ
Courbe Elliptique ܧ, est le sous groupe de  ݉ െtorsion de  ܧ 

ሻሾ݉ሿܭሺܧ                                            ൌ ሾ݉ሿܧ ൌ ሼܲ ∈ ܲ݉; ሻܭሺܧ ൌ ܱாሽ                                            ሺ1ሻ 

 

Définition 3 

   Le groupe de torsion d’une Courbe Elliptique E/ܭ  est la réunion des sous groupes de 

 ݉-torsion : 

ܶሺܧሻ ൌ ⋃
∈Ժ

ሻሾ݉ሿܭሺܧ ൌ ሼܲ ∈ ; ሻܭሺܧ  ݉ܲ ൌ ܱா ;݉ ∈ Ժሽ 

Les groupes de torsion TሺEሻሺܭሻ sont d’ordre fini. 

MAZUR a déterminé la structure des groupes de torsion TሺEሻሺℚሻ. 

 

Théorème 

   Les groupes de torsion des Courbes Elliptiques E/ℚ sont des groupes additifs abéliens 
isomorphes à l’un des 15 groupes abéliens finis : 

Ժ ݉⁄ Ժ , 1   ݎݑ  ݉  ݉  ݐ݁  10 ൌ 12 ; 

Ժ 2⁄ Ժ⊕ Ժ 2݀⁄ Ժ , 1   ݎݑ  ݀  4. 

 

Preuve  cf. [17] 

■ 
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5. Théorème de MORDELL-WEIL 

   L’ensemble ܧሺܭሻ des points ܭ- rationnels d’une Courbe Elliptique ܭ/ܧ  est un groupe 
additif abélien de type fini. 
 
Preuve  
Elle fait intervenir des fonctions spéciales : les fonctions hauteurs sur les groupes abéliens. 

cf. [13], [17]  

■ 

Corollaire 

   Les groupes de MORDELL-WEIL ܧሺܭሻ des Courbes Elliptiques ܧ ⁄ܭ  sont isomorphes au 
produit de groupes abéliens additifs : 

ሻܭሺܧ ൎ ܶሺܧሻ ൈ Ժ 

où ܶሺܧሻ sont les groupes de torsion des Courbes Elliptiques  ݎ ,ܧ ൌ ሻܧሺݎ  0 sont des entiers 
naturels et Ժ ൌ   .copies du groupe additif abélien Ժ ݎ
 
Preuve cf. [13], [17] 

■ 

 
6. Valuations des corps-Réductions des Courbes Elliptiques 

 
Définition 4 

   Une valuation d’un corps K est une fonction réelle : 
ݒ ∶ ܭ   ⟶ Թା, 

qui satisfait les trois axiomes : 
(val-1)    ݒሺݔሻ  0 pour tout élément x et ݒሺݔሻ ൌ 0 si et seulement si x=0 ; 
(val-2)   ݒሺݕݔሻ ൌ  ; ܭ de ݕ et ݔ ሻ pour tousݕሺݒሻݔሺݒ

(val-3)  il existe une constante réelle positive ܿ telle que : 
ሻݔሺݒ  ݔሺݒ ݁ݑݍ݈݅݉݅ 1  1ሻ  ܿ 

 

 
Exemples 

ܭ .1 ൌ ;  ݏé݈݁ݎ ݏ݁ݎܾ݉݊ ݏ݁݀ Թ ݏݎܿ ሻݔሺݒ   ൌ maxሺݔ,െݔሻ  ;  c’est la valeur absolue 
ordinaire des nombres réels ݔ. L’axiome (val-3) est satisfait pour ܿ ൌ 2 : 
ሻݔሺݒ                                             ݔሺݒ ݁ݑݍ݈݅݉݅ 1  1ሻ  2 
 

ܭ .2 ൌ ;  ݏ݁ݔ݈݁݉ܿ ݏ݁ݎܾ݉݊ ݏ݁݀ ԧ ݏݎܿ ݔሺݒ    ሻݕ݅ ൌ ሺݔଶ  ଶሻݕ
భ

మ  ;   c’est le module d’un 
nombre complexe. L’axiome (val-3) est satisfait pour ܿ ൌ 2 : 
ݔሺݒ                                      ሻݕ݅  ݔሺݒ ݁ݑݍ݈݅݉݅ 1  ݕ݅  1ሻ  2  
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3. Valuations  െ ሻሺݒ  .premier  ,ℚ des nombres rationnels ݏݎܿ ݑ݀ ݏ݁ݑݍ݅݀ܽ ൌ
; ଵି ሻݍሺݒ  ൌ 1 pour tout nombre premier ݍ premier à  et ݒሺ0ሻ ൌ 0. L’axiome (val-3) est 
satisfait pour ܿ ൌ 1 : 
ሻݔሺݒ                                            ݔሺݒ ݁ݑݍ݈݅݉݅ 1  1ሻ  1 
 

4. La valuation triviale d’un corps ܭ satisfait : 
ሻݔሺݒ ൌ ሺ0ሻݒ ݐ݁ ݈ݑ݊ ݊݊ ܭ ݁݀ ݔ ݐݑݐ ݎݑ 1 ൌ 0 

 

Une valuation ݒ détermine un homomorphisme du groupe multiplicatif  ܭ⋆ du corps ܭ dans le 
groupe multiplicatif Թା des nombres réels positifs. 
 

Proposition 5 

   Soit une valuation : ݒ  ∶ ܭ   ⟶ Թା ; d’un corps ܭ. 
 
Elle satisfait les relations : 
 

ሺെ1ሻݒ .1 ൌ  ;  ሺ1ሻݒ

ሻݔሺെݒ .2 ൌ  ;  ሻݔሺݒ

ሺ1ݒ .3 ⁄ݔ ሻ ൌ 1 ⁄ሻݔሺݒ    pour ݔ non nul ; 

ݔሺݒ .4 ⁄ݕ ሻ ൌ ሻݔሺݒ ⁄ሻݕሺݒ    pour tout ݕ ݐ݁ ݔ non nul de ܭ. 

 

 
Preuve 

   Par l’axiome (val-2) nous obtenons : ݒሺݕݔሻ ൌ   ሻݕሺݒሻݔሺݒ
 
Pour ݔ ൌ ݕ ൌ 1, cette relation devient : ݒሺ1ሻ ൌ  ሺ1ሻଶݒ

 
Dans l’anneau des entiers du corps ܭ, cette équation admet deux solutions : 

ሺ1ሻݒ ൌ ሺ1ሻݒ ݐ݁ 1 ൌ 0 

L’axiome (val-1) implique la solution : ݒሺ1ሻ ൌ 1 
 
Le carré : ሺെ1ሻଶ ൌ 1 implique les valuations : 

ሺെ1ሻݒ                            ൌ ሺ1ሻݒ ൌ ሻݔሺെݒ  ; 1 ൌ ݔ ሻ ; pour toutݔሺݒ ∈  ܭ
 
Le produit : ݔሺ1 ⁄ݔ ሻ ൌ 1 implique les valuations : 

ሺ1ݒ                                                  ⁄ݔ ሻ ൌ 1 ⁄ሻݔሺݒ  ; pour ݔ non nul 
 
Le quotient : ݔ ⁄ݕ ൌ ሺ1ݔ ⁄ݕ ሻ implique les valuations : 
ݔሺݒ                                                   ⁄ݕ ሻ ൌ ሻݔሺݒ ⁄ሻݕሺݒ  ; pour ݕ non nul 
 
■ 
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Dans la définition 1, il n’y a pas de valuation ݒሺݔ   ሻ d’une somme, alors l’axiome (val-3)ݕ
peut être remplacé par « l’inégalité triangulaire » : 
 

(val-4)                                  ݒሺݔ  ሻݕ  ሻݔሺݒ   ሻݕሺݒ

Cette relation est valable pour les triangles de sommets ܣ, ܥ ݐ݁ ܤ ∶ ܤܣ    ܥܣ   .ܥܤ
Dans l’ensemble ܸሺܭሻ des valuations d’un corps ܭ, il y a une relation d’équivalence. 

 
 

Définition 5 

   Deux valuations ݒଵ ݁ݒ ݐଶ d’un corps ܭ sont équivalentes s’il existe un réel ݎ  0, tel que : 

ଵݒ ൌ ଶݒ
 

Alors l’ensemble ܸሺܭሻ des valuations de ܭ est la réunion de ces classes d’équivalence : 

݈ܿሺݒሻ ൌ ሼݒ,  ሽݏ݂݅ݐ݅ݏ ݎ ݏé݈݁ݎ ݏ݁݀ ݎݑ

Définition 6 

   Chaque classe de valuation d’un corps ܭ est un diviseur premier de ܭ ; la classe de la 

valuation triviale est le diviseur premier trivial ; les classes des valuations non triviales sont 

des diviseurs premiers non triviaux. 

 

Les valuations qui seront utilisées sont des valuations inéquivalentes qui sont donc des 

représentants des diviseurs premiers. 

Classification des valuations d’un corps 

   Les valuations d’un corps sont classifiées dans trois classes : 

les valuations archimédiennes, les valuations non archimédiennes et la valuation triviale. 

 

Définition 7 

   Une valuation ݒ ∶ ܭ  ⟶ Թା, est archimédienne si elle satisfait : 

ሻݔሺݒ                                         ݔሺݒ ݁ݑݍ݈݅݉݅ 1  1ሻ  2 ; 

une valuation ݒ est non archimédienne si elle satisfait : 

ሻݔሺݒ  ݔሺݒ ݁ݑݍ݈݅݉݅ 1  1ሻ  1 
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Exemples  

1) La valeur absolue usuelle sur le corps des nombres réels Թ : 

ሻݔሺݒ                            ൌ maxሺݔ, െݔሻ est archimédienne 

 

2) Les valuations -adiques du corps ℚ des nombres rationnels  premiers.              

ሻሺݒ    ൌ 1  ⁄   et ݒሺݍሻ ൌ 1 pour tout nombre premier ݍ premier à  et ݒሺ0ሻ ൌ 0, il en 

résulte que ces valuations -adiques sont non archimédiennes. 

 

Proposition 6 

Soit une valuation non archimédienne ݒ ∶ ܭ  ⟶ Թା, alors : 

ݔሺݒ (1  ሻݕ  max൫ݒሺݔሻ, ሻ൯ݕሺݒ  ; 

2) Si ݒሺݔሻ ൏ ݔሺݒ ሻ alorsݕሺݒ  ሻݕ ൌ  ; ሻݕሺݒ

3) Si ݒሺݔଵሻ  ݐ ௧ሻ pourݔሺݒ ൌ 2, 3, … , ݊, alors ݒሺݔଵ  ⋯ ሻݔ ൌ  ଵሻݔሺݒ

4) La relation : ݔଵ  ଶݔ  ⋯ ݔ ൌ 0 implique que ݒሺݔ௧ሻ est maximal pour deux indices au 

moins. 

Preuve cf. WEISS [21], Corollary 1-3-2. 

■ 

 
Valuations non archimédiennes et parties d’un corps ࡷ 

   A toute valuation non archimédienne : ݒ ∶ ܭ  ⟶ Թା nous associons les quatre parties de ܭ :  

 

l’anneau ܣሺݒሻ des ݒ-entiers ; c’est l’anneau de la valuation 

ሻݒሺܣ                                           ൌ ሼݔ ∈ ; ܭ ሻݔሺݒ   1ሽ ; 

le ݒ-idéal maximal en ݒ : 

ሻݒሺܯ                                       ൌ ൛ݔ ∈ ; ܭ ሻݔሺݒ ൏ 1 ൟ ; 

le groupe des ݒ-unités : 

                                      ܷሺݒሻ ൌ ሼݔ ∈ ; ܭ ሻݔሺݒ   ൌ 1ሽ ; 

le corps résiduel de la valuation : 

௦ܭ                                               ൌ ሻݒሺܣ ⁄ሻݒሺܯ  

Ce corps est de caractéristique non nulle  . 

Ces quatre parties ne sont pas définies pour les valuations archimédiennes. 
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Valuations additives 

   Les valuations déjà étudiées sont multiplicatives par la formule : 

ሻݕݔሺݒ ൌ  ሻݕሺݒ ሻݔሺݒ

La fonction logarithme qui transforme un produit en une somme permet d’obtenir des 

valuations additives : 

 

log ሻݕݔሺݒ ൌ log ሻݔሺݒ  log ,ሻݔሺݒ ሻ, pourݕሺݒ ሻݕሺݒ  0 

 

 Définition 8   

   Toute valuation  ݒ ∶ ܭ  ⟶ Թା d’un corps ܭ induit une valuation additive  

ߣ                          ∶ ܭ ∪ ሺ∞ሻ ⟶ Թ ; de valeur ߣሺݔሻ ൌ െ log൫ݒሺݔሻ൯ 
 
Cette valuation satisfait les trois relations : 

ሻݔሺߣ ∈ Թ  ; ሺ0ሻߣ   ൌ ∞  ; ሺ1ሻߣ ݐ݁   ൌ 0 

ሻݕݔሺߣ ൌ ሻݔሺߣ  ,ሻݕሺߣ ,ݔ ݎݑ ݕ ് 0 ; 

ݔሺߣ  ሻݕ  ݉݅݊൫ߣሺݔሻ,  .ሻ൯ݕሺߣ

 

Réductions des Courbes Elliptiques 

   Dans les équations de Weierstrass des Courbes Elliptiques ܧ, les cinq coefficients ܽ et les 

deux variables ݔ et ݕ peuvent prendre des valeurs considérables dans un corps infini. 

   L’un des moyens de borner ces valeurs est la réduction avec une valuation non 

archimédienne discrète du corps. Le discriminant réduit peut être nul ; la courbe réduite est 

une cubique singulière.  

Cela implique deux types de réductions : les bonnes qui réduisent les Courbes Elliptiques en 

Courbes Elliptiques, les mauvaises qui réduisent les Courbes Elliptiques en cubiques 

singulières. 

 

Réductions des équations de WEIERSTRASS 

   Soit des Courbes Elliptiques ܧ, d’équations de WEIERSTRASS : 

ܧ ∶   ଶݕ  ܽଵݕݔ  ܽଷݕ ൌ ଷݔ  ܽଶݔ
ଶ  ܽସݔ  ܽ    ∈ ,ݔሾܭ  ሿݕ

Le corps commutatif ܭ est pourvu d’une valuation ݒ, non archimédienne, discrète, additive, et 

des objets associés ܣ௩,ܯ௩, ௦ܭ ݐ݁ ൌ ሻݒሺܣ ⁄ሻݒሺܯ . 
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Définition 9 [17] 

   Soit des Courbes Elliptiques ܧ, d’équations de WEIERSTRASS : 

ܧ                   ∶   ଶݕ  ܽଵݕݔ  ܽଷݕ ൌ ଷݔ  ܽଶݔ
ଶ  ܽସݔ  ܽ ∈ ℚሾݔ,  ሿ                                           ሺ1ሻݕ

 

1. La réduction modulo un nombre rationnel premier  est l’application : 

ሺℚሻܧ ⟶  ത൫ॲ൯ܧ

Alors les valuations -adiques du corps ℚ réduisent  ce corps aux corps finis ॲ de  

éléments. 

ܽ ⟶ ܽపഥ ,  ݀݉  ݔ ⟶ ,  ݀݉ ݔ̅ ݕ ⟶ ,ݔሺܲ ݐ݁  ݀݉ തݕ ሻݕ ⟶ തܲሺ̅ݔ,  തሻݕ

 

2. La réduction modulo une valuation ݒ est l’application : 

ሻܭሺܧ ⟶  ௦ሻܭതሺܧ

        ሺݔ, ሻݕ ⟶ ൫ݒሺݔሻ,  ሻ൯ݕሺݒ

 

Exemple 

   Courbe Elliptique ܧ d’équation de WEIERSTRASS : 

ܧ ∶   ଶݕ െ ݕݔ5  ݕ13 ൌ ଷݔ  ଶݔ15 െ ݔ14  37 ∈ ℚሾݔ,  ሿݕ

Avec le calcul nous obtenons ses invariants : 

 ܾଶ ൌ 85 ; ܾସ ൌ െ93 ; ܾ ൌ 317 ;  ଼ܾ ൌ 4574 ; ܿସ ൌ 9457 ; ܿ ൌ െ967177 ;  Δሺܧሻ ൌ െ51878462 

La réduction modulo 5 transforme l’équation ሺ1ሻ en l’équation de la courbe réduite : 

തܧ ∶   ଶݕ  ݕ3 ൌ ଷݔ  ݔ  2  ∈ ॲହሾݔ,  ሿݕ

Les invariants de la courbe réduite sont des éléments du corps  ॲହ. 

ܾଶ ൌ 0 ; ܾସ ൌ 2 ; ܾ ൌ 2 ;  ଼ܾ ൌ 4 ;  ܿସ ൌ 2 ; ܿ ൌ 3 ;  Δሺܧതሻ ൌ 3 

Définition 10 

   L’équation ሺ1ሻ de WEIERSTRASS est minimale en ݒ si ses coefficients ܽ sont ݒ-entiers et 

son discriminant est minimal et  ݒ-entier. 

Les formules d’isomorphismes des Courbes Elliptiques impliquent des conditions de 

minimalité de l’équation : 

ሺܽሻݒ  ݅ ݎݑ 0 ൌ 1, 2, 3, 4, 6  ; ሻ൯ܧ൫Δሺݒ   ൏ 12  ; ሺܿସሻݒ   ൏ 4  ; ሺܿሻݒ   ൏ 6. 
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Application de ce critère à l’exemple précèdent : 

ହሺെ5ሻݒ ൌ ହሺ15ሻݒ ൌ 1  ; ହሺെ14ሻݒ   ൌ ହሺ13ሻݒ ൌ ହሺ37ሻݒ ൌ 0  ; ହሺܿସሻݒ   ൌ ሻ൯ܧହ൫Δሺݒ ൌ 0 

Ces valeurs impliquent que l’équation de la courbe est minimale. 

 
Classification des réductions 

   Les réductions des Courbes Elliptiques sont classifiées par la nature de la courbe réduite. 
 
Définition 11 

1) Une réduction est bonne lorsque la courbe réduite est une Courbe Elliptique ; 

2) Une réduction est mauvaise lorsque la courbe réduite est singulière : 

2.1)  elle est multiplicative lorsque la courbe réduite a un nœud. 

2.2) elle est additive lorsque la courbe réduite a un point de rebroussement. 

 Il y a un autre vocabulaire en usage : 

Les bonnes réductions sont des réductions stables ; les réductions multiplicatives sont des 

réductions semi-stables ; les réductions additives sont des réductions instables. 
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CHAPITRE III – ESPACES HOMOGENES 

  

 

1. Isomorphismes de Courbes Elliptiques 

   Ce sont des isomorphismes des groupes de MORDELL-WEIL des Courbes Elliptiques 

 

Proposition 1 

      Soit une Courbe Elliptique ܧ, sur un corps ܭ, et son groupe de MORDELL-WEIL  ܧሺܭሻ. 

Alors l’application :                 

                                                       f: ܧሺܭሻ ⟶                                                               , ሻܭሺ′ܧ

de valeur                                        fሺݔ, ሻݕ ൌ ሺߤଶܺ  ݕ    ,    ݎ ൌ ଷܻߤ  ܺݏଶߤ   ,ሻݐ

avec                                                ߤ , , ݎ , ݏ ߤ et ܭ dans ݐ ് 0,  

est un isomorphisme des Courbes Elliptiques  ܧ ݐ݁ ܧᇱ.         

 
Preuve  

   Considérons une Courbe Elliptique ܧ  d’équation de WEIERSTRASS :        

ܧ                                       ∶ ଶݕ   ܽଵݕݔ  ܽଷݕ ൌ ଷݔ  ܽଶݔ
ଶ  ܽସݔ  ܽ    ∈ ,ݔሾܭ  ሿ                      ሺ1ሻݕ

 

La transformée de ܧ par f  est une courbe fሺܧሻ ൌ  : ᇱ, d ’équation de WEIERSTRASSܧ

ᇱܧ                    ∶    ܻଶ  ܽଵ
ᇱ ܻܺ  ܽଷ

ᇱ ܻ ൌ ܺଷ  ܽଶ
ᇱ ܺଶ  ܽସ

ᇱ ܺ  ܽ
ᇱ      ∈ ,ሾܺܭ ܻሿ                            ሺ2ሻ 

Le calcul des discriminants montre que : 

ᇱሻܧሺ߂                                                                             ് 0                                                           ሺ3ሻ 

Pour vérifier les formules  d’isomorphisme de groupes, il faut comparer l’image  fሺܲ  ܴሻ à la 

somme  fሺPሻ  fሺRሻ des images. 

L’image du point à l’infini ܱா est égale à f൫ሺ0,1,0ሻ൯ ൌ ሺ0,1,0ሻ ൌ ܱாᇲ. La condition ߤ ് 0 

implique que l’image réciproque fିଵሺܺ, ܻሻ contient un seul point ሺܺ, ܻሻ : 

ܺ ൌ
ݔ െ ݎ

ଶߤ
, ܻ ൌ

ݕ െ ݔሺݏ െ ሻݎ  ݐ

ଷߤ
 

 

■ 

 

Les relations entre les coefficients et les invariants des courbes isomorphes ܧ et ܧᇱ sont 

obtenues par des calculs. Les résultats obtenus sont résumés ci-dessous. 
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Relations entre coefficients et invariants de deux Courbes Elliptiques isomorphes  

Les coefficients ܽ et ܽ
ᇱ sont liés par les cinq relations : 

ଵܽߤ
ᇱ ൌ ܽଵ    ; ݏ2

ଶܽଶߤ
ᇱ ൌ ܽଶ െ ଵܽݏ  ݎ3 െ   ; ଶݏ

ଷܽଷߤ
ᇱ ൌ ܽଷ  ଵܽݎ   (Is-1)                                                                                                              ; ݐ2

ସܽସߤ
ᇱ ൌ ܽସ െ ଷܽݏ  ଶܽݎ2 െ ሺݐ  ሻܽଵݏݎ  ଶݎ3 െ   ; ݐݏ2

ܽߤ
ᇱ ൌ ܽ  ସܽݎ  ଶܽଶݎ  ଷݎ െ ଷܽݐ െ ଶݐ െ   .ଵܽݐݎ

 

Les coefficients ܾ et ܾ
ᇱ sont liés par les quatre relations : 

ଶܾଶߤ
ᇱ ൌ ܾଶ    ; ݎ12

ସܾସߤ
ᇱ ൌ ܾଶ  ଶܾݎ      ଶ ;                                                                                                        (Is-2)ݎ6

ܾߤ
ᇱ ൌ ܾ  ସܾݎ2  ଶܾଶݎ    ; ଷݎ4

଼଼ܾߤ
ᇱ ൌ ଼ܾ  ܾݎ3  ଶܾସݎ3  ଷܾଶݎ    ; ସݎ3

 

Les coefficients ܿ et ܿ
ᇱ sont liés par les deux relations : 

ସܿସߤ
ᇱ ൌ ܿସ ;   

ܿߤ
ᇱ ൌ ܿ .                                                                                                                     (Is-3) 

 

Les discriminants des deux courbes sont liés par la formule : 

ᇱሻܧଵଶΔሺߤ ൌ Δሺܧሻ                                                                                                          (Is-4) 

 

Les invariants modulaires des deux courbes sont égaux : 

݆ሺܧᇱሻ ൌ ݆ሺܧሻ                                                                                                                (Is-5)      

 

La formule (Is-5) ci-dessus caractérise les Courbes Elliptiques isomorphes.       

 
Proposition 2 

   Deux Courbes Elliptiques ܧ ݐ݁ ܧᇱ sur un corps ܭ de ܿܽܿܽݎሺܭሻ ് 2, 3, sont isomorphes si et 

seulement si leurs invariants modulaires sont égaux. 

 

Preuve de « ࡱ ܜ܍ ࡱᇱsont isomorphes » implique «ሺࡱᇱሻ ൌ  «ሻࡱሺ

   Soient deux Courbes Elliptiques ܧ et ܧᇱ isomorphes ; alors la formule (Is-5) implique 

l’égalité : 

                                                               ݆ሺܧሻ ൌ ݆ሺܧᇱሻ 
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Preuve de « ሺࡱሻ ൌ  « ᇱsont isomorphesࡱ ܜ܍ ࡱ » ᇱሻ » impliqueࡱሺ

Nous examinons les 3 cas : 

                                                       ݆ሺܧሻ ൌ   jሺܧᇱሻ ൌ 0 , ݐ ݐ݁ 1728 ് 0, 1728. 

  

1. Pour ݆ሺܧሻ ൌ  jሺܧᇱሻ ൌ 0, nous prenons deux équations de WEIERSTRASS, un corps ܭ de 

ሻܭሺܿܽݎܽܿ ് 2, 3. 

 ܧ                   ∶     ଶݕ ൌ ଷݔ  ܽସݔ  ܽ , avec la condition 4ܽସ
ଷ  27ܽ

ଶ ് 0                             

ᇱܧ                  ∶     ᇱଶݕ ൌ ᇱଷݔ  ܽସ
ᇱ ᇱݔ  ܽ

ᇱ  avec la condition 4ܽସ
ᇱଷ  27ܽ

ᇱଶ ് 0                       

     L’invariant modulaire d’une Courbe Elliptique est égal à : 

                                                ݆ሺܧሻ ൌ 4ሺ1728ܽସ
ଷሻ ሺ4ܽସ

ଷ  27ܽ
ଶሻ⁄  

L’hypothèse d’égalité des invariants ݆ሺܧሻ ൌ  jሺܧᇱሻ implique les relations : 

ܽସ ൌ ܽସ
ᇱ ൌ 0  ,    ܽ ് ܽ  ݐ݁   0

ᇱ ് 0; 

Par les formules  (Is-1) d’isomorphisme, il existe un élément  ߤ ∈  :  tel queܭ

ܽߤ
ᇱ ൌ ܽ ; 

Cette équation admet, dans une clôture algébrique  ܭ , 6 racines : 

ߤ ൌ ቆ
ܽ
ܽ
ᇱ ቇ

ଵ ⁄

; 

Il en résulte les 6 isomorphismes : f ∶ ሻܭሺܧ  ⟶  : ሻ, de valeurܭᇱሺܧ

fሺx, yሻ ൌ ሺߤଶݔ,  ሻݕଷߤ

 

2. Pour ݆ሺܧሻ ൌ  jሺܧᇱሻ ൌ 1728, nous gardons les équations de WEIERSTRASS des courbes 

 .ᇱܧ ݐ݁ ܧ

 L’hypothèse sur ݆ሺܧሻ ݁ݐ jሺܧᇱሻ implique les conditions : 

ܽସ ് 0, ܽସ
ᇱ ് ܽ   ݐ݁  0 ൌ  ܽ

ᇱ ൌ 0; 

Par les formules (Is-1) d’ isomorphismes, il existe un élément ߤ ∈  :  , tel queܭ

ସܽସߤ
ᇱ ൌ ܽସ; 

Cette équation admet 4 racines : 

ߤ ൌ ቆ
ܽସ
ܽସ
ᇱ ቇ

ଵ ସ⁄

; 

Il en résulte les 4 isomorphismes : ݂ ∶ ሻܭሺܧ  ⟶  ;ሻܭᇱሺܧ

 

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺߤଶݔ,  ;ሻݕଷߤ
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3. Pour  ݆ሺܧሻ ൌ  jሺܧᇱሻ ൌ ݐ ് 0, 1728, nous gardons les équations de WEIERSTRASS. 

La formule de  ݆ሺܧሻ et l’hypothèse  ݆ሺܧሻ ൌ  jሺܧᇱሻ ൌ  : impliquent l’équation ,ݐ

4ܽସ
ଷሺ1728 െ ሻݐ ൌ 27ܽ

ଶݐ  ,  ݐ ് 0, 1728 

Cette équation admet la solution : 

ܽସ ൌ
ଷ௧

ଵଶ଼ି௧
; ܽ ൌ

ଶ௧

ଵଶ଼ି௧
ݐ    ,     ് 0, 1728 

L’égalité ݆ሺܧሻ ൌ  jሺܧᇱሻ implique la relation : 

ܽସ
ଷܽ

ᇱଶ ൌ ܽସ
ᇱଷܽ

ଶ, 

Par les formules (Is-1) d’isomorphismes, il existe un élément ߤ  non nul tel que : 

ସܽସߤ
ᇱ ൌ ܽସ ݁ߤ ݐ

ܽ
ᇱ ൌ ܽ; 

Nous en déduisons les solutions : 

ߤ ൌ ቆ
ܽସ
ܽସ
ᇱ ቇ

ଵ ସ⁄

ൌ ቆ
ܽ
ܽ
ᇱ ቇ

ଵ ⁄

; 

Il en résulte les isomorphismes : ܧሺܭሻ ⟶  ,ሻܭᇱሺܧ

ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺߤଶߤ    ,    ݔଷݕሻ 

Alors la Courbe Elliptique ܧ a pour équation de WEIERSTRASS : 

ଶݕ ൌ ଷݔ 
ଷ௧௫

ଵଶ଼ି௧


ଶ௧

ଵଶ଼ି௧
    ∈ ,ݔሾܭ ݐ    ,    ሿݕ ് 0, 1728 

 

■ 

 

2. Isogénies de Courbes Elliptiques 
 

   Définition 1 [16] 

   Soit deux Courbes Elliptiques ܧ ݐ݁ ܧᇱ sur le même corps ܭ, d’éléments neutres respectifs  
ܱா ݁ݐ ܱாᇲ , de groupes de MORDELL-WEIL ܧሺܭሻ ݁ܧ ݐᇱሺܭሻ. 
Une isogénie de ܧ sur ܧᇱ est un homomorphisme ߣ ∶ ሻܭሺܧ  ⟶  ሻ qui satisfait lesܭᇱሺܧ
conditions : 

ሺܱாሻߣ (1 ൌ ܱாᇲ; 

ߣ (2 ് 0; 

 ; est surjectif ߣ (3
4) le noyau de ߣ est un sous groupe fini de ܧሺܭሻ; 
ሺܲߣ (5  ܴሻ ൌ ሺܲሻߣ   .ሻܭሺܧ du groupe ܴ ݐ݁ ܲ ሺܴሻ pour tous pointsߣ

 

   Cette isogénie λ induit un homomorphisme : 
 

nP ⟶n λሺPሻ; 
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du groupe des classes de diviseurs de degré 0 sur EሺKሻ, dans le groupe correspondant de 
EᇱሺKሻ. Une isogénie possède des invariants : degré, isogénie duale. 
 
 
Définition 2  

   Lorsqu’une courbe ܧ est isogène à une courbe ܧᇱ, alors la courbe ܧᇱ est isogène à  ܧ ; le 
noyau de cette isogénie est un sous groupe fini du groupe ܧሺܭሻ. 
Le degré de l’isogénie  ߣ est égal à l’ordre de ce sous groupe. A chaque isogénie est associée 
une isogénie duale par la : 
 
 
 Définition 3 

   L’isogénie duale d’une isogénie de degré ݀ : 
ߣ ∶ ሻܭሺܧ  ⟶  ሻܭᇱሺܧ

est le morphisme de groupes : 
መߣ ∶   ሻܭᇱሺܧ ⟶  ሻܭሺܧ

qui satisfait les deux composées : 
 ሻܭᇱሺܧ መ est la multiplication par ݀ surߣߣ

                                       et ߣመߣ est la multiplication par ݀ sur ܧሺܭሻ. 
 
Les isogénies de Courbes Elliptiques, étant des morphismes de variétés abéliennes, sont 
soumises à l’opération de composition des applications. 
 
La construction d’une courbe isogène à une Courbe Elliptique E peut être réalisée avec la : 
 
 
Proposition 3 

   Soit une Courbe Elliptique ܧ, son groupe de MORDELL-WEIL ܧሺܭሻ. A chaque sous groupe 
fini ܨ de ܧሺܭሻ, d’ordre ݀, correspond une isogénie ߣ, unique, séparable, de noyau ܨ et de 
degré ݀: 
  

ߣ ∶ ሻܭሺܧ  ⟶ ሻܭሺܧ ܨ ൌ⁄  .ሻܭᇱሺܧ

 

Preuve 

   Les points du sous groupe ܨ sont simples ; donc l’isogénie est séparable. L’image ߣሺܱாሻ du 
point neutre est la classe du sous groupe ܨ, qui contient ce point neutre. 
Cette application canonique est donc surjective. Elle satisfait les conditions des isogénies. 
 
■ 
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Formules d’isogénie de VELU [19] 

   Indiquons la technique utilisée par VELU. 
Soit une Courbe Elliptique ܧ d’équation de WEIERSTRASS : 

 ܧ                          ∶    ଶݕ  ܽଵݕݔ  ܽଷݕ ൌ ଷݔ  ܽଶݔ
ଶ  ܽସݔ  ܽ       ∈ ℚሾݔ,  ሿ  ;                                 ሺ1ሻݕ

 
Sur le corps ℚሺܧሻ ൌ ℚሺݔ,  ሻ des fonctions rationnelles sur ℚ, nous associons à tout pointݕ
ܲ ് ܱா, une valuation ݒ de valeur : 
ሻݔሺݒ                                                      0  ; ሻݕሺݒ     0                                                                  ሺ2ሻ 
 

Au point à l’infini ܱா, nous associons la valuation ݒ de valeur : 

ሻݔሺݒ                                                       ൌ െ2   ݁ݒ  ݐሺݕሻ ൌ െ3                                                         ሺ3ሻ 

Mettons l’équation de ܧ sous la forme : 

,ݔሺܪ                                       ሻݕ ൌ ଷݔ  ܽଶݔ
ଶ  ܽସݔ  ܽ െ ଶݕ െ ܽଵݕݔ െ ܽଷݕ  ൌ 0                        ሺ4ሻ 

 

Par  définition, l’invariant différentiel de ܧ est égal à : 

߱ሺܧሻ ൌ
ௗ௫

ିு
ᇲ ൌ

ௗ௬

ுೣ
ᇲ ܪ݀    ,    ൌ ௫ܪ

ᇱ ݔ݀  ௬ܪ
ᇱ  ݕ݀

où les dérivées partielles de la fonction ܪሺݔ,  : ሻ sont égales àݕ

௫ܪ                                              
ᇱ ൌ ଶݔ3  2ܽଶݔ  ܽସ െ ܽଵݕ  et  ܪ௬ᇱ ൌ െሺ2ݕ  ܽଵݔ  ܽଷሻ               ሺ5ሻ 

 

En posant  ݖ ൌ െݔ ⁄ݕ , nous obtenons les développements de ݔ et de ݕ en ݖ : 

ݔ                             ൌ ଶିݖ െ ݀ଵ ݖ
ିଵ െ 1 െ ݀ଶ െ ݀ଷݖ െ ݀ସݖ

ଶ െ ݀ହݖ
ଷ … ;                                           ሺ6ሻ 

ݕ                                 ൌ െݔ ⁄ݖ ൌ െିݖଷ  ݀ଵݖ
ିଶ  ݀ଶݖ

ିଵ  ݀ଷ  ݀ସݖ  ݀ହݖ
ଶ  ⋯ 

 

Il en résulte des relations entre les coefficients ݀ et  ܽ 

݀ଵ ൌ ܽଵ  ;   ݀ଶ ൌ ܽଶ  ;   ݀ଷ ൌ ܽଷ  ;   ݀ସ ൌ ܽସ  ܽଵܽଷ  ;   ݀ହ ൌ ܽଵܽସ  ܽଶܽଷ  ܽଵ
ଶܽଷ  ;  

                                             ݀ ൌ ܽ  ܽଵ
ଶܽସ  ܽଵ

ଷܽଷ  ܽଶܽସ  2ܽଵܽଶܽଷ ; ….                                    ሺ7ሻ 

 

L’invariant  différentiel de ܧ est une fonction de ݖ : 

                    ߱ሺܧሻ ൌ ሼ1ݖ݀  ܽଵݖ  ሺܽଵ
ଶ  ܽଶሻݖ

ଶ  ሺܽଵ
ଷ  2ܽଵܽଶ  ܽଷሻ. . ሽ                                     ሺ8ሻ 

 

Soit un point ሺܺ, ܻሻ de la courbe isogène à ܧ. 

 

A chaque point ܲ ൌ ሺݔ, ,nous associons le point ሺܺ ,ܧ ሻ deݕ ܻሻ par les relations : 

                                          ܺ ൌ ݔ  ∑ ൫ݔሺܲ  ܶሻ െ ሺܶሻ൯ ;்∈ிିைಶݔ                                                       ሺ9ሻ 
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ܻ ൌ ݕ   ൫ݕሺܲ  ܶሻ െ ; ሺܶሻ൯ݕ

்∈ிିைಶ

 

 
Nous obtenons les développements de ܺ et  ܻ en ݖ : 

                                                       ܺ ൌ ଶିݖ െ ܽଵ ݖ
ିଵ െ ܽଶ െ ܽଷݖ െ⋯                                            ሺ10ሻ 

ܻ ൌ െିݖଷ  ܽଵݖ
ିଶ  ܽଶݖ

ିଵ  ⋯ 

 
La formule ܼ ൌ െܺ ܻ⁄  implique le développement de ܼ : 

                                                             ܼ ൌ ݖ  ଷݖ2  3ܽଵݖ
  ⋯                                                   ሺ11ሻ 

 
Nous en déduisons une relation entre ܺ et ܻ indépendante de ݖ : 

                                                 ܻଶ  ଵܻܺܣ  ଷܻܣ ൌ ܺଷ  ଶܺܣ
ଶ  ସܺܣ                   ;                               ሺ12ሻܣ

avec ܣଵ ൌ ܽଵ ; ଶܣ   ൌ ܽଶ  ; ଷܣ   ൌ ܽଷ  ; ସܣ   ൌ ܽସ െ ܣ ݐ݁ ݐ5 ൌ ܽ െ ܾଶ െ   ,ݓ7

ݐ ൌ  ொݐ
ொ∈ௌ

, ݓ ൌ ൫ߤொ  , ொ൯ݐொݔ ܵ ൌ ଶܨ ∪ ܴ

ொ∈ௌ

 

 
Exemple de VELU 

 ܧ ∶    ଶݕ  ݕݔ  ݕ ൌ ଷݔ െ ଶݔ െ ݔ3  3 ; 

Sous groupes ܨ ⊂ ℚ d’ordre 7 formé des 7 points :                                                                 

ܳ ൌ ሺ1,0ሻ ;  2ܳ ൌ ሺെ1,െ2ሻ ; 3ܳ ൌ ሺ3,െ6ሻ ; 4ܳ ൌ ሺ3,2ሻ ;   5ܳ ൌ ሺെ1,2ሻ ; 6ܳ ൌ ሺ1,െ2ሻ ݁7ܳ ݐ ൌ ܱா 

alors  ܧᇱ ൌ ܧ ⁄ܨ ∶   ଶݕ  ݕݔ  ݕ ൌ ଷݔ െ ଶݔ െ ݔ213 െ 1257  

 
3. Cohomologie des Groupes  

   La théorie de la cohomologie des groupes est construite avec des groupes différentiels, des 
groupes abéliens gradués, des G-complexes, des morphismes. C’est cette théorie que nous 
exposons. 
 
Groupes différentiels 

 
Définition 4 

   Un groupe différentiel est une paireሺܣ, ݀ሻ, formée d’un groupe abélien ܣ  et d’un 
endomorphisme ݀ de ܣ qui satisfait la relation : 

݀ଶ ൌ ݀ ∘ ݀ ൌ 0. 

Il en résulte l’inclusion du sous groupe-Image de  ݀ dans le sous groupe Noyau de ݀ :   
݀ ݉ܫ ⊂ ker ݀, 

Diagramme de composition : 
                                                                       ݀ 
 ܣ       ܣ                                                                       

                                                                                         ݀ 
                                                                 ݀ଶ ൌ          ܣ        0
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Définition 5 

   Le groupe quotient ܪሺܣሻ ൌ ker ݀ ⁄݀ ݉ܫ  est le groupe dérivé du groupe différentiel ሺܣ, ݀ሻ.  

Pour deux groupes différentiels, on introduit la notion de "admissible" par la : 

 

Définition 6 

   Un homomorphisme ݂ de deux groupes différentiels ሺܣ, ݀ሻ et ሺܤ, ݄ሻ est admissible si 

 ݂: ܣ → ݂ : satisfait la relation de composition ܤ ∘ ݀ ൌ ݄ ∘ ݂ et le diagramme  commutatif : 

                                                                           ݂ 

 ܤ                                 ܣ                                                            

                                                        ݀       ݂ ∘ ݀      ݄ ∘ ݂  ݄ 
 ܤ                             ܣ                                                                 

 

  
Proposition 4 

   Toute application admissible de groupes différentiels,݂: ሺܣ, ݀ሻ → ሺܤ, ݄ሻ, induit un 
homomorphisme de groupes dérivés, ∗݂ ∶ ሻܣሺܪ →  : ሻ, de valeurܤሺܪ

∗݂ሺܽ  ሻܣ݀ ൌ ݂ሺܽሻ  ,ܤ݄ ሺ݀ܽሻ݂  ܿ݁ݒܽ ൌ 0. 
 

 
Preuve  

Les groupes différentiels ሺܣ, ݀ሻ et ሺܤ, ݄ሻ sont construits avec : 
݀ ∶ ܣ  → ݄   et ܣ ∶ ܤ  →   .ܤ

Il leur correspond les groupes dérivés : 
ሻܣሺܪ ൌ ݎ݁݇ ݀ ⁄݀ ݉ܫ  et  ܪሺܤሻ ൌ ݎ݁݇ ݄ ⁄݄ ݉ܫ . 

La valeur ݂ሺ݀ܽሻ ൌ 0 provient de la condition ݀ଶ ൌ 0 de l’endomorphisme d. 

■ 

 
Groupes abéliens gradués différentiels 

   Un groupe différentiel  ܣ devient gradué avec une condition supplémentaire. 

 

Définition 7 

1) un groupe abélien ܣ gradué est un groupe abélien somme directe de sous groupes  ܣ 

 

ܣ ൌ⊕
ஶ  ܣ

2) un groupe abélien, gradué, différentiel, est un groupe gradué muni d’un opérateur 

différentiel ݀, qui satisfait, pour chaque ܣ de la somme directe : 

  ݀ ∶ ܣ  → ݎ   ା ,    pourܣ ൌ 1 ou ݎ ൌ െ1. 



Chapitre III                                                                                                                                 Espaces Homogènes 

40 
 

Ces opérateurs déterminent une suite infinie du groupe gradué différentiel, ሺܣ, ݀,  ሻ de laݎ

forme : 

. . . → ିଵܣ → ܣ → ାܣ → ାଶܣ → ାଷܣ → ⋯ 

                                                                 ݀ି     ݀   ݀ା        ݀ାଶ   

Dans cette suite les composées ont pour valeurs : 

 ݀ା ∘ ݀ ൌ 0, pour ݎ ൌ 1 ou ݎ ൌ െ1. 

Pour un groupe gradué différentiel ሺܣ, ݀,  : ሻ, on poseݎ

݀ ൌ⊕
ஶ ݀ 

 

Définition 8 

1) pour un groupe gradué différentiel ሺܣ, ݀, ݎ ሻ, le casݎ ൌ 1 est la cohomologie de 

groupes ; l’opérateur ݀ est l’opérateur cobord. 

2) Le cas ݎ ൌ െ1 est l’homologie de groupes ; l’opérateur ݀ est l’opérateur bord. 

 

Une suite de cohomologie de groupes est de la forme : 

. . . → ିଵܣ → ܣ → ାଵܣ → ାଶܣ → ⋯ 

                                                                 ݀ିଵ     ݀   ݀ାଵ        ݀ାଶ   

 

Une  suite d’homologie de groupes est de la forme : 

… → ାଶܣ → ାଵܣ → ܣ → ିଵܣ → ⋯ 

                                              ݀ାଷ         ݀ାଶ       ݀ାଵ   ݀        ݀ିଵ 

 

Groupes de cohomologie  

   Soit une suite de cohomologie de groupes : 

⟶ ଶିܣ ⟶ ଵିܣ ⟶ ܣ ⟶ ଵܣ ⟶ ଶܣ ⟶ ⋯ 
                                                         ݀ିଶ         ݀ିଵ      ݀        ݀ଵ          ݀ଶ 

Dans cette suite apparaissent de nouveaux groupes. 
 

Définition 9 

1) chaque groupe  ܣ est le groupe des n-cochaines ; 
2) le groupe des n-cocycles est le groupe quotient 

ܼ ൌ ܣ ∩  ; ݀ ݎ݁݇
3) le groupe des n-cobords est le groupe quotient 

ܤ ൌ ܣ ∩ ݀ିଵܣିଵ ; 
4) le n-ème groupe de cohomologie est le groupe quotient 

ሻܣሺܪ ൌ ܼ ⁄ܤ  

Avec ces groupes, on construit des diagrammes commutatifs. 
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Proposition 5 

   Soit un diagramme commutatif de groupes gradués différentiels : 
 
 0    ⟶   ܥ    ⟶     ܤ   ⟶    ܣ    ⟶ 0                                                
                                                                   i              j 
                                                          f ↓         g ↓          h ↓    
 ᇱ  ⟶    0ܥ    ⟶   ᇱܤ   ⟶   ᇱܣ   ⟶ 0                                                
                                                                   iᇱ             jᇱ 

 
Ce diagramme induit le diagramme de groupes de cohomologie : 
 
                                            d∗              i∗                j∗              d∗ 
                    … ⟶ Hିଵሺܥሻ ⟶ Hሺܣሻ ⟶ Hሺܤሻ ⟶ Hሺܥሻ ⟶Hାଵሺܣሻ ⟶… 
                                   h∗ ↓              f∗ ↓           g∗ ↓           h∗ ↓            f∗ ↓ 
                    … ⟶ Hିଵሺܥ

ᇱሻ ⟶ Hሺܣ
ᇱሻ ⟶ Hሺܤ

ᇱሻ ⟶ Hሺܥ
ᇱሻ ⟶Hାଵሺܣ

ᇱሻ ⟶…  

                                              d∗
ᇱ               i∗

ᇱ                j∗
ᇱ               d∗

ᇱ 

 
 

Preuve 

   Il faut s’assurer que ce diagramme est commutatif en utilisant les  données et les définitions. 
 
■ 
 
Pour étudier des groupes quotients, on dispose de la : 
 
Proposition 6 (lemme de Herbrand) 

   Soit un groupe ܣ, additif, abélien , et deux endomorphismes ݂ et ݃, de composés : 
 ݂݃                                                 ൌ  ݂݃  ൌ  ܱ. 
Soit un sous groupe ܤ de  ܣ , d’indice fini, stable par ݂ et ݃. 
Alors les indices satisfont : 

ሺker ݂: ݃ሺܣሻሻ

ሺker ݃: ݂ሺܣሻሻ
ൌ
ሺker ݂: ݃ሺܤሻሻ

ሺker ݃:  ݂ሺܤሻሻ
 

 

où   ݂ et ݃ sont les restrictions de ݂ et ݃ au sous groupe ܤ de ܣ. 
Ce quotient est le ’’Quotient de Herbrand’’ 
 
Preuve cf. [21] 

   On utilise les données et les propriétés des groupes abéliens et des endomorphismes. 
■ 
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G-complexes  (partie positive) 

   Soit un groupe, fini, multiplicatif, d’éléments neutre 1 : 
 

 ܩ ൌ ሼ1, ,ߪ ߬, ߲, ,ߣ … ሽ 

et l’ensemble : 
Γ ൌ Ժሾܩሿ ൌ ሼݏ݈݈݁݁݉ݎ݂ ݁݉݉ݏ  ∑ ݊ఙߪఙ∈ீ , ݊ఙ ∈ Ժሽ. 

où  Ժ est l’anneau des entiers rationnels.  
 
Cet ensemble est muni d’une structure d’anneau de groupe, intègre, avec les deux lois : une 
addition : 

݊ఙߪ ݎఙߪ ൌሺ݊ఙ  ఙሻݎ

ఙఙఙ

 ;ߪ

et une multiplication : 

൭݊ఙߪ

ఙ

൱൭ݎఙߪ

ఙ

൱ ൌ൭ ݊ఛݎఒ
ఛఒୀఙ

൱ .

ఙ

 

 
Alors cet anneau de groupe Γ est un Ժሾܩሿ-module.  
Soit un groupe gradué différentiel, de type homologique : 

ሺܺ ൌ⊕ ܺ, ݀ ൌ⊕ ݀ሻ 
 

 

Définition 10 

    Le triplet  ሺܺ, ݀, െ1ሻ est un ܩ-complexe de chaîne, sur l’anneau de groupe ߁ si  ܺ est un ߁- 
module et si ݀ est un ߁-homomorphisme. 
Ce ܩ-complexe est libre si chaque ܺ est un ߁-module libre. Il est libre fini si chaque ܺ 
admet une base finie sur ߁. Il est acyclique si son groupe dérivé est nul ; donc 
  ݅݉ ሺ݀ሻ ൌ  .ିଵ݀ݎ݁݇
Il y a d’autres types de G-complexes. 
 
 
Définition 11 

   Un ܩ-complexe standard est un triplet ሺܺ, ,߁ ݀ሻ formé d’un groupe gradué différentiel  ܺ, 
d’un anneau de groupe intègre ߁ ൌ Ժሾܩሿ, où ܩ est un groupe fini et multiplicatif, et d’un 
opérateur différentiel  ݀. 
On en déduit une suite exacte longue : 

…⟶ ܺଶ ⟶ ଵܺ ⟶ ܺ ⟶ ܺିଵ ⟶ ܺିଶ ⟶ ⋯ 
                                                         ݀ଶ         ݀ଵ      ݀        ݀ିଵ          ݀ିଶ 

 
où ܺ ൌ .ሾ߁ ሿ,  ܺ ൌ⊕ ,ଵߪሾ߁ … , ߪ ሿ, pourߪ ∈ ݊ et ܩ ∈ Գ et  ܺି ൌ⊕ ,ଵߪ〉߁ … ,  .〈ߪ

 

Les cobords sont les images des opérateurs ݀ : 
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݀ଵ ൌ ሺሾߪሿ ൌ .ሾߪ ሿ െ ሾ. ሿሻ, et pour les entiers ݊  2,  

݀ሺሾߪଵ, … , ሿሻߪ ൌ ,ଶߪଵሾߪ … , ሿߪ  ሺെ1ሻሾߪଵ, … , ିଵሿߪ  ∑ሺെ1ሻ ሾߪଵ, … , ,ିଵߪ ,ାଵߪߪ … ,  ሿ , pourߪ
1  ݅  ݊ െ 1. 

 

Définition 12 

   Un homomorphisme ݂: ܩ ⟶  : est croisé lorsqu’il satisfait ,ܣ
                                                      ݂ሾ߬ߪሿ ൌ ሾ߬ሿ݂ߪ  ݂ሾߪሿ,  ߪ, ߬ ∈  ܩ

 
Un homomorphisme croisé, ݂,est principal, lorsqu’il satisfait : 
                                                     ݂ሾߪሿ ൌ ܽߪ െ ܽ,  pour tout ߪ ∈  ܩ
 

ܣ ൌ   .groupe fini=ܩ ,module-ܩ
 
Examinons quelques cas particuliers de groupes Hଵ et H de cohomologie. 
 
 
Proposition 7 

   Soit un groupe fini ܩ, un ܩ-module ܣ et le premier groupe  de cohomologie de groupes. 
Alors : 

1) le groupe ܪଵሺܩ, ,ܩሺ݉ܪ ሻ est isomorphe au groupeܣ  ; ሻܣ
2) le groupe ܪଵሺܩ, Ժሻ est trivial. 

 
 
Preuve 

   La définition du premier groupe de cohomologie du ܩ-module ܣ implique l’isomorphisme 
du (1) est la trivialité du (2) 
■ 
 

4. Espaces homogènes 

    Pour faire des calculs dans le groupes de MORDELL-WEIL ܧሺܭሻ ; on introduit des 
courbes auxiliaires (espaces homogènes, twists) et des groupes auxiliaires (groupes de 
Châtelet-Weil, groupes de Selmer et groupes de Shafarevich-Tate). 
 
Espaces homogènes d’une Courbe Elliptique 

  Dans l’ensemble des automorphismes d’un groupe, il y a des translations. Considérons 
l’automorphisme translation du groupe de Mordell-Weil d’une Courbe  Elliptique ܧ :                                       
 
ݐ                                                  ∶ ሻܭሺܧ  ⟶ ,ሻܭሺܧ  ሺܲሻݐ ൌ ܲ  ܽ௧ ;                                                   ሺ1ሻ 
 

où  ܽ௧ est un point défini sur une extension normale finie ܮ du corps ܭ. 

Selon Cassels ces automorphismes ݐ forment un groupe Γ, ils satisfont le cocycle identité : 
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௦ܽݐ                             ܽ௧ ൌ ܽ௧௦ ; ,Γ ݏ݊ܽ݀ ݐ ݎݑ ܽ௦, ܽ௧, ܽ௧௦ ݀ܽ݊ܮ ݏ                                                   ሺ2ሻ  
 

Un tel cocycle détermine une variété algébrique ܣ ; définie sur ܭ ; qui peut être une Courbe 

Elliptique birationnellement L-équivalente à la Courbe Elliptique ܧ ; cette variété  ܣ est de 
dimension 1. 
Le cocycle  ሺ2ሻ et l’isomorphisme ܮሺܧሻ ⟶  ሻ permettent de définir la structure d’espacesܣሺܮ
homogènes d’une Courbe Elliptique ܧ. 
 

Définition 13 

   Un espace homogène d’une Courbe Elliptique ܧ, pour une extension finie ܮ, du corps ܭ de  
 : munie d’une application ,ܣ  est une courbe ,ܧ
 
                                                              ݂ ∶ ܣ ൈ ܧ ⟶  : qui satisfait     ܣ
 

݂ሺ ܲ, ܱாሻ ൌ ܲ 
 

݂ሺ݂ሺ ܲ, ܲሻ, ܴሻ ൌ ݂ሺ ܲ, ܲ  ܴሻ 

 
pour tous points ܲ de ݐ݁ ܲ ,ܣ ܴ de  ܧ et ܱா ൌ ሺ∞,∞ሻ ൌ ሺ0,1,0ሻ. 

 
 
et de l’application réciproque : 
 
                                                                      ݃ ∶ ܣ ൈ ܣ ⟶  : qui satisfait     ܧ
 
                                                                     ݃ሺ ܲ, ܴሻ ൌ ܲ       avec ݂ሺܴ, ܲሻ ൌ ܲ 
 

Ce point ܲ est unique. Cet espace homogène est principal. 
Il en résulte la valeur ݃ሺ ܲ, ܲሻ ൌ 0 pour tout point ܲ de la courbe ܣ. 

Cette définition constitue « le lemme 10-1 » dans « équation diophantine » de Cassels. 
 
Dans l’ensemble des espaces homogènes ሺܣ, ݂, ݃ሻ d’une Courbe Elliptique ܧ, il y a une 
relation d’équivalence : 
 
Définition 14 

   Deux espaces homogènes ሺܣଵ, ଵ݂, ݃ଵሻ et ሺܣଶ, ଶ݂, ݃ଶሻ d’une Courbe Elliptique  ܧ sont dans la 
même classe s’il existe un isomorphisme : 
 

݄ ∶ ଵܣ  ⟶ , ଶܣ ݄ሺ ଵܲሻ ൌ ଶܲ 
 

qui rend commutatif le diagramme : 
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ଵܣ ൈ ܧ
భ
→    ଵܣ

                                                                      ↓             ↓ ݄            
ଶܣ ൈ ܧ

మ
→  ଶܣ

  
Donc ଶ݂ሺ݄ሺ ଵܲሻ, ܲሻ ൌ ݄൫݂, ሺ ଵܲ, ܲሻ൯ pour tous points ଵܲ ∈ ܲ ଵ etܣ ∈   .ܧ

  

Définition 15 

   La classe triviale d’espaces homogènes ሺܣ, ݂, ݃ሻ d’une Courbe Elliptique ܧ est la classe de 
cette courbe, avec pour application ݂ la loi d’addition du groupe ܧሺܭሻ de MORDELL-WEIL. 
    
Proposition 8 

   Un espace homogène  ሺܣ, ݂, ݃ሻ d’une Courbe Elliptique ܧ sur ܭ, est dans la classe triviale si 

et seulement si le groupe de Mordell-Weil ܣሺܭሻ n’est pas vide.  

L’ensemble  des classes homogènes ሺܣ, ݂, ݃ሻ d’une Courbe Elliptique ܧ engendre plusieurs 

groupes particuliers. 

Cf. [17] 

■ 

Les types d’espaces homogènes ሺܥ, ݂, ݃ሻ d’une Courbe Elliptique dépendent de la forme de 

son équation de WEIERSTRASS.   

Proposition 9 

   Dans l’ensemble des espaces homogènes ሺܥ, ݂, ݃ሻ d’une Courbe Elliptique ܧ d’équation de 
WEIERSTRASS : 

ܧ                                ∶   ଶݕ  ܽଵݕݔ  ܽଷݕ ൌ ଷݔ  ܽଶݔ
ଶ  ܽସݔ  ܽ    ∈ ,ݔሾܭ  ሿ                      ሺ1ሻݕ

pour un corps ܭ de caracሺܭሻ ് 2, 3, le nombre de types d’espaces homogènes est fini. 

1) Il y a au plus 2 types pour les Courbes ܧ d’équation ሺ1ሻ ; 

2) Il y a au plus 4 types pour les Courbes ܧ d’équation ሺ2ሻ 

ܧ                                                               ∶   ଶݕ ൌ ଷݔ   ሺ2ሻ                                ; ݔܣ

3) Il y a au plus 6 types pour les Courbes ܧ d’équation ሺ3ሻ 

ܧ                                                          ∶   ଶݕ ൌ ଷݔ   ሺ3ሻ                                        ܤ

Preuve 

   Cf. "Corollary-Lemma 10-3" CASSELS [15] 

■ 
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Groupes de CHÂTELET-WEIL des Courbes Elliptiques  

Définition 16 

   Les groupes de CHÂTELET - WEIL des Courbes Elliptiques ܧ sont les groupes ܹܥሺܧ ⁄ܭ ሻ 

des classes d’équivalence des espaces homogènes de ܧ. 

Les ordres de ces groupes peuvent être déterminés avec la : 

Proposition 10 

    Soit une Courbe Elliptique ܧ, son groupe de CHÂTELET – WEIL  ܹܥሺܧ ⁄ܭ ሻ et le groupe 

de GALOIS  ܩ d’une clôture algébrique ܭ  du corps ܭ. 

Alors il y a une bijection : 

ܧሺܥܹ                                               ⁄ܭ ሻ ⟶ ,ܩଵሺܪ  ሻܧ

                                              ሼܥ ⁄ܭ ሽ ⟶ ሼߪ ⟶ ሺߪ ܲሻ െ ܲሽ 

Pour un point ܲ de ܥ, qui associe à toute classe ݈ܥሺܥ,  : ሻ d’espaces homogènes un élémentߤ

                              ሼܵ ⟶ ܵሺܲሻ െ ܲሽ de ܪଵ pour un point  ܲde ܥ 

Preuve cf. (Th.3.6-X)[12] 

■ 

Un groupe ܹܥሺܧ ⁄ܭ ሻ possède des sous groupes de torsion  ܹܥሺܧ ⁄ܭ ሻሾ݉ሿ  et ܹܥሺܧ ⁄ܭ ሻሾ߮ሿ, 

pour un entier  ݉  et une isogenie ߮ de ܧሺܭሻ 

Lorsque la courbe ܧ est définie sur un corps local ܭ௩ en une valuation ݒ ∈ ܸ, son groupe de 

CHÂTELET - WEIL est  ܹܥሺܧ ⁄௩ܭ ሻ 

 

Groupes de SELMER et  Groupes de CHAFAREVICH – TATE  

   Ces groupes sont construits à l’aide d’isogénies, de ݉ െtorsion, de groupes de cohomologie 

et de groupes ܹܥሺܧ ⁄௩ܭ ሻ. 

Exemple la multiplication par un entier ݉: 

:ݐ                                                   ሻܭሺܧ ⟶ ሺܲሻݐ  ; ሻܭሺܧ ൌ ݉ܲ ;    

est une isogénie de la Courbe Elliptique ܧ. 

L’ensemble ሼݐ,݉ ∈ Ժሽ de ces isogénies est un anneau ݀݊ܧሺܧሻ isomorphe à l’anneau Ժ. 
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Le sous groupe ܧሺܭሻሾ݉ሿ de ݉-torsion induit une suite de ܩ െmodules : 

0 ⟶ ሻሾ݉ሿܭሺܧ ⟶ ሻܭሺܧ ⟶ ሻܭሺܧ  ⟶ 0 

et des suites exactes de groupes de cohomologie, pour le groupe de Galois  ܩ ൌ ೌܩ ⁄  

0 ⟶ ሻܭሺܧ ⁄ݐ ሻܭሺܧ ⟶ ,ܩଵሺܪ ሾ݉ሿሻܧ ⟶ ,ܩଵሺܪ ሻሾ݉ሿܧ ⟶ 0 

Les groupes de SELMER et les groupes de CHAFAREVICH–TATE sont des noyaux de 

certaines applications. 

 
Définition 17 [17] 

1) Le ݉ െgroupe de SELMER d’une Courbe Elliptique ܧ relatif à un sous groupe de ݉-

torsion ܧሺ݉ሻ de ܧሺܭሻ est le sous groupe noyau de l’application : 

ܵሺܧ ⁄ܭ ሻ ൌ ݎ݁݇ ቐܪଵሺܩ, ሾ݉ሿሻܧ ⟶ ෑ ܧሺܥܹ ⁄௩ܭ ሻ

௩∈಼

ቑ 

où ܩ est le groupe de GALOIS d’une clôture algébrique ܭ de ܭ,  ܸ est l’ensemble des 

valuations inéquivalentes de ܭ, 

ܧሺܥܹ ⁄௩ܭ ሻ est le groupe de CHÂTELET – WEIL de ܧ sur le corps ܭ௩ 

Donc le ݉ െgroupe de SELMER est un sous groupe du 1er  groupe de 

cohomologie ܪଵሺܩ,  ݉ ሾ݉ሿሻ. Il dépend de l’entierܧ

 

2) le groupe de CHAFAREVICH–TATE d’une courbe elliptique ܧ, est le sous groupe 

noyau de l’application : 

ܧሺܫܫܫ                          ⁄ܭ ሻ ൌ ܧሺܥሼܹݎ݁݇ ⁄ܭ ሻ ⟶ ∏ ܧሺܥܹ ⁄௩ܭ ሻ௩ ሽ 

Donc le groupe de CHAFAREVICH–TATE est un sous groupe du groupe de CHÂTELET – 

WEIL. 
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Proposition 11 

   Soit une Courbe Elliptique ܧ, les groupes ܵሺܧ ⁄ܭ ሻ de SELMER et ܫܫܫሺܧ ⁄ܭ ሻ de         

CHAFAREVICH–TATE, l’isogénie ݐ et le sous groupe ܧሾ݉ሿ de ݉-torsion de ܧ. Alors :  

1) la suite de groupes : 

                                 0 ⟶ ሻܭሺܧ ݉⁄ ሻܭሺܧ ⟶ ܵሺܧ ⁄ܭ ሻ ⟶ ܧሺܫܫܫ ⁄ܭ ሻሾ݉ሿ ⟶ 0 

 est exacte. C’est la suite de KUMMER 

2) le  ݉ െ groupe de SELMER est fini   

 
Preuve  

1) découle des définitions [17] des groupes de SELMER et de CHAFAREVICH–TATE et 

des suites de cohomologie associées. 

2) découle du théorème de MORDELL – WEIL et des applications des valuations à la 

réduction et à la ramification.  

Cf. (Th. 4.2 – X) [12] 

■ 

 
Exemple de 2 – groupes de SELMER 

   Soit la Courbe Elliptique ܧ d’équation de WEIERSTRASS :  

ଶݕ :ܧ                                             ൌ ଷݔ െ ଶݔ12                                 ݔ20

Cette courbe ܧ coupe l’axe ܱݔ en 3 points ሺ0,0ሻ , ሺ2,0ሻ ݁ݐ ሺ10,0ሻ 

Le théorème de 2- descente permet de trouver l’espace homogène de la courbe ܧ, associé à la 

paire ሺܾଵ, ܾଶሻ ∈ ,ሺܵܭ 2ሻ ൈ ,ሺܵܭ 2ሻ 

où ܭሺܵ, 2ሻ est le sous groupe du groupe  ܭ∗ ⁄ଶ∗ܭ  : 

,ሺܵܭ 2ሻ ൌ ൛ܾ ∈ ∗ܭ ⁄ଶ∗ܭ ; ௩ሺܾሻ݀ݎ ≡ 0ሺ݉2݀ሻݒ ݏݑݐ ݎݑ ∉ ܵൟ 

L’espace homogène de ܧ est une courbe ܣ d’équation : 

ଵݖଵܾ      : ܣ       
ଶ െ ܾଶݖଶ

ଶ ൌ ሺ݁ଶ െ ݁ଵሻݖ
ଶ ,  ܾଵݖଵ

ଶ െ ܾଵܾଶݖଷ
ଶ ൌ ሺ݁ଷ െ ݁ଵሻݖ

ଶ       
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où ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ sont les abscisses des 3 points d’intersection de l’axe ܱݔ par la Courbe    

Elliptique ܧ. 

Selon [12], le 2è-groupe de SELMER et le groupe de CHAFAREVICH–TATE sont égaux à : 

                           ܵଶሺܧ ࣫⁄ ሻ ≅ ሺԺ 2Ժ⁄ ሻଷ  et   ܫܫܫሺܧ ࣫⁄ ሻሾ2ሿ ൌ 0                                     

 

Exemple d’espace homogène déterminé par l’isogénie  

                                               ߶ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺݕଶ ⁄ଶݔ , ሺܾݕ െ ଶሻݔ ⁄ଶݔ ሻ                                                                    

de la Courbe Elliptique d’équation de WEIERSTRASS : 

ଶݕ :ܧ                                                      ൌ ଷݔ  ଶݔܽ  ଶܽ    ,   ݔܾ ് 4ܾ                                                                             

Le point  ሺ0,0ሻ de cette courbe engendre un sous groupe d’ordre 2 : 

ܨ                                          ൌ ሼሺ0,0ሻ, 2ሺ0,0ሻ ൌ 0ாሽ                                                                                                         

Avec les formules d’isogénie de VELU, la courbe isogène ܧᇱ a pour équation : 

ଶݕ :ᇱܧ                                               ൌ ଷݔ െ ଶݔ2ܽ  ሺܽଶ െ 4ܾሻݔ  ;                                                                

Alors, l’espace homogène de ܧ, associé à un corps quadratique ࣫൫√݀൯, est la courbe 

d’équation : 

:ܣ                                          ଶݓ݀ ൌ ݀ଶ െ ଶݖ2ܽ݀  ሺܽଶ െ 4ܾሻݖସ                                                                           

d’après ([12], X – 4)  

 

Isogénies et Groupe de SELMER de Courbes Elliptiques  

   Par la proposition 11, le groupe de ݉-SELMER est fini pour tout entier ݉ ; 

la suite de KUMMER d’une Courbe Elliptique ܧ sur un corps ܭ est égale à : 

0 ⟶ ሻܭሺܧ ݉⁄ ሻܭሺܧ ⟶ ,ܩଵሺܪ ሻሾ݉ሿሻܭሺܧ ⟶ ,ܩଵ൫ܪ ሻ൯ሾ݉ሿܭሺܧ ⟶ 0 

où ܧሺܭሻ est le groupe de MORDELL- WEIL de ܧ, 

  ,ܭ   du corpsܭ est le groupe de GALOIS d’une clôture algébrique ܩ

 ,ଵ est le 1 groupe de cohomologieܪ
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݉ ሻሾ݉ሿ  est le sous groupe deܭሺܧ െtorsion de ܧ 

,ܩଵ൫ܪ ݉ ሻ൯ሾ݉ሿ est un sous groupe deܭሺܧ െ torsion du groupe ܪଵ  

Cette suite de groupes est exacte, elle induit une suite de KUMMER : 

1 ⟶ ∗ܭ ሺܭ∗ሻ⁄ ⟶ ,ܩଵ൫ܪ Γሺ݉ሻ൯ ⟶ ,ܩଵ൫ܪ ܭ
∗ ൯ 

où ܭ∗est le groupe multiplicatif des nombres non nuls du corps ܭ, 

Γሺ݉ሻ est le groupe multiplicatif des racines d’ordre ݉ de 1. 

D’après le « théorème 90 de Hilbert », le groupe ܪଵ൫ܩ, ܭ
∗ ൯ ൌ 0 ; [21] 

Il existe un théorème de KUMMER pour le ߶ െgroupe de SELMER, lié à une isogénie :  

ሻܭሺܧ   : ߶ ⟶  .ሻ de Courbes Elliptiquesܭᇱሺܧ

Proposition 12  

 Soit une isogénie de Courbes Elliptiques : 

ሻܭሺܧ   : ߶ ⟶  ሻܭᇱሺܧ

le ߶- groupe de SELMER  ܵథሺܧሻ ൌ ,ܩଵሺܪ൛ݎ݁݇ ሾ߶ሿሻܧ ⟶ ∏ ܧሺܥܹ ⁄௩ܭ ሻ௩∈಼ ൟ 

et le noyau de ߶ sur le groupe de CHAFAREVICH–TATE ܫܫܫሺܧሻሾ߶ሿ 

Alors : 

1) la suite de KUMMER : 

                   0 ⟶ ሻܭᇱሺܧ ߶൫ܧሺܭሻ൯⁄ ⟶ ܵథሺܧሻ ⟶ ሻሾ߶ሿܧሺܫܫܫ ⟶ 0 est exacte. 

2) le ߶- groupe de SELMER ܵథሺܧሻ est fini 

Preuve de 1  

   Cette suite provient du diagramme : 

0 ⟶ ሻܭᇱሺܧ ߶൫ܧሺܭሻ൯⁄ ⟶ ,ܩଵሺܪ ሾ߶ሿሻܧ ⟶ ܧሺܥܹ ⁄ܭ ሻሾ߶ሿ ⟶ 0 

                                            ↓                             ↓                            ↓ 

          0 ⟶ ∏ ௩ሻܭᇱሺܧ ߶൫ܧሺܭ௩ሻ൯⁄௩∈಼ ⟶ ∏ ,௩ܩଵሺܪ ሾ߶ሿሻ௩∈಼ܧ ⟶ ∏ ܧሺܥܹ ⁄௩ܭ ሻሾ߶ሿ௩∈಼ ⟶ 0                                       

où ܸ est l’ensemble des valuations inéquivalentes du corps ܭ, et ܩ ൌ ܭ൫ܩ ⁄ܭ ൯. 
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Par définition le groupe ܵథሺܧሻ est un sous groupe de ܪଵሺܩ,  ሻ est un sousܧሺܫܫܫ ሾ߶ሿሻ le groupeܧ

groupe de ܹܥሺܧ ⁄ܭ ሻ. 

Preuve de 2 : finitude du groupe de SELMER lié à une isogénie  

Elle découle des 2 propositions suivantes :  

Proposition 13  

   Soit un ܩ െmodule fini ܯ, où ܩ ൌ ܭ൫ܩ ⁄ܭ ൯ et un ensemble fini ܵ ⊂ ܸ de places de ܭ  

Soit un groupe ܪଵሺܯ,ܩ, ܵሻ ൌ ሼ݈ܥ ∈  et non ramifié hors de ܵ, alors le groupe ݈ܥ ; ሻሽܯ,ܩଵሺܪ

,ܯ,ܩଵሺܪ ܵሻ est fini.  

Preuve  

   Puisque ܯ est fini et le groupe ܩ agit de façon continue sur ܯ, il y a dans le groupe ܩ un 

sous groupe d’indice fini qui fixe chaque élément de ܯ. 

Il y a un entier ݊ tel que ݊ݔ ൌ 0 pour tout ݔ ∈  ܯ

Alors pour une extension ܮ de ܭ d’exposant ݊, l’application : 

ܮሺܩሺ݉ܪ                                     ⁄ܭ ሻ,ܯሻ ⟶ ܭ൫ܩ൫݉ܪ ⁄ܭ ൯,ܯ, ܵ൯ 

est un isomorphisme  

Il en résulte que le groupe  ݉ܪ൫ܩ൫ܭ ⁄ܭ ൯,ܯ, ܵ൯ est fini 

Cf. [17] 

■ 

Proposition 14 

   Soit une isogénie : 

                                        ߶ ∶ ሻܭሺܧ ⟶  ሻܭᇱሺܧ

et un ensemble fini ܵ dans l’ensemble  ܸ de places contenant les places archimédiennes, les 

places ݒ en lesquelles ܧ a mauvaise réduction et les places ݒ qui divisent ݀݁݃߶ 

Alors le ߶-groupe de Selmer satisfait l’inclusion : 

                                                 ܵథሺܧሻ ⊂ ,ܩଵሺܪ ,ሾ߶ሿܧ ܵሻ                        
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Preuve cf.  [17], Corollary 4-4-X 

Exemple ([12] X – 4-5-1) 

   Soit la Courbe Elliptique ܧ d’équation de Weierstrass : 

ଶݕ :ܧ                                                    ൌ ଷݔ െ ଶݔ12      ݔ20 ∈ ℚሾݔ,                       ሿݕ

Alors son 2-groupe de torsion est égal à : 

ሺ࣫ሻሾ2ሿܧ     ൌ ሼሺ0,0ሻ, ሺ2,0ሻ, ሺ10,0ሻ, 0ாሽ 

Par un argument de réduction modulo 3, le groupe de torsion de ܧ est : 

                                                            ܶሺܧሻ ൌ  ሺ࣫ሻሾ2ሿܧ

Son 2è- groupe de SELMER est égal à : 

                                       ܵଶሺܧ ࣫⁄ ሻ ≅ ሺԺ 2⁄ Ժሻ 

Il y a un résultat relatif aux groupes de SELMER de Courbes Elliptiques d’équation de 

WEIERSTRASS  ݕ :ܧଶ ൌ ଷݔ െ  ݔ

Proposition 15  

   Soit un nombre premier p  impair et une Courbe Elliptique PE  d’équation de 

WEIERSTRASS : 

ଶݕ :ܧ                                                                ൌ ଷݔ െ  ݔ ∈ ℚሾݔ,  ሿݕ

Une isogénie de degré 2 : 

                   ߶ ∶ ሺ࣫ሻܧ ⟶ ܧ
ᇱሺ࣫ሻ       a pour noyau  ܧሺ࣫ሻሾ߶ሿ ൌ ሼሺ0,0ሻ, 0ாሽ                      

 

Alors : 

1) le groupe de torsion ܶ൫ܧሺ࣫ሻ൯ ݄݁݁ݎ݉ݏ݅ ݐݏ à   Ժ 2Ժ⁄  

2) le ߶ െgroupe de SELMER de  ܧ
ᇱ est ܵథ ቀܧ

ᇱሺ࣫ሻቁ   à ݄݁ݎ݉ݏ݅ ݐݏ݁  Ժ 2Ժ⁄   

3) le ߶ െgroupe de SELMER de ܧ est : 
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 ܵథ ቀܧሺ࣫ሻቁ ൎ ቐ

ሺԺ 2Ժ⁄ ሻ                                 ݅ݏ ≡ 16݀7,11݉

ሺԺ 2Ժ⁄ ሻଶ                      ݅ݏ ≡ 16݀3,5,13,15݉

ሺԺ Ժ⁄ ሻଷ                                   ݅ݏ ≡ 16݀1,9݉

                                                  

   

 

Preuve  

   On utilise le théorème de 2-descente d’une Courbe Elliptique ܧ qui indique une 2-isogénie 

et les équations des espaces homogènes ܥሺܧሻ de la  courbe  

On considère un ensemble de représentants des classes dans le corps  

 ࣫ሺܵ, 2ሻ ൌ ൛ݔ ∈ ࣫∗ ࣫∗ଶ; ௩݀ݎ ≡ ;2݀0݉ ݒ ∉ ܵ⁄ ൟ : 

ሼേ1, േ2,േ,േ2ሽ  

Les images des points de 2- torsion dans le groupe de SELMER : 

െ ∈  ܵథሺܧሻ ݁ ݐ ∈  ܵథሺܧ
ᇱሻ 

On considère l’espace homogène ܥଶ: ଶݓ2 ൌ 4   ସݖ

Alors  ∈  ܵథሺܧᇱሻ et െ1, , േ2, െ, െ2 ∉  ܵథሺܧᇱሻ 

Il en résulte ܵథሺܧᇱሻ ൌ ሼ1, ሽ ൎ Ժ 2Ժ⁄   

Plus de détails dans [17], X, paragraphe 6, Proposition 6.2 

■ 

Espaces homogènes - groupes de SELMER et Groupe de CHAFAREVICH–TATE 

   Les Courbes Elliptiques d’équation de WEIERSTRASS : 

ݕ :ܧ
ଶ ൌ ଷݔ   ݔ

Ont ,au plus, 4 types d’espaces homogènes ; ce résultat influe sur les groupes de Selmer et de 

Chafarevich-Tate associés à ces espaces homogènes. 

Calcul des invariants pour le cas des nombres premiers   5; 

                                Δ൫ܧ൯ ൌ െ64ଷ ,  ݆൫ܧ൯ ൌ 1728, 
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Alors, selon [17] (proposition X-6-2) Le groupe de SELMER de la Courbe Elliptique ܧ 

dépend de  modulo 16  

Proposition 16 

   Soit une Courbe Elliptique  ܧ: ݕଶ ൌ ଷݔ  premier   , ݔ 5. 

Alors : 

Le groupe de CHAFAREVICH–TATE est lié au rang de la Courbe Elliptique ܧ par les 

relations : 

݃ݎ           ቀܧሺ࣫ሻቁ  ݀݅݉ଶܫܫܫሺܧ ࣫⁄ ሻሾ2ሿ ൌ  ݅ݏ 0 ≡  16݀7,11݉

݃ݎ                   ቀܧሺ࣫ሻቁ  ݀݅݉ଶܫܫܫሺܧ ࣫⁄ ሻሾ2ሿ ൌ   ݅ݏ 1 ≡  16݀3,5,13,15݉

݃ݎ                                         ቀܧሺ࣫ሻቁ  ݀݅݉ଶܫܫܫሺܧ ࣫⁄ ሻሾ2ሿ ൌ  ݅ݏ 2 ≡  16݀1,9݉

Preuve 

Cf. Proposition X-6-2, [17]  

■ 

Signalons que le groupe de CHAFAREVICH ܫܫܫሺܧ ࣫⁄ ሻ intervient dans la conjecture de 

BIRCH and SWINNERTON – DYER (« Notes on Elliptic Curves (I) and (II) », J. Reine 

Ange. Math .212 (1963), 7-25 and 218 (1965), 79-108) 

lim
௦→ଵ

,ܧሺܮ ሻݏ

ሺݏ െ 1ሻ
ൌ Ω݀ݎܽܥ൫ܫܫܫሺܧ ࣫⁄ ሻܴሺܧሻ൯

∏ ܿ

ሻ൯ܧ൫ܶሺ݀ݎܽܥ
ଶ 

 

Où  ܮሺܧ, ሻݏ ൌ ∏ ൫1 െ ݐ
ି௦൯

ିଵ
∏൫1 െ ݐ

ି௦  ଵିଶ௦൯
ିଵ

 ሺሻ⁄  

ݐ ൌ 1   െ ሼ݊ݎ ܾ݁ݎݑܿ ݈ܽ ݁݀ ݏݐ݊݅ ݁݀ ݁ݎܾ݉é݀ ݀݉ ݁ݐ݅ݑሽ 

ܴሺܧሻ ൌ ,ܧ ݁݀ ݎݑ݁ݐ݈ܽݑé݃ݎ ܿ ൌ  ݐ

r = rang analytique de la Courbe Elliptique. 
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En conclusion, l’étude des espaces homogènes des Courbes Elliptiques et leurs groupes 

associés nécessite de nombreuses connaissances arithmétiques des Courbes Elliptiques, 

géométrie des Courbes Elliptiques, cohomologie des groupes. 

 Il existe d’autres pistes de recherche sur ce sujet comme Courbes Elliptiques à Multiplication 

Complexe, Courbes Elliptiques d’invariants modulaires nuls, … 
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Tableau récapitulatif 

 

  Courbes Elliptiques = Cubiques de WEIERSTRASS de discriminants ߂ሺܥሻ ് 0 : 

ܥ ∶    ଶݕ  ܽଵݕݔ  ܽଷݕ ൌ ଷݔ  ܽଶݔ
ଶ  ܽସݔ  ܽ ∈ ,ݔሾܭ  ሿݕ

 

  Théorème de MORDELL-WEIL : le groupe ܧሺܭሻ est additif, abélien, de type fini,    

  d’élément neutre le point ܱா ൌ ሺ∞,∞ሻ ൌ ሺ0,1,0ሻ, déterminé par la direction de l'axe Oy 

 

   Isogénies de Courbes Elliptiques satisfait 3 conditions :  

ߣ ∶ ሻܭሺܧ  ⟶ ,݂݅݊݅ ݑܽݕ݊ ݁݀ ሻܭᇱሺܧ  surjective  ߣ

ሺܱாሻߣ ൌ ܱாᇲ   ݁ߣ  ݐሺܲ  ܴሻ ൌ ሺܲሻߣ   ሺܴሻ,  pour tous points P et R de E(K)ߣ

 

 

  Groupes de cohomologie  [21] :    ܣ ൌ ⨁
ஶܣ somme directe 

. . . → ିଵܣ → ܣ → ାଵܣ → ାଶܣ → ⋯ 

                                                     ݀ିଵ     ݀           ݀ାଵ        ݀ାଶ   

ିଵ݀ ݉ܫ ⊂ ker ݀, 

ܼ ൌ ܣ ∩ ker ݀ , ܤ ൌ ܣ ∩ ݀ିଵܣିଵ 

ሻܣሺܪ ൌ ܼ ⁄ܤ  ;  ݊è groupe de cohomologie. 

 

  Espaces homogènes de ܧ = Courbes algébriques ܣ avec 2 applications : 

1) ݂ ∶ ܣ ൈ ܧ ⟶ , ܣ ݂ሺ ܲ, ܱாሻ ൌ ܲ  
                           
                                        2)  ݃ ∶ ܣ ൈ ܣ ⟶ ሺ݂ሺ݂ ,ܧ ܲ, ܲሻ, ܴሻ ൌ ݂ሺ ܲ, ܲ  ܴሻ 

 
݃ሺ ܲ, ܴሻ ൌ ܲ       pour  ݂ሺܴ, ܲሻ ൌ ܲ 
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