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Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons a la question suivante posée originellement par
Fuchs (1883), étant donné une équation différentielle linéaire d’ordre n sur un corps dif-
férentiel k£ de corps des constantes C algébriquement clos et de caractéristique zéro et d
un entier tel que 1 < d < n : sous ’hypothése que des solutions fondamentales de cette
équation satisfont a une équation algébrique homogéne non triviale sur le corps C, est-il
possible d’exprimer toutes les solutions de cette équation en termes de solutions d’équations
différentielles linéaires d’ordre inférieur ou égal & d 7 On étudie ce probléme et on obtient le
résultat principal de ce travail (Théoréme 3.1.2) qui dit que le tel entier d minimal peut étre
obtenu a partir du groupe de Galois différentiel de cette équation de maniére explicite en
utilisant les représentations des algebres de Lie associées aux groupes algébriques linéaires.
On donne une réponse compléte & la question de Fuchs pour 3 < n < 6, y compris les
relations algébriques possibles entre les solutions d’un systéme fondamental de solutions de
cette équation différentielle. De plus, pour n > 7 on donne des contre-exemples a la ques-
tion de Fuchs. La théorie de Galois différentielle et les représentations des algébres de Lie

associées aux groupes algébriques linéaires sont les outils principaux de ce travail.
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Introduction

Soit k£ un corps différentiel de corps des constantes C' algébriquement clos et de caractéris-
tiques zéro,

L(y) = y(n) + anfly(nil) _|_ [N + aly(l) + aoy = 0

une équation différentielle linéaire homogene d’ordre n & coefficients dans le corps différentiel
k, {y1,- - yn} un systéme fondamental de solutions de cette équation et d un entier fixé tel
que 1 < d < n.

Le probléme de résoudre des équations différentielles en termes d’ordre moindre remonte
a Fuchs (1883) qui s’intéressa aux relations entre les solutions d’une équation différentielle
linéaire homogene. Il posa la question suivante : est-il possible d’exprimer toutes les solutions
de léquation L(y) = 0 en termes de solutions d’équations différentielles linéaires homogénes
d’ordre inférieur ou égal a d ? Il considéra la situation suivante, soit L3(y) = 0 une équation
différentielle linéaire homogene d’ordre 3 & coefficient dans C(X) et d = 2. Dans un voisinage
O de tout point non-singulier, il existe des fonctions analytiques y;(x), y2(x), ys3(x) formant

un systéme fondamental de solutions de L3(y) = 0. L’affectation

z — (y1(2), y2(), y3(2))

définit une application Y : O — P?(C). Il a montré le théoréme suivant ([Si-4, § 6,
théoréme 6.1]) :

Théoréme 1 : Si limage de Y appartient & une courbe algébrique dans P?(C), alors ou
bien :

1. toutes les solutions de L3(y) = 0 sont liouvilliennes sur C(X), ou bien

2. il existe une équation différentielle linéaire homogéne y® + a1y + agy = 0 sur
C(X) et 21, 2 deuz solutions linéairement indépendantes telles que {z%, z129,23} soit un
systéme fondamental de solutions de [’équation Ls(y) = 0.

Ensuite, Schlesinger (1887) montra le cas n = 4 et d = 3. Motivé par ce résultat,

Fano (1900) dans son article [Fa] s’intéressa aux relations entre les solutions d’une équation
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différentielle, il a considéré la méme situation mais pour une équation L(y) = 0 d’ordre
n > 3 a coefficient dans C(X) et d = 2. Il a montré le théoréme suivant ([Si-4, § 6, théoréme
6.1]) :

Théoréme I1 : Si l'image de Y appartient & une courbe algébrique dans P~ (C), alors
ou bien :

1. toutes les solutions de L(y) = 0 sont liouvilliennes sur C(X), ou bien

2. il existe une équation différentielle linéaire homogene y® + ayy™ + agy = 0 sur

C(X) et z1, zo deux solutions linéairement indépendantes telles que
{zﬁ“”, z§”‘2)22, e leén—Q)’ zén_l)}

soit un systéme fondamental de solutions de L(y) = 0.

Ces résultats suggerent qu’on pourrait poser la question suivante, si des solutions fonda-
mentales de 'équation L(y) = 0 satisfont a une équation algébrique homogéne non triviale
sur C, est-il possible d’exprimer toutes les solutions de cette équation en termes de solutions
d’équations différentielles linéaires homogénes d’ordre inférieur ou égal a d ¢

Dans l'article [Fa], Fano a étudié cette question et il a prouvé que si 3 < n < 5 et
d =n—1, alors la réponse est oui. Récemment, M. F. Singer (1988), dans [Si-2] a démontré
et a prolongé le travail de Fano pour 3 < n < 6 et d = n — 1, de plus il a donné des
contre-exemples pour n > 7. Il a exprimé cette question en termes de groupe de Galois
différentiel et de son algébre de Lie associée.

Dans ce travail, on s’intéresse a la question suivante qu’on appelle la question de Fuchs :
sous l’hypothese que des solutions fondamentales {yi, ..., yn} de Uéquation L(y) = 0 satisfont
a une équation algébriqgue homogéne non triviale sur C', est-il possible d’exprimer toutes les
solutions de L(y) = 0 en termes de solutions d’équations différentielles linéaires homogénes
d’ordre inférieur ou égal o d ? Nous appelons cette propriété "la d-résolubilité des équations
différentielles linéaires". On montre que pour 3 < n < 6 ’équation L(y) = 0 est d-résoluble,
on donne aussi les relations algébriques possibles entre ses solutions. De plus, pour n > 7
nous donnons des contre-exemples a cette situation.

La d-résolubilité des équations différentielles est introduite et analysée en termes de
groupes de Galois différentiels et de représentations de ses algeébres de Lie associées.

Nous suivons le plan suivant :

Le premier chapitre regroupe les définitions et les résultats de base nécessaires a ce
travail. Dans la 1°7¢ section, nous rappelons quelques propriétés et résultats concernant les

variétés algébriques affines, les groupes algébriques linéaires et les représentations de groupes
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algébriques linéaires. La 2°¢ section comporte des notions de base pour les algébres de Lie
associées aux groupes algébriques linéaires et aussi des notions pour les représentations de
ces algébres de Lie. Dans la 3¢ section, nous donnons les notions de base pour les catégories
et les foncteurs et introduisons la notions de catégorie tannakienne neutre.

Le chapitre 2 est une introduction succincte a la théorie de Galois différentielle. Dans la
section 1, nous introduisons quelques notions d’algebre différentiel, les anneaux, les idéaux
et les corps différentiels. La section 2 comporte la notion d’équation différentielle linéaire
homogene, elle peut se présenter sous trois formes différentes "équivalentes" : équation
différentielle scalaire, équation matricielle et module différentiel et remarquons qu’on peut
restreindre ’étude du probléme aux équations différentielles linéaires homogénes car on peut
toujours ramener le cas d'une équation non homogene aux cas d’une équation homogene
(proposition 2.2.1). La 3% section est consacré & introduire la notion de I’extension de
Picard-Vessiot pour une équation différentielle L(y) = 0 sur un corps différentiel k. Soit V'
I’espace des solutions de I’équation L(y) = 0 dans une extension différentielle, ’extension
de Picard-Vessiot de k pour cette équation est une extension différentielle K O k, unique (&
isomorphisme différentiel prés), admettant le corps C' comme étant le corps des constantes,
I’espace des solutions V' dans K est de dimension n sur C' et 'extension K est engendrée
(vue comme corps différentiel) sur k£ par un systéme fondamental de solutions {y1, ..., yn}
de L(y) = 0. Ensuite, la notion la plus importante dans ce travail, c’est celle du groupe
de Galois différentiel, noté G = Gal(K/k), c’est le groupe des automorphismes différentiels
de K qui laissent fixe le corps k. L’action k-linéaire du groupe G sur K induit une action
C-linéaire de G sur l'espace des solutions V, cette action permet d’identifier le groupe
de Galois différentiel G a un sous-groupe fermé de GL,(C) et donne a G la structure
de groupe algébrique linéaire sur C'. Puis, nous rappelons le théoréme fondamental de la
théorie de Galois différentielle "la correspondance de Galois" (théoréme 2.3.1). De plus,
nous montrons qu’on peut toujours voir tout groupe de Galois différentiel comme un sous-
groupe fermé de SL,(C). Dans la 4™ section nous illustrons la relation entre la théorie de
Galois différentielle et celle des catégories tannakiennes neutres, pour ceci nous rappelons la
correspondance tannakienne (théoréme 2.4.1) qui est une équivalence C-linéaire de catégories
tannakiennes neutres. Enfin, la derniére section est consacrée aux rappels des résultats de la
résolution des équations différentielle linéaire en termes d’ordre moindre. Nous commencgons
par la notion de la résolution en termes d’équations d’ordre 1, c’est le cas des solutions
liouvilliennes, de plus nous donnons une caractérisation des extensions liouvilliennes en

termes des composantes neutres des groupes de Galois différentielles (théoréme 2.5.1). Puis,
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nous rappelons la notion de la résolution en termes d’équations d’ordre 2 ot nous donnons
la classification des sous-groupes fermés de SLy (théoréme 2.5.3) car le groupe de Galois
différentielle d'une équation différentielle d’ordre 2 est identifié & un sous-groupe fermé de
SL,. Enfin, nous rappelons la notion de la résolution des équations en termes d’équations
d’ordre plus petit et nous donnons le critére de Singer pour la résolution en terme d’ordre
plus petit qui utilise les algebres de Lie associées (théoréme 2.5.4).

Le chapitre 3 est consacré & donner une réponse compléte a la question de Fuchs y compris
les relations algébriques possibles entre les solutions de I’équation différentielle L(y) = 0.
Dans la section 1, nous introduisons la définition de la d-résolubilité des extensions de
Picard-Vessiot :

Définition 3.1.1 : L’extension de Picard-Vessiot K de k pour l’équation L(y) =0 est

d-résoluble s’il existe une tour d’extension de corps différentiels k = K, C --- C K, telle
que :

1. K K,,

2. pour chaque i = 1,---,7 — 1, ou bien K;,; D K; est une extension finie ou bien c’est

une extension de Picard-Vessiot pour une équation différentielle linéaire homogeéne a

coefficient dans K; et d’ordre inférieur ou égal a d.

Ensuite, et puisque on va utiliser le groupe de Galois différentiel pour répondre & la ques-
tion ci-dessus, on donne une autre définition de la d-résolubilité des extensions de Picard-
Vessiot, c’est la définition 3.1.2 ou les équations différentielle linéaires d’ordre < d associées
aux extensions de Picard-Vessiot K; .1 D K; sont remplacées par les groupes de Galois dif-
férentiels Gal(K;1/K;) qui sont ou bien finis ou bien des sous-groupes fermés de GL4(C),
et on montre que ces deux définitions sont équivalentes en utilisant la correspondance tian-
nakienne (lemme 3.1.1). Apres ceci, et de fait que le groupe de Galois différentiel est un
sous-groupe fermé de GL,(C), on donne la définition 3.1.3 de la d-résolubilité des groupes
algébriques linéaires.

Le premier résultat de ce travail est le théoréme suivant qui est une caractérisation de la
d-résolubilité des extensions de Picard-Vessiot en termes de la d-résolubilité de ses groupes
de Galois différentiels vue comme groupes algébriques linéaires :

Théoréme 3.1.1 : L’extension de Picard-Vessiot K D k est d-résoluble si, et seulement
si, son groupe de Galois différentiel G = Gal(K/k) est d-résoluble.

De ce théoréme, on obtient deux cas particulier. Le cas d = 1, c’est une caractérisation

des extensions 1-résolubles en termes des groupes de Galois différentiels associés :
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une extension de Picard-Vessiot est 1-résoluble si, et seulement si, la composante neutre
G° est un tore (remarque 3.1.4). Le cas d = 2 est une caractéristique des extensions 2-
résolubles en termes des groupes de Galois différentiels.

Apreés et pour donner une définition générale de la d-résolubilité, nous introduisons la
notion des extensions d'-résolubles, c’est la résolution des équations différentielles linéaires
en termes de solutions d’équations différentielles linéaires peut étre non homogenes (défini-
tion 3.1.4). On voit que pour d = 1, les deux notions de "1-résoluble" et de "1*-résoluble"
sont différentes mais pour d > 2 la notion de "d-résolubilité" et celle de la "d"-résolubilité"
coincident.

Le deuxiéme résultat de ce travail (théoréme 3.1.2) montre que toute équation différentiel
L(y) = 0 est d(G)-résoluble, ou d(G) est le plus petit entier (définit ci-dessous) tel que
L(y) = 0 soit d-résoluble. Soit maintenant d > 2, dans un premier temps, on caractérise la d-
résolubilité du groupe de Galois différentiel GG par les représentations de groupes algébriques
simples et simplement connexes. On considére le groupe algébrique H = G°/Rad(G°).

Puisque H est connexe et semi-simple, alors il existe une isogénie
[Im
i

ou chaque H; est simple et simplement connexe (théoréme 1.1.2). On obtient le résultat
suivant :

le groupe G est d-résoluble si, et seulement si, chaque H; admet une représentation fidéle
de dimension inférieure ou égale & d.

Ensuite, basons sur le fait que les représentations linéaires d’un groupe algébrique linéaire
simple et simplement connexe et celles de son algeébre de Lie associée sont en bijection [Se,
I1.5, § 8, theoreme 1], on exprime la d-résolubilité du groupe de Galois différentiel G' en
termes de représentations de ses algebres de Lie associées, ceci permet d’énoncer le théoréme
suivant :

Théoréme 3.1.2 : Soit G un groupe algébrique linéaire sur C tel que G° est non ré-
soluble. On considére le groupe algébrique linéaire semi-simple H = G°/Rad (G°) et son
algébre de Lie h = ﬁhi (h; simple). Soit d; la plus petite dimension d’une représentation
non triviale de h;. ]Zjolsons d(G) = max(d;). Alors G est d(G)-résoluble et non (d(G)—1)"-
résoluble. Z

Ce théoreme est le résultat principal de ce travail, il montre que le groupe de Galois
différentiel G (d’une équation différentielle linéaire) est toujours d(G)-résoluble, ou d(G)

(2 < d(G) < n) est le plus petit entier vérifiant cette propriété. De ce théoréme, et pour
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d(G) = n, on obtient une condition nécessaire et suffisante pour que le groupe de Galois
différentiel (I’équation différentielle) soit non (n —1)*-résoluble, c’est-a-dire, non d-résoluble
pour 1 < d < n:

Corollaire 3.1.1 : Soit L(y) = 0 une équation différentielle linéaire d’ordre > 2 de
groupe de Galois différentiel G C SL,. L’équation L(y) = 0 est non (n — 1)"-résoluble
si, et seulement si, l'algébre de Lie g associée a G est simple et son action sur l’espace
des solutions de [’équation L(y) = 0 induit une représentation irréductible de dimension
minimale.

Dans la section 2, on donne une réponse compléte a la question de Fuchs. D’abord,
on relie la d-résolubilité d’'une équation différentielle linéaire aux relations algébriques entre
ses solutions. Pour ce faire, on étudie la d-résolubilité des équations différentielles d’ordre
minimal, ¢’est-a-dire, les équations non d-résolubles. Avant, nous introduisons la notion de
"strictement d-résoluble", c’est-a-dire, d-résolubles mais non (d — 1)"-résolubles. Basé sur
le théoréme 3.1.2 et un tableau qui donne la liste des algebres de Lie simples et de la plus
petite dimension d d’une représentation non triviale [O-V, Reference chapter, § 2, tableau
1], nous redémontrons le résultat suivant, d’abord démontré par Fano [Fa], redémontré par
Singer [Si-2, theorem 2] et ensuite généralisé par Compoint [Co-2, theorem 1.2]. Ce résultat
est une réponse complete a la question de Fuchs qui relie la d-résolubilité d’une équation
différentielle linéaire aux relations algébriques entre les solutions de cette équation :

Théoréme 3.2.1 : Soit {y1,...,yn} un systéme fondamental de solutions de l’équation
différentielle linéaire homogéne L(y) = 0 d’ordre n (3 < n < 6) a coefficients dans k. On
suppose que l’équation L(y) = 0 est strictement n-résoluble. Alors il n’eziste aucune relation
algébrique entre les y; a coefficients dans k.

Par la contraposée de ce résultat, il est clair que si des solutions fondamentales {y, ..., y, }
de 'équation L(y) = 0 satisfont & une équation algébrique homogéne non triviale sur C' donc
sur k car C' C k, alors I’équation L(y) = 0 est d-résoluble.

Apreés, on détermine les relations algébriques possibles entre un ensemble fondamental
de solutions {1, ..., y,} de ’équation L(y) = 0 dans le cas ou le groupe de Galois différentiel
G (d’une extension de Picard-Vessiot pour cette équation) est 'un des groupes, SL,, SPsp,

ot SO,,. Soit w le wronskien du systéme {yi, ..., yn},

(1) n—
R:k[yla“'aymyl 7"-7y7(1 1),1/’11]]

[’anneau de Picard-Vessiot. On sait aussi que R = Ry/I, ou

Ro = k[X1, 0, Xpy oy XV, X0 1 /W]
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ou, W = det(XZ-(j)) et
I={Q € Ro/Q()") = 0}

N y](.i) dans le polynome (). Soit w

I’évaluation Q(yj(l)) est obtenue par la substitution X j(z
une forme bilinéaire antisymétrique définit sur C*™ (n = 2m) et (.,.) est le produit scalaire
standard définit sur C™.

Premiérement, on donne une description explicite de 'idéal maximal I en précisant ses

générateurs. Pour ce faire, on détermine les éléments G-invariants de ’anneau Ry, ce sont :

1. pour G = SL,, le seul élément G-invariant est le wronskien w = f € k,

2. pour G = SPy,, les éléments G-invariants sont les éléments w(g(i),g(j)) = fi; pour

0<i< 7 <2m,

3. pour G = SO, les éléments G-invariants sont les éléments <g(i),g(j)> = g;; pour

0<i,j<n.

Puisque tout élément G-invariant ) de Ry tel que Q(yj(-i)) = f donne lieu a un élément
G-invariant () — f € I. De plus on sait que pour un groupe algébrique semi-simple et
unimodulaire (le cas de SL,,, SPy,,, SO, ), 'idéal I est engendré par les éléments G-invariants
de Ry contenus dans I (voir [Co-1, theorem 4.2]), alors on obtient le théoréme suivant:

Théoréme 3.2.2 : Soit L(y) = 0 une équation différentielle linéaire homogéne a coef-
ficient dans k et G son groupe de Galois différentiel. Supposons que l’anneau de Picard-
Vessiot de cette équation est R = Ry/I.

1. Si G =SL,, alors I est l’idéal principal engendré par ’élément W — f, pour f € k*.

2. Si G = SPy,, alors I est engendré par tous les éléments w(XW, X)) — fij, 0<i <
J < 2m dans Ry.

3. 51 G = S50,, alors I est engendré par tous les éléments <X(i),l(j)>—g,~j, 0<i,j<n
et l’élément W — f, pour f € k* dans Ry.

Deuxiémement, on donne les relations algébriques possibles entre les solutions de I’équation
différentielle L(y) = 0 par le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.1 : Soit G le groupe de Galois différentiel de I’équation L(y) =0 d’ordre
n > 3. Soit {y1,...,yn} une base de Uespace des solutions de 'équation L(y) = 0.

1. Supposons que G = SL,. . Alors il n'existe aucune relation dans l’anneau

k[yh "'ayn]‘

2. Supposons que G = Spay,. Alors il n’existe aucune relation dans l'anneau klys, ..., Yam)-
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3. Supposons que G = SO,,. Alors il existe une seule relation dans l'anneaw klyi, ..., Yn].
Cette relation a la forme y3 + ...+ y2 = goo pour une base {yi,...,y,} et un élément goy € k
convenables.

Enfin, pour n > 7, nous donnons la liste des contre-exemples au théoréme 3.2.1 don-
nés par M. Singer (remarque 3.2.1). Ils sont dérivés du théoréme 3.2.3, ce théoréme et
sous 'hypotheése qu’il existe une forme F' symétrique et g-invariante assure I’existence d’une
équation différentielle linéaire homogene L(y) = 0 strictement n-résoluble et pour un sys-
téme fondamental de solutions {z1, ..., z,} de L(y) = 0 on a F(z, ..., z,) = 0 une relation
algébrique homogeéne non triviale sur C'. Le degré minimal de telle forme F' dans les cas ou
elle existe est donné par :

2 pour g = 50, (n >7), ga, fa, ¢s;

3 pour g = ¢,

4 pour g = er.
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Généralités

Dans ce chapitre nous présentons les notions de base de la théorie des groupes algébriques

linéaires, des algebres de Lie associées et des catégories tannakiennes neutres.

1.1 Groupes algébriques linéaires

Dans toute la suite, on notera par C' un corps algébriquement clos et de caractéristique zéro.

1.1.1 Variétés algébriques affines

L’ensemble C™ = C x - - - x C est appelé 'espace affine de dimension n, noté A",

Définition 1.1.1 Soit S C C[Xq,..., X,]. On appelle ensemble algébrique affine défini par
S l’ensemble :

V(S)={a € A" | P(a) =0 pour tout P € S}.

Réciproquement, si Z est une partie de A™, on définit l’idéal de Z par :
I(Z)={P € C[Xy,...,X,] | P(a) =0 pour tout a € Z}.

Il est clair que V(S) = V((S5)), ou (S) est I'idéal de C[X7, ..., X,,] engendré par S. D’ou
tout ensemble algébrique est 'ensemble des zéros d’un certain idéal. Puisque C[X7, ..., X,)]
est un anneau noethérien, c’est-a-dire, tout idéal est de type fini, alors tout ensemble al-

gébrique est ’ensemble des zéros d’un ensemble fini de polynoémes.

Remarque 1.1.1 Les ensembles algébriques affines de A™ sont les fermés d’une topologie

sur A", dite topologie de Zariski. Les axiomes d’une topologie sont vérifiés :
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1. A" et @ sont des fermés, car A" =V (0) et @ =V (C[X, ..., X,]).

2. La collection des ensembles algébriques affines sur C' est stable par lintersection arbi-

traire et par l'union finie.

Toute partie de A™ sera munie de la topologie induite. En particulier, si V' est un

ensemble algébrique affine, les fermés de V' sont les ensembles algébriques contenus dans V.

Définition 1.1.2 Une variété algébrique affine sur C est un fermé de A".

Anneau des fonctions réguliéres

Soit V' C A" une variété algébrique affine sur €. Une fonction réguliere sur V est une
application f : V' — C telle qu'il existe un polynéme F' € C[ Xy, ..., X,,| vérifiant f(z) = F(x)
pour tout x € V. Le polynéme F' n’est pas unique, car si F' et G sont deux polynoémes de
C[Xy,....,X;,) telsque f = Fy =G|y on a:

(F—GQ)y =0« F—-Gell)

On peut énoncer la définition suivante :

Définition 1.1.3 L’anneau des fonctions régulieres sur V' est défini par :

C[X1, ..., X,]

V="

La remarque précédente nous permet de donner l'identification suivante :
ClV]=A{f|f:V — C est une fonction réguliére }.

L’anneau des fonctions régulieres C[V] est une C-algebre réduite de type fini. Récipro-
quement, pour toute C-algébre réduite de type fini A, il existe une variété algébrique affine
V sur C telle que A = C[V].

Soit k& D C' une extension de corps. On note par V) la variété algébrique affine sur k

obtenue par extension des scalaires. On écrit
Vi=k®cV.
[’anneau des fonctions réguliéres de la variété Vj est :

k[V] =k ®c C[V].

10
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Soient V' C A", U C A" deux variétés algébriques affines sur C'. Si U C V, on dit que U
est une sous-variété algébrique de V' (ou un fermé de V).
On convient dans toute la suite que "une variété algébrique" signifie une variété al-

gébrique affine sur C.

Composantes irréductibles d’une variété algébrique

Définition 1.1.4 Un espace topologique non vide X est dit irréductible s’il n’est pas 'union
de deux fermés propres de X . Sinon il est réductible.
Un fermé de V' qui est irréductible et mazximal pour cette propriété s’appelle une com-

posante irréductible de V.

Proposition 1.1.1 1. Si 'V est une variété algébrique. Alors les composantes irré-

ductibles de V' sont en nombre fini, de plus :
V=Vu---uV,
ou Vi, ..., Vy, sont les composantes irréductibles de V.

2. La wvariété algébrique V. C A" est irréductible si, et seulement si, l'idéal I(V) est

premier.

Si V est irréductible, alors Panneau C[V] est intégre. Son corps des fractions est appelé le
corps des fonctions rationnelles de C[V] et est noté C (V). Il est naturellement une extension

du corps C.

Dimension d’une variété algébrique

Soit K D k une extension de corps. Les éléments z1,...,z, de K sont dit algébrique-
ment indépendants sur k §'il n’existe pas de polynéome non-nul F' € k[Xy,..., X,| tel que
F(xy,...,x,) = 0. Un ensemble maximal d’éléments de K algébriquement indépendants sur
k est appelé une base de transcendance de I'extension K D k. Son cardinal est appelé le

degré de transcendance de extension K D k et on le note degytr(K/k).
Définition 1.1.5 Soit V une variété algébrique.

1. On suppose que V' est irréductible. Comme le corps des fonctions rationnelles C'(V)
est une extension de corps de type fini de C', le degré de transcendance de [’extension

C(V) D C est fini. 1l est appelé la dimension de la variété V' sur C' notée dimea (V) -

dime (V) = deg tr(C(V)/C).

11
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2. 8i'V n’est pas irréductible. Par la Proposition 1.1.1, on a
V=Vu..uV,

ou Vi, ..., Vi, sont les composantes irréductibles de V. Dans ce cas, la dimension de V'
sur C est :
dimg(V) = max dimg(V;).

1e{1,...,m}
Morphismes de variétés algébriques

Soit V. C A" et W C A™ deux variétés algébriques.

Définition 1.1.6 Une application ¢ : V. — W est appelé un morphisme de variétés al-

gébriques sur C' s’il existe des polynomes Fi, ..., F,, € C[X, ..., X,,] tels que :
o(v) = (F1(v), ..., F(v)) € W pour tout v € V.

Il est clair que l'application identique, l'injection canonique et la composée de deux

morphismes de variétés algébriques sont des morphismes de variétés algébriques.

Proposition 1.1.2 Une application ¢ : V. — W est un morphisme de variétés algébriques
sur C' si, et seulement si, p, = y; 0o € C[V] pouri=1,....m, ovy; (i=1,...,m) sont les

fonctions coordonnées sur A™, c’est-a-dire :

Yi A" — O

(@15 ey Ay vy Q) .

Par cette proposition, tout morphisme de variétés algébriques sur C, ¢ : V. — W peut
s’écrire sous la forme ¢ = (¢, ..., ©,,) OU @1, ..., p,,, € C[V].

Dans tout le reste, "un morphisme de variétés" signifie un morphisme de variétés al-
gébriques sur C.

Un morphisme de variété ¢ : V' — W est une application continue pour la topologie
de Zariski. Il est dit un isomorphisme de variétés s’il existe un morphisme de variétés

Y : W — V tel que
QOOQﬁZIdW etl/)O@:]dv.

12
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Comorphisme d’un morphisme de variétés

Soit ¢ : V. — W un morphisme de variétés. On définit
o* CW] — C[V].

Le morphisme de C-algebres ¢*est appelé le comorphisme de . Le morphisme de variétés ¢
est un isomorphisme de variétés si, et seulement si, ¢* : C[W]| — C[V] est un isomorphisme
de C-algébres.

Produit de deux variétés

Proposition 1.1.3 Soit V', respectivement W, une sous-variété algébrique de A", respec-

tivement de A™, ou n, m € N*,
1. V- x W est une sous-variété algébrique de A" et

OV x W] ~ C[V] @ C[W].

2. Si V', respectivement W', est une sous-variété algébrique de V', respectivement de W,

alors V' x W' est une sous-variété algébrique de V x W.

Par cette proposition et la proposition 1.1.1, si V' et W sont irréductibles, alors V' x W

I'est aussi.

Espace tangent a une variété algébrique affine en un point

Soient V' une variété algébrique, I = I(V) et v = (vq,...,v,) € V. Si F € C[Xy, ..., X,],

posons

L’espace tangent T,(V') a4 V au point v est la variété algébrique linéaire Z(.J) de A", ou J
est I'idéal engendré par tous les d,F avec F' € I.
Différentielle d’un morphisme de variétés

Soient V' C A" et W C A™ deux variétés irréductibles, a = (ay, ..., a,) € V et ¢ le morphisme

de variétés défini par :



1.1. Groupes algébriques linéaires

ou p; € C[V] pour tout i =1,....m. Siv € V et w = ¢(v) € W, 'application C-linéaire :

dyp: T,(V) —  Tu(W)
a r—  (dup)(a)
est appelée la différentielle de ¢ au point v.
Un point v € V est appelé un point lisse si dim(7,(V)) = dimg (V). Sinon v est dit
singulier. La variété V' est dite non-singuliére ou lisse si tous ses point sont lisses.
Espaces projectifs et variétés projectives

Espaces projectifs

Définition 1.1.7 L’espace projectif de dimension n noté P", est l’ensemble des classes

d’équivalence de C" — {(0, ...,0)} relative & la relation d’équivalence :

(X0, ooy Tn) ~ (Yoo vy Yn) < il existe ¢ € C: (Yo, ooy Yn) = (X0, .oy ).

Puisque la classe d’équivalence d’un point non nul de C"*! est une droite passant par
'origine, alors ’espace projectif P" est la collection des droites de O™ passant par 1'origine.
Si E est un espace vectoriel de dimension n + 1, ’ensemble des sous-espaces vectoriels de F

de dimension 1 est identifi¢ avec I'espace projectif P*. On écrit ici P(E) au lieu de P™.

Variétés projectives

Définition 1.1.8 Un polynome F(Xy,...,X,) € C[Xo, ..., X,)] est dit homogéne de degré
r € N*, si F(cxo, ..., cx,) = c"F(xg, ..., Tn), pour tout ¢ € C* et (xg, ..., 1,) € C"L.

Un corps L est appelé Cj-corps, si tout polynome homogene F' € L[ Xy, ..., X,,| de degré
< n admet un zéro non trivial dans L". Comme C' est algébriquement clos, le corps C(z)
est un C-corps.

Soit p un point de I'espace projectif P" et (g, ...,z,) € C™™! un représentant du point

p. Si F(Xy,...,X,) € C[Xo, ..., X;,] est un polynéme homogene de degré r tel que
F(zg,...,x,) =0,
alors pour un autre représentant (czo, ..., cx,) de p, on a :
F(cxg, ..., cxy) = ¢'F(xg, ..., x,) = 0,

on peut dire que le point p de P" est un zéro du polynéme F'(Xy, ..., X,).

14
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Définition 1.1.9 Un ensemble algébrique projectif est l’ensemble des zéros communs de P"

d’une collection de polynomes homogénes de C[Xy, ..., X,].

De méme que pour les variétés algébriques affines, la collection des ensembles algébriques

projectifs forme ’ensemble des fermés d’une topologie sur P dite la topologie de Zariski.

Définition 1.1.10 Une variété projective sur C' est un fermé de P".

15
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1.1.2 Groupes algébriques affines

Définition 1.1.11 Un groupe algébrique affine G sur C' est une variété algébrique affine

munie d’une structure de groupe, tel que les morphismes de groupes :

m: GxG — @ ti:G—>G
e

(x,y) — -y r o a!

soient des morphismes de variétés.

Une sous-variété algébrique H de G qui est un sous-groupe de G est dite un sous-
groupe algébrique affine. On dit simplement que H est un sous-groupe fermé de G. De
plus, si H est un sous-groupe normal de G, alors le groupe quotient G/H a une structure
naturelle de groupe algébrique affine sur C' et 1’épimorphisme canonique G — G/H est un

épimorphisme de groupe algébriques affines (voir [Sp, Ch 5, § 5.5, proposition 5.5.10]).
Exemple 1.1.1 1. Tout sous-groupe fini G de C™ est un groupe algébrique affine sur C'.
2. Le groupe additif G, = (C,+) est l’espace affine A. Il est clair que
m: (r,y) — x+y e i: x — —=I
sont des morphismes de variétés algébriques.
Remarque 1.1.2 Le groupe des matrices inversibles a coefficients dans C
GL,(C) = {A e C™ | det(A) #£ 0}

est un ouvert de C™°. On peut ['identifier a un fermé de C™* . On injecte GL,(C) dans

C™**L par Uapplication :

ay1x - Qin

(@11, oy Q1py oy Ay -Gy, 1/ det(ay;)) € ol

An1 * Gpn

et on le munit de la topologie de Zariski induite par celle de oL, L’image de cette

application est un sous-groupe fermé de Cm*+1. est lensemble des zéros du polynome

ou Y est la (n® + 1)*™¢ coordonnée (voir [Kov, § 3]).

16
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Exemple 1.1.2 1. Le groupe GL,(C) s’identifie 4 un sous-groupe fermé de Ot La
multiplication et le passage & l'inverse sont des morphismes de variétés. D’ou G L, (C')
est un groupe algébrique affine sur C. L’anneau des fonctions réquliéres de G L, (C')

est
ClGL,) = C[X11, .oy Xoun, 1/ det(Xi5))]-

2. Pour n = 1, GL,(C) est le groupe multiplicatif G,, = (C*, X), c’est un groupe al-
gébrique affine sur C.

3. Les groupes suivant sont des sous-groupes fermés de GL,,(C)

(a) Le groupe des matrices triangulaires supérieures inversibles :
T, =A{(ti;) € GL,(C) | t;; =0, pouri > j}.
(b) Le groupe des matrices diagonales inversibles :
Dy = {(dyj) € GL,(C) | dyy = 0, pour i # j}.
(c) Le groupe des matrices unipotentes :
Up = {(uij) € T, | wis =1 pour 1 <i < n}.

En particulier, pour n = 2 le groupe algébrique

@:{(;j)eemw»,

est isomorphe au groupe algébrique G,(C).

Dans tout le reste, "un groupe algébrique" signifie un groupe algébrique affine sur C.

Composante connexe de l’identité d’un groupe algébrique affine

Soit G un groupe algébrique. Une seule composante irréductible de G contient 'unité 1. En
effet, soient X7, ---, X,, les composantes irréductibles de GG contenant 1. Notons Y = X;---X,,

I'image de X; x - -- x X, par le morphisme
(X1, ooy Typ) > T1 Ty

Y est une partie irréductible de G contenant 1 et est donc contenue dans un certain X,
disons X;. Comme chaque X; est contenue dans Y, il en résulte m = 1. Donc 'unité 1 est
contenu dans une unique composante irréductible notée G° et appelée la composante neutre

de G.

17



1.1. Groupes algébriques linéaires

Proposition 1.1.4 [Bo, Ch 1, § 1] Soit G un groupe algébrique.
1. G est lisse (vu comme variété).
2. Les composantes connexes de G coincident avec les composantes irréductibles.

3. Soit G° la composante neutre de G, c’est un sous-groupe normal fermé de G d’indice

fini. Ses classes d’équivalences sont les composantes connexes de G.
4. Tout sous-groupe fermé connexe de G est contenu dans G° et tout sous-groupe fermé

d’indice fini contient G°.

Morphismes de groupes algébriques

Soient G et G’ deux groupes algébriques.

Définition 1.1.12 Un morphisme de groupes algébriques ¢ : G — G’ est un morphisme

de groupes qui est aussi un morphisme de variétés.
Proposition 1.1.5 Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes algébriques. Alors :
1. Ker(p) est un sous-groupe normal fermé de G.
2. Im(y) est un sous-groupe fermé de G'.
5. (%) = (9(G))".
4. dim(Im(y)) = dim(G) — dim(Ker(p)).

Puisque les composantes connexes de G sont des translatées de G°, alors elles ont la

méme dimension et on a le résultat suivant :

Corollaire 1.1.1 Soit G un groupe algébrique, alors : dim(G) = dim(G°).

Action d’un groupe algébrique affine sur une variété
Soient G un groupe algébrique et V' une variété algébrique.

Définition 1.1.13 On dit que G agit & gauche sur V' s’il existe un morphisme de variétés

GxV — V
(9,) +— g-x

vérifiant :

18



1.1. Groupes algébriques linéaires

1. g1+ (92-7) = (9192) - &, pour tous g1,92 € G etz € V.

2. 1-x=ux pour tout x € V.

L’ensemble G, = {g-z | g € G} C V est appelé 'orbite de = dans V. L’action de G sur
V' est dite transitive si pour tout z € V, G, = V. Elle est dite triviale si pour tout x € V'
on a G, = {z}.

L’action (a gauche) du groupe G sur la variété V' induit une action de G sur 'anneau

des fonctions régulieres C[V] définie par :

G x CWVW — Cﬂbﬂ
(9,f) — g-f: V. — C
r — (g9- @)= flg ')

En particulier, 'action du groupe G sur lui méme induit deux actions différentes de G
sur 'anneau des fonctions régulieres C|[G].

A Taction de G sur lui méme par translation a gauche définie par :

GxG — G
(9,h) +— g-h,

correspond l'action

GxClG] — C[q]

(9, f) = g-f=X(f): G — C
h +—  f(g7'h).

~

A Taction de G sur lui méme par translation & droite définie par :

GxGd — @G
(.gah) — h'gil7

correspond l'action

GxClG] — C[q]
(9. f) — f-9t=p,f): G — C
h — f(hg)
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1.1.3 Groupes algébriques linéaires

Définition 1.1.14 Un groupe algébrique linéaire sur C' est un sous-groupe fermé de la var-
iété algébrique affine GL,(C).

Exemple 1.1.3 1. Voici quelques exemples de groupes algébriques linéaires sur C' :
T, = {(tij) € GL,(C) | tij = 0 pour i > j},
D, = {(dij) € GL,(C) | dij = 0 pour i # j},
Up ={(uij) € T, | uss = 1 pour 1 <i <n}.

2. Soit V' un C-espace vectoriel. Le choix d’une base de V' permet d’identifier GL(V') a
GL,(C), d’otu GL(V) est un groupe algébrique linéaire sur C.

Linéarité des groupes algébriques affines

Un groupe algébrique linéaire est évidemment un groupe algébrique affine. Le théoréme

suivant montre que la réciproque est aussi vraie :

Théoréme 1.1.1 [Hum-2, Ch 2, § 8.6/
Si G est un groupe algébrique affine sur C, alors G est isomorphe & un sous-groupe fermé

d’un certain GL,(C), c’est-a-dire un groupe algébrique linéaire sur C.
Quelques propriétés des groupes algébriques linéaires
Soit G un groupe algébrique linéaire sur C, on a les propriétés suivantes :

1. Le groupe G est dit simple s’il n’est pas commutatif et n’a aucun sous-groupe normal
fermé connexe[Hum-2, Ch 9. § 27.5].

2. On dit que G est résoluble s’il existe une suite de sous-groupes fermés de G
G=Gy, DG D---DG, ={1}

telle que pour tout ¢ = 1,...,7 : G,y est un sous-groupe fermé normal dans G; et le

groupe algébrique G;/G;,1 est commutatif.
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3. Tout groupe algébrique linéaire posséde un plus grand sous-groupe normal résoluble,
qui est fermé et unique. Sa composante neutre est alors le plus grand sous-groupe
normal fermé résoluble connexe de G. 1l est appelé le radical de G et est noté Rad(G)
(voir [Hum-2, Ch 6, § 19.5]). Le groupe G est dit semi-simple s’il est connexe et si
Rad(G) = {1}. Pour tout groupe algébrique linéaire G, le groupe G°/Rad(G") est

semi-simple.
4. L’ensemble
Z(G) ={x € G| xzg = gz pour tout g € G}
est un sous-groupe fermé de G, appelé le centre de G.

Le théoréme suivant donne une description des sous-groupes normaux fermés connexes

d’un groupe algébrique linéaire semi-simple.

Théoréme 1.1.2 [Hum-2, Ch 9. § 27.5]
Soit G un groupe algébrique linéaire semi-simple. L’ensemble de tous les sous-groupes
normaux fermés connexes minimaur de dimension strictement positive est fini, et si on

désigne ces sous-groupes par Gy, - - -, G, le morphisme produit :
Gy x---xG, —G

est un morphisme de variétés surjectif de noyau fini (ou une isogénie).

Revétement universel d’un groupe algébrique connexe

Définition 1.1.15 Soit G un groupe algébrique connexe

1. Considérons les couples (m, CNJ) tels que G est un groupe algébrique connexe et
T:G—G
est une isogénie. S’il existe un couple (77, GT) dominant tout les autres couples,
c’est-a-dire, pour un autre couple (, é) il existe une isogénie ™' : Gt — G telle que

7t =mon', alors le couple (m+,GT) est unique est appelé le revétement universel de

G.

2. Si le couple (Idg,G) est un revétement universel de G, alors on dit que le groupe
algébrique G est simplement connexe. C’est équivalent a dire que toute isogénie T :

GT — G est en fait un isomorphisme de groupes algébriques.

Si de plus le groupe G est semi-simple, alors il existe un revétement universel (7, G)

de G tel que G est simplement connexe [B-C-1-S, E, 11, § 2].
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Les tores
Soit G un groupe algébrique linéaire sur C.
Définition 1.1.16 On dit que G est diagonalisable s’il est isomorphe & un sous-groupe

fermé d’un certain D,,. Le groupe G est dit un tore algébrique (ou simplement un tore) s’il

est isomorphe a un certain D,,.
Une caractérisation des tores algébriques est donnée par :

Proposition 1.1.6 [Sp, Ch 3, § 3.2, corollaire 3.2.7]Le groupe G est un tore si, et seulement

st, il est diagonalisable et connexe.

Un tore maximal de G est un sous-tore de G qui n’est pas strictement contenu dans un

autre sous-tore de G.

Remarque 1.1.3 Le groupe engendré par tous les tores maximaux contenus dans G, noté
L(G), est un sous-groupe normal fermé connexe de G. Le groupe quotient G/L(G) est un

groupe algébrique linéaire sur C' [P-S, Ch 11, § 5].

1.1.4 Représentations linéaires de groupes algébriques

Soit GG un groupe algébrique linéaire sur C' et V' un C-espace vectoriel de dimension n.

Définition 1.1.17 Une représentation linéaire du groupe G est un morphisme de groupes
algébriques :

p:G— GL(V).

Dans ce cas, le C-espace vectoriel V' est vu comme une variété algébrique isomorphe a

Ad™Y) avec une G-action défini par :
GxV — V
(9.2) — g-z=p(g)(z)

La dimension de I’espace vectoriel V' est appelée la dimension de la représentation p et
I’espace vectoriel V' est appelé I'espace de la représentation ou un G-module. La représen-

tation p est dite fidele si Ker(p) = {0} et elle est dite triviale si Ker(p) = G.
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Sous-représentations et représentations quotient
Soit p: G — GL(V) une représentation linéaire du groupe algébrique G.
Définition 1.1.18 Un sous-espace vectoriel U C V est dit invariant sous la représentation

p (ou G-invariant) si :

p(g)(U) C U, pour tout g € G.

Soit U un sous-espace vectoriel G-invariant de V. On peut associer a p deux représenta-
tions de G. La premiére est une représentation du sous-espace U appelée la sous-représentation

de p, notée py;, et est définie par :

pu(9) = p(g)w, pour tout g € G.

La seconde est une représentation de ’espace quotient V/U appelée la représentation quo-

tient de p, notée py; et est définie par :
py(x+U) = p(g)(z) + U, pour tout g € Get x € V.

Définition 1.1.19 On dit que la représentation p : G — GL(V') est réductible, s’il existe
un sous-espace propre de V', invariant sous la représentation p. Sinon, p est dite irréductible.
En termes de l’action du groupe G, on dit que G agit réductiblement sur V' s’il existe un

sous-espace propre G-invariant de V. Sinon, on dit que G agit irréductiblement sur V.
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1.2 Algébres de Lie

Définition 1.2.1 Une algébre de Lie sur le corps C est un C'-espace vectoriel L muni d’une

opération, dite crochet :
LxL — L

(z,y) — [2,9]

vérifiant les axiomes suivants :
1. L’application crochet est bilinéaire,
2. pour tout x € L, [z,x] =0,
3. pour x,y,z € L, [z,[y, 2] + [y, [z, 2]] + [, [z, y]] =0 "identité de Jacobi.
L’élément [x,y] de L est appelé le commutateur de x et y.
Exemple 1.2.1 Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finie n.
1. End(V') muni de l’application crochet
[A, B] = AB — BA, pour tout A, B € End(V')
est une algébre de Lie notée gl(V') et appelée l’algébre linéaire générale.

2. Le choiz d’une base de V' permet d’identifier gl(V') avec l’algébre de Lie gl,(C) des

matrices n X n sur C.
Dans tous ce qui suit, toutes les algebres de Lie sont supposées de dimension finie.
Sous-algébres de Lie et algébres de Lie quotient
Soit L une algebre de Lie sur C.

Définition 1.2.2 1. Une sous-algébre de Lie de L est un sous-espace vectoriel de L

stable par Uapplication crochet.

2. Un idéal d’une algébre de Lie L est une sous-algébre de Lie I de L vérifiant :
[x,y]l €I, pourx € L ety €.

Une sous-algebre de Lie de gl(V') est appelée une algebre de Lie linéaire.
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Exemple 1.2.2 (Algébres de Lie classiques)
Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie. Pour [’entier naturel | > 1, les algébres

de Lie classiques, sont les familles A;, By, C; et D;.
1. A, avec dime(V) =141,
sI(V) ou st (C) = {A € gly1(C) | Tr(A) =0},

c’est une sous-algébre de gl;11(C'), appelée l’algébre linéaire spéciale.

2. C, avec dimg(V') = 2,
sp(V) ou spy(C) = {A € gly(C) | ATJ+ JA =0},
c’est une sous-algébre de glo)(C), appelée 'algébre linéaire symplectique, ot
S ( 0 I )
—I; 0

et I; est la matrice identité d’ordre .

3. By, avec dimg(V) =20+ 1,
09141(C) = {A € gloy1(C) | AS + SA =0},

c’est une sous-algébre de gla11(C'), appelée l'algébre linéaire orthogonale, ot

1 0 0
S=10 0 ]
0 I, O

et I; est la matrice identité d’ordre .
4. Dy, avec dime (V) = 21,
021(0) = {A € glgl(0> | ATS + SA = 0},

c’est une sous-algébre de glo(C'), appelée l'algébre linéaire orthogonale, ot

0 I
S —
I, 0
Exemple 1.2.3 Soit L une algébre de Lie sur C.
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1. L’ensemble

Z(L)={yeL|[z,y =0,V e L}

est un idéal de L, appelé le centre de l’algébre de Lie L.

2. L’ensemble

(L, L] = {Zai[%‘,yi] | i € C, et wy,y; € L}
est un idéal de L, appelé l'algébre dérivée de l’algébre de Lie L.

Si Z(L) = L ou [L, L] = 0, alors 'algebre de Lie L est commutative. Une algebre de Lie

L est dite simple si elle n’est pas commutative et ne contient aucun idéal propre.

Définition 1.2.3 Soit I un idéal de l’algébre de Lie L. L’espace vectoriel quotient L/I

muni de l’application crochet définie par :
[l’—l—[ay—'—l] = [l’,y] +I; pour x,y € L

a une structure d’algébre de Lie sur C.

Algeébres de Lie semi-simples
Soit L une algebre de Lie sur C. La suite d’idéaux de L :

LO=pr O = (L, L), L2 — [L(l), L(l)] L® — [L(i—l) L(i—l)]

g eee 3

est appelée une suite dérivée.
Définition 1.2.4 Une algébre de Lie L est dite résoluble si L™ = 0 pour un certainn > 1.

Toute algébre de Lie commutative est résoluble. Par contre une algebre de Lie simple
est non résoluble.

Dans une algébre de Lie, il existe un unique idéal propre résoluble maximal, appelé le
radical de L et noté rad(L) [Hum-1, Ch 1, § 3.1].

Définition 1.2.5 Une algébre de Lie L sur C est dite semi-simple si rad(L) = 0.

Pour une algebre de Lie L sur C, 'algebre de Lie quotient L/rad(L) est semi-simple.

Une algebre de Lie semi-simple est une somme directe d’algebres de Lie simples :

Théoréme 1.2.1 [Hum-1, Ch 2, § 5.2/
St L est une algébre de Lie semi-simple, alors il existe des idéaux Ly, ..., L, de L qui

sont simples (vus comme algébres de Lie) tels que L = L1 @ -+ - @ Ly,.
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Morphismes d’algébres de Lie

Soient L, I’ deux algébres de Lie sur C.

Définition 1.2.6 Un morphisme d’algébres de Lie est un morphisme de C-espaces vectoriels

o: L — L' tel que
o([z,y]) = [p(x), w(y)], pour tout z, y € L.

Les deus algebres de Lie L et L’ sont dites isomorphes si ¢ est un isomorphisme de

C-espaces vectoriels.

1.2.1 Algebre de Lie associée a un groupe algébrique

Définition 1.2.7 Une dérivation sur un anneau R est une application 0 : R — R vérifi-
ant:
d(a+b) = 0(a) + 0(b)
{ d(a-b)=0(a)-b+a-0(b)
quels que soient a, b dans R.
Soit R O C une extension d’anneaur. La dérivation O est une C-dérivation si 0|, = 0.

L’ensemble des C-dérivations sur un anneau R est noté Derc(R).

Soit G un groupe algébrique linéaire sur C' et A = C[G]. On considére I'algeébre de Lie

Derc(A) des C-dérivations munie du crochet
[01, Oa] = 0105 — 020

Une dérivation 0 € Derc(A) est dite invariante & gauche si elle commute avec la translation

a gauche, c’est-a-dire, O\, = \,0 pour tout g € G. Le sous-espace vectoriel de Derc(A)
L(G) = {0 € Derc(A) | 0N, = \,0, Vg € G}
est une sous-algebre de Lie de Derc(A).

Définition 1.2.8 Le sous-espace L(G) est appelé l'algébre de Lie associée au groupe al-

gébrique G.

Soit T1(G) V'espace tangent de G en l'identité 1. Le théoréme suivant donne la relation

entre T7(G) et lalgebre de Lie associée L(G) :
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Théoréme 1.2.2 [Hum-2, Ch 3, § 9.1] Soient G un groupe algébrique linéaire sur C, T1(G)

lespace tangent en lidentité et L(G) l'algébre de Lie associée a G, alors :

1. L(G) et T1(G) sont isomorphes (vus comme C-espaces vectoriels).

2. Sip:G — G est un morphisme de groupes algébriques linéaires, alors la différentielle
de penl :
dip: TV (G) — Ty (G")

est un morphisme d’algébres de Lie. On écrit L(p) au lieu de dy¢p.

Ce théoréme, nous permet d’identifier I’algebre de Lie associée L(G) avec 'espace tangent
T1(G) de G en 1 muni de la structure d’algebre de Lie obtenue par cet isomorphisme.

Les algebres de Lie associées aux groupes algébriques linéaires G, H, M ... sont notées
par les lettres g, b, m.

Légalite T1(G) = T1(G) implique :

Corollaire 1.2.1 [Bo, Ch 1, § 3, corollaire 3.6]
On a L(G) = L(G) et dimc(L(G)) = dime(G).
Sous-groupes fermés et sous-algébres de Lie

Soient G un groupe algébrique linéaire sur C'; H un sous-groupe fermé de G et g, h sont
respectivement, les algébres de Lie associées & G et & H. L’injection canonique i : H — G
est un morphisme de groupes algébriques, donc L(7) : h — g est un morphisme injectif

d’algebres de Lie qui permet de voir h comme une sous-algébre de Lie de g.

Théoréme 1.2.3 [Hum-2, Ch 5, § 13.1 et 158.3]/Soient G un groupe algébrique linéaire

connezre et H un sous-groupe fermé connexe de G.

1. L’application H —— b est une correspondance bijective préservant linclusion entre
la collection des sous-groupes fermés connexes de G et leurs algébres de Lie associées

vues comme sous-algébres de g.

2. b est un idéal de g si, et seulement si, H est normal dans G.

La sous-algebre L(H) = b de g est dite algébrique.
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1.2.2 Représentations linéaire d’algébres de Lie

Soit L une algébre de Lie sur C' et V' un C-espace vectoriel de dimension n.

Définition 1.2.9 Une représentation de l’algébre de Lie L est un morphisme d’algébres de
Lie :
L — gl(V).

Sip:G — GL(V) est une représentation linéaire du groupe algébrique G, alors on a

une représentation correspondante de ’algebre de Lie associée g :

L(p) : g — gl(V).

Ceci est équivaux a donner une action linéaire de l'algébre de Lie associée g sur le C-

espace vectoriel V.

Représentations irréductibles et algébres de Lie semi-simples

Soient GG un groupe algébrique linéaire sur C, p une représentation linéaire du groupe G et

L(p) est la représentation correspondante a p.

Définition 1.2.10 1. Soit U un sous-espace vectoriel de V. On dit que U est invariant

par laction de g (ou g-invariant), si

L(p)(g)U C U pour tout g € g.

2. Si F est une forme bilinéaire définie sur V', alors F' est dite g-invariante si :

F(L(p)(g)z, L(p)(9)y) = F(z,y)

pour tous x, y € V et tout g € g.

Remarque 1.2.1 [Hum-2, Ch 5, § 13.2]Si le sous-espace U est G-invariant, alors il est

g-invariant.

Définition 1.2.11 On dit que la représentation L(p) est réductible (ou g agit réductiblement
sur'V') s’il existe un sous espace propre U C V' g-invariant. Sinon L(p) est dite irréductible

(ou g agit irréductiblement sur V).

Si le groupe G est connexe, on a le résultat :
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Théoréme 1.2.4 Soit G un groupe algébrique linéaire connexe. G est semi-simple si, et

seulement si, g est semi-simple [Hum-1, Ch 5, § 13.5].

Si G est simple et simplement connexe, alors ses représentations irréductibles et celles

de son algebre de Lie associée g sont en bijection.

Remarque 1.2.2 Si G est un groupe algébrique linéaire connexe et simplement conneze,
alors il existe une correspondance bijective entre les représentations irréductibles du groupe
G et celles de son algébre de Lie associée g[Se, LG 5.37, § 8, théoréme 1].
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1.3 Catégories tannakiennes neutres

1.3.1 Catégories et foncteurs

Dans cette section, nous introduisons la notion des catégories tannakiennes neutres.

Catégories
Définition 1.3.1 Une catégorie T est la donnée :

1. d’une collection d’objets notée Ob(T),

2. pour deuzx objets A, B € Ob(T) d’un ensemble Hom(A, B) appelé ’ensemble des mor-
phismes de A dans B,

3. d’une loi de composition de morphismes, c’est-a-dire, une application :
Hom(A,B) x Hom(B,C) — Hom(A,C)
(f,9) +— gof
pour A, B et C des objets de T, tel que les axiomes suivants soient vérifiés :
(a) deux ensembles Hom(A, B) et Hom(A', B") sont disjoints sauf si A = A’ et
B = B’, dans ce cas ils sont égauz.
(b) la loi de composition est associative : pour A, B,C et D des objets de T et
feHom(A,B), g€ Hom(B,C) et h € Hom(C, D), alors :
(hog)of=ho(gof).

4. pour tout objet A € Ob(T), d’un unique morphisme dans Hom(A, A) noté 14 et appelé
le morphisme identité de A vérifiant pour tout B € Ob(T) :

fola=f, pour f € Hom(A,B) et 140 f = f, pour f € Hom(B, A).

Exemple 1.3.1 1. La catégorie des ensembles, notée Ens. Les objets sont les ensembles
et pour A, B deux objets, Hom(A, B) est l’ensemble de toutes les applications de A
dans B.

2. La catégorie des R-modules a gauche, notée Mg, ot R est un anneau avec unité. Les

objets sont les R-modules & gauche et pour A, B deux objets,
Hom(A, B) = Homg(A, B)

est l’ensembles de tous les homomorphismes de R-modules a gauche de A dans B.
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3. La catégorie des k-espaces vectoriels de dimension finie, notée Vecty. Les objets sont

les k-espaces vectoriels de dimension finie et pour A et B deux objets,
Hom(A, B) = Ly(A, B)
I’ensembles de toutes les applications k-linéaires de A dans B.

4. La catégorie des représentations linéaires de dimension finie d’un groupe algébrique G

dans l'espace V', notée Reprq. Les objets sont les couples (V, p) ou
p:G— GL(V)

est une représentation linéaire du groupe G et pour A = (Vi,p,) et B = (Va, py) deux

objets de Reprg, les morphismes de A dans B sont les applications C-linéaires

m: (Vl,P1) - (V2=P2)

telles que :

mo p(g) = py(g) ©m, pour tout g € G.

Définition 1.3.2 Soit 7 une catégorie et A, B € Ob(T). Un morphisme f : A — B de
T est dit une équivalence (ou isomorphisme) s’il existe un morphisme g : B — A de T tel
que go f =14 et fog=1p. On dit aussi que les deux objets A et B sont équivalents (ou

isomorphes).

Un objet O d’une catégorie 7 est appelé l'objet zéro, si pour tout objet A € Ob(T)
les ensembles Hom(A, O) et Hom(O, A) soient des singletons. L’objet zéro s’il existe est

unique & équivalence pres et est noté 0.

Définition 1.3.3 Soit 7 une catégorie. Une catégorie S est une sous-catégorie de T si :
1. Ob(S) C Ob(T),

2. Homs(A, B) C Homz (A, B) pour tout objet A et B de S.

De plus, si Homs(A, B) = Homz (A, B) pour tout objet A et B de S, alors S est dite

une sous-catégorie pleine de 7T .

Une catégorie 7 est dite k-linéaire si pour tout A, B € Ob(7) I'ensemble Hom(A, B) a

une structure de k-espace vectoriel.
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Foncteurs

Soient 7 et 7' deux catégories.

Définition 1.3.4 1. On dit que F' est un foncteur covariant de T dans T’ et on écrit
F:T—T, si:

(a) F associe a tout objet A de T un objet unique F(A) de T'.

(b) F associe a tout morphisme f: A — B de T un morphisme unique
F(f): F(A) — F(B)
de T', tel que si f : A— B et g: B — C sont deuxr morphismes de T, alors :
F(go f) = F(g)o F(f).
(¢) F(Ida) = Idpay Pour tout A € Ob(T).

2. On dit que F' est un foncteur contravariant de T dans T’ et on écrit F': T — T, si

(a) F associe a tout objet A de T un objet unique F'(A) de T".

(b) F associe a tout morphisme f: A — B de T un morphisme unique
F(f) : F(B) — F(A)
de T', tel que si f : A— B et g: B— C sont deuxr morphismes de T, alors :
F(go f) = F(f)o F(g).

(c) F(Ida) = Idpcay Pour tout A € Ob(T).

Le foncteur oubli

Définition 1.3.5 Soient k un corps et G un groupe algébrique linéaire sur k. Le foncteur
w: Reprg — Vecty,

défini par w(V, p) =V est appelé le foncteur oubli (néglige "oublie” ’action de G sur'V).
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Equivalence de catégories Soient 7, 7’ deux catégories.

Définition 1.3.6 Un foncteur F' : T — T’ est une équivalence de catégories si les deux

conditions suivantes sont vérifiées :

1. Le foncteur F est pleinement fidéle, c’est-a-dire, pour tout objet A, B € Ob(T),
Uapplication
Homz(A,B) — Homg¢/(F(A),F(B))
[ F()

est une bijection.

2. Tout objet B de T’ est isomorphe a un objet de la forme F(A) pour A € Ob(T).

Equivalence de foncteurs Soient 7, 7' deux catégories et F', F’ deux foncteurs de 7°
dans 7" les deux foncteurs sont covariants (ou contravariants).

On dit que i : F — F’ est une transformation naturelle de foncteurs si pour tout A de
Ob(T) on associe un morphisme i, : F(A) — F'(A) de 7’ tel que pour tout morphisme
f:A— Bde7 ona

F/(f)O:U/A::uBOF(f)‘

Pour A € Ob(T), si le morphisme u, : F(A) — F'(A) est un isomorphisme, alors p est

appelé une équivalence naturelle. On dit aussi que F' et F” sont équivalents (ou isomorphes).

1.3.2 Catégories tannakiennes neutres

D’abord, nous donnons quelques définitions nécessaires ([Del-Mil] et [Sav]). Soit 7 une

catégorie.

1. La catégorie 7 est une catégorie tensorielle si elle a un produit tensoriel, cela veut
dire que pour chaque paire d’objets X, Y d’un nouveau objet X ® Y qui dépend
fonctoriellement de X et de Y. Le produit tensoriel est associatif, commutatif et
admet un élément neutre noté 1. Ce dernier signifie que X ® 1 est isomorphe a X
pour tout X € Ob(7). Dans ce qui précéde, tous les isomorphisms doivent étre
fonctoriels et on exige beaucoup de diagrammes commutatifs afin d’éviter "les faux

produits tensoriels" (voir [Del-Mil]).
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2. La catégorie T posséde des objets Hom internes, cela signifie que pour X, Y € O(7),

le Hom interne noté Hom(X,Y') est un nouveau objet de 7 tel que les deux foncteurs

F: 7T — Ens et F': T — Ens
Z +— Hom(Z®X,Y) Z +— Hom(Z,Hom(X,Y))

soient isomorphes.

3. La catégorie 7T est dite rigide si elle est tensorielle possédant des objets Hom et

vérifiant les conditions suivantes :

(a) si X € O(T), le morphisme canonique X — (X?)" est un isomorphisme, ou
X"désigne Hom(X, 1),

(b) si X, X1, Y, Y] sont des objets de 7, le morphisme canonique
Hom(X,Y)® Hom(X;,Y1) - Hom(X ® X1,Y @ V1)
est un isomorphisme.

4. La catégorie 7 est une catégorie abélienne. Nous ne voulons pas rappeler la définition
d’une catégorie abélienne mais il faut noter que I’énoncé est équivalent a : la catégorie
T est isomorphe a une catégorie de modules a gauche sur un anneau qui est stable

par passage aux noyaux, aux conoyaux et aux sommes directes finies.

5. Un isomorphisme entre End(1) et k est donné.

Notons que (4) et (5) impliquent que chaque Hom(X,Y") est un k-espace vectoriel.

Soient 7, 7' deux catégories abéliennes. Un foncteur F': 7 — 77 est dit :
1. (a) tensoriel, si pour tout A, B € Ob(7) le morphisme
F(A)® F(B) — F(A® B)

est un isomorphisme.

(b) k-linéaire, si pour tout A, B € Ob(7) I'application
Hom(A, B) — Hom(F(A), F(B))

est k-linéaire,

35



1.3. Catégories tannakiennes neutres

(c) exacte, si 0 — A" — A — A” — 0 est une suite exacte de 7, alors
0— F(A) — F(A) — F(A") =0

est une suite exacte de 7' (F' covariant),

(d) fidele, pour tout A € Ob(7T), si F'(A) =0 alors A = 0.

Définition 1.3.7 Une catégorie T est une catégorie tannakienne neutre sur k si elle est
tensorielle, rigide, abélienne, k-linéaire munie d’un foncteur tensoriel, k-linéaire, fidéle,

exacte w : T — Vecty, appelé foncteur fibre pour T .

Exemple 1.3.2 Soit G un groupe algébrique linéaire sur C'. La catégorie Reprg est une

catégorie tannakienne neutre sur C' [P-S, Appendice B, § B.2, remarque B.21.].
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Théorie de Galois différentielle

Dans ce chapitre nous présentons les notions de base de la théorie de Galois différentielle.

2.1 Anneaux différentiels, idéaux différentiels et corps

différentiels

L’étude des équations polynomiales conduit naturellement aux notions d’anneaux, d’idéaux
et de corps. Pour les équations différentielles, les analogues naturels sont les anneaux dif-
férentiels, les idéaux différentiels et les corps différentiels.

Tous les anneaux considérés sont supposés commutatifs, avec unité et contiennent le

corps des nombres rationnels Q.

Anneaux (resp. corps) différentiels

Soit R un anneau et 0 : R — R une dérivation.

Définition 2.1.1 Un anneau (resp. un corps) muni d’une dérivation est appelé anneau

(resp. corps) différentiel.

Extensions différentielles

Soient (Ry,0;) et (Rg,0y) deux anneaux différentiels. Si R; est un sous-anneau de Rs et
Oor, = 01, alors Ry D R; est une extension d’anneaux différentiels, on dit aussi que R;
est un sous-anneau différentiel de Ry. Les extensions de corps différentiels sont définies de

facon similaire.
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Si R D k est une extension d’anneaux différentiels, alors on dit que R est une k-algebre

différentielle.

Constantes d’un anneau (resp. d’un corps) différentiel

Un élément ¢ d’un anneau (resp. d’un corps) différentiel (R, 0) est une constante si d (¢) = 0.
L’ensemble C' = {¢ € R,0(c) = 0} est un sous-anneau (resp. un sous-corps) de R appelé
I'anneau (resp. le corps) des constantes de R.

Dans la suite, nous notons souvent 0 (a) par ¢’ et pour un entier n > 1 nous notons 9" (a)

par a™.

Morphismes différentiels et idéaux différentiels

Un morphisme d’anneaux (resp. de corps) différentiels est un morphisme d’anneaux (resp.
de corps)
f:Ry — Ry tel que fod, =050 f.

Le morphisme d’anneaux (resp. de corps) différentiels f est un isomorphisme différentiel
s’il est un isomorphisme d’anneaux (resp. de corps).

Un idéal différentiel I d’un anneau différentiel (R, 9) est un idéal de 'anneau R vérifiant
o) C 1.

Proposition 2.1.1 [Mag, Ch 1, §1.]/Soit (R,0) un anneau différentiel. Si I est un idéal
différentiel de (R,0), alors l'anneau quotient R/I est un anneau différentiel muni de la

dérivation 0 induite par O par passage au quotient, ¢’est-a-dire :

d(a+1)=0(a)+ I, pour tout a € R.

Prolongement de dérivations

Proposition 2.1.2 [P-S, Ch 1, § 1.1, exo 1.5]Soit (R, ) un anneau différentiel.

1. Soit S une partie multiplicativement fermée de R telle que 1 € S et 0 ¢ S, alors
Uanneau localisé S™'R de R muni de la dérivation D donnée par la formule:

0 —ad
M, pour tout % € S7'R,

(%) =

a
S

est un anneau différentiel. En particulier, si (R,0) est un anneau intégre, alors le

corps des fractions de l'anneau différentiel R est un corps différentiel.
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2. Pour tout P € R[X], la dérivation O admet un prolongement unique Op & R[X] tel
que Op(X) = P.

3. Soit (k,0) un corps différentiel de caractéristique 0. Si K D k est une extension finie

de corps, alors O admet un prolongement unique a K.

4. Soit R[Xq, ..., X,,| Uanneau des polynomes a n indéterminées, S une partie multiplica-
tivement fermée de R[Xy,...,X,] telle que 1 € S et 0 ¢ S. Si ay,...,a, sont des
éléments donnés de ST R[X1, ..., X,)]. La dérivation O admet un prolongement unique
D a ST'R[Xy, ..., X,] tel que Uapplication canonique R — S™R[X1, ..., X,,)] commute
avec D et D(X;) = a; pour touti=1,....,n.

Exemple 2.1.1 [Mag, Ch 1, § 3.]

1. Soient (k,0) un corps différentiel, C' son corps des constantes et b € k\ C. On
suppose que C' est algébriqguement clos. Considérons ’équation différentielle iy’ = b. Si
z est une solution de cette équation, alors le corps k(z) muni de la dérivation D tel que
D(z) = b est une extension différentielle de k. Siz € k, alors k(z) = k. Siz € k(2)\k,
alors k(z) est une extension purement transcendante obtenue par l’adjonction d’une

primitive de D(z) € k.

2. Soient (k,0) un corps différentiel et C' son corps des constantes. On suppose que C
est algébriquement clos. Considérons ’équation différentielle y' — ay = 0 sur k. Si z
est une solution de cette équation, alors le corps k(z) muni de la dérivation D tel que
D(z) = az est une extension différentielle de k. De plus, un des deuz cas suivants est

Verifié :

(a) k(z) est une extension purement transcendante obtenue par l'adjonction d’une

exponentielle (d’une primitive), ou

(b) k(z) est une extension algébrique de k, z est une racine d’un polynéme

X" —d e k[X].

Polynémes différentiels

Soit (R, ) un anneau différentiel et considérons Xj, ..., X,,, n indéterminées. Pour tout i de 1

an, soit {X Z-(j )} jen un ensemble infini d’indéterminées distinctes. On définit R{{ X}, ..., X,, }}
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comme étant anneau des polynomes différentiels R[ X7, X7, X7, ..., X,,, X/, X, ...]. On pro-
longe la dérivation de R a R{{Xj, ..., X,,}} en posant (Xi(j))’ = Xi(jﬂ). D’ou une structure
différentielle de 'anneau R{{ X1, ..., X,,} }.

2.2 Equations différentielles linéaires

Soit (k,0) un corps différentiel de corps des constantes C' algébriquement clos et de carac-
téristique zéro. Les équations différentielles linéaires peuvent se présenter sous trois formes

différentes.

Equations différentielles linéaires scalaires

Définition 2.2.1 Une équation différentielle linéaire scalaire sur le corps k est une équation

de la forme : L(y) =b, ou b€ k et
L) = y™ + an1y™V + -+ ary® + agy, otva; €k, pouri=0,..n— 1.

L’équation L(y) = b est dite homogéne si b =0, sinon elle est dite non homogéne.
Une solution de [’équation L(y) = 0 est un élément z (dans une extension différentielle
de k) vérifiant :
L(z) = 2 g, 12+ a2 4 a2 = 0.

Proposition 2.2.1 [P-S, Chi, § 1.1, exo 1.14] Soit L(y) = b une équation différentielle

)
1
linéaire non homogéne d’ordre n sur k. posons Ly(y) = b(EL(y))’, alors :

1. toute solution (dans une extension différentielle de k) de ’équation nmon homogéne

L(y) = b est une solution de l’équation homogéne associée Ly(y) = 0,

2. toute solution de [’équation homogéne associée Ly(y) = 0 est une solution de [’équation

non homogéne L(y) = cb, ou c € C.

Remarque 2.2.1 Par cette proposition, dans le cas d’une équation différentielle linéaire
non homogéne on peut toujours se ramené aux cas homogéne. Donc on peut considérer

seulement les équations différentielles linéaires homogénes.
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Equations différentielles linéaires matricielles

La dérivation O sur k se prolonge aux vecteurs de k™ et aux matrices de M, (k) par dérivation

par composante. Ainsi, pour y = (y1,...,yn)" € k" et A = (aij)1<ij<n € My (k), on écrit :

y' = ()" et A= (a))i<ij<n,
et on peut vérifier que, pour tous A, B € M, (k) et y € k™, on a les relations :
(A+ B =A"+B" e (AB) =A'B+ AB,
c’est -a-dire, k™ muni de cette dérivation a une structure de corps différentiel.

Définition 2.2.2 Une équation différentielle matricielle de dimension n sur k est une équa-
tion de la forme Y' = AY, ouY € k™ et A € M, (k).

Modules différentiels

Définition 2.2.3 Un module différentiel (M, D) de dimension n est un k-espace vectoriel

de dimension n muni d’une application additive D : M — M wvérifiant :
D(f-m)=f"-m+ f-Dm, pourtout f €k et m € M.

Soient (My, Dy), (M, Dy) deux modules différentiels sur k. Un morphisme de modules

différentiels est une application k-linéaire :
@ : My — M, telle que po Dy = Dy o .

La catégorie dont les objets sont les modules différentiels sur k£ et les morphismes sont
les morphismes de modules différentiels est appelée la catégorie des modules différentiels
sur un corps différentiel k£ et est notée Dif fr,. Comme le corps C' est algébriquement clos
et de caractéristiques zéro, alors Dif f est une catégorie tannakienne neutre sur C' [P-S,
Appendice B, § B.2, exemple B.23.].

Nous allons voir que ces trois notions (équation différentielle scalaire, équation différen-

tielle matricielle et module différentiel) sont équivalentes :

De I’équation scalaire a I’équation matricielle Soit ’équation différentielle scalaire
sur £ :

Ly) =y™ + an1y™ 4+ -+ ary™ + aoy = 0.

Sionposeyy =y, Yo =1, ..., Y = y" V), alors on obtient :
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2.2. Equations différentielles linéaires

Yn—1 0 0 0 1 Yn—1
Yn —Qp —a1 —G2 ... —04p-1 Yn

La derniére équation est une équation différentielle matricielle sous la forme Y = A LY,
ou la matrice Ay est appelée la matrice compagnon de I’équation scalaire L(y) = 0, et

I’équation matricielle est appelée I’équation compagnon.

De l’équation différentielle matricielle au module différentiel et inversement
Soit A € M, (k). Si Y = AY est une équation différentielle matricielle sur le corps dif-
férentiel k. On considére le k-espace vectoriel k" et {eq, ..., e, } la base canonique de k™. On

définit 'application D de k™ dans k™ par :
D(z) =a2' — Ax

On vérifie que (K", D) est un module différentiel sur k. Réciproquement, Si (M, D) est
un module différentiel sur k et {ej,...,e,} une k-base de M, alors 'application D est
complétement déterminée par les éléments De; pour ¢ = 1,...,n. On définit la matrice
Ay = (aij) € M, (k) par :

De; = —iaijei.

n
Pour m =) fe; € M, on a:
j=1

n n n

D=7 fie;= > fiQ aie) =Y fiei =Y O aufiei =) (flei =Y aify)e:
=1 =1 = =1 i=1 j=1 i=1 =1
Sim = )" fje; € M. Alors Dm = 0 si, et seulement si, (f1, ..., f2)T = Ay (f1, .., fu)'. Alnsi,
=1

le choix d’une k-base du module différentiel M le transforme en une équation différentielle
matricielle Y/ = Ay Y sur k. L’équation Y/ = Ay Y est dite ’équation différentielle ma-

tricielle associée au module différentiel M.

Du module différentiel & ’équation différentielle scalaire Avant de montrer que
tout module différentiel peut se transformer en une équation différentielle scalaire, nous

introduisons la notion du vecteur cyclique :
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Définition 2.2.4 Soit (M, D) un module différentiel de dimension n sur k. Un élément

e € M est un vecteur cyclique si les éléments e, De, ..., D" ‘e forment une k-base de M.

Sous ’hypothése que k contient un élément non constant, tout module différentiel de
dimension n sur k contient un vecteur cyclique [P-S, Ch2, § 2.1, preuve de la proposition
2.9.].

Remarque 2.2.2 Soit (M, D) un module différentiel de dimension n sur k. Puisque k # C,
alors la remarque précédente montre qu’il existe un vecteur cyclique e € M. Les (n + 1)
éléments

e, De, D%, ..., D"e

sont linéairement dépendants sur k, donc il existe une seule relation sur k :
L(e) = D"e + an_1D" e+ 4+ a1De+ age =0
o a; € k pouri=0,....,n— 1. Autrement dit, un seul opérateur différentiel
L=D"+a, D" '+ ---+a;D+ay=0

vérifiant :

L(e) = D"e+a, 1D" e+ -+ a;De + ape = 0.

D’ou une équation différentielle scalaire sur k :
L(y) = y(n) —|— an_ly(n_l) + . + aly(l) _|_ agy = O'

associée au module différentiel M.

Solutions d’une équation différentielle

Nous donnons les propriétés des solutions des équations différentielles scalaires ou ma-

tricielles et introduisons la notion de solutions d’un module différentiel.

Solutions d’une équation différentielle matricielle Soient k£ un corps différentiel, C'

son corps des constantes et A € M, (k).

Proposition 2.2.2 L’ensemble {y € k" | v = Ay}, appelé lespace des solutions de I’équation

Y’ = AY dans k", est un C-espace vectoriel de dimension au plus n.
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On suppose que l'espace des solutions V' C k™ de I'équation Y’ = AY est de dimen-
sion n sur C. Soit {vy,...,v,} une C-base de V' et B la matrice constituée des vecteurs
colonnes v, ..., v, il est clair que B’ = AB. Ceci nous conduit a la définition de la matrice

fondamentale :

Définition 2.2.5 Soit R un anneau différentiel contenant le corps k et ayant C' comme

corps des constantes. Une matrice F' € GL,(R) est appelée une matrice fondamentale pour
Péquation Y' = AY si F' = AF.

L’existence d’une matrice fondamentale dans GL,,(R) veut dire que ’espace des solutions

de l'équation Y’ = AY est de dimension n (exactement n) sur C.

Solutions d’une équation différentielle scalaire Soit L(y) = 0 une équation différen-

tielle scalaire d’ordre n sur k.

Proposition 2.2.3 L’ensemble{y € k| L(y) = 0}, appelé l’espace des solutions de [’équation

L(y) = 0 dans k, est un C-espace vectoriel de dimension au plus n.

Un ensemble fondamental de solutions de L(y) = 0 est un ensemble de n solutions
{y1, ..., yn} linéairement indépendantes sur C' (dans une extension différentielle de k ayant
C' comme corps des constantes). Ceci est équivalent a dire que, l'espace des solutions de
L(y) = 0 est de dimension n sur C' et que {y1, ..., Y, } est une C-base.

Nous introduisons la notion classique de wronskien. Le wronskien mesure I'indépendance

d’un ensemble de solutions de I’équation L(y) = 0 sur le corps C.

Définition 2.2.6 Soit k un corps différentiel et yy,...,y, € k. La matrice wronskienne de

Y1, -y Yn €St la matrice d’ordre n :

hn Y2 Tt Yn
7 SO s
W<y17 ,yn) =
ygnfl) yénfl) L y7(ln71)

Le wronskien, wr(yy, ..., Yn) de Y1, ... , Yo est le déterminant det(W (y1, ..., yn))-
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Proposition 2.2.4 Les éléments yy,...,y, € k sont linéairement dépendent sur C' si, et

seulement st,

wr (Y1, ..oy Yn) = 0.

Remarque 2.2.3 Soit R un anneau différentiel contenant le corps k et ayant C' comme

corps des constantes. Considérons l’équation différentielle linéaire sur k :
L(y) = y(n) + an_1y("_1) 4ot aly(l) + agy = 0,
et {y1,...,yn} un ensemble fondamental de solutions de L(y) =0 dans R. Posons
W =W(yr,...,yn) :

1. Un calcul simple montre que W' = AW ou Ay, est la matrice compagnon de [’équation
L(y) = 0. D’ou les colonnes de la matrice wronskienne W sont des solutions de
I’équation différentielle matricielle associée Y' = ArY dans R". En d’autres termes,

W € GL,(R) est une matrice fondamentale pour cette équation.

2. L’application
y—=Y =y, .y )"

est un C'-isomorphisme entre l’espace des solutions de L(y) = 0 dans R et 'espace des

solutions de Y' = A;Y dans R".

Solutions d’un module différentiel Soient (M, D) un module différentiel de dimension
n sur k, {e1,...,e,} une k-base de M et Y’ = AY, on A € M, (k) est ’équation matricielle
associée & M dans cette base. Notons que 'application D est une application C-linéaire sur
M.

Définition 2.2.7 L’espace des solutions du module différentiel M sur k est le noyau Ker(D, M)
de D sur M.

L’application
m = ijej = (f17 f27 cey fn)T
j=1
est un C-isomorphisme de Ker(D, M) dans I'espace des solutions de Y/ = A, Y dans k",
c’est la restriction de 'application k-linéaire M — k™ & Ker(D, M).

Si K D k est une extension différentielle, alors (K ®; M, D) a une structure de module

différentiel sur K, ou I'application D est définie par :
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D: KM — K, M
a®@m +— D@®m)=d @m+a® Dm,
'espace des solutions du module différentiel K@, M sur K est V(M) = Ker(D, K& M),
c’est le noyau de D sur K ®; M.
En général, ’espace des solutions d’une équation différentielle matricielle dans k™ est de
dimension au plus n sur le corps C'. Dans la prochaine section, nous allons construire une
extension différentielle dans laquelle I’espace des solutions d’une équation différentielle est

de dimension n sur C.

2.3 Extensions de Picard-Vessiot

Dans le reste de cette section, k est un corps différentiel de corps des constantes C' al-
gébriquement clos et de caractéristique zéro. Nous commencons par la définition de ’anneau

de Picard-Vessiot d’une équation différentielle linéaire homogene.

2.3.1 Anneau de Picard-Vessiot pour une équation différentielle

Définition 2.3.1 Un anneau différentiel simple est un anneau différentiel qui n’a pas d’idéal

différentiel autre que (0) et R.

Si (R,0) est un anneau différentiel et I un idéal différentiel maximal, alors, par la

proposition 2.1.1, 'anneau R/ est un anneau différentiel simple.

Pour une équation différentielle matricielle Soit Y/ = AY une équation différentielle

matricielle ou A € M, (k).

Définition 2.3.2 Un anneau de Picard-Vessiot sur k pour [’équation matricielle Y' = AY

est un anneau différentiel R sur k vérifiant :

1. R est un anneau différentiel simple,
2. il existe une matrice fondamentale F' € GL,(R) pour l’équation Y' = AY,

3. lanneau R est engendré sur k par les coefficients de F' et linverse du déterminant de

F.

46



2.3. Extensions de Picard-Vessiot

Pour une équation différentielle scalaire
Soit I’équation différentielle scalaire sur k

Un anneau de Picard-Vessiot sur k pour cette équation est par définition, un anneau de

Picard-Vessiot sur k pour I’équation compagnon Y’ = Ay Y. D’ou la définition :

Définition 2.3.3 Un anneau de Picard-Vessiot sur k pour l’équation différentielle scalaire

L(y) = 0 est un anneau différentiel R sur k vérifiant :
1. R est un anneau différentiel simple,
2. lespace des solutions V de L(y) = 0 dans R est de dimension n sur C.

3. R = kY1, ooy Uns YLy ey Y ...,y§"‘1), ...,yf@n_l), 1/w] ot {y1,...,yn} est un systéme fon-

damental de solutions de L(y) = 0 sur C et w est le wronskien de {y1,...,yn}.

Pour un module différentiel

Soit (M, D) un module différentiel de dimension n sur k.

Définition 2.3.4 Un anneau de Picard-Vessiot sur k pour le module différentiel M est un

anneau de Picard-Vessiot sur k pour l’équation différentielle associée Y' = ApY .

Si R est un anneau de Picard-Vessiot sur & pour le module différentiel M, alors ’espace
des solutions V(M) = Ker(D, R®; M) du module différentiel R®,M sur R est de dimension

n sur C.

Proposition 2.3.1 [P-S, Ch 2, § 1, exo 2.7]Soit Y' = AY wune équation différentielle ma-
tricielle de dimension n sur k et M est le module différentiel associé. Les assertions suiv-

antes sont équivalentes :
1. Il eziste une matrice fondamentale F' € GL, (k) pour ’équation différentiel Y' = AY .
2. dimcKer(D, M) = n.
3. M admet une k-base {ey, ...,e,} tel que de; =0 pour i =1,...,n.

Définition 2.3.5 Un module différentiel M est dit trivial si ['une des assertions équivalentes

2° et 3° de la proposition précédente soit vérifiée.
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2.3.2 Existence et unicité d’un anneau de Picard-Vessiot

Proposition 2.3.2 [P-S, Chi, § 1.3, proposition 1.20.] Soit Y' = AY wune équation dif-
férentielle matricielle sur k ou A € M, (k).

1. Il existe un anneau de Picard-Vessiot sur k pour cette équation.

2. Deuz anneaux de Picard-Vessiot sur k pour cette équation sont isomorphes (vus comme

anneaux différentiels).

On peut montrer 'existence d’un anneau de Picard-Vessiot sur k& pour I’équation différen-
tielle Y’ = AY par la construction suivante (voir [P-S, Chl, § 1.3, Preuve de la proposition
1.20.]).

Soit la matrice

Xl(O) Xﬁb(])
(i)Y _
(x) = .
Xénfl) o X7(ln71)

de n? indéterminées transcendantes algébriquement indépendantes sur k. Considérons
I'anneau Ry = k[X ]@, 1/W] localisé par W = det(X ](Z)) L’anneau Ry, muni de la déri-
vation (X j(»i))’ = A(X ](Z)) prolongeant celle de k est un anneau différentiel. L assertion 4°
de la proposition 2.1.2 montre 'existence et I'unicité de telle dérivation. Si I C Ry est un
idéal différentiel maximal, alors on peut vérifier que 'anneau R = R/ est un anneau de
Picard-Vessiot sur k& pour I’équation différentielle Y’ = AY'.

L’idéal T est appelé I'idéal des relations (algébriques et différentielles) entre les solutions
de I’équation Y/’ = AY.

2.3.3 Extensions de Picard-Vessiot

Pour une équation matricielle

Soit Y’ = AY ou A € M, (k), une équation différentielle matricielle.

Définition 2.3.6 Une extension de Picard-Vessiot de k pour l'équation Y' = AY est le

corps des fractions d’un anneau de Picard-Vessiot sur k pour cette équation.

Une définition équivalente de I'extension de Picard-Vessiot de k£ pour I’équation Y’ = AY

est donnée par la proposition suivante :
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Proposition 2.3.3 Soit Y/ = AY wune équation différentielle matricielle et K D k une
extension de corps différentiels. Le corps différentiel K est une extension de Picard-Vessiot

de k pour cette équation si, et seulement si,

1. K admet le méme corps des constantes que k,
2. il existe une matrice fondamentale F' € GL,,(K) pour l’équation Y' = AY,

3. le corps K est engendré sur k par les coefficients de F.

Pour une équation différentielle scalaire

Soit L(y) = 0 une équation différentielle scalaire d’ordre n a coefficient dans k. Une extension
de Picard-Vessiot de k pour 'équation L(y) = 0 est une extension de Picard-Vessiot de k

pour I’équation compagnon Y’ = A, Y :

Définition 2.3.7 Une extension de Picard-Vessiot de k pour L(y) = 0 est une extension

de corps différentiel K D k telle que :

1. K admet le méme corps des constantes que k,
2. lespace des solutions V' de L(y) = 0 dans K est de dimension n sur C,

3. le corps K est engendré sur k par les coefficients de la matrice wronskienne W (yy, ..., Yn),
cest-a-dire, K = kY1, oo, Yns Uss s Yoo 0"y Y 00 {u, oy yn et une C-

base de V.

Exemple 2.3.1 Considérons l’équation y' — ay = 0, o a € k*. Soit K une extension de
Picard-Vessiot de k pour cette équation et V' son espace des solutions dans K. Il est clair
que dime(V) = 1. Siz € V est une solution non nulle, alors {z} est une C-base de V. Par

l’exemple 2.1.1, un des deux cas suivants se produit :

1. ou bien z € k dans ce cas K =k, ou

2. z est transcendent ou algébrique sur k, dans ce cas K = k(z).

Remarque 2.3.1 [B-S, § 2/(Extension de Picard-Vessiot pour une équation différentielle

linéaire non homogéne)
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Considérons L(y) = b une équation différentielle linéaire non homogene sur k. Soit
Lp(y) = b( %L(y))’ I'équation homogene associée. On définit une extension de Picard-Vessiot
de k pour L(y) = b comme étant I'extension de Picard-Vessiot Ky de k pour L,(y) = 0.
Ky D k est 'extension différentielle minimale contenant toutes les solutions de L(y) = 0 plus
une solution particuliere de L(y) = b, c’est-a-dire, si {y1, ..., ¥, } est un systéme fondamental
de solution de L(y) = 0 et z est une solution particuliere de L(y) = b, alors {y1, ..., Yn, 2}

est un systéme fondamental de solutions de L, (y) = 0 dans K.

Exemple 2.3.2 Considérons l’équation différentielle y' = b, ou b € k\ C. Soient

/
Li(y) =y" — %y’ =0

’équation homogéne associée, K une extension de Picard-Vessiot de k pour L,(y) =0 et V
son espace des solutions. L’espace V' est de dimension 2 sur C. Il est clair que 1 est une
solution de l’équation y' = 0. Si z est une solution particuliére de y' = b, alors {1, z} est

une C'-base de V. Par l'exemple 2.1.1, un des deux cas suivants se produit :

1. ou bien z € k dans ce cas K =k, ou

2. z est transcendent sur k dans ce cas K = k(z).

2.3.4 Le groupe de Galois différentiel

Dans cette section, nous introduisons la notion importante de groupe de Galois différentiel
d’une équation différentielle linéaire.
Soit (R,0) une k-algebre différentielle. Un k-automorphisme différentiel de R est un

automorphisme d’anneaux o de R tel que :
1. do(y) = 0d(y), pour tout y € R ,
2. o(y) =y, pour tout y € k.

Définition 2.3.8 Soit Y = AY wune équation différentielle matricielle sur k et R un anneau
de Picard-Vessiot sur k pour cette équation. Le groupe de Galois différentiel de R sur k est

le groupe :

Gal(R/k) = {0 | o est un k-automorphisme différentiel de R}
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Le groupe de Galois différentiel d’une équation différentielle sur k& (resp. d’un module
différentiel M sur k) est le groupe de Galois différentiel d’'un anneau de Picard-Vessiot sur

k pour cette équation (resp. pour le module différentiel M).

Remarque 2.3.2 1. Si K est le corps des fractions de [’anneau de Picard-Vessiot R sur

k, alors

Gal(K/k) = Gal(R/k) [Kov, § 6, proposition 6.4.].

2. Une extension Galoisienne finie K D k est une extension de Picard-Vessiot pour une
certaine équation différentielle sur k [P-S, Ch 1, § 1.1, exo1.24.]. Le groupe de Galois

(ordinaire) de K DO k coincide avec le groupe de Galois différentiel.
Action du groupe de Galois différentiel sur les solutions d’une équations dif-
férentielle scalaire

Soit L(y) = 0 une équation différentielle scalaire sur k, {y1, ..., ¥, } un systéme fondamental

de solutions de cette équation et W = W (y, ..., y,) la matrice wronskienne.
Proposition 2.3.4 [Kov, § 2, proposition 2.4.]

1. Soit K D k wune extension de Picard-Vessiot pour l'équation L(y) = 0. Si o €
Gal(K/k), alors il existe une matrice c(c) € GL, telle que cW = W - ¢(o). En

particulier, U(yla ) yn) = (yh ) yn>c(0)

2. L’application
c:G(K/k) — GL,(C)
o — ¢(o)

est un monomorphisme de groupes.

Remarque 2.3.3 Puisque cW = We(o), on obtient ow = w - det ¢(0).

Action du groupe de Galois différentiel sur ’espace des solutions d’un module

différentiel

Soient (M, D) un module différentiel sur k, K O k une extension de Picard-Vessiot pour
M, G =Gal(K/k) et V(M) = Ker(D, K ®; M) I'espace des solutions de M.
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Remarque 2.3.4 [P-S, Chl, § 1.1, observations 1.26.] L’action k-linéaire du groupe G sur

K se prolonge a une action k-linéaire sur K ®, M donnée par :

(0,f@m) r— o-(f@m)=o(f)®@m.

Il est clair que, pour tout 0 € G et f@m €V (M), on a :
D(o - (f ®@m)) =o(D(f @m)) =0,

Uapplication :
GxV(M) — V(M)
(0, f@m) — o-(fem)=o(f)@m
est une action C-linéaire de G sur le C-espace vectoriel V(M) induite par l'action k-linéaire

de G sur K. D’ou une représentation linéaire du groupe G dans V(M) :

p G — GL(V(M))
o plo): V(M) — V(M)
feom — plo)(fem)=c-m=oc(f)@m.

Le groupe de Galois différentiel est un groupe algébrique linéaire

Avec l'identification Gal(K/k) C GL,, de la proposition 2.3.4, on a le résultat :

Proposition 2.3.5 [Kov, § 4, proposition 4.1.]

L’image de I’homomorphisme de groupes :
c:G(K/k) — GL,
est un sous-groupe fermé de GL,, (ou un groupe algébrique linéaire sur C).

Exemple 2.3.3 1. Considérons ’équation iy — ay = 0 sur k. Soit K une extension de
Picard -Vessiot de k pour cette équation et z une solution non nulle. L’espace des
solutions est V= Cz. Le groupe GL(V) est identifié o GL1(C) = G,,. Le sous-groupe
fermé Gal(K/k) de G,, est ou bien un sous-groupe cyclique ou le sous-groupe G, (voir
Uezemple 2.3.1).

/

b
2. Considérons [’équation non-homogéne y' =b ou b € k. C et Ly(y) = y" — Y= 0
I’équation homogéne associée. Si K D k est une extension de Picard -Vessiot pour

Yy = b et z est une solution particuliére de cette équation, alors l’espace des solutions
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de Lp(y) = 0 est V. = C + Cz. Le groupe de Galois différentiel Gal(K/k) est un

sous-groupe fermé de GLy. Par le morphisme de groupes

Gal(K/k) — GLs

1 ¢
o ,ceC,

Gal(K/k) est identifié au groupe algébrique Us(C). Puisque les deux groupes al-
gébriques Us(C) et G, sont isomorphes, alors Gal(K/k) est identifié a G,, d’ou ou
bien Gal(K/k) = G, ou Gal(K/k) = (1) (voir l’exemple 2.5.2).

Le théoréme fondamental de la théorie de Galois différentielle

Théoréme 2.3.1 [Si-3, § 1.8, Theorem 1.5.9.]
Soient Y' = AY ou A € M,(k) une équation différentielle matricielle, K O k une
extension de Picard-Vessiot pour cette équation et G = Gal(K/k).

1. Il existe une correspondance bijective entre les sous-groupes fermés H C G et les

sous-corps différentiels F' tels que k C F' C K, donnée par :
H+— K" ={ac K|o(a)=a, Vo€ H},
F+— Gal(K/F)={0€G|o(a)=a,Va€c F}.

2. Un sous-corps différentiel k C F C K est une extension de Picard-Vessiot de k pour
une équation différentielle si, et seulement si, Gal(K/F') est un sous-groupe fermé

normal de G. De plus on a :
Gal(F/k) ~ Gal(K/k)/Gal(K/F).
Une conséquence du théoréme fondamental est le corollaire suivant :
Corollaire 2.3.1 [Si-3, § 1.3, Corollary 1.3.10 ] Soient K, k et G comme dans le théoréme.

1. Poura € K, a € k si, et seulement si, o(a) = a pour tout o € G.

2. Pour un sous-groupe H de G, H = G si, et seulement si, K¥ =k, ou H est l’adhérence
de H dans G.

3. L'extension K% O k est une extension Galoisienne finie de groupe de Galois G /G°.

Le corps K G est la cloture algébrique de k dans K.
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Remarque 2.3.5 Soit K D k une extension de Picard-Vessiot pour ’équation différentielle

linéaire homogéne
L(y) = y™ + apory™ ™V + -+ ayV + agy =0
et G = Gal(K/k) :
1. Par le changement de variable
z = ye’%f“"*l,

on obtient une équation différentielle linéaire homogéne dont le coefficient @,,_1de 2"~V
est nul [Si-2, § 2, p118].

2. Par ce changement de variable, on trouve que

Gal(K/k) C SL,.

En effet, si w est le wronskien d’un systéme fondamental de solutions de la nouvelle
équation. Par [P-S, Chl, § 1.1, exo 1.14.], W' = —a, 1w, c’est-a-dire, w' = 0 d’ou
w e C Ck. Soit 0 € G(K/k). Par la proposition 2.3.4, o est identifié a c(o) € GL,
et par la remarque 2.3.3, on obtient o(w) = w-det ¢(0). Puisque w € k alors o(w) = w

par conséquent det c(c) =1 d’ov o € SL,,.

2.4 La théorie de Galois différentielle et les catégories

tannakiennes neutres

On fixe un module différentiel (M, D) de dimension n sur k. Soit K D k une extension de
Picard-Vessiot pour M et G son groupe de Galois différentiel. La sous-catégorie {{M}} de
Dif fy, définie comme étant la plus petite sous-catégorie pleine de Dif f contenant M est
stable par les opérations de I’algébre linéaire (sommes directes, produits tensoriels, duaux
et sous-quotients). Les objets de {{M}} sont les modules différentiels N sur k tel que le
module différentiel K ®; N sur K soit trivial.

La relation entre le module différentiel (M, D) et son groupe de Galois différentiel G est

donnée par le théoréme suivant :
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Théoréme 2.4.1 [P-S, Ch2, § 2.4, theoreme 2.83.] Si (M, D) est un module différentiel
sur k et G son groupe de Galois différentiel, alors il existe une équivalence de catégories
C-linéaire:

S:{{M}} — Reprg.

Remarque 2.4.1 [P-S, Ch 2, § 2.4, remarque 2.34]

1. Par ce théoréme, la sous-catégorie pleine {{M}} de la catégorie Dif fi est une caté-

gorie tannakienne neutre sur C.

2. Pour N € {{M}}, le foncteur S est défini par S(N) = Ker(D, K ®; N). Puisque le
module différentiel K @y N est trivial, alors Ker(D, K ®; N) est un C-espace vectoriel
de dimension finie. Par la remarque 2.3.4, on voit que S(N) = Ker(D, K ®; N) est
une représentation de dimension finie du groupe algébrique G, c’est-a-dire S(N) est

un objet de Reprg.

3. Le foncteur S a un inverse qui associe & tout objet de Reprg un objet de {{M}}. Soit
W un objet de Repreg, nous allons construire 'objet N de {{M}} correspond a W.
Considérons le module différentiel trivial K @cW sur K, ou lapplication O est définie
sur K @c W par :

J(1 ® w) =0 pour tout w € W.

Le groupe G agit sur K @c W par :
9(f @w) = g(f) ® g(w), pour g € G.

On consideére ’ensemble des éléments G-invariants du module différentiel K @c W,
noté par N = (K ®@c W)Y qui est un k-espace vectoriel. Puisque O commute avec
Paction de G sur K ®@c W on voit que pour tout o € N, on a 0o € N, c’est-a-dire,

N est un module différentiel sur k. De plus, pour n € N, on a :
01®rn)=0(1) @ n+1®; (dn) =0,

c’est-a-dire, K ®p N est un module différentiel trivial sur k. Reste a montrer que N
est de dimension finie sur k. Pour ceci, il suffit de montrer que S(N) est isomorphe
a W. Par définition du foncteur S, il existe A € {{M}} tel que W ~ S(A), on a :

W ~ S(A) = Ker(0, K ®; A)
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et puisque K ®j, A est un module différentiel trivial, alors on a :
K®CW:K®CK€T(8,K®kA) 2K®k14

Les deux objets K @c W et K @ A ont la méme G-action et la méme application O.

Puisque K€ =k, alors :
N=(K®cW)’~ (Ko, A~ ke, A~ A.

D’ou W ~ S(N) et N est de dimension finie, c’est-a-dire, N € {{M}}.

2.5 Reésolution des équations différentielles linéaires en

termes d’ordre moindre

Soit
L(y) = y™ + anay" ™+ + ary® + agy =0

une équation différentielle linéaire homogéne sur k.

Solutions liouvilliennes

Dans la théorie de Galois classique, on formalise la notion de résoudre une équation poly-
nomiale en termes de radicaux en utilisant des tours d’extension de corps. On adopte ici

une approche similaire.

Définition 2.5.1 Soit K une extension de corps différentiels de k. On dit que K est une
extension liouvillienne de k si le corps des constantes de K est égal a C et s’il existe une

tour d’extension de corps différentiels
k=KyC---CK,=K
telle que K; = K;_1(t;) pour i =1,....;r, ot t; est ou bien :
1.t € K;_1, t; est une primitive (d’un élément de K;_1) ou

2. th/t; € Ki—1 (t; #0), t; est une exponentielle (d’une primitive d’un élément de K; )

ou

3. t; est un élément algébrique sur K;_ ;.
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On dit qu'un élément d’une extension de corps différentiels de k est un élément liouvillien
s’il appartient & une extension liouvillienne de k.

L’équation différentielle linéaire L(y) = 0 sur k est résoluble en termes de solutions
liouviliennes si ’extension de Picard-Vessiot sur k pour cette équation est contenue dans
une tour d’extension liouvilliennes sur k. La résolution de I’équation L(y) = 0 en termes de
solutions liouvilliennes est la résolution en termes des solutions d’équations différentielles
linéaires du premier ordre. Le résultat important de cette sous-section est le théoreme

suivant :

Théoréme 2.5.1 [P-S, Chl, § 1.5, theoreme 1.43.] Soit K une extension de Picard-Vessiot
de k et G = Gal(K/k). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. K est une extension liouvillienne de k.

2. G° est un groupe algébrique résoluble.

La démonstration de ce théoréme utilise le théoréme de Lie-Kolchin concernant les

groupes algébriques linéaires connexes résolubles :

Théoréme 2.5.2 (théoréme de Lie-Kolchin) [Sp, Ch 6, § 6.3.]
Soit G un groupe algébrique linéaire sur C'. St G est connexe et résoluble, alors il existe

x € GL, tel que xGxz~ € T),.

Par ce théoréme, on peut identifier tout groupe algébrique linéaire connexe résoluble GG

a un sous-groupe fermé de 7T;,.
Résolutions des équations différentielles linéaires homogénes en termes d’équations
différentielles linéaires d’ordre deux

Définition 2.5.2

Soit K D k une extension de corps différentiels. On dit que 'extension K D k est
résoluble en termes d’équations différentielles d’ordre 2, s’il existe une tour d’extension de
corps différentiels

k=KyC---CK, =K

telle que K; = K;_1(t;) ou t; est ou bien :

1. un élément algébrique sur K;_ 4, ou
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2. t; € Ki—l; ou

t
3. t; #0 et t—l € K;_1, ou

(2
4. K; = K;_1(t;,t;) out; et t; sont linéairement indépendants (sur le corps des constantes

de K;) solutions d’une équation de la forme y” + a;y = 0 avec a; € K;.

Par la remarque 2.3.5, le groupe de Galois différentiel d’une équation différentielle d’ordre
2 est un sous-groupe fermé de SLjy. Le théoréme suivant donne une classification des sous-

groupes fermés de SLs :

Théoréme 2.5.3 [P-S, Ch4, § 4.3.4, theorem 4.29.]
St G est un sous-groupe fermé de SLsy, alors a conjugaison prés, un des cas suivants se

produit :

1. G est un sous-groupe du groupe de Borel

a b
B = laeC*,beC ;.
0 at

2. G n’est pas contenu dans le groupe de Borel et c’est un sous-groupe du groupe diédral

Dm:{(g C?l)neo*}u{(_f_l 0) Ice(J*}.

3. G est un des groupes finis : A;™2 (le groupe Tétraédral), Si™ (le groupe Octaédral)

ou qu L2 (le groupe Icosaédral), ces groupes sont les images réciproques dans SLy de

sous-groupes de PS Lo isomorphes respectivement, aux groupes Ay, Ss, As.

Résolution d’équations différentielles linéaires homogeénes en termes d’équations

différentielles d’ordre plus petit

Soit K une extension de Picard-Vessiot de k pour I’équation
L(y) =y + an1y™ " + -+ ary™ + agy = 0,

d’ordre n > 3 et G = Gal(K/k).
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Définition 2.5.3 L’équation L(y) = 0 est résoluble en termes d’équations différentielles

linéaires d’ordre plus petit s’il existe une tour d’extension de corps différentiels
k=KyC---CK,
telle que :
1. K C K,.
2. Pour chaque i =1, ...,1, ou bien

(a) K; est une extension algébrique finie de K;_ 1, ou bien

(b) K; est une extension de Picard-Vessiot de K; 1 pour une équation différentielle

d’ordre m < n a coefficient dans K;_1 .

Une caractérisation de cette propriété en terme de l'algébre de Lie g(K/k) associée au

groupe de Galois différentiel Gal(K/k) est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.5.4 [S5i-2, § 2, theoreme 1.]
On suppose que Gal(K/k) C SL,,. L’équation L(y) = 0 est résoluble en termes d’équations

différentielles linéaires d’ordre plus petit si, et seulement si, ['une des assertions suivantes

soit vérifiée :
1. g(K/k) C sl,, laisse un sous-espace non trivial de C™ invariant.
2. 9(K/k) est semi-simple mais non simple.
3. 9(K/k) est simple et il existe une représentation d’algébres de Lie non triviale
p:9(K/k) — gl
ot m < n.
Soit H un groupe algébrique linéaire. Par la remarque 2.3.5, on peut voir que H est un

sous-groupe fermé de SL,, et que I'équation L(y) = 0 est résoluble en termes d’équations

d’ordre plus petit si, et seulement si, la nouvelle équation obtenue par ce changement de
variable l'est [Si-2, § 2.
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La d-résolubilité des équations

différentielles linéaires

Dans ce chapitre, nous considérons un corps différentiel £ de corps des constantes C' al-

gébriquement clos et de caractéristique zéro et
Y™+ a1y 4+ ay 4 agy =0 (E)

une équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre n sur le corps différentiel k. Soit
d un entier tel que 1 < d < n, nous somme intéressés a la question suivante : est-il
possible d’exprimer toutes les solutions de ’équation (E) en termes des solutions d’équations

différentielles linéaires homogénes d’ordre inférieur ou égal o d ¢
Remarque 3.0.1 On peut voir l’équation (E) comme 'opérateur différentiel
L=0" +a, 100+ ... 4a,0+ay dekld).

Si L est réductible, c’est-a-dire L = LoLy ot Ly, Ly € k[0] d’ordre respectivement, m et
n—m inférieur ou égal o d, alors il est facile de voir que toutes les solutions de l’opérateur L
peuvent étre exprimées en termes des solutions des opérateurs Ly et Lo. En effet, soit K D k
une extension de Picard-Vessiot pour l’équation (E) et {y1,...,ym} un systéme fondamental
de solutions de l’équation L,(y) = 0 dans K. A partir de ce systéme, on veut obtenir un
systéme fondamental de solutions de [’équation (E) en le complétant par n — m solutions.
Pour ceci, il faut d’abord trouver un systéme fondamental de solutions {zy11, ..., 2z} dans

K de l’équation Ls(z) = 0, ensuite résoudre les n — m équations non homogénes

Li(y) = z; pouri=m+1,..,n,
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ceci est possible par variation des constantes car un systéme fondamental de solutions de
I’équation homogeéne correspondante Li(y) = 0 est déja connu. Il est clair que les solu-
tions correspondantes Ypy i1, ..., Yn dans K sont des solutions de ’équation (E) et ce sont
les solutions restantes pour obtenir un systéme fondamental de solutions de cette équation

différentielle [Sch, § 1]. D’ou les solutions de ’équation (E) sont :

1. Y1, ..., Ym des solutions de ’équation Li(y) = 0 d’ordre m,

2. Ymi1, - Yn des solutions particuliéres des équations non homogénes L,(y) = z; pour
t=m+1,...,n, exprimées en termes des solutions yi, ..., Ym €t Zmi1, ..., 2n, respective-

ment, des équations L1(y) =0 et Ly(z) = 0.

Cependant, méme pour les opérateurs irréductibles, il est parfois possible d’exprimer leurs
solutions en termes des solutions d’opérateurs d’ordre inférieur ou égal & d. Par exemple

(un exemple de Fano, [Fa, p 498]), pour k = C(z) et 0 = d/dz, Fano considére 'opérateur
Ly = 0° 4+ 2p0® + 3p'0% + (3p" + p* — 4q)0 + (p" + pp’ — 2¢') € k[0

irréductible pour p,q convenables. Il a montré que si{yi,...,ys} est un systéme fondamental
5

de solutions de Ls(y) = 0 tel que > y? = 0, alors toutes les solutions de Ls(y) = 0 sont
i=1

obtenues a partir des paires (uq, u2)7de solutions de l'opérateur différentiel

par la formule uyuy — ujus. Ce phénoméne est expliqué dans ce travail (le corollaire 3.1.1)
par l’observation que les opérateurs Ly et Ly correspondent aux représentations Vi, V4 de

l’algébre de Lie simple sp, de dimension respectivement 5 et 4.

Dans ce chapitre, on montre que pour 3 < n < 6 et sous I'’hypothése qu’'un systéme
fondamental de solutions {yi, ...,y,} de équation (E) satisfont a une équation algébrique
homogene non triviale sur C, on peut exprimer toutes les solutions de 1’équation (E) en
termes des solutions d’équations différentielles linéaires homogeénes d’ordre d, nous donnons
aussi les relations algébriques possibles entre ces solutions. De plus, pour n > 7, nous
donnons des contre-exemples a cette situation. La théorie de Galois différentielles et les
représentations des algeébres de Lie associées sont les outils principaux.

Le probléme de résoudre des équations différentielles en termes d’ordre moindre remonte
a Fuchs (1883) qui a intéressé aux relations entre les solutions d’une équation différentielle

linéaire homogene. Il a posé la question suivante :
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est-il possible d’exprimer toutes les solutions de l’équation L(y) = 0 en termes des so-
lutions d’équations différentielles linéaires homogénes d’ordre inférieur ou égal ¢ d ¢ 1l a
considéré la situation suivante, soit L3(y) = 0 une équation différentielle linéaire homogene
d’ordre 3 a coefficient dans C(X) et d = 2. Dans un voisinage O de tout point non singulier,
il existe des fonctions analytiques yi(x), y2(x), ys(x) formant un systéme fondamental de

solutions de L3(y) = 0. L’affectation

T — (y1(2), y2(), y3(2))

définit une application Y : O — P?(C). 1l a montré le théoréme suivant ([Si-4, § 6,
théoréme 6.1]) :

Théoréme 1 : Si limage de Y appartient ¢ une courbe algébrique dans P?(C), alors ou
bien :

1. toutes les solutions de Ls3(y) = 0 sont liouvilliennes sur C(X), ou

2. il existe une équation différentielle linéaire homogéne y® + a1y + agy = 0 sur
C(X) et 21, 2 deuz solutions linéairement indépendantes telles que {z%, z129,23} soit un
systéme fondamental de solutions de l’équation L3(y) = 0.

Ensuite, Schlesinger (1887) montra le cas n = 4 et d = 3, il a utilis¢ la théorie des
invariants différentiels. Motivé par ce résultat, Fano (1900) dans son article [Fa] a intéressé
aux relations entre les solutions d’une équation différentielle, il a considéré la méme situation
mais pour une équation L,(y) = 0 d’ordre n > 3 et a coefficient dans C(X). Il a montré le
théoréme suivant ([Si-4, § 6, théoréme 6.1]):

Théoréme 11 : Si I'image de Y appartient & une courbe algébrique dans P~ (C), alors
ou bien :

1. toutes les solutions de L(y) = 0 sont liouvilliennes sur C(X), ou

2. il emiste une équation différentielle linéaire homogéne y® + a1y + agy = 0 sur

C(X) et z1, zo deux solutions linéairement indépendantes telles que
{z&"il), A o 2T, zé"il)}

soit un systéme fondamental de solutions de L(y) = 0. Ses outils étaient une forme t6t du
groupe de Galois différentiel et une connaissance étendue des variétés projectives de basse
dimension.

Ces résultats suggérent qu’on pourrait poser la question suivante, si un systéme fonda-
mental de solutions de I'équation L(y) = 0 satisfont a une équation algébrique homogene
non triviale sur C', est-il possible d’exprimer toutes les solutions de cette équation en termes

des solutions d’équations différentielles linéaires homogeénes d’ordre inférieur ou égal & d 7
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Dans article [Fa], Fano a étudié cette question et il a prouvé que si n = 3, 4, ou 5,
alors la réponse est oui. Il a également obtenu quelques résultats partiels positifs si n = 6.
Récemment, M. F. Singer (1988), dans [Si-2] a démontré et a prolongé le travail de Fano
pour n < 6 et il a donné des contre-exemples pour n > 7. Il a exprimé cette question en
termes de groupe de Galois différentiel et de son algebre de Lie associée.

Nous sommes intéressés a la question suivante, posée originellement par Fuchs (1883):
sous I’hypothése qu’un systéme fondamental de solutions {yi, ..., yn} de Uéquation (E) satis-
font a une équation algébrique homogéne non triviale sur C', est-il possible d’exprimer toutes
les solutions de l’équation (E) en termes des solutions d’équations différentielles linéaires
homogénes d’ordre inférieur ou égal a d ¢

Dans ce chapitre, la d-résolubilité pour les équations différentielles linéaires est introduite
et analysée en termes de représentations des algebres de Lie associées. Une réponse compléte
a la question de Fuchs est donnée, y compris les relations algébriques possibles entre les

solutions de I’équation (E).

3.1 Extensions d-résolubles

Si on peut exprimer toutes les solutions de I’équation (£) en termes des solutions d’équations
différentielles linéaires homogenes d’ordre inférieur ou égal a d, on dit que I’équation (F)
est d-résoluble.

On associe a 1’équation différentielle linéaire (E) une extension de Picard-Vessiot de k

et on parle des extensions de Picard-Vessiot d-résolubles [Si-2, § 2, Lemme 1].

3.1.1 La d-résolubilité pour les extensions de Picard-Vessiot

Soit K D k une extension de Picard-Vessiot pour 1’équation (F) et d un entier tel que

1<d<n.

Définition 3.1.1 L’extension de Picard-Vessiot K D k est dite d-résoluble s’il existe une

tour d’extension de corps différentiels k = Ko C - -- C K, telle que

1. K C K,

2. pour chaque i =0, ...,7 — 1, ou bien l’extension K, 1 D K; est finie ou bien c’est une
extension de Picard-Vessiot pour une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre

inférieur ou égal a d a coefficient dans K;.
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En essayant de prouver le théoréeme 3.1.1 ci-apres, nous utiliserons les groupes de Galois
différentiels des extensions K; C K; 1 (i = 0,...,7 — 1) au lieu des équations différentielles

linéaires correspondantes. Pour cette raison, nous utilisons la définition équivalente suivante:

Définition 3.1.2 On dit que ’extension de Picard-Vessiot K D k est d-résoluble sl existe

une tour d’extension de corps différentiels k = Ky C --- C K, telle que :

1. K C K,

2. pour chaque i = 1,....,71 — 1, K;11 D K; est une extension de Picard-Vessiot telle que
son groupe de Galois différentiel Gal(K;.1/K;) est ou bien fini ou bien un sous-groupe
fermé de GLyg.

Ces deux définitions sont équivalentes selon le lemme ci-aprés. En effet, si 'extension
K11 D K, est finie, alors en remplacant K;,1 par S le corps de décomposition du polynéme
irréductible de I’élément primitif de K;,; sur K; on obtient une extension Galoisienne finie
S D K;, par [P-S, Ch 1, § 1.3, exo 1.24] S D K est une extension de Picard-Vessiot de groupe
de Galois différentiel fini. D’autre part, si K;,1 O K, est une extension de Picard-Vessiot
pour une équation d’ordre inférieur ou égal a d, par la remarque 2.3.4 son groupe de Galois
différentiel Gal(K;1/K;) est un sous-groupe fermé de GLy. On conclu que la définition
3.1.2 implique la définition 3.1.1. Réciproquement, si le groupe de Galois différentiel de
I’extension de Picard-Vessiot K, 1 D K; est fini, alors 'extension K;,; D K; est finie, et si
Gal(K;11/K;) C GLg, alors par le lemme 3.1.1 ci-apres, il existe une équation différentielle
linéaire homogeéne d’ordre inférieur ou égal a d telle que K;,; D K; est une extension de

Picard-Vessiot pour cette équation. D’ou la définition 3.1.1 implique la définition 3.1.2.

Lemme 3.1.1 Soit F' C E une extension de Picard-Vessiot de corps des constantes C'. Si
le groupe de Galois différentiel Gal(E/F) C GL,,, alors il existe une équation différentielle
linéaire L,,(y) = 0 sur F' d’ordre inférieur ou égal a m telle que E est l’extension de Picard-

Vessiot pour cette équation.

Preuve. Soit Dif fr la catégorie des modules différentiels sur F', c’est une catégorie
tannakienne neutre sur C' (exemple 1.3.2). Considérons la sous-catégorie pleine Dif fr/r
de Dif fr dont les objets sont les modules différentiels N = (D, N) sur F tel que le mod-
ule différentiel £ ®p N sur E soit trivial. La sous catégories pleine Dif fr/p de Dif fp
est fermée sous les opérations de 1’algébre linéaire (sommes directes, produits tensoriels,

duaux et sous-quotients). Ceci montre que Dif fp/p est une catégorie tannakienne neutre.
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Maintenant, soit H = Gal(E/F) et considérons la catégorie tannakienne neutre Repry
des représentations de dimension finie du groupe algébrique H sur C. Le théoréme [P-S,

Appendice B-3, théoréme B-22] montre que le foncteur

D’iffE/F — Repry

est une équivalence de catégories. Dans cette équivalence, 'image d’un H-module V' de
Repry est le module différentiel N = (E ®c V)Hsur F de dimension égale & m = dimg (V).
Par hypothese Gal(E/F) C GLy,, c’est-a-dire il existe un H-module fidele V' de dimension
m sur C. L'objet correspond N dans Dif fr/r est de dimension m sur F. Puisque 'espace
des solutions

V(N) = Ker(D,E ®f N)

est de dimension m sur C, alors ' D F' est une extension de Picard-Vessiot pour le module
différentiel N. Par la remarque 2.2.2 et le fait que F' # C, il existe une équation différentiel
L (y) =0 d’ordre m sur F telle que E D F est une extension de Picard-Vessiot pour cette
équation. m

Nous verrons maintenant que signifie "une extension de Picard-Vessiot d-résoluble" en
termes de son groupe de Galois différentiel. D’abord et puisque le groupe de Galois différen-
tiel est un groupe algébrique linéaire, nous introduisons la définition de la d-résolubilité pour

les groupes algébriques linéaires :

3.1.2 La d-résolubilité pour les groupes algébriques linéaires

Définition 3.1.3 Un groupe algébrique linéaire G sur C est dit d-résoluble s’il existe une
suite de sous-groupes fermés de G, G = Gy D --- D G, = {e} telle que pour chaque
i=1,..,r, G; est un sous-groupe fermé normal de G;_y et le groupe G;_1/G; est ou bien

fini ou bien un sous-quotient de G Ly.
La proposition suivante est trés utile dans la suite :
Proposition 3.1.1 Soit
{1} — G — Gy — G3 — {1}

une suite exacte de groupes algébriques linéaires sur C. Alors Gy est d-résoluble si, et

seulement si, G et G3 sont d-résolubles.
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Preuve. On suppose que G35 est d-résoluble, donc il existe une suite de sous-groupes
fermés {G};_, de Gs telle que pour i = 1,...,s, le sous-groupe fermé Gs; est normal
dans Gai—1) et Ga(i—1)/G2; est ou bien fini ou un sous-quotient de GL;. Considérons la suite

{G1; = G1 NGy, }_, de sous-groupes fermés de Gy
G1:G103G11:G1QG123"‘DGls:Glm{e}:{e}

telle que le sous-groupe fermé Gi; = G1 N Gy; est normal dans Gi;—1) = G1 N Ga—1) car

(Gy; est normal dans Go;_1. Puisque le groupe
Gi-1y/Gri = (Gl N GQ(z‘—l)) / (Gh N Gy)

s'injecte naturellement dans le groupe Ga(;_1)/G2;, donc le groupe G1(;_1)/G1; est ou bien fini
ou un sous-quotient de GL4, d’ou G est d-résoluble. Pour montrer que Gj3 est d-résoluble

e 1, . -~ 1% 4
considérons la suite {Gzi} _, de sous-groupes fermés de G

Gy =Gy =G0 DGy D DGy ={e}

ol G; est 'image de Go; dans G5 par un morphisme de groupes algébriques. I est clair que

Go; est normal dans Go,_;. Par la théorie des groupes, on a :
G2(z’fl)/G_2i = Gz(iq)/G%

donc m/G_QZ est ou bien fini ou un sous-quotient de GL4, d’ott G5 est d-résoluble.
Réciproquement, si Gy et G sont d-résolubles. Par [Kle, § 10.3, corollaire 10.3.2.] et

la suite exacte, les deux groupes algébriques G3 et G5/G; sont isomorphes. Par cette

identification, le groupe algébrique G2/G; est d-résoluble, d’ou il existe une suite {Ggi}zzo

de sous-groupes fermés de Go/Gy
Gy =Go D Go1 DD Gy =Gy

telle que le sous-groupe fermé Gy; est normal dans Gyi—1) et Gg(i_l)/ (G9; est ou bien fini ou
un sous-quotient de GL4. Puisque GG est d-résoluble, alors il existe une suite de sous-groupes
fermes {Go;}i_, de G4

G1=G1 DG D DG ={e}

telle que le sous-groupes fermé G; est normal dans Gy;—1) et Gy(i—1)/G1i est ou bien fini
ou un sous-quotient de GLy. A partir des deux suites précédentes, nous obtenons la suite

t+s+1 . N
{G4 75T de sous-groupes fermés de Gy, oi

5 = Gy pouri=0,..,t
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et

b =G pouri=0,..,s,
telle que le sous-groupe fermé G; est normal dans Gy ; ) et Gy, ;) /GY; est ou bien fini ou
un sous-quotient de GLg4. D’ott G5 est d-résoluble. m

Remarque 3.1.1 Soitd > 1.
1. Tout groupe fini est d-résoluble. En effet, si G est un groupe fini, par la suite
G=GyD Gy ={e}
de sous-groupes fermés de G, il est clair que tout groupe fini est d-résoluble.

2. Un groupe G est d-résoluble si, et seulement si, sa composante neutre G° est d-

résoluble. En effet, si G est d-résoluble, par la proposition 3.1.1 et la suite exacte
1 —G*— G — G/G° — {1},

il est clair que G est d-résoluble. Réciproquement, si G° est d-résoluble, par les mémes
arguments précédents et le fait que le groupe fini G/G° est d-résoluble on voit que G

est d-résoluble.

3.1.3 Extensions d-résolubles et groupes de (Galois différentiels

d-résolubles

Le premier résultat de ce travail est le théoreme suivant qui est une caractérisation de la
d-résolubilité des extensions de Picard-Vessiot en termes de la d-résolubilité de ses groupes

de Galois différentiels.

Théoréme 3.1.1 Une extension de Picard-Vessiot K D k est d-résoluble si, et seulement

si, son groupe de Galois différentiel G = Gal(K/k) est d-résoluble.
La preuve de ce théoréme utilise les deux propositions suivantes :

Proposition 3.1.2 Soit K D k une extension de Picard-Vessiot. On suppose que son
groupe de Galois différentiel G est un groupe algébrique connexe. Si Gt — G est un
morphisme surjectif de groupes algébriques linéaires connexes avec un noyau fini Z, alors
il existe une extension de corps finie k' D k et une extension de Picard-Vessiot K+ D K
de groupe de Galois différentiel Gt telle que le corps des invariants de K™ sous laction du

groupe fini Z est égal au corps composition k'K .
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Preuve. Pour f € K, on note par < Gy > le C-espace vectoriel engendré par la G-orbite

de f
Gr={g-flgeG}.
On définit R C K par :

R ={f € K |< Gy > est de dimension finie sur C'} .

Par [P-S, Ch 1, § 1.4, corollaire 1.38.], R est un anneau de Picard-Vessiot sur k pour la
méme équation différentielle associée a l'extension K D k, de plus, par [Si-2, Appendice,

corollaire du theoreme 5.], il existe une extension finie &' D k telle que
R =k @, R =k ®c C[G].

Le corps des fractions de 'anneau R’ contient k£’ et K, donc il contient le corps composition
KK, dou il est égal & k'K. Par [Si-2, Appendice, corollaire du theoreme 5.], I'extension
KK D k' est une extension de Picard-Vessiot pour la méme équation différentielle associée

a Pextension K D k et de groupe de Galois Gal(k'K/k") isomorphe a G.

Considérons 'extension finie de k’-algebres :
R=kK®,R=FK ®c C[G] C K ®c C[Gﬂ = R".

On note par K™ le corps des fractions de R™, ¢’est une extension finie de k' K. L’extension
k'K D K est finie car I'extension k' O k l'est. Par la proposition 2.1.2, la dérivation du
corps différentiel K admet un prolongement unique & K car les extensions K C k'K ¢ K+

sont finies. Le groupe G agit sur C[G"], d’ou une action sur Rt = k' ® C[G™] et par
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conséquent sur KT, il est clair que cette action est triviale sur &' C &' ® C[G"]. Notre
but est de montrer que K+ D k’ est une extension de Picard-Vessiot de groupe de Galois
différentiel G.

Soit o € G, puisque la conjuguée cdo ! de la dérivation 0 de KT est aussi une dériva-
tion de K de méme restriction a k'K, alors, par unicité de 0 on voit que la GT-action sur
K commute avec la dérivation, c¢’est-a-dire 00 = do. Donc le groupe G est un groupe
des k’-automorphismes différentiels du corps K. Si o € Z C G, alors 'image de o dans
G = Gal(K'K/K') est Idy g, dou k'K est le corps des invariants du groupe Z C G*. On
conclu que

(KN = (WK =F.
Maintenant nous sommes préts a montrer que I'extension K+ D k' est une extension de
Picard-Vessiot.
Le groupe G est considéré comme un sous-groupe fermé d’un certain GL,. D’ou

C[Xi;,1/D
l’anneau des fonctions régulieres C[GT] est de la forme M

ou X;; sont les co-
ordonnées pour GL,, D est le déterminant det(X;;) et I est I'idéal définissant G comme
sous-groupe fermé de GL,,. Soient z;;, d les images de X;;, D dans C[G™]. Notons que pour

o € Gt C GL, de matrice ¢(c), on a :
O'(IL'ij) = Tyj * C(U).

On définit la matrice F' par (z;;) = F - (z;;). Puisque tout ¢ € G* commute avec la
dérivation 0 on obtient o F' = F. Par conséquent F' est invariante sous l’action de G, donc

F € M, (K). Ceci implique que
d = det(z;;)" = trace(F) - d = trace(F') det(z;;) [P-S, Ch 1, § 1.2, exo 1.14.],

et
(2i5)" = F - (255) € Mp(R")

d’ou la k’-algébre R* est invariante par la dérivation 9. Si J est un idéal différentiel non
trivial de R™, alors par [P-S, Ch 1, § 1.2, lemme 1.23.], I'idéal JN R* est un idéal différentiel
non trivial de R’ car 'extension R’ C R™ est finie, c’est une contradiction car R’ est un
anneau différentiel simple. On trouve que R™ est un anneau de Picard-Vessiot sur &’ pour

I’équation iy’ = F'y, car on a montré que :
1. R" est un anneau différentiel simple,

2. il existe une matrice fondamentale (x;;) € GL,(R™) pour I’équation y' = F'y,
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3. Rt = k' ® C|G™] clest-a-dire 'anneau R" est engendré sur k' par les coefficients de
(wi;) et 1/ det(z45).

Donc, I'extension K D k' est une extension de Picard-Vessiot, de plus Gt est un sous-
groupe fermé du groupe de Galois différentiel de I'équation i = Fy. Puisque (K1) = &/,
par la correspondance de Galois on obtient : G+ = Gal(K*/(K1)¢") = Gal(Kt/K'). m

Proposition 3.1.3 Soit N C M une extension de Picard-Vessiot de groupe de Galois dif-
férentiel Gal (M/N) qui est un sous-quotient de SL,,. Alors il existe une tour d’extension
de corps différentiels N = No C Ny C --- C N, avec une injection M C N, telle que
chaque extension N;; 1 D N; est ou bien finie ou une extension de Picard-Vessiot de groupe

de Galois différentiel contenu dans GL,,.

Preuve. On peut supposer que Gal(M/N) est connexe et simple (en remplacant
Gal(M/N) par [Gal(M/N)]" /H on H est le sous-groupe fermé normal maximal). Soit
Gal(M/N)* son revétement universel, c’est-a-dire Gal(M/N)* est un groupe algébrique

connexe et simplement connexe avec une isogénie
Gal(M/N)* — Gal(M/N).

Le groupe Gal(M/N)* est simple car Gal(M/N) D'est. Par la proposition 3.1.2, il existe

une extension finie & D N et une extension de Picard-Vessiot K™ D k' tel que
Gal(K*/K') = Gal(M/N)*.

Le groupe Gal(M/N) est simple et un sous-quotient de SL,,, donc son algebre de Lie
g est simple et un sous-quotient de sl,,. Puisque les algebres de Lie associées aux groupes
Gal(M/N) et Gal(M/N)* sont égaux, alors l'algebre de Lie gTassociée & Gal(M/N)* est
simple et un sous-quotient de sl,,. Par le lemme 3.1.2, lalgebre de Lie gt admet une
représentation fidele de dimension inférieure ou égale & m. Puisque Gal(M/N)* est simple

et simplement connexe, alors par 1.2.2, le groupe
Gal(M/N)* = Gal(K™"/K')
admet une représentation fidéle de dimension inférieure ou égale & m, c’est-a-dire
Gal(M/N)* C GLy,
d’ou, on obtient la tour d’extension :

No=NCKcCKT
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telle que M C KT, lextension N C &k est finie et ’extension &' C K est une extension de
Picard-Vessiot avec Gal(M/N)"™ C GL,,. m

Lemme 3.1.2 Soit g une algébre de Lie (algébrique) qui est un sous-quotient de l’algébre
de Lie sl,, (m > 1). Alors g admet une représentation fidéle de dimension inférieure ou

égale a m.

Preuve. SoitV est un C-espace vectoriel de dimension m. L’algébre de Lie g est de la
forme g = a/b ou a est une sous-algébre de Lie algébrique de sl(V') et b est un idéal de a.
Nous allons utiliser la récurrence sur m.

On suppose que a agit réductiblement sur V', c’est-a-dire, il existe un sous-espace propre

W C V invariant sous l'action de a. Soit I C a C sl(V') I'idéal constitué par les éléments
0 =

de a qui agit comme 0 sur W, les matrices dans I ont la forme ( ) L’application
0 =

canonique ¢ : a — g applique [ sur un idéal J de g. Puisque g est simple, alors J = g ou

J=0.

0 =
Si J = g, alors dans le cas ou I'image de [y = ( 00 ) C I est égale a g, on remarque

que g = J est nilpotent. Puisque g est simple, alors g = L(G,), de plus l'algebre de Lie
L(G,) admet une représentation fidéle de dimension 2, donc g C gl,,.

Si 'image de [y C [ est différente de g, alors elle est égale a 0, d’ou I'idéal

00
UIO:(O *)

est appliqué sur g, donc g est une sous-quotient de sl(V/W) et 'hypothése de récurrence
montre que g C gly,.

Si J =0, alors I C b, de plus I agit comme 0 sur W, donc on peut écrire a/I comme
une sous-algebre de sl(IW). D’ou, g = a/b = (a/I)/(b/I) est une sous-quotient de sl(W) et
la récurrence sur m termine ce cas.

Finalement, on considére le cas ou a C sl(V') agit irréductiblement sur V. Si a est simple,

alors b =0 et

g=acCsl(V)cCgl(V).
Si a n’est pas simple, alors par [Hum-1, Ch 5, § 19.1], lalgeébre de Lie a est semi-simple,
donc on peut écrire sous la forme a = a; & ... D a, o a; est simple et r > 1. Comme g = a/b

est simple, alors un des a; est égal & g. De plus, dans ce cas et par [Sa, Ch 3, § 3.5, theorem
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El,onaV =V} ®..®V,, ou chaque V; est une représentation irréductible de a;. D’on,
g = a; C gl(V;) pour un certain i et dim(V;) < m. m

Maintenant, nous sommes prét pour démontrer le théoréme 3.1.1.

Preuve. (du Théoréme 3.1.1) Montrons la condition suffisante, supposons qu’il existe

une suite de sous-groupes fermés de G
G=GyDG; D DGs={e}

telle que chaque G, est normal dans G; et G;/G;,1 est ou bien fini ou un sous-quotient de

G L4, et montrons qu’il existe une tour d’extension de corps
k=KyC---CK,

telle que K C K, et chaque extension K;,; D K; est une extension de Picard-Vessiot de
groupe de Galois différentiel Gal(K;,1/K;) est ou bien fini ou un sous-groupe fermé de G L,.
Premiérement, construisons une tour d’extension de Picard-Vessiot successives {K!};_, par
K!=K% ona Kj=K®=ket K. = K¢ = K. Pour i =0, ..., s soient les extensions

kc K¢ c K&+ c K.

Les deux extensions K& C K et K%+ C K sont des extensions de Picard-Vessiot car k C K
lest. Puisque G;;; est normal dans G;, alors la correspondance de Galois différentielle
montre que K] = K% C K/, = K%+ est une extension de Picard-Vessiot de groupe de
Galois différentiel Gal(K},,/K!) = G;/G;+1. A partir de la tour d’extension précédente on
veut construire une nouvelle tour d’extension de Picard-Vessiot {K;};_, telle que k = Ko,
K C K, et chaque groupe de Galois différentiel Gal(K;1/K;) est ou bien fini ou un sous-
groupe fermé de GL4. Pour i = 0,..., s, on considére I'extension K ; D K] de groupe de
Galois différentiel

Gal(Ki, 1/ K}) = Gi/Gisa.
Soit H;,1 la composante neutre de GG;/G, 1. Par la correspondance de Galois différentielle
on a les extensions :
K cC (K§+1)Hi+1 C Kijy,
ou
Gal((K.,,)"" /K]) est fini
et

Gal(Kj,,/ (K{Jrl)H”l) = H;.; est un sous-quotient connexe de G L,.
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!
Par cette procédure, on obtient une tour d’extension de Picard-Vessiot successives {L;}_,

telle que k = Ly = K|, et K = Ly = K suivant les extensions :
K, c(K)" cK =K
etpour 1 <i<s—letl1l<j<s—1:
K| =Li C L= (K/)"" C Kl = L

et chaque groupe de Galois différentiel Gal(L,;1/L;) est ou bien fini ou un sous-quotient
connexe de G Ly. Soit maintenant ’extension de Picard-Vessiot L; 11 D L; (1 <i < s —1) de
groupe de Galois différentiel Gal(L;11/L;) un sous-quotient connexe de GL,. Considérons
le sous-groupe fermé normal maximal M de Gal(L;y1/L;). Le sous-groupe M est fini, car
sinon il est connexe d’ou M = Gal(L;11/L;)° = Gal(L;y1/L;), c’est une contradiction car
M est un sous-groupe propre. On arrive & construire une tour d’extension de Picard-Vessiot
successives {L;}:/:O telle que k = Ly = Ly, K = Ly = L, et pour 1 < i < ¢ — 1,
1 <j<7r"—1on a les extensions :

Li=L; , C (Liv)" = Lj C Liyy = Ljp,

ou
Gal(L}y, /L)) = Gal(Li/(Liy1)™) = M

est un groupe fini, et
Gal(L;/L}_,) = Gal((Liz1)" /Li) = Hiza /M

est un sous-groupe fermé connexe simple un sous-quotient de G Ly, c’est-a-dire, pour ¢ =
L,- -+, r" =1 chaque extension L’ , D L’ est une extension de Picard-Vessiot de groupe de
Galois différentiel Gal(L’,,/L’) est ou bien fini ou un sous-groupe fermé connexe simple,
un sous-quotient de G'Ly.

On suppose que
Gal(Liyy/Li) = Hin/M = A/B

avec A C GLy et B est le sous-groupe normal fermé maximal "fini" de A. Puisque GL4
est un quotient de SLq x G, et Gal(L; /L) est un sous-quotient connexe simple de G Ly,

alors
Gal(Liy, /L;) = ﬁ/é
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tel que Ac G, ou Acs Ly et B est le sous-groupe normal fermé maximal "fini" de A. Si
;1 C G,, , puisque G,, est un groupe algébrique simple, alors A est un sous-groupe normal
fini, donc A= B. Dou

Gal(Liy,/Lg) = {e},

c’est-a-dire l'extension L; ; D L} est triviale. Si AcsS Ly, alors la proposition 3.1.3 permet

de mettre I'extension L; ; D L; dans une tour d’extension
/

telle que L;,, C K;, et chaque extension K, , D Kj;, est une extension de Picard-Vessiot
de groupe de Galois différentiel est ou bien fini ou un sous-groupe fermé de GL,. Pour
'extension suivante L;,, D L; ;, on peut la remplacer par I'extension de Picard-Vessiot
K;, C F pour la méme équation associée & L;, , D L; , ensuite on applique la proposition
3.1.3. Par cette procédure on termine la preuve de la condition suffisante.

Pour la condition nécessaire (voir [Ng, Ch 1, § 1.2, preuve du theoreme 1.2.7.]), supposons

qu’il existe une tour d’extension de corps différentiels
k=KyC---CK,

telle que K C K, et chaque extension K;,; D K; est une extension de Picard-Vessiot de
groupe de Galois différentiel Gal(K;,1/K;) est ou bien fini ou un sous-groupe de GL4. Pour
chaque i, le corps composé K K; est un corps différentiel. De plus, appliquons [Mag, Ch 6,

§ 1, proposition 6.6.] aux extensions

kCKCK, et kCK CK,,

on voit que K K; D K; est une extension de Picard-Vessiot de groupe de Galois différentiel
Gal(K K;/K;) un sous-groupe de Gal(K/k). Réappliquons le méme résultat précédent aux

extensions
K, CKK,CK, e K,;C K2‘+1 C K,,

on trouve que (KK;)K;11 = KK;y1 D K,y est une extension de Picard-Vessiot de groupe
de Galois différentiel Gal(K K;41/K;41) un sous-groupe de Gal(KK;/K;), adhérence de

son image par 'injection :
GGl(KKi+1/Ki+1) — Gal(KKl/Kl)
est le sous-groupe fermé Gal(KK;/KK; N K;y1). D’ou

Gal(KK,-H/KZ-H) ~ Gal(KKl/KKz N Ki+1)~
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Posons G; = Gal(KK;/K;), puisque KK; N K;;1 D K; est une extension de Picard-Vessiot
(voir [Mag, Ch 3, § 3, proposition 3.9]), alors par la correspondance de Galois différentielle,

on obtient la suite de sous-groupes fermés de GG
Gal(K/k)=G=Gy DG D--- DG, ={e},
telle que G, est normal dans G; pour ¢ =0, ..., r

KKy

/ \+1
Gh /

KK;NK;

K;

De plus, par les extensions :

K, C KKiN Ky C KK,
K C KK;N K1 C Kiq

et la correspondance de Galois différentielle, on obtient d’une part :

Gal(KK;/K;)

Gal(KK;N K1 /K;) = Gul(KK;/KK; N K;)

= Gi/Gin
et d’autre part :

Gal(Ki1/K;)

Gal(KK; N Kiy1/K;) ~ Gal(Ki1/KK; N K1)

d’ou
Gal(KzH/Kz)
GCLZ(KZJA/KKIL N Ki+1>

c’est-a~dire le groupe G;/G;y1 est un quotient du groupe Gal(K;.1/K;). Par hypothése

Gi/Gi+1 =

Gal(K;11/K;) est ou bien fini ou un sous-groupe de G Ly, donc G;/G;.1 est ou bien fini ou
un sous-quotient de GL;. m

Une conséquence du théoréme 3.1.1 est les deux cas d =1 et d = 2.
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Extensions 1-résolubles

Soit K D k une extension de Picard-Vessiot est G = Gal(K/k).

Proposition 3.1.4 L’extension de Picard-Vessiot K D k est 1-résoluble si, et seulement

si, GO est un tore.

Preuve. En effet, si G° est un tore, alors par définition G° ~ (G,,)", ou 7 € N*. Pour

k = 2,...r, on considére la suite
{1} — (Gm)k_l - (Gm)k — Gy — {1},
ou l'injection canonique est définie par

(,917 "'gk—l) L (917 c-Gk—1, 1)

et la surjection canonique est définie par

(glu .-.gk_1,gk) — Gk-

Il est clair que la suite est exacte. Pour k = 2,...,r7, On obtient la suite de sous-groupes
fermés de G°:

G'> (Gn) D (Gp) ' D...D G, D{e}

telle que (G,,)*~! est normal dans (G,,)* et

donc G est 1-résoluble. Par la remarque 3.1.1, G est 1-résoluble et le théoréme 3.1.1 montre
que l'extension K D k est 1-résoluble.

Réciproquement, si I'extension K D k est 1-résoluble, alors le théoréme 3.1.1 et la
remarque 3.1.1 montre que G° est 1-résoluble. Supposons que G° est 1-résoluble et montrons
que G° est un tore. Utilisons la récurrence sur la dimension de G°. Si dimG°® = 1, alors
G° ~ G, ou G° ~ G, car les deux groupes algébriques G,, et G, sont les seuls groupes
algébriques connexes de dimension 1 [Hum-2, Ch 7, § 20.5.]. Si G° ~ G,, puisque Gest

1-résoluble, il existe une suite de sous-groupes fermés de G°
G'=Gy DG D..DG, = {e}

telle que pour ¢ = 0, ..., s le groupe G;;1est normal dans G; et G;/G;41 est ou bien fini ou

un sous-quotient de G,,. Le groupe G°/G; n’est pas fini car il est connexe, donc G,/G; est
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un sous-quotient de G,,, c’est-a-dire G, C G,, c’est une contradiction, d’ot1 G° = G,,, et G°

est un tore. Supposons maintenant que si dim(G’) < dim(G?), alors le groupe algébrique G’
0

est un tore et montrons que G° est un tore. Considérons le groupe an il n’est pas fini car il

1
est connexe. Puisque G° est 1-résoluble, alors G°/G; = G,,,. Le groupe G°/GY est connexe

0 /(0
g ;gé ~ G%/G, et puisque le
1 1

groupe G1/GY est fini, alors dim(G;/GY) = 0, d’ou dim(Gy/GY) = dim(Gy/G) = 1, donc
G'/G° = G, ou G°/GY = G,,. Si G°/GY = G,,, alors on a la surjection

et de dimension 1. En effet, par la théorie des groupes, on a

G, =G"/G° — GY/Gy = G,

c’est une contradiction, donc G°/GY = G,,. Puisque dim(GY) < dim(G"), alors, par

’hypothese de récurrence G est un tore. Par la suite exacte :
{1} — 6 — " — GG — {1},
le lemme 3.1.3 et le fait que GY et G/GY sont des tores, alors G° est un tore. ®

Lemme 3.1.3 Soit
{1} — G — Gy — Gz — {1}

une suite exacte. Si G et G3 sont des tores, alors Gy est un tore.

Preuve. On peut supposer que Gy est connexe et résoluble, car le groupe considéré G°
est connexe et 1-résoluble, donc résoluble. Par le théoréme de Lie-Kolchin (théoréme 2.5.2)

on peut supposer que Go un sous-groupe fermé de T,,. Considérons la projection
m:Gy — D,

et supposons que le groupe G n’est pas un tore, c’est-a-dire, Ker(m) n’est pas trivial. Par
[Sp, Ch 6, § 6.3, lemme 6.3.4.], le groupe G5 contient un sous-groupe normal fermé H ~ G,.
Puisque G5 est un tore, alors I'image de H dans G3 est {1}. Par la suite exacte on obtient

H C G4 car (G; est le noyau de la surjection, d’ou
G, ~HCG,~G)p

c’est une contradiction, donc Ker(mw) = {1} et G5 est un tore. m
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Extensions 2-résolubles

La notion de 2-résoluble a été étudiée par M. F. Singer dans son article [Si-1] ot il a utilisé le
terme de "eulérienne" au lieu de "2-résoluble". Le résultat suivant peut améliorer le travail

de M. F. Singer dans le sens suivant :

Proposition 3.1.5 Une extension de Picard-Vessiot K D k est dite 2-résoluble si, et seule-

ment si, il existe une tour d’extension de Picard-Vessiot successives {K;}._, telle que

1. KCK,,

2. pour chaque i = 1,....,7 — 1, K;y1 D K, est une extension de Picard-Vesiot de groupe
de Galois différentiel Gal(K;y1/K;) étant l'un des groupes suivants : groupe fini, G,
G, ou SLsy. Dans cette liste on peut remplacer SLy par PS L.

Preuve. Pour la condition suffisante, s’il existe une tour d’extension de Picard-Vessiot
successives {Ki}::[) telle que K C K, et chaque K;,; est une extension de Picard-Vessiot
de K; de groupe de Galois différentiel Gal(K;,1/K;) est 'un des groupes suivants : groupe
fini, G,,, G, ou SLy, alors Gal(K;,1/K;) est ou bien fini ou un sous-groupe fermé de G Lo,
d’ou 'extension K D k est 2-résoluble.

Pour la condition nécessaire, si I’extension de Picard-Vessiot est 2-résoluble, alors il existe
une tour d’extension de Picard-Vessiot {K;} _, telle que K C K, et chaque K1 est une
extension de Picard-Vessiot de K; de groupe de Galois différentiel Gal(K;,1/K;) est ou bien

fini ou un sous-groupe fermé de G'Ly. Considérons I'extension K;.; D K; et soit le groupe
H; = Gal(K;+1/K;) N SLs,
c’est un sous-groupe normal fermé de Gal(K;1/K;) car c’est le noyau du morphisme
det : Gal(K;11/K;) — GLy(C) — Gy
En appliquant la correspondance de Galois différentielle sur :
K; C (Kip)" c Kipy

on obtient :
Gal((Ki)™ /K;) = Gal(Ki41 /K;)/ H;

et
Gal(KiH/ (KH_l)Hl) = HZ C SL2
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Par la propriété universelle du quotient, on voit que le groupe Gal(K;,1/K;) on voit que

Par cette procédure et en utilisant la méthode de la preuve du théoreme 3.1.1, c’est-a-dire,
considérer la composante neutre de H; ( pour ¢ = 1,...,7), ensuite le passage au quotient
par le sous-groupe normal fermé maximal, on obtient une tour d’extension de Picard-Vessiot
successives { K[}7_, telle que K C K et chaque K/, est une extension de Picard-Vessiot de
K; de groupe de Galois différentiel Gal(K;,,/K;) est ou bien fini ou un sous-groupe fermé

connexe simple de SLs (les deux groupes algébriques G, et GG, sont inclus). Si
Gal(K],,/K]) € SL

est infini, alors d’aprés la classification des sous-groupes algébriques de SLy (Théoréeme
2.5.3), le groupe Gal(K ,/K]) est forcement contenu dans le groupe de Borel B = G,,, x G,
de SL,, dou Gal(K],,/K]) = G ou G, (les deux groupes algébriques sont simples).
Finalement, par I'isogénie

SLQ — PSLQ

de noyau {—1,+1} et la proposition 3.1.2, on peut remplacer le groupe SL, par PSLs,
car si Gal(K],,/K]) = PSL, on peut remplace 'extension K, D K] par les extensions
K! C k! C K telles que l'extension k! D K/ est une extension finie et I'extension K" D k!
est une extension de Picard-Vessiot avec Gal(K" /k!) = S Ly (voir la preuve de la proposition
3.1.2). =

3.1.4 d"-résolubilité

Dans cette sous-section on va parler de la résolublité des équations différentielles linéaires
en termes d’équations différentielles linéaires non homogénes d’ordre d.

Une extension de Picard-Vessiot est liouvillienne si, et seulement si, G® est résoluble.
Ceci est équivalent & dire qu'il existe une suite de sous-groupes fermés {G;};_, de G telle
pour ¢ = 0, ..., s, G;41 est normal dans G; et G;/G; est égal & G, ou G,. Le groupe G,
est 2-résoluble mais il est non 1-résoluble. Le groupe G,, est 1-résoluble. Pour cette raison,

nous introduisons la notion de la d™-résolubilité.

Définition 3.1.4 Une extension de Picard-Vessiot K D k est dite d-résoluble s’il existe

une tour d’extension de Picard-Vessiot k = Ko C --- C K, telle que
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1. K C K,,

2. pour chaque v =0,....,7r — 1, K;11 D K; est une extension de Picard-Vessiot pour une

équation différentielle linéaire possible non homogene d’ordre inférieur ou égal a d.

1-résoluble et 17-résoluble deux notions différentes

Avec la définition précédente on trouve que la notion de 1*-résoluble coincide avec la notion
de liouvillienne. En effet, si I'extension de Picard-Vessiot K D k est 17-résoluble, alors,
il existe une tour d’extension de Picard-Vessiot successives {K; } contenant K telle que
chaque extension K; C K;;; est une extension de Picard-Vessiot telle que K11 = k;(u),
ou u € K1 est une solution d’une équation différentielle possible non homogene d’ordre 1,

c’est-a-dire, u est ou bien :
i

1. une solution d’une équation homogeéne 3’ + ay = 0, c’est-a-dire, — € k, ou
u

2. une racine d'un polynéome X" — a € k[X] (exemple 2.1.1) c’est-a-dire u est algébrique

sur k, ou
. , . N ! N .
3. une solution d’une équation non homogene y = b c’est-a-dire, v’ € k.

Ceci montre que les extensions 17-résolubles coincident avec les extensions liouvilliennes.
Si 'extension de Picard-Vessiot K O k est l-résoluble, alors G° est résoluble, d’ou
I'extension K D k est liouvillienne, ceci implique qu’il existe une tour d’extension de Picard-
Vessiot successives {K;} telle que chaque Gal(K;i1/K;) est 'un des groupes suivants :

groupe fini, G, ou G,,. D’ou I'extension K D k est 2-résoluble, donc :

1-résoluble = 1" -résoluble <= liouvillienne = 2-résoluble

d-résoluble et d*-résoluble coincident, pour d>2

Pour d > 2, les notions de la d*-résolubilité et celle de la d-résolubilité coincident. En
effet, si K C k est une extension de Picard-Vessiot d-résoluble, alors il existe une tour
d’extension de corps différentiels £k = Ko C K7 C -+ - C K, telle que K C K, et chaque
extension K;,1 D K; est ou bien finie ou une extension de Picard-Vessiot pour une équation
différentielle linéaire homogene L;(y) = 0 d’ordre < d & coefficient dans K;, donc I’extension
K D k est dt-résoluble.

Réciproquement, si K C k est une extension de Picard-Vessiot d'-résoluble. Pour

montrer qu’elle est d-résoluble il suffit de montrer que si K;,; D K; est une extension de
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Picard-Vessiot pour I’équation non homogene L;(y) = b d’ordre d, alors elle est contenue
dans une extension d-résoluble. En effet, si K;,; D K; est une extension de Picard-Vessiot
pour ’équation non homogene L;(y) = b d’ordre d et £ D K; est une extension de Picard-
Vessiot pour I’équation homogene L;(y) = 0. Soit {y1,...,ys} un systéme fondamental de

solutions de L;(y) = 0. Un élément y;, de E est de la forme :

d

Yp = chyj ou, pour j =1,....d, ¢; € C.
j=1

Par variation des constantes, une solution particuliére de I’équation non homogeéne (c’est-a-

dire un élément de K1) est de la forme :

d
Yp = ijyj ou fj € E pour j =1,...,d,
j=1
les éléments f; ( j =1, ...,d) appartiennent & une extension différentielle ' contenant ;4

et est engendrée sur E par les primitives de éléments f1, - - -, f; de E, c’est-a-dire,

F=E(fi, - fa)-

On pose E = Fy et Fiy 1 = Fi(fiy1) pour i = 0,...,d — 1. Pour i = 0,...,d — 1, Pextension

F; 1 D F; est une extension de Picard-Vessiot de groupe de Galois différentiel
Gal(Fi1/F;) = G,
(voir 'exemple 2.3.3). On obtient la tour d’extension de Picard-Vessiot
KiCE=FC---CF;,Cly=F

telle que K;i 1 C F et 'extension F; D F;_; est une extension de Picard-Vessiot de groupe
de Galois différentiel Gal(F;/F;—1) = G, C GL4 et Gal(E/K) C GL4. Donc 'extension
K11 D K; est d-résoluble.

3.1.5 La d-résolubilité est une propriété des représentations des

algébres de Lie associées

Soit maintenant d > 2. Soit K D k une extension de Picard-Vessiot pour I’équation (£) de
groupe de Galois différentiel G = Gal(K/k).
Le premier pas est de montrer ’existence d’un plus petit entier [ > 1 tel que le groupe

G soit [-résoluble. L’existence d’un tel entier [ est illustrée par les exemples suivants :

81



3.1. Extensions d-résolubles

Exemple 3.1.1 (extension d-résoluble mais non (d — 1)-résoluble)

Soit k = C(z). Par [P-S, Ch 5, § 5.2, theoreme 5.12.], il existe une équation différentielle
d’ordre d sur C(z) de groupe de Galois différentiel égal o SLy. Soit K D k une extension de
Picard-Vessiot pour cette équation, alors lextension K D k est d-résoluble mais non (d—1)-
résoluble. En effet, puisque le groupe PS Ly est simple, alors tout sous-groupe normal fermé

du groupe algébrique SLg est fini. On a la suite de sous-groupes fermés de SLy
SLy=Go DG =27(SLg) DGy D - DGy ={e}

G
telle que G—O est un sous-quotient de GLg et pour i = 1,....;s, G;/G;y1 est fini, donc SLy
1
est d-résoluble, c’est-a-dire 'extension K D k est d-résoluble. L’extension K D k n’est pas
(d — 1)-résoluble, car sinon SLy/Z(SLy) = PSLg soit un sous-groupe de GLq_1, c¢’est une

contradiction car on peut pas injecter PSLy dans GLg4_1.

Exemple 3.1.2 Si k = C((z)), alors toute extension de Picard-Vessiot K de k est 17-
résoluble. En effet, par [P-S, Ch 11, § 11.2, theoreme 11.2.], il existe un sous-groupe normal
fermé T du groupe de Galois différentiel G = Gal(K/k) tel que T est un tore et G/T = < £ >

pour un certain £ € G/T.

Si € est diagonalisable, alors < & > est contenu dans un tore. La composante neutre

(<&>)"=(@/1)°=6"T
est un tore. Par le lemme 3.1.3 et la suite exacte
1 — 7 —G°— G°T — {1},

il est clair que G° est un tore. Par la proposition 3.1.4, Uestension K D k est 1-résoluble,
done 1T -résoluble.

Si & nest pas diagonalisable, alors < € > =T x Gy, ou T est un tore. Le groupe < € >
est connexe et résoluble car c’est le produit de deux groupes algébriques connexes résolubles.

Par la suite exacte,
1} —T — G —GYT =G/T — {1}

le groupe G° est résoluble, ceci implique que lextension K D k est liowvillienne, d’ou 17 -

résoluble.

Exemple 3.1.3 Si k = C({z}). Pour un groupe algébrique H sur C, soit L(H) le sous-

groupe algébrique de H engendré par tout les tores maximauzx contenus dans H. Par [P-S,
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Ch 11, § 11.4, theorem 11.13.], le groupe H est un groupe de Galois différentiel sur C({z})
si, et seulement si, H/L(H) = < & > pour certain ¢ € H/L(H). Puisque SLq est un
groupe algébrique simple, alors L(SLg) = SLg, c’est-a-dire SLy/L(SLg) = {1}, donc SLy
est un groupe de Galois différentiel sur C({z}). C’est un autre exemple pour une extension

d-résoluble mais non (d — 1)-résoluble (exemple 3.1.1).

Le deuxiéme pas est de transmettre la notion de la d-résolubilité des équations différen-
tielles linéaires a une propriété de représentations linéaires des groupes algébriques linéaires.
Si le groupe G est résoluble, alors G° I’est aussi, d’otl 'extension K C k est liouvillienne.
Par conséquent, K C k est d-résoluble pour tout d > 2. Puisque le radical Rad(G°) est

résoluble, donc il est d-résoluble. Par la proposition 3.1.1 et la suite exacte
{1} — Rad (G°) — G* — H = G°/Rad (G°) — {1},

alors G° est d-résoluble si, et seulement si, H = G°/Rad (G°) est d-résoluble. Par la
remarque 3.1.1, le groupe G est d-résoluble si, et seulement si, H est d-résoluble. Puisque

le groupe H est semi-simple, alors par le théoreme 1.1.2, il existe une isogénie:
p
o] — H
i=1

telle que pour ¢ = 1, ...p, chaque H; est un groupe algébrique simple, connexe et simplement
connexe.
La remarque suivante permet de voire la d-résolubilité comme une propriété de représen-

tations des groupes algébriques.

Remarque 3.1.2 Dans ce cas, G est d-résoluble si, et seulement si, chaque H; admet une
représentation fidéle de dimension inférieure ou égale & d.

Par la proposition 3.1.1, il suffit de montrer que H est d-résoluble si, et seulement si,
chaque H; admet une représentation fidéle de dimension inférieure ou égale a d. D’autre

part, puisque la suite

p
{1} — Ker(v) — [[Hi — H — {1}
i=1
est exacte et le groupe Ker(1)) est d-résoluble car il est fini, alors, la remarque 3.1.1 et la

p
proposition 3.1.1 montre que le groupe H est d-résoluble si, et seulement si, || H; est d-
i=1

p
résoluble. Donc, il suffit de montrer que [[ H; est d-résoluble si, et seulement si, chaque H;
i=1
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(i =1,...,p) admet une représentation fidéle de dimension < d. En effet, pour m = 2, ..., p,

la suite )
i=1 i=1
composée de l’injection canonique :
(T1y ey Tipe1) — (X1, ooy Ty, 1)
et de la projection canonique :
(xla '--7xm—lvxm) = T,

est une suite exacte. Si H, (m = 2,...,p) admet une représentation fidéle de dimension
p

<d, on a la suite de sous-groupes fermés de [[ H; :
i=1

p p—1
HHiD HHiD"'DH13{6}
=1 =1

telle que, pour m =2,....,p, on a :

m—1

([ /(][ Hi) = Hin,

i=1
p

de plus, H,, s’injecte dans GLg, donc [ H; est d-résoluble, d’ou H est d-résoluble.
i=1

P
Réciproquement, si || H; est d-résoluble, il existe une suite de sous-groupes fermés de
=1
» K3
i=1

p
[[72:=H>H > > H, ={e}
=1
!/
j

telle que, pour j =0,...,q—1 : H;H est normal dans H]’- et est ou bien fini ou un sous-

/
Hj—‘rl

P p

quotient de GLg4. Le groupe ([ H;)/H; n'est pas fini, car il est connexe, donc [[H; C GL,.
i=1 =1

Pour tout j = 1,...,p, on a le morphisme injectif de groupes algébriques :

p
H; — [[H:i — GL4
=1

c’est-a-dire chaque H; admet une représentation fidéle de dimension < d.
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Le troisiéeme pas est de transmettre la notion de la d-résolubilité comme une propriété
de représentations des groupes algébriques linéaires a une propriété de représentations de
leurs algeébres de Lie associées. Ceci est le sujet du théoréme suivant :

p
Par 'isogénie v les deux groupes algébriques [[H; et H ont la méme algeébre de Lie
i=1

P
associée, c’est-a-dire, h ~ []b;.
i=1

Théoréme 3.1.2 Soit G un groupe algébrique linéaire sur C' tel que G° est non résoluble.

On considére le groupe algébrique linéaire semi-simple H = G°/Rad (G°) et son algébre de
p

Lie b = [[b; (b; simple). Soit d; la plus petite dimension d’une représentation non triviale

i=1
de ;. Posons d(G) = max(d;). Alors G est d(G)-résoluble et non (d(G) — 1)*-résoluble.

Preuve. Pour chaque ¢, I'algébre de Lie h; admet une représentation non triviale de
dimension d; < d(G). Par la remarque 1.2.2, le groupe H; admet une représentation fideéle
de dimension d; < d(G) et la remarque 3.1.2 montre que le groupe G est d(G)-résoluble. Le
nombre d(G) est le plus petit entier d tel que G soit d-résoluble. Donc le groupe G est non
(d(G) — 1)-résoluble. Sid(G)—1 > 2, alors G est non (d(G) — 1)*-résoluble car dans ce cas,
les notions de d-résoluble et de d*-résoluble coincident. Si d(G) — 1 = 1, par hypothése G°
est non résoluble donc 'extension de Picard-Vessiot K D k est non liouvillienne, d’ou G est
non 1*-résoluble. m

Le corollaire suivant donne une caractérisation des équations différentielles linéaires non

d-résolubles, c’est le cas d(G) = n.

Corollaire 3.1.1 Soit G le groupe de Galois différentiel de ’équation (E) (n > 2) et sup-
posons que G C SL,,. L’équation (E) est non (n—1)"-résoluble si, et seulement si, l’algébre
de Lie g associée a G est simple et son action sur l’espace des solutions de l’équation (E)

mduit une représentation irréductible de dimension minimale.

Preuve. Pour la condition suffisante, si g est simple et son action sur 'espace des
solutions V' de I’équation (F) induit une représentation irréductible de dimension minimale
égale a la dimension de V' (dim(V') = n), alors d(G) = n, et le théoréeme 3.1.2 montre
que I’équation (F) est non (n — 1)*-résoluble. Pour la condition nécessaire, par hypothése
G C SL,, ceci implique que g C sl,. Par [Hum-1, Ch 5, § 19.1.], ou bien g laisse invariant
un sous-espace non trivial de C" ou il est semi-simple. Si I’équation (E) est non (n — 1)*-
résoluble, alors elle n’est pas résoluble en termes d’équations différentielles d’ordre plus

petit. Par le théoréeme 2.5.4 (critére de Singer), lassertion 1° montre qu’il n’existe pas de
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sous-espaces de C" g-invariants, ’assertion 2° montre que g n’est pas semi-simple mais il
est simple et ’assertion 3° montre qu’il n’existe aucun morphisme d’algébres de Lie de g
dans gl,, tel que m < n, c’est-a-dire ’action de g sur l'espace des solutions V' induit une

représentation irréductible de dimension minimale. m

3.2 d-résolubilité pour les équations différentielles d’ordre
minimal

Dans cette section, nous relions la d-résolubilité d’une équation différentielle linéaire aux
relations algébriques entre ses solutions.
Le nombre d(G) dans le théoréme 3.1.2 est le plus petit nombre [ tel que le groupe G

soit [-résoluble.

Définition 3.2.1 Le groupe G est dit strictement d-résoluble s’il est d-résoluble mais non

(d — 1)T-résoluble.

On suppose que le groupe de Galois différentiel G est connu. Pour le calcul du nombre
d(G) on a besoin d’informations sur les représentations des algébres de Lie simples. Le
tableau suivant [O-V, Reference chapter, § 2, tableau 1], donne la liste des algebres de Lie

simples et de la plus petite dimension d d’une représentation non triviale.

Algebres de Lie simples d
A, slp,n>1 n+1
B, s09p41, 1> 3 2n +1

Ch, 5Pop, 1 > 2 2n

D, so09,, n >4 2n
FEs ¢ 27
E; e 56
Eg eg 248
Fy §4 26
G, 92 7

Tableau 1 : Algebres de Lie simples et leurs représentations de dimension minimale.

Basé sur le théoréme 3.1.2 et le tableau 1, nous redémontrons le résultat suivant, d’abord
démontré par Fano [Fal, redémontré par Singer [Si-2, theorem 2] et ensuite généralisé par

Compoint [Co-2, theorem 1.2].
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Théoréme 3.2.1 Soit {y1,...,yn} un systéme fondamental de solutions de l’équation dif-
férentielle linéaire homogéne (E) d’ordre 3 < n < 6 a coefficients dans k. On suppose que
léquation (E) est strictement n-résoluble. Alors il n’existe aucune relation algébrique entre

les y; a coefficients dans k.

Preuve. Par la remarque 2.3.5 On peut supposer que G C SL,, donc g C sl,. Par
hypothese 'équation (E) est non (n—1)"-résoluble et g C sl,,, le corollaire 3.1.1 montre que
’algebre de Lie g est simple et son action sur I'espace des solutions de ’équation (£) induit
une représentation irréductible de dimension minimale. Par le tableau 1 et n < 6 on accepte
seulement les deux algebres de Lie : sl,,1 et sp,, car les représentations sont de dimension
minimale, c¢’est-a-dire, d = dim(V') < 6. Pour s05,,1 (n > 3), la dimension minimale est
d = dim(V) = 7 mais elle est supérieure & 6. Pour so0y, (n > 4), la dimension minimale
est d = dim(V) = 8 mais elle est supérieure & 6. Pour les algeébres de Lie exceptionnelles
es, €7, s, f4, o toutes ses représentations sont de dimension supérieure a 6. D’ou G = SL,
ou G = SP,,. En appliquant le corollaire 3.2.1, on trouve qu’il n’existe aucune relation

algébrique entre les y; & coefficient dans k. =

3.2.1 Relations algébriques possibles entre les solutions

Nous étudions maintenant les relations algébriques possibles entre les solutions fondamen-
tales {y1,...,y,} de I'équation (F) d’ordre > 3 dans le cas ou G = SL,, G = SP,, ou
G = S0O,,. Précisément, nous déterminons les générateurs d’'un idéal différentiel maximal
définissant I’anneau de Picard-Vessiot dans ces trois cas.

D’abord, quelques notations. Pour I’équation différentielle (E) d’ordre n de groupe de
Galois différentiel G, si {y1, ..., yn} est un systéme fondamental de solutions, alors I’anneau
de Picard-Vessiot pour cette équation a la forme :

R=klyr, Yo 0 oo 970, 100,

ot w est le wronskien du systéme {yi, ..., y,}. On sait aussi que R = Ry/I, ou
Ro=k[X1, ..., Xy, XV X070 1/ det(X5)]

et I est un idéal différentiel maximal de Rj.
On pose
y(O) = g = (yla "7yn)a X(O) = X = (Xla "-7Xn)
(i

gi(i) = (ygi), o n)), X0 = (Xfi), ...,Xr(f)), pour i =1,...n— 1.
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Description explicite de 1’idéal [

Dans le théoréeme suivant, nous donnons une description explicite de ’idéal I dans le cas ol
G est 'un des groupes SL,,, SPs,, ou SO,. On peut choisir une base {yi, ..., y,} de 'espace
des solutions de 'équation (E) telle que le groupe de Galois différentiel G soit identifié avec

I'un des groupes précédents comme suit, pour tout o € G :

U(y17 ) yn) = (yla 3 yn)C(O')
ou c¢(o) € SL,, SPs, ou SO,,.

Nous introduisons encore plus de notations. Soit w la forme bilinéaire antisymétrique
sur C*™ donnée par :

n

w((ar, .., azn), (b1, ..., b2y)) = Z(aibi—l-n — Qiynbi)

i=1
Le groupe symplectique S P, est par définition, le groupe des matrices 2m x 2m inversibles

A sur C tel que :

U.)((G,l, cery agm)A, (b17 ceny me)A) = w((al, ceey agm), (bla ceey me))
Si G = SPy,, alors pour tout o € SP,,, :

o(w(y?,y0)) = w(o(y®,y")) = w((yVe(0), yVc(0))) = w(y?,yP), 0<i<j<2m.

Donc w(y®, y¥)) est invariante par tout o € G, d’oit on a m(2m — 1) relations a coeffi-

cients dans k, c’est-a-dire :
w(g(i),g(j)) = fij, pour fi; € k,et 0 <i<j<2m.

De plus, pour 0 <, j < 2m, puisque w est antisymétrique, alors f;; = —f;; et det(f;;) #0
car w # 0.

Nous utiliserons également le produit scalaire standard (.,.) sur C". Le groupe SO, est
par définition, le groupe des matrices n x n inversibles sur C' de déterminant 1 préservant

la forme bilinéaire symétrique (.,.), c’est-a-dire :

(a1, ooy @) A, (b1, s b)) AY = (@1, ooy @), (b1, ooy b))

Si G = S0, alors pour tout o € SO,,:

o <g(i)’g(j)> = <0y(i)’ gy(j)> = <g(i)c(0)’g(j)c(g)> = <g(i)7g(j)>7 0<i,j<n .
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Donc (y@,y9) est invariant par tout o € G, par conséquent, nous avons au total

in(n + 1) relations & coefficients dans k, & savoir :
(y,y)) = g;;, pour g;; € k, 0 <4, <n.
Maintenant nous sommes préts a énoncer le théoréme avec toutes les notations ci-dessus.

Théoréme 3.2.2 Soit G le groupe de Galois différentiel de ’équation (E). Supposons que

Uanneau de Picard-Vessiot de cette équation est R = Ry/I.

1. 5t G = SL,, alors I est l’idéal principal engendré par l’élément W — f, pour f € k*.

2. Si G = SPy,, alors I est engendré par tous les éléments w(i(i),&(j)) — fij dans Ry,
pour 0 <1 < 7 < 2m.

3. 851 G = S0, alors I est engendré par tous les éléments <X(i),i(j)> — ¢ij dans Ry,
pour 0 < 1,7 <n et lélément W — f, pour f € k*.

Preuve. Si {y1,...,y} est un systéme fondamental de solutions de I’équation (F). On

note par W la matrice wronskienne de {yi, ..., y,} et par w le wronskien de {yi, ..., yn}.

1. SiG = SL,. Pour 0 € G on a o(w) = we(o). Puisque o € S, alors o(w) = w. Donc

w est invariant par G, ceci implique que w = f € k*. Dans ce cas
R = k:[yh s Yns Yis e y'ﬁln_l)]

Par [P-S, Ch 1, § 1.4, corollaire 1.30.], la dimension de Krull de 'anneau R est égale

a la dimension du groupe algébrique SL,, c’est-a-dire :
dim(R) = dim(SL,) = n* — 1,
il résulte I = (W — f).
2. Soit J I'idéal différentiel de Ry engendré par tous les éléments :
W XY, XV) — f;,0 <i<j<2m.
A partir des relations :

w(g(i),g(j)) — fi; =0, pour 0 <i < j < 2m,
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il est clair que J C I car [ est par définition I'idéal différentiel maximal contenant

toutes les relations entre les solutions yy, ..., Y.

Puisque Ry/I est anneau des fonctions régulieres de la variété algébrique connexe
non-singuliére S P, de dimension 2m? + m, alors il suffit de montrer que Ry/J est
Ianneau des fonctions régulieres d’une variété connexe non-singuliére de dimension
2m? + m et on conclu que J = I. Pour ceci, il suffit de montrer que la variété

correspondante & k ® (Ry/.J) est connexe non-singuliére de dimension 2m? + m.

Remarquons que :
R = K[X1, ..., Xom, X, o, XY 1/ det(X55)]

est 'anneau des fonctions réguliéres du groupe G Ly, (k). Nous utilisons & pour iden-

tifier une variété avec l’ensemble de ses points fermés.

Considérons le morphisme de variétés :

d : GLoy(k) — H(k)
(Vla-"ay2m)2m><2m L (W(Vial/j>)2m><2m

ou H(k) est la variété constituée des matrices inversibles antisymétriques d’ordre 2m

sur k et vy, ..., Vg, sont des vecteurs colonnes. Le morphisme de variétés @ est surjectif

de noyau Ker(®) = SPs,,(k), donc
G Lo (k) /S P (k) ~ H(k).

En particulier, la sous-variété de H (k) correspondante a k ® (Ry/.J) est isomorphe &

une classe & droite

BS Py (k) C GLow (%)

donc elle est connexe, non-singuliére de dimension 2m? 4+ m, car c’est I'image de

S Py, (k) par une translation.

. Puisque SO,, C SL,, on a w = f € k*. Remarquons que det(g;;)nx, = f* car :
det <g(i),g(j)> = det g;; = w? = f%
De méme que dans 2°, on définit J C I I'idéal de Ry engendré par tous les éléments :

<X(i),§(j)> —0i,0<14,7<n et D'étlément W — f, pour f € k*,
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il suffit de montrer que k®(Ry/.J) est une variété connexe, non-singuliére de dimension:

n? — %n(n +1) = %n(n — 1) = dim(S0,,).

On définit le morphisme ® par :

D GLym(k) — HE) xk

(V1>"-ayn)n><n L — (((Vi7yj>>n><n>det(yla'--ayn)nxn)a

o, H(k) est la variété constituée des matrices inversibles symétriques d’ordre n sur

k. Le morphisme ® induit un isomorphisme de variétés :
GL,(k)/Ker(®) — Im(®),
ou :
I=Tm® = {(Aij)nxn, A} € H(E) x k| det \jj = A?}
et
Ker(®) = {A € GL,(k) | ®(A) = (I,,1)} = SO, (k).
La sous-variété de H (k) x & correspondante a k®(Ry/.J), c’est-a-dire, @1 ((gij)nxn, f)

est une classe & droite
BSOn(E) - GLn(E),

donc elle est connexe non-singuliére de dimension %n(n —1).

Une conséquence immédiate du théoréme précédent donne les relations algébriques pos-

sibles entre les solutions de 1’équation différentielle (F) :
Corollaire 3.2.1 Soit G le groupe de Galois différentiel de l’équation (F) d’ordre n > 3.

1. Supposons que G = SL,. Soit {y1,...,yn} une base de lespace des solutions de

Iéquation. Alors il n'existe aucune relation dans l'anneau klyi, ..., Yn]-

2. Supposons que G = Spoy,. Soit {y1,...,y2m} une base de l'espace des solutions de

léquation. Alors il n'existe aucune relation dans l'anneau klyi, ..., Yom)-

3. Supposons que G = SO,. Soit {y1,...,y,} une base de l’espace des solutions de
Uéquation. Alors il existe une seule relation dans l'anneau k[y1,...,yn], cette rela-
tion a la forme y? + ... + y> = goo pour une base {yy,...,yn} et un élément goy € k

convenables.
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Preuve. L’idéal I est 'idéal des relations algébriques et différentielles entre les solutions

Y1, -, Yn de Péquation différentielle (F).

1. Pour G = SL,, puisque I = (W — f) et w— f = 0 est une relation différentielle, alors

il n’existe aucune relation dans k[yy, ..., y,].

2. Pour G = Spa,, l'idéal I est engendré par tous les éléments w(X @ xU )) — fij, pour
0 <i < j < 2m. Toutes les relations w(y®,y)) — f,; = 0 sont différentielles, alors il

n’existe aucune relation dans k[yy, ..., ¥,

3. Pour G = SO, l'idéal I est engendré par tous les éléments <X RD'e (j)> — gij, pour
0 <1i4,7 < netlélément W — f. Toutes les relations <g(i),g(j)> — gi; = 0, pour
0 < 4,7 < n sont des relations différentielles. La seule relations algébrique est

<g(0),g(0)> — goo = 0, C’est-a~dire, y§ + ... + y2 = goo.

3.2.2 Contre-exemples pour le théoréme 3.2.1 avec n > 7

Soit G le groupe de Galois différentiel de I’équation différentielle (E) et g son algebre de
Lie associée. Supposons que g est simple et que son action sur ’espace des solutions de
I'équation (F) induit une représentation de dimension minimale. Alors par le corollaire
3.1.1, I'équation (£) (d’ordre 3 < n < 6) est non résoluble en termes d’équations d’ordre
plus petit. Cependant, contrairement au théoréme 3.2.1, pour n > 7 il est encore possible
que les n solutions indépendantes de I’équation (F£) satisfont & une relation homogeéne non
triviale sur C'. Nous présentons ici tous les contre-exemples pour n > 7 pour les quels
le théoréme 3.2.1 est faux, ils sont dérivés du théoréme 3.2.3 et ils sont énumérés dans la

remarque 3.2.1.

Théoréme 3.2.3 Soit g une algébre de Lie simple sur C' et U sa représentation de di-
mension minimale n. Supposons qu’il existe une forme symétrique, g-invariante non nulle
F € Sym™U. Alors, il existe une équation différentielle linéaire L'(y) = 0 sur k = C(z)
d’espace des solutions V' et de groupe de Galois différentiel G telle que la représentation
de l’algébre de Lie associée a G sur V est isomorphe a la représentation de g sur U.
L’équation L'(y) = 0 est strictement n-résoluble et pour une certaine base z1, ...,z, de'V on
a F(z,...,2,) = 0.
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Preuve. Nous prolongeons la méthode de Singer [Si-2, theoreme 3] et celle de Fano
[Fa] pour produire I’équation différentielle linéaire requise L'(y) = 0. Nous choisissons G
simplement connexe et tel que son algebre de Lie associée est égal & g. Par la remarque 1.2.2,
on sait qu’il existe une représentation unique de G sur U corresponde & la représentation de
g sur U. Puisque C est algébriquement clos et de caractéristique zéro et G est simplement
connexe, alors par [Mi-Si, § 1, theoreme 1.1], il existe une équation différentielle linéaire
L(y) = 0 d’ordre n sur k = C(z) d’espace des solutions U et de groupe de Galois différentiel
G agit sur U par la maniére prescrite. Si {Xj, ..., X,,} est une base de U et (uy,...,u,) € U"

alors :
n

U; = E Cl'ij, pour 1= 1, T

j=1

il est clair que :
F(Ul, ...,ur) = F(ZCUXJ’ ceny ZCTJX]) = F(Xl, ...,Xn),
j=1 j=1

pour c € C, on a:
F(eXy,...,cX,) = F(euy, ..., cu,)
= "F(uy, ..., u,)
=JF(Xy, ..., X,),
c’est-a-dire, F' est un polynéme homogeéne de degré r & n variables X, ..., X,,.

Pour o € G on écrit :
UXi = ZCZ](O')X] pour 1= ]_7 .
et on a :

oF(Xy,...X,) = F(oXy,..,0X,)
= FQci(0)Xj, .. 2 cin(0) X))
= F(Xy,...,X,).
Par hypothése, o agit avec la méme formule sur une base {yi,...,y,} de Pespace des
solutions de U, donc F(yi, ..., y,) est invariante sous I'action de G, d’ou F(y1,...,yn) € k.
On définit :
2 = agy; + aoyy + ... + ary)”
pour i = 1,...,n, (on suppose que r < n) avec ao, ..., a, € k vus comme variables.

L’expression :
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est une forme homogene de degré r de variables ay, ..., a, & coefficients dans I’extension de
Picard-Vessiot pour ’équation Z(y) =0.
Pour 0 € G, on a:

oF(z1,...,2n) = F(oz1,...,02,),
I’action de G sur zy, ..., 2, est la méme que sur yq, ..., y,. d’ol :
oF(z1,..y2n) = F(21, ..., 2n)
pour tout o € GG et pour tous les choix possibles des ayg, ..., a,. Donc on obtient
G(ag, ...,a) € klag, ..., a,]

une forme homogene de degré r en r + 1 variables ay, ..., a,. Puisque k est un C-corps, alors
il existe une solution non triviale (ag, ...,a,) € k", c’est-a-dire, G(ay, ...,a,) = 0. Nous
fixons ay, ..., a, comme ci-dessus. Soit I’équation différentielle linéaire L'(y) = 0 d’ordre n
et d’espace des solutions V' = Cz; + ... + Cz,. Tous les coefficients de cette équation sont, &
priori, dans une extension de Picard-Vessiot associée. A partir de la forme des z; on voit que
V' est invariant sous l'action de G, d’ou les coefficients de L'(y) = 0 sont dans k. L’action
de G sur V est identique a l'action de G sur U, donc I’équation différentielle L'(y) = 0 a le

groupe de Galois différentiel et I'espace des solutions requises, de plus F(z1,...,2,) = 0. ®

Remarque 3.2.1 (liste des contre-ezemples pour le théoréme 3.2.1 avec n > 7)
Soit V' lespace des solutions de l’équation (E) et {yi, ..., yn} une C-base de V. S’il existe
un polynome homogéne non nul P sur C' tel que P(y,...,y,) = 0, alors G laisse invariant

un sous-ensemble algébrique propre de P(V).

Pour G = SL, 1 ou G = SP, 1, les représentations de dimension minimale, sont la
représentation naturelle W et son dual W*(si n > 2). Le groupe G agit transitivement sur
P(W) (et sur P(W*)) [Ja, Chap 6, § 7, lemme 5 et §9 lemme 3|, par conséquent, il n’existe
aucune sous-variété invariante. D’ot un tel polynéme homogeéne P n’existe pas.

Pour une algebre de Lie simple g # sl,1 et sp,,,, on a utilisé les classiques sur les
algeébres de Lie par N. Bourbaki, N. Jacobson et the online LiE package de A. M. Cohen
sur http://www.math.univ-poitiers.fr/~maalv/LiE/ pour montrer qu'il existe toujours une
forme symétrique, g-invariante et non nulle F' € Sym"U. Le degré minimal de telle forme
Fest :

2 pour g = 50, (n >7), ga, fa, ¢s;

3 pour g = ¢,

4 pour g = er.
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