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Liste des principales notations

Q : Ouvert de R2.

0f) : Frontiere de €.

D (22) : Ensemble des fonctions indéfiniment dérivable sur €2 a support compact dans €.
2' (Q) : Lespace des distributions sur €2 .

0; = 0/0x; : Dérivée partielle par rapport & z .

V = (01,09, ...,0,) : Gradient parapport a x.

¢! (ﬁ) : Pespace des fonctions une fois contintiment différentiables dans €.

W5 (§2) : Espace de Sobolev construit sur L (€2) et s réel .

H?® () =W5(Q).

H? (T") : Espace de Sobolev construit sur L? (I'), s réel .

[ : Variété de dimention (n — 1)plongée dans R™.

ds : Mesure superficielle sur I'.

L? (Q) : Ensemble des fonctions de puissances pi™¢ intégrable sur I
v : Normale unitaire & I" dirigée vers 'exterieur de {2

0./0v : Dérivée normale .

Vr : Gradient tangentiel & I' .



Introduction générale

Dans ce mémoire on s’interesse dans une premieére partie a I’étude de la controélabilité exacte
des solutions de ’équation des ondes dans un ouvert a frontiére polygonale. Ce travail a été
réalisé par P.Grisvard dans [4]. Dans une deuxiéme partie on donne une application a un
probléme inverse de détermination du terme source associe a I’équation des ondes dans ce
type de domaine. Ce résultat a été établit par M.Yamamoto dans [5].

Soit €2 un domaine & frontiére polygonale I' et soit v la normale unitaire sortante.
Pour 7" > 0, on note Q7 = Q2 x |0,T[ et X7 = I' x |0,T[; pour des données de Cauchy
(0, ¢1) (fonctions définie sur €2) et une donnée de Dirichlet v (fonction définie sur ¥r) on

considére u la solution de

¢ —Ap=0 dans Qr,
©(0) =@y, ¢ (0) =, dans Q (1)

p=v sur .

Le probléme de controélabilité exacte consiste a chercher un temps T° tel que pour toutes

données de Cauchy il existe (au moins) une donnée de Dirichlet telle que

p(T) =0 (T) = 0.

Il s’agit donc d’amener au repos un systéme qui était unitialement en vibration, en agissant
sur sa frontiére.

Dans ce travail on considerera également le cas des conditions de types mélé Dirichlet
-Neumann. Lorsque € est regulier, d’un seul coté de I" J. L.Lions [17] a décrit une méthode
pour résoudre ce type de probléme, appelée méthode d’unicité hilbertienne (HUM ). Cette
méthode est mise en ceuvre dans les travaux de Triggiani[15] et Lasiecka-Triggiani[12]. Ces
hypothéses excluent les domaines polygonaux et en particuliére les domaines fissurés. De
plus les conditions au bord de type mélé font apparaitre des comportements singuliérs des

solutions.



Introduction générale

Le but de cette premiére partie du travail est la mise en ceuvre de cette méthode dans
les géométries évoques ci dessus. La mise en ceuvre de la méthode de HUM repose sur
la possibilité de majorer 1’énergie de la solution ¢ avec condition de Dirichlet homogene
(v = 0) a l'aide d’une norme portant sur la dérivée normale d¢/Jdv de ¢ sur Xr pour T

assez grand. Plus précisement on note

E(t)

/2 {IIVel zaye + 10l 20y | )

I’énergie au temps ¢ qui est constante et égale a ’énergie au temps 0, c’est-a-dire

E(0) = {IV¢0ll 2z + Ieall oy} (3)
Le résultat fondamental est I'existence d’'un temps Ty tel que
(T —Ty) E(0) < / 10 /Ow|? dodt. @
b

Cette inégalité est basée sur la vérification de I'identité suivante pour un choix convenable

de multiplicateur m(z) = z — xy o le point xy est convenablement choisi :

2
Jo ApmVipdzdt = = / DymyDypDyodx

ki>19, (5)
—|—1/2/ divm. |Ve|* dz + 1/2/m.y |0 /dv|* do.

Q r
Cette identité suppose, pour avoire un sens, que la solution ¢ de (1.1) a une régularité
suffisante pour assurer la convergence des diverses intégrales qui composent pour la mesure
do. Ceci ne pose pas de probléme lorsque I' est régulier.

De maniére générale Op/dv doit étre de carré intégrable sur I' pour la mesure do & défaut
pourr la mesure |m.v| do. Dans le cas d’'un domaine polygonal quelconque qui est d’un seul
coté de la frontiére, la régularité est suffisante [4]; ceci exlut les fissures. Dans le cas d’une
fissure on aurra m.v|dp/0v|* intégrable lorsque m est tangent au fonnd de la fissure de
sorte que m.v tend vers zéro prés du fond de la fissure. Dans le cas de conditions mélées, il
faut supposer que la condition change de type en un coin convexe pour que dyp/dv soit de
carré intégrable. Ceci exlut le cas régulier. Cependant m.v |0p/ 81/\2 est encore intégrable
si on suppose m tangent a I'au point ou la condition change de type si on suppose 2 est
regulier. On est donc amené & imposer des restrictions aux choix du point zy dans le cas des
conditions mélées ou par exemple, dans le cas des fissures, zy doit étre aligné avec toutes

les fissures, ce qui est restrictif en pratique.



Introduction générale

Dans ce contexte, on expose ce travail en deux parties dont le contenu peut se résumer
comme suit:

Le premier chapitre est entiérement consacré a I'exposé des définitions et résultats néces-
saires a la suite de ce travail. Nous rappelons tout d’abord quelques définitions des espaces
fonctionnels; puis des résultats de base sur les espaces de Sobolev des puissances fraction-
naires et on donne les théorémes de trace et formules de Green dans un polygone.

Dans le deuxiéme chapitre, on établira les résultats généraux de régularité dans des
espaces de Sobolev fractionnaires pour des problémes aux limites associés a 1’équation de
Laplace dans un polygone. Ces résultats gouvernent la régularité (ou le comportement
singulier) des solutions de I’équation des ondes. On donne alors la résolution faible de ces
problémes aux limites pour I’équation des ondes. Plus particuliérement on distinguere les
cas suivants:

Condition de Dirichlet, condition de mélées dans un polygone si la condition au bord
change de type qu’en des coins convexes ou bien lorsque l'ouvert est régulier, puis on re-
gardera le cas d’'un domaine plan fissuré.

Dans le chapitre trois, on donnera la mise en ceuvre de la méthode de HU M et donc la
controlabilité exacte pour les differents cas.

Finalement dans le quatriéme chapitre, on s’intéresse & un probleme inverse de déter-
mination du terme source associé a I’équation des ondes avec condition de Dirichlet. On
suppose que le terme source F' (z,t) = o (t) f (x) ot o est une fonction donnée. En utilisant
les résultats de controlabilité exacte obtenu dans les chapitres précedent (cas d’un polygone
non convexe) et les propriétés de 'opérateur de Voltera, on montre un résultat de stabilité
qui donne l'estimation de [ f|| . par la norme de la dérivée normale [|0u/OV| g1 7.12(ry) 00
u est la solution de ’équation des ondes, puis on donnera un schéma de reconstruction du

terme source f.



Chapitre 1

Définitions et propriétés des espaces
de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été définis, au cours du temps, de différentes maniéres. Lorsque
Pouvert €2 est a frontiére réguliére, les définitions correspondantes sont équivalentes, tandis
que, dans le cas d’'un domaine polygonal, elles peuvent conduire & des espaces différents.
C’est pourquoi nous allons préciser la définition utilisée ici. Pour le moment, considérons

un ouvert €2 quelconque, sous-ensemble de R, et notons I' sa frontiére.

1.1 Rappels de quelques résultats fondamentaux
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1.1. Rappels de quelques résultats fondamentaux

On notera z = (r1; x9; ...; x,)T les éléments de R™, (n € N;n > 1),

|z| = /22 + 23 + ... + 22 est la norme euclidienne de = et B(z; R) est la boule ouverte
de centre x et de rayon R. Nous désignerons par R} le demi-espace de R". Plus préecisément

notant =’ = (1;x9;...;n_1)" les éléments de R" ' et = (2/,x,)" , on pose :
R = {(x',xn)T cR"'xR:z, > 0}

Un vecteur a = (aq; avg; ...; ay) € N™ est appelé un multi-indice et |a| = a3 +as+...+a,
est la longueur du multi-indice. Pour toute fonction F': R™ — R réguliére, on note :

9l F ()

@1 a2 apn *
Oxy' 0x5°...0zy

D°F (x) =

Sia = (0;0;...;0)T € N*, on adopte la convention D*F (z) = F (z). De méme, on notera

pour tout = = (z1; @95 ...; )7

«
n*

o _ o .«
% =al.ay..w

Définition 1.1. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et

qui est complet pour la norme associée.

Définition 1.2. Soit H un espace de Hilbert. On dit qu’une forme bilinéaire a (u,v) :

Hx H — R est coercive sil existe une constante a > 0 telle que a (v,v) > a [v]> Vv € H.

Théoréme 1.1. “Représentation de Riesz”. Soit | une forme linéaire continue sur E. 1l

existe un unique élément u € E tel que
Vue E, l(u) = (u,x).

Autrement dit, tout forme linéaire se représente par le produit scalaire avec un élément

de E. On dit qu’un espace de Hilbert est isomorphe & son dual.

Théoréme 1.2. Soit H un espace de Hilbert, a(u,v) une forme bilinéaire, continue et

coercive. Alors pour tout ¢ € H' il existe u € H unique tel que
a(u,v) = (p,v) Yve H.

Théoréme 1.3. Soient (E;||E|) et (F;||F|) deux espaces de Banach et E un sous-espace

de E dense dans E. SoitT : E — F une application linéaire continue de norme

T
7] = sup 14l
wet Iullz
uF#0

alors, T se prolonge de facon unique en une application linéaire continue de FE dans F.

5



1.1. Rappels de quelques résultats fondamentaux

Soient F, F' deux espaces de Banach.

Définition 1.3. Un opérateur linéaire A de E dans F' est une application linéaire définie

sur un sous espace de E.
On note D4 le domaine de A (SiD4 = E 1'opérateur A est linéaire et continue) .
Définition 1.4. 1. Un opérateur A est dite borné s’il existe o > 0
|Au|| < allullz, Yue Ds et Dy dense dans E.
Soit G (A) le graphe de A. A est dite fermé si
G (A) est fermé dans E x F.

Remarque 1.1. Pour montrer qu’un opérateur A est fermé , on montre que si ¥V (Un)nzo’
telles que st
; U, converge vers u
e
Au,, converge vers v
alors

uwe€ Dy et v=Au

Définition 1.5. Soient Q un ouvert de R™, ¢ : Q@ C RY — R une fonction de classe C*.

Vo) = (52 0) e <a:>)T,

0xy T 0xy,

est le gradient de . Si ¢ est de classe C?, on définit le Laplacien de ¢ par :

A (@) = div (Vo () = 22 (1) + o+ 22 ()

- 821’1 821‘”
Définition 1.6. On notera v(x) le vecteur unitaire normal sortant (c’est a dire dirigé vers

Uextérieur de Q) au point x € I' . Si u est une fonction assez réguliére définie sur ), on

note

ou
a(x):Vu(m)V(:c) ,vel

la dérivée normale de w sur I' ou I' = 02 est la frontiére de Q.

Soit H un espace de Hilbert et soit E, F' deux espaces de Banach.



1.2. Espace de Sobolev

Définition 1.7. Un opérateur A continue de E dans E est autoadjoint st A* = A, c-a-d
V(r,y) € Ex E, (Az,y) = (v, Ay).

Définition 1.8. Un opérateur linéaire A : E — F est dit compact si A(Bg) est relative-

ment compact dans ' ot Bg désigne la boule unité dans E.
Théoréme 1.4. On appelle base Hilbertienne une suite (ey,)n>1d "élément de H tels que

L |lenllg = 1,Vn,m , (en,€m) = 0,n # m.

2. L’espace véctoriel engendré par les (e,),>0 est dense dans H.

1.2 Espace de Sobolev
Nous désignons par D(2) I'espace des fonctions C*°a support compact contenu dans €.

Définition 1.9. Le support d’une fonction ¢ : Q) — R est l’adhérence de [’ensemble

{r €, p(z)#0}.

Définition 1.10. Une suite (¢;) nde D (Q) est convergente vers 0 dans D (§2) si et seule-

je
ment st

1. Tl existe un compact K de {2 tel que pour tout j € N, suppp; C K

2. Pour tout a € N", la suite (D"‘goj) converge vers zéro uniformément sur K.

jeN

Notation 1.1. On notere D' () l’espace des distributions & support compact. D'(S2) est le
dual topologique de ’espace C§° ().

Lemme 1.5. “Partition de l'unité” Soit K un compact de RY et Uy; Us; ...; U, des ouverts
tels que K C U™, U; , Alors il existe ag € C™ (RN) et m fonctions aq, s, ..., a,, dans
D (RY) telles que:

1. 0<a;<1,Vi=0,1,...,Net > " a;=1sur RV
2. suppag CRY\ Ketsuppo; CU; ,i=1,...,m.
Dans le cas particulier ot m = 1 nous obtenons :

7



1.2. Espace de Sobolev

Lemme 1.6. “Localisation” Soit 2 un ouvert de R™ et K un compact inclus dans ). Alors

il existe une fonction (; € D () telle que

1. 0 < (i <1 pour tout z € Q,

2. (x (x) =1 pour tout = € K.

Remarque 1.2. La codimension de Im(A) est égale a la dim(F/Im(A)).

Définition 1.11. Une application linéaire T de D (Q2)dans C est appellée distribution si
pour toute suite (goj)jeN d’élément de D () qui converge vers zéro dans D (), la suite

T (cpj) converge vers zéro dans C.
Définition 1.12. Un opérateur est de rang fini si la dimension de son image est finie.
Théoréme 1.7. Soit A un opérateur linéaire continue de rang fini, alors A est compact.

Définition 1.13. Un opérateur linéaire continu A : E — F est dit de Fredholm s’il

vérifie:
1. ker(A) est de dimension finie dans E,

2. Im(A) est fermée et de codimension finie dans F' (dim(F)1m(a)) < +00).

Définition 1.14. On disigne par L (2) Uespace des fonctions f, mesurablestels que || f|| 1, (q) <

400 , 0ou

1/p
rvmmnz([umwwa coo; 1<p<oo

£l oo (@) = supess | f (x)| dz; p =00,

zeQ

(1.2.1)

LP (€2) est un espace de Banach .
L? () est un espace de Hilbert, le produit scalaire correspondant a la norme de (1.1.1)

étant donné par

mwQ=Lf@M@Mw (12:2)

Proposition 1.8. L?(Q) C 2'(Q) avec injection continue (La convergence dans L* ()

implique la convergence dans 7' (Q) ).



1.2. Espace de Sobolev

On introduit les espaces suivants(!) :

On appelle espace de Sobolev d’ordre m sur L? (€2) que 'on note W™? () I'espace défini

par
Wme (Q) = {u, ue L7 (Q), D°u e LP(Q), |a| < m}. (1.2.3)

Muni de la norme

1/p
||u||Wm7P(Q) = ( > ||Dau||ip(g)> ;1 <p<oo,

0<]al<m (1.2.4)
HUHW’"’OO(Q) 0<n‘f15|1§ (2 U||Loo Q)5
Wm™P (§2) est un espace de Banach.
Remarque 1.3. On pose
W™2(Q) = H™(Q) (1.2.5)
H™ (Q) muni du produit scalaire
(uav)Hm(Q) - Z (D%u, D%)B(Q)- (1.2.6)

la<m

H™ (£2) est un espace de Hilbert.
Définition 1.15. On note H*(Q2) l’espace des distributions u définies dans ) telles que

1. D € L?(Q) pour |a| < m lorsque s = m est un entier positif.

aOé a
//‘ n+20_( )’ dxdy < +00

pour |a| = m lorsque s = m + o est non entier et positif avec m entier et 0 < o < 1.

2. ue H™ () et

On munit H*(2) de la norme (naturelle)

1/2
[wll,po = Z/ | D% (z)]? da dans le cas 1 et
laj<m
1
Jull, o = |U||mg+ Z // |aa nj%(y”?dxdy dans le cas 2.

|a|=m

(D Toutes les fonctions considérées sont a valeurs réelles.

9



1.2. Espace de Sobolev

Définition 1.16. On dit qu’un ouvert §2 est Lipschitzien s’il est borné et si [’on peut recou-
vrir sa frontiére OS2 par un nombre fini d’hypercubes ouverts C; chacun associé a un systéme

de coordonnées cartésiennes orthonormées, 1’ = (y{,yg, ,yﬁb) de telle sorte que
Cj = {y eR" ; ‘yf} < aj , pouri = 1,...,n.}
et qu’il existe une fonction ¢; :R" — R Lipschitzienne telle que 'on ait
QNeC; = {y €Cy; yh < ¢ ((yj),>}
avec la notation R"! 5 (y7) = (v, sV i) -
Définition 1.17. On note H(S2) 'adhérence de D(Q2) dans H*().
Définition 1.18. Le dual de Hj () est H* ().
Définition 1.19. Pour s < 0, H*(2) est le dual de H;, *(Q2).

Afin de pouvoir donner un sens aux traces d’une fonction prés d’un sommet, nous intro-

duisons encore les espaces suivants :

Définition 1.20. On noteH*(Q) le sous-espace de H*() des fonctions u dont le prolonge-

ment u par zéro hors de Q appartient & H*(R") .

Remarque 1.4. [1]Si le domaine Q est Lipschitzien, la définition 1.21 est équivalente a

@) ={ue By @ /2t e 2@, ol =m).

ot p (z) désigne la distance de x a la frontiére T’ de 2, et s = m + o pour un entier m et

o € [0,1]. Par conséquent, on peut définir une norme sur ﬁIS(Q) par

ull- o = | lJull?g + Z /de ...... (K)
- ’ o p(z)

|laf=m

Remarque 1.5. Lorsque 2 = R"on peut définir H™ (R™) par la transformation de Fourier.

Définition 1.21. Soit v est une fonction continue a support compact, on peut définir H™ (R™)

par

10



1.2. Espace de Sobolev

m/2 .

H™ (R") = {v Jves R, (1+]¢)™ 0 e 12 (Rg)} (cf.[11))

ou

S (R") = {fe%oo,szeN,cheN” : |aff|1DYf ()] 0 }

et

FW)(&)=0(&) = /n exp (—2imz - §)v(x)de, ou = (&,,...,§,) et z-&= szﬁz

tel que .’ (R™) désigne l'espace dual de .77 (R™) .

1.2.1 Reésultats de densité

Théoréme 1.9. C5° (Q) est dense dans L* () .

Théoréme 1.10. Soit Q un ouvert de R™a frontiére Lipschitziene. Alors D (Q) est dense
dans H* () quel que soit s > 0.

Théoréme 1.11. Soit Q un ouvert de R"a frontiére Lipschitziene. Alors D () est dense

dans H*(Q) quel que soit s > 0.

Théoréme 1.12. Soit Q un ouvert de R"a frontiére Lipschitziene. Alors D () est dense
dans H* () quel que soit s € [0, 3], autrement dit H* (Q) = Hj ()

12

1.2.2 Propriété du proplongement

Le théoréme de proplongement est une propriété fondamentale des espaces de Sobolev qui
permet de prolonger une fonction de H* (Q2) dans H*® (R") et généraliser certains résultats

valables sur R™ & des ouverts & frontiére Lipschitzien.

Théoréme 1.13. Soit 2 un ouvert borné de R"a frontiére Lipschitziene. Alors, quel que

soit s > 0, il existe un opérateur linéaire et continu Py de H® () dans H® (R™) tel que
P =u Yu e H* (Q)

ot Pyujq est la restriction sur € au sens de distribution.

11



1.2. Espace de Sobolev

Preuve. Cf.[14]. m

Théoréme 1.14. Soit Q un ouvert borné de R™a frontiére Lipschitziene. Alors, l'injection

de H® (Q) dans H' () est compacte pour s > t.

Théoréme 1.15. Soit Q un ouvert borné de R™a frontiére Lipschitziene. Alors,

n

H*(Q) C C* (Q) sik<s—2.
Proposition 1.16. Soit 2 un ouvert borné de R™a frontiére Lipschitzien. Alors,

H*(Q) = H (Q) sis—1/2>0 nlest pas un entier

- (1.2.7)
Q) =H*(Q) =H;(Q) si0<s<1/2

Remarque 1.6. La situation se complique lorsque s — 1/2 est un entier: dans ce cas-la,
H*(Q) est un espace strictement inclus mais non fermé dans Hg (Q) (D (Q) étant o la fois
dense dans H*(Q) et H§ (). Par ailleurs, on avait dit que pour s > 0, H *(Q)) est le
dual de H5(Y). Bvidemment d’aprés (1.2.7), ¢’est aussi le dual de H*() sis—1/2 > 0 n’est
pas un un entier. Par contre, on aura besoin d’introduire une autre notation justement pour
le dual de H*(Q)( pour la norme (K)) dans le cas ot s — 1/2 € N. On note alors H*(Q)

cet espace qui contient l’espace H* (£2).

Fonction ayant une singularité isolée

Nous donnons ici un critére qui permet de vérifier si oui ou non une fonction appartient a

un espace de Sobolev donné.

Proposition 1.17. Soit Q un polygone du plan. Supposons que 0 est un sommet de T'.

Soit v un voisinage de 0 tel que

vNQ={(z,y) =r(cosb,sinf)/ 0<r <R, a<60<b}

pour un réel positif R et b — a < 2m.Soit enfin u une fonction réguliére dans Q '\ {0} qui

coincide avec ¢ () dans v N Q, ¢ appartenant o H* (Ja,b[). Alors,quel que soit s < s

ue H°(Q) sia>s—1

ud¢d H*(Q) sia<s—1 sia non entier .

12



1.2. Espace de Sobolev

G, M,
Figl.1

1.2.3 La géométrie polygonale

Nous appelons “polygone plan” un domaine 2 C R? A frontiére Lipschitzienne et polygonale.
La frontiere I' est constituée des segmentsI';, 7 = 1, ..., N ot les I'; sont deux a deux disjoints.
On note M; le sommet commun aux arétes I'; et I';; qui forment 'angle w; vers I'intérieur
de 2. Enfin, n; désigne la normale orientée vers I'extérieur de €2 et 7; la tangente dans le

sens direct (voir Fig. 1.1).

1.2.4 Coordonnées locales

On regarde dans la suite le comportement d’une fonction localement au voisinage d’un
sommet M; : Soit M un point quelconque du plan, on note r; la distance de M a M; et 0;
I'angle entre I';, et M;M (voir Fig. 1.2 ot S = M ). Par conséquent, I'; est supporté par
le demi-axe 0; = w; et I';41 se trouve sur le demi-axe 6; = 0. Les coordonnées cartésiennes

locales sont alors définies par
xj =rjcosh; et y; =r;sind;,

et I'j11 est un segment de la droite de I’équation y; = 0,

13



1.2. Espace de Sobolev

Figl.2. Les coordonnées locales.

1.2.5 Un résultat de densité pour les fonctions s’annulant aux
singularités

Nous énongons un résultat de densité pour les fonctions de H' () qui s’annulant au voisinage
des singularités géométriques. Ce résultat a été montrer dans [3] (lemme 2.1.2, page 39)

pour un polygone du plan.

Lemme 1.18. Soit Q un polygone du plan. Le sous-espace de H' (S2), constitué des fonc-

tions qui s’annulent au voisinage des coins, est dans H' ().

On déduit facilement le résultat suivant pour les espaces de traces correspondants. On
désigne par HleD (I';) lespace des fonctions définies sur I' dont la restriction a chaque I’
appartient & D (I';), I'; étant une aréte du bord .

Dans un premier, on caractérise les traces sur I' des fonctions de H'! (€2). On introduit

Pespace Hz (T) :

Définition 1.22. On note H: (T') Uespace des fonctions g€ L* (T') telle que

// l9 (T> :g (y)|2ds (x)ds (y) < +oc.

2
Y|
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1.2. Espace de Sobolev

Théoréme 1.19. L’application “trace” u —— wur qui est bien définie sur C>(Q) se pro-
longe par densité en un opérateur linéaire continu surjectif, v, de H* (Q) sur H 2 (") dont

le noyau est l’éspace Hy (S2).

Remarque 1.7. Comme chaque I'; est un ouvert de R, la restriction g; =g,r; d’un élément
de Hz (T') appartient o H? (T;) . Au voisinage des sommets, les élément de Hz (T) satisfont

certaines conditions de raccord qui sont précisées dans la proposition suivante.

Corollaire 1.1. Lespace II)_, D (T';) est dense dans Hz (T)on

Hé(F):{uEHS(Q) /lj)zueLz(Q), ]a]:m}

Preuve. Etant donné un élément g de H > (I"), il existe un relevement continu u ap-
partenant & H' (Q) tel que yu = g sur I'. Le lemme 1.16 implique que I'on peut trouver
une suite {u,}, .y C D (ﬁ) s’annulant au voisinage des coins et telle que u,, — wu dans

H' () .par continuité de 'application 7, il vient que
Vi —> yu dans H? (T,

ou, par construction, la suite {g, = Yt} appartient a I, D (T';). m

1.2.6 Théoréme de traces sur un domaine polygonal

Proposition 1.20. La fonction g appartient a H: (I)si et seulement si g; € H: (T';) pour

tout j et si en plus (pour e assez petit)
¢ ) dO‘ .
05 (23 (=0)) = g1 (2 (+0)P 2 < oo VL < j< N (125)
0

Ici, la notation x; (+0) (resp.z; (—o)) désigne le point de I'j ;1 (resp.I';) & distance o du

sommet M (voir Fig.1.3).

Remarque 1.8. La condition(1.2.8) exprime le fait que les fonctions g; et gj41 se raccor-

dent en M; en un sens faible, et on écrit pour alléger les notations
g; = gj+1 €en Mj.
Enfin, on introduit y; , l'opérateur linaire continu surjectivf de H L(Q) sur H > (T';) par

15



1.2. Espace de Sobolev

G

i1

Figurel.3: Distance sur I'.

Traces des élément de H? ()

Dans la suite, nous aurons besoin de donner un sens de trace d’une fonctions appartenant
a H? () et nous renvoyons & [3] pour un entier m quelconque. On considére premiérement

la trace d’une fonction de H? () sur une seule aréte T';.
Proposition 1.21. Soit 2 un domaine polygone du plan. Alors, que que soit j, lapplication

u— {v5u;7; (On;u) }

qui est définie pour u € C'° (ﬁ) se prolonge de facon continue en une application linéaire
surjective
de H*(Q) surH®? (T;) x HY?(T;).

Remarque 1.9. Si Q est un domaine régulier, on peut identifier H*? (T') & l’espace des
traces sur I des élément de H? (Q). Par contre, dans le cas d’un polygone, on se tombe a
la difficulté que l’on ne sait définirH® (I') que si s < 1 ( la définition de H® (T') pour s > 1
nécessitant une surface I plus réguliere ). L’espace des traces de H* (Q) n’est donc pas un
espace de Sobolev usuel, d’ou lidée de travailler aréte par aréte en précisant les conditions
de raccord auzx sommets et tenant compte du changement de repére (n,T) sur les différences

arétes I';.
Proposition 1.22. L’%image de H? () par I'application

N
ur— {g;, hj}j:l
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1.2. Espace de Sobolev

ou l'on a posé g; = vyu et hy =, (jﬁnju) , est le sous-espace de

défini par les conditions de raccord

9; (M;) = gj2 (M;) V1<j <N,
Or,u = — cos (wj) Or, y1u + sin (wj) hjp1, en M; V1< j <N,
On;u = —cos (w;) hjy1 —sin (w;) Or,41u, en M; V1 <j < N.
Preuve. Ce résultat est en fait un cas particulier du theoréme des traces de H™ (2)

pour m entier dont on trouve la démonstration dans [3] . m

1.2.7 Une formule de Green sur un polygone

Rappellons d’abord formules de Green qui, dans le cas d’un polygone, s’énoncent de la fagon

suivante:

(u, Av)g + (Vu, Vo), = Z (1,75 (a"jv))r]- Vue H'(Q) et ve H* (), (1.2.9)

J

(u, Av)g — (v, Au)g = Z [('yju,’yj (8njv))rj - (v,0,7; (&lju))rjl (1.2.10)

j
Yu,v € H*(Q), ot (,,.)q et (.,.)p, désignent le produit scalaire dans L (2) et L* ().
Pour la formule (1.1.10), la trace des fonctions u exprime que le domaine de 'opérateur

de Laplace est maximale dans L? () (cf.[3],[11]). Posons
D (A L*(Q) ={ve L*(Q)/ Aue L*(Q)}

muni de la norme

) ) 1/2
v (Iola@ + 180la) -
Théoréme 1.23. Soit Q un domaine polygone du plan. Alors, l'application
u— {707 (On;u) }

se prolonge de fagon unique et continue en un opérateur de D (A, L? (Q)) dans H-1/2 (T';) x
H32(T;).

Preuve. Ce résultat est démontrer dans [3] on adoptant la méthode de [11] et la densité
de D (Q) (et par conséquent H? (Q) ) dans D (A, L*(Q2)). m
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1.2. Espace de Sobolev

Proposition 1.24. Soit v € D (A, L*(Q)). Alors on a

/u.Avdm — /U.Audx = Z {<’yj (&Ljv) ’7ju>ﬁf3/2(rj)xﬁ3/2(rj)

Q Q J
- <’Yjva Y (8nju) >ﬁ71/2(rj)xf11/2(rj)} dodt

(1.2.11)

quel que soit u € H*(Q) telle que yu € H3/? (T;) et v, (On,u) € HY/? (T';) pour1 < j < N.
Preuve. Cf[3]. m
Proposition 1.25. Soit v € H' (Q) tel que Av € L? (). Alors, lapplication
U7 (a”jv)

qui est bien définie pour les fonctions dans H? (2) admet un prolongement unique et continu
en une application de Uespace {v € H* () / Av € L2(Q)} dans H /2 (I';) .De plus, on a

/u.Avdx = —/VU.Vudx + Z (75 (On,v) s vu) (1.2.12)
Q J

2 ﬁ*1/2(rj)xﬁ1/2<rj)
Preuve. Cf[3]. m

Remarque 1.10. Cette extension de la formule de Green permet de caractériser l’espace

des singularités dans la décomposition de L* (Q).

1.2.8 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Soit V' un espace de Banach. On note par C ([0,7];V’) 'espace des fonctions continues

u:[0,T] — V muni de la norme

[ll poe 0.1y = Maz [l (@)l (1.2.13)

C ([0,T];V) est un espace de Banach.
Soit T > 0.0On définie L (0,7; X) 'espace des fonctions ¢ — f(¢) mesurables de

[0,7] — X (pour la mesure dt) de norme

1/p

T
T / F@ORd]  <oo, (1.2.14)
0
1 Ol sy = supess. [If (1) sip = oo. (1.2.15)
t€[0,T]
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1.2. Espace de Sobolev

Définition 1.23. O,u est le dérivée de u, prise au sens de distribution tel que

T

/gp (t) u (t)dt = —/(pl (t)u(t)dt pour tout p € D(0,T).

0

Définition 1.24. On définit W'P(0,T; V), 'espace de Sobolev, des fonctions dans LP (0,T;V)
tel que le dérivée au sens faible Oyu € L' (0, T; V).

Si p = 2, on note W12(0,T;V) par H*(0,T;V) muni de produit scalaire

T
(0 0) i1 o) = / / (u (2, 8) v (2, £) + Oyt (x, £) Oyo (2, 1)) dSadt (1.2.16)
0V
et de la norme
lull,,, ., = (e, (1.2.17)

pour tout u,v € H'(0,T;V).
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Une étude dans la théorie des singularité des problémes elliptiques du second ordre a été
menée par P.Grisvard (cf. par exemple [1,3]). On se propose dans ce chapitre d’établir
les propriétés qualitatives de la solution du probléme de Dirichlet pour le Laplacien et la
solution de I’équation des ondes dans un polygone. Il n’y a pas de difficulté particuliere
dans I’application de la méthode variationnelle & la résolution de ce probleme, et les résul-
tats classiques donnent la régularité de la solution en dehors des singularités géométriques.
Cependant, la solution présente des singularités au voisinage des coins formant un angle
supérieur a 7, et nous allons donner la forme explicite de ces singularités pour les différentes
conditions géométriques au bord. Pour donner une idée de la démarche, considérons le
probléme suivant.

Soit 2 un polygone du plan. Etant donné f, on cherche la solution du probléme

(2.1.1)
u =10 sur Of).

{ —Au=f dans €,
Il est connu que (2.2.1) admet une solution unique dans H} (Q) quel que soit le second
membre f € L?(Q) . De plus, cette solution appartient & H? () pour un domaine 2 régulier
ou méme pour un polygone convexe. Par contre, ceci n’est plus vrai si ) présente des coins
rentrants, et dans ce cas-1a la question se pose : quelle est la différence entre I’espace de
I'image réciproque de A, {u € H} (Q) /Au € L* ()}, et 'espace des solutions “réguliere”,

H?(Q) N Hy (2)? Afin de répondre a cette question, on raisonne en trois étapes:

1. Dans un premier temps, on établit une inégalité a priori pour les éléments de
H?(Q) N Hy (2) qui permet de montrer que I'image de A est fermeée.
2. Ensuite, on donne une caractérisation de 'orthogonal N de cette image dans L? ().

3. La connaissance des éléments de N permet alors de déterminer la partie singuliére (qui
appartient a H} () \ H?(Q)) de la solution de (2.2.1) et ensuite pour la solution de

I’équation des ondes.
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2.2. Condition de Dirichlet

2.2 Condition de Dirichlet

2.2.1 Formulation variationnelle et résultats classiques de régu-

larité

Soit 2 un polygone du plan. On adopte les notation du premier chapitre. Sur €2, on
s’intéresse a la résolution de I’équation de poisson avec condition de Dirichlet homogéne sur

le bord.
—Au = dans €,
u=1/ N (2.2.1)
u=>0 sur I
Soit f une fonction appartenant a L2 () .La formulation variationnelle de (2.2.1) est

alors donnée par
Trouver u € H} (Q) tel que

(Vu, Vo), = (f,v), Vo € HL(Q).

Puisque (V., V.),, définit une norme surH; (2) équivalente a la norme ||.|| Hi(«) » le prob-

(2.2.2)

leme (2.2.2) admet une solution unique

d’aprés théoréme de Lax-Milgram. Dans le cas d’'un domaine €2 régulier, les résultats
classiques de régularité montrent qu’a une fonction donnée f dans L?(Q) correspond une
solution u de classe H? () . Ceci reste vrai si le domaine est polygonal et convexe (cf. [1]).
Par contre, si un ou plusieurs angles du polygone ont une mesure supérieure a 7, la solution
de (2.2.2) n’appartient pas, en général, & H? (), et les techniques classiques ne donnent la
régularité H? qu’en dehors des coins (régularité intérieur) ce qui est précisé dans le théoréme

suivant.

Théoréme 2.1. Soit uw € H} () La solution variationnelle du probléme (2.2.2) . Alors,
ou € H?*(Q) pour toute fonction p € D (ﬁ) dont le support n’intersecte I' qu’a ["interieur

des coins I';.

2.2.2 Une inégalité a priori

Considérons 'opérateur de Laplace comme un opérateur non borné sur le domaine H? (Q) N
H} (). Le théoréme suivant montre qu’il est injectif et que son image est un sous-espace
fermé de L? (Q) .

Théoréme 2.2. Soit Q) un domaine polygone du plan. Alors, il existe une constante, C (),
telle que
lull 2y < C () |AUll 21y Yu € H* (Q) N Hy () (2.2.3)
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2.2. Condition de Dirichlet

Preuve. On applique la premier formule de Green (1.2.9), on obtient
/Q \Vu (2)]? do = —/QuAudm < lull g2y - 1Aull 2y » Vu€ H?*(Q) N H} (Q)

On a

[l 20y < B[ Vull 2
Aussi on a

2

IVullz2@) < llullrz@) - 1Al 2,
On déduit alors
IVull 2y < k- [|Aull 2y -

la majoration des dérivées secondes de u repose essensiellement sur 'identité suivante:

q 012 0y?

0%u \? 9 1
dady — /Q ( 8x8y) dedy ¥ u e H? (Q) N HL (©Q) (2.2.4)

que l'on démontre par une double integration par partie (voir [3]). Il vient alors que

0%u \ 2
2 _ 2 2
1800y = 020y + 1030l 2 [ () o

. 2 2 2 2
ol [|ullzre(q) = llullz2) + [[Vullzz@) + 1 Aullz2) -
ce qui donne une majoration de toutes les dérivées secondes de u par ||Aul|,. () doule

résultat. m

Remarque 2.1. La démonstration de (2.2.4) nécessite une régularité H®. On obtient (2.2.4)

par le résultat de densité suivant(cf.[3])

Proposition 2.3. H™ (Q) N H] (Q) est dense dans H* (Q) N H} () quel que soit m > 2.

2.2.3 L’orthogonal de A (H? () N Hj (Q2)) dans L* ()

L’image de Popérateur A, considéré comme un opérateur sur H? () N H} (Q) ,est fermé.
Notons N/ l'orthogonal de H? (2) N H} (Q) dans L% (). Ainsi, N est défini par

N = {v cL*(Q) / / vAudr =0 Yu € H? (Q)N Hy (Q)} : (2.2.5)
Q
La proposition suivante montre que les élément de N sont les solutions d’un probléme

homogéne adjoint
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2.2. Condition de Dirichlet

Proposition 2.4. Une fonction v € L* (Q) appartient a N si et seulement si
Av =0 dans Q, (2.2.6)
;0 =0 sur I';;1<j<N. (2.2.7)

1. La trace ;v d’une telle fonction appartient a H~'2(T';) ce qui donne un sens 4 (2.2.7)

(cf. Théoreme 1.21)Cf.[6].

2. On pourrait étre tenté de conclure que toute solution de (2.2.6)-(2.2.7) s’annule
identiquement Cependant, dans le cas d’un polygone non convexe, il existe des solutions
non triviales de (2.2.6)-(2.2.7) car les hypothe sur les éléments de A ne sont pas suffisantes
pour que ceux-ci soient des solutions variationnelles.

Preuve. Cf.[3] =

Les élément de N sont régulieres en dehors de tout voisinage des coins :
Lemme 2.5. Soitv e N . Alorsv € O% (ﬁ \ V), pour tout voisinage V' des sommets M.
Preuve. Cf.[3] =

Remarque 2.2. Le lemme précédente implique en particulier que tout comportement sin-
gulier des élément deN est localisé au voisinage des coins. Ceci nous améne a considérer

I’équation Av = 0 dans un voisinage isolé d’un sommet M;.

Aprés une éventuelle rotation et translation du domaine, nous pouvons supposer que
la sommet M; coicide avec 'origine du plan et que le segment I';;; est supporté par I’axe

{y = 0}. Soit R > 0 un réel tel que

Dgr = {r(cost,sinf) /] 0 <r <R, 0 €]0,w[} CQ, (2.2.8)

ol w est la mesure de l'angle délimité par I'; et I'; ;1. Dans Dg, un élément v de N est

alors solution de I’équation
Pv  10v 1 0%

ot
0%r2 " ror  r2920?
Tenant compte de la régularité intérieure de v, la condition au bord (2.2.8) s’écrit “au sens

fort”

-0 (2.2.9)

v(r,0)=v(rw)=0 VO<r<R (2.2.10)

pa . P 2 P .
Nous allons décomposer v sur la base des fonctions propres de 'opérateur A = —% défini

sur le domaine

H(A) ={eeH (0,w]) / ¢(0)=¢(w)=0}.
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2.2. Condition de Dirichlet

En effet, comme A est un opérateur autoadjoint positif & résolvante compacte, ’ensemble
des fonctions propres forme une base de L* (]0,w]) .
Notons {¢,,},,>1 C H (A) I'ensemble des fonctions propres normalisées et disignons par

)\fn, m > 1, la suite croissante des valeurs propres associées. Ainsi,
~m = A VM2, (2.2.11)

ou
mm

©Om (0) = \/2/wsin (A\,0) et A, = —. (2.2.12)

w

Le proposition suivante nous donne le comportement local au voisinage d’'un sommet M;

fixé.

Proposition 2.6. Soitv € N'. Alors, au voisinage de Dy de sommet 0 (M; coincide avec lorigine),

v est de la forme

v (r,0) = B, sin (%T) +w (r,0) (2.2.13)

avec une fonction w € H' (D) ¥ R < R et un nombre réel 3.

Preuve. Comme v est régulier en dohors du coin et tenant compte des conditions au
bord, il vient que
v(r,d)e H(A) VO<r<R

Par ailleurs, v paut etre considérée comme une fonction de C* (]0, R[,H (A)) ce qui

permet vde réécrire (2.2.9) de lma facon suivante

0%v N 100 1
0?r2  ror r?

Av =0. (2.2.14)

Décomposons v sur la base des fonctions propres {¢,,},.~, de I'opérateur A. On a

v(r,0) = ngl U (1) @, (0) O vy, (1) = ;jjv (r,0) ¢, (8)d0.

Comme les v, sont réguliéres pour r > 0, (2.2.14) implique

" 1 ’ AZ

m

VU (1) + =0, (1) = =50 (1) =0 V0 <7 <R ausens des distributions
r r

Les solutions respactives de cette équation différentielle sont données par

O (1) = Qpur*™ + B, r A si Am >0
U (1) = Qi + B, log T si Am =0
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2.2. Condition de Dirichlet

Vm > 1.Le fait que v soit dans L? (Dg) entaine f3,, dés que \,, > 1, donc quel que soit
m > 2. Ansi, le développement

en série de v s’écrit

v (r,0) = B,r = sin (%) + vg (r,0) (2.2.15)

avec

vg (r,0) = 3 anr’p, (0).

m>1

Comme A\, = %% Vm > 1,chaque terme de la série appartient a H Y(Dg) ,et on a

7o Oy = © (mE) ¥ = 1. (22:16)

Remarque 2.3. La démonstration montre qu’au voisinage d’un coin“ convexe”, c’est-a-
dire dont l'angle w est de mesure inferieure & 7, v est de classe H'. En effet, dans ce cas-

la By car r=s ¢ L% (), et par conséquent
v (r,0) =vg (r,0) € H (Dg) .

Par contre, si w > m, v n'appartient pas & H' (Dg) car r—< ¢ H'(Dg) (cf. proposition
1.15) .

Dans la suite, nous allons revenir a une étude globale des élément de A/.  Ainsi, nous
verrons comment on peut associer a chaque coin non convexe une fonction particuliére de
N de facons que I’ensemble de ces fonctions forme une base de N'. Nous introduisons une
fonction de troncature n; = 7, (r;) € C* (ﬁ) ne dépendant que de la distance r; au sommet
Mj et telle que n; = 1 au voisinage de M; tandis que 7); s’annule pres de toute aréte I'y, sauf
si k =jouk = j+ 1. On peut, par ailleurs, supposer que l'intersection entre les supports
des différents fonctions 7; est vide.

Le terme singulier dans la décomposition de v au voisinage de Dgr de M; était, a une

. 0j7r
r “sm|—|.
Wi

Cette fonction est harmonique dans €2, mais ne vérifié les conditions de Dirichlet que sur

constante multiplicative prés

les deux arétes I'; et I'j 1 qui forment I'angle w;. Afin de tenir compte du caractére locale
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2.2. Condition de Dirichlet

de ce terme, on le multiplie par la fonction de troncature associée, 7;, ce qui ne change rien
a son comportement au voisinage de M;. La fonction ainsi définie
—=  (Om
s_j(rj,05) =n; (rj,0;)r “isin ) (2.2.17)
j
est appelée fonction singuliére duale. Evidemment, cette fonction n’est plus harmonique,

mais on montre dans le lemme suivant qu’elle coincide avec un élément de A" & une fonction

de classe H'prés.

Lemme 2.7. Etant donné j € {1,..., N} avec w; > m, il existe 0; € N telle que
0; —8_5 € H? (Q)

Preuve. Comme n; est réguliére et constante au voisinage de M, on peut montre que
As ;€D (Q).

Considérons ensuite la fonction u; dans H} (€2), solution unique du probléme variationnel
(Vuj, Vw)g = (As_j,w)  Yw € Hy (). (2.2.18)

On conclut en posant

O'j = S_j +Uj.

car, tenant compte de (2.2.18), on a Ac; = 0 dans (2, et par contruction v;0; = 0 sur
['; ce qui montre o; € N. m

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer une base de I’espace N et de montrer
que dans le cas d’un polygone de plan, la dimention de N est égale nombre de coins formant

un angle superiére a 7.

Théoréme 2.8. les fonctions o; qui ont été déterminées au cours de lemme2.7, forment

une base de l’espace N .

Preuve. L’idée principale est consiste a remplacer dans la décomposition (2.2.15) le

_m )
terme r “i sin GJ—T.F par o;. Ansi on montre a I'aide du précédent que v — (3, ;0; est de
w; J 1,5%2

classe H' au voisinage du sommet A/;. Comme v est réguliere en dehors des sommets, on

déduit que globalement
w=uv-— Zﬁlyjaj c H (Q).

Wi >T
D’un autre coté, comme v et o; appartiennent a AV, il en est de meme pour w qui est

donc un element de A'N H* () . Par ailleurs, on montre que w,r = 0 (au sens H 2(I')). En
/
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2.2. Condition de Dirichlet

effet, ceci découle immédiatement en remarquant que v;w =0 Vw € H 1(©2). La fonction w

est alors la solution variationnelle du probléme

Aw = 0 dans (2

w=0surl,

ce qui implique que w = 0 dans ).
Ceci montre que v est une combinaison linéaire des o, et on conclut en remarquant que

les o; sont linéairement indépendants. m

Remarque 2.4. On a vu que les éléments de N sont de classe H' au voisinage d’un sommet
d’angle inférieur o w. Ansi, la contribution de chaque coin ( d’une condition de Dirichlet)

est 0 siw; < et 1 siw; >m La dimension de N est alors donnée par

dim N =card{j / w; >n } < +4o0. (2.2.19)

2.2.4 Les fonctions singuliéres

Nous avons vu auparavant que A applique H? (Q) N H} () dans un sous-espace fermé de
L? () de codimension x finie. Etant donnée une fonction arbitraire f € L? (Q), on ne peut
donc pas, en générale, assurer I'existence d’une solution de Au = f dans H? () N Hy ().
Autrement dit, nous sommes obligés “de rajouter” un espace convenable a H? () N Hy ()
afin de pouvoir résoudre le probléme en considération pour tout f dans L? ().

Dans l'objectif de déterminer une base de cet espace, on définit des fonctions singuliéres

de la fagons suivante.

Définition 2.1. Siw; > m, on appelle fonction singuliére la fonction

Sj(r5,05) =n; (r;,0;) 7‘;7 sin (ejl) . (2.2.20)

Wi

Théoréme 2.9. Soit Q un polygone du plan. Quel que soit f dans L* (), il existe une

fonction v € H} (Q), solution unique du probléme variationnel
(Vu, Vo), = (f,v) Vv e Hy ().

De plus, il existe des nombres réels, c;, déterminés de facons unique, et tels que

j=1 \w;>m

u— fj ( 3 cjsj> € H*(Q). (2.2.21)
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2.2. Condition de Dirichlet

Preuve. Remarquons d’abord que, quel que soit j, la fonction S; € Hy () est la

solution variationnelle du probléme

AS; = F; dans Q
S;=0sur I,

avec second membre [ € D (ﬁ) . Les supports des fonctions S; étant disjoints, celles-ci
forment une famille libre, et il en est de méme pour leurs images, F}, car A est un opérateur
injectif.
Pa ailleurs, la fonction F; correspondant & w; > 7 n’est pas orthogonale & /. En effet,
s'il en était ainsi, il existerait w; € H? (Q) N Hy ()
telle que
Aw; = F; = AS;,

et w; — S; serait une solution du pobléme homogene appartenant a Hj (2). D’apres le
résultat d’unicité, S; coinciderait alors avec w; et

serait de classe H? ce qui contredit la proposition 1.15 puisque w; > T.

Autrement dit, les Fj correspondant & w; > 7 forment une famille libre de x = dim N
fonctions ayant chacune une composante dans N .

Par conséquant, L? () est la somme directe de 'image de H?(Q) N H} () par A et

I'espace engendré par les fonctions Fj :
L*(Q)=A(H*(Q)NHy (Q) ®Vect {F; = AS; [ wj >} (2.2.22)

L’injectivité du Laplacien considéré comme opérateure de H} () sur L? (2) permet de

conclure. m

Remarque 2.5. Nous disposons actuellement la décomposition de L? () en deux somme

directe
L*(Q)=A(H*(Q) N Hy () &N, (2.2.23)

Uétude de N nous a essentiellement servi a déterminer la codimension de A (H? (Q) N H} (Q2))
tandis que les fonctions F; = AS; nous donnent une connaissance explicite du comportement

singulier de la solution u au voisinage des coins.
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2.2. Condition de Dirichlet

Théoréme 2.10. On pose sy = (14 Z). Alors pour f € L*(Q) , la solution u € H} ()
de (2.2.1) vérifié

ue H(Q)

a condition que s < 2 et s < sp.

Preuve. Soit u une solution du probléme(2.2.1) .On cherche une condition sur € pour
que u € H*(Q).

On introduit 'espace W (Q) = H? (Q) N H} () ot on cherche u . L’opérateur A admet

unique extention dans L? (Q) de domaine
D (A L*(Q) ={ueLl?(Q);Auec L*(Q),u=0surI'}

s’appelle domaine maximal de A .Notons H = L?(2) et on considére l'opérateur auto

adjoint positif A défini par I'opérateur de Laplace avec condition de Dirichlet
Au=—Au

1. Lorsque  est convexe Dy = H?(Q) N Hy (Q)et la solution v € H} () de (2.2.2)
avec f € L?(Q) vérifie u € H? (Q)d’apres(Kadlec) . Les fonctions propres du 'opérateur A
=)

©i1 € q(+E) (]0,w|) avec w = maxw, ;.

comme u est régulier dans O\ {0}est u (1,0) = rZ¢, () dans VoNQ ol V; voisinage de
0 tel que 0 T'; est Vo N Q ,alors pour touts < sg

u € H®(Q) pour£>3—1
w

(Proposition1.15 [3]) d'ott s < (1+Z).
2. Si2r >w > = % < 1+ Z < 2, alors 1leX1stesdans] Z[telqueu €

H® (Q) N H} () d’ou le résultat. ]

2.2.5 Résolution faible de I’équation des ondes

On utilise 'opérateur auto adjoint positif A, il existe un systéme orthonormé complet dans
L? (Q2) formé de fonctions propres {wy},~, et de valeurs propres {A},,de Laplacien avec

la condition de Dirichlet homogéne , c’est -a -dire
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2.2. Condition de Dirichlet

—Awk = )\kwk, ]{7:1,2,

W = 0 sur Fk
Pour tout s > 0
1
2
xr € Dys < La série ||A’z| = (Z A (; wk)2> est converge. (2.2.24)
k>1
On sait d’aprés[11]
D, = HL®)

et que A = (—A) se prolonge en un opérateur linéaire continu , encore noté¢ A ,de H} (£2)
dans H~' ().

On considére 'équation des ondes (avec condition de Dirichlet homogene) comme suite:

p e C([0,T],Hy () NC([0,T7, L ()
" (t) = Ap(t)=f(t) ,t€[0,T]
@ (0) = pg, ¢ (0) =
o (x,t) =0, x [0,T]

(2.2.25)

\

ol gy € HE(Q), 0y € L2(Q), f € L' (0,T]; L2 ().

Théoréme 2.11. Pour ¢y € Das, 0y € D .1 et f € L ((O7T) ;D _;) avec s >

P , le

1
2
probléme (2.2.8) admet unique solution ¢ et de plus

0 € C([0,T],Da) N C <[O,T],D

)

On établit I'existence par la méthode de Fourier. On cherche la solution ¢ sous la forme

N

AT

Preuve. 1. L’existence

o) =S o (t) wi (2) o o%(t)—-wa(agt)wk(x)dm

Q
ou
(—A) w, = Mewg, k=1,2,...
+oo +oo +oo
ona ¢ ()= af(t)w(x) et Ap(t) =D ap(t) Awg (x) = =Y oy () wy ().
k=l k=1 k=1



2.2. Condition de Dirichlet

En multipliant I'équation ¢” (z,t) — Ay (x,t) = f (z,t) par wy (z) et en integrant sur
on obtient

/((p" (z,t) — Ap (z,t) wy, (z) do = /f (x,t) wy, (z) dx
Q

Q

[¢ @ou@ds- [sp@u@de = [feue) i
Q Q Q
Grace a Formule de Green

¢ @ tyw@ydo - ( Jue@) 5odo — [V @) Vo o) dx) - [1@ @

Q

Or wp =0 sur 'y Vk>1,

/g&“ (2. 1) wy () dx+/Vwk () Vg (2, ) dr — /f (2. 1) wy () da

Q Q Q

/4,0" (x,t) wy (x) dv — /Awk () Vo (z,t)dx = /f (x,t) wy, () dz
0

Q Q
go(xtwk dx—/ Vgpxtdz—/fa:twk()dx
(/gpxtwk x) —l—)\k/wk(:t)cp(:v,t)dx:/f(x,t)wk(m)d:t
ay (1) + Arag (t) = By (t) (2.2.26)

ou f,(t)= / f (z,t) wg () dz. D’apres les conditions initiales
Q

(0) = ¢, (0) = (2.2.27)
:/goo(:c) wg, () dx

1 () wy, (z) dx

o

ot (g (0))gsy» (a} (0)),5, désignent respectivement les coefficients de Fourier des don-

nées initiales ¢, et ¢, ,c’est-a-dire

T) = Z a (0) wy, (x) o1 (@ Z ay, (0
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2.2. Condition de Dirichlet

L’équation différentielle (2.2.26)qui est d’ordre deux avec les conditions initiales (2.2.27)

montre que

an@ﬁﬂ%wW+§MOﬁmemwﬁ;

+Z/sm t—s )/\/_ , W) Wrds

k=17

2. Lunicit

Soient ¢, p, deux solutions de ’équation des ondes dans (2.2.25), vérifiant
P () = Ay () = [ (1)
5 (1) — Ay (t) = £ (1)

La différence ¢ = ¢, — 5 est aussi une solution de I’équation des ondes homogene(f = 0)

¢" (t) — Ag (t) =

Pour tout t > 0 on définie ’énergie par
1 2 2
=5 [ {60 +|Vol'}da.
Q

Si on dérive par rapport a t

= / {¢1-0y + V¢, Vo}da
Q
ou
/ Vo, Vodr = 0qz5 gbtda / ¢p.Apdr  (Formulle de Green)
Q aQ
alors
- [ @%+/%@M=/@AWx
Q oN
Gp-Oy — | ¢p-Apdz + 8o ¢td0}
! oo [

/{¢tt — A¢} ¢ dx + /—¢ o do

o0
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2.2. Condition de Dirichlet

Pour que

o(t,x)=0sur IVt € [0,T] =

% (t,z) =0sur I';Vt € [0, T

¢ (t,x) =0 sur I';Vt € [0,7] implique g—f (t,x) =0 sur I';Vt € [0,T] , alors
/

E(t) = 0;Vt € [0, 7]

avec ¢, —Ap =0 et

ou

0= [{[s@)] + oo fas

ce qui revient a écrire

0
¢ (0,z) = a—f (0,2) =0;Vx € Q (2.2.28)
Si ¢ veérifie (2.2.28) ,on trouve ¢ (z,t) = 0,c’est-a-dire ¢, (z,t) = @, (z,t) d’ou I'unicité
de (2.2.25).
3. Régularité

Le cas oli s = 3 correspond donc & une donnée f dans L' ((0,7); L* (2)) est

¢ € C([0,T],Hy (Q))NC*([0,T],L*()).

On montre que ¢ (t) € Das, ¢’ (t) € D . 1 :
’|90H0<[07T]7H6(Q)>r101 (0.77,22()) = € (HS%HH&(Q) + H‘P1HL2(Q) + HfHLl([o,T},m(Q))) En effet :

||90Hc([o7T]7H3(Q)) = tgléi% ||LHH1(Q) ot

L = Z cOS (t\/)\_k) (0, wi) Wi + Z sin (t\/)\_k) (01, W) Wi/ vV Ax

+Z/sm ([t = s]vVAk) /v k- (F (5) s wi) wids

k=1 0
On a
+o0 2 +o0 2 +o0
> cos (tv/Ak) (00, wr) wy = (1D cos (tv/A%) (0, wr) Ve < (o, wi) ) [V
k=1 H&(Q) k=1 L2(Q) k=1

< C (o, o) (W, wy)
2
< Clleollze(y -1y
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2.2. Condition de Dirichlet

2
car [wgl[2ag) = 1

“+oo

Z cos (tv/Ak) (g, wi) wi
k=1

De méme facons on a :

Z sin (t\/)‘_k) (1, wr) wk/\/)\_k

2
< HV(pOHiQ(Q) (Inégalité de Poincaré) = C" Hgoonié(Q)
Hj ()

2

< C" (1, 1) (Wi, wy)

Hg (Q)
S« H<P1HL2(Q)'

et aussi

too L 2 too

. sin( [t—s]v/Ax
Z/sm ([t = s]vVAk) /v Ak (F (5)  wi) wids < Z/% (f (s),wy) wids
k=17 H1(9) k=17
<B Nz -

ol

(wk,wl) = 1,]€ =1
(wk,wl) = O,k 7é l

on déduit que||90||c([o,T],H&(Q)) <C <||900||H6(Q) + o1l 2oy + ||f||L1([O,T},L2(Q))>'
Pour que:

o) = - f Vsin (/0 (o, we) wi + f Vkeos (/) (o1 wn) i/ v/

3 VAo (1= 1 VA) /Y (), s

k=1 0

G0 =~ awsin (00 (o) i+ 3 cos (13/30) o)
k=1 k=1

#3° [eos (1= VA 7 o)) s

k=1 0

on peut montre que

Iellen oz < © (Iolligiay + 11l oy + 1 Lo cocay) -

d’ou le résultat. m

Remarque 2.6. A l'aide de (2.2.24) on peut établit la majoration

||90||C(0,T;DAS)QCl(O,T;DAs—%) <K {H%HDAS + ||901||DA57% + ||f||L1(07T;D 1)} (2.2.29)
AT 2

qui exprime la dépendance continue de la solution ¢ par rapport aux données @, ,p;et f.
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2.3. Conditions mixtes au bord

Théoréme 2.12. Soit Q un ouvert bornée a frontiére polygonale de R%. Soit o, € Dy,
p, eV e fel ([O,T[;DA%> et soit u solution de l’équation des ondes obtenue par

théoreme 2.2.24. Alors il existe
ur € C([0,T[; H* ()

et une fonction ¢; € C% ([0,T[),0; <1 — I~ tel que
J

u=ur+ Y ¢ (t).n; (ry) r¥ sin (le)

wj

Preuve. cf.[3]. m

2.3 Conditions mixtes au bord

Nous avons traité dans les paragraphes précédents le cas de condition de Dirichlet pure, et
nous avons vu que pour déterminer le comportement singulier des dérivées secondes de la
solution consistait & étudier localement les solutions d’un probléme adjoint.

Dans le cas plus général d’'un probléme avec conditions mixtes au bord, nous allons
appliquer la méme méthode. Dans le § 2.3.1 nous donnons le cadre fonctionnel du probléme
ce qui conduit ensuite a 'orthogonal de I'image des solutions fortes. On montre dans § 2.3.2
que les éléments de cet espace orthogonal sont caractérisés par le probléme homogeéne adjoint,
ensuite pour le § 2.3.3 on cherche les solutions de ce probléeme au voisinage d’'un sommet
“mixte” (qui est l'intersection entre deux arétes portant une condition de Dirichlet d’un
coté et de Neumann de lautre). En fait, c’est le seul cas qui donne un résultat différent
comparé & un sommet “de Dirichlet ou de Neumann pur” dans la mesure ot il provoque un

comportement plus singulier de la solution.

2.3.1 Formulation variationnelle et solutions fortes

Etant donné un domaine polygonal comme en §1.2.3, on partage sa frontiére I' en deux sous

Ip=|JTI; et Tw=|JI;

jeD JEN

ensembles,

qui portant respectivement le condition de Dirichlet et le condition de Neumann. On
suppose D et N/ non vides et disjoints, et tels que D U N ={1,..., N}. Le probléme qur

nous nous proposons de résoudre est alors le suivant:
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2.3. Conditions mixtes au bord

—Au=f dans (), (2.3.1)
u=0 surl;si jeD, (2.3.2)
dy,u=0 surl;sijeN. (2.3.3)

L’interprétation variationnelle de ce probléme nous conduit naturellement & recherche la

solution u dans ’espace
Dmm:{uéHl(Q) / vu=0sur Ty, jED}.

Si nous supposons que la donnée f appartient a L? (), la formulation variationnelle de
(2.3.1)-(2.3.2)-(2.3.3) s’écrit

(Pors) Trouver u € D,,;, telle que
" (VU, VU)Q = (fa U) Vo € szz

Remarquant que grace & D # &, la forme bilinéaire(V., V.), définit une norme sur D,,;,
équivalents a la norme habituelle ||.|| () - Par conséquent, quel que soit f € L*(Q), il
existe dans D,,;, une unique solution du probléme P,,;;.

Introduisons I’espace des solutions fortes pour le probléme mixte:
D2 ={ueH*(Q) /yu=0 sy, je€D; du=0 surysijeN }. (234)

Pour les élément de D?

mix)

on a l'inégalité & priori (cf.[3]).

Théoréme 2.13. Soit 2 un polygone du plan. Alors, il existe une constante,C (£2), telle
que

mix*

ull gy < C () | Aull 2y Yu € Dy (2.3.5)

Ansi nous retrouvons la méme situation que pour les problémes avec une seule condition
2

aux limites, & savoir que I'image de D2, par lopérateur A est fermé dans L* () ce qui

nous conduit & considérer son orthogonal dans L? (),

Nipiw ={v €D (A L*(Q) / (v,Au)g =0 Yue D2, }. (2.3.6)

mix
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2.3. Conditions mixtes au bord

2.3.2 La caractérisation de N,,;,

En ce qui concerne 'orthogonal de I'image des solutions fortes, on montre de la méme fagon
( cas de Dirichlet) que si v un élément de N,,;, , alors v est solution du probléme homogeéne

adjoint qui est le suivant :

Av =0 dans (, (2.3.7)
;v =0 au sens H'? (I';) si jeD, (2.3.8)
v;0,,0 =0 au sens H32(T,) si jeN. (2.3.9)

La proposition suivante dit que I'on a aussi la réciproque c’est a dire que si v € L? (£2)
vérifiant (2.3.7)-(2.3.8)-(2.3.9) on a

/ v(z)Au(z)dr =0 YucD? (2.3.10)

maix*

2

A cet effet, introduisons le sous-espace de Dy,
V= {u €D, | yue B (), ,0,uc HY (rj)} , (2.3.11)

constitué de tous les éléments de D2, pour lesquels Papplication de la formulle de Green
(proposition1.22) est justifiée. Rappelons dans un premier temps les conditions de raccord

qui caractérisent I'image de H? () par 'application de trace

N
ViU — {gj = u, hj = yjﬁ,,ju}jzl

N
qui est le sous espace de 1_[H3/2 (T;) x HY2(T;) des éléments {g;, hj}jv:l qui vérifient
=0
95 (M;) = gjs1 (M;), (2.3.12)
Or,u = — cos (wy) Or, y1u + sin (wj) hjy1, en M, (2.3.13)
On;u = —cos (wj) hjy1 — sin (w;) Or, 4 1u, en M. (2.3.14)

Proposition 2.14. Supposons que l’ensemble des coins a condition Neumann- Neumann
est vide. Soit v € L*(Q) vérifiant (2.8.7)-(2.3.8)-(2.3.9). Alors v € Noiz.-

Preuve. Cf[3]. m
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2.3. Conditions mixtes au bord

2.3.3 Le probléme homogéne adjoint

On a identifié les élément deN,,;, comme les solutions du probléme homogene, on regarde
le comportement de ces solutions au voisinage d’un coin. Pour cela, passons en coordonnées

polaires locales dans un voisinage
Dpr = {r(cost,sinf) / 0 <r <R, §¢€]0,w[} CQ,

de M;. Nous nous plagons dans la méme situation qu’au cours de la démonstration de
la proposition 2.14 au paragraphe précédent, c’est-a-dire que j € N et j+ 1€ Dou T,y
est l'aréte supportée par 'axe {y = 0}(on omet l'indice j pour les coordonnées locales).
Etant donné v € D (A, L*(Q)), vérifiant (2.3.6)-(2.3.7)-(2.3.8), il vient que sur Dg, v
est solution de
#v 1w 1
0%r2  ror r?

v(r,0) =0pv (r,w) =0 V0O <r <R, (2.3.16)

Apizv=0, VO<r<R, 0<6<uw, (2.3.15)

ot Ay, désigne l'opérateur —82—;2 sur L? (]0, w[) de domaine

H (M) = {0 € B2 (0.6]) / 9(0) =4 (w) =0}.

A,ie €st un opérateur auto-adjoint positif & résolvante compacte dont les fonctions et

valeurs propres sont données par

Om (0) = \/2/wsin (A\,0) et Ay, =

Ainsi, I'ensemble des fonctions propres, {¢,,},,>, forme une base orthonormé de L? (]0, w[) .

W, m > 1. (2.3.17)

Décomposons maintenant v sur cette basse ce qui donne
v(r0) = 2 vm (1) ¢, (0)
m>1
avec des fonctions vy, (r) régulieres pour r > 0. L’équation (2.3.15) conduit ensuite a une

équation différentielle pour les v,, qui implique
U (1) = Qmr™™ 4 B0~ Ym > 1L (2.3.18)

C’est alors que la situation change. Rappelons que la condition v € L? (Dg) implique
B,, = 0 deés que \,, > 1. Dans le cas d’une seule condition au bord (Dirichlet ou Neumann
pur), cela signifie 5,, = 0 Vm > 2 pour un angle de mesure supérieure & 7 et 3,, = 0
Vm>1siw<m.

Quand aux conditions mixtes, il faut distinguer trois cas selon la mesure de I’angle en

considération :
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2.3. Conditions mixtes au bord

1. Siw; < %, nous avons A\; = &= > 1. Par conséquent, §,, =0 Vm > 1et v € H' (Dp).

2. Si%<wj§%,ilvientque)\2:3—”21>%:)\1.Onaﬁm:OVmEQet
T . 7T9 1 /
v — [,r 2 sin %0 € H (Dp) VR < R.

3. Siw; > 37“, les deux premieres valeurs propres sont inférieures a 1 de sorte que /3,, = 0
¥Ym > 3. On a

s 7-‘-0 3 37T0 /
—fByrewsin | — | — “awsin =— | € H' (Dy) VR < R.
v — [,r" 2% sin (Zw) Bor” 2 sin < 5 ) (Dg)
La proposition suivante résume les trois cas.

Proposition 2.15. Soit v € N,,,.. Alors, au voisinage d’un sommet avec conditions
maxtes, on a

v(r,0)— > B msin(A0) € H' (Dy) VR < R. (2.3.19)
0<Am<1

ot la sommation porte sur respectivement 0, 1, ou 2 termes.

Remarque 2.7. En ce qui concerne la dimention de l'espace N, et par conséquent le

nombre de fonctions singuliéres a prendre en compte, on peut dire que

1. la contribution d'un coin de type Dirichlet-Dirichle tresp. Neumann-Neumann est 0

siw; <metlsiw;>m.

2. la contribution d’un coin “mixte” est 0 si, w; < 7,181 § <w; < 37” et 281 w; > 37”

La suite étant tous a fait identique a la démarche suivie pour le cas d’un probléme de
Dirichlet pur, nous nous limitons a énoncer le théoréeme suivant qui donne la décomposition

de la solution de P,,;, en une partie de classe H? et une partie singuliére.

Théoréme 2.16. Soit Q un polygone du plan. Quel que soit f dans L? (), il existe une
fonction u € Dyip, unique solution de Ppi,. De plus, il existe des nombres réels, cjy,

déterminés de fagons unique, et tels que.

=3 (T o)) e @)

J=1 \0<A <1
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2.3. Conditions mixtes au bord

2.3.4 Conditions mixtes dans un ouvert convexe

On va indiquer ici les conditions géométriques sur un polygone qui assurent que 1’analogue
du théoréeme 2.10 est valable pour le probléme meélé. On obtiendra des solutions dans
H*® () avec s > 3/2 ce qui assure la possibilité de raisonner comme dans le paragarphe2.2.
Malheureusement ces conditions excluent les domaines & frontiére réguliere. On définie sy,
le plus petit des nombres

1+ : NI, #@,jeD,l€N,

2&)]‘71

1+

, N T,#9, jeN,leD.
2(,0]'71

Lemme 2.17. On a s; > % dés que w;; < m (S est conveze) ,pour tout les couples j,1 tels

queT; NT, #@,je€D,l€N ouje N,l€D.

Preuve. Le condition au bord de Neumann & un sens si : s — % > (0 car s > 0 ,donc

3 : : 3 3 et a
§ > 3 ,ce qui vrais pour s; > 5 = 1+ > ¢, cest-a-dire wj; < m ({2 convexe). m

%01
Théoréme 2.18. Pour f € L?(Q) , u solution de (2.3.1)-(2.3.2)-(2.3.3) vérifié
ue H(Q)

avec s < 2 et s < .

Preuve. La démonstration est tout a fait analogue o celle du théoréme 2.10. m

Résolution faible de I’équation des ondes

La caractérisation des domaines des puissances fractionnaires de 'opérateur A reste valable
et encore DA% =V

L’équation des ondes (avec conditions mélées homogenes sur ¥ ) sera réécrite

[ pec(0,1,V)nC(0,T], L2 ()
" () —Ap(t)=f(t) ,te[0,T]
2 (0) =@, ©'(0) =
eV, dp/ov=0sur I'N
ou & priori ¢, € V, p; € L*(Q), f € L' ([0,T]; L*(2)) .

(2.3.20)
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2.3. Conditions mixtes au bord

Théoréme 2.19. Pour ¢y € Das, oy € D,y et f € Lt ([O,T] ;DAS,%) avec s > 5, le

probléme (2.3.20) admet unique solution ¢ qui vérifie de plus
ZBS C([OuT] ) DAS) N Cl <[07T] ) DAS—%>

Preuve. La démonstration est tout a fait analogue o celle du théoréeme 2.11. m

2.3.5 Conditions mixtes dans un ouvert régulier

On considére a présent un ouvert 2 borné a frontiére de classe C? dans le plan . Sa frontiére
I" est réunion de I'ouvert I'? qui potera la condition de Dirichlet et I'ouvert I'V qui portera
la condition de Neumann et d’un ensemble fini > “les sommet ”. On partage X en deux

ensembles disjoints ¢ et >° comme suit :

1. M; € X¢si M; en aval de I'” en suivant l'orientation positive de I,

2. M; € ¥° si M; en aval de I'"V en suivant 'orientation positive de I'.

Nous donnons le comportement de v solution de (2.3.6)-(2.3.7)-(2.3.8) en chaque sommet

M; ot w; = 7. Gréace & (2.3.17) les fonctions et les valeurs propres sont données par
Om (0) =+/2/msin (m —1/2)0 et N\, =(m—1/2), m > 1,
et le comportement singulier de v est alors déterminé d’aprés (2.3.19)
1. (0 1 '
v — 3172 sin 3 € H (Dy) VR <R,

et la dimention de N,,;, dans ce cas la est égale a 1, d’ou le théoréme qui donne la décom-

position de la solution de P,,;, en une partie de classe H? et une partie singuliére.

Théoréme 2.20. Soit Q un polygone du plan. Quel que soit f dans L? (), il existe une
fonction u € Dz, unique solution de Pry. De plus, il exviste des nombres réels, cjp,

déterminés de fagons unique, et tels que.
N (m—1/2) 2
u= 2 ey, (0)) € HE ()
J:

Remarque 2.8. Le théoréme 2.19 reste valable sans changement & condition de remplacer
H; () par V.
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2.3. Conditions mixtes au bord

da(e)

/

2.3.6 Un domaine modéle avec fissure

Pour éviter de mettre ensemble touts les difficultés on a donc supposé que €2 est un ouvert de
classe C? en dehors d’un unique point de rebroussement localisé & 1’origine de demi-tangente
'axe (Ox). On a supposé également que I'; NT; =@, j€ D,l € Nouj € N,l € D,
et que I'p non vide pour évité des probléme de non unicité (cas seulement condition de
Neumann).

On se contentera ici de considérer un cas modeéle en dimension deux illustré par la figure
ci-dessous. Le probleme (2.3.1)-(2.3.2)-(2.3.3) admet une solution unique d’aprés théoréme
de Lax-Milgram, et on a le méme résultats de régularité des solution de I’équation des ondes
comme au cas d’'un domaine régulier avec conditions mélées. Grace a (2.3.17) les fonctions
et les valeurs propres, la dimension de N,,;, et théoréme de décomposition de la solution
de P sont données et reste inchange comme au cas a frontiére réguliére. Voir la figure

suivante:

Figl.4
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Chapitre 3

Controlabilité exacte de ’équation

des ondes dans un domaine polygonal

Sommaire
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3.1 Introduction

On considére un domaine polygonal borné de frontiérer I'et soit 7' un réel strictement
positif. Nous étudions la controlabilité exacte frontiére des solutions de ’équation des ondes
dans un domaine polygonal.

la controlabilité exacte consiste & amener le systéme d’un état initial connu & un état final
voulu, par une action sur ses conditions au bord par la mise en ceuvre de la méthode H.U.M

(Hilbert Uniqueness Method) de J.L.Lions[2]. Au paragraphe3.2, on établit un résultat de
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

controlabilité exacte des solutions de I’équation des ondes dans le cas du controle frontiére
du type Dirichlet. Ce probléme servant comme un modeéle dans la suite du chapitre. Le
paragraphe (3.3) est consacré a résoudre le probléme de controlabilité exacte des solutions de
I’équation des ondes avec un controle frontiére du type Dirichlet-Neumann, on distinguera
deux cas, cas d'un polygone convexe (§3.3.1), puis cas d’un ouvert regulier (§3.3.2). En
particuliere au (§3.3.3) on établit le résultat de controlabilité exacte, lorsque le domaine

contenant une fissure.

3.2 Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

Cette étude se présent comme suite.

3.2.1 Position du probléme

1. Soit © un ouvert borné de R?a frontiere polygonale I'. Pour T > 0 , on pose Qr =
Qx1]0,T[ et Xr =T x]0,T[. pour des données de Cauchy vy et u; définies sur 2 et
une donnée de Dirichlet v définie sur ¥ , on considére la solution ¢ du probléme de

Cauchy-Dirichlet pour ’équation des ondes :

v —Au=0 dans Qr
u (0) = ug,u’ (0) =u; pourt =0 (3.2.1)

uU=1v Sur Xr

2. Le probléme de la controlabilité exacte consiste & chercher un temps T tel que pour

toutes données de Cauchy , il existe au moins une donnée de Dirichlet telle que

u(T)=u (T)=0

3. Onpose V = H}(Q). On rappelle que opérateur A décrit par
{ A:D(A)C L2(Q) — L2(Q)

u— —Au

de domaine

D(A) = {u € Hy (Q),tel que Au € L*(Q)}.

On sait d’aprés Lions(1961) que



3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

On note
H~*(Q) = dual topologique de H} ()

La résolution du probléme de controélabilité exacte équivaut a résoudre le probléme suiv-
ant : étant donné (ug,u;) € L* () x H~(Q) , peut-on trouver v € L? (T x ]0,T) tel que

la solution u de (3.2.1) vérifie

4. J.L.Lions a donné une méthode systématique pour résoudre le probléme de controlabilité

exacte dite méthode d’unicité hilbertienne (HUM) .

5. Les propriété de controlabilité exacte est connue pour toute domaine borné a frontiére

régulier. Notre objectif est de prouve les méme propriété dans un polygone .

3.2.2 Reésultats préliminaires pour 1’équation des ondes

On basant sur les résultats de [2] et [4] . Nous conservons les notations cohérentes avec celle

du chapitre deux. Considérons I’équation des ondes avec condition de Dirichlet homogéne :

¢ —Np=f te[0,T]
0) =
?(0) =y (3.2.2)
© (0) =¥
p=0 sur Xp

\

ou p, € Hy (Q), p, € L2(Q), f € X avec X = L'(0,T; L*(Q))on
V={peH Q) /p=0sul }, V' espace dual de V.

On rappelle les deux résultats de régularité suivante :
1. Pour p, € H} (Q), ¢, € L*(Q), f € L' (0,T;L*()) on a

peC([0.1],V)nC ([0,T], L% (Q))
2. Pour p, € H2(Q) NV, p, €V, f € L'(0,T;V) on a
e C([0,T],H°(Q)NV)nC ([0,T],L* ()

pour un s tel que % <s< 2.
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

On sait pour un ouvert regulier [2] que toute solution ¢ de (3.2.2) admet unique solution

tel que
ou
— c L*(T
ov (27)
et que % dépend continiiment dans L? (X7) par rapport aux données ¢, € Hj (), ¢, €

L*(Q), f € X . Dans le cas d'un ouvert polygonal on a méme résultat on utilise une
technique classique a ’aide de la méthode des multiplicateures .

Par la suite, on établit une identité qui permettra d’obtenir les éstimations a priori
nécessaires dans ’application de la méthode deH.U.M’. On utilise des techniques de calculs
utiliser par J.L.Lions(c.f.[2]) dans le cas d’un domaine de frontiere I' de classe C? ou d’un

convexe. Ceci s’applique au cas d'un polygone grace au résultats de P.Grisvard ([4]).

L’identité directe

soit ¢ solution de (3.2.2) de I’équation des ondes avec condition de Dirichlet homogene et soit
(0o, 1) €V x L2(Q), f € L* ([0, T]; L*(2)) et m un champ de vecteurs dit multiplicateur
définit par

m = (x —x0), me W (Q)?,

ol xg est convenablement choisi.

Lemme 3.1. soit ¢ € Hj (Q) tel que Ap € L* () , on a

2
fQ ApmVdrdt = — Z /kalegochpdx + %/div m. |Vl dx
k=1, s

(3.2.3)
—l—%/m.y |%§|2da
r

Preuve. Si on multiple I’équation ¢” — Ap = f de (2) par m .V et intégrant sur
Q = Q x[0,7T] on trouve
/ DZpm.NVodrdt — / ApmVdrdt = / f-m.Vodzdt
Q Q Q

1. Si 'ouvert est convexe (w < 7), le domaine D4 est dans H} (2) N H? () .

Pour ¢ € H?(Q) et par Papplication de formule de Green on a

2
/ ApmVpdzdt = Z /DiapmlDlapdx
Q

k19
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

DkQODk mlDlgo dl’—i— Z /l/kagomlDlgpda

kl>1F

{O\

2

= — Z /Dk(p kal Dup + mle (Dl(p + Z /l/kaQOmlDlQDdO'

ki>19, ki>1 %,
2 o

- Z Dymy Dy Dypdr — my Dy ( Dkgo) dx + W m.Vdo
k21 l>1 7 v

une seconde application de la formule de Green donne:

2

do

ki>19
—i—/ (8_@) m.Vodo
v
r

2. Considérons s > %

/ ApmVpdrdt = — Z / DymyDypDyodx + = / divm. |Ve|> de — = / m.v ‘
Q
Q

On sait d’apres le théoreme 2.10, que
p e H”(Q)

ou

3
§<s<30 ,8 <2

et le nombre sy dépend de Q. Tous les termes de 'identité (3.2.3)ont un sens pour

v € H*° () et dépendent continiiment de ¢ dans cet espace. En effet :
Ap € H2(Q)

et
m.Ng e H(Q) C H>* (Q) = HZ* (Q)

avecs—1>2—s et 2—5< %, et par conséquent les espaces
H*™*(Q) = Hy " (9)

et
H*2(Q)
sont en dualité, d’ou

(Ap,m.Vp) —/Agp.ngpdwdt.
Q
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

Concernant le terme a droite dans (3.2.3), les intégrales de volume a un sens et
dépend contintiment de ¢ dans H' () .Pour les intégrales de surface dépend

continiment de ¢ dans H*® (§2) car d’aprés les théorémes de trace
3 2 9 2
Vo € (Hs‘z (r)) c (12 (D))

et

1
DymyDypDypdx + E/div m. |V<,0|2 dx
Q

? 0
d0+/ (_(p) m.Vedo
v
T

Enfin cette identité est applicable a ¢ € HJ (Q) telle que Ay € L? (Q) puisque

=
6

s

<
S
Il

|

O

¢ € H* () pour s > 2 .Comme ¢ = 0sur I \Vyp = giy (gradient tangentielle est nulle)

14

on a

2

do

2
1 1 0
/ ApmV pdzdt = — Z /kalegoDlgpdx + —/div m. |V<,0|2 dr + —/m.l/ ad
Q k> 2 29 2F 81/

Proposition 3.2. Pour ¢ € C ([0,T],D4)NC*([0,T], H} (2))NC?([0,T],L? ()) solution
de (3.2.2) on a

T

2
dodt = —/f.ngodxdt + /Dtgpngod:B (3.2.4)
Q Q

1 0
5 m.v

g¥
ov

0

k,i>1

9
2
1
—|—§/divm {(Dtcp)2 — |Vg0|2} dxdt + Z /kalegoDlgoda:dt.
Q Q

Preuve. Si on multiple I'’équation D?p — Ay = f par mVy on trouve

/ngp.m.Vgpdwdt—/Agp.m.Vgpdmdt:/f.m.Vgoda:dt
Q Q
Q
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

T

/D p.m.Vedrdt = /Dtgpngodx — / Dip.m.Nop.Dyp
o Q
(intégration par rapport a t)

T

1 1
/Dtgongodx + 5/ divm. (Dyp)? dadt — 3 / m.v (Dyp)? dodt
Q by

0
car

1
/Dt‘p-m-v (DtQO) dxdt = —5/
Q

1
divm. (Dyp)? dadt + 3 / m.v (Dyp)? dodt
Q b

et pour que

Diyp =0 surd cary = Osur X

on a
T

1
/D p.m.Vodrdt = /Dtgongodx + 5/ divm. (Dyp)? dadt
Q
0

L’ 1dent1te (3.2.3) donne

T

1
/DtgomV@dx + - 5 / div m. (Dtgo) dxdt + Z /kalelegod:c

0 ki>1¢

1 1
——/divm. \Vo|? dx + —/m.V|V4p|2 do — /a—(p.m.V4pda
2 2 v
Q

2
Z /kalegoDmdxdt—k /dlvm{ Dtgo |V<p\ }dxdt
k1>

Q
——/my

T
SO

dodt + /Dtgongodx
Q

0
—/f.m.Vgoda:dt
Q
d’'ou (3.24). =m

Remarque 3.1. 1. Pour tout ¢ solution de (3.2.2) vérifiant p € NC (0,T; H} () N
Cr(0,T;L*(Q)) on a

T
E@) <cd EQ+ | [1lxeds
0
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

ot FE (t) lénergie au temps t et ¢ constante strictement posititive. En effet: On multiple

Uéquation D}p — Ap = [ par af et on intégre par parti sur 2. On obtient

/f&pd vt >0

On intégre maintenant sur ]0,t] :

En utilisant I'inégalité :

1
a.b < a.a®+ 4—62 Ya > 0....... (%)

2 t
1
)+@ JL
0

L’identité précédente s’écrit :

E)<E0)+« (sup

j0.4] || Ot
et par suite
2
B (1) 1 / 110
sup —a|sup||l= — 2 s
0. ol 11 9t |l 20 = Ia H
Il en découle pour « petit :
2
E (tg) < ¢ E(0) + /HinQ(Q) ds Yty > 0

2
ol « (supH%—fHLQ(Q)> <pu<KL0etc>0.

10,¢]
2. Pour f =0, (3.2.4) devient
2
gy

1 0
5 m.v
=

dodt = /kalealegod$dt~l— /dlvm{ Dtgp |Vg0| }dxdt
l>1
Q

ov

T

/ DypmV pdzx
0
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

Lemme 3.3. Soit ¢ solution de (3.2.2) alors

Oy

2
W € L* (%)

et 2 dépend contindment dans L* (X) des données ¢, € Hy (Q),0, € L*(Q) , fe X

Preuve. On choisi m tel que

mrinm.y >5>0 et max |lm|| =

d’apres (lemme 3.2) Lions[2]. Si on note

Yt (wg) ={z € 2, muv >0}

on obtient d’aprés (3.2.4) avec f =0 :

/ 9 2
8
)

dodt < C —/f.m.Vgpd:z:dt—i— /Dtgongod$
Q

T

0

1
/dlvm{ Dtgp \Vgol }dwdt + Z /kalegoDlgpdxdt
5 ki1

En effet : on va appliquer la proposition 3.2 avec un choix particulier de multiplicateur m

ou

Mrin m.v > 0.

Pour ¢ € C ([0,T]; H*(Q) N H (Q)) N C*([0,T]; Hy () N C*([0,T]; L*()) solution

de (3.2.2) on a

—/f.m.Vgpdxdt

IN

IA

T 1 1
X 2d)2.< \V/ 2d>2d
manmuo/ (/Qm o) ([ 1wekar)
M. / 1l - [90 y d < M. / 1l oy B (1)

1 l
% / 11 / 11y s |
0

T
1 1 1
M.c2.E? (0) /||f||L2(Q) + M.c /||f||iz(md8
0 0

. . T 2 T
SEO 5 | [15leads | | +are | [0 ds
0 0
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

1
a=g dans (*)

2

T

11 3

= M.c2 §E(0)+§ /||f||L2(Q)d5
0

1 T 2
3M.c2
o CICRE WA
0

IN

de plus
T

[piemVods| | < (1Dl Im-Teley)  + [IPliz - Im Vol a0
Q 0

Jt=0

T 2
2. M.E (1) < 2.M.{ E(0) + /||fHL2(Q)ds
0

<
et aussi
T
1
§/divm {(Dt<p)2 - \V<p|2} dxdt| = /Dtgp.godx , divim =2
Q Q 0
< |IDlisy - Ielia),_ + (1Dl oy - Ilizeay |
1
< X [HDtSOHH(Q) : H@HH(Q)/t:T + HDW“L?(Q) : HWHH(Q)t:o]
2
< XE (t) o A >0 (constante de poincaré) .
. 2
2
< X E(0) + 11l 220 ds
0

2
Z /kalegODl(pdlL‘dt S /|V§0|2 dl’dt, ou kal = 5k,l
k,il>1 Q Q

TE (1)

IN

T 2
< T{EO)+ / T
0
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet
ol 0y, est le symbole de Kronecker. Finalement on a :

2 1
/ 0y dodt < <3M.cz
)

ov

T
2
%JM+X+T) B0+ [ [ 151005
0

T 2 )

3M.c2
< CLE0)+ /||f||L2(Q)ds oﬁC’z( “
0

< +o0, d’ou le résultat.

2
+2M+X+T) >0

Remarque 3.2. D’aprés lidentité3.2.4 et le lemme 3.3 , pour tout ¢ € C (0,T; H} (2)) N
C* (0,75 L2 ()

/
ov
b

1
2 2

dodt

< VT {lIullngie + 11l 2y + 1l eaan }

En effet : L’inégalité précédente est vraie pour p € C(0,T;V) N C*(0,T;L?*(Q)) grice au
résultat de densité de H* () N'VdansV (C.f [3]). En effet : Il existe une suite de fonctions

m €C(0,T;H*(QNV)NCH(0,T; V)N C?(0,T; L (Q))

qui converge vers y lorsque m — +o0o dans
C(0,T;V)nC* (0,T;L* ()
et telle que
Spiln - Agom eC (OaT; V)
et ! — Agp,, converge vers " — Ay dans L' (0,T; L?(Q)). Pour cela, il suffit d’approcher
Yo, p1et [ par des données plus réguliéres

e e H*(QQ)NV, eV et fn,€L'(0,T;V).
telle que

/ 0o,
ov
b

Lorsque m — 400 , on obtient le résultat .

2
dodt <\ C (H%nHH(}(Q) + 01 | 2 () + HmeLl(O,T;LQ(Q))>
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

Définition 3.1. On dira que u € L™ (0,T; L* (2)) est solution faible (au sens de la trans-
position) de I’équation des ondes homogéne avec des données de cauchy ug € L? () ,u; €
H=(Q)et donnée de Dirichlet v € L*(T x [0,T]) si il existe 1y € L? () 4, € H™ (Q)tels

que l’on ait

0
[ tdndt = Go.00) + ) = o) = o) = [v5Pdodt  (325)
Q )

pour tout triplet f e X , ¢, € Hy (), o, € L*(Q) ou ¢ vérifie
¢ € C(0,T;Hy () NC*(0,T; L* (2))

P () —Ap(t)=f (t) (3.2.6)

/

e(T) =9y, ¢ (T) =
L’identité (3.2.3) montre en fait que
L'u =«

ol

L:D = {QDGC(O,T;HS(Q)) net (O,T;LQ(Q));go”—AgoEX} X X HY(Q) % L2 (Q)

!

(1)}

QOHLsoz{so"—A%w(T),so
et

0
> (U1, 90) — (Uo, 1) — /Ua—fdadt
by
qui est continue sur Dy grice au lemme 3.3 théoréme2.11 implique que L est un isomor-

phisme de Dy sur X x H}(Q) x L*(Q)et par conséquent L* est un isomorphisme de
X' x H™1(Q) x L* () sur le dual de Dy, , ceci montre Uezistence et lunicité de{u, v, vy} €
X' x H1(Q) x L*(Q) solution de (3.2.5).

Théoréme 3.4. Etant donné ug € L* (Q) ,uy € H 1 (Q) et v € L*(X), il existe un triplet

unique
ueC(0,T;L2(Q))NC (0, T;H (), vy L’(Q),¢, € H'(Q)

solution de (3.2.5) .

55



3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

Preuve. Montrons qu'il existe u € L (0, T; L* (Q)) solution de

/u.fdxdt = (u1, ) — (uo, 1) — /vg—fdadt (3.2.7)
Q b

Pour cela ,on va montrer que pour tout f € L' (0,T;L?(9)), pour tout (ug,u;) € L? (Q) x
H'(Q),v e L*(X), 'application

0
£ G = (o) — [0 Edorde
by

définit une forme linéaire continue sur L' (0,7 L? (Q2)). En effet : le théoréme de Riesz
permettra de déduire Iéxistence de u € (L' (0,T; L2 () = L* (0,T; L2 (Q)) tel que pour
tout f € L' (0,T;L?(Q)) on ait

D oy momiay) = / u.fdudt
Q

c-a-d

/u.fdxdt = (u1, ) — (uo, 1) — /Ug—(pdadt.
v
Q by

’ 2 2
/ uo-' (0)dz| < [luol22(qy - 120y < C
Q

2 2
[ 11,00 -1 mgen | < Ial-scy - 103y < Co
D’aprés l'identité directe

it

2
2 2 2
dodt < C { ol + 12 + 1715 §

alors

2
/U-fdﬂit < e[z, ez
Q

e =int {1, 0o, C (eollyen + 191 ey ) }
Donc il existe u € L*® (0, T; L* (Q2)) vérifiant (3.2.5) pour tout f € L' (0,7;L? (Q2)) et

||u||L°°(0,T;L2(Q)) <c <||U0||L2(Q) + ||U1||H—1(Q) + HUHL2(2)> : (3.2.8)
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

Maintenant montre que u € C (0,T; L*(Q)) N C* (0,T; H~ ' (Q)) .Pour démontre que u €
C(0,T;L*(9)) ,on démontre que u est la limite dans L> (0,T; L? (©2)) d’une suite (u,) C
C (0,T; L?(9)) ,associée a des données (ug, u, v) plus réguliéres on utilise I’estimation (3.2.8).
11 suffit donc de démontrer que u,, € C (0,7;L?(€2)), Vn € N, et en résulte par convergence
uniforme que u est continue & valeurs dans L? (€2) . Admettons le lémme suivante

Lemme Soit u € L™ (0,T; L? (Q2)) solution de (3.2.5) avec vy € Hj (Q),u; € L*(Q) et
ve Hz (X)N HE () alors on a

ue C(0,T;L* () NC (0,T; Hy (Q)) .

preuvel[4]

Plus précisément ,on considére une suite de données initiales et aux limites

{u,ud v}, C HE(Q) x L*(Q) x H (o,T; Jiti (ro))

telle que
{ud,ul,v,} = {u’,u v} dans L* () x H(Q) x L* (2)
Av, =0
Considérons un relévement o,, de v, dans HZ (0,T; H* (Q)) : Op=v surly

U, =0 sur 0Q\ Iy
On remarque que @, = u,, — 0,, ,satisfait a

CI);; — AP, = — (0n)y € L*(Qr),
®, =0 sur 09,
= (0n), (0) € L*(Q).

®,, est donc solution d’une équation des ondes avec second membre dans L? (Q1) avec conditions
de Dirichle homogenes et données initiales dans Hg (Q) x L*(Q) .

Grace au résultat du théoréeme 2.5 sur les solutions fortes de 1’équation des ondes, on
déduit que

¢, € C(0,T;L*(Q))NC*(0,T; H} (), et par conséquent

u, = ®, + 0, € C(0,T;L* (Q)) N C* (0,T; Hy (2))

donc u,, € C (0, T;L?(2)) .

Pour démontrer que v € C* (0,T; H~!(£2)), on considére f = % avec
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

f1 € LY(0,T;H} (©2)).On adonc f € W= (0,T; Hy (), si on montre que :

K(f) < C||f1||L1(o,T;H5(Q))

alors u € [W=11(0,T; HE (Q))] = Wb (0,T; H! (Q)) ,donc u, € L® (0,T; H1 () et on

aura aussi :

[wtl| oo (0.7, m-1(0)) < € <||u0HL2(Q) + llwall g1y + HUHL2(20))

On va donc revenir sur le calcul précédent en remplagant f par . Il sagit de montre que

I )Ly + || ()] eliloerme) 329

H@l/

L2

pour ¢ solution de (3.2.6) avec f = %.

Inversons le sens du temps, donc ¢ solution de

w — Ap = dfl.
g0:() sur 2y
©(0,.) = ¢, (0,.) =0

Il suffit alors de montrer que :

0 (T)‘

Par densité et passage a la limite, on approche f 1 par fi, dans D (]0,¢; [; Hy (2)).

9y
ov

[l (T 130 < clAll orm@) (3.2.10)

L2(Q) ‘ L2(50)

On pose p = w; et on déduit que

wy — Aw = fi
w=0 surXr (3.2.11)
w(0,.) =w (0,.) =0.

Mais f 1 € D (]0,¢;[; Hy (Q)) et

1 (T) =0
wy (T)=Aw(T)=¢ (T).

Si on multiple ’équation wy; — Aw = f; par (—Aw') , on trouve

Q/2 dt va

(tﬂ do = (v £,V (t))
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

d’ou
we L*(0,T; H* () N Hy () ,w € L= (0,T; Hy (). (3.2.12)
L’application f; — w étant continue de L' (0,T; H} (R2)) dans I'espace des w vérifiant
(3.2.11). Donc on a les mémes résultats pour les fonctions continues en ¢ et par conséquent
[|w (T)||H2(Q)mHg(Q) + [Jwe (T)“Hg(m <c ||f1||L1(0,T;H3(Q)) (3.2.13)

Orp(T)=w; (T)et f1€D(0,t;[;H} (), f1(T)=0(f1=0au voisinage de t = T)et
wy (T) = Aw (T) = ¢ (T) ,ce qui donne 'équivalence entre (3.2.11) et

gl

On montre aussi que (si on multiple ’équation ¢,, — Ap =

I'inégalité (3.2.14) est vérifie. D’ou le théoréme3.4. =

[Ap (T) ||H2(Q)mH5(Q)

@) <ec. ”fl”Ll(OTHl(Q)) . (3.2.14)

df1 par m.V)

<ec. ||f1HL1(0,T;H&(Q))
2(30)

L’inégalité inverse

Nous démontrons une deuxiéme estimation (inégalité inverse) qui combinée avec “inégalité
directe”du lemme 3.1, avec un choix du multiplicateur m. Dans ce but on fixe zgarbitraire

et on pose

Notation 3.1. Posant

NI

R (z¢) = max|m (z)| = max
zeQ

puis on considére le premier probléme
¢ —Ap=0 dansQ

0 (0) =y €, ¢ (0) =g, (3.2.15)
=0 surd

ol {py, 1} € HE () x L2 (Q) . Il posséde une unique solution
¢ € C(0,T;Hy () NC*(0,T; L* (2))

telle que

8gp € L* ().
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

L’inégalité inverse:

Proposition 3.5. [3]Soit Q un domaine polygonal borné de R*.Alors pour tout xy € R? il

existe un temps minimum Ty et une constante C' tels que pour tout T > Ty on a

(T —Tp) / (|V¢0|2 + |S01|2) de < C / 'g—f 2aladt (3.2.16)
Q 5t (o)
pour tout
(o, 1) € Hy () x L*(Q).
ot

¢ € C(0,T;Hy () NC* (0,T; L* ()

solution de (3.2.15) ou
Yt (zg) ={z €T;(z —x0) .v > 0}.

Preuve. Pour f = 0 dans (3.2.4), alors pour

p € C([0,7],D4) NC* ([0, 1], Hy () N C* ([0, 7], L* (2))

on a
ge

1 0
— [ m.w
2

b

2
S| dodt = / [DyomVoda]] dz + / {(Dwp)? — |V|*} dadt + / \V|? dadt
Q Q Q

oudivm =2 et Dymy = 6. L'énergie

1 2 ! 2
B0 = 196 + ¢

est constante et on a :

1
E(t) = E(0) = 5 [IVeolizaaye + o1l
alors
T
1 Ay |? 1 2 2
5™V |35, dodt = DypmVpdxdt | + 3 {(Dwp)” = |V|*} dzdt + TE (0)
v
p) Q 0 Q

car

1
/{(Dtgof— |Vg0|2}dxdt+/|V<p|2da:dt: 5/{(Dtg0)2— IVo|*} ddt.
Q Q Q
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

Comme

/ ((p// — Agp) wdxdt = /gou.gpdxdt — /Ago.gpdxdt =0
Q

Q Q
T

/ 2 /
:—/ (gp) dxdt + /go.go +/|Vg0\2d:z:dt:0
Q Q 0o @Q

(par intégration par partie )
T

I 2 !
:/[|V<p|2— (go) }dmdt—i— /(,0 pdr| =0
Q Q 0

(car f=0 et p —Ap=0)

on obtient
T

/ 2 !/
/ {(gp) — |Vg0|2} dzdt = /go odx
Q Q 0
En utilisant la norme de L? () ,on trouve

T

/Dtsomwdardt < (1Dl - ImVel))er + ([Dee]l - lmVel[) g
Q 0

< max|jm| [E%E% +E%E%} = 2max |[m|| E

Ensuite
T

/solwd:r < (‘

Q 0

lel)) _,

¥

lell) .+ (|

¥

Pour majorer ce dernier terme on a :

Ao ”90”1:2(9) < ||V90||(L2(Q))2

ol )\ constante qui intervient dans I'inégalité de Poincaré pour tout ¢ € Hg () .11 vient

T
’ 2 ! !
< — . .
[t | < S 1we) o+ (e iwe)
0 0
2
< —FE(0).
< SEO
Au total on obtient 'inégalité suivante:
T.E(0) < 1/ 921" 1ot + 2.max [ £(0) + L E(0)
: <g [mv|g,| do max [m "
b
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

d’ou
1 dp 2
(T-T)E©) <5 / mv |52 dods. (3.2.17)
s
ou
1
T() =2R (1’0) + —.
Ao
PYAE
(T—TO)/(|V%|2+ p1]?) dz < / m.v a—gj dodt
0 =+ (z0)

puisque la partie négative de 'intégrale est inutile .Puisque

mal < max[m] v,
< max |m] = R (zo)
alors )
0
(T_T0>/(’v800]2+|901]2) dr < / ‘a—f dodt
Q S+ (z0)

Grace au résultat de densité de H? (Q2) NV ([3]), toute solution
¢ e C(0,T;V)NC' (0,T; L* (Q))
de (3.2.2) peut étre approchée par la norme de cette espace par des solutions fortes
¢ € C([0,T),H*(Q)NV)NC ([0,T],V)NC*([0,T],L* (Q)) .
Il suffit d’approcher les données , ¢; par des données régulieres

e H(Q)NV, ¢, € V.

telles que

¢, converge vers ¢ dans C (0,7;V)NC* (0,T;L*(Q)).
On a )

012 112 agpm
(T —Tp) (‘Vgpm} + |om| )deC' v dodt
Q E*(Io)
car elle vérifie pour les solutions fortes .
2 2 dp ?
. 0 1 . m
lim (T—TO)/ (Ivesl” + [eh[*) do < 1im_C / ‘W dodt

Q S+ (zo)
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

La convergence uniforme des suites (,,),, et la densité H* () NV dans V montre que

2
(T—TO)/ lim <‘Vg09n}2—|—{303n|2)d1“§0/ lim ‘% dodt

m+——+00 m——+00 81/
Q E+(z0)

d’ou

a 2
(T — To/ \Vsoo\2+lso1|2)da:§0/ 'a—f dodt
Q

It (o)

pour tout ¢ € C'(0,T; Hy (Q))NC (0, T; L* (). =

Théoréme 3.6. Si T > Ty et ¢ =p(x,t) vérifie (3.2.2) pour des données {py, 01} €

H} () x L2(Q) et si 5
a—f =0 sur X (z9) (3.2.18)

alors o =0 sur Q.

Preuve. D’apres théoréme d’unicité de Holmgren[2]. m

1. L’application

a_(p?

dodt
ov g

o — oo e lgare = | [
E+($0)

définie une norme. En effet: Si{¢,, ¢,} = {0,0} alors ||{x,, @1}||H3(Q)XL2(Q) = 0.

2. La remarque 3.2.(avec f = 0) implique l'existence d’une constante C; telle que

/

& (20)

1
2

dp 2
dodt | < C {HsO(t)Hc(o,T;Ha(m) * ‘ 2 ()

ov

HC(O,T;LQ(Q)) } ’

Remarque 3.3. On note par F lespace H} () x L*(Q). Pour tout {pg,p,}dans F

["application

1
2

8 2
(ot — ool =1 | ‘8—9" dodt

5t (2o)

définit un norme sur F' . En effet : St

”{%007901}”1? =0

on a
Oy

Y =0, V{pg i} € Hy(Q) x L*(Q)
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

ceci implique ¢ = 0 dans Q) grace au théoréme d’unicité3.6. D’autre part si pour ¢ solution

de (3.2.15) tel que

p=0 dans @
alors g—f = 0. Ce qui implique
Op 2
—| dodt =0
/ ‘ av| 0
+(wo)

c-a-d |[{g, p1 }H|p = Osur F.

Théoréme 3.7. [3]Pour tout vy € R?, il existe Ty tel que pour tout T > Ty , pour tout ¢

solution de (3.2.15) les normes suivantes sont équivalentes :

{e0: 1} — {vo, o1 HlF = ||()00||H3(Q) + H901||L2(Q) ------------ (%)
et
, 2
Oy
| dodlt p e
{©0, 1} — / '8y ( * %)
7t (zo)

Preuve. D’aprés la remarque 3.2, il existe C; > 0,C5 = % %
{021 1r < Cr {2l + 112y } -
et grace a l'inégalité inverse (3.2.16), il existe un Cy >
Ca {Ieoll gy + lerllzagey | < IH2or @1 Ml
Il existe alors deux constantes C; etCs tels que

Ca {Ieoll g + 1910l 2 | < 120021 e < Cr {Ipolligger + 11l 2y

alors les normes associes a (¥*) et (***) définies sur Hj (Q) x L? () sont équivalentes.

3.2.3 Théoréme de controlabilité exacte

Nous allons a présent mettre en oeuvre la méthode d’unicité hilbertienne H.U.M présentée

dans [2] pour etablit le théoréme suivant:
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

Théoréme 3.8. Soit Q un polygone borné de R?. Soit xy un point de R?. Alors il existe Ty

tel que pour tout T > Ty , ug € L*(Q) ,uy € H 1 (Q), il existe v € L? (X) a support dans

Yt (xo) tel que
ue C(0,T;L*(Q)NC (0, T; H ()

solution faible au sens de (3.2.5) de (3.2.1) vérifie

u(T)=u (T)=0.

Preuve. On applique la méthode de HUM.

1. On considére le systéme homogene. A ¢, € H} (2) et p; € L? (2) donnés on associe
¢ € C(0,T;Hy () NC* (0,T; L* (2))

solution de
¢ —Ap=0 dans Q,

0 (0) =¢o, ¥ (0)=ey, (3:2.19)
@ =0 sur 2.
Ce probleme admet solution unique grace au théoréme 2.11.
2. Ensuite on considére le systéme “rétrograde”:

Soit 1 solution de
)

@D”—A@D:O dans @,
wzvzg—f sur X, (3.2.20)
=0 sur X — 3T, o

Y (T) = ¢I (T") = 0 dans Q.

\

ol ¢ solution de (2.3.19) et

v=20p/0vsur * et 0 sur ¥ — XV,

(pg, 1) € F tel que I'inégalité inverse a lieu

Le probléme (3.2.20) admet unique solution ¢ grace au théoréme 3.13 définie par la

méthode de transposition [2] .soit 7 solution de

n € C(0,T;Hy (2)) N C(0,T5 L% ()
0 —An=f dans Q, (3.2.21)
1n(0) =7 (0) = 0 dans Q,

oun, € Hy (), noe L*(Q) et f € L'(0,T; L*(Q)).
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

En approchant 7 et ¢ par des fonction plus régulieres car H? (Q) N H} () est dense dans
H} (). En effet
si
N € C (0, T; H* () N Hy (Q)) NC* (0, T Hy (2))
et
Y € C(0,T;H' (Q))NC* (0, T L% (),

On a par intégration par parties application de formule de Green :

/¢m (77;;1 - Anm> dxdt — /nm (1/);; — A¢m> dxdt
Q Q

[ (o = =) e~ [ 10,80, = 50, ] o
Q Q

T

/ (;bmn;n . w;ﬂnm) de| — / (wm a(;;;n — ag’;”) dodt (3.2.22)

Q 0 >

’

Comme 1, — Ay, =0etn,, —An,, = f et i, (T) =1, (T)=0ona

o, (e —An, ) dedt — [n, (¢, — A¢, ) dedt = [, fdzdt
o i o ()= i

et (3.2.22) devient

/ (st = o) / b a”md dt — / o fdedt
Q

Q

ou 7,, = 0 sur X.

Prenons f = 0 et lorsque m — o0 il vient

0y 0
_g0_77d dt = /{7701/J (0)my } do

It (o)

oﬂw:v:g—fsurEJr(m).

L’unicité du probléme(3.2.19) permet de poser ¢ = 7, on obtient alors

/{%W(O)_w(o)%}dx: / \Z—fz

5t (20)

dodt.
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3.2. Controlabilité exacte avec condition de Dirichlet

Pour que ¢ € L™ (0,T; L? (2)), d’aprés le théoreme3.4, il existe{1y, ¥, } € H 1 (Q) x L* (Q)

tels que

Wloned feoeie= [ |5

S+ (o)

2
dodt.

Par conséquent on a

?// (O) =1

On définit alors un opérateur linéaire A qui associe a {¢y, ¢} par

{w<0>=wo

A F—F

oo} — Moo o} = { 4 (0), —v (0)}.
3. Soit {pg, 1} € Hy () x L? () associe ol ¢ solution de (3.2.19). L’application

a : FxF—R

{0001} a{po, 1)) = (Ao 1} 5100, 011) p r

est une forme bilinéaire continue et coercitive sur ' x F. En effet: On calcule

(Awos 1}t {eos 1))

Grace a ’équivalence des normes établit dans le théoréme 4.12 on a:

2

6—4'0 dodt

14

(A {0 o1} e e} < /

E+(20)

2
< el + 1l oo
= K- leoll gy + Neallzzgy) - [ Ieollgyey + o1l e
= Kll{eoeitle- g0 @it

La forme bilinéaire liée & A est alors continue sur F' X F' . On a aussi

2
L2(9)>

oo o= [ (22 dot] 2 2 (1o Ol + ¢ )

(o)

(Grace a l'inégalité inverse)

c-a-d
[(A o, 1} {0, 1 1) = B ”{9007901}”??
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

a est coercitive sur F' X F' et ramarquant que

(AMwos o1} {9007901}>F’XF = ({©0, P11} {#0; 901})F

donc
{eo 1} A {eo, 011 pror = {0, 013 {00, 011 g
ou
AN:F — F
On déduire que
A=A

, . . . L e . . ’
En résulte que A est un isomorphisme isométrie inversible de F' dans F" et se prolonge

2. . , . . !

en un opérateur linéaire continue de I’ dans F".
4. La conclusion est directe : comme ) est unique, on pose ¢V = u . Pour tout

{uy, —uo} € F' il existe unique solution{y,, p,} € F vérifiant

A{wg, o1} = {ur, —uo}

et un controéle
_9p
)

dans L? (¥). Comme v est unique, on pose ¢ = u et en particulier

v

u(T)=u (T)=0.

3.3 Controlabilité exacte avec condition mélé

3.3.1 Domaine convexe
Position du probléme

On se basant toujours sur les résultat de [2] et [4]. On va indiquer dans ce paragraphe les
conditions géometriques sur un polygone qui assurant que ’analogue du théoreme 2.10 est

valable pour le probléme mélé. Sous les conditions du lemme2.17, il existe s > % tel que

Dy CHS(Q) ) A:(_A)
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

ou

3 9,
DAZ{u€H2(Q)ﬂHS(Q);S>§,u:OsurFD ,a—u:O surFN}
v

on travail donc avec des solutions dans

HS(Q),3>2

On pose encore V = D 4L €t que I'? #£ @ de sorte que A soit injectif et que E 2 (0) soit une
norme sur V.
On consideére la solution u du probléme (P) de Cauchy-Dirichlet-Neumann pour ml’équation

des ondes
(

v —Au=0 dans Q
u=uv sur %P+ (z0)
(P) g—f =w" sur ¥V + (zg)
%2 = w™ sur TV — (z0)
[ w(T) =4 (T) =0 dans Q

Le probléme de contrélabilité exacte consiste a chercher un temps 7' tel que pour toutes

données de Cauchy (ug,u;) € L?(2) x H 1 (Q), il existe des controles v,w™ et w™ telles

que si u est la solution de (P), on ait
u(T)=u (T)=0
Considérons pour tout (g, ;) € V x L? () I’équation des ondes homogene :

¢ —Ap=0 dans Q,

v (0) =y, ) (0) = ¢y sur Q2 (3.3.1)
=0 surFD,g—f: sur I'V

Le probléme (3.3.1) admet unique solution grace au théoréeme 2.19.

Résultats préliminaires pour 1’équation des ondes
Lidentité directe

Lemme 3.9. Soit ¢ € Dy, avec Dy C H* (2) ,on a alors

2
1
/A@ngodmdt = — 5 /kaZDkgoDlgodx—i- i/divm. IVol|? da (3.3.2)
Q

ki>19, o

1 2 d¢ ’
— [ mv|Vrp|"do+ [mv | == do

2 v

N o

ot Vg désigne la projection de Vi sur le plan tangente o I" définié en dehors des sommets
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

Preuve. On rappel que

0
Vo =220+ Vg,

v
D’aprés le lemme 3.1 lorsque ¢ € Dy
/Agpngpda:dt = /kalegoDlgpda:—l— /dlvm V| de — —/m v|Vel*do
Q ki>1 g, o

+/£m.V<pda
v
r

/m.y IVo|*do = /m.V\V<p]2 do + /m.u IVo|* do = /m.y\VMz do
r D N N

carsip =0 sur I'P’, Vo =0 sur ',

car df =0 surI'V, dou

/Agpngpdmdt = — Z /kalenglgodm—i— /dlvm IVol|? da
Q

kl>1¢

__/ml/|VTg0| d0+/ml/( S0) do

Proposition 3.10. Pour ¢ € C (0,T; D,)NC* (0,T;V)C?(0,T; L* (Q)) solution de (3.3.1)
,0n a
T

/ f-m.Vodrdt = / DypmVpdz| + 3 / divm {(Dyp)? — |V|*} dudt+
0 Q

k l>1

_%/m.y}%ﬂg} dodt — %/m.u{(Dtgp) — |Vrep|*} dodt

70



3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

Preuve. Si on multiple ’équation ¢ — Ap = f  par m.Vy et on intégre sur Q on a
/D em.Vodzdt — /Agom Vpdr = /f m.Vdzdt

mais
T

/Dt om.Vodxdt = /Dtgongpdx — /Dtgpmv (Dyp) dxdt

0
T

1 1
/Dtgongodx + i/divm (Dyp)? daxdt — §/m.y (Dyp)? dodt
0 Q =N

¢=0sur T” D=0 sur I'” . Posons
P =1" x]o,1],

SN =TV x]0,7]
T

" 1
/f m.Vodrdt = / (gp — A(p) mVpdxdt = /Dtgpngodx + §/divm (Dyp)” ddt
Q 0 Q

——/m v Dtcp) dodt + Z /kalegoDlgodxdt — —/dlvm |V<p| dxdt

SN k=14 o

+—/m.V\VTg0|2dadt—/m.1/ 92" o
2 ov
SN »D

T

1
/f m.Vodrdt = /Dtgpngadx + §/divm {(Dtgp)? _ |Vgp|2} dxdt

0

+ Z /kalegoDupda:dt — /m v

k l>1

d’ou

dadt

_é/m.y {(Dtgp)2 - \VT30|2} dodt

Remarque 3.4. 1. Si on utilise les deux types de multiplicateurs

Minpo m.v > 0 et murv=0 surl?, (3.3.4)
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

lidentité (3.3.2) implique Uexistence d’une constante C' telle que

I3l

A priori cettte inégalité est etendue a ¢ solution de (3.3.1) grice a l'analogue de la

!

¥

C(0,T;L2(2)) } '

dodt | <C {||f||L1(o,T;L2(Q)) +llellory) + ‘

remarque 3.2.
2. On suppose que(3.3.4) a lieu, et si ¢ solution de (3.8.1), on a
680 2 (yD
e L” (X
% ¢ 12 (z)
et dépend contintient dans L? (ED) par rapport auxr données p, € V, ¢, € L* () et
feL'(0,T;L*(Q))c-a-d

2
gde

/8
ov

dodt < O{HfHLl(O,T;L?(Q)) (3.3.5)

+[lollcoryy + ||901HC(0,T;L2(Q))}

Lemme 3.11. Pour tout T > T et tout solution forte on a l’éstimation

B0 < c/@-m)] [ ‘a—‘pz

dodt 3.
o | dodi+ (3.3.6)

ED-l-(Z‘o)

/ (Dyp)? dodt + / \Vro|® dodt
(o

EN—l—(xo)

Preuve. Toujours on suppose R (xy) = max|m (x)| et T (x9) = 2R (x¢) ,et remplacant
xed

f par 0 dans (3.3.3) on trouve
k=1

divm =2 5 kal: .
0,k +#1

et

T

0 = /Dtgongodx +/{(Dtg0)2—|Vg0|2}dxdt+/|Vgo|2da:dt
0 Q




3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

avec

/{(Dtgo)2 — ]V@]Q}dxdt+/|V<p\2dxdt =
Q Q

1 1
5/ {(Dip)* + |Vo|*} dudt + 5/ {(Dip)? — |V|*} dadt
Q Q

_TE(©) + %/ [(Deo)? — |V} dadt
Q

T

1 ,
=TE(0)+ /go.gp

Q 0

car si on multiple 'équation ¢’ — Ag = 0 par ¢ et en intégre sur Q on obtient
T
0= / (gpﬂ - Agp) odxdt = —/ (Dyp)? dadt + /golgpda: + / IV|? dadt
Q Q Q 0 @

ce qui montre que
T

[ 10w = Vo) doit = | [

Q Q 0
d’ou
1 dp | 1 1
T.E©0) -3 / m.v 8—9" dodt — 5 / m.y(Dtg0)2dadt+§ / m.v |Vl dodt
v
ED—(.’E()) ZN—(:E()) EN+(.Z'0)
g 2
I 1 ! 1 a
= — /@ngpdm—i——/(p.(p + = / m |22\ dodt
2 2 v
Q Q 0 P +(zo)

1 1
+§ / m.u(Dt@)2dadt—§ / m.v |Vl dodt

=N 4 (x0) =N —(z0)

2
T.E(0) < R(on) / ‘g—‘p dodt + / (Dyp)? dodt + / \Vrl? dodt
v

2D +(z0) =N (o) =N —(z0)

+ {QR (o) + Aio} E (0)
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

grace a
=0 sur¥? — (o)
m.v <0 sur¥ — (z)
m.v <0 surZY + (x)

ce qui établit l'existence d’une constante C et un temps telle que pour tout T > Tj

2
E(O)g(T—CT) / g_f dodt + / (D)2 dodt + / Vro|? dodt
— 40

3D +(z0) 5N 4 (z0) SN —(z9)

Remarque 3.5. 1. L’estimation (3.3.6) implique aussi un résultat d’unicité tel que si TP

non vide et s’il existe un temps T > Ty telle que

0 =0 sur XP + (),
Vrp =0 sur ¥V — (z9),

ot ¢ solution forte de (3.5.1) alors
=0 sur Q.
2. Pour xy donné et pour tout (¢y, 1) € (H*(Q)NV) x V et grice a la remarque
précédente, il existe un temps Ty tel que pour T' > Ty 'application
(0 1) F— H(%a%)”(m(n)mmxv
définie une norme sur (H* (Q)NV) x V'  ou ¢ une solution forte de (3.3.1) et f =0

avec

o 2
ool = [ (5[ doars [ Duofaoar [ 19roPaoa

ED+(1'0) EN+(I0) EN—(:E())

D’aprés linégalité inverse, on définit un espace F avec la double inclution algebrique et
topologique
DaxV CFCVxL*Q).

Définition 3.2. Pour xy donné, il existe un temps Ty tel que pour T > Ty les normes

suivantes sont équivalents:

{¢0, 01} — ||(900a901)||(H2(Q)mV)xv

et
{001} — ||(9007S01)||vx1:2(9)
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

Remarque 3.6. Les normes {¢g, @1} — ||<900,S01)||(H2(Q)mv)xva et {pg, 1} — ||(<P07901>||vxL2(Q)
sont équivalents en effet : Grdce a linégalité inverse , il existe un temps Ty tel que pour

T>1T, on a
C
K. F =——F <
1-E(0) T —T) (0) < (@0 Ll (2 )vyx v

et on a

/ |%{2d‘7dt+ / (Dyp)? dodt + / \Vro|® dodt| < A /‘%‘2dadt

P+(z0) 2N +(20) BN —(z0) p
<A (H<PHC(0,T;V) +|l¢ HC(O’T;LQ(Q)» Grace o (3.3.5)

ot
: 9o
A = inf —| dodt,\{, A p >0
v
D
0< / (Dyp)* dodt| < \
BN +(zo)
0< / Vool dodt| < A
BN —(20)
alors

(0, %)H(H?(Q)m/)xv < K>E (0)

d’ou ’équivalence des deus normes.

Théoréme 3.12. Soient (¢y, 1) € F, f € L*(0,T;V), sous l’hypothése (3.5.4) la solu-
tion ¢ de (3.3.1) vérifie
Iy

35, € L* (2P 4+ (z0)), Dwp € Z¥ 4+ (z0), Vrp € (B — (20)) (3.3.7)

alors 92 € L? (£P).
Preuve. Utilisant 'unicité du théoeeme 2.11 ou
0 e C([0,T],Ds) NC(0,T;V).
D’aprés le théoréme de trace on a
Oy

SLec(oraim) c i)

Vrp e C ([O,T] {3 (r)) c 12 (%)

peC ([O,T] H3 (r)) CI2(D).
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

Solutions faibles pour I’équation des ondes

Théoréme 3.13. Pourug € L*(Q),u1 € V' ,w € L* (EP + (x0)) , v+ € L (EN + (z)) ,v™ €
L? (EN — (a:o)) donnés, il existe un unique triplet u € L™ (O, T; V’) Ay, =g} € F solu-

tion de

/ufdxdt — <1/10, 301> + <w1, 4,00> = <u17 2 (O>> - <u07 (:0, (O)>

@ (3.3.8)
+ / wledodt — / vty dodt — / v™.Vypdodt
2D 4 (o) SN 4 (z0) SN —(z0)

pour tout triplet f € L' (0, T;V) , {pg, 01} € F ou @ vérifie:
e C(0,T;V)NC (0,T; L* ()
(pII_A(p:f<t) ,tG[O,T]

0 (T) =g ¢ (T) = ¢,

Si de plus la condition (3.5.4)est vérifiée on peut donner w sur tout X .

Preuve. La théoréme 3.12 établit que le membre de droite dans (3.3.9) est une forme
linéaire continuité sur L' (0,7; V) d’ou l'existence et l'unicité de u € L™ (O, T; V/), car L
est un isomorphisme de Dy sur L' (0,7;V) x V x L? () l'identité (3.3.8) signifie en fait
que

L'u =«
ou
L:Dj= {(p € C(0,T;V)NC* (0,T; L% (Q)) ;¢ — Ap € L' (0, T; V)} — XxH! (Q)xL?(Q)

/

pr— Lo = {so"—Aso,sO(T)w (T)}

et

/ 0 /
a:gpr—><u1,gp(0)>—<uo,gp (0)>—|— / wa—fdadt— / vip dodt— / v .Vrpdodt

2D+(Io) EN+(I0) ZN—(xo)
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

Remarque 3.7. Pour que u dépend contintiement des données dans l’espace L™ (O, T; V’),
Uapprozimation par des données plus réguliére établit que u est continue & valeurs dans V.
V' nlest pas un espace de distribution on peut utiliser (3.3.8) lorsque ¢ est une fonction

test dans Q. On voit alors que u solution de
u —Au=0 ausens de distribution dans Q.

Par ailleurs H} (Q) C V ( sans densité), il existe une application naturelle de V' dans
H=Y(Q) qui implique que
u,, € H' (W)

avec w C §2, alors
ueC(0,T;H (w))

W' e C(0,T; H® (w)).

Par interpolation u est continument dérivable & valeurs dans H27¢ (w) pour tout w et
tout e > 0 :
u(0) =uy dans H;' ()

loc

u (0) =u; dans H; > (Q)

loc

u(T) =1, dans H; ' (Q)

loc

u (T) =1, dans H_ > (Q)

loc

ce qui établit que (u' (T),—u(T)) € H,2°(Q) x H,} (Q) = F' localement.

loc loc

De la méme maniére on peut donner un sens aux conditions aux limites:
u=w surXP + ()

u=0 surX? — ()

ou
5 Dt sur ¥V + (x0)
ou
e Vv~ sur N — (x0)

Théoréme 3.14. On suppose que tous les angles portant des conditions mélées sont con-
vezes . Pour tout xq ,il existe un temps Ty tel que pour tout T > Ty , ug € L*(Q) et u; € V'
, il eziste w € L* (ZP + (z0)) , v™ € L* (SN + (m9)) , v~ € L? (2N — (a:o))n_l tels que
u € C([0,T];V") solution faible au sens de (3.3.8) de l'équation des ondes (avec données
de cauchy {py, 1}, données de Dirichlet w sur ¥P + (xq) Vv~ sur BN — (xq) ,vérifié
w(T) =u (T) =0.
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

Preuve. La démostration repose sur ’application de la méthode de H.U.M.

1. On résout d’abord le probléme homogéne suivant :

®
d

5

5

\ v

( 4,0” — Ap =0, dans Q,

©(0) =, ¢ (0)=¢, dans Q,
0
0

(3.3.9)
sur I'P,

sur 'V,

tel que pour tout {¢y, 1} € F, il existe ¢ € C (0,7;V) N C*(0,T; L*(Q)) solution de

probléeme (3.3.9).

2. On considére ensuite le probléme rétrograde en . Il existe v € C (0,7;L? () N

C(0,T; H'(Q)) vérifie (3.3.8) et 1 solution de

( v — Ay =0 dans @),
=% sur 2P+ (z),
g—ﬁ’ = 2 (Dyp) sur BN + (z0), (3.3.10)
% = App sur XN — (),
\ W (T) = (T) = 0.
On construit ’espace de Hilbert
F complété deDy x V par rapport a la norme ||.|
ou F' dual de F
FCVxIL*Q) ;V xL*(Q)CF.
p=0 sur I'P
0
8—(5 =0 sur I'V
qui admet unique solution .
n€C(0,T;V)NCH(0,T; L (Q))
(3.3.11)

' () = An(t) = f (1)

.t € (0,77

7(0) =0, 7 (0) =0 dans Q

pour tout f € L' (0,T;V) ou

et

I

1n(0) =ng, n (0) =my

!

n(T) =ng, n (T) =mn;.
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

Le probléme (3.3.10) admet une solution unique grace au théoréme (3.12).

On définit 'opérateure A par

Apg, 1} = {% (0), = (0)} (3.3.12)

qui est linéaire continu de F dans F.

D’aprés l'unicité de (3.3.11) on pose ¢ =7 sur @ .

Pour {py, 1} € Da x V., on calculer (A{pg, v1},{¢o, ¢1}). En effet: Pour calculer
(Ao, 01} {@g, ©1}), en approchant ¢ , 1 et f par des fonctions plus réguliéres ¢,,, v,

et f,, respectivements. Si

¢m € C(0,T; D4) NCH (0, T; Hy (Q))

et
U, €C(0,T;H' (Q)) NC* (0,T; L*(2))
et
fm € L' (0,T; Hy ()
On a
T
[ntudoit= [ (61~ 8g) dodndt = | [v0dn| [V etdndt — [ A dode
Q Q Q 0o @ Q
(par intégration par partie)
T
0 Q
T
/ (il — o) |+ / N RN
Q 0o @ Q
T
/ / awm agpm
Q 0

T

/ 0
Q 0

dp,, 0
+/ gpm.AT@mdadt—/ Pom TPm 1t
BN —(z0) $D 4 (o) v ov
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

donc
/ ! _ a@m agpm
[ @@=t @en@]ar = [ (Fem) (S ) dou
Q
—/ gom.g (Dyp,,) dodt — / O A, dodt
SN +(z0) ot BN ()

par passage a la limite (m — 4o00) et si f =0 on a:

/ [ (0) ¢ (0) 4 (0) ¢ (0)] dr = /E - (g—f)QdadH / (Dup)? dodi+ / Vool dodt
Q =N+ (x0) SN — (o)
On déduit que

(Aeo, o1} {0 01} = (0, @1)”% (3.3.13)

et alors A est un isomorphisme de F dans F'.il existe alors {p,, 0, } € F C V x L?(Q) ou
{@o, 01} EDaxV CFCVxL*Q)

tel que
Ao, o1} = {zb' (0),—¢ (0)}. (3.3.14)
ou ¢ solution est I'unique solution faible au sens de (3.3.8) de I’équation des ondes avec

’

w(O)ZuO, (& (O):Ul

et le controle

du | Dy sur 2N + (z0)
v Vre  sur XV — (zg)

tel que u (T) = (T) = 0.
L’unicité de (3.3.10) permet de pose 1) = ¢, alors toute solution de (P) vérifié

u(T)=u (T) =0.

Alors (P) est exactement controlable. m
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

3.3.2 Domaine régulier
Position du probléme

On se basant toujours sur les résultat de[4] .Soit € un ouvert polygonal de classeC? (£2).

Les élément de D4 tels que
0 € Hy () et Apec L*(Q)

n’implique pas que

p € H*(Q) avecs > g

Alors, on sait que
Dy C Span {H* (Q),¢;, M; € £} .

ou A = (—A) et grace au probléme (2.3.7), (2.3.8) et (2.3.9) qu’il existe ¢; € R et ug €
H? () tels que

M;ex
Les raisonnements pour montrer ne sont pas vrais dans ce cas, car pour s S %, les épaceS

H?*75(Q) et H? () ne seraient plus en dualité et que
2—s¢10,1/2[.

Alors Iidentité directe devient une inégalité si € est un ouvert & frontiére de classe C2.

On remarque que pour s = % au sommet M; € ¥%(ou M; € X°) :

p, = /Tsin (g) ¢ H?(Q) (3.3.16)

car 5
"
¢ L2 (T
g 1)
En effet : Comme
|vu.|— %6 +18ui6 <L+1_T—L
o T el e Tr 2

et 'intégrale
2

dodt 11— +00.

r—0

8Ui
J 0

3

v

On garde les mémes notations aue au probléme (P).
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

d(e)

Figl.5. Ouvert regulier

On considére la solution u du probléme de Cauchy -Dirichlet-Neumann pour ’équation des

ondes
§

v —Au=0 dans Q

u=v sur %P+ (x)

(@) %2 = wt sur TV + (z0)
92 — = sur BN — (x)

ov
| w(T) =4 (T) =0 dans Q

Le probleme de contrélabilité exacte consiste a chercher un temps 7' tel que pour toutes
données de Cauchy (ug,u;) € L? () x H~*(Q), il existe des controles v, w™ et w™ telles

que si u est la solution de (@), on ait

w(T) =u (T) =0 dans Q.
Résultats préliminaires pour ’équation des ondes
Soit ¢ solution du probleme (3.3.1) tel que p € C' (0,T; DA)NC* (0,T;V)C?(0,T; L* (Q)) .

Proposition 3.15. L’espace D4 N Span {Cl (ﬁ) sus, Mj € E} est dense dans D 4.

Preuve. CA[18]. m
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

Remarque 3.8. proposition 3.15 montre qu’on peut approcher toute @ de D 4 par des fonc-
tions ¢ de la forme (3.3.15), avec pp € C* (Q)On applique la méthode de multiplicateur,

on choisire xq et utilise le multiplicateure
m = (x — x9)
otvm € Wh (Q)? et en tout point S € %
muv =0 surl.
L’identité directe

Théoréme 3.16. On suppose que m (x) = (z — xg) et que m.v = 0 en un point s € ¥. Alors

1 2

/ ApmV pdzdt = /m v do — —/m.y a_go
2 or
TN

on a lidentité

90

(3.3.17)

pour tout ¢ € Dy ol ¢ — Z csps € H2(Q) .
Sexs

Preuve. On effectue les intégrations par parties sur un sous domaine §2 () qui approche

(2 enexcluant les disques de rayon € centrés aux points M; € X.

divm =2
1,k=1
Dymy =
0,k #1

Comme au pareagraphe 4.1 il vient

1 1
/ ApmV pdxdt = —/ \Vo|? da + —/2. IVo|? dx + /8—(png0da — = /m.y V| do
Qe) 2 8V 2

Q Q I'(c) T(c)

1
/ ApmV edxdt = / (8_@) mVepdo — = /m.y IVo|? do
Q(e) ov 2

I'(e) I'(e)

donc

ou I' (¢) disigne la frontiere de €2 (¢) .

/ ApmVpdxdt = (——) /m [ (,0
Q(e) ov

a 2
-+

or ov ov or

do + /8@ {mua—gijmTa—gp}da

I'(e
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

car
Op Oy
Ve=a, ot
Oy Oy
Vo= 22 ZX
4 (8V7 87’)
op|* |, |0¢|’
Vol> = | == —
Vel =13 o
ou 7 le vécteur unitaire normale , 7 véctaire unitaire tangent
1 dp|”  |op|”
/ ApmVpdzdt = - / mw || 22| — 22| | do (3.3.18)
Q(e) 2 ov or
I'(e)
dp dp
T——d
+/m Tay P o
T'(e)

on notera vy (e) =T — (I'(e) NI') ; v () est donc réunion finie d’arcs de cercles centrés en

M; .On a évidement

/ ApmV pdxdt —B/Agpngpdxdt. (3.3.19)
Q(e) e~ Ja

Ensuite on va passer a la limite dans les intégrales de bord en considérantséparément les
contributions de ' N T (g) et de 7y (¢) .

A en ce qui concerne U'intégrale sur ' N T (¢)

[ ol 2] |5
m.v daajJ m.v | |—

ov
T'(e)nT

2 2

i

or

i

or

9y
ov

2] do (3.3.20)

La convergence est justifiée par le fait que
m.v |V|* € L™ (I)

Puisque

=0 (7)

m.yv =0 sur X

alors
m.v =0 (d(z,X)) car |mv| <Cd(z,I)

Par ailleurs
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

donc

0
/ m. 7'6]/ 5y Do =0 — [mrLl40 =0 (3.3.21)

B. Considérons a présent la contribution d’un des arcs des cercles composant 7 (¢). On va

104 [

v(e)

calcule
Oy 2

2
Iy 0

— T .3.22

5 do—l—/mT ” do (3.3.22)

On a
Y= —c.p, € CH(Q)

Considérant [ (¢) comme une forme quadratique en ¢ ,il vient

I(e) =1 (p,9) = L. (,¥) + 2¢,1. (¢, ¢,) + 1 (g5, ©,)

puisque
Vi =0(1) car [VY[ < ||+ |esp| SCL+Cr =K
1 0 1 C
el =0 () e 1val=|vrn (5)] <0qp= 7

prés de O en r, on a
limolg (p,0) =c2 limolg (0g, ©5) - (3.3.23)

Il reste a calculer I, (@4, ;) -
i) On suppose M; € ¥° alors

P, = V/rsin (g)

On va calculer explicitement sur « (¢) ,la quantité a intégre

1 Op," |9, ["| . D, 0,
1= 2m'y v or m-r ov Ot
S T TN S N BTN )
- " or 00 “\or ) r\ 00

ou m, et my sont respectivement les composantes radiales et angulaires de m .

Comme on a supposé m.rv =0 en 0 , le points xy & pour coordonnées (L, 0) d’ou
m = {IL‘ - L7 y}T
m, = (x — L)cosf + ysinf
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

me = — (x — L)sinf + ycos b

or 2\/7_“S 2

Par aillairs on a

18%——1 cos Q
r oo 2yr 2
donc
_ T cos? Q — sin? Q —l-@sin Q Cos Q
1= % 2 2 dr 2 2
g[mrcosﬁ—mgsinﬁ]
1
(- L
&r (@ )
on conclut
1 b(e)
1 1
/qda: g//g(&COSQ—L)6d9d€:
v(e) 0 a(e)
11 11 L
—f/(scosH—L)dé’dg:f— [gsine—w]gdg:( rl)
84 )8 8
0
ou

e—0 e—0
et donc

(3.3.24)
d’oll

3.3.25
8 ( )
ii) On suppose M; € ¢, alors

un calcule tout a fait analogue montre que

1
= (—z+1
q 8r<x+)

et

L 2
hmo[<E (p,0) = =5

(3.3.26)
Grace a (3.3.24),(3.3.25) et (3.3.26) on peut passer a la limite dans (3.3.23). D’ou (3.3.17).
]
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

Remarque 3.9. Remarquant que dans les notations précidantes m (s) .7, devient (—L) ,l’abscisse

de xy dans les coordonnées locales attachées a M; .

Corollaire 3.1. On suppose que m.v = 0 en tout point M; de ¥ ou m(z) = z — z7.0n
suppose que de plus que

m(s).7>0 surX°

m(s). 7<0 surX’

/Agongodxdt < 1/m.u{ (9_<p
Q 2 aV
r

alors on a
2 D

or

2
} do
pour tout p € D 4.

L’inégalité inverse

On montre maintenant 'inégalité inverse qui permet de majorer I’énergie de la solution ¢

de (3.3.1), qui est nécessaire dans ’application de la méthode HU M.

Proposition 3.17. .Pour tout Ty et tout solution p € C (0,T; D4)NC* (0,T;V)NC?(0,T; L? (Q))

solution de

S0// . Agp _ 0
on a
N2
(T-TH)E() < C / m.v (w) dodt+ (3.3.27)
2N+(1'0)
Op 2 Oy 2
/ m.v (5) dodt — / m.v (E) dodt
ED+($0) ENf(xo)

Preuve. On suppose que ¢ € C(0,T;D4)NCY(0,T;V)NC?(0,T;L? () et d’aprés
le corollaire 4.3 on a

T

0 = / (90” — A(p) m.vdxdt > /go/ngodx + %/2 (gpl)2 dzdt — %/m.y (g0/>2 dodt
SN

0 Q

Q Q
1 oo\ > 1 oo\ 2
—g/m.y <5) dodt + é/m.u <E) dodt
=D =N
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

ol p=0 sur'? et 22 =0 sur I'V. Par ailleurs

o
! 2 1 ’ 2 2 1 / 2 2
/(@) dxdt = 5/{(@) —\V(p\}d:cdt+§/{<g0> +|Vg0\}da:dt
Q Q Q
- 4T
1 /
=3 /90 pdx| +TE(0)
LQ do
- 4T
ol / {(gpl)Q - |Vgp|2} dxdt = /gplgodzn d’onl
Q LQ Jo
1 N\ 2 1 oo\ ° 1 oo\ °
TE(0) — 3 / m.v <g0> dodt — 5 / m.v (%) dodt + 3 / m.v (E dodt
5N —(z0) 2D —(x0) SN 4 (z0)
T
’ 1 I 1 ! 2
< - /gpngpdx+§/g0<pdm —1—5 / m.y<gp> dodt
Q Q 0 XN +(20)
1 oo\ ? 1 oo\ ?
—i—§ / m.v (5) dodt — 3 / m.v (E dodt
ED+(330) ZNf(:Eo)
ou
T
/ 1 / 1
/gp mVdz + 5/@ pdr| | < 21113)( |m|| .E (0) + XE (0)
Q Q 0
Supposons encore
¢ = 0 sur®Y — (z0)
g—f = 0 surZ? — (z)
0
8_f = 0 surZ + (z0)

et
T, = -
0 2m3x\|m|] + 3
11 existe alors deux constantes C' et T ou (3.3.27) est vérific. m

Théoréme d’unicité

Théoréme 3.18. Si ¢ = ¢ (z,t) vérifie (3.5.1) pour des données {py, o1} € Da xV et

les conditions
g—f =0 sur 3P+ (z)

© =0 surs™N + (2o) (3.3.28)
Vrp =0 sursy — (z0)
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

sont vérifiées alors

=0 dans Q.
Preuve. On utilise le théoréme d’unicité de Holmgren . m

Proposition 3.19. Sous l’hypothése du corollaire 3.1 il existe Ty tel que pour T > Ty

["application

{00, 1} ”{9007‘»01}HDAxV (3.3.29)
ou
"N 2
{0, o1} = / m.v ((,0) dodt+
SN +(z0)
/ m.v (8—‘5)2 dodt — / m.v (8—f)2 dodt
EP+ (o) BN —(zo)

Preuve. 1.5i{y,, ¢,} = {0,0} alors ||{pg, ¥, }| = 0.

2. Si ||{po, ¢1}]] = 0 implique {p,, v, } = {0,0} si (3.3.28) est vérifie .

L’application {py, ¢, } — |[{¢0, ;1 }|décrit une norme si le condition duthéoréme d’unicité
4.3.6 est vérifie. On peut définir I'espace F comme complété de Dy x V' pour cette norme

et on a la double inclutionalgebrique et topologique
DaxV CFCV xL*(Q)

et

/

V' xL*(Q)CF

Corollaire 3.2. Sous [’hypothése du corollaire 4.3, on suppose {py, 1} € F et [ €
L' (0,7;Y) alors
il existe une unique
e C(0,T;V)NC' (0,T; L* (Q)) (3.3.30)
solution de

{¢%w—Aw®:f@JGWf] (3.3.31)

©(0) =g, ¢ (0) = ¢

de plus cette solution vérifié
8@ L2 EN
vV —m.uE < ( - (330))
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

\/mgpl e L? (N + (w9)) (3.3.32)
\/— Ce L (2P + (w0)).

Théoréme 3.20. Sous les hypothéses du corollaires.3 pour ug € L () ,u; € V', \/% €

L2 (2P + (z9)) 7 € L2 (2N + () , 7 € L2 (2N — (w0)) données, il existe une unique

weC ([0, T] ;V’) (3.3.33)

Théoréme 3.21. telle que

/ufda:dt = / {u1<p (0) — upy (O)} dx + (3.3.34)

Q Q

Oy , dp
/ 01/ % dodt — / v dodt — / v_— 5 % dodt

»D (mo) 2N+(J:0) EN—(JJQ)
pour tout f € L' (0,T;V) ou o vérifié (3.3.81) et ¢ (T) = ¢ (T) = 0.
Preuve. Par le corollaire 3.2 le membre de droit de l'identité (3.3.33) dépend con-

tinument de f , ce qui établit I'existence et I'unicité de u € L*° (O,T; V’) ; la dépendance

continue par rapport aux données implique alors (3.3.33). m

Remarque 3.10. On établit comme au paragraphe précédent que {u' (T),u(T )} eI

Théoréme 3.22. On suppose que m.v = 0 en tout point de X ou m(x) = (x — o) et que
m.7 >0 en tout M; € X°

m.7 <0 en tout M; € ¥°

Il existe un temps Ty tel que pour tout T > Ty, tout ug € L*(Q),u; € V' il existe w €
L2 (P + (20)), v+ € L2 (N + (20)) ,v— € L* (EN — (20)) , tels quew € C ([0, T]; V') solution
faible au sens de (3.3.8) de l’équation des ondes homogéne avec donnée de cauchy {py, p,} ,donnée
de Dirichlet w sur S + (x0) ,0 sur ©P — (z4) et donnée de Neumann w'. sur SV + (xo) ,

8(;11_; sur 2N — (xq) vérifié u(T) = u (T) = 0.

Preuve. On applique la méthode HUM :
1. Soit ¢ solution de I’équation des ondes vérifié (3.3.9). Le probléme(3.3.9) admet

unique solution comme au cas convexe.
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

2. Ensuite on considére le probléme rétrograde en v :
Il existe ¢ € C'(0,T; L? () NC* (0, T; H* (Q)) solution de

( w” — Az/; =0 dans @)
)= sur®? + (o)
o { m.v) Dt Dtgp) sur¥Y + () (3.3.35)
v —m.v ATgo sur¥ — (z)
¢ (T) =0

pour tout f € L'(0,T;V) ou n solution de

e C0,T;V)NC (0,T; L*(Q)),

) —An@t) =f)  ,te[0,T],
n(0)=0 , n (0)=0 dans Q.

3. On définit alors I’espace
F complété de Dy x V' par rapport a la norme ||| -
ou F' dual deF par la double inclusion algebrique et topologique
DaxV CFCVxL*Q)

F est un espace de Hilbert. On définit Popérateur A par A {¢,, ¢, } = ¥ (0), = (0) qui est
linéaire continue de F' dans F.
Pour calculer (A {¢g, v1},{¢g, ¢1}) en approchant ¢ , 1 et f par des fonctions plus

réguliéres ¢,,,,, et f,, respectivements. Si

¢m €C(0,T;DA)NC(0,T; V)NC?(0,T; L*(2))

et
Y € C(0,T; H' (Q))NC* (0,T; L*(2))
aussi
fm € L' (0,T; Hy (Q))
on trouve
T
_ / ! oy, ey,
0
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

a la limite lorsque f =0

/ 0 0
(Awo, o1} {po01}) = _s{ {¢ (0) g — 1 (0) ‘Pl} dr = - ;Dd dt — fw (pd dt

, dp Oy
[{V 02— v@efde= | mvgloidedt = (mvDi(Dig) o) = (mvbre.).
Q S0+ (z0 1% 1%
ou

<Dt <Dt(‘0>’€>H*1(O,T;L2(ZN+(900)))><H1(0,T;L2(EN+(mO))) = - j; )DtC,O.DtgdUdt,

SN 4 (z0
v¢ € H'(0,T; L% (SN + (z0)))
et
<AT<P7§>L2(0,T;H71(2N_($0))) = (divr Vrp, &) = — (Vro, Vrl) = — f Vrp.Vrédodt

=N —(x0)

ou divy est 'opérateur de divergence tangentiel et V1 est le gradient tangentiel vérifiant :

divy lopérateur adjoint de V.

0 0
Vo= AT Vrp=Vrp car 9?2 _ 0 sV,
v v
Vrp = 8_(57; T (71, Tz)T
oll 7 vécteure unitaire tangent. On trouve
: 99\’

i {w (0) g — 1 (0) @1} de = [ mw 3 dodt — om.vDy (Dyp) dodt
Q 50 + (o) v SN +(z0)

—/ o (—m.v) Arpdodt.
BN —(20)

C-a-d
' 0
i {w (0) o — ¥ (0) gpl} de = [ mwv (8§0> dodt +/ m.v (Dyp)® dodt
Q 2D 4 (x0) v BN (o)
+ / (=m.v) (Vrg) dodt
N —(20)
dp 9
(Moo o1} Avorp1h) = [ mw <a > dodt + / m.v (Dyp)® dodt
EP+(z0) v BN +(zo)

2 [ Op ’
+ (—m.v) .77 (. == ) dodt
oN —(zg) or
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

cos 6 )
T et =1
—sinf

(Adwgs 1} 5 1w0: e11) = [Heo, 901}"2

ou

Ce qui est équivalent a

(A en it feeahl = |[{¥ 00— 0O fde| <6E0)  (33.30)

< B H{(pOaSOl}Hi“

= ||{9007801}||i“' {0, 901}H2F

grace a U'inégalité inverse, A est continue. L’inégalité (3.3.36) nous permet de prolonger A

[N . , e, . . ’

(de maniére unique ) en un opérateurlinéaire continu de F' dans F
/
A F— F

Comme
<A {9007 %01} ) {9007 801}> = <{<P07 901} A {S00= 901}>
ce implique

A=A

ou A* désigne l'opérateur adjoint de A. En résulte que A est un isomorphisme de F' dans

!

F.

La forme bilineaire associée a A est coercive car

(A @g, 01} Lo 01 )) = / m.y<<p’)2dadt+ / m.y<g—‘5>2dadt

=N (o) 2D 4(z0)

2

— / m.y<a—(p) dodt
or

SN —(z0)

> gy E0) = g n e

4. L’unicité du probléme rétrograde permet de dire que u = v pour tout ¢» € C (0, T; L* (£2))N
C'(0,T; H' () .Pour ug € L*(Q),u; € V'données ,on a

/

{uy, —up} € V' x L*(Q) C F.
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

Il existe donc {p,, ¢, € F CV x L? () solution de

A {9007 ‘201} = {ula _UO}

ott m.v =0 et (ug,u;) € L?(Q) x V' . 1l existe des controles un temps T tel que pour tout
T >1

, il existe un controéle sur X tel que

weC <[O,T} ;V’)

!

vérifie u(T) =u (T)=0. =

3.3.3 Domaine fissuré
Introduction

En point de vue physique les 1évres de la fissure (rebroussement vers I'interieure) portent une
condition de Neumann. Considérons le cas d’'un domaine plan avec seulement une fissure
portée par le demi-axe positif des abcisses. On suppose que la fissure a pour extrémité (
fonddefissure ) lorigine et que le reste de la frontiere est réguliere (de classe C?).On suppose
également que les ensembles 7t T" ne se rencontrent pas pour éviter la situation déja
considérée au paragraphe 3.3.2. On a supposé I'® non vide pour évité des problémes de non
unicité, d’ou la présence d’au moins un trou conformément a la figure 1.4. On sait alors
que
Dy C Span {H*(Q);05}; wj;=2m

ps = V/rcos(0/2)

Il est claire comme au paragraphe 3.3.1 que

Ceci nous oblige & choisir un point z, porté par Paxe X' OX dans le cas de la figurel.4.

Le résultat de densité de la proposition 3.15 est encore valable.
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

L’identité directe

Théoréme 3.23. [4]On suppose que m(z) = x — xy avec xo porté par l'axe des z, alors on

a lidentité suivante :

1
/Agpngpdazdt = —/m.y
Q 2

D

Op 2
| do (3.3.37)

dp

o o+ (f) L

4 S

Pour tout ¢ € Dy o ¢ — cop, € H? () et xo = (0, L).
Preuve. I'angle représenté pour cette fissure est w; = (27 —¢) ot ¢ < 0.

ps = V/rcos(0/2)

ou S € ¥
Oy _ L cos 0
or  2r 2
10, (1 i 0
roo  \2vr) T \2
on a
1 [ 2 27
/QAgongpdxdt = ehinoﬁ m.v g—f — Z—f do
I'(e) - -
. dpl®  |op|? .
+Ehin0 m.v ! T lar do + Eh_r)n0 qdo
I'(e) - - v(e)
a(e) — 0, b(e) — 27.
ou
1 27
/da = //5d«9d5
() 00

car w; = 2.
I(z) = lim I(¢p, ) = c; lim I (¢, ;)
et

I (g, @) = /qda

v(€)
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

La quantité a intégrer ¢ sur +y (¢) devient :

1
q= — [—m, cosf + mgysind]
8r

= 81_7’ [(—cosf).((x —L)cosO+ysinf) + (sinf) . (— (x — L) sinf + y cos b)]

ol m, et my sont respectivement les composantes radiales et angulaires de m alors

/qda = /(1/87“)(—$+L)da:/17(1/85) (—ecosf + L) edfde

v(€) v(€)
1
1 2nL 7wl

1
= [ (1/8)[—esinf+ L) de = = [ de = — = —.
/(/8)[5sm + LO);" de 8/6 S 1
0 0

et
1 oo>  |op|?
/QAgpmV<Pdmdt = §/m.y [ a—f - a—f d0+€h£10[e(90790)
r
1 Ay |? 1 dp|? L
= §/my 5 dO'—§/m.l/ E dO—FT
ro N
car
p =0 sur I'P
0
G_f =0 sur 'V
et

1 27
a(e) f— 0, b(e) e 2, /da = //5d¢9d5
V() 00
d’ou (3.3.37).
La démonstration est tout a fait similaire & celle du théoréme 3.17. Sion a L <0 (c’est

—a-dire que est dans le prolongement de la fissure) on a déduit I'inégalité

1 ? 1
/ ApmV pdzdt < —/m.y do — —/m.y
o 2 2
D N

2

9y 901" 1o
ov or

Remarque 3.11. Sion a L <0 (c’est-a-dire que xq est dans le prolongement de la fissure)

on déduit l’inégalité

/ ApmV pdzrdt < 1/m.y{ 8—(70
Q 2 al/
r

2 64,02

or

} do  pour tout ¢ € Dy.
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3.3. Controlabilité exacte avec condition mélé

A partir de la, les raisonnements sont les mémes et il est inutile de les répéter.

La conclusion de lapplication de méthode HUM est la suivante :

Théoréme 3.24. On suppose que le point xq est dans le prolongement de la fissure de
louvert ) .

Il existe un temps Ty tel que pour tout T > Ty, tout ug € L* (Q), uy € V', il existe

we L* (P + (20)), vy € L* (BN + (20)) , v € L2 (8N — (z0)) tels que

ueC ([0, T| ;V’) Solution faible de I’équation des ondes homogéne avec données

de Cauchy, donnée de Dirichlet w sur 3P + (z) , 0 sur ©P — (x¢) , et donnée de

Neumann sur w', sur SV + (z) , 6(;”—; sur N — (xq) vérifié u(T) = u (T) = 0.

Preuve. On applique la méthode HUM comme au paragraphe 4.3 et les raisonnements

sont les mémes il est donc inutile de les répéter. m

Remarque 3.12. Le résultat ci —dessus se généralise aisément au cas d’un ouvert de classe
C? présentant plusieurs points de rebroussements vers l'intérieur (ou fissures) a condition
que xo soit a lintersection de toutes les tangentes aux fonds de fissures et dans le prolonge-

ment de chacune d’elles.
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Chapitre 4

Probléme inverse

Sommaire

4.1 Préliminaires . . . . . . .. e e e e e e

4.2 Stabilité . . . . . .. e e e e e e e

4.3 Lareconstruction .. ..... .. .. ... 0000
4.3.1 Théoréme de reconstruction . . . . . . . .. .. ...

- N 6 ¥ 1= >« < S

4.1 Préliminaires

Soit O un ouvert borné de R?, & frontiére polygonale I' et I'’une partie non vide de I'. Pour
T > 0, on note Q7 = Q x ]0,T[, X =T x ]0,T[ et % = T° x |0, T[, et on consideére le

probléme
u (x,t) = Au(x,t) +0o(t) f (x) dans Qr,
u(x,0) = O (2,0) =0 dans €,
u(x,t) =0 sur X,

ou o € C'([0,T]) fonction connue telle que

o(0)#0

et f dans L? (Q) est I'inconnue. On suppose connu 'observation frontiére:

U
= — o .
© ey sur X,
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4.2. Stabilité

Notation 4.1. 1. On fize arbitrairement xy € R? et notons
I'" (z0) = {z € T; ( — zo, v (x))g: > 0}
Ry = Ry (x9) = sup {|z — 2¢|p2 ;2 € I'}
T > 2R, (4.1.4)
%01 (). (4.1.5)
2. On garde les notations de(1.2.16) et (1.2.17) avec V = L? (T?).

Remarque 4.1. Sio € C'[0,T], alors pour tout f € L*(Q), il existe unique solution

w=u(f) € C*(0.7]; Hy () N C* (10, 7): L* (©)

de (4.1.1) et
u (f) 1 2
——cH T; L (00
5, € (0,7 L* (092))
De plus on a
||u(f)||L°°(07T;Hé(Q)) + ||12 (f) ||L°°(0,T;L2(Q)) S C’0 ||f||L2(Q) . (416)
De plus
ou
‘ 5, ) <Cilflpe — (fEL*(Q) (4.1.7)
Yoo o)

(C.f. Annexe ot u' (x,0) = du (x,0) =0 .

Le probléme inverse consiste a déterminer la source f a partir de la donnée 2%

0
5, Sur X

plus particuliérement il s’agit de montrer les deux points suivants:

1. Stabilité: Existe-t'il une constante Cs > 0 tel que || f{|;2(q) < C2 IES (f)HHl(o,T;m(rO))

2. Reconstruction: On établit un shéma de reconstruction du terme source f a partir de

I'observation du/dv sur 2Y..

4.2 Stabilité

Théoréme 4.1. Sous les hypothéses (4.1.2) et (4.1.4), il existe une constante C3 = C3 (Q, I, T, z¢) >

0 tel que
ou
()

pour tout f € L?(Q).

ou
0

it < [1fll 20 < C

H'(0,T;L2(I0))

(4.2.1)

H1(0,T;L2(I?))
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4.2. Stabilité

Preuve. Elle se faiten trois étaps
1¢7¢ etape:

On considere le probleme (4.2.1)

¢ (7,t) = Ap (,t) (x e Q,t>0),
¢ (x,0) =0, Oyp (2,0) = f(x) (x € Q), (4.2.2)
oz, t)=0 (xel',t>0).

D’aprés le théoreme 2.11, pour f € L? (Q) (s = 1/2) le probléme (4.2.1) posséde unique
solution ¢ = ¢ (f) vérifiant:

v (f) € C°([0,T]; Hy (Q)) N C* ([0,T7; L* ()

et
!/
le O ormgen T e ('l ooz < C21f 2oy (4.2.3)
De plus d’aprés la remarque 3.2 et (3.2.16) (ou f # 0 ) on a l’estimation
1 || Oe (f Oy (f
et 22V <l ey < €| 22 (4.2.4)
Vo ll2(r'x01)) Vo ll2(r'x01))
2¢me étape:
On définie operateur K: L* (T x (0,7)) — H* (0,T; L* (I'?)) par
! 0
(Kg)(x,t):/ o(t—s)g(x,s)ds <IEF,0<t<T> (4.2.5)
0

On a alors les deux lémmes suivantes:

Lemme 4.2. Pour tout g € L?(T° x (0,T)), Il existe une constante Cy = C4(Q,T) > 0,
tel que

szl ||KgHH1(O,T;L2(F0)) < HQHLZ(Fx(o,T)) <y ||K9HH1(07T;L2(F°)) (4.2.6)
Preuve. C.f [16]. m

Lemme 4.3. Pour toute f € L* (), on a

u(f) (,t) = (K¢ (f)) (1) :/o o (s) @ (f) (.t —s)ds (> 0). (4.2.7)
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4.2. Stabilité

Preuve. On approxime f € L?(§2) par une suites (f,),~, dans C§° () telles f, — f
dans L? (Q).

Posons @ (1) = @ (fa) (v, t) = (K¢ () (z,1) = [y o ()¢ (f) (2, = 5)ds .

u vérifié (4.1.1), en effet :

i (x,1) = o (1) (f) (@,0) + [y o

th(f) (x,t—s)ds
ﬁa@m%qxat—@dsouwuwam

=0
et .
i 0.0) = 02 (N .0+ [ o) e () et =) ds
d’ou
Ty (w,t) — Al (2,t) = o () @, (f) (2,0) +f0

%Aﬁ(t—sd&aﬁ08A¢UM%t—$%

f @)+ [y (5) (o — Ap) (f) (2.t —5) ds
=0 (t) f (I)

car ¢, (f) (z,0) = f(x) et ¢ vérifie (4.2.1), alors @ (f,) (

rt) € C0(0.7): H ()
C([0,T);L?(9)) et satisfait (4.1.1). Par unicité de (4.1.1) on obtient @ (f,) = u (f,). Par

densité de Cg° (Q) dans L? () on a @ (f) = u(f) pour f € L*(Q) ,d’on (4.2.7)

3¢ étape:

Soit f € L*(Q); par densité, il exise f, € C° (Q) tel que f, — f dans L*(Q).
Supposons qu’on a l'estimation (4.2.1) pour f € C§° () et grace 'estimation (4.1.7) on a
|2 2u(f)

ov O Nmomzaro

et donc (4.2.1) est vrai pour f dans L?(Q). Pour f, € C5° (), ¢ (f,) est suffisamment
régulier dans 2 x [0, 7] , on a alors

'
H1(0,T52(r0)) "0

8u<‘§z{" Z, _afo w) (zt—s)ds (zel,0<t<T)

= flo (, —s8)ds (rel®0<t<T)

&p fn _ 0p(fn) 0

—fo (x,t s)dS—K( 5 )(m,t) (mGF,O<t<T>
Grace au lemme 4.2 il existe une constante Cs > 0

v H1(0,1;22(1°)) B v L2(T9%(0,T))
Cs° () . Par densité de C5° (2)dans L? ()

9 (f)
H(0,1;22(T°)) v

et pour que @ vérifié (4.2.4), on déduit (4.2.1)

(4.2.8)

Ou (fn)
ov

pour tout f, €

du (f)
ov

' (0,1;L2(T7))

cit <

Ou (f)

<
<G ov

L2(T0x%(0,T)) H(0,1;22(T°))
.
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4.3 La reconstruction

Notation 4.2. 1. L’opérateure définie dans L* (Q) vérifie Au (z) = —Au (z) avec condition
de Dirichlet ou D (A) = H* (Q) N Hy (Q), (D(A) C H* (), s> 3/2).

A & un nombre infini de valeurs propres avec leurs multiplicité vérifiantes:

ot N\, de multiplicité my. Soit ¢, un vecteur propre associe & valeur propre A\, (k> 1).0n

choisire { ¢y}, tels que

(D> 1) L2y = O SIS {(1) EZ;% : (4.3.2)
et lespace véctoriel engendré par les {¢y},-, est dense dans L* (Q).

Lemme 4.4. Sous les hypothéses (4.1.4) et (4.1.5), pour chaque ¢, € L* (Q) on peut con-
struire unique controle v = v (¢,) € L* (T x (0,T)) tel que

(i) Le solution faible p = ¢ (v) € C°([0,T]; L*(Q))NC* ([0,T]; H1(Q)) de
o(x,t) = A¢p(x,t) (xeQ,0<t<T) (4.3.3)
St) = do(r) b =0 (xe)
6(x,t) = v(zt) (:c eT’0<t< T)
¢(z,t) = 0 (:EEF\FO,O<t<T>

vérifie

6, T)=0 ¢@T)=0 (z€9Q) (4.3.4)
(1) 1l existe une constante Cs = Cg (2, T, z9) > 0 tel que
v (%)HL?(Fx(o,T)) < Cs ||¢0HL2(Q) (4.3.5)

pour tout ¢y € L? () ( remarque3.2).

Définition 4.1. On peut définit un opérateur linéaire borné Il :L* (Q) — L? (T x (0,7))
par

Iy = v (¢y) (0 € L*(2)) (4.3.6)
On définit loperateur ® : L? (T° x (0,T)) — H' (0, T; L*(I'°)) et on considére l’équation

de Volterra de seconde espéce:
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4.3. La reconstruction

o (0) % (z,t) +/t (aa—j (C—1) % (,)+0(C— t)@(:z:,()) d¢ =n(z,t) (4.3.7)

(zel®0<t<T)
6 (x,0) =0 (zel),

Remarque 4.2. Pourtoutn € L* (T° x (0,7T))(4.3.7) admet unique solution @ € H' (0,T; L* (T'?))

vérifiant ’estimation
1011 1 0,7;22(00)) < € MMl p2ro o))

pour tout n dans L* (T° x (0,T)) ot ¢, > 0.(C.f [16]).
Définissons & présent 'opérateur @ : L2 (T° x (0,T)) — H' (0,T; L? (T'?))
f=on nel’(T°x(0,7)).

qui est linéaire borné.

4.3.1 Théoréme de reconstruction

Théoréme 4.5. On suppose (4.1.2) et (4.1.4) vérifies , on notes
0, = —0llp,  (k>1).

Alors on a

(f, ¢k)L2(Q) - (&éilf)

pour k > 1. En particulier

. [ Ou
k=1 n H(0,T;L2(I0))

) 6k>
H'(0,T;L%(I'?))

&, (4.3.8)

Preuve. Pour la démonstration du theoréme on a besoin les deux lemmes suivants:

Lemme 4.6. Soient p (z,t) et q(z,t) suffisamment réguliers et vérifiant :

p (z,t) = Ap(z,t) (xe0<t<T) (4.3.9)
px,T) = 0 p(x,T)=0 (x € Q)
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4.3. La reconstruction

et
q (z,t) = Aq(z,t) (reQ0<t<T) (4.3.10)
¢(x0) = 0 ¢(z0)=[f(z) (z€9)
q(xz,t) = 0 (xel0<t<T).
alors . 5
/Qp(x,())f(a:) do = —/0 /Fp(x,t)a—Z(m,t) ds,dt (4.3.11)
]

Preuve. Pour que p et ¢ suffisamment régulier, les calculs suivants sont justifié .

/OT/QAp(x,t)q(a:,t)dxdt:/Q(/OTp” (ﬂﬁ,t)q(a:,t)dt) du

T
— / ([p’ (x,t)q(z, t)]g - / P (z,t)q (x,t) dt) dx (par intégration par partie)
Q 0

——//Tp’(x,t)q’(x,t)dtd:c
// (2.1) g xt)dtdx—l—/ (2,0) f () do

oup (x,T) = q(x,0) = 0 (par intégration par partie et p (z,7) = 0,¢ (x,0) = f (z))

:/OT/Qp(x,t)Aq(a:,t)dmdtJr/Qp(m,())f(ﬂc)dﬂf

/0 /Q(q (x,t) Ap (z,t) dedt — p (z,t) Aq (x,t) dedt) = /p(:c,()) f(z)dx

Q

donc

On utilisant la formule de Green est on a

:/O [q (1) apé )d LAt — /0 [p(x,t) aqéﬁ’t)dsxdt.

r

et comme ¢ (z,t) =0 (x € I',;0 <t < T) on trouve le résultat.

Lemme 4.7. Sous les suppositions (4.1.4) et (4.1.5), on a

sin vV )\lt 3¢l ) 1 si k=l
=TI =0 = . 4.3.12

x(0,T))
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4.3. La reconstruction

Preuve. Soit Usolution de

) = AU (z,1) (xeQ0<t<T) (4.3.13)
) =0 V(T)=0 (z€Q)

U(z,t) = v(zt) (zel0<t<T)
) = 0 (xedQ\I’0<t<T)

pour v € L (T x (0,7)).

Il existe unique solution faible ¥ = ¥ (v) € C° ([0, T]; L*(Q))NC* ([0,T]; H ' (Q)), de
plus
(4.3.14)

”\Ij (U)HLOO(O’T;LQ(Q)) + H\Ij (U) HL‘”(O,T;H‘l(Q)) S Cl ”U”LZ(FOX(O,T))
Pour W (v) ,I’équation suivante est vérifiée:

/ (0) (2,0) ¢ (x) dz = — / / ) S \/_“?9‘?( ) dsydi (4.3.15)

l

pour tout v € L? (TY x (0,T)) et £ > 1.
On montre (4.3.15). En effet: Comme C5° (I'% x (0,7)) est dense dans L? (T° x (0,T)),

on approche v par une suite(v,),,»,0u v, € C§° (I x (0,7)) telles que
[vn = vl p2rx 0.y — 0 lorsque n — +oo0.

Soit v, € C§° (T° x (0,T)) . Alors le solution ¥ = ¥ (v) est réguliére ce qui permet de poser

dans le lemme 4.6.
p(z,t) =T (v)(z,1)
a(2,t) = (sin VAt v/ 6, (@)

Comme p (z,t) = v, (z,t) sur I'°, on a

/Q\If( xt[cos(\/_t)} & (z) dz = — //Fvn o Sm‘/_taqgi ) gt

l

pour tout v,, € C§° (T° x (0,T)) et par densité on déduit (4.3.15) pour tout v € L? (I'° x (0, 7))
Dans le lemme 4.5, pour (k > 1) on prend

Py (1) = = ¢y ()

et on pose:
v=-Ig¢, e L* (I’ x (0,T)) (k>1). (4.3.16)
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4.3. La reconstruction

Alors ¢ (v) vérifie (4.3.3) et (4.3.4).

On voit que ¥ (v) = ¢ (v) car 1 est unique et si on remplace v dans (4.3.15), on obtient

sin /Nt O, ) sm Vit ¢,
SRy | = —II — (x)dS,d
( \/Xl on ¢k LATX(0.1)) / / Qbk \/— on ( ) t

- / b () & () di = b
Q

car {¢y},>,est une famille orthonormée d’oit le lemme 4.6. =

maintenant on montre le théoréme de reconstruction:

Preuve. Il suffit de prouver le theoréme 4.5 pour f € C§° (2) utilisant Pestimation
(4.3.1) et la densitée de C5°(Q2) dans L?(Q2). A partire de suite posons f € C5°(Q). La
solution de (4.2.2) s’ecrit

o (1) = +z_ofsm (V) (F: 00) 01/ M

alors

Q)

VA, v
Soit K* : R(K) — L*(I'° x (0,T)) l'opérateur adjoint de K : L?(I'° x (0,7)) —
H'(0,T;L?(T?)) ou

=> (£ 0020 Sin VAt 99 (el 0<t<T)
k=1

R(K)={Ky, ye L*(I°x (0,7))} c H' (0,T; L* (T?))

Alors on peut vérifie en utilise (1.2.16) que :

(K*0) (z,1) = 0(0)9'(w>t)+/0 (0" (€= 1) 0" (x,Q) + o (C =)0 (x,()) d(
(zeT0<t<T).

ou 0 € R(K). L’équation
K*®n=n  (neL®(I°x(0,7)))

est vérifie grace au remarque 4.2. Ceci permet de calculer

du (f) ) _ ( <8w (f)) )
.0 =K , P (—1II
< ov * H1(0,T;L2(I9)) v i) H(0,T;L2(I?))

- (B ey o)

L2(I0%(0,T))
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4.4. Annexe

(20 )
v L2(I0%(0,T))

= sin v/ \;it 09,
f ¢ 2 ( _7_H¢
; RO VN ov *) Laroxomy)
Z [ @) 120y 0
-1

= (/, ¢k)L2(Q)

d’otu le théoréme 4.5. m

4.4 Annexe
On montre
ou
lFae <Ol (7 17 () (4.4.)
H1(0,T;L2(T))
On a grace au [2] :
ou
lFe AL (14
H1(0,T;L2(T))
Soit z solution faible de
S t) = Az )40 (1) (@) dans Qr,
(2,00 =0, 9z (2,0) = 0 (0) f () dans ©, (44.3)
z(z,t) =0 sur Y,

els que o.f € L' (0,T; L () et ¢ (0) f (z) € L? (). D'aprés théoréme4.1]2] on a
€ C'([0,T]; Hy () nC*([0,T]; L* ()

et

0z

=)

pour tout f (z) € L*(9).

On peut pose alors

e ( o' f (2) - (0) ||f||L2<m)
H1(0,T;L2(T))

< Cillfllzz@) -

L1(0,T5L%(9))



4.4. Annexe

tel que @ € C* ([0, T]; H} () NC?([0,T]; L* () et @ vérifie (4.1.1).

L’unicité de (4.1.1) permet de pose

u(f)=u(zt)

et
2z t)=u (f)(z,t) (reQ, 0<t<T)

Grace a (4.4.2) et (4.4.4) on a (4.4.1).
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Conclusion et perspectives

Le but de ce mémoire est I’étude, de point de vue théorique, la contrélabilité exacte de cer-
taines équations aux dérivées partielles qui modélisent les équations des ondes et d’appliquer
les résultats ainsi obtenus a la résolution d’un probléme inverse dans un domaine polygonal.
Ce mémoire repose sur deux parties. La premiére est consacrée a 1’étude de la régular-
ité des solutions de I’équation de Laplace avec condition de Dirichlet et avec condition de
Dirichlet-Neumann dans un ouvert polygonal non convexe. Ainsi , on établit explicitement
la controlabilité exacte des solutions de I’équation des ondes et montrons qu’il y a un seuil
de régularité pour la mise en ceuvre de la méthode de H.U.M.

La deuxiéme partie de ce mémoire, étudie un probléme inverse de reconstruction du
terme source pour I’équation des ondes dans un polygone non convexe avec condition de
Dirichlet. La résolution est basée sur un résultat de stabilité et de reconstruction de la
source & partir d’'une observation sur une partie de la frontiére.

En conclusion, nous avons montré qu’on peut utiliser les outils de la théorie de controle

pour des problémes inverses a condition de connaitre la régularité des traces des solutions.
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