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Résumé

Dans ce travail, Nous décrivons le niveau de dégradation caractéristique d’une structure
à l’aide d’un processus stochastique appelé processus de dégradation. La dynamique de
ce processus est modélisée par une équation différentielle stochastique de type « Strato-
novich ». Une description détaillée du phénomène et la définition de ses paramètres phy-
siques sont représentés. Des solutions analytiques du processus L(t) désignant la taille de
la dégradation probable sont examinées. Nous étudions la fiabilité du système en consi-
dérant la défaillance de la structure lorsque le processus de dégradation dépasse un seuil
fixe. La loi du temps d’atteindre un seuil de dégradation indésirable est estimée. Le pro-
blème de la fiabilité de la structure est étudié en fonction d’un semble de facteurs de risque
significativement détermine. Une mise en œuvre par simulation est effectuée.

Mots clés : Dégradation structurelle, Diffusion, Modélisation, Simulation, Fiabilité.
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Abstract

In this work, The characteristic level of degradation of a given structure is modeled
through a stochastic process called the degradation process. The random evolution of
the degradation process is governed by a Stratonovich stochastic differential equation. A
detailed discription of phenomenon and the definition of its physical parameters are pre-
sente. Analytical solutions of the process L(t) the length of dominant crack are discussed.
We put the associated reliability framework by considering the failure of the structure
once the degradation process reaches a critical threshold.Implemented by a simulation is
performed.

Keywords : Structural degradation, Diffusion, Modeling, Simulation, Reliability.
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Introduction Générale

L’historique des recherches de la dégradation des structures est intéressant dans
la mesure où les lois expérimentales bâties sur des hypothéses phénoménologiques des
mécaniques ont fait intégrer une composante aléatoire pour reproduire la variabilité du
phénomène. Cette problématique est un exemple canonique de l’apport de l’option sto-
chastique pour la modélisation de mécanismes complexes.

Il est important de souligner que l’étude du phénomène de dégradation structurelle,
a motivé les recherches de résultats théoriques pour la modélisation et l’estimation des
systèmes dynamiques stochastiques. En effet, la propagation des fissures est au cœur des
problèmes de la durée de vie en mécanique des structures, particulièrement dans les do-
maines d’application où les structures fonctionnent en environnement extrême.

La dégradation d’une structure est traduction d’une évolution lente et irréversible
de ses variables d’état, conduisant à la diminution des marges de sûreté nécessaires pour
assurer son bon fonctionnement. La modélisation de la dégradation des structures est es-
sentielle pour la maîtrise des risques industriels, pour la gestion de leur durée de vie, pour
l’optimisation des opérations d’inspections, de maintenance et de réparation, ainsi que
pour le choix des engagements sur la garantie et la qualité des équipements. Toutefois,
le manque de données, les incertitudes sur les propriétés physiques et les variations des
conditions d’exploitation conduisent à des incertitudes plus ou moins importantes qui se
répercutent sur l’évaluation de l’état de dégradation réel. Ceci rend difficile la prise de
décision quant à une intervention appropriée. La situation est aggravée lorsque les en-
jeux sont importants, les données trop rares, la prévision très éloignée de l’observation et
lorsque les conditions d’exploitation ne sont pas bien contrôlées. Ce constat ne fait qu’ac-
croître l’intérêt de disposer d’une méthodologie de modélisation de la dégradation et de
la prévision de la durée de vie des structures.

La modélisation des mécanismes de dégradation implique l’utilisation d’outils ma-
thématiques permettant une bonne représentation de leur évolution temporelle. Comme la
fiabilité des structures.

L’objectif principal de cette thèse est le fait de développer le système en le plaçant
dans le contexte de la modélisation des dégradations structurelles par un processus de
diffusion qui fonctionne par une équation différentielle stochastique interprétée au sens
de Stratonovich et d’étudier la fiabilité des structures. Les résultats obtenus portent sur le
calcul de fiabilité et d’estimation des paramètres constituant le système.
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Introduction

Ce travail est structuré de façon suivant :

La première partie est consacrée à l’étude détaillée de l’aspect théorique de modé-
lisation stochastique, cette partie est composée de trois chapitres :

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques notions de base concernant le
calcul stochastique et les principaux aspects théoriques des processus stochastiques, plus
particulièrement les martingales, qui sont un outil essentiel et important.

Le second chapitre est consacré principalement à l’étude détaillée du mouvement
brownien, ses propriétés, ses caractéristiques, ainsi que sa construction mathématique. Ce
mouvement constitue la base de la théorie classique des équations différentielles stochas-
tiques, et comme sa trajectoire est non différentiable, alors il était indispensable de se
tourner vers une nouvelle discipline mathématique qui est l’intégration stochastique. Pour
cela, on donne dans le troisième chapitre, un sens à l’intégrale stochastique, et on pré-
sente des notions sur le calcul d’Itô et l’intérêt majeur qu’il apporte à la résolution des
EDS(équations différentielles stochastiques).
Dans la dernière partie de ce chapitre, on a exposé, en résumé, les grandes lignes concer-
nant les équations différentielles stochastiques. De plus on introduit un autre type d’EDS
dite de Stratonovich.

La deuxième partie est consacrée à présenter la modélisation stochastique des risques
de dégradation structurelle, en utilisant les aspects théoriques qui nous avons présenté
dans la partie précédente. Cette partie est composée de deux chapitres :

Dans le quatrième chapitre, nous introduisons des généralités du processus de dé-
gradation, les complexités et les caractéristiques de ce phénomène, puis nous indiquons
des principes de quelques familles de modèle déterministe et stochastique utilisées pour
la modélisation des risques de dégradation.

Le dernier chapitre, nous présentons en détails le modèle de dégradation qui s’ap-
puie sur l’approximation asymptotique de processus de diffusion gouverné par une équa-
tion différentielle stochastique, interprétée au sens de Stratonovich, nous montrons com-
ment construire la trajectoire de processus Lt solution du système différentielle. Nous
montrons, dans certains cas, que ce modèle permet une solution unique et que cette solu-
tion est explicitement analytique. Dans d’autres cas la solution exacte est difficile à déter-
miner , les packages Sim.Diffproc et Sim.diffprocGUI (Boukhetala et Guidoum (2011)),
sont utilisés pour effectuer de l’échantillonnage trajectoires, solutions du modèle. Une
étude statistique est réalisée, permettant d’approximer la solution et certaines grandeurs
d’intérêt pratique. La loi de probabilité du processus de dégradation, à tout instant, ainsi
que la loi de la variable aléatoire, premier instant de franchissement de la taille de la
fissure d’un seuil de dégradation indésirable, sont déterminées selon des méthodes non
paramétriques.

4



Première partie

Modélisation Stochastique
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Chapitre 1

Processus Stochastique

Sommaire
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2 Caractéristique Générales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3 Convergence de variables aléatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.4 Processus stochastique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.5 Quelques Modèles importants de processus aléatoires . . . . . . . . 10

1.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous introduisons quelques base de calcul stochastique en vue

d’obtenir des outils applicables au nombreux domaines, à savoir le concept général de
processus stochastique (filtration, processus adapté...) en premier lieux.
Nous abordons en suite les processus de Markov [13], processus Gaussien [12] et ceux de
poisson avant de présenter celui de martingale [14, 15].

6



Chapitre 1 Processus Stochastique

1.2 Caractéristique Générales
Définition 1.1 : Un espace probabilisable est un couple (Ω,ℑ) où Ω est un ensemble, ℑ

une tribu de Ω , appelée tribu des événements, c’est-à-dire une classe de parties de Ω,
contenant Ω et l’ensemble vide, stable pour les opérations de complémentation, intersec-
tion et de réunion dénombrables.
Une famille ℑ de partie de Ω est une tribu si :

– ∅ ∈ ℑ

– A ∈ ℑ⇒ Ā ∈ ℑ

– An ∈ ℑ⇒∪∞
n=1An ∈ ℑ

Définition 1.2 : Un espace de probabilité est un triplet (Ω,ℑ,P) où (Ω,ℑ) est l’espace
probabilisable et P une probabilité sur (Ω,ℑ).
Une probabilité est une application P : ℑ 7→ [0,1] vérifié par :

– P(∅) = 0;P(Ω) = 1
– A,B ∈ ℑ et A∩B =∅ alors P(A∪B) = P(A)+P(B)
– si les An sont disjoint, P

(
∪∞

n=1An
)
= ∑

∞
n=1P(An)

Définition 1.3 : Une filtration sur (Ω,ℑ,P) est une famille croissante (ℑt)t∈T de sous
tribus de ℑ avec T un espace des instants :

ℑs ⊂ ℑt ⊂ ℑ pour tout 0≤ s≤ t dans T

ℑt est interprétée comme information connue à la date t qui augmente avec le temps. Le
quadruplet (Ω,ℑ,(ℑt)t∈T ,P) est appelé espace de probabilité filtré.

Définition 1.4 :Soient (Ω,ℑ) et (E,B) deux espaces probabilisables et P une loi de pro-
babilité sur (Ω,ℑ).
On appelle variable aléatoire (v.a.) définie sur (Ω,ℑ) à valeurs dans (E,B), toute appli-
cation X de (Ω,ℑ) dans (E,B), vérifiant :

∀B ∈B, X−1(B) ∈ ℑ

On appelle loi de probabilité de variable aléatoire X , la mesure image de P par X :

∀A ∈ ℑ,PX(A) = P(X ∈ A) =
∫

A dPX

Définition 1.5 : Une variable aléatoire τ : Ω 7→ [0,+∞[, i.e. un temps aléatoire, appelé
temps d’arrêt (par rapport à la filtration (ℑt)t∈T ) si pour tout t ∈ T :

{τ≤ t} := {ω ∈Ω : τ(ω)≤ t} ∈ ℑt

1.3 Convergence de variables aléatoires
De nombreuses notions de convergence de variables aléatoires existent. Elles sont

essentielles pour les applications. Elles servent surtout à montrer que les phénomènes
aléatoires présentent certaines régularités, à partir desquelles sont identifiés certaines de
leurs propriétés.
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Chapitre 1 Processus Stochastique

1.3.1 Convergence presque sûre
Une suite de variables aléatoires réelles (Xn)n∈N, définie sur (Ω,ℑ,P), converge

presque sûrement (p.s.) vers la variable aléatoire X , définie sur (Ω,ℑ,P) si :

P{ω ∈Ω, limn→+∞ Xn(ω) = X(ω)}= 1

Dans ce cas on note Xn→n→+∞ X p.s.

1.3.2 Convergence en probabilité
Soient (Xn)n∈N et X des variables aléatoires réelles sur (Ω,ℑ,P). On dit que Xn

converge en probabilité (cv.p) vers la variable aléatoire X , si pour tout ε > 0 :

limn→+∞P{|Xn−X | ≥ ε}= 0

On note Xn→n→+∞ X en Probabilité.

1.3.3 Convergence en loi
Soient (Xn)n∈N et X des variables aléatoires réelles sur (Ω,ℑ,P). on dit que Xn

converge en loi vers X si :

limn→+∞ FXn(t) = FX(t),

où F fonction de répartition. On note alors Xn
l−→ X

1.3.4 Convergence en moyenne quadratique
Une suite de variables aléatoires réelles (Xn)n∈N, définie sur (Ω,ℑ,P), on dit que Xn

converge en moyenne quadratique vers X si pour E(X2
n )<+∞ :

limn→+∞E|Xn−X |2 = 0
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1.4 Processus stochastique
Dans toute la suite, on considère un espace de probabilité (Ω,ℑ,P), (E,B) espace

probabilisable et T ⊆ R, T espace des paramètres ( peut être l’espace des instants).

Définition 1.6 : Un processus aléatoire est une famille de variables aléatoires (Xt)t∈T
définie sur un espace de probabilité de base (Ω,ℑ,P) , à valeurs réelles. Il peut aussi être
considérer comme une application X : Ω×T −→ E.

pour tout ω ∈ Ω fixé, Xt(ω) est une réalisation où une trajectoire du processus. À t
fixé, la fonction Xt est une variable aléatoire.

Comme pour une variable aléatoire, la loi de probabilité d’un processus aléatoire est
entiérement caractérisée par la fonction de distribution conjointe, définie par : Pour tout n
et pour toutes discrètisation t1, t2, ..., tn de T , on a :

Ft1,t2,...,tn(x1,x2...xn) = P(Xt1 ≤ x1,Xt2 ≤ x2, ...,Xtn ≤ xn)

pour tout (x1,x2, ...,xn) de Rn

Définition 1.7 (Processus adapté) Un processus {Xt , t ≥ 0} est dit adapté à la filtration
(ℑt , t ≥ 0) si pour chaque t, Xt est ℑt-mesurable.
Un processus adapté est celui pour lequel une description probabiliste est réalisable.

Définition 1.8 (Processus strictement stationnaire) Un processus (Xt)(t∈T ) est station-
naire au sens strict si pour tout t1, t2, . . . , tn avec ti ∈ T , i = 1, ...,n, et pour tout h ∈ T avec
ti+h ∈ T , les variables aléatoires (Xt1,Xt2, ...,Xtn) et (Xt1+h,Xt2+h, ...,Xtn+h) ont même loi.

Définition 1.9 (Processus stationnaire) Un processus Xt est stationnaire (ou faiblement
stationnaire) si :

– son espérance E(Xt) est une constante indépendante du temps t.
– sa fonction de corrélation R(s, t) ne dépend que de la différence τ = t− s.
– R(s,τ) est continue (à l’origine).

Si Xt est un processus stationnaire, sa fonction de corrélation est continue en 0 et définie
positive.

Définition 1.10 (Processus à accroissements indépendants) Un processus Xt est un pro-
cessus à accroissements indépendants si pour tous réels t1 < t2 < · · · < tn, les variables
aléatoires Xt0,Xt1−Xt0, . . . ,Xtn−Xtn−1 sont indépendantes. Si Xt est un processus à accrois-
sements indépendants, alors pour tout s et t tels que 0≤ s≤ t, Xt −Xs est indépendant de
ℑs = σ(Xu,u≤ s). La loi de Xt est entièrement déterminée par la loi de Xt−Xs.

Définition 1.11 (Processus à accroissements indépendants stationnaires) Un processus
Xt est un processus à accroissements indépendants stationnaires si Xt est un processus à
accroissements indépendants et si Xt −Xs a même loi que Xt−s. Si Xt est un processus à
accroissements indépendants, alors sa fonction caractéristique s’écrit

Φt1,...,tn(x1, . . . ,xn) = Φt1(x1 + · · ·+ xn)Φt1,t2(x2 + · · ·+ xn) . . .Φtn−1,tn(xn)
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avec
Φtk,tk+1(x) = E[exp ix(Xtk+1−Xtk)]

si Xt est un processus à accroissement indépendants stationnaires alors sa loi est indéfini-
ment divisible. La loi du processus Xt est entièrement déterminée par la loi de X1.

Théorème 1.1 Soit Xt un processus à accroissement indépendants stationnaires, (ℑt) la
filtration engendrée par le processus Xt et T un temps d’arrêt. Alors le processus Yt =
XT+t −Xt est un processus à accroissements indépendants stationnaires de même loi que
Xt et indépendant de ℑT .

Définition 1.12 (Processus Homogène) On appelle fonction de distribution de transition
pour un processus aléatoire :

F(s,x; t,A) = P(Xt ∈ A�Xs = x) =
∫

A
f (s,x; t,y)dy (1.1)

où f (s,x; t,y) est appelée fonction de densité de probabilité de transition.
On dit que le processus est homogène si :

F(s,x; t,A) = F(0,x; t− s,A) = P(Xt−s ∈ A�X0 = x) (1.2)

pour tout t et s (t > s).
Ce qui veut dire que la probabilité ne dépend que de l’instant considéré t et non pas de la
position de l’intervalle par rapport à l’axe temporel.

1.5 Quelques Modèles importants de processus aléatoires
Nous présentons quelques processus stochastiques : Processus Gaussien, Poisson,

Markovien et Martingale à l’exception du processus de diffusion qui fait l’objet d’un
chapitre séparé.

1.5.1 Processus Gaussien
Définition 1.13 Une variable aléatoire réelle suit une loi gaussienne N(m,σ2) de moyenne
m et de variance σ2 si elle admet une densité donnée par :

f (x) =
1√

2πσ2
e
−
(x−m)2

2σ2 x ∈ R

Sa fonction caractèristique s’écrit alors :

E(eitx) = ϕ(t) = e−imt− 1
2 σ2t2

x ∈ R

10
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Définition 1.14 (Xt)(t∈T ) est un processus Gaussien si pour toute discrétisation t1, t2, . . . , tn
de T , le vecteur (X(t1),X(t2), . . . ,X(tn)) est Gaussien, c’est-à-dire la variable alèatoire
Z = ∑

n
i=1 λiXti est Gaussienne, pour tout λ1,λ2, . . . ,λn scalaires dans R.

En particulier, si la matrice de covariance C du vecteur X = X(t1),X(t2), . . . ,X(tn) est
non singuliére, alors la densité de probabilité du vecteur X est exprimée par :

ft1,t2,...,tn (x1,x2, . . . ,xn) =
(
√

detC)−1

2π
n
2

exp
{
−1

2
∑

n
i=1 ∑

n
j=1

(
C
′
)

i j
(xi−µi)(x j−µ j)

}
où (µ1,µ2, . . . ,µn) est le vecteur des espérances et C′ =C−1

1.5.2 Processus de Poisson
Définition 1.15 Un processus de comptage ou un processus ponctuel est un processus Nt
dont les trajectoire Nt(ω) à valeur dans N sont croissantes, continues à droite, nulles en 0
et dont les sauts sont de taille 1.

Propriété 1.1 Le processus de comptage est vérifié par les propriètés suivantes :

– Nt ∈ N,∀t ≥ 0 ;
– La fonction t  Nt est une fonction croissante c’est-à-dire ∀t,s et s < t ⇒ Ns ≤

Nt ;
– ∀t,s et s < t, Ns−Nt est le nombre d’occurrences se produisant dans l’intervalle
]s, t].

Définition 1.16 Un processus de Poisson Nt d’intensité λ (λ > 0) est un processus ponc-
tuel qui suit une loi de poisson de paramètre λt. Il est équivalent de dire que le processus
Nt est un processus de poisson d’intensité λ si :

a. N0 = 0 ;

b. Pour tous réel t0 < t1 < .. . < tn, les variables aléatoire Nt0,Nt1−Nt0, · · · ,Ntn−Ntn−1

sont indépendantes.

c. Pour tous réels s et t, s≤ t, Nt−Ns a même loi que Nt−s

d. Nt suit une loi de Poisson de paramètre λt

P(Nt = n) = e−λt (λt)n

n!
n ∈ N

Propriétés des processus de Poisson :
– L’espérance et la variance d’un processus de Poisson sont égales.

E(Nt) = var(Nt) = λt
– La fonction de corrélation d’un processus de Poisson vaut K(t,s) = λmin(s, t)
– Si Nt est un processus de Poisson de paramètre λ, alors pour tous s<t la variable

Nt−Ns suit une loi de Poisson de paramètre λ(t− s).

P(Nt−Ns = n) = e−λ(t−s) (λ(t− s))n

n!
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Définition 1.17 (Instant d’occurrences et tempes d’interoccurrences) Les variables alèa-
toires S1,S2, . . . ,Sn telles que S1≤ S2≤ . . .≤ Sn sont appelées les instants successifs d’oc-
currences.
Etant données S1,S2, . . . ,Sn, les variables alèatoires Xi = Si−Si−1 sont appelés les temps
d’interoccurrence où S0 = 0.

Propriété 1.2 : Si N = Nt , t ≥ 0 est un processus de Poisson de paramètre λ, donc les
temps d’interoccurrence X1,X2, . . . ,Xn sont des variables alèatoires indépendantes et de
même loi exponentielle de paramètre λ.

Les instantes d’occurrences sont des variables alèatoires non indèpendantes (car
S1 ≤ S2 ≤ . . .≤ Sn ) suivent une loi Gamma Γ(n,λ) :

Sn = ∑
n
i=1 Xi Γ(n,λ)

Définition 1.18 (Processus de poisson Composé) Soit Yn une suite de variables aléatoires
indépendante de même loi F et Nt un processus de poisson de taux λ, on appelle processus
de poisson composé le processus :

Xt = ∑
Nt
n=0Yn

Simulation d’un Processus de Poisson :

Instauration d’une fonction dont l’argument est un temps t et qui simule les temps
d’occurrence entre [0, t] d’un processus de Poisson de taux λ = 1.
Les temps inter-occurrence sont distribués suivant une loi exponentielle de paramètre λ.

Programme 1.1 R> poissonproc<-function(lambda,T,N){
R> t.step<-T/N # T duration of simulation
R> Xt<-rep(0,T/t.step+1) # N size of process
R> time<-seq(from=0,T, by=t.step) # time step
R> for(t in 1:N+1){

l<-(-lambda*time[t])
m<-0
k<-0
repeat{ k<-k+1

u<-runif(k) # uniform distribution
M<-log(prod(u))
if(l<=M | l>m){ m<-M }
else { break()}
}

Xt[t]<-Xt[t-1]+k-1
}

R> Xt
R> table<-data.frame(time,Xt)
# Repr\’{e}sentation graphique
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R> plot(seq(from=0,T,by=t.step),Xt,type=’s’,xlab=’time’,ylab=’Xt’,col=’blu’)
R> title(paste(’Poisson Process Simulation. rate:’, lambda))
R> table

}
R> poissonproc(1,1,100)

FIGURE 1.1 – Trajectoire de Processus de Poisson.

1.5.3 Processus Markovien
Les définitions de Processus Markovien :

Soit (Ω,ℑ,P) un espace de probabilité et (E,B) l’espace des états, B désigne la tribu des
boréliens de E, Un processus Xt est un processus de Markov si pour tout u et t ≥ 0 et pour
tout ℑ ∈B, on a

P(Xt+u ∈ ℑ|Xs,s≤ t) = P(Xt+u ∈ ℑ|Xt)

Ce qui signifie que le processus ne dépend que du dernier instant et non de toute son
histoire

P(Xtn < xn|Xtn−1 = xtn−1, . . . ,Xt1 = xt1) = P(Xtn < xtn|Xtn−1 = xtn−1)

Pour démontrer qu’un processus est un processus de Markov, il suffit de montrer par le
théorème de classe monotone que pour tout n, pour tous réels t1 ≤ t2 ≤ ·· · ≤ tn et pour
toute fonction f borélienne bornée

E( f (Xtn)) = E( f (Xtn)|Xtn−1)

La probabilité de transition pour passer de l’état x au temps s à un état appartenant à ℑ à
l’instant t est notée pour s < t

Ps,t(x,ℑ) = p(s,x; t,ℑ) = P(Xt ∈ ℑ|Xs = x)
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La fonction ℑ 7→ p(s,x; t,ℑ) est une probabilité sur B. La probabilité de transition vérifie
l’équation de Chapman-Kolmogorov qui s’écrit sous les formes suivantes. Soit s < u < t
tel que Xu = y, on a

Ps,t(x,ℑ) =
∫

E
Ps,u(x,dy)Pu,t(y,ℑ)

et dans le cas d’un espace E dénombrable

Ps,t(x,z) = ∑
y∈E

Ps,u(x,y)Pu,t(y,z)

Si on note pt0(ℑ) la distribution de Xt0

pt0(ℑ) = P(Xt0 ∈ ℑ)

alors pour tous réels t0 < t1 < · · ·< tn,

P(Xt1 ∈ B1, . . . ,Xtn ∈ Bn) =
∫

E
pt0(dx0)

n−1

∏
k=1

∫
Bk

p(tk−1,xk−1; tk,dxk)p(tn−1,xn−1; tn,Bn)

En particulier,

P(Xt ∈ B) =
∫

E
p(t0,x; t,B)pt0(dx)

Le processus Xt est un processus de Markov homogène si pour tout s et t de T , la transition

p(s,x; t,B) = p(x,τ,B)

ne dépend que de τ= t−s. Les opérateurs Ps,t =Pt−s sont notés simplement Pt . Ils forment
dans le cas homogène un semi-groupe. On a PtPs = Pt+s, pour tout s, t > 0.

1.5.4 Processus de Martingale
Les martingales à temps discret ou à temps continu sont l’outil essentiel du proba-

biliste. Elles permettent d’établir de nombreux résultats.

Définition 1.19 Soit (Ω,ℑ,P) un espace de probabilité, muni d’une filtration (ℑt)t≥0. Un
processus à valeurs réelles (Mt)t≥0 est une ℑt-martingale si :

– il est adapté à la filtration (ℑt)t≥0, ce qui veut dire que pour tout t, Mt est ℑt-
mesurable.

– chaque variable Mt est intégrable, et :

s≤ t⇒ E(Mt |ℑs) = Ms

on dit que Mt est une ℑt-sur-martingale (resp. ℑt-sous-martingale) si l’égalité ci-dessus
est remplacée par :

E(Mt |ℑs)≤Ms (resp.E(Mt |ℑs)≥Ms)

En particulier, l’espérance E(Mt) d’une martingale, (resp. d’une sur-martingale, sous-
martingale), est une fonction constante du temps (resp. décroissante, croissante).
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Théorème 1.2 (Inégalité de Doob) : Soit (Mt)(t≥0) une martingale nulle en 0. Alors,
pour tout entier p > 1 :

P
[
sups≤t

∣∣Mt |]p ≤
(

p
1− p

)p

E(|Mt |p)

Propriété 1.3 1. (Mt)(t≥0) est une martingale si et seulement si (Mt)(t≥0) est à la
fois une surmartingale et une sous-martingale.

2. Si (Mt)(t≥0) est une martingale E(Mt) = E(M0), ∀t.
3. La somme de deux martingales (resp. sous-martingale, sur-martingale) est une

martingale (resp. sous-martingale, sur-martingale).

Théorème 1.3 (Théorème d’arrêt des martingales) Soit Mt une martingale.Si S et T
sont deux temps d’arrêt et si a ∈ R, alors :

E(MT |ℑS) = MS sur l’ensemble{S≤ T ≤ a} (1.3)

En particulier, si T est un temps d’arrêt qui est borné, on a :

E(MT ) = E(M0) (1.4)

Quand Mt désigne de nouveau le gain d’un joueur au temps t, la propriété (1.4) peut être
interprétée comme suit. Quelle que soit la stratégie non anticipante que le joueur choisit
pour arrêter le jeu, et s’il doit finir de jouer avant un temps déterministe donné (aussi grand
que soit ce temps), alors la valeur espérée de son gain est constante et égale à son capital
initial.

Observons que la relation (1.3) est, en général, fausse sur l’ensemble {S≤ T}, et de
même (1.4) est fausse si T n’est pas borné. Par exemple si Mt =Bt ou Bt est un mouvement
brownien et si T = inf(t : Mt = 1), alors E(M0) = 0 < E(MT ) = 1. Dans ce cas, le temps
aléatoire T est presque sûrement fini, mais n’est pas borné et a même une espérance
infinie.
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Mouvement Brownien
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2.1 Introduction
C’est le botaniste Robert Brown [10] qui donna son nom au mouvement brownien

en observant vers 1827 les mouvements erratiques de particules de pollen en suspension
dans un liquide. Quelques années plus tard en 1905, Albert Einstein mit en évidence les
étranges relations que le processus entretenait avec l’équation de chaleur. Vers 1909, Jean
Perrin entreprit son étude exprimentale et Paul Langevin posa la première équation. Mais
il faudra attendre 1925 et les travaux de Norbert Wiener pour que le mouvement brownien
ait véritablement un sens mathématique comme un modèle d’un bruit blanc. A partir des
années 1950, Kiyoshi Itô l’utilisa pour définir l’intégrale qui porte son nom et jeta les
bases du calcul stochastique.

Ce chapitre est consacré principalement à l’étude du mouvement brownien [4, 16],
ses propriétés, ses caractéristiques, ainsi que sa construction mathématique [6] et sa simu-
lation.
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2.2 Définitions et Propriétés
La définition la plus usuelle du mouvement brownien est la suivante :

Définition 2.1 Soit(wt)t∈[0,T ] un processus alèatoire définie sur (Ω,ℑ,P) à valeurs dans
(Rn,(ℑ)t ,Pwt (ω)) , wt est un processus de mouvement brownien si et seulement si :

– w0 = 0 probabilité presque surement.
Cette condition exprime que l’on impose à la perturbation de ne pas agir aléatoi-
rement à l’originel des temps. L’état initial du système est supposé connu.

– wt est un processus Gaussien.
– wt est à accroissements indépendants et stationnaires.

L’indépendance est définie par les fluctuations antérieures n’influant pas sur d’éven-
tuelles futures.
La stationnarité est définie par les fluctuations qui interviennent dans le phéno-
mène modélisé peuvant apparaître à tout moment sans qu’un instant ne soit pri-
vilégié.

– E (wt) = 0,var (wt) = ct (c > 0)

Remarque 2.1 1. Pour c = 1 : Il s’agit d’un processus de mouvement Brownien
Standard, dont la distribution de probabilité est :

f (s,x, t,y) = P(wt < x\ws = y) s < t
= P(wt−ws < x− y)

=
1√

2π(t− s)
e

1
2(t−s) (y−x)2

La densité de transition d’un processus de mouvement brownien vérifie les équa-
tions différentielles partielles :

∂ f
∂t
− 1

2
∂2 f
∂2y

= 0 (s,x)fixé fonction de kolmogorov retardée (1)

∂ f
∂s

+
1
2

∂2 f
∂2x

= 0 (t,y)fixé fonction de kolmogorov avancée (2).

La première équation porte aussi le nom "équation de la chaleur", qui décrit la
variation en température de la chaleur qui diffuse à travers un milieu physique.

2. Le mouvement Brownien est presque sûrement à trajectoire continue.

Propriété 2.1 Soit (wt)t∈[0,T ] un mouvement Brownien, alors pour tout t, s≥ 0

cov(wt ,ws) = t ∧ s

Démonstration 2.1 Si s < t :

cov(wt ,ws) = E(wtws)−E(wt)E(ws)

= E(ws (ws +wt−ws))

= E
(
w2

t
)
+E(ws (wt−ws))

= s

Par indépendance de ws et (wt−ws)
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Propriété 2.2 Soit (wt)t∈[0,T ] un mouvement brownien, les processus ci dessous sont éga-
lement considères, des mouvements Brownien :

1. 1
awa2t pour a constante non nulle (invariance par changement d’échelle).

2. tw1
t

pour t > 0 et X0 = 0 (invariance par inversion de temps).

3. wt−s−wt , t > 0 et s ∈ [0, t] (invariance par retournement du temps).

Démonstration 2.2 Il suffit de vérifier que le processus est gaussien et de même cova-
riance que wt .
Vérifions (1), on a

1
a2E(wa2swa2t) =

1
a2 min(a2s,a2t) = min(s, t)

De même pour (2), on a

E
(

tw 1
t
sw 1

s

)
= stE

(
w 1

s
w 1

t

)
= st inf

(
1
t
,
1
s

)
= inf(t,s)

et pour (3), on a

E((wt−s−wt)(wt−m−wt)) = E(wt−swt−m)−E(wt−swt)−E(wtwt−m)+E(w2
t )

= min(t− s, t−m)− t + s+m

Si t > s, E((wt−s−wt)(wt−m−wt)) = t−m− t + s+m = s
Si t < s, E((wt−s−wt)(wt−m−wt)) = t− s− t + s+m = m
d’ou : E((wt−s−wt)(wt−m−wt)) = min(s,m).

Proposition 2.1 limt→+∞

wt

t
= 0 probabilité presque sûrement(P.ps).

Démonstration 2.3 E
(wt

t

)
= 0

et var
(wt

t

)
=

1
t2 var (wt) =

1
t

donc la variance tend vers 0 lorsque t→+∞

Proposition 2.2 wt est non différentiable P.ps

Démonstration 2.4 D’après la loi du logarithme itéré qui stipule que :

limt→+∞ sup
wt√

2t log log(t)
= +1 P.ps

et

limt→+∞ inf
wt√

2t log log(t)
=−1 P.ps

De plus,
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limt→+∞ sup
wt√

2t log log
(

1
t

) =+1 P.ps

et

limt→+∞ inf
wt√

2t log log
(

1
t

) =−1 P.ps

Alors la relation fonctionnelle s’écrit ainsi :

w(t + s)−w(s)
t

≥ (1+ ε)

√√√√√ 2

t log log
(

1
t

) P.ps→+∞

et
w(t + s)−w(s)

t
≤ (−1+ ε)

√√√√√ 2

t log log
(

1
t

) P.ps→−∞

Et ce qui démontre que la relation
w(t + s)−w(s)

t
n’existe pas. De ce fait, le mouvement

Brownien standard n’est pas dérivable, et
wt

t
n’a pas de sens.

2.3 Approximation la dérive d’un mouvement brownien
par un bruit blanc gaussien

Un bruit blanc est une réalisation d’un processus aléatoire dans lequel la densité
spectrale est la même pour toutes les fréquences, on parle souvent de bruit blanc gaussien,
il s’agit d’un bruit blanc qui suit une loi normale de moyenne et variance données.

Définition 2.2 Un processus εt est qualifié de bruit blanc gaussien si :
– E(εt) = 0 et E(ε2

t ) = σ2

– εt et εs sont indépendants ∀t 6= s
– εt ∼ N(0,σ2)

Par analogie avec le bruit blanc en temps discret, défini comme une suite de va-
riables aléatoires, centrées, du second ordre et indépendants, on cherche à définir {εt}t≥0
comme un processus stochastique vérifiant ∀t > 0 et ∀h > 0 :

– E(εt) = 0
– E(εtεt+h) = δ0(h)

où δ0 est la mesure de Dirac en 0.
Un tel processus n’existe pas. Son idéalisation est la dérivée d’un mouvement brownien
standard.
Si pour ∆t > 0 fixé, on considère le processus

εt =
wt+∆t−wt

∆t
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Il est facile de montrer grâce aux propriétés données par la définition de mouvement brow-
nien que :

E(εt) = 0 et E(εtεt+h) =
1
∆t

(
1− |h|

∆t

)
1[0,1]

(
|h|
∆t

)
Quand ∆t −→ 0, E(εtεt+h) converge vers δ0(h). Il est donc clair que la dérivée formelle
dwt
dt a les propriétés d’un bruit blanc gaussien. Ce qui justifie l’affirmation concernant

l’idéalisation du bruit blanc.
Donc on peut écrire formellement :

εt =
dwt

dt

2.4 Construction du Mouvement Brownien

2.4.1 Construction par marche aléatoire
Une caractérisation du mouvement brownien indique qu’il peut voir en tant que

limite d’une marche aléatoire dans le sens suivant. Considérons une suite de variables
aléatoires indépendants Xi centrées de variance σ2 et la marche aléatoire Sn = X1 +X2 +
· · ·+Xn, où

Xi =

{
+1 si p = 1/2
−1 si p = 1/2

On définit une suite de variables Yn par la formule suivante :

Yn(t) =
S[nt]+(nt− [nt])X[nt]+1

σ
√

n

où [.] est la partie entière.
Ce résultat fondamental est donné par le théorème de Donsker (1951) et est, en fait, au
niveau des processus, une version du théorème usuel de la limite centrale

Théorème 2.1 (Principe d’invariance de Donsker) Soit (Xn)n≥1 une suite de variables
aléatoires réelles indépendantes, identiquement distribuées, avec E(Xn) = 0 et E(X2

n ) = 1.
Soit Sn = ∑1≤i≤n Xi avec S0 = 0.

Les processus des sommes normalisées Y n
t = 1√

nS[nt] (où [nt] désigne la partie entière
de nt) convergent en loi, en tant que processus, vers le mouvement brownien.

Cette convergence donne une définition du mouvement brownien comme l’unique limite
(en loi) de marches aléatoires.

Simulation :
Le package Sim.DiffProc [2] permet de simuler un mouvement brownien standard comme
unique limite de marche aléatoire. La figure (2.1) montre la représentation de l’approxi-
mation d’un mouvement brownien par une marche aléatoire :
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Programme 2.1 R> simMBS<-function(N,T,c){
R> t.step<-T/N
R> s<-sqrt(t.step*c)
R> w<-rep(0,T/t.step)
R> w[1]<-0
R> for (i in 1:N){

choix<-runif(1)
ifelse(choix<0.5,x<-1,x<--1)

w[i+1]<-w[i]+x*s
}

R> w
R> time<-seq(from=0,T, by=t.step)
R> table<-data.frame(time,w)
# Repr\’{e}sentation graphique
R> plot(seq(from=0,T, by=t.step),w, type = "l",xlab = "times", ylab = "Xt"

,col=’blue’)
R> title(paste(’Brownian Montion ’),cex.main = 1,font.main= 4,col.main= "black")
R> mtext("by a Random walk", line=1, at=50, cex=0.9, font=3,col="red")
R> mtext(paste("dt:",T/N),, line=1, at=89, cex=0.9, font=3,col="red")
R> mtext(paste("and c:",c),, line=1, at=100, cex=0.9, font=3,col="red")
R> abline(h = 0, v =0, col = "gray60")
R> print(table)

}
R> w<-simMBS(1,100,1)

FIGURE 2.1 – Trajectoire brownienne construite par une marche aléatoire.
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2.4.2 Construction par Martingale
Soit {wt , t ≥ 0} un mouvement Brownien. Les processus suivantes sont des martin-

gales continues relativement à la filtration (ℑt)t≥0 :

a. wt est ℑt martingale.

b. w2
t − t est ℑt martingale.

c. eσwt−σ2t
2 est ℑt martingale.

Preuve : ces trois processus sont adaptés à la filtration ℑt

a. ∀s < t :

E(wt |ℑs) = E((wt−ws +ws) |ℑs)

= E((wt−ws) |ℑs)E((ws) |ℑs)

= ws

b. Puisque wt est martingale :

E
(
w2

t − t|ℑs
)
= E

(
(wt−ws +ws)

2 |ℑs

)
− t

= E
(
(wt−ws+)2 |ℑs

)
+E

(
(ws)

2 |ℑs

)
−2E(ws (wt−ws) |ℑs)− t

= t− s+w2
s − t

= s−w2
s

c. wt est martingale, donc :

E
(

eσwt−σ2t
2 |ℑs

)
= E

(
eσ(wt−ws+ws)−σ2t

2 |ℑs

)
= E

(
eσ(wt−ws)−σ2t

2 |ℑs

)
E
(

eσ(ws)|ℑs

)
= eσws−σ2t

2

2.5 Propriété de Markov
Considérons un mouvement brownien wt sur (Ω,ℑ,P), et la filtration (ℑt)t≥0 qu’il

engendre. Puisqu’il est à accroissements indépendants, la variable wt+h−wt est indépen-
dante de la tribu ℑt . On a pour chaque fonction f borélienne bornée sur R :

E( f (wt+h)/wt) =
1√
2πh

∫
R

f (wt + x)e
−x2
2h dx (2.1)

Cette formule montre que la loi de wt+h ne dépend pas de tout le passé, mais seulement
de la valeur présente wt . Donc le mouvement brownien est un processus de Markov.
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Définition 2.3 Un processus Xt est un processus Markov si étant donnée la filtration ℑt
est engendrée par le processus, qui vérifie la propriété de Markov, à savoir : pour tous
h, t ≥ 0 et pour toute fonction f borélienne bornée sur R :

E( f (Xt+h)|ℑt) = E( f (Xt+h|Xt)) (2.2)

Dans le cas du mouvement brownien, les variables ws pour s > t sont indépendantes,
conditionnellement à la valeur de wt .

En plus, la loi wt+h sachant ℑt dépend bien sûr de h, mais pas de t. On dit que le
mouvement brownien est un processus de Markov homogène.

2.6 Continuité des trajectoires
Dire qu’un processus aléatoire {Xt , t ≥ 0} est continu c’est, par définition dire que

lim
h→0
|Xt+h−Xt |= 0

Selon le type de convergence de cette variable aléatoire, on obtient une continuité plus
ou moins forte. La plus faible des notions de continuité est liée à la convergence en loi.
Elle est évidement vérifiée. Nous allons démontrer une continuité en probabilité pour le
mouvement brownien standard.

Proposition 2.3 Soit{wt , t ≥ 0} un mouvement brownien standard et ε > 0. On a :

lim
h→0

1
h
P(|wt+h−wt |> ε) = 0 (2.3)

Démonstration 2.5 Soit h > 0, par définition, l’accroissement wt+h−wt admet la loi
N ((0,h)), alors :

1
h
P(|wt+h−wt |> ε) =

2
h

∫
∞

ε

1√
2πh

e−
x2
2h dx

< 2
∫

∞

ε

1
√

2πh
3
2

e−
εx
2h dx

=

√
2

π

1

h
3
2

2h
ε

e−
ε2
2h → 0 lorsque h→ 0

2.7 Mouvement Brownien Bridge (pont)
On appelle pont brownien standard sur [0,T ], le processus du mouvement brownien

standard conditionné par
{

β
T,y
s,x (0) = x,βT,y

s,x (T ) = y
}

.
Le processus pont mouvement Brownien standard (Bridge) est défini par :

β
T,y
s,x (t) = x+wt +

t
T
(wT − y+ x) (2.4)
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Avec : E
(

β
T,y
s,x (t)

)
= x+

t
T
(y+ x) , t ≤ T

et : cov(t,s) = min(s, t)− st

Pour simuler un pont brownien, on utilise le packages Sim.DiffProc [2] avec x0 = 1,
y = 3 et ∆t = 0,001 :

FIGURE 2.2 – Trajectoire de Mouvement Brownien Bridge.

2.8 Mouvement Brownien Géométrique
Soit wt un mouvement brownien, et que b et σ, deux constantes.

Le processus Xt = X0exp
{(

b−σ2/2
)

t +σwt
}

est appelé mouvement brownien géomé-
trique, appelé aussi processus “log normale ”.

La simulation est réalisée pour b = 4, σ = 1, X0 = 1 et t ∈ [0,1]( en utilisant le pa-
ckages Sim.DiffProc[2]). A noter que ce processus est toujours strictement positif.
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FIGURE 2.3 – Trajectoire de Mouvement Brownien Géométrique.

2.9 Conclusion
Le mouvement Brownien ”Processus de Wiener”, joue un rôle fondamental dans

de nombreux domaines. Les raisons fondamentales qui caractérisent ce processus et qui
deviennent plus intéressantes du point de vue modélisation :

– Sa définition permet d’effectuer et simplifier certains calculs.
– Le mouvement brownien est un processus markovien. Il hérite donc des proprié-

tés de cette classe.
– Il peut être utilisé comme une étape élémentaire pour construire des processus

plus élaborés, telles que les fonctionnelles du mouvement brownien.
De plus, ce processus constitue la base de la théorie classique d’équation différen-

tielle stochastique qui fait l’objet de chapitre suivant.
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Processue de Diffusion
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3.1 Introduction
Afin de prendre en compte les modélisations de force aléatoires qui interviennent

dans les équations de la dynamique comme des termes complémentaires, on a cherché à
donner un sens à l’intégrale lorsque celle-ci est prise par rapport à un processus stochas-
tique. Ce chapitre est consacré dans un premier temps à étudier l’intégrale stochastique
au sens d’Itô [1] et de Stratonovich.

La théorie des équations différentielles stochastiques est introduite dans ce cha-
pitre. L’accent est mis sur les équations différentielles stochastiques d’Itô, pour lesquels
l’existence et le théorème d’unicité sont établies, et nous étudions les propriétés de leurs
solutions. Les techniques de résolution des classes linéaires sont ainsi présentées. Enfin,
les équations différentielles stochastiques de Stratonovich et leurs relations aux équations
d’Itô sont examinées.
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3.2 Intégrale stochastique
Dans cette section, on a étudié l’intégrale :

∫ t

0
f (s,ω)dws (3.1)

Dans laquelle wt est un mouvement Brownien standard et f un processus stochastique.

Si f est une fonction déterministe de classe C1, l’intégrale est une intégrale de
Stieltjes classique.

Si f dépend aléatoirement de la variable ω, comme le mouvement brownien stan-
dard n’est nulle part différentiable et que presque toutes ses réalisations n’ont pas varia-
tions bornées, l’intégrale n’a pas de sens.

K. Itô a été le premier à donner un sens à cette intégrale. À la suite des travaux d’Itô,
Stratonovitch a proposé une autre définition de l’intégrale stochastique.

3.2.1 Construction de l’intégrale stochastique
Soit (wt)(t≥0) un mouvement brownien standard dans un espace de probabilité filtré

(Ω,ℑ,(ℑt)(t≥0),P) et f (u,w) est un processus aléatoire, Ft-mesurable.

Définition 3.1 On appelle processus élémentaire (fonction en escalier) (Ht)(0≤t≤T ) un
processus de la forme :

Ht(ω) =
p

∑
i=1

f (ti,ω)χ(t)]ti−1,ti] (3.2)

où, 0 = t0 < t1 < · · ·< tp = T et que φi est une variable aléatoire Fti−1 mesurable et bornée.

et χ(t) =
{

1 si t ∈]ti−1, ti]
0 sinon.

L’intégrale stochastique d’un processus élémentaire Ht est alors, par définition, un pro-
cessus continu (I(H)t)(0≤t≤T ), défini par :

I(H)t = lim
k→∞

k

∑
i=1

f (ti,ω)(wti−wti−1)pour t ∈]tk, tk+1] (3.3)

E

(
k

∑
i=1

f (ti,ω)(wti−wti−1)

)
=

k

∑
i=1
E
(

f (ti,ω)(wti−wti−1)
)

=
k

∑
i=1

f (ti,ω)E
(
(wti−wti−1)

)
= 0
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en outre :

E

(
k

∑
i=1
| f (ti,ω)(wti−wti−1)|

2

)
= var

(
k

∑
i=1

f (ti,ω)(wti−wti−1)

)

=
k

∑
i=1

f (ti,ω)2(ti− ti−1)

=
∫

∞

0
f (t)2 dt

Or :

I(H)t =
∫ t

0
f (s,ω)dws (3.4)

Dans ce cas le résultat essentiel obtenu est le suivant :

Proposition 3.1 –
∫ t

0 f (s,ω)dws est une ℑt martingale.
– E

(∫ t
0 f (s,ω)dws

)2
=

∫ t
0E( f (s,ω))2 du

– E
(
supt≤T

∫ t
0 | f (s,ω)dws

)
|2 ≤ 4|

∫ T
0 E( f (s,ω))2 du|

Démonstration 3.1 1. Pour que
∫ t

0 Hudwu soit une Ft martingale, il faut que s < t
et cette équation est :

E
(∫ t

0
f
(

s
′
,ω
)

dws′ |ℑs

)
=

∫ s

0
f (u,ω)dwu (3.5)

Pour cela, il suffit de démontrer que le processus Mn =
∫ tn

0 f (u,ω)dwu est une
ℑn = ℑtn martingale.
Pour toute discrétisation 0 = t0 ≤ . . .≤ tn = T avec n≤ p, et en supposant égale-
ment que t et s sont dans l’intervalle (ti)i=1...p
Donc :

Mn =
n

∑
i=1

f (ti,ω)∆wti (3.6)

Où φi est une variable aléatoire ℑi−1 mesurable et borné.

E(Mn−Mn−1|ℑn−1) = E
(

fn
(
wtn−wtn−1|ℑn−1

))
= fnE

((
wtn−wtn−1|ℑn−1

))
Car φn est ℑn−1 mesurable et borné.
E(Mn−Mn−1|ℑn−1) = 0 donc E(Mn|ℑn−1) = Mn−1 alors Mn martingale.
D’où

∫ t
0 f (s,ω)dws est ℑt martingale.
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2. Lorsque :
Mn =

∫ tn
0 f (u,ω)dwu = ∑

n
i=1 f (ti,ω)∆wti

Alors :E
(∫ tn

0 f (u,ω)dwu|ℑs
)2

= E
(

∑
n
i=1 ∑

n
j=1 f (ti,ω) f (t j,ω)∆wti∆wt j

)
• Dans le cas où : i < j, l’équation est :

E
(

f (ti,ω) f (t j,ω)∆wti∆wt j

)
= E

(
E
(

f (ti,ω) f (t j,ω)∆wti∆wt j |ℑ j−1
))

= E
(
E
(

f (ti,ω) f (t j,ω)∆wti
)
E
(
∆wt j |ℑ j−1

))
= 0

Car wt est ℑt martingale.

• Même démonstration pour le cas j < i.

• Si i = j :

E
(∫ tn

0
f (u,ω)dwu|ℑs

)2

=
n

∑
i=1
E
(
E
(

f (ti,ω)2
∆w2

ti|ℑi−1
))

=
n

∑
i=1
E
(

f (ti,ω)2E
(
∆w2

ti|ℑi−1
))

=
n

∑
i=1
E
(

f (ti,ω)2)(ti− ti−1)

=
∫ t

0
E( f (s,ω))2 ds

3. D’après la proposition (3.1),
∫ t

0 f (s,ω)dws est une ℑt martingale, et si le théo-
rème de Doob est appliqué ; un résultat est obtenu.

Remarque 3.1 L’étendu de la notion d’intégrale stochastique à des espaces plus larges
est obtenu par :

r = {(Ht)T≥t≥0 adapté à ℑt ,E
(∫ t

0 f (s,ω)2 ds
)
<+∞}

Proposition 3.2 Pour un mouvement brownien standard ℑt mesurable. Il existe une ap-
plication linéaire unique J : r→ espace des processus martingale continus sur [0,T ] telle
que :

– Pour (Ht) processus élémentaire : J(Ht) = I(Ht), Propriété de prolongement.
– E(J(Ht))

2 = E
(∫ t

0 f (s,ω)2 ds
)

, Propriété de continuité.

Cette application linéaire est unique dans la mesure où, si J et J
′
sont deux prolongements

linéaires vérifiant les propriétés précédentes pour avoir ainsi :

∀0≤ t ≤ T,J(Ht) = J
′
(Ht) P.p.s
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et :

J(Ht) =
∫ t

0 f (s,ω)dws

Remarque 3.2 r
′
= {(Ht)T≥t≥0 adapté à ℑt ,

∫ T
0 f (s,ω)2 ds <+∞} P.ps

Proposition 3.3 Il existe une seule application linéaire J
′

de l’espace r
′

dans l’espace
vectoriel des processus continus définis sur [0,T ], telle que :

– Propriété de prolongement, Pour (Ht) processus élémentaire : J
′
(Ht) = I(Ht)

– Propriété de continuité. Pour une suite (Hn
t )T≥t≥0 d’éléments de r

′
:∫ t

0 ( f (s,ω)n)2 ds→n7→∞ 0 en probabilité
Si :supJ

′
(Hn

t )→n7→∞ 0 en probabilité
Alors :

J
′
(Ht) =

∫ t
0 f (s,ω)dws

3.2.2 Intégrale de Stratonovich
L’intégrale de Stratonovich développée par Ruslan L. Stratonovich et D.L. Fisk est

une intégrale stochastique. Bien que, généralement l’intégrale d’Itô est la plus utilisée,
l’intégrale de Stratonovich est toute fois utilisée pour sa simplicité.

Définition 3.2 Soit (tn)(n≥0) une suite de subdivision de [0, t] et X , Y deux semi martin-
gales continues :

I(H)t =
k

∑
i=1

Xti+1 +Xti

2
(
Yti+1 +Yti

)
(3.7)

Si limk→∞ I(H)t existe en probabilité alors :∫ t

0
Xs ◦dYs =

k

∑
i=1

Xti+1 +Xti

2
(
Yti+1 +Yti

)
(3.8)

Il ya une différence entre cette intégrale et celle d’Itô. Une relation existe entre les deux
intégrales. Elle est montrée par la proposition suivante :

Proposition 3.4 Soit X et Y deux semi martingales continues et f de classe C1 alors,

1.
∫ t

0 Xs ◦dYs =
∫ t

0 XsdYs +
1
2
< X ,Y >t

où
< X ,Y >t= limn→∞ ∑

n
i=1
(
Xti+1 +Xti

)(
Yti+1 +Yti

)
2.

∫ t
0 f (Xs)◦dYs =

∫ t
0 f (Xs)dYs +

1
2
∫ t

0 f
′
(Xs)dYs < X ,Y >t

3. Dans le cas où (wt , t ≥ 0) est un mouvement Brownien, σ est de classe C2 telle
que les fonctions σ et σσ

′
sont Lipschitziennes, cette proposition devient :

Xt =
∫ t

0
σ(Xs)◦dws (3.9)

Alors :

Xt =
∫ t

0
σ(Xs)dws +

1
2

∫ t

0
σ(Xs)σ

′
(Xs)ds (3.10)
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3.3 Processus d’Itô
Définition 3.3 Soit w = (w1, . . . ,wd) un mouvement brownien d-dimensionnel défini sur
un espace de probabilité filtré(Ω,ℑ,(ℑt)(t≥0),P). On appelle processus d’Itô, un proces-
sus X = (X1, . . . ,Xn) à valeurs dans Rn tel que :

Xt = X0 +
∫ t

0
Ksds+

∫ t

0
Hsdws (3.11)

Où :
– Kt et Ht sont adaptés à ℑt
–

∫ t
0 Ksds <+∞ P.p.s

–
∫ t

0 H2
s ds <+∞ P.p.s

3.3.1 Formule d’Itô
Pour un processus stochastique Xt vérifiant

X(t2)−X(t1) =
∫ t2

t1
µ(t)dt +

∫ t2

t1
σ(t)dwt

on note sous forme différentielle

dXt = µ(t,Xt)dt +σ(t,Xt)dwt

Si f (t,x) est une fonction de classe C 2, alors f (t,Xt) admet une intégrale stochastique par
rapport au même processus de Wiener donnée par la formule d’Itô

d f (t,Xt)=

(
∂ f (t,Xt)

∂t
+µ(t)

∂ f (t,Xt)

∂x
+

1
2

σ
2(t)

∂2 f (t,Xt)

∂x2

)
dt+σ(t)

∂ f (t,Xt)

∂x
dwt (3.12)

Cette formule permet de trouver les solutions de l’équation différentielle stochastique, et
le calcul d’espérance d’un processus donné. Elle permet aussi de montrer que certains
processus sont des martingales (puisque l’intégrale stochastique est une martingale).

Exemple 3.1 Soit à calculer la dérivée stochastique du processus Yt = ewt , où wt est un
mouvement brownien standard. Posons Xt = wt , f (t,x) = ex et appliquons la formule
(3.12). Il vient

d (ewt ) =
1
2

ewt dt + ewt dwt

soit sous forme intégrale

ewt = 1+
1
2

∫ t

0
ewsds+

∫
0

tewsdws

En prenant l’espérance de chaque membre et en appliquant les règles de calcul du para-
graphe précédent (l’espérance de l’intégrale en dws est nulle).

E(ewt ) = 1+
1
2

∫ t

0
E(ews)ds
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En posant
y(t) = E(ewt )

l’équation précédente est une équation différentielle du premier ordre déterministe en y(t)
avec comme condition initiale y(0) = 1

y′(t) =
1
2

y(t)

qui admet comme solution
y(t) = E(ewt ) = et/2

Remarquons que l’application de la formule d’Itô à la fonction f (t,x) = eiux permet le
calcul de la fonction caractéristique de wt .

E
(
eiuwt

)
= e−tu2/2

La formule d’intégration par parties est utile pour démontrer l’unicité de la solution
d’une équation différentielle stochastique.

Théorème 3.1 (Intégrale par partie ) Soient (Xt)(t∈[0,T ]) et (Yt)(t∈[0,T ]) deux processus
d’Itô définies sur le même espace probabilisé filtré (Ω,ℑ,(ℑt)(t≥0),P) avec :

Xt = X0 +
∫ t

0
K1,sds+

∫ t

0
H1,sdws (3.13)

Yt = Y0 +
∫ t

0
K2,sds+

∫ t

0
H2,sdws (3.14)

Alors :

XtYt = X0Y0 +
∫ t

0
XsdYs +

∫ t

0
YsdXs+< X ,Y >s (3.15)

Où :< X ,Y >t=
∫ t

0 H1,sH2,sds

Démonstration 3.2

(Xt +Yt)
2 = (X0 +Y0)

2 +2
∫ t

0
(Xt +Yt)d (Xt +Yt)+

∫ t

0
(H1,s +H2,s)

2 ds (3.16)

{
X2

t = X2
0 +2

∫ t
0 X2

t dXt +
∫ t

0 H2
1,s)ds

Y 2
t = Y 2

0 +2
∫ t

0 Y 2
t dYt +

∫ t
0 H2

2,sds
(3.17)

Aprés simplification, en retranchant (3.16) de (3.17), on a :

XtYt = X0Y0 +
∫ t

0
XsdYs +

∫ t

0
YsdXs+< X ,Y >s (3.18)
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3.4 Processus de diffusion
Définition 3.4 On appelle un processus Markovien, processus de diffusion s’il vérifie les
conditions suivantes :

a. limt→s
1

t− s
∫
|x−y|>ε

f (s,x, t,y)dy = 0 Condition de régularité de processus.

b. limt→s
1

t− s
∫
|x−y|≤ε

(x− y) f (s,x, t,y)dy = a(s,x) Direction du processus.

c. limt→s
1

t− s
∫
|x−y|≤ε

(x− y)2 f (s,x, t,y)dy = σ2 (s,x) Taux de variabilité

Les fonctions a(s,x) et σ2 (s,x) sont appelés respectivement coefficient de dérive et de
diffusion.

Corollaire 3.1 a. limt→s
1

t− s
E(Xt−Xs�Xs = x) = a(s,x)

b. limt→s
1

t− s
E
(
(Xt−Xs)

2�Xs = x
)
= σ2 (s,x)

La fonction a est le taux instantané de changement du processus, en moyenne, sa-
chant que Xs = x. σ2 est le taux instantané des fluctuations du processus, sachant Xs = x.

Propriété 3.1 La fonction f (s,x, t,y) de densité de transition de processus de diffusion
(Xt)0≤t≤T vérifie l’une des équations suivantes :

∂ f
∂t

=
1
2

∂2 [σ2 (t,y) f
]

∂y2 − ∂ [a(t,y) f ]
∂y

(s,x)fixé

∂ f
∂s

= a(s,x)
[

∂ f
∂x

]
+

1
2

σ2 (s,x)
[

∂2 f
∂x2

]
(t,y)fixé

Ceci montre que : La première équation désigne l’évolution avancée par rapport
à l’état final (t,y), appelée simultanément équations de "Fokker-Planck" et de "Kolmo-
gorov avancée". La seconde donne l’évolution retardée par rapport à l’état initial (s,x),
dénommée équation de "Kolmogorov retardée".

3.4.1 La continuité au sens de critère de Kolmogorov pour un pro-
cessus de diffusion :

Soit {Xt , t ≥ 0} un processus aléatoire indexé par un intervalle [0,T ], à valeur dans
l’espace métrique complète (E,d), si les constants α,β,c > 0 existent, de sorte que s, t ∈
[0,T ] :

E(Xt−Xs)
α ≤ c(t− s)1+β (3.19)

Alors, (X)t est continue en t = s, une suite de trajectoire.
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Exemple 3.2 pour α = 4, c = 3 et β = 1
Le processus de mouvement Brownien continu au sens de Kolmogorov :E (Xt−Xs)

4 ≤
3(t− s)2
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3.5 Équations Différentielles stochastiques
Les équations différentielles stochastiques sont des équations différentielles qui

contiennent un ou plusieurs termes qui sont des processus stochastiques. La solution de
ces équations est également un processus stochastique. Nous nous intéresserons ici plus
particulièrement au processus de diffusion. Normalement, les EDS [6](ou équations diffé-
rentielles stochastiques) incorporent du bruit blanc qui ici peut être vue comme la dérivée
formelle d’un mouvement brownien.

Définition 3.5 Une équation différentielle stochastique est une généralisation de la notion
d’équation différentielle ordinaire :

X(t) = b(X (t)) ,X0 = x (3.20)

Cette équation est perturbée par la dérivée d’un mouvement Brownien wt(modulée par un
coefficient de diffusion σ(x))pour :

Ẋ = b(Xt)+σ(Xt) ẇt , (3.21)

où ẇt est un bruit blanc.

Cette écriture n’a pas grand sens, car le mouvement brownien n’est pas dérivable,
et l’on préfère écrire cette équation sous une forme intégrée :

Xt = x+
∫ t

0
b(Xs,s)ds+

∫ t

0
σ(Xs,s)dws (3.22)

Ou {
dXt = b(Xt , t)dt +σ(Xt , t)dwt

X0 = x
(3.23)

Où : b : R→ R,et σ : R→ R
{wt , t ≥ 0} Un mouvement brownien par rapport à la filtration {ℑt , t ≥ 0}. Tel que :{

∀t E
(∫ t

0 |b(Xs)|2ds
)
<+∞

∀t E
(∫ t

0 |σ(Xs)|2ds
)
<+∞

(3.24)

La solution (X(t), t ≥ 0) de l’équation (3.22) est appelée "processus de diffusion".

3.5.1 Existence et Unicité des solutions des équations différentielle
stochastique

Nous étudions dans cette section l’existence et l’unicité des solutions des équations
différentielles stochastiques (EDS). Lorsque la solution de l’EDS ne change pas pour une
autre valeur du processus de Wiener, alors on parle de solution forte. Dans le cas contraire,
c’est-à-dire que si on trouve une solution correspondante à un processus de Wiener bien
particulier, alors elle est dite solution faible. Certaines équations différentielles stochas-
tiques admettent des solutions faibles et non fortes.
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3.5.1.1 Solutions fortes d’une équation différentielle stochastique

Définition 3.6 Une solution forte de l’équation différentielle stochastique (3.23) est un
processus Xt à trajectoires presque sûrement continues tel que :

i. (Xt) est adapté à la filtration ℑt
ii. X0 = x p.s
iii. Pour tout i = 1, . . . ,d ,

∫ t
0
[
|bi (Xs,s)|+∑

r
k=1|σi

k (Xs)|
]

ds <+∞ p.s
iv. Pour tout t ≥ 0, et pour i = 1, . . . ,d,

X i
t = X i

0 +
r

∑
k=1

∫ t

0
σ

i
k (Xs)dwk

s +
∫ t

0
bi (Xs,s)ds (3.25)

Le théorème suivant est fondamentale, qui donne des conditions suffisantes d’existence et
d’unicité d’une solution forte de l’EDS (3.23) :

Théorème 3.2 Soit σ(x, t) une fonction mesurable de [0,T ]→ Rn dans Rn et b(x, t) une
fonction mesurable de [0,T ]→ Rn dans Rn vérifiant :

– Condition de croissance : il existe une constante C telle que :

|b(x, t)|+ |σ(x, t)| ≤C (1+ |x|) (3.26)

– Condition de Lipschitz : il existe une constante K telle que :

|b(x, t)−b(y, t)|+ |σ(x, t)−σ(y, t)| ≤ K|x− y| (3.27)

– X0 est une variable indépendante de la tribu ℑ∞ = σ(ws,s≥ 0) et E|X0|2 < ∞

Alors, l’équation différentielle stochastique (3.23) admet une solution unique Xt
dont presque toutes les réalisations sont continues, qui est un processus de Markov de loi
initiale X0 et de probabilité de transition :

p(s,x; t,A) = P(Xt ∈ A/Xs = x) (3.28)

De plus, si les fonctions b et σ sont continues, alors Xt est un processus de diffusion
de dérive b(t,x) et de matrice de diffusion σσT (symétrique et semi-définie positive). En
particulier lorsque b et σ sont lipschitziennes, l’équation (3.23) admet une solution unique.

Les solutions de l’équation différentielle stochastique (3.23) sont des processus
de Markov homogènes où leurs probabilités de transitions p(s,x, t,A) dépendent seule-
ment de la période écoulée (t − s), t ≤ s. Dans ce cas : p(s,x; t,A) = p(0,x; t − s,A) =
p(x; t− s,A).

La solution de l’équation différentielle stochastique (3.23) est un processus de Mar-
kov ayant une distribution stationnaire s’il existe une mesure de probabilité π tel que :

π(A) =
∫
R

p(x; t− s,A)dπ(x) (3.29)
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Pour assurer l’existence de la fonction de densité π, des conditions sont à imposer sur les
coefficients b et σ.
Généralement, les solutions de l’EDS (3.23) sont des processus de diffusion où les proba-
bilités de transitions vérifient les trois limites de la définition (3.4)(section 3.4).

3.5.1.2 Solutions faibles d’une équation différentielle stochastique

Définition 3.7 Soient wt un mouvement Brownien définie sur un espace de probabilité
filtré, X̂t un processus adapté à la filtration ℑt . Pour tout t, les processus X̂t existent et
satisfait :

X̂t = X̂0 +
∫ t

0
b
(
X̂s,s

)
ds+

∫ t

0
σ
(
X̂s,s

)
dŵs (3.30)

Alors, X̂t est appelé une solution faible de l’équation différentielle stochastique :

Xt = X0 +
∫ t

0
b(Xs,s)ds+

∫ t

0
σ(Xs,s)dws (3.31)

Définition 3.8 Une solution faible est appelée unique si Xt et X
′
t sont deux solutions (peut

être dans espace de probabilité différente) telles que les distributions de X0 et X
′
0 sont les

même, donc les distributions Xt et X
′
t sont les même.

Il est clair, par définition, une solution forte est aussi une solution faible. Unicité
de la solution forte implique l’unicité de la solution faible (Résultat de Yamada et Wata-
nable(1971)).

3.5.1.3 Construction de solution faible

Théorème 3.3 Si pour tout t ≥ 0, les fonctions b(t,x) et σ(t,x) sont bornées et continus
alors l’équation différentielle stochastique possède au moins une solution faible initiale à
l’instant s au point x, pour tout s et x.

De plus, Si leurs dérivées partielles secondes par rapport à x sont aussi bornées et
continues, alors l’EDS a une solution faible unique à l’instant s au point x.

Théorème 3.4 Si σ(t,x) est positive et continu ; pour chaque T ≥ 0, il existe KT tel que
pour x ∈ R :

|b(x, t)|+ |σ(x, t)| ≤ KT (1+ |x|) (3.32)

Alors il existe une solution faible unique de l’EDS à partir de n’importe quel point de
x ∈ R et pour tout s > 0.
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3.5.2 Equations différentielles stochastiques linéaires
Définition 3.9 L’équation différentielle stochastique :

Xt = X0 +
∫ t

0
b(Xs,s)ds+

∫ t

0
σ(Xs,s)dws (3.33)

est linéaire, si b et σ sont de la forme :

b(x, t) = α(t)+β(t)x
σ(x, t) = γ(t)+δ(t)x

où les fonctions α,β,γ,δ sont des processus continus.

3.5.2.1 Solution de l’équation différentielle stochastique linéaire

Lorsque α(t) = 0 et γ(t) = 0, l’expression (3.33) se réduit à l’équation différentielle
stochastique homogène et linéaire :

dXt = β(t)Xtdt +δ(t)Xtdwt (3.34)

Quand δ(t) = 0, le bruit apparaît comme un terme additif et l’équation (3.33) devient :

dXt = (β(t)Xt +α(t))dt +δ(t)Xtdwt (3.35)

Dans ce cas là l’EDS est dit linéaire dans sens limité (linear in the narrow sense) et l’équa-
tion homogène obtenue à partir de (3.35) est une équation différentielle ordinaire :

dXt

dt
= β(t)Xt (3.36)

où la solution fondamentale est donnée par :

φt = exp
(∫ t

0
β(s)ds

)
(3.37)

En appliquant la formule d’Itô à la transformation U(t,x) = φ
−1
t x, on obtient :

dφ
−1
t Xt =

[
dφ
−1
t

dt
Xt +(β(t)Xt +α(t))φ

−1
t

]
dt + γ(t)φ−1

t dwt

or
dφ
−1
t

dt
=−φ

−1
t β(t)⇒ dφ

−1
t Xt =

(
α(t)φ−1

t

)
dt +

(
γ(t)φ−1

t

)
dwt

Cette dernière expression peut se mettre sous la forme intégrale :

φ
−1
t Xt = φ

−1
t X0 +

∫ t

t0

(
α(s)φ−1

s
)

ds+
∫ t

t0

(
γ(s)φ−1

s
)

dws (3.38)

Sous la condition φ0 = 1, la solution de (3.35) est :

Xt = φt

(
X0 +

∫ t

t0

(
α(s)φ−1

s
)

ds+
∫ t

t0

(
γ(s)φ−1

s
)

dws

)
(3.39)

où

φt = exp
(∫ t

t0
β(s)ds

)
(3.40)
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Proposition 3.5 La solution fondamentale de (3.34)est donnée par :

φt = φ0 exp
(∫ t

t0

(
β(s)− 1

2
δ

2(s)
)

ds+
∫ t

t0
δ(s)dws

)
(3.41)

où φ0 est généralement égal 1.

Démonstration 3.3 La solution fondamentale (3.40) d’une équation linéaire au sens li-
mité satisfait l’équation différentielle ordinaire d lnφt = β(t)dt.
En utilisant cette définition, la formule d’Itô appliqué à la transformée de la solution fon-
damentale lnφt de (3.34) sera :

d lnφt =

(
β(t)φtφ

−1
t −

1
2

δ
2(t)φ2

t φ
−2
t

)
dt +δ(t)φtφ

−1
t dwt

=

(
β(t)− 1

2
δ

2(t)
)

dt +δ(t)dwt

donc

lnφt =
∫ t

t0

(
β(s)− 1

2
δ

2(s)
)

ds+
∫ t

t0
δ(s)dws (3.42)

lorsque δ(t) = 0, (3.41) se réduit à (3.40).

Proposition 3.6 Le processus φ
−1
t Xt qui est fonction de la solution Xt de l’équation gé-

néral (3.33) possède une forme explicite de l’intégrale stochastique de la forme :

φtXt = X0 +
∫ t

t0
(α(s)−δ(s)γ(s))φ

−1
s ds+

∫ t

t0
γ(s)φ−1

s dws (3.43)

Similairement, on applique la formule d’Itô à φ
−1
t et on obtient :

dφ
−1
t =

(
−β(t)−δ

2(t)
)

φ
−1
t dt−δ(t)φ−1

t dwt (3.44)

ce qui implique que la solution de l’équation générale (3.33) est donnée par :

Xt = φt

[
X0 +

∫ t

t0
(α(s)−δ(s)γ(s))φ

−1
s ds

∫ t

t0
γ(s)φ−1

s dws

]
(3.45)

où φt est donnée par l’expression (3.44).

Démonstration 3.4 Les deux terme φ
−1
t et Xt possèdent des différentielles stochastiques

incluant le même processus wt , ce qui implique que la différentielle de leur produit :
U
(
X1

t ,X
2
t
)
= X1

t .X
2
t avec X1

t = φ
−1
t et X2

t = Xt donne :

dφ
−1
t Xt = φ

−1
t [(β(t)Xt +α(t))dt +(δ(t)Xt + γ(t))dwt ]

+Xt
[(
−β(t)+δ

2(t)
)

φ
−1
t dt−δ(t)φ−1

t dwt
]
−δ(t)φ−1

t [δ(t)Xt + γ(t)]dt

= (α(t)−δ(t)γ(t))φ
−1
t dt + γ(t)φ−1

t dwt

En intégrant sur l’intervalle de temps [t0, t] et en supposant que φ0 = 1, on obtient :

φ
−1
t Xt = X0 +

∫ t

t0
(α(s)−δ(s)γ(s))φ

−1
s ds+

∫ t

t0

(
γ(s)φ−1

s
)

dws (3.46)
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3.5.2.2 Solutions générales de quelques équations différentielles stochastiques de
type linéaire

Nous exposons dans cette partie la solution générale de diverses équations différen-
tielles stochastiques linéaires.
Nous rappelons que la solution générale d’une équation linéaire est donnée par :

Xt = φt

(
X0 +

∫ t

t0
(α(s)−δ(s)γ(s))φ

−1
s ds+

∫ t

t0

(
γ(s)φ−1

s
)

dws

)
(3.47)

où la solution fondamentale est :

φt = exp
(∫ t

t0

(
β(s)− 1

2
δ

2(s)
)

ds+
∫ t

t0
δ(s)dws

)
(3.48)

a. β(t) =−β, γ(t) = σ, α(t) = δ(t) = 0 :

Xt = e−βt
(

X0 +σ

∫ t

t0
eβsdws

)
(3.49)

b. γ(t) = 0 :

Xt = φt

(
X0 +

∫ t

t0
φ
−1
s α(s)ds+

∫ t

t0
φ
−1
s δ(s)dws

)
(3.50)

où φt = exp
(∫ t

t0 β(s)ds
)

c. β(t) = β, γ(t) = γ, α(t) = α,δ(t) = δ :

Xt = φt

(
X0 +(α− γδ)

∫ t

t0
φ
−1
s ds+ γ

∫ t

t0
φ
−1
s dws

)
(3.51)

où φt = exp
((

β− 1
2

δ2
)

t +δwt

)
d. β(t) = β, γ(t) = δ, α(t) = δ(t) = 0 :

Xt = X0 exp
((

β− 1
2

δ
2
)

t +δwt

)
(3.52)

3.5.3 Equations différentielles stochastiques de Stratonovich
Nous présentons dans cette partie un ensemble d’EDS bien particuliers que nous

pouvons résoudre non pas au moyen de l’intégrale d’Itô mais par celui de Stratonovich
[6].
Ce choix n’est pas arbitraire mais il est préférable dans certaines applications, plus parti-
culièrement en physique, de mettre l’équation différentielle stochastique ordinaire (EDS
d’Itô) sous la forme différentielle :

dXt = b(Xt , t)dt +σ(Xt , t)◦dwt (3.53)

Cette équation est appelée EDS de Stratonovich qu’on peut écrire sous la forme intégrale

Xt = x+
∫ t

0
b(Xs,s)ds+

∫ t

0
σ(Xs,s)◦dws (3.54)
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3.5.3.1 Relation entre l’EDS d’Itô et l’EDS de Stratonovich

La formule qui relie l’équation différentielle stochastique au sens de Stratonovich à
celle au sens d’Itô existe.
En effet, l’équation différentielle de Stratonovich :

dXt = b(Xt , t)dt +σ(Xt , t)◦dwt (3.55)

Correspond à l’EDS au sens d’Itô suivante :

dXt = b̃(Xt , t)dt +σ(Xt , t)dwt (3.56)

Avec :

b̃i(Xt , t) = b(Xt , t)+
1
2

m

∑
j=1

d

∑
k=1

∂

∂Xt
[σ(Xt , t)]i j [σ(Xt , t)] jk (3.57)

Où i ∈ {1, . . . ,d}

Par exemple l’EDS d’Itô : dXt = 2Xtdt +2Xtdwt est équivalente à l’EDS de Strato-
novich :

dXt = 2Xt ◦dwt

Ces deux équations possèdent la même solution donné par :

Xt = Xt0 exp(2(wt−wt0)).

3.5.4 Equation de Kolmogorov (Fokker- Planck)
À chaque équation d’Itô

dXt = b(Xt , t)dt +σ(Xt , t)dwt (3.58)

correspond une équation aux dérivées partielles que vérifie la probabilité de transition
p(t,x) = p.
Cette équation est appelée équation de Fokker-Planck ou équation de Kolmogorov pro-
gressive [1] qui est sous la forme suivante :

∂p
∂t

=
1
2

∂2 [σ(t,y)p]
∂2y

− ∂ [b(y, t)p]
∂y

(x,s) f ixe (3.59)

Il existe une autre équation vérifiée par la densité de probabilité p, appelée équation de
Kolmogorov rétrograde. Elle porte sur la variable x de départ :

∂p
∂s

=
1
2

σ(x,s)
∂2 [p]
∂2x

+b(x,s)
∂ [p]
∂x

(t,y) f ixe (3.60)

L’équation de Fokker-Planck suppose que le processus est markovien et que le bruit est
un processus gaussien. Elle n’est donc pas valable pour tous les types de bruits.
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Exemple 3.3 On considère l’équation différentielle stochastique :

{
dXt = adt +b(Xt , t)dwt

X0 = 0
(3.61)

La densité de probabilité de solution satisfait l’équation de Kolmogorov :

∂p
∂s

=
1
2

b2 ∂2 [p]
∂2x
−a

∂ [p]
∂x

La solution de cette équation aux dérivées partielle est :

p(x, t) =
1√

2πb2t
exp

(
−(x−at + x0)

2

2b2t

)
(3.62)

3.5.5 Processus de diffusion stationnaire
Un processus aléatoire de diffusion est dit stationnaire si sa densité de probabilité

de transition P(s,x; t,y), vérifier l’équation suivante :

π(y) =
∫
R
P(s,x; t,y)π(x)dx (3.63)

Où π(x) est appelée distribution stationnaire du processus si il existe. Pour laquelle on a :

d p
dt

= 0

Donc les équations de Kolmogorov devient :

∂ [b(y, t)p]
∂y

− 1
2

∂2 [σ(t,y)p]
∂2y

= 0 (x,s) f ixe (3.64)

Et

b(x,s)
∂ [p]
∂x

+
1
2

σ(x,s)
∂2 [p]
∂2x

= 0 (t,y) f ixe (3.65)

Exemple 3.4 On considère l’équation différentielle stochastique :

2(1−Xt)dt +
√

3Xtdwt (3.66)
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D’après l’équation ((3.64)) ,on a :

d
dx

(2(1− x)π(x))− 1
2

d2

dx2 (3xπ(x)) = 0⇔ 2
d
dx

((1− x)π(x))− 3
2

d2

dx2 (xπ(x)) = 0

⇔ 2(1− x)π(x)− 3
2

d
dx

(xπ(x)) = 0

⇔ 4
3
(1− x)π(x) = (π(x)+ xπ

′(x))

⇔
(

4
3
(1− x)−1

)
π(x) = xπ

′(x)

⇔ π′(x)
π(x)

=
1
x

(
4
3
(1− x)−1

)
⇔ ln |π(x)|= 1

3
ln |x|− 4

3
x+C

⇔ π(x) = Kx
1
3 exp

(
−4

3
x
)

Posant K =
3
4

−1
3

Γ(4
3)

, on trouve la distribution stationnaire π(x)suit une loi Gamma(4
3 ,4

3 )

3.5.6 Schémas numérique
Nous décrivons dans cette section des méthodes numériques pour résolution d’équa-

tions différentielles stochastiques.
Pour rapprocher numériquement l’équation :

dXt = b(Xt , t)dt +σ(Xt , t)dwt (3.67)

On utilise des schémas aux différences classiques et le fait que pour un pas ∆t donnée, les
variables w(n+1)∆t−wn∆t suivent des lois gaussiennes indépendantes de variance ∆t.
On note xt le processus approché et on considère la subdivision :

0 = t0 < t1 < · · ·< tN−1 < tN = T (3.68)

de pas régulier

∆t = tn+1− tn (3.69)

Schéma d’Euler : L’approximation
dXt

dt
' Xt+∆t−Xt

∆t
est utilisé lorsque ∆t est suffi-

samment petite.
Sur un intervalle élémentaire [t, t +∆t], le processus approché xt devient

xt+∆t = xt +b(xt , t)∆t +σ(xt , t)∆wt (3.70)

Pour écrire le schéma sous cette forme suivante, on pose xn = xtn = xn∆t . On a :

xn+1 = xn +b(xn)∆t +σ(xn)∆wn (3.71)
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Schéma de Milstein : Remplacement du processus Xt par une approximation xtn . Pour
avoir :

xtn+1 = xtn +b(xtn, tn)∆t +σ(xtn, tn)∆wtn +
1
2

σ(xtn , tn)σ
′
(xtn, tn)

(
∆w2

tn−∆t
)

(3.72)

Dans le cas où xtn = xn Ainsi :

xn+1 = xn +b(xn)∆t +σ(xn)∆wn +
1
2

σ(xn)σ
′
(xn)

(
∆w2

n−∆t
)

(3.73)

Schéma de Heun : En rappel que l’équation de Stratonovich :

dXt = b(Xt , t)dt +σ(Xt , t)◦dwt (3.74)

est équivalente à l’équation d’Itô :

dXt =

(
b(Xt , t)+

1
2

σ(Xt , t)∂xσ(Xt , t)
)

dt +σ(Xt , t)dwt (3.75)

Discrétisée selon le schéma de Heun s’écrit :

xtn+1 = xtn +
1
2
(b(xtn , tn)+b(ytn, tn))∆t +

1
2
(σ(xtn, tn)+σ(ytn , tn))∆wtn (3.76)

Avec

ytn = xtn +b(xtn, tn)∆t +σ(xtn, tn)∆wtn (3.77)

Soit xn est le processus approché, doncxn+1 = xn +
1
2
(b(xn)+b(yn))∆t +

1
2
(σ(xn)+σ(yn))∆wn

yn = xn +b(xn)∆t +σ(xn)∆wn

(3.78)

Le schéma Heun converge en moyenne quadratique. Ce schéma d’ordre O
(
∆t2).

3.6 Conclusion
Nous avons donné, dans ce chapitre, les définitions et les propriétés essentielles de

calcul différentielle et l’intégrale stochastique, ensuite nous avons présenté les processus
de diffusion, et nous avons terminé ce chapitre par les principales propriétés des équations
différentielles stochastiques.
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4.1 Introduction
La problématique de la fatigue des structures est issue de la révolution industrielle

du XIXe siècle. Plus précisément un certain nombre de graves accidents(ferrovières pour
la plupart) ont incité les ingénieurs à se pencher sur le sujet. La rupture brutale d’éléments
mécaniques soumis à des charges cycliques, tels que les essieux sur le matériel roulant
par exemple, a été un sujet d’étude de Rankine en Angleterre dès 1843 ou Andrean en
Allemagne dès 1847.

Nous introduisons dans ce chapitre des généralités du processus de dégradation, ces
complexités et ces caractéristiques de ce phénomène.
Ensuite, nous indiquons des principes de quelques familles de modèles déterministes et
stochastiques utilisées pour la modélisation de la dégradation des structures.
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4.2 Définitions générales
La fatigue est un processus de dégradation des matériaux, la plupart des métaux,

dans les composants et les structures soumises à temps variable des conditions de charge-
ment externe.
La fatigue a fait l’objet de nombreuses recherches menées par des ingénieurs en méca-
nique, science des matériaux, physiciens, chimistes et mathématiciens depuis plus de 150
ans.

Une fissure se développe en générale à partir d’anomalies ayant une profondeur de
l’ordre de quelques dixièmes de millimètre

Les structures soumises à des sollicitations variables répétées sont sensibles au phé-
nomène de fatigue. Ce phénomène se manifeste par la propagation de fissure et se traduit
par une perte de résistance au cours du temps.

L’évolution d’une fissure dépend de plusieurs paramètres intrinsèques au matériel,
tel que les propriétés géométriques et mécaniques de la structure, ou extrinsèques comme
l’étendue de cette fissure ou la nature des charges appliquées.

La propagation de la fissure peut amener à une rupture par plastification de la section
nette ou par rupture fragile, ce ci en fonction notamment des caractéristique du matériel,
de la géométrie de l’élément, de la température et de la vitesse de sollicitation de la sec-
tion.

En mécanique des structures, le mécanisme majeur menant au vieillissement en
fatigue des matériaux est la propagation de petit défauts en fissure dans les structures sou-
mises à des cycles de charge au cours de la durée de vie de fonctionnement.

4.3 Complexité des phénomènes physiques de dégrada-
tion

Les composants mécaniques sont caractérisés par de multiples mécanismes de dé-
gradation souvent complexes, d’origines variées (fissuration, fluage, usure, fissuration par
fatigue, etc.).

Ces modes de dégradation font intervenir les paramètres suivants :
– Caractéristiques matériaux (limite élastique, limite à la rupture, limite d’endu-

rance, limite de fatigue, ténacité, dureté,. . . ),
– Caractéristiques dimensionnelles (géométrie,. . . ),
– Sollicitations extérieures (température, chargement, pression, . . . ).
– Forte interaction entre le composant et son environnement, etc.

Le développement de modèles de dégradation fournit une information qui corres-
pond à une meilleure appréhension des systèmes étudiés. En particulier :
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– La description des phénomènes physiques réels par des modèles mathématiques
permettant d’améliorer la compréhension ;

– Les modèles permettant de développer des méthodes d’estimation de la fiabilité
des structures ;

– L’anticipation de l’évolution de la durée de vie, et élaboration d’une politique de
maintenance à de moindre coût.

La qualité intrinsèquement dynamique des mécanismes de dégradation et d’usure
implique l’utilisation d’outils mathématiques permettant une bonne représentation de leur
évolution temporelle.
La fiabilité des structures permet de réévaluer les modèles qui permettent de faciliter
l’évolution des connaissances de ce phénomène de dégradation. De plus, dans les champs
d’applications industrielles où les structures fonctionnent dans un environnement extrême,
les difficultés suivantes viennent s’ajouter :

– Les mécanismes physiques conduisant à la dégradation des structures et à la
baisse de la fiabilité ont des origines et des échelles de temps physiques très dif-
férentes d’un mode de dégradation à un autre,

– Les dépendances entre les phénomènes de dégradation sont nombreuses et pas
toujours bien connues,

– Les structures sont des systèmes complexes car elles sont constituées d’un grand
nombre de composants aux interactions multiples.

4.4 Caractéristiques des processus de dégradation
Physiquement, la description d’un processus de dégradation implique les consè-

quences suivantes :

– Le processus de dégradation Lt prend ses valeurs dans R+ ;
– Le niveau de dégradation évolue de manière monotone croissante dans le temps ;
– Le domaine de défaillance se limite à un seuil critique à ne pas dépasser, c’est-à-

dire à un réel noté ∆ ;

Les trajectoires du niveau de dégradation sont les seules données observables. Elles
sont mesurées du début jusqu’au niveau de dégradation atteignant le seuil de défaillance ∆.

Ces caractéristiques sont différentes selon le type de phénomène décrit, et motivés
par la nature du mécanisme de dégradation relative à l’étude des modèles de dégradation
de structure.
La défaillance est définie par une taille maximale de fissure acceptable.

4.5 Quelques modèles stochastiques existantes
Il existe plusieurs approches possibles pour modéliser la dégradation d’un structure

dont deux grandes familles de modèles peuvent être distinguées :
– Modèle déterministe
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– Modèles stochastiques

4.5.1 Modèle Déterministe
Le phénomène de propagation des fissures en fatigue est scindé en trois phases :

K1 : cycles nécessaires à l’initialisation des défauts.
K2 : cycles de charge au cours desquels est observé la propagation assez régulière des
fissures.
K3 : La propagation s’accélère brutalement et devient très instable, jusqu’à une taille où
l’on considère que la rupture est inévitable.

Les modèles classiques de propagation de fissure par fatigue donnent l’évolution de
la vitesse de propagation en fonction du chargement appliqué en pointe de fissure par une
approche empirique. Le modèle le plus utilisé est celui de [Paris et Erdogan 1963]. Pour
ce modèle un essai de fissuration est nécessaire pour caractériser l’évolution de la vitesse
de propagation en fonction de la variation du facteur d’intensité des contraintes (Figure
4.1).

FIGURE 4.1 – Courbe de propagation de Paris.

La longueur de fissure (L) est modélisé par la loi déterministe qui s’écrit sous la
forme du (Le modèle de Paris)[24] :

dL
dN

= γ(∆K)p (4.1)

N le nombre de cycles, et ∆K étant la variation du facteur d’intensité des contraintes au
cours d’un cycle qui induit une avancée dL de la fissure définie par :

∆K =
√

πL∆S (4.2)
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Où ∆S est le facteur d’intensité des contraintes.
γ et p sont deux paramètres du matériau définissant respectivement la position et la pente
de la droite de Paris.

4.5.2 Modèles Stochastiques
En mécanique de la rupture, la propagation des fissures est modélisée par des lois

expérimentales dont la forme générale est la suivante :

dLt = L(t,∆k,kmax,kc,σmax,R,Lt) (4.3)

Lt : est une fonction déterministe à valeurs dans R+ décrivant la taille de la fissure à l’ins-
tant t.
∆K : est la variation du facteur d’intensité des contraintes.
Kmax : La valeur maximum du facteur d’intensité des contraintes.
kc : est la ténacité
σmax : L’amplitude maximale des contraintes.
R : Ratio des contraintes.

Plusieurs processus stochastiques ont été proposés dans la littérature pour la modé-
lisation de la dégradation des structures.

4.5.2.1 Processus de saut cumulatif

Bagdanoff et Kozin (1985) puis Kirkner et al. (1999)[22] ont proposé de modéliser
la taille de la fissure Lt par un Processus aléatoire de saut cumulatif construit à partir de
chaînes de Markov.
Soit L(t,γ) la taille de fissure à l’instant t où γ est l’événement élémentaire appartenant
à l’espace Ω pour tout γ ∈ Ω, L(t,γ) est représentée comme une somme d’incrément
aléatoire :

{
L(t,γ) = L(0,γ)+∑

N(t)
i=1 Yi (γ)

Yi (γ) = ∆Ai
(4.4)

Avec L(0,γ) comme taille de fissure initiale, suffisante pour propager (supposés connus à
partir des données empiriques), elle peut être considérée comme une constante ou déter-
ministe d’une variable aléatoire. Yi (γ) ; i = 1 . . .N (t) sont des variables aléatoire caracté-
risant les amplitudes des incréments élémentaire de taille de fissure, et N(t) un processus
de comptage caractérisant le nombre de saut de fissure (par incrément) dans l’intervalle
[0, t].

Le modèle de processus donné par l’équation (4.4) représente un schéma général
probabiliste pour la croissance des fissures au hasard.

Soit la variable aléatoire Θ est la durée de vie d’un échantillon soumis aux chocs
comptés par le processus de poisson Nt . Si Pk (ξ) est la probabilité de survie des k premiers
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sauts de fissure, k = 1,2, · · · (la probabilité de quantité de dommage mesurées par L(t)
après les chocs est inférieur ou égale à ξ)alors la distribution de la durée de vie est :

P(Θ > t) = Fξ(t) =
∞

∑
k=0

Pk (ξ)exp(−λt)
(λt)k

k!
(4.5)

λ est le paramètre de processus de poisson, il est claire que :

Pk (ξ) =
∫

ξ

0
Pk−1(x)g(ξ− x)dx P0(ξ) = 1 (4.6)

et g(x) est la densité de la quantité d’incrément élémentaires caractérisé par un variable
aléatoire Y . donc la densité de probabilité du temps pour attendre une valeur critique ξ

est :

fξ(t) = λexp(−λt)
∞

∑
k=0

(λt)k

k!
(Pk(ξ)−Pk+1(ξ)) (4.7)

Si la taille de l’incrément élémentaire suit une loi expontentielle, qui est g(x)= βexp(−βx),
x > 0. Alors

fξ(t) = λexp(−(λt +βξ))
∞

∑
k=0

(λt)k

k!
(βξ)k

k!
(4.8)

Ce qui donne la moyenne et la variance de l’instant de premier passage :

m(Θ) =
1
λ
(1+βξ) var(Θ) =

1
λ2 (1+2βξ) (4.9)

4.5.2.2 Approximation log normale

La loi Paris- Endogan ci-dessous a été utilisée par Yang et al.(1987)[25], Yang et
Manning(1990,1996) sous la forme suivante :

dL
dt

= γ(∆K)p×Xt

= γ∆σ
n
π

n
2 L

n
2
t ×Xt

= a
(
Lp

t
)
×Xt

Où p = n/2 et a = γ∆σnπ
n
2 sont deux constantes réelles positives.

En s’appuyant sur des études expérimentales, les auteurs proposent de modéliser Xt par
un processus log normal de médiane égale à 1 et de covariance :

cov(Xt ,Xs) = σ
2
X exp

(
−|t− s|

λ

)
(4.10)

Avec λ,σ2
X à estimer sur les données expérimentales.
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4.5.2.3 Processus de Markov déterministes par marceaux

L’accroissance de Lt est gouverné par le système différentiel stochastique suivant :
dL
dt

= a(Lt)
p× v(Xt)

L0 = l
(4.11)

Le processus Xt est markovien de saut d’espace d’état fini E, dont a est une constante
strictement positive et v est une application qui associé à chaque élément de E un élément
de Rn, permettant d’exercer un certain contrôle sur le processus Xt . Le point initial l est
strictement positif. Les trajectoires des processus de saut sont constantes entre les sauts et
continues à droite.

Ce modèle correspond à la réalité physique suivante : le niveau de dégradation Lt
croît selon des trajectoires continues. Cependant la dynamique du processus varie à des
instants discrets du temps suite à des chocs d’intensités aléatoires où à des variations
des conditions environnementales, ce qui rend compte le processus markovien de saut Xt .
Celui-ci décrit les variations de l’environnement du système, et on peut parler pour (4.11)
d’équation différentielle à environnement markovien.

Par exemple, lorsque Lt représente la taille d’une fissure qui se propage dans un
matériau au cours du temps, le processus Xt permet de modéliser des variations brutales
dans la vitesse de propagation, dont l’occurrence et l’intensité sont aléatoires. On peut
expliquer ces variations par des phénomènes de micro-ruptures instantanées à un niveau
moléculaire dans le matériau dues à une structure non homogène, ou encore à des chan-
gements de conditions environnementales.

4.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons donné les définitions et les caractéristiques essentielles

de la dégradation structurelle.
Puis nous avons présenté quelques familles des modèles stochastiques utilisées pour la
modélisation de ce phénomène. Parmi ces modèles, il existe un modèle qui traite la dégra-
dation des structures par des équations différentielles stochastiques associé aux processus
de diffusion, où la composante aléatoire est modélisée par le Mouvement Brownien. Ce
modèle est présenté en détail dans le chapitre suivant.
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5.1 Introduction
L’évolution temporelle de taille de dégradation est décrite par des processus sto-

chastique, non seulement pour traduire l’incertitude sur la physique des phénomènes, mais
aussi parce que certains mécanismes de dégradation ont une nature aléatoire intrinsèque.

Nous présentons en détail un modèle de dégradation qui s’appuie sur l’approxima-
tion asymptotique de processus de diffusion, de manière à construire les trajectoires du
processus Lt solution du système différentielle.

Puis, nous décrivons des spécificités liées au contexte applicatif et au calcul de fia-
bilité : le niveau de dégradation d’une structure est observé depuis un état initial jusqu’à
un seuil définissant la défaillance.
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5.2 Modèle de diffusion pour la propagation des fissures
Sobczyk(1986) [20, 6, 19] a proposé un modèle de dégradation qui s’appuie sur

l’approximation asymptotique de processus de taille de fissure Lt à diffusion, gouvernée
par une équation différentielle stochastique, interprétée au sens de Stratonovich de la ma-
nière suivante :
Pour p > 0 ; t ≥ 0 :

dLt = m f (Lt)
pdt + f (Lt)

p ◦dwt (5.1)

où (wt)t≥0 est le mouvement brownien standard, f = mcg(R)S2p = constant et S : Facteur
d’intensité de contraintes de fissuration, telle que définie :

S =
1
2
(Smax−Smin) ;

m : la moyenne des influences extérieures comme la température ;

g(R) : fonction de ratio des contraintes, R =
Smin

Smax
;

et c,p sont des paramètres du matériaux (c et p sont supposés constants pour un matériel
donné).

Lorsque p = 1 l’équation (5.1) est linéaire et ses solutions existent pour tout t ≥ 0.
Si p>1, l’équation (5.1) est une équation différentielle stochastique non linéaire et les ré-
sultats de cette équation sont définis pour un temps infini.

L’équation (5.1) interprétée comme l’équation différentielle de Stratonovich, qui est
équivalent à l’équation différentielle stochastique d’Itô, (EDS), suivante :

dLt = (m f (Lt)
p +

p
2

f 2(Lt)
2p−1)dt + f (Lt)

pdwt (5.2)

5.3 Étude de l’équation (5.1) dans le cas de p = 1

Dans le cas de p = 1, l’équation (5.1) est linéaire, signifiant que la relation entre les
charges appliquées et le taux de croissance des fissures sont presque linéaires.
Physiquement, c’est le cas d’une fissure courte d’un matériel plastique, définie par la
relation :

dLt = m f Ltdt + f Lt ◦dwt (5.3)

qui est équivalente à l’équation différentielle stochastique d’Itô suivante :

dLt =

(
m f +

1
2

f 2
)

Ltdt + f Ltdwt (5.4)
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5.3.1 Etude de l’existence et l’unicité de solution de l’équation (5.3)

L’équation (5.3) à une solution unique si elle satisfait les conditions suivantes (défi-
nition 3.6) :
b(x, t) = m f x et σ(x, t) = f x

– Condition de Lipchitz :

|b(x, t)−b(y, t)|+ |σ(x, t)−σ(y, t)|= |m f x−m f y|+ | f x− f y|
= |m f ||x− y|+ | f ||x− y|
= |m f − f ||x− y|= K|x− y|

– Borne à accroissement linéaire :

|b(x, t)|2−|σ(x, t)|2 = |m f x|2 + | f x|2

=
(
m2 f 2 + f 2)x2

On a : |x| ≤
{

1 si |x| ≤ 1
x2 si |x| ≥ 1.

≤
{

1+ x2 si |x| ≤ 1
1+ x2 si |x| ≥ 1.

Alors :
|b(x, t)|2−|σ(x, t)|2 ≤Max(m2 f 2 + f 2)(1+ x2)
Si : K = Max(m2 f 2 + f 2)
Donc :|b(x, t)|2−|σ(x, t)|2 ≤ K(1+ x2)

Il est donc facile de vérifier que l’équation (5.3) satisfait les conditions d’existence
et d’unicité d’une solution.

5.3.2 La solution associée à la condition initial L0 > 0

En posant L̃(t) = logL(t) et en appliquant la formule d’Itô à la fonction L̃(t) :

d ln(Lt) =

[
0+
(

m f +
1
2

f 2
)

Lt
1
Lt

+
1
2

L2
t
−1
L2

t

]
dt +

[
f Lt

1
Lt

]
dwt

L’équation différentielle stochastique est obtenus comme suit :

d ln(Lt) = m f dt + f dwt (5.5)

Ce qui résulte que L̃t = lnLt est le processus de taux d’accroissement de fissure, de drift
m f et de diffusion f 2 ; donné sous la forme intégrale suivante :

ln(Lt) = ln(L0)+m f
∫ t

0
ds+ f

∫ t

0
dws

= ln(L0)+m f t + f wt
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D’où la solution de l’équation(5.3) pour t ≥ 0 et L0 > 0 est la suivante :

Lt = L0exp(m f t + f wt) (5.6)

La solution (5.6) est un processus de diffusion de Markov, formulée par l’équation de
Fokker-Planck régissant la densité de transition p = p(t,L, t

′
,L
′
) de Lt , où L

′
étant l’état

initial du processus (5.3) :

∂p
∂t ′

=
1
2

∂2
[

f 2L
′2 p
]

∂2L′2
−

∂

[(
m f +

1
2

f 2
)

L
′
p
]

∂L′
(t,L) f ixe (5.7)

Sous l’ hypothèse de la taille de fissure de fatigue Lt , considérée comme processus de
diffusion, la solution de l’équation (5.7) est donné par [23] :

p(t,L, t
′
,L
′
) =

1

f L′
√

2π
(
t− t ′

) exp

[
− log

(
L
L′

)
−m f (t− t

′
)

]2

2 f 2
(
t− t ′

) (5.8)

Lt suit une loi Log-Normale, dont la fonction de répartition est donnée par :

F (Lt) = φ


[
− log

(
L
L′

)
−m f (t− t

′
)

]
√

2 f 2
(
t− t ′

)
 , (5.9)

où φ est la fonction de répartition de la loi Normale.

5.3.2.1 Simulation

Pour simuler une seule trajectoire du processus de dégradation, on utilise la solu-

tion (5.6) sur un intervalle de temps [t0,T ] avec un pas ∆t =
T − t0

N
. Cette trajectoire est

présentée dans la figure (5.1) (en utilisant le package Sim.DiffProc[2]). Un flux de 100
trajectoires de la solution (5.6) est illustré par la figure (5.2).

Programme 5.1 # Génère N valeur de l’équation(5,6)avec m, f>0 connus,et
longueur de fissuration initiale l
# input:n,f,m,l outputs: série générée et graphique
R> t.step<-T/N # N size of process
R> Lt<-rep(0,T/t.step+1) # time step
R> time<-seq(from=0,T, by=t.step)
R> for(t in 1:N+1){

w <-runif(t) # uniform distribution
Lt <-l*exp(t*mf+f*w)
table <-data.frame(time,Lt)
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}
# Représentation graphique
R> plot(seq(from=0,T,by=t.step),Lt,type=’s’,xlab=’time’,ylab=’Lt’,col=’blu’)

Dans notre exemple, on pose m f = 0,0065, f = 0,00182 et l0 = 9mm

FIGURE 5.1 – Trajectoire de propagation de fis-
sure simulée pour p = 1.

FIGURE 5.2 – Flux de trajectoires de propaga-
tion de fissure simulées pour p = 1.

Les résultats obtenus montrent que le processus de dégradation Lt prend ses valeurs
dans R+ et la taille de dégradation évolue de manière monotone croissante dans le temps,
ce qui justifie le caractère de dégradation physique de la structure.

5.3.3 Estimation des paramètres
Soit Lt satisfait l’équation différentielle stochastique :

Lt = L0exp(m f t + f wt) (5.10)

qui est une solution de :

dLt = m f Ltdt + f Lt ◦dwt (5.11)

Le modèle contient deux paramètres inconnus : µ = m f et σ = f à estimer.

Nous présentons maintenant technique d’estimation sur la base de la fonction du
vraisemblance. Cette méthode consiste à estimer les paramètres µ = m f et σ2 = f 2 du
processus de diffusion Lt , par construction de la fonction de vraisemblance à partir de la
densité de transition.
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5.3.3.1 Principe du Maximum de Vraisemblance

Soit L1, . . . ,Ln des observations dont la loi jointe possède une densité f (· ,θ), où les
paramètres θ appartiennent à un ensemble Ω ∈Rk. La fonction de vraisemblance L(θ)est
définie par :

L(θ) = f (l1, . . . , ln,θ)

La méthode de maximum de vraisemblance(MVS) est utilisée pour l’estimation de θ, la
valeur θ̂ maximise la fonction de vraisemblance L, c’est-à-dire :

θ̂ = arg
θ̃∈Ω

maxL(θ̃),

où dans le cas échéant, Ω défini les contraintes que θ̃ doit respecter.

Remarque 5.1 Comme la fonction de vraisemblance peut s’exprimer sous forme de pro-
duit, il est souvent plus facile de maximiser la Log- vraisemblance (logarithme de la fonc-
tion de vraisemblance).
On a :

θ̂ = arg
θ̃∈Ω

maxlnL(θ̃)

De façon équivalente, on peut minimiser − ln(L), dans ce cas :

θ̂ = arg
θ̃∈Ω

min
(
− lnL(θ̃)

)
Si θ̂ est à l’intérieur de Ω, pour cela, pour 1≤ i≤ k,

∂

∂θi
L(θ) |

θ=θ̂
= 0,

Ou bien

∂

∂θi
ln(L(θ)) |

θ=θ̂
= 0.

5.3.3.2 Estimation des paramètres de modèle de Dégradation

On applique la méthode du Maximum de Vraisemblance pour estimer les paramètre
du modèle (5.6).
Soit L(0) = l0,L(h) = l1, . . . ,L(nh) = ln.

d’où l’apparition de l’accroissement des fissures x j =− log
l j

l j−1
.

Comme la taille de la fissure de dégradation suit une loi Log-normale, la fonction
de vraisemblance est représentée comme suit :

L(µ,σ) =
n

∏
j=1

1
σl j−1

√
2πh

exp

[
− log

(
l j

l j−1

)
−µh

]2

2σ2h
(5.12)
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qu’on cherche à maximiser cette fonction, pour µ = m f ∈R et σ = f > 0, , ce qui revient
à minimiser g(µ,σ) =− ln(L(µ,σ)) .
Ainsi :

g(µ,σ) =− ln(L(µ,σ))

=
n
2

ln(2Πh)+n ln(σ)+
1

2σ2h

n

∑
j=1

(
− log

(
l j

l j−1

)
−hµ

)2

On remarque que :

∂

∂µ
g =

n
σ2

(
µh− 1

n

n

∑
j=1

(
− log

l j

l j−1

))
(5.13)

∂

∂σ
g =

n
σ
− 1

σ3h

n

∑
j=1

(
− log

l j

l j−1
−hµ

)2

(5.14)

Les deux dérivées sont nulles pour µ̂ et σ̂ et où :

µ̂ = m̂ f̂ =
x
h

(5.15)

etσ̂ = f̂ =

√
1

nh

n

∑
i=1

(xi− x)2 (5.16)

Donc

m̂ =
x√
hsx

(5.17)

f̂ =

√
1
nh

n

∑
i=1

(xi− x)2 =
sx√

h
(5.18)

En pratique, on utilise
1

(n−1)h
∑

n
i=1 (xi− x)2 pour estimer f 2, car cet estimateur et très

proche de
sx√

h
, et sans biais.

Simulation numérique de la distribution du modèle (5.6)

On Simule un flux de M trajectoires pour un temps t donnée. On obtient donc un
échantillon de M observations à un temps t = v.
On effectue une analyse statistique de Lv, et un ajustement de distribution de la variable
aléatoire Lv, en utilisant deux méthodes à savoir la méthode de l’histogramme et celle du
noyau.

Le package Sim.DiffProc plus précisément la fonction AnaSimX permet de simu-
ler numériquement un échantillon Lv de taille M = 50 à partir de l’équation différentielle
stochastique (5.4).
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R> f <- expression( 0.0065*x )
R> g <- expression( 0.00182*x )
R> AnaSimX(N = 1000, M = 50, t0 = 0, Dt = 0.1, X0 = 9, v = 80,
+ drift = f, diff = g)

On obtient les résultats ci-après :

FIGURE 5.3 – Simulation d’un échantillon de taille 50 à partir du modèle de dégradation.

Statistique descriptive :

Min. 1st Qu. Variance Median Mean 3rd Qu. Max.
14.68 15.00 0.057 15.16 15.14 15.27 15.82

TABLE 5.1 – Statistique descriptive.
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Estimation des paramètres
Cette estimation est obtenue par la méthode de maximum de vraisemblance, avec inter-
valle de confiance pour α = 0,95.

Estimateur Std.Error
meanlog (moyenne) 2.71723849 0.002241636
sdlog (écart-type) 0.01569145 0.001563943

TABLE 5.2 – Estimation des paramètres.

L’ajustement de la distribution de l’échantillon Lv

Pour ajuster la distribution de l’échantillon Lv on utilise deux méthodes, la méthode
de l’histogramme et la méthode du noyau.

R> hist_general(Data = X, Breaks = ’Sturges’, Law = "Normlog")
R> Kern_general(Data = X, bw=’Bcv’, k = "gaussian", Law = "Normlog")

FIGURE 5.4 – Ajustement de la distribution du
modèle de dégradation par la méthode d’histo-
gramme.

FIGURE 5.5 – Ajustement de la distribution
du modèle de dégradation par la méthode du
noyau.

D’autre part, le test de Kolmogorov-Smirnov (K. S) donne un niveau de significati-
vité proche de 90% ( D = 0.0847, p-value = 0.8359) d’accepter la la loi log-normal comme
distribution de probabilité de la variable aléatoire Lv.

Donc Les deux méthodes montrent que la loi Log-Normale ajuste la distribution de
Lv. Le test de Kolmogorov-Smirnov confirme ce résultat.
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5.3.4 L’instant de Premier Passage
Les instants de premier passage jouent un rôle très important en pratique. L’objectif

de cette étude est de déterminer la densité de probabilité de la variable T : l’instant de
premier passage d’un processus de dégradation (diffusion)Lt .
Les modèles de l’instant de premier passage se basent essentiellement sur :

– Une fonction de dégradation stochastique Lt qui représente l’évolution d’une
taille de fissure au cours du temps ;

– Un seuil c à partir duquel la dégradation est considérée comme étant critique.
A partir de ces deux critères, le premier instant d’atteinte Tc du seuil de dégradation

critique est :

Tc = inf{t ≥ 0,Lt ∈ δ∆,Lt = c} (5.19)

{Lt , t ≥ 0} un processus de diffusion solution de l’équation différentielle stochastique
(5.3), ∆ une partie de R supposé ouvert et bornée et c un élément de ∆.

L’équation (5.3) est utilisée pour déterminer explicitement la loi de probabilité Tc.
La probabilité de transition P(c�a) représente la densité de Lt avec L0 = a, , qui est
solution de l’équation (5.7). Ce qui donne :

p(c, tc�a, t0) =
1

f c
√

2π(tc− t0)
exp

[
− log

(c
a

)
−m f (tc− t0)

]2

2 f 2 (tc− t0)
(5.20)

Où la variable aléatoire Tc est définie par :

Tc = inf{t ≥ 0,Lt ≤ c,L0 = a} (5.21)

Pour des petites valeurs de c :

R(t) = P(Tc > t)
= P(Lt ≤ c)
= 1−FTc (t)

Donc :

P(Tc ≤ t) = 1−P(Lt ≤ c)

= 1−φ


[
− log

(c
a

)
−m f (tc− t0)

]
2 f 2 (tc− t0)


La distribution de probabilité de premier l’instant de passage est Gaussienne Inverse, et
représentée par la fonction de densité suivante :

fTc (t) =
log
(c

a

)
f
√

2πt
3
2

exp


[
− log

(c
a

)
−m f t

]2

2 f 2t

 (5.22)

L’espérance et la variance de T sont données par les formules ci-dessous :
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

E (T ) =
log
(c

a

)
(

m f − 1
2

f 2
)

var (T ) =
f 2 log

(c
a

)
(

m f − 1
2

f 2
)3

En pratique, il est connu que la loi de la durée de vie d’une structure, dont le com-
portement réel est observé par des données, suit approximativement l’une de ces lois :
Exponentielle, Lognormale ou Weibull.

Cependant la durée de vie résiduelle moyenne (mean residual life) s’obtient comme
suit :

MRL(t) = E (Tc− t�Tc > t)

=
∫

∞

t
(y− t)dP(Tc ≤ y�Tc > t)

=
∫

∞

t
(y− t)d

(
R(t)−R(y)

R(t)

)
=

∫
∞

t
(y− t)d

(
−R

′
(y)dy

R(t)

)

=
−(y− t)R(y)|∞t +

∫
∞

t R(t)dy
R(t)

Ce qui montre que yR(t)→ 0 quand y→ ∞, donc le premier terme du membre de droite
s’annule, ce qui donne :

MRL(t) =
∫

∞

t R(y)dy
R(t)

(5.23)

5.3.4.1 Taux de rupture par fatigue :

Une autre approche pour caractériser la fiabilité des matériaux est définie par le
concept du taux de rupture par fatigue (fatigue instantanée).
Soit T une durée de vie d’un échantillon aléatoire. Soit F(t) la fonction de répartition de
T et f (t) sa densité de probabilité.

On défini la fonction µ(t), appelée fonction d’intensité de fatigue ou taux de rupture
par fatigue (fonction de risque) par :

µ(t) =
f (t)

1−F(t)
. (5.24)

Pour µ(t) donnée, la fonction de distribution est caractérisée par :

d
dt

ln(1−F(t)) =−µ(t) (5.25)
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Donc :

1−F(t) = F(t)

= F(t0)exp
{
−
∫ t

t0
µ(τ)dτ

}
Si F(t0) = 1, alors :

F(t) = 1− exp
{
−
∫ t

t0
µ(τ)dτ

}
(5.26)

f (t) = F ′(t) = µ(t)exp
{
−
∫ t

t0
µ(τ)dτ

}
(5.27)

Si µ(t) = λ = constant, t ≥ t0, λ > 0, alors la durée de vie d’un échantillon est une loi
exponentielle.

5.3.4.2 Simulation l’instant de premier passage

L’estimation de la densité de probabilité de la variable Tc sera effectuée sur la base
de la simulation d’un flux de trajectoires. Pour estimer sa densité, nous traitons statisti-
quement les observations simulées par deux méthodes, la méthode de l’histogramme et la
méthode de noyau.

On utilise le package Sim.DiffProc [2] pour simuler un échantillon de taille M=100
de la variable Tc. Avec le pas ∆t = T�N, et c = 16mm.
R>drift <- expression(0.0065*x)
R>diff <- expression(0.00182*x)
R>AnaSimFPT(N=1000, M=50, t0=0, Dt=0.1, T = 100, X0=9, v=16, drift,
+ diff,ELRENA ="No", Output = FALSE)
R> tau
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FIGURE 5.6 – L’instant de premier passage du modèle de dégradation.

Estimation de la distribution de Tc
On ajuste d’une façon non paramétrique la loi de la variable Tc, par référence à l’ensemble
des lois log-normale, exponentielle et Weibull. On montre que le minimum, selon le critère
AIC, est donné par la loi weibull . Les résultats de ce test sont donnés dans le tableau
suivant et illustrés par les graphique ci-après.

Log-normale Weibull Exponentielle
AIC 450.1383 251.0115 982.7383

TABLE 5.3 – Les valeurs d’AIC.

Estimateur Std.Error
shape 33.11267 3.4524937
scale 90.34790 0.4118172

TABLE 5.4 – Estimation des paramètres.
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FIGURE 5.7 – Ajustement de la distribution de
L’instant de premier passage par la méthode du
noyau.

FIGURE 5.8 – Ajustement de la distribution de
L’instant de premier passage par la méthode
d’histogramme.

Test de Kolmogorov-Smirnov :
One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: X
D = 0.0737, p-value = 0.9488

Alternativement le test de Kolmogorov-Smirnov confirme ce résultat.

5.4 Étude de l’équation (5.1) dans le cas de p > 1

L’équation (5.1) est une EDS, non linéaire. Dans la pratique, ce modèle est rencontré
dans les matériaux à base d’alliage métallique dont la valeur de p est telle que, 2≤ p≤ 4.

Cette équation est équivalente à l’équation différentielle stochastique d’Itô suivante :

dLt =
(

m f Lp
t +

p
2

f 2L2p−1
t

)
dt + f Lp

t dwt (5.28)

En posant
Yt = φ(Lt) =

1

Lp−1
t

Y0 =
1

Lp−1
0

(5.29)
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et en appliquant la formule d’Itô 3.3.1 à la fonction φ(L) :

dYt =

(
−(p−1)m f − (p−1)

P
2

f 2Lp−1
t +(p−1)

P
2

f 2Lp−1
t

)
dt− (p−1) f dwt

=−(p−1)m f dt− (p−1) f dwt

Par conséquent,

Yt = Y0− (p−1)
∫ t

t0
m f ds− (p−1)

∫ t

t0
f dws (5.30)

= Y0− (p−1)m f (t− t0)− (p−1) f (wt−wt0) (5.31)

Donc

Λt =
1

Lp−1
0

− 1

Lp−1
t

= (p−1)
∫ t

t0
m f ds− (p−1)

∫ t

t0
f dws (5.32)

Lorsque L0 est déterministe, l’équation (5.32) présente une distribution Normale avec,

E(Λt) = (p−1)
∫ t

t0
m f ds var(Λt) = (p−1)2 var

(∫ t

t0
f dws

)
. (5.33)

Dans le cas stationnaire, on a :

E(Λt) = (p−1)m f (t− t0) var(Λt) = (p−1)2 (t− t0) . (5.34)

D’où la solution de l’équation (5.28), pour t ≥ 0 et L0 > 0 :

Lt =
1

Y
1

p−1
t

(5.35)

où Yt , donnée par l’équation (5.30), est la solution de l’équation (5.32).

L’équation (5.1) est résolvable et formulée par celle de Fokker-Planck, régissant la
densité conditionnelle ρ = p(t,L, t

′
,L
′
) de Lt , où L

′
est l’état initial du processus (5.1).

L’équation (5.28) [23] devient :

∂ρ

∂t ′
=

1
2

∂2

∂L′2

(
f 2L

′2p
ρ

)
− ∂

∂L′
[(

m f Lp
t +

p
2

f 2L2p−1
t

)
ρ

]
(5.36)

On peut montrer que cette équation admet une solution explicite, donnée pour p 6= 1 par

p(t,L, t
′
,L
′
) =

p−1

L′p f
√

2π
(
t− t ′

) exp

−
(

L
′1−p−L1−p−m f (t− t

′
)
)2

(p−1)2 2 f 2(t− t ′)

 (5.37)

La fonction de répartition de Lt est donnée par

F(Lt) = φ


(

L
′1−p−L1−p−m f (t− t

′
)

(p−1)
√

2 f 2(t− t ′)

 (5.38)
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Où φ est la fonction de répartition de la loi Normale.

A partir de cette densité, on peut définir la probabilité de transition de la taille de
fissure pour toute valeur supérieure à un seuil critique L∗ :

P(Lt > L∗/L0, t0) =
∫

∞

L∗
p(t,x, t0,L0)dx (5.39)

La fonction de répartition de la variable aléatoire TL∗ , qui représente le temps nécessaire
pour atteinte L∗ est donnée par :

P(TL∗ < θ) = GT (θ) =
∫

∞

L∗
p(t +θ,x, t0,L0)dx (5.40)

5.4.1 Simulation
La simulation numérique,en utilisant le package Sim.DiffProc), détermine une seule

trajectoire de l’équation (5.28), représentée par la figure (5.9), et un flux de M=50 trajec-
toires, figure (5.10).
Dans le cas où : m f = 0.0057, f = 0.0043, ∆t = 0.1, la valeur initial l0 = 0.9cm.

FIGURE 5.9 – Trajectoire de propagation de fis-
sure simulée pour p = 2,6.

FIGURE 5.10 – Flux de trajectoires de propaga-
tion de fissure simulées pour p = 2,6.

Ce qui simule un échantillon de la quantité aléatoire Lv de taille M à partir de l’équa-
tion différentielle stochastique (5.28).
R> AnaSimX(N = 1000, M = 50, t0 = 0, Dt = 0.1, X0 = 0.9, v = 86,
+ drift = f, diff = g)
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FIGURE 5.11 – Simulation un échantillon du taille 50 à partir du modèle de dégradation.

Une analyse statistique de cette échantillon donne les résultats graphiques et numé-
riques suivants : .

Min. 1st Qu. Variance Median Mean 3rd Qu. Max.
1.526 1.729 0.033 1.802 1.834 1.923 2.305

TABLE 5.5 – Statistique descriptive.

Une estimation des paramètres de la loi Lv est donnée par le tableau suivant :

Estimateur Std.Error
meanlog (moyenne) 0.6042312 0.013750472
sdlog (écart-type) 0.0962533 0.009718821

TABLE 5.6 – Estimation des paramètres.

Cette loi est significativement ajustée par une distribution de probabilité de type log
normale, avec une valeur minimum de l’AIC. L’application de test d’ajustement de lois
de Kolmogorov-Smirnov confirme également ce résultat.

R> hist_general(Data = X, Breaks = ’Sturges’, Law = "Normlog")
R> Kern_general(Data = X, bw=’Bcv’, k = "gaussian", Law = "Normlog")
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FIGURE 5.12 – Ajustement de la distribution
du modèle de dégradation par la méthode du
noyau.

FIGURE 5.13 – Ajustement de la distribution du
modèle de dégradation par la méthode d’histo-
gramme.

Le test de Kolmogorov-Smirnov donne :D = 0.0962, p-value = 0.7076

5.4.2 Calculs de l’instant de premier passage
L’estimation de la densité de la variable aléatoire Tc est effectuée sur la base de la

simulation d’un flux de M=50 trajectoires avec m f = 0.0057, f = 0.0043 et c = v = 1,7cm
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FIGURE 5.14 – L’instant de premier passage du modèle de dégradation.

L’ajustement de la variable Tc est faite par les lois : gamma, exponentiel, lognormale
et weibull. Le meilleur modèle est choisi par le critère AIC (minimum AIC).
On remarque que la loi Weibull ajuste mieux la distribution de la variable aléatoire Tc.
AIC = 327.3488

Estimateur Std.Error
shape 13.86520 1.4077241
scale 86.92809 0.9505529

TABLE 5.7 – Estimation des paramètres.
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FIGURE 5.15 – Ajustement de la distribution de
L’instant de premier passage par la méthode du
noyau.

FIGURE 5.16 – Ajustement de la distribution
de L’instant de premier passage par la méthode
d’histogramme.

Alternativement le Test de Kolmogorov-Smirnov donne : D = 0.1171, p-value =
0.4988
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5.5 Influence de la variabilité des paramètres du modèle
de dégradation (5.1)

Plusieurs paramètres mécaniques et micro-structuraux influent sur la propagation
des fissures. Cette influence est plus ou moins importante suivant le domaine de fissura-
tion étudié et les conditions d’essais, regroupés en deux catégories :les paramètres intrin-
sèques (micro-structures) et extrinsèques (rapport de charge (contraintes appliquées) et
l’environnement. . . ).

Cette section a pour objectif l’étude de la durée de vie en fatigue en tenant compte
de la variabilité des paramètres du modèle de dégradation des structures.

5.5.1 Influence du rapport de charge
On simulé des trajectoires de la taille des fissures en tenant compte des cinq fonc-

tions du rapport de charge suivantes : constant, linéaire, exponentielle, logarithme et tri-
gonométrie, pour les valeurs des paramètres : p = 1, m = 3,6, c = 2,63.10−7 et ∆S = 80.
Les résultats obtenus sont représentes dans le tableau ci-dessous :

Fonction de g(R) g(R) Moyenne Variance Max(mm) L’instant de premier passage
Constant 0,3 12,52 5,34 17,10 96,5
Linéaire 0,8 23,66 127,76 48,26 38,9

Logarithme 0,52 16,49 28,25 27,59 58,8
Trigonométrie 0,0052 9,05 0,00087 9,10 -
Exponentielle 1,34 37,33 1406,07 142,80 21,3

TABLE 5.8 – Influence du Rapport de Charge.

Les résultats du rapport de charge est illustré par le graphique suivant :
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FIGURE 5.17 – Influence du rapport de charge R.

Ainsi, les résultats obtenus démontrent que le rapport de charge R est important et
caractérise la vitesse de propagation des fissures. Lorsqu’une structure est sollicitée d’une
charge plus élevée, sa résistance devient plus faible, ce qui fait diminuer la durée de vie
de la structure en question.

Si le rapport de charge se rapproche de 0, l’intensité de la contrainte de fissuration
minimum est plus petite que celle de la contrainte maximum, donc la vitesse de fissuration
est faible et la durée de vie augmente.

Par contre, si le rapport de charge se rapproche de 1, l’intensité de contrainte mini-
mum est proche du maximum, par suite, la vitesse de fissure augmente et la durée de vie
diminue.

5.5.2 Influence de paramètre p

En réalisant des simulations trajectoires pour différentes valeurs de p avec :R = 0,2,
m = 3,6, c = 2,63.10−7 et ∆S = 80 , on obtient les résultats suivants :
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p Moyenne Variance Max(cm) L’instant de premier passage
2.6 1.27 0.118 2.18 84
3 1.51 0.47 4.59 75

1.5 1.19 0.042 1.62 90
2.9 1.46 0.41 4.22 78

TABLE 5.9 – Influence de paramètre p.

FIGURE 5.18 – Influence de paramètre p.

On remarque que la vitesse de dégradation de la structure est extrêmement sensible
à la variation de paramètre p, ce qui montre son importance physique pour la détermina-
tion du degré de fiabilité de la structure.

5.5.3 Influence de l’environnement
Généralement l’effet de l’environnement est l’action du milieu corrosif sur le ma-

tériau : air sec ou humide, oxygène, vapeur d’eau, hydrogène. . . Cet effet se manifeste à
la fois sur la durée de vie et sur les vitesse de propagation de fissure, comparés à ceux
obtenus sous vide ou atmosphère neutre.

Les essais de propagation de fissures de fatigue menés sur l’acier sous chargements à
amplitude constante dans différents environnements (eau domestique ordinaire et traitée)
montrent que la vitesse de propagation des fissures est plus faible pour les échantillons en
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contact avec l’eau domestique traitée.

Dans un alliage d’aluminium, Chubb a montré que la vitesse de propagation des
fissures dans un milieu humide est supérieure à celle d’un milieu sec. D’autres études,
menés sur des alliages d’aluminium, ont montré que le seuil de propagation sous air est
plus faible que celui obtenu sous vide.

Les observations menées par Wadsworth et Bradshaw sur le comportement en fa-
tigue d’un alliage d’aluminium une accélération de la vitesse de fissuration sous vapeur
d’eau et sous atmosphère humide, ce qui ramène à des durée de vie plus faibles que celle
sous atmosphère sèche.
Pour la plupart des matériaux,la résistance à la fissuration sous vide est, en génėral,
meilleure que sous air.

La durée de vie augmente avec la diminution de la température ou à faible charge,
par conséquent, la fatigue est plus présente à température élevée qu’à température am-
biante.
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5.6 Étude de la Fiabilité du Système
Trois approches principales pour l’estimation de la durée de vie d’une structure :

La première basée sur la modélisation physique des processus de défaillance. Ces
modèles impliquent une connaissance du phénomène de dégradation (de son évolution et
du seuil critique) par des tests expérimentaux.

La seconde, sur la fiabilité statistique (statistical reliability models)qui consiste à
établir des lois de fiabilité sur la base de la collection des temps de défaillance.

Et la troisième, sur la surveillance des indicateurs d’état (condition monitoring)dont
le principe est le suivi de l’évolution des enregistreurs de dégradation (taille de fissure,
rapport de charge, température . . . ) par rapport au temps. La défaillance est relative aux
dépassements des seuils fixés dans les indicateurs de surveillance.

Deux méthodes permettent d’augmenter la précision de l’estimation de la fiabilité :

L’une, du modèle dénommé, instant de première passage (First Hitting Threshold
Time) dont le principe est de déterminer le temps du seuil critique des courbes de dégra-
dation stochastique, mentionné dans le chapitre (5) section(5.3.4).

Et l’autre, du modèle à risque proportionnel. Ce modèle fait partie de la famille de ce
à risques multiplicatif, introduit par Cox en 1972. Il est type semi paramétrique spécifiant
que la modélisation est relative à l’influence des covariables via un vecteur de régression
et qui évite ainsi le choix parfois difficile de celui totalement paramétrisé.

L’expression mathématique de ce modèle se basé sur la fonction de risque h(t,Z) :

h(t,Z) = h0(t)φ(βiZi) (5.41)

Où h0(t) définie la fonction du risque de base,φ une fonction qui fait intervenir les va-
riables d’influence mesurées Zi pondérées par leur paramètre βi :

φ(βiZi) = exp

(
p

∑
i=1

βiZi

)
(5.42)

Alors :

h(t,Z) = h0(t)exp
(

β
′
Z
)

(5.43)

La fonction de survie est représentée comme suit :

S(t,Z) = exp
[
−
∫ t

0
h0(u)exp

(
β
′
Z
)

du
]

(5.44)

La relation entre le risque instantané et les covariables est log-linéaire, est formulée ainsi :

log(h(t,Z)) = log(h0 (t))+
p

∑
i=1

βiZi (5.45)
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La fonction de risque cumulé conditionnel aux covariable Z pour t ∈ R+ est : H(t) =∫ t
0 h(s)ds, introduite dans le modèle de Cox, sous la forme de l’équation :

H(t) = H0(t)exp
(

β
′
Z
)

(5.46)

Dont, H0(t) =
∫ t

0 h0(s)ds, est la fonction de risque cumulé de base.

Dans cette section , on utilise le modèle de Cox pour étudier l’influence de différents
variables intervenant dans le processus de dégradation.

Dans notre cas, Ces variables peuvent être la température, le rapport de charge et les
paramètres de matériaux : Z = (Z1,Z2,Z3) = (m,g(R), p), et on suppose que le risque de
base h0(t)d’un loi de Weibull( fonction de hasard monotone) :

h0(t) =
α

γ

(
t
γ

)α−1

(5.47)

Alors :

h(t,Z) =
α

γ

(
t
γ

)α−1

exp(β1m+β2g(R)+β3 p) (5.48)

L’estimation des coefficients du modèle de Cox :
Pour estimer les coefficients de régression β, Cox (1972) a proposé de basé l’inférence
statistique sur une approche utilisant la vraisemblance : une interprétation heuristique
de la fonction de risque conditionnelle est utilisée pour construire une Vraisemblance
partielle.

La vraisemblance partielle de Cox, L(β) se calcule comme produit de toutes les
contributions, pour les différents temps de défaillances, représentée par l’équation ci-
après :

L(β) =
k

∏
i=1

exp(β
′
Z(i))

∑l∈Ri exp(β′Z(l))
(5.49)

dont, Ri est l’ensemble d’individus à risque à un temps t.

Pour faciliter la résolution du problème de maximisation, le calcul de logarithme de
cette fonction de vraisemblance est :

lnL(β) = ln
k

∏
i=1

exp(β
′
Z(i))

∑l∈Ri exp(β′Z(l))
(5.50)

=
k

∑
i=1

β
′
Z(i)−

k

∑
i=1

ln

(
∑

l∈Ri

exp(β
′
Z(l))

)
(5.51)

Recherche de la solution de l’équation de la vraisemblance par :

∂

∂β
lnL(β) = 0 (5.52)
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Ainsi la log de vraisemblance est :

lnL(β) = ln
k

∏
i=1

exp(β
′
Z(i))

∑l∈Ri exp(β′Z(l))
(5.53)

=
k

∑
i=1

β
′
Z(i)−

k

∑
i=1

ln

(
∑

l∈Ri

exp(β
′
Z(l))

)
(5.54)

Le maximum de vraisemblance est la solution du système de l’équation :

∂

∂β j
lnL(β) = 0 pour j = 1, . . . , p (5.55)

Ainsi, les premières dérivées se calculent par la fonction suivante :

U j (β) =
∂

∂β j
lnL(β)

=
∂

∂β j

(
k

∑
i=1

β
′
Z(i)

)
− ∂

∂β j

(
k

∑
i=1

ln

(
∑

l∈Ri

exp(β
′
Z(l))

))
Or, la dérivée du premier terme s’écrit sous forme de :

∂

∂β j

(
k

∑
i=1

β
′
Z(i)

)
=

∂

∂β j

=
k

∑
i=1

Zi j

Et le second terme est :

∂

∂β j

(
k

∑
i=1

ln

(
∑

l∈Ri

exp(β
′
Z(l))

))
=

∂

∂β j

(
k

∑
i=1

ln

(
∑

l∈Ri

exp(
p

∑
m=1

βmZml)

))

=
∂

∂β j

∂

∂β j

(
∑

k
i=1 ln

(
∑l∈Ri exp(∑p

m=1 βmZml)
))

∑
k
i=1 ln

(
∑l∈Ri exp(∑p

m=1 βmZml)
)

=
k

∑
i=1

(
∑

k
i=1 ln

(
∑l∈Ri Zil exp(∑p

m=1 βmZml)
))

∑
k
i=1 ln

(
∑l∈Ri exp(∑p

m=1 βmZml)
)

=
k

∑
i=1

(
∑

k
i=1 ln

(
∑l∈Ri Zil exp(β

′
Z(l))

))
∑

k
i=1 ln

(
∑l∈Ri exp(β′Z(l))

)
Donc, en finalité :

U j (β) =
k

∑
i=1

Zi j−

(
∑

k
i=1 ln

(
∑l∈Ri Zil exp(β

′
Z(l))

))
∑

k
i=1 ln

(
∑l∈Ri exp(β′Z(l))

)
 (5.56)

En pratique, l’estimation de β par le maximum de vraisemblance est obtenue à l’aide
de l’algorithme de Newton-Raphson, qui est une méthode itérative de gradient. Elle s’ap-
puie sur la relation suivante :
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βi+1 = βi + I−1 (βi)U
(
βi)

• βi est la solution courante à l’étape i. (β0 = (0, . . . ,0) est une initialisation pos-
sible)
• U(β) est le vecteur des dérivées partielles premières de la vraisemblance.
• −I(β) est la matrice des dérivées partielles secondes de la vraisemblance.
• Les itérations sont interrompues lorsque la différence entre deux vecteurs de so-

lutions successifs est négligeable.
Les propriétés de convergences presque surement et de normalité asymptotique de

β̂ ont été établis par A.Tsiatres(1981) sous les hypothèses suivantes :
(H1) τ est la durée maximale d’observation à laquelle l’expérience est interrompue,

de sorte que : P(T > τ)> 0, c≤ τ.
(H2) Z est un vecteur de variables alèatoires continus telle que :

E
(
ZiZ j exp(βZ)

)
<+∞

Suite à l’estimation des coefficients de régression, la fonction du risque cumulé de
base par l’estimateur de Breslow, extension de celui de Nelson-Aalen, est comme suit :

Λ̂0 (t) = ∑
i≥1

di

∑ j∈Ri exp
(

β̂
′Z j

) (5.57)

di étant le nombre de défaillance en t.

D’où, la possibilité de déduire l’estimateur de la fonction de survie par un vecteur
de covariable Z :

Ŝ (t) = exp
(

Λ̂0 (t)exp
(

β̂
′
Z j

))
(5.58)

5.7 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté une famille de processus de dégradation,

construite par des équations différentielles stochastiques de type de Stratonovich. Nous
avons développé quelques éléments théoriques fondamentaux du modèle, utiles dans le
cadre de la modélisation des mécanismes de dégradation. Enfin, nous avons proposé un
exemple de simulation numérique, ainsi que l’estimation des fonctions caractéristiques
du processus solution à partir de trajectoire simulées. Ainsi, nous avons calculé la fiabilité
(l’instant de premier passage).
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Conclusion générale

De nombreux matériels ou systèmes se dégradent dans le temps avant de tomber en
panne. Pour modéliser ces dégradations et pour mieux comprendre les causes de panne de
ces systèmes ou de ces matériels, nous avons besoin de développer des modèles permettant
de prendre en compte les données de dégradation et de les lier à d’éventuelles pannes.
Les modèles de dégradation ont fait l’objet de nombreuses publications sur les dernières
décennies. Ces modèles sont à l’origine des processus qui déterminent les échecs dans ces
systèmes. De plus, ils jouent un rôle central dans les efforts visant à améliorer la fiabilité
et les maintenances des systèmes.

Dans ce travail, nous avons présenté une famille de modèles de processus de dé-
gradation, construite par des équations différentielles stochastiques de type Stratonovich.
Nous avons également développé quelques éléments théoriques fondamentaux du mo-
dèle, utiles pour la modélisation du processus de dégradation et l’étude de la fiabilité des
structures physiques en question. Ainsi, à travers quelques exemples pratiques, nous avons
montré l’importance et l’intérêt de la simulation, ainsi que l’adéquation de ce modèle avec
les phénomènes réels de dégradation. L’échantillonnage trajectoires généré par le modèle
nous a permis d’estimer statistiquement certaines grandeurs d’intérêt physique, liées à la
fiabilité de la structure, en matière de durée de vie probable et de résistance aux effets
internes et externes sur la structure.
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