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Introduction Générale

INTRODUCTION GENERALE

La théorie de Sperner est un des domaines les plus vastes en combinatoire dont I’origine
remonte a I’année 1928 lorsque Emanuel Sperner résolut le probléme consistant a trouver la plus
grande cardinalit¢ d’une famille / de sous ensembles de {1, 2, ..., n} incomparables par

inclusion. Il prouva que :

Max| | =U%ﬂ

Plus tard, ce résultat a été généralisé a un ordre partiel fini, ayant une fonction de rang et vérifiant
certaines conditions. Ainsi, le théoreme de Sperner en découle comme un cas particulier ou

I’ordre ne sera autre que I’inclusion et la fonction de rang la cardinalité.

La Théorie de Sperner est I’étude des structures discretes ordonnées. Elle représente un outil
puissant dans la modélisation et son application est en expansion croissante. Nous pouvons citer:
I’ordonnancement, I’intelligence artificielle, les sciences sociales, ainsi que dans les réseaux
informatiques ou les posets série-paralleles en particulier, ont fait I’objet d’un certain nombre de

travaux récents [22, 23], ... .

Un des pionniers de la théorie de Sperner est Dilworth. Il prouva en 1950 que la taille
maximum d’une antichaine dans un poset P est égale au nombre minimum de chaines qui
partitionnent P. En remplacant chaine par intervalle et antichaine par intervalle-stable (un sous
ensemble A de sommets tel que tout intervalle contient au plus un élément de A), on peut étudier

la relation min-max semblable a celle de Dilworth. 1l s’agira de I’égalité :

Max {|F| : F est un stable # (P)}= Min {|J | : J est un recouvrement par arétes de # (P)}
ou H(P) est un hypergraphe ayant comme sommets les éléments de P et comme arétes les

intervalles maximaux de P.
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Cette relation appelée propriété duale de Konig est vérifiée pour la classe des ordres
d’intervalle [5], séries-paralleles [4], ceux dont la classe des graphes de comparabilité contient les

graphes distance héréditaire [7], ...

Notre recherche se focalise autour de la classe des ordres sans cycles induits et nous prouvons

que la propriété duale de Konig reste vérifiée.
Le mémoire s’articule autour de quatre chapitres:

Le premier chapitre est divisé en trois parties. La premiere partie se veut une introduction
générale sur les posets. La seconde est consacrée a I’étude des hypergraphes de maniere générale
et en particulier les hypergraphes des intervalles d’un poset. Dans la derniere partie, nous passons

en revue quelques notions sur la théorie des graphes.

Au second chapitre, nous donnons quelques classes des posets ou la propriété de Konig et /ou

duale de Konig sont vérifiées.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions la nouvelle classe des posets sans cycles induits.

Nous citons egalement quelques résultats connus dans la littérature liés a cette classe.

Le dernier chapitre est réservé essentiellement a la démonstration de la propriété duale de

Kanig de I’hypergraphe des intervalles d’un poset sans cycle induit.

Enfin, nous terminons notre travail par une conclusion générale.
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Chapitre 1 Définitions et concepts généraux

Introduction

Dans ce chapitre, nous énongons quelques notions générales sur les posets et les
hypergraphes. Une attention particuliére sera réservée a 1’hypergraphe des intervalles d’un

poset.

1. Concepts de poset et notations

Définitions 1.1

Un ensemble partiellement ordonné (P, <), en abrégé poset (partially ordered set),

est un ensemble P ou la relation « < » est réflexive, antisymétrique et transitive.

Six <y ouy <x, on dit que x et y sont comparables, sinon ils sont dits incomparables et on

note alors x // y.

Dans tout ce qui suit, les posets sont supposés finis et on note briecvement P au lieu de

(P, <) si aucune confusion n’est a craindre.

Un élément y de P couvre x, noté x<y, si y>x et si y > z > x, alors y = z.
Cette notation de couverture permet de représenter tout poset P sous la forme d’un

diagramme, appelé diagramme de HASSE, son tracé est comme suit :
= A chacun des éléments de P est associé, de fagon injective, un point du plan.

= Siun élément y couvre un élément x, le point x sera relié au point y par un

segment de droite ascendant.
Exemples 1.1

a. Soit C une famille des sous ensembles de {1, 2, ..., n}. Alors (C, <) est un poset.

b. L’ensemble D, des entiers positifs non nuls inférieurs ou égaux a » muni de la relation :

x <y six divise y, forme un poset.

c. Poset du groupe sanguin :
On peut construire le poset du groupe sanguin a partir des éléments qui représentent
les groupes sanguins. Deux sommets sont reliés si I’'un des deux peut donner ou recevoir
de l’autre.
(O-) peut donner a tous les groupes.

(AB+) peut recevoir de tous les groupes.
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Poset du groupe sanguin
Figure 1-1

Un sous poset Q induit d’un poset P est un sous-ensemble d’éléments de P avec la
relation d’ordre induite, c’est-a-dire, deux éléments de Q sont comparables si et seulement

si, ils sont comparables dans P.

Exemple 1.2

Q est un sous poset induit du poset illustré dans Figure 1-1.

Shy>

Figure 1-2

Le dual de P noté P*, est un poset ayant les mémes sommets que P mais ordonné par la

relation «<p=» définie par :

x <p+ y si et seulement si x >p y

Définitions 1.2

Soient m, Me P. L’élément m (resp. M) est un élément minimal (resp. maximal) dans P si :

Vye P,y <m (resp. M K y).

L’ensemble des ¢léments minimaux (resp. maximaux) dans P est noté par: Min (P) (resp.

Max (P)).
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Si I’élément minimal m (resp. maximal M) est comparable a tous les éléments de P, alors m

(resp. M) est un élément minimum (resp. maximum). L’élément minimal (resp. maximal)

est unique et noté par O (resp. 1).

Exemple 1.3
Dans Figure 1-3(a), les éléments a et b (resp. ¢ et d) représentent les éléments minimaux

(resp. maximaux) et dans Figure 1-3(b), I’élément s (resp. k) représente un minimum (resp.

maximum).
k
c d
a b s
(a) (b)
Figure 1-3
Définitions 1.3
Une fonction de rang est une fonction » . P — {0, I, . . ., n} telle que r(x) = 0 si x est un

¢lément minimal de P et r(z) = (y) + 1 si z couvre y dans P.

Le rang du poset P noté r(P), est: maxr(x). Si une telle fonction existe,
xeP

le poset est dit rangé.
Naturellement les posets ne possédent pas toujours une fonction de rang. En effet,
considérons le poset illustré dans la Figure 1-4:

a

Figure 1-4
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e est un ¢lément minimal donc r(e) = 0. Par ailleurs r(a) =r(b) + 1=r(c) +2 =r(e) +3 =3

d’une part et r(a) = r(d) + 1 =r(e) + 1 + 1= 2 d’autre part, ce qui est absurde.
Si P est rangé, on définit son niveau i par :
Ni(P) = {xeP : r(x)=i}

Et son i nombre de Whitney par Wi(P)=| N;(P)| pour tout i=0, ..., r(P).

Exemple 1.4

Définitions 1.4

P est de rang unimodal s’1l existe un entier m vérifiant :
Wo<..<Wyi <Wpy2Wpii2>...2W,

P est de rang symétrique si pour tout i, 0 . i . n, on a:

VVi = Wn—i

Exemple 1.5
Le poset de la Figure 1-5 est de rang unimodal mais non symétrique.

Définitions 1.5

Une chaine dans le poset P est un ensemble C < P avec la propriété :

(Vei,cgeC,ci<ciouci<c.

On note une chaine par C = (¢p < ... < ¢y).
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Une chaine C est dite maximale si et seulement si quel que soit 1'élément ¢ dans P,

I'ensemble C  {c} n'est pas une chaine.

Une chaine est symétrique si r(cg) + r(ci) = r(P), et semi-symétrique si r(cg) + r(cy) =r(P).
La hauteur d’un poset est le nombre d’éléments d’une chaine de taille maximum dans P.

Une antichaine A de P est un sous ensemble ou deux éléments quelconques de 4 sont

incomparables. La /largeur de P, notée w (P) c’est la taille maximum d’une antichaine.

Une antichaine 4 est dite maximale si et seulement si quel que soit 1’élément a dans P,

I’ensemble 4 U {a} n'est pas une antichaine.
Notons que si P est rangé, alors chaque niveau représente une antichaine maximale.

Comme chaque antichaine 4 rencontre chaque chaine C en au plus un seul élément, on a :

MNC|<L.

Une k-famille est une famille d’éléments de P ne contenant pas une chaine de longueur £.

Une 1-famille est donc une antichaine.
Notons par d(P) et s(P) les invariants suivants :

d(P) = max {| 4 : A est une antichaine de P}, s(P) = max | N;(P)| :i=0, 1, ..., n}

Comme N; (P) représente une antichaine, 1’inégalité s(P) <d(P) est toujours vérifiée.

On dit que P a la propriété de Sperner si s(P) = d(P). Plus généralement, P a la propriété
forte de Sperner si pour tout & la taille maximum d’une k-famille est égale a la somme
maximum de £ nombres de Whitney. Un poset P est appelé un poset de Peck si P est de rang

unimodal, de rang symétrique et a la propriété forte de Sperner.

Théoréme 1 [12]

Soit P un poset, alors :

Max { /4] : A est une antichaine de P}= min { /C/ : C est une partition de P en chaines}.

Définitions 1.5

Un treillis est un poset ou chaque sous ensemble {x, y} de P possede une borne inférieure et

une borne supérieure.
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Exemples 1.5

a. Le poset (97 ({1, 2, ...,n}), ©), dont les éléments représentent toutes les parties de {1, 2

, ..., n}, est un treillis. Ce poset est appelé treillis booléen et est noté par &5,

{1,2,3}
(1,2 {13} 2,3}
{1} 2 {3}
%
Figure 1-6

Pour le treillis &3; de la Figure 1-6 les chaines C;= (T, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}), C,= ({2},

{2,3}) et C3=({3}, {1, 3}) forment une partition en chaines ({1}, {2}, {3}) représente

une antichaine de taille maximum.

b. Soit n e N*. Le poset (D,, /) dont les éléments sont tous les diviseurs de », ordonné par

divisibilité, est un treillis.

Digp

Figure 1-7

c. Treillis de logique
Considérons un ensemble de propositions G. Les sommets du treillis de logique G” sont
toutes les propositions formées par des opérations de conjonction ou disjonction des

propositions de G. La relation d’ordre est définie par :
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n

La relation " <

[X, X'e G, X< X'] sietseulementsi [(X = X) est vrai].

n

suppose ce qui suit :

(p = g et g = p) si et seulement si (p <> g) si et seulement si (p=q)

ainsi définie est une relation d’équivalence. Pour I’antisymétrie, on

Ceci est dii en fait que si p et g sont équivalents, on peut remplacer p par ¢, sans changer les

valeurs de vérités. On peut montrer que »(P) = 2(n-1) ou n est le nombre de proposition.

Le treillis de logique est de rang unimodal pour (m = n-1) et de rang symétrique.

Le nombre de Whitney vaut Wy(P)=|Ny(P)| = C'" pouri={1,2, ..., n-1}.

Pour G={p, q, r},ona G'={p, q, r, pAq, pAF, QN T, DA GAT, DV, GVF, pVT, pV VT ]

Considérons le tableau de vérité de la partie (R) qui représente le sous poset induit par les

niveaux N; et N,.

plalrlpnglpar|gnr p /\pq<:> p /\qq@ p /\rq<:> p /\pr«.:; p /\qrc,:\ p /\rr<:> q /\prc; q /\qr«.:; q /\rr©
Viv|Vv V V V V 4 4 V V V V V \Y
VIiV|F | 4 F F V V F V V V V V A"
VIF|V| F V F V V V V F V V V v
VIF|F F F F | 4 | 4 | 4 V V V | 4 V A%
Fy\v|Vv]| F F V V V V V V V F V \Y
F|V|F F F F V V V V V V V V \Y
F|\F|V]| F F F V V V V V V V V v
F|F|F F F F \% A% v \% \'% \'% A% \'% \%

10
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pvqvr

pvq pvr qv r

pAq pAT qAr

PAQAT

Treillis de logique

Figure 1-8

Le rang de ce treillis est #(P) = 2x (3-1)=4.

d. le treillis des partition de Young M(n) [25]
Le treillis M(n) (Young partition lattice) est I’ensemble :
Mmn) = {a=(a;, .., a,) €eZl" : 0=a;=..=a<aj; <..<a,< n}, donné par

a <b < a; < b; pour tout i.

M(n) est rangé et la fonction de rang est donnée par:

r(a) ZZn:ai pour a € M(n).

i=l

Le rang de M(n) est [25]:

n+l
MMWZ[ZJ

La fonction génératrice de nombres de Whitney Wi estdonnée par:

r(M(n))

SWq' =(1+9) (1+g) ..(1+4)

Cette formule nous permet de calculer les nombres de Whitney, par exemple pour n = 4,

ona:

dWa=1+q)(1+¢)A+)(1+q)

i=0

11
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C’est a dire

Wog'+ Wig'+ Wog + Wsg'+ Wy + Wsq+ Wsd+ Wog + Weg+ Wog'+ Wing"=I+q+ g+
2q3+ 2q4+2q5+ 2q6+2q7+q8+ q9+q10

Par identification:

Wo=1 Wi=1 Wo=1, Ws=2, Wy =2, Ws=2, Ws=2, W, =2, Ws=1,Wo=1, Wip=1.
De plus, Stanley en 1978 [25] a montré que M (n) est de Sperner.

1234

M)

Figure 1-9

Exemple 1.6
Le poset illustré dans la Figure 1-10 n’est pas un treillis car le sous ensemble {b, c} n’a pas

de borne supérieure.

Figure 1-10

12
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Définitions 1.6

Soient x, y € P tels que x <y, un intervalle [x, y] est le sous poset induit :

[x,y]={zeP:x<z<y}
Un intervalle [x, y] est dit maximal s’il n est contenu dans aucun autre intervalle.
Exemple 1.7

Dans Figure 1-11, C =2 < 10< 20 < 60 représente un chaine maximale et [3, 90] représente

un intervalle maximal.

Figure 1-11

Soient P et P’ deux posets, P et P’ sont isomorphes et on note P ~ P’si il existe une

bijection ¢ de P dans P, telle que :
P =p q<= @p) <P 9(q).
2.  Quelques opérations sur les posets

a. Somme directe

La somme directe ou union disjointe de deux posets P et Q est le poset P + Q sur P  Q tel
que :

X<pigye(@xyeP e x=<py) ou (x,yeQ et x=<py).

oA

P Q

Figure 1-12

13
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La Figure 1-13 représente le diagramme de Hasse of P + Q.

N

P+Q

Figure 1-13

b. Somme linéaire

La somme linéaire de P et Q est le poset P@ Q sur P U Q tel que :

X<papy<=(x,yeQ e x<py) ou (xeP et yeQ) ou (x,yeP et x=py).

Une chaine de longueur n est isomorphe a 1 @ ... @ 1 (n fois). Pour tracer le diagramme de

P& Q on trace d’abord celui de P puis au dessus de lui celui de Q et on relie tous les

¢léments maximaux de P a tous les éléments minimaux de Q.

Figure 1-14

¢. Produit direct
Le produit direct (ou cartésien) de deux posets P et Q est le poset PxQ sur l'ensemble

{(x, v): xeP et yeQ} tel que:

(x,¥)<pw (x,y)=>x<px et y<py’

La Figure 1-15 représente le diagramme de Hasse du produit de deux chaines C, et Cs.
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ng C3
Figure 1-15

d. Construction de « gluig »

Soient P; et P, deux posets. Considérons le sous ensemble Q; = {x;, x,, ...,x,} de Max P; et
0>= {1 y2 ...,yr} de Min Ps.

Nous notons par P; * P, (Q;, O,) le poset obtenu a partir de P; et P,, en identifiant les
couples (x; y;),1=1, ..., r. cette construction [28] est appelée la construction de gluig.

SiQ1=Q2=®alorsP1*P2(Q1, Q2)=P1 + P,

Vi Y2

Figure 1-16

Exemple 7

(a) Soit ne/V. n se décompose en nombres premiers sous la forme n = p;" py* ... p/* ou ¥,
pi est un nombre premier.
Notons par D, ’ensemble de diviseurs de » ordonné par divisibilité. D, est isomorphe au
produit de my chainesC,, xC, x...xC, . En effet:
Soit i I’application
y:D,— C, xC, *x.xC

my

— a o
d= p"..pt— (o, a..., o)

15
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w Surjective :

En effet

k
Sia=(ay, a3, ..., Olk)EHCm’_ ,alors ;. m; Vi=1, ..., k. Par suite p/"/p" Vi=l, ..., k

i=1

Ainsi, d =p[" ... pl/net w(d) =c.

v Injective :
Soient d;, d>e D, tels que: vy (d;) = v (d>)
d, deD,=d;= p p¥ ... p et dy= pl pl .. plk
w(d)=y(d)= (o, @ ..., ) = (b1, Po ... )
= o= Vi
D’ou d; = d..

k
Soient p et ¢ dans D, montrons que p <¢q dans D,< v (p) < v (gq) dans H C, -

i=l1

Comme p, g € P alors p et g se décomposent en nombres premiers sous la forme :

473

p=plpe.. pet q=pl pl. . ploua B .mVi=1,..  k

Si p <q alors q divise p et donc «; < f; Vi. par suite («;, @, ..., &) < (B, Po, ...

k
Donc v (p) <y (q) dansHle .
i=1

Pour n =12, 12 = 2%x3, la Figure 1-17 illustre cet isomorphisme.

12 12

1 00
D]g CIXCZ

Figure 1-17

. B
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(b) Le treillis B, = P ({1, ...,n}) ordonné par inclusion est isomorphe a {0, 1}" ordonnée

par I’ordre usuelle (ay, ...,a,) < (by, ...,b,) si et seulement si a; < b; V'i. En effet, il suffit

de considérer I’application suivante :

@:{0,1})" — P{1,....n})

a —>@a=1{i:a=1;}

~
w
—~~
12
—
(=3
(=)

Bs= 10,1}’

Figure 1-18

3. Généralités sur les hypergraphes
Définitions 3.1
1. Soit X={x}, X3,...,x,} un ensemble fini, et &=(E; /i) une famille de parties de X. On
dit que & constitue un hypergraphe sur Xsi l’on a :
1) Ei+@,Viel
2) UVE=X iel
2. Le couple H =X ((_5) s’appelle un hypergraphe, les éléments x;, x,, ..., x, de X sont les

sommets de I’hypergraphe, et les ensembles de &, sont les arétes de 1’hypergraphe

(appelées aussi hyperarétes). L’ordre de H est le nombre de ses sommets c'est-a-dire 7.

17
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Remarques 3.1

1. Sur une figure, on représente E; par un trait plein entourant ses éléments si |E£;|>2, par un

trait continue joignant ses deux éléments si |E;|=2, et par une boucle si |E;|=1.

2. Dans un hypergraphe, deux sommets x et y sont dits adjacents s’il existe une aréte E; qui
les contient tous les deux. Deux arétes E; et E; sont dites adjacentes si leur intersection

est non vide.

Exemple 3.1
La Figure 1-19 illustre I’hypergraphe H=(X,& ) ou X={x;, X2, X3,, X4, X5, X5} est I’ensemble
de ses sommets et 8 :(E], Ez, Ej,, E4, E5) avece E] = {)C], X2, X3 }, E2 {)C3, X4, X5}, E3 = {Xg,

xs}t, E4= {x4 x6}, E5 = { x} est ’ensemble de ses arétes.

Figure 1-19

Définitions 3.2

La matrice d’incidence de 1’hypergraphe H =(X, (&) est une matrice 4 = ( a,;), avec m

vecteurs colonnes représentant les arétes, n vecteurs lignes représentant les sommets, et des

coefficients :

1 Si x,. eFE
0 si x, ¢ E,

18
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Exemple 3.2
Soit H I’hypergraphe de la Figure 1-19.

Sa matrice d’incidence est :

E E E E L
x(1 0000
|1 01 00

A=x|1 100 0
/01 010
X0 1 100
X0 0 0 1 1

Définition 3.3

A tout hypergraphe H'= (X, E,, ...,E,,),on peut faire correspondre un hypergraphe H*=(E ;

Xy, ..., X,), dont les sommets sont des points e;, ey, ..., e, (représentant respectivement £/,
E,, ....E,), et dont les arétes des ensembles X;, X5, ..., X, (représentant respectivement x; ,
X2, ..., Xp), OU :

Xi={ei/i<m, x;eE} G=1, 2, ..., n).

OnaX; £ U X; = E, donc H* est bien un hypergraphe, appelé I’hypergraphe dual de .

Exemple 3.3

L’hypergraphe dual #* de 1’hypergraphe illustré dans Figure 1-19 est :

Figure 1-20
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Remarques 3.2

1. De toute évidence, la matrice d’incidence de FH* est la transposée de la matrice

d’incidence de . On a donc en particulier :

(H = H

2. Si deux sommets x; et x; sont adjacents dans H, les arétes X; et X, sont adjacentes dans
H*. De méme si deux arétes E; et E; sont adjacentes dans H, les sommets ¢; et ¢; sont

adjacents dans J{*.

Définition 3.4

Le line graphe (encore appelé graphe représentatif des arétes de ) d’un hypergraphe
H= (X, &) est le graphe L(H) = (V, &) tel que :

o V=086

o e=(e,e) ek = ENE # pouri #j

Exemple 3.4
Soit H 1’hypergraphe illustrer dans la Figure 1-19.

X
E, X 2
E1 E3 p X3
6
E5 E4 ¥ X4
5
L(H) L(H™)
Figure 1-21
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Définitions 3.5
Le graphe 2-section de I’hypergraphe H = (X, &) est un graphe G = (X, &) ayant le méme
ensemble de sommets que H et une aréte lie une paire de sommets x, ye X s’il existe une

hyperaréte E; € & telle quex, y € E;. Biensir, G =L (7'[*).

On appelle hypergraphe partiel de HH engendré par un ensemble J< {1, 2, ..., m}, la

famille :

H'={E/jeJ
L’ensemble de sommets de " est un sous ensemble non vide de X.
On appelle sous-hypergraphe de H induit par un ensemble 4 X la famille :
Hi={ENA/I<j<m E; NA =}

Notons que le dual d’un sous-hypergraphe de #{ est un hypergraphe partiel de 1’hypergraphe
dual FH*,

Soit H(x) un hypergraphe partiel formé par les arétes contenant x. On appelle degré de x le
nombre d’arétes de H(x), noté par dsr(x) = m(H(x)). Le degré maximum de FH est noté par :

A (H) = max dy (x)

L’indice chromatique q(H) de V’hypergraphe H est le plus petit nombre de couleurs

nécessaires pour colorier les arétes de JH de sorte que deux arétes qui s’intersectent ont

toujours des couleurs différentes.
On dit que H a la propriété des arétes colorées si q(H)=A (H), c'est-a-dire on peut

effectivement colorier les arétes de H avec A (H) couleurs.

H a la propriété de Helly si pour tout Jc {1, 2, ..., m}, E;NEy 2D Vj, k €J, alors

NE+QD, jeJ
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On dit qu’un hypergraphe H est normal si tout hypergraphe partiel H” a la propriété des

arétes colorées c'est-a-dire :
q(H)=2( H)

Un hypergraphe est dit conforme si et seulement si pour toute famille de trois arétes E;, E>,

E; de H. il existe une aréte E, de H telle que :

{(E] ﬂEg) U(E] ﬂE3) U(Eg ﬂE3)}CEO

Théoreme 2 [2]
Une condition suffisante pour qu’un hypergraphe H =(X, &) soit conforme est que pour

trois arétes E; E,, Ej3, il existe toujours une aréte de H qui contienne [’ensemble

(E[ N Eg) U(Eg N Eg) U(E] N Ej)

Théoreme 3 [2]
Un hypergraphe H est conforme si et seulement si son dual H* vérifie la propriété de

Helly.

Définitions 3.6

Un ensemble Sc X est dit stable si chaque aréte de & contient au plus un élément de S.

Notons:

a (H) = max { | S| : 'S est un ensemble stable de H

Un ensemble transversal (ou recouvrement par sommets de H{) d’un hypergraphe H est un

ensemble Tc Xavec THE; #J(i =1, 2, ..., m). Notons:

7 (H) = min { | T| : T est un recouvrement par sommets de H'}

Un sous ensemble M de & est appelé un couplage si chaque sommet de X appartient a au

plus un membre de M. Notons:

v(H) =max {| M| : Mest un couplage de H;
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Un sous ensemble ® de & est appelé d un recouvrement par arétes de H'si chaque sommet
de X appartient a au moins un membre de ®, Notons:

o (H) = min{ | R, | ® est un recouvrement par arétes )

Pour tout hypergraphe #, on a :
a(H) <pH)etv(H) st (H)

car chaque aréte d’un recouvrement par arétes contient au maximum un ¢élément d’un stable

et chaque sommet d’un transversal appartient a au plus une aréte d’un couplage.

On dit que H a la propriété de Konig si :
v(H) = = (H)

et a la propriété duale de Konig si :

o (H) = p(H) ou v(H*) = 7 (H?
Puisque oo (H) = v(H* et p(H) = t(H?

4. Hypergraphe des intervalles d’un poset

Soit P un poset et f (P) ’ensemble de ses intervalles maximaux. L hypergraphe

H (P)=(P, 9 (P) ) dont les sommets sont les éléments de P et les arétes sont les intervalles

maximaux de P est appelé ['hypergraphe des intervalles de P.

Notons que # (P) n’a pas toujours les propriétés de Konig et duale de Konig. En effet, deux

contre exemple sont illustrés dans la Figure 1-22.
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o (HP) =3 v(HP) =1
p(HP) =4 c(H (P) =2

Figure 1-22

5. Quelques définitions sur les graphes

Définitions 5.1

Soit G = (V, E) un graphe ou V désigne I’ensemble de ses sommets et £ désigne 1’ensemble

de ses arétes.

Deux sommets x;, x, se trouvant dans une méme aréte sont dits adjacents dans G. L’aréte est
notée simplement x;x;ou {x;, x>}. Les sommets x; et x, sont appelés les extrémités de cette

aréte.

On appelle graphe complémentaire de G, le graphe G= (V, E)ou (u, v)e E si et seulement
si(u,v)¢ E.

Une chaine (élémentaire) de longueur k est une séquence {x; x;, ..., X} de sommets
distincts tels que x; est adjacent a x;+; pour tout indice i = 0, 1, 2, ..., k-1. Les sommets x et
x, sont appelés les extrémités de la chaine. Une chaine qui n’utilise pas deux fois la méme

aréte est dite simple.

Un cycle (élémentaire) est une séquence {xy x;, ..., X,} de sommets distincts tels que {x;
x;+1} est une aréte de G, pour i <p-I {xy, x,} € E. La longueur d’un tel cycle est p+/. En

d’autres termes, un cycle est une chaine dont les extrémités sont adjacentes.

Toute aréte d’un graphe G qui relie deux sommets non consécutifs d’une chaine donnée

(resp. d’un cycle donné) est appelée une corde de la chaine (resp. du cycle).

Un cycle sans corde ayant k£ sommets (de longueur k) est désigné par C;. Un cycle
¢lémentaire de longueur au moins quatre sans corde est appelé frou. Un anti-trou est le

complémentaire d’un trou.
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Les graphes ne contenant pas comme sous-graphe induit, un trou impair ou anti-trou impair

sont appelés graphes de Berge.

Un graphe parfait est un graphe G pour lequel a(G')= 6(G') pour tout sous graphe induit
G'de G, ou a(G") (resp.8(G") ) représente la cardinalité maximum d’un ensemble stable de
G' (respectivement la cardinalité minimum d’un recouvrement de G’ par des cliques). De
maniére équivalent, G est parfait si y(G') = w(G") ou @(G') (resp. y(G')) est le nombre
maximum de sommets qui forment une clique dans G’ (respectivement le plus petit nombre
de couleurs nécessaires pour colorier les sommets de G'de sorte que deux sommets

adjacents ne soient pas de méme couleur).

Théoréeme 4 [11]

Un graphe est parfait si et seulement s’il est de Berge.

Une condition suffisante pour qu’un hypergraphe satisfait la propriété de Konig est sa
normalité [2].la normalité est caractéris¢ par le théoréme 5.

Théoréeme 5 [2]

Un hypergraphe H est normal si est seulement si H satisfait la propriété de Helly et L(H)

est un graphe parfait.

Le lien existant entre la normalité et la propriété de Komig est donné par le théoréme

suivant :

Théoréeme 6 [2]
Un hypergraphe normal posséde la propriété de Konig.

6. Graphe représentatif des intervalles maximaux d’un poset

Définitions 6.1

Soit P un poset et H(P) I’hypergraphe dont les sommets sont les points de P et dont les

arétes sont ses intervalles maximaux. Le graphe représentatif des intervalles maximaux de

P, noté G(P) ( ou graphe 2-section de H(P))=(V, A) est le graphe dont les sommets sont les

¢léments de P et deux sommets sont adjacents si et seulement si il appartiennent a un méme

intervalle de P.
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G (P)= L (H*P)
Figure 1-23

Le graphe de comparabilité Gp = (Xp, E,) du poset P est le graphe simple ou deux sommets

sont reliés s’ils sont comparable dans P. En d’autre terme, {x, y} € Epsix<youy <x.

| 2
3
7 4
6 5
Gp
Figure 1-24

Exemple 6.1

Les graphes sans P, (chaine élémentaire a 4 sommets et sans corde) sont les graphes de
comparabilité des posets sans N (N représente un sous ensemble a quatre éléments {qa, b, c,

d} tels que les seules relations de comparabilité sont a<c, b<c, b<d, a//b, a//d, c//d).
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Chapitre 2 Propriété de Kénig et duale de Kénig de I’hypergraphe des intervalles d*un poset

Introduction

Dans ce chapitre nous donnons quelque classes d’ordres dont I’hypergraphe de leurs

intervalles maximaux Vvérifiant la propriété de Konig et/ou duale de Konig.

1. Ordres Séries paralléles
Définition 1.1

Un poset est dit série-parallele s’il peut étre construit a partir des singletons en utilisant
seulement la somme disjointe (+) et la somme linéaire (®). De maniére équivalente, P peut

étre décomposé en singletons en utilisant que ces deux opérations.

Exemple 1.1

Le poset illustré dans la Figure 2-1 est un ordre série-parallele.

Figure 2-1
P=(1+)d(1lelol)+(l@lol)+(1® (1+1)@1))

Proposition 1.1 [27]

Les posets séries-paralleles sont caractérisés par le fait de ne pas contenir de sous poset
isomorphe a N. (N représente un sous ensemble a quatre éléments {a, b, ¢, d} tels que les
seules relations de comparabilité sont a<c, b<c, b<d, a//b, a//d, c//d).

c d
a b
N

Figure 2-2
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Remarque 1.1

Cette caractérisation permet de dire que si P est en plus connexe, alors chaque élément
maximal est au dessus de chaque élément minimal. En effet, soit x (resp. y) un élément
maximal (resp. minimal) dans P. comme P est connexe, il existe un plus court ‘zig-zig’

X =po> pi< p> ..< pr.r> pr =y, k> 1, connectant x a y. Or P ne contient pas de sous poset

induit isomorphe a NV, donc £ = 1 et par suite x > y.
Théoréeme 1.1 [6]

Si P est un poset série paralléle, alors H(P) a la propriété de Konig et la propriété duale de

Konig.

2. Posets sans N
Définition 2.1

Soit P un poset, P est dit sans N s’il ne contient pas la forme N dans son diagramme de Hasse.

Exemple 2.1

Le poset de la Figure 2-3 est sans N mais n’est pas série paralléle

NN

Figure 2-3

I. RIVAL et N. ZAGUIA [28] montrent que les posets sans N peuvent étre construits a partir

de la somme directe et I’opération de gluig.

Remarque 2.1

La classe des posets sans N contient la classe des posets séries paralléles.

Théoréeme 2.2 [24]

Soit P un poset

P est série paralléle < P est sans N et P ne contient pas N’ comme sous poset induit.
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NI
Figure 2-4
Remarque 2.2

Notons que la propriété de Kadnig n’est pas vérifiée en genéral pour les posets sans N, le poset

illustré dans la Figure 2-5 vérifié v(H (P)) =1 et 7(H (P))= 2.

Figure 2-5

3. Généralisation de la classe des posets sans N
Définition 3.1
Un poset est dit de la classe C [21] (resp. C’[7]) s’il n’a pas un sous poset induit isomorphe a

P, P, P; (resp. P;, P,, Ps;, P,) de la Figure 2.6 et a leurs duaux ou P; est a » sommets n > 6.

EEEATEE A

Figure 2-6

30



Chapitre 2 Propriété de Kénig et duale de Kénig de I’hypergraphe des intervalles d*un poset

Remarque 3.1

La classe C contient les posets sans N et par conséquent les posets séries paralléles.

Théoreme 3.1 [21]

L hypergraphe des intervalles d’un poset de la classe C a la propriété duale de K onig
Définition 3.2

G est un graphe distance héréditaire si et seulement si G n’a pas un sous graphe induit

isomorphe a un diamant, une maison, un trou (cycle de longueur supérieure ou égale a 4) et un

domino.

Diamant Maison Trou Domino
Figure 2-7

Les graphes de comparabilité pour les posets de la classe C' sont caractérisés par le fait de ne
pas contenir les quatre sous graphes de la Figure 2-7.

Proposition 3.1 [7]

Soit P un poset. P e C’si et seulement si le graphe de comparabilité de P est un graphe

distance héréditaire.

4. Ordre d’intervalles
Définition 4.1
Un poset P est un ordre d’intervalles s’il existe un bijection ¢ :P— J(IR) qui associe a chaque

sommet de P un intervalle de la droite réelle tel que, pour tout couple (u, v) de P, on a:

u<vdans P< supe(u) <infe (v)
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Remarque 4.1
P. C. Fishburn en

7
2 5 .—.(p( / »2)
—
»3)
A
e3
1 4 »A) »()
A |

Figure 2-8

1985 [6], a caractérisé les ordres d’intervalles par la non existence d’un sous

poset induit isomorphe au poset illustré dans Figure 2-9.

| |

Figure 2-9

I. Bouchemakh et K. Engel ont montré en 1997 que si P est un poset d’intervalles, alors la

détermination des invariantsv, «, p et 7 dans H(P) est polynomiale. Aussi ils ont montré

qu’un hypergraphe H(P) posséde la propriété de Konig et la propriété duale de Konig quand

P est un poset d’intervalles.

Théoreme 4.1

[6]

Si P est un ordre d’intervalles, alors H(P) a la propriété de Konig et la propriété duale de

Konig.

5. Ordre de trapézes

Définition 5.1

P est un ordre de trapezes s’il existe une application bijective w : P - T

x >T;

ou T I’ensemble des trapézes. L’ordre sur P est donné par :

X <p Yy < T est complétement a gauche de 7,
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x<y dans P

Figure 2-10

x//y si et seulement siT, N T, # ¢

Remarque 5.1
Un ordre d’intervalles est un ordre de trapezes mais un ordre de trapézes peut ne pas étre un

ordre d’intervalles.
Théoréeme 5.1 [1]
Si P est un ordre de trapeézes, alors H(P) a la propriété duale de Konig, autrement dit :

a (H(P) =p (H(P))

6. Classes des ordres SSSC et SSC

6.1. Propriéeté duale de Kanig dans le cas genéral

Théoréeme 6.1 [4]

Soit P un poset rangé et H(P) I'hypergraphe des intervalles maximaux de P. H(P) a la
propriété de Konig et duale de Konig si une des conditions suivantes est réalisée :

1) Wo=1ouW,p=1.

2) rP)=1

3) Le diagramme de Hasse est un arbre.

4) Wo= Wyp) = 2.

6.2. Ordre SSSC

Définition 6.2

Soit P un poset rangé de rang »n. Nous disons que P est un ordre & chaines semi-symétriques

spéciales ou brievement un ordre SSSC s’il existe une décomposition de P en chaines semi-

symétriques avec la propriété supplémentaire suivante :
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Si C= (c;u ... ¢y) est une chaine de la décomposition ou 4 n’est pas un élément maximal de
P alors il existe une chaine D de la décomposition telle que D = (dyu ... dy+;) avec dy U ¢
ete, Udpeg

Exemple 6.2

P est un ordre SSSC.

Figure 2-11

Théoreme 6.2 [11]
Si P est un ordre SSSC alors :
a(H (P) = p(H (Pr.)) = Max {|N,

N, |}

1

pour tout Lu avec 0 <l < u <n-L

6.3. Ordre SSC

Définition 6.3

Nous disons que P est un ordre a chaines symétrigues spéciales (brievement SSC) s’il existe
une décomposition de P en chaines symétriques avec la propriété suivante :

Si C= (c; U ... ¢p) est une chaine de la déecomposition qui n’est pas de longueur maximum
alors il existe une chaine D de la décomposition telle que D = (dp U ... U dy+;) avec dy Uc et

cp Udp+g

Exemple 6.3
P estun ordre SSC.

Figure 2-12
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Théoreme 6.3 [11]
Si P est un ordre SSC alors H (P) alors :

AH (P.) = p(H (Py.)) = Max {|N)|, [N,] }

1

pour tout Lu avec 0 <l < u <n.

7. Treillis linéaire, treillis des faces du n-cube et poset L(m, n)

7.1 Treillis linéaire

Le treillis linéaire L,(q) est constitué de tous les sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel

J/de dimension » sur le corps de Galois, ordonné par inclusion. La Figure 2-13 illustre L3(2).

Figure 2-13

La fonction de rang représente la dimension. Le nombre de Whitney #7; est égal au nombre de

sous-espaces vectoriels de dimension i sur V, c'est-a-dire la valeur du coefficient de Gauss

{”j _(g" -1 (¢"" -
i), (¢'-1)..(¢-1)
pour tout lLu avecO0<I< u<n.

Théoreme 7.1 [4]

L’ hypergraphe des intervalles du treillis linéaire vérifie

o(H (Lu(q)1)) =Max {m (Zj }

7.2 Treillis des faces de n-cube

Soit le n-cube suivant O, = {X = (x;, x2, ....x,) €R"; 0 <x; <1}. Une face de Q, est un sous

ensemble F de la forme suivante :
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F={X € Q,:x;=0pouridans /, x; = 1pour i dans J et 0 <x; <1 sinon}

ou 7 et J sont des sous ensembles de [r], vérifiant I n J =& Le treillis C, est I’ensemble de
toutes les faces de O, ordonné par inclusion auquel on rajoute un élément qui soit inférieur a
tous les éléments du niveau N,. La fonction de rang est la fonction qui associe a une face F de

0., le nombre de ses composantes libres (celles dont I’indice n’appartient pas a / U J). Par

suite, le " nombre de Whitney W; est égal a 2" ( ] :
1

Théoreme 7.2 [8]

L hypergraphe des intervalles du treillis des faces du n-cube vérifie:
n—I n n—u n

a(H(C)i.)) =Max {2 ;) 2 }
u

pour tout Lu avec 0 <I < u <n.

7.3 Poset L (m, n)
Les éléments L(m, n) sont les n-uples a = (a;, ...,a,) avec a; < ... <a, <m ordonnés par :
a <b si et seulement si a; <b; pour tout i

L(m, n) est rangeé et »(P) = mn. L application » définie par r(a) = a; +...+a, est une fonction de

rang.
Théoreme 7.3 [4]

H (L(m, n)) vérifié :

a(H (L(m, n)in) = p(H (L(m, n))i.)) = Max {|N;|,|N,|} pour tout 7, 0 <7 <m.

)
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Chapitre 3 Classe des posets sans cycles induits

Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la classe des posets sans cycles induits. Nous exposons

quelques résultats connus dans la littérature.

1. Posets sans cycle induit

Définitions 1.1

1. Soit P un poset et n un entier non nul. Un sous ensemble C,, ={x,, x, ..., x2,} de P est
un cycle induit de P s’il vérifie : x; < x> x3 < x4>...> Xx2,.1 < X2, > x; €t il n’existe pas
d’autre relations de comparabilité entre ces 2n éléments, (voir la Figure 3-1). En

particulier un Cy est appelé un papillon.

X2 X4 X6 Xon
X1 X3 X5 Xon-1
CZn
Figure 3-1

2. Ondit qu’un poset est sans cycle induit s’il ne contient pas Cs,,.

Exemples 1.1

Les deux posets illustrés dans la Figure 3-2 sont sans cycles induits.

Figure 3-2
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Définitions 1.2

On dit qu’un poset P’ est une subdivision de P si le sous poset induit par les élément de

I’ensemble {ze P’ x < z <y dans P’} est une chaine de P dés que y couvre x dans P.

Exemple 1.2

La Figure 3-3 représente un cycle subdivisé.

Figure 3-3

Remarque 1.1

1. Notons qu'un poset est sans cycle induit si et seulement si son graphe de
comparabilité est un graphe triangulé (tout cycle de longueur > 4 contient une corde).
Comme il existe un algorithme linéaire pour examiner si un graphe donné est un
graphe triangulé ou non [9], alors on peut affirmer qu’il existe un algorithme linéaire

de reconnaissance des posets sans cycle induit.

2. La classe des posets sans cycle intersecte une autre classe de posets appelé ordres a
seuils un ordre a seuils est un ordre partiel P sur ’ensemble {v;, v,, ..., v,} tel qu’il

existe des poids wj, wy, ..., w, sur ses sommets et un seuil ¢ avec la propriété : C est

une chaine maximale de P si et seulement si Z w, <t. Un ordre a seuil est caractérisé

v;eC

par le fait de ne pas contenir Cy, (1@ 1) + (1@ 1) et N comme sous poset induit [10].

Cy (1®1)+1® 1) N

Figure 3-4
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Proposition 1.1 [19]

Soit P un poset. Si P posseéde un sous poset induit isomorphe a P’ ou P’ est un diamant ou
un cycle subdivisé avec une hauteur supérieure ou égale a 3 ou un Cx, k > 3 ou un double

papillon dans son diagramme de Hasse, alors P n’est pas sans cycle induit.

Double

Diamant papillon

Figure 3-5

2. Posets sans cycle induit et ensemble d’articulation

Definitions 2.1
Soit P un poset. Un sous ensemble K de sommets de P est dit ensemble d’articulation si

pour chaque chaine maximale C, on a :

KnC#O.

Exemple 2.1

Soit N poset illustré dans la Figure 3-6, ses ensembles d’articulations sont { a,b }, { b,c },

{c,d}avec{a,b}et{c d} sontdesantichaines.

Figure 3-6
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Définitions 2.2

Soit P un poset rangé, on dit que P est régulier si pour tout ¢lément x de P le nombre de

sommets qui couvrent (resp. couverts par) x ne dépend que de niveau de x. En d’autres

termes :
| yeP:y =x}l =l {yeP:y = x| Vx x’eN,i=0,..,rP) - 1.
et
| {veP:y < x}| = {veP:y < x’}| Vx, x’eNi.i=1,..,rP)—1.
Exemple 2.2

L3 (2) est un poset régulier.

Il existe une relation liant les ensembles d’articulations et les posets sans cycles induits.

Théoreme 2.1 [26]

Soit P un poset régulier fini. P est une union d’ensembles d’articulations qui sont des

antichaines si et seulement si P ne contient pas un cycle induit.

3. Extension linéaire et dimension
La notion de dimension d’un poset apparait pour la premicre fois dans le livre de Dushnik et

Miller [14]. Rappelons I’essentiel de cet invariant.

Définition 3.1
Soit = (P, <) un poset. Une extension linéaire L de P est un ordre totale sur P telle que :

V(xy) ePxP, x<y=x<py

Exemple 3.1

L est une extension linéaire de P.
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g —h o =

o

Figure 3-7

Lemme 3.1

Soit P = (P, <) un poset et soient x et y deux éléments incomparables de P. Alors il existe

une extension linéaire de P telle que x< y.

Ce lemme a pour conséquence directe le théoréme de Dushnik & Miller.

Théoréme 3.1 [14]
Tout poset est l'intersection de ses extensions linéaires.
Définition 3.2

On appelle réalisateur du poset P tout ensemble (L, Ly, ...,L;) d’extensions linéaires de P

telles que :

P=nNL;

La dimension de P, noté par dim (P), est la taille minimum d’un réalisateur de P.

Lemme 3.2

Soit M un ensemble d’extensions linéaires d’un poset P, alors M est un réalisateur de P si et
seulement si pour chaque paire (x, y) de P, il existe une extension linéaire LM telle que

Yy <rx.
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Hiraguchi a prouvé que la dimension d’un poset ne peut excéder la moitié de sa taille.

Théoréme 3.2 [18]

Soit P un poset a n éléments, n >4. La dimension de P est au plus égale a n /2.
Algorithme de détermination des extensions linéaire
Des applications successives produisent une extension linéaire :

e soit P = P; Si P, contient deux éléments incomparables a; et b;, alors on construit

P> avec la relation a; <b;.

e Si P, contient deux ¢léments incomparables a; et b, alors on construit P; avec la

relation a> < b,.

e Répétez cette procédure jusqu’a ce que il n y ait pas des pairs incomparables.

D’apres cet algorithme, on commence avec un ¢lément minimal x; de P et on rejointe
progressivement des relations de comparabilité pour définir I’ordre linaire x; <; x, < ..., et

on termine par 1’élément maximal x, de P.
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Exemples 3.2

Soit N le poset de la Figure 3-6. N admet 5 extensions linéaires.

c d
a b
a< b/'/ \\\b <a
'Y Y
c d c d
Y \
a b
c<d “d<c a<ds nd<a
'y 4 K 4
d c ¢ d ¢
c d a
a d
b b
b
a a
c< d,/' \‘\d <c
'Y 'Y
d c
c d
a a
b b
Figure 3-8

Remarque 3.1

Si P un poset et L (P) le nombre de ses extensions linéaires, alors on a:

L(P)= 3 L®PWm) (¥ [29]

m minimal
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Exemple 3.3
1. Soit P poset sans cycle induit et soit L 1a sténographie de la notation L (P \ {x,y,...}),
alors :
a
b
c
e f
Figure 3.9

On retrouve les 9 extensions par la formule (*).

L =L+
=@L“+L9)+L"
R L S N L
— L echf | (L e | g ecfd)) L ofeb | 1 efcd) il efdc) N ((Lfecb +Lfecd)+Lfedc)
_pechfd | poecfbd | g oechdb g oofebd | g efedb | pefdch | fechd | fecdb | ; fedeh

Lecbfda s ecfbda i Lecfdba + Lefcbda n Lefcdba 4 Lefdcba s fecbda s fecdba n L_fedcba

=]l+1+1+1+1+1+1+1+1=9

On obtient les chaines: L e<c<b<f<d<a
Ly e<c<f<b<d<a
L;: e<c<f<d<b<a
Ly e<f<c<b<d<a
Ls: e<f<c<d<b<a
Ls: e<f<d<c<b<a
Ly f<e<c<b<d<a
Ly: f<e<c<d<b<a
Ly: f<e<d<c<b<a
Notons que I’union des deux extensions L;: e<c<b<f<d<aetlg:f<e<d<c<b

< a donnent P, comme P n’est pas une chaine alors dim (P) = 2.
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Si {L;, Lo} forment P, alors x <p y si et seulement si Xx<;;y et x <;9Yy.

2. On peut retrouver les 5 extensions linéaires et son nombre de ces extensions de
I’exemple de la Figure 3-8 par la formule (*).
LN)=L"+1L"
= (L + 1Y) + M
= (L + [y ( b 4 bad 4 bday
_ gabed | pabde pbacd | rbade , ybdac

=1+1+1+1+1=5.

On obtient les chaines: L a<b<c<d
L,y a<b<d<c
L;: b<a<c<d
Ly b<a<d<c

Ls: b<d<a<c

L;: a<b<c<detLs: b<d<a<cformentN, alors dim (N) = 2.

Remarques 3.2

= Une chaine n’admet qu’une seule extension linéaire (elle-méme).

= Chaque poset qui n’est pas une chaine a plus d’une extension lin€aire, et toute antichaine
a n éléments a n/extensions linéaires.

= La restriction de I’extension linéaire a quelques ¢léments est aussi une extension linéaire
d’un sous poset.

= La dimension est croissante, c’est a dire si P est un poset, alors :

dim (Q ) <dim (P)

pour tout sous poset O de P).

= [l existe un poset avec un petit nombre d’éléments mais avec une dimension élevée

= Considérons deux posets P et O avec dim (P) = p et dim (Q) = ¢, nous avons :

Dim (P&® Q) = Max {p, ¢q}, dim (PU Q) = Max {p, ¢, 2} et dim (Px Q) < p+gq.
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4. Parametres L(P), s(P) et dim(P) dans la classe des posets sans cycles
induits
Soit L une extension linéaire de P. L peut s’écrire sous la forme d’une somme linéaire
L=C® C;®..®Cy,
de chaines disjointes C;, C», ..., C,, dans P, dont 'union est P et tels que : x 5C; x" 5 C;
et x < x’implique que i <j.

On peut supposer que les chaines sont maximales, c'est-a-dire le dernier ¢lément de C;
(max C;) est incomparable avec le premier élément de C;:;(min Ci4;). Les pairs (max C;,

min C;;;) sont appelés les sauts de P.

C c
I } Ci+1

a a
d d
G
b b
Ls
Figure 3-10

Notons par s,(L) le nombre de sauts de L.
Le nombre de sauts de P est la valeur :
s(P) = min{s,(L) : L est ’extension linéaire de P}
Exemple 4.1
N le poset de la Figure 3-8. s,(L;) =2, sy(L2) =2, sp(L3) =2, sp(Ly) =3, sp(Ls)=1 donc
s(P) =1.

Définition 4.1
Soit P un poset de largeur w( P), P est dit poset de Dilworth si s(P)=w( P) -1.
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Théoréeme 4.1 [13]

Si P un poset sans cycle induit, alors P est un poset de Dilworth.

Définition 4.2

Soit P un poset et C = {C}, ..., C\p)} un recouvrement de P. La chaine C; est dite initiale
sipourje[l, wP)],j#i,Vxe C;- vC, VyeCi-Cyx ...

Duffus, Rival et Winkler [13] ont prouvé que pour un poset sans cycle induit il existe
toujours une telle chaine initiale. Celle-ci permettre d’écrire I’algorithme qui détermine le

saut optimal s(P).

Algorithme :

Entrée : un poset P et une collection ( ensemble de w(P) chaines

maximales qui couvrent P.
Sortie : L est une extension linéaire de saut optimal.

Tant que (( est non vide)

Faire

Etape 1:

Trouver la chaine initiale C; dans C

Etape2 :
D« {xe C;/x <max {C;(— UC}}} ;
P«—P-D;
C«—C-GCjy
L—L @D,
Fin

Exemple 4.2

Soit P le poset de la Figure 3-6, C; = {a<c} et C; = {b<d} présentent une couverture de P
avec w(P) = 2.

Vx e C,-C;={b,d}et Vy e C,-C;={a,c}.Onay ...X.

C; n’est pas une chaine initiale.

C, est une chaine initiale.
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1" jtération

L =& C,une chaine initiale.

D= {x 5Cy, x <C-Ci} = {b, d} d
P={a, c}
C=C-C=C, b

L=L@®D={b d}

2"*™ jtération

c
P={a, c}

a
C;={a, c}

d
D= C[

b

L={bd} P{a, c}
Donc on obtient une extension linéaire avec un saut optimal

Théoréme 4.2 [9]

Soit P un poset sans cycle induit, alors s (P) = w(P) -1. De plus, [’extension linéaire de
saut optimal de P peut étre calculer linéairement dés qu’il existe un recouvrement de

poset par w(P) chaine maximales.

Quand le recouvrement de P en chaines est donné, l'algorithme ci-dessus peut étre
exéeuté en O (| P+ m), ot m est le nombre d’arétes du diagramme de Hasse de P.
V. Bouchitte et M. Habib [9] ont conjecturé que L(P) et dim(P) sont polynomiaux pour

les poset sans cycle induit.

5. Fonction de M0bius et poset sans cycle induit
Définition 5.1

Soit P un poset et Int (P) ’ensemble de ses intervalles.

La fonction de Mobius y : Int (P) — Zest dénie par :

L (x,x)=1,pourx € P.
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H(x, y)=- Zy(x,z) pour x < y dans P.

x<z<y

Ou u (x, y) représente 1’image de I’intervalle [x, y] .

Exemple 5.1
Soitlachaine C=c¢y<c¢; < ... <cp
1 si Q=
MU (ci, c))=1-1 Si i+1=j
0 sinon

Théoreme 5.1 [17]

Soit P un poset fini et soit v'le poset obtenu a partir de P en joignant O et I.
Soit c; le nombre de chaines 0 =xp < x; < ... <x, = I de longueur i entre 0 et 1. alors:

U (0,1)=co—ci+cr—c3t ...

Définition 5.2

Le nombre u (0, 1) défini dans le théoréme 5.1 est appelé nombre de Mébius et noté p(P)

Définition 5.3

Un poset est dit - positif si #(Q) =0 pour tout sous poset non vide Q de P.
Les posets u - positifs peuvent étre compleétement caractérisé

Théoréme 5.2 [20]

Un poset est u - positive si et seulement si il est sans cycle induit.
Définition 5.4

Soit R la relation d’équivalence dans P définie par :

X R y < il existe un zig zag de P reliant x a y.

Les classes d’équivalence de la relation R sont appelées composantes connexes de P.

Comme interprétation combinatoire, nous avons :

Théoréme 5.3 [20]

Supposons que P est p-positive (ou sans cycle induit) alors :

50



Chapitre 3 Classe des posets sans cycles
induits

1 (Q) = (nombre de composantes connexe de Q) — 1, pour tout sous poset induit Q de P.

I1 est possible d’obtenir une caractérisation constructive des posets sans cycle induit. Pour

se faire, introduisons quelques résultats intermédiaires.

6. Construction des posets sans cycle induit

Définition 6.2

Soit P un poset sans cycle induit. Notons par Top (P) (resp. Bot (P)) I’ensemble des
¢léments x P tels que les €léments supérieurs a x (resp. inférieurs) sont linéairement
ordonnés.

Puisque I’existence d’un élément x € P plus grand que deux ¢éléments a, b avec a // b et

plus petit que deux autres éléments c, d avec ¢ // d produit un cycle P-.

Figure 3-11

Lemme 6.2 [20]
Si P est un poset sans cycle induit, alors :

Top (P)U Bot (P) = P

Par ailleurs, tout graphe triangulé contient un sommet dont les voisins formes une clique

[20]. En terme de poset, ce résultat se traduit par :

Lemme 6.3 [20]
Si P est un poset sans cycle induit, alors :

Top (P)n Bot (P) + O

En d’autres termes, il existe un élément x P tel que 1I’ensemble de tous les éléments y qui

sont comparables a x forment une chaine.
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Corollaire 6.1 [20]
Soit P est un poset sans cycle induit. Alors P peut étre construit en adjoignant
successivement une séquence d’éléments x;, x», ..., X|p|, tel que pour tout i, I’ensemble

des ¢léments comparables a x; dans {x;, x», ..., x;} forme une chaine.

Par le corollaire 6.1, on construit 1’algorithme traduit en algorithme suivant :

Algorithme récursif de construction d’un poset sans cycle induit
Pour obtenir un poset sans cycle induit de taille n+/, commengons avec un poset P sans
cycle induit de la taille n, et puis faire une des opérations suivantes:
e Choisir un élément y € Bot (P) et ajouter un élément x couvrant y.
e Choisir un élément z € Top (P) et ajouter un élément x couvert par z.
e Choisir des éléments y € Bot (P) et ze Top (P) avec y < z, et ajouter un élément x
couvrant y et couvert par z.
e Ajouter un sommet isolé x.
Le diagramme suivant illustre un poset sans cycle induit. Par symétrie on se représente

que la partie droite des étapes de 1’algorithme.

Figure 3-12

l

—>

l
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Chapitre 4 Propriété duale de Kénig pour la classe sans cycle induit

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons montrer la propriété duale de Konig de I’hypergraphe des

intervalles d’un poset sans cycle induit. Cette classe intersecte la classe des ordres séries-
paralleles [6], et la classe des posets [7] dont les graphes de comparabilité sont des graphes
distance héréditaire. Il est prouvé que les deux dernicres classes possedent la propriété

duale de Konig.
1. Poset sans cycle induit

Définition 1.1

Soit P un poset et k un entier non nul. Un sous ensemble Vi ={v,, v, ..., v} de P est un zig
zag induit de P s’il vérifie : x; < x,> x3 < x4 >...> x; et il n’existe pas d’autre relations de

comparabilité entre ces k éléments.

V) Vi-1

V] V3 Vi

Figure 4.1

Définition 1.2

Classons les zig zag en quatre classes

Soient Z, et Z,+, les deux zig zag suivants :

V2 V2

Von Von

Vi Van-1 Vi Van+1

Z2n ZZn+]

Figure 4.2
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Zoy, (resp. Zoy+;) est un poset a 2n (resp. 2n+1) sommets {v;, v,, ..., va,} (resp. {vs, v ...,
van+1}) OU les seules relations de comparabilité sont v; < v, > ...< v,, (resp. v; < v, > ...>

Vont1)-

Notons par Z= {P.: 7neN* P est isomorphe & Z,,} et par = = {P: I neN* P est

isomorphe & Z5,+}, = {Z*: Ze 2} et Z,={Z*: Ze Z5}.

Proposition 1.1
Si L(A(*) contient un cycle C, =( x; e; X, 5 ...x; e x;) de longueur k impair, alors P

contient un zig zag reliant x; a x; dont les sommets sont dans {x;, ..., xx}U{ p;, q;, i =

1,...k} ou [pl. , q.] est un intervalle maximal contenant x; et x;-;.

1

Preuve

Soit x; le premier sommet du zig zag Z et soit i > 2. Supposons qu’on a construit i-1

sommets v; ... v;_; du Z.

Siv;_; est un élément maximal, alors v;_; = x;ouv;_; =g, j>i-1.

Nous examinerons que le cas ou v;.; = x;. L’autre cas est similaire.

Cas1:x > x4

Si x;j+; est non comparable aux autres éléments de Z, on rajoute le sommet x;+; 2 Z. On
obtient un autre zig zag Z' =Z U {xj+;}

Dés que x;+; est comparable a un certain élément de Z, soit iy le plus petit indice tel que x;+;
est comparable av, . On transforme Z en un autre zig zag en supprimant toute la partie
entre v, et x;4; et on ajoute Xj+1 et v, , (resp. v, et x;+;) @ Z si v, est minimal (resp.
maximal).

Cas 2 : x; < xj4;

Si x4, est non comparable aux autres éléments de Z, on rajoute le sommet x;+; a Z. On

obtient un autre zig zag Z' = Z U {xj+1}-{x;}.

Lorsque x;+; est comparable a un certain élément de Z, soit iy le plus petit indice tel que x;+;

est comparable av, . On transforme Z en un autre zig zag en supprimant toute la partie
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entre v, et x;+; et on ajoute x;+; et v, , (resp. v, et Xj+1) & Z si v, est maximal (resp.

minimal).
Cas 3 : x; // xj+1
Si x;+; sont incomparable aux ¢léments de Z, On modifie Zen Z'=(Z U {g;, xj+1}) — {x;}.

Si xj+; est comparable a un certain élément de Z, soit iy le plus petit indice tel que
v, comparable a x;:; . On transforme comme précédemment Z en un autre zig zag en
supprimant toute la partie entre v, et x;+; et on ajoute x;+; (resp. v, et x;+;) a Zsi v, est

maximal (resp. minimal).
Si v;; est un élément minimal, le résultat en découle par dualité.

Définition 1.1
Un poset P est dit sans cycle induit, s’il ne contient pas de sous poset induit isomorphe au

poset Cx de la Figure 4.1.

X2 X4 X6 X2k
X1 X3 X5 X2k-1
Figure 4 -3
Cyy, est le poset induit par I’ensemble {x;, x2, X3, X4, ..., X2r-7, X2} ou les seules relations de

comparabilité sont : x; < x> x3<xXy>...> Xop 1 < X2 > X

Nous allons prouver que L(J{*(P)), noté brievement L(J{*), est parfait et que J(*(P)
vérifie la propriété de Helly. Les deux conditions nous impliquent la normalité de J((P) et
par suite la propriété duale de Kdnig. Rappelons que L(JF(*) est un graphe dont les
sommets sont les points de P et deux sommets sont adjacents s’ils appartiennent a un

méme intervalle de P.

Théoréme 1.1

Si P est un poset sans cycle induit, alors J{*(P) satisfait la propriété de Helly.
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Démonstration
Pour montrer que A *(P) a la propriété de Helly, nous utilisons le résultat de Gilmore [3]
qui stipule qu’un hypergraphe satisfait la propriété de Helly si et seulement si pour chaque
trois arétes I;, I, et I3, il existe une aréte de A contenant (I; ~ ) (I; A1)V (LA L3).
Ainsi, il suffit de montrer que :

(in)clz ou (NIl ou (L)<,
avec 11=[p1 , ql], L=|p, ,qz] et13=[p3,q3]
Supposons que ce n’est pas vrai donc :

(Iinh)zl, (IInl)zhet (b)) z;

Soient x;, x; et x; trois sommets de P tels que : x;€ Lz etx;el;, x,€ Iinlzetx,e Do,
x3€ IinDetxsglz c’est-a-dire x;, xo€1l3 etx; ¢z, x5, x3€lhetx,eglh, x, x3el;etx;el;.
Supposons sans perte de généralité p; £ x; et donc x; > x, est impossible car sinon

pr¥x;<xs.
Cas 1: x//x;

Cas 1-1: x,<x3
Nous avons soit x3>x; soit x3/x; et donc le poset induit par {x;, g3, x2, x3} ou par {x;, g3, X,

q>}) est isomorphe a Cy.
Cas 1-2: x,>x;

Lorsque x;<x; (resp. x3/x;), le poset induit par {ps, x;, x3 x2} (resp. {ps, X1, ps x2}) est

isomorphe a Cy.

Cas 1.3: x»/x;3

Pour les cas x3>x; (resp. x3<x;), le poset induit par {x;, g3, x2, g;} (resp. {x2, g3, X3, q;}) est
isomorphe a Cy. Pour le cas x3/x; le poset induit par {x;, g3 X2, q;, X3, ¢} est isomorphe a
Cs.

Cas 2: x;<x;

Nous avons soit x,>x3 soit x»//x;3.

Cas 2.1: x,>x;
Le poset induit par {x;, x5, x3, g>} est isomorphe a C4 lorsque x,/x;. Le cas x;<x; implique
x3€ [z et x;>x; implique x; € /;. De plus, x,/g; car si x,<q, avec p,<x; <x»<q,, on obtient

XzE[g.
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Cas 2.2: x»//x3
Lorsque x; <x; (resp. x3//x;), le poset induit par {x;, x2, p;, x3} (resp. {x;, x5, p1, q2}) est

isomorphe a Cj.

Théoréme 1.2

Si P est un poset sans cycle induit, alors L(H*) est un graphe sans cycle de longueur

supérieure a 3.

Preuve
Soit Z un zig zag construit comme dans la preuve de Proposition 1.1 qui relie x; a x;; (resp.
DPi-1, qk-1) S1 X est comparable (resp. incomparable) a x;. On considere sans perte de

généralité que Z € Z; UZ,. Par dualité, on pourra déduire le résultat pour Z €2, UZ;.

Ainsi Z relie x; & xx;0U X; & G-

Cas 1: x; <x;,

Ce cas signifie que Z € Z,.

Suivant les relations de comparabilité entre x; et x;.;, on distinguera trois cas.

Cas 1.1: x;. < x;

Nous avons xi. /Xy, car sinon x> <x;.;< x; implique 1’existence d’une corde x;_,x;.
De méme, x;< x; implique I’existence de trois cordes x;xx, X2xx; et xx;. Donce x; > x; (resp.

xx// x;1). Par suite, I’ensemble {x;,x,, ...,pr2 Xi} (resp. {Xi, X2, ..., Pr-2, qx}) forme un cycle.
Si xx ou gx ou tous les deux en méme temps sont comparables a un ou plusieurs éléments.
Notons par iy le plus petit indice tel que v, comparable a x; ou a gx ou a xi et gx, nous

avons :

Si v, est un ¢lément minimal, le poset induit par {x;, x», Vi xr} (resp. {x;, x2, ...,V

iy ?

qr}dés que x;< x; (resp. x;//xx) est un cycle.

Si v, est un élément maximal avecv, # x, le poset induit par {x;, x, ...,v, ,, X} (resp.

{x1, X2, ..., v, _y, Xi}) pour le cas x;< x (resp. x,//xi) est un cycle.
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Cas 1.2: x> xx

Nous avons x;// x;. Ainsi, le poset induit par {x;, x2, ...,Xk.1, X1, gx}estun cycle.

Lorsque x; ou gy est comparable a un certain élément de Z ou a au moins un élément. Alors,

st v, est un élément maximal (resp. minimal) le poset induit par {x;, x2, ..., v, , Xk} (resp.

{x5, X2y .0y Vit xx}) est isomorphe a Cy.

Cas 1.3: xi.1// xi

Nous avons x; < xi (resp. x;//x;) donc I’ensemble{x;, x2, ..., gr.;} (resp. {x;, X2, ..., Xr.1,

gx}) induit un cycle

Si x; est comparable a un élément de Z, notons par iy le plus petit indice tel que v, est
comparable a x, nous avons :

b

Si v, est un élément minimal, le poset induit par {x;, x2, ...,V, , qe1} (resp. {x;, x2, ..., v,

qx}dés que x;< x; (resp. x;//x;) contient un cycle.

Si v, est un élément maximal avecv, # x», le poset induit par {x;, X2, ...,v, |, qk1} (resp.

{x1, X2y ..oy Vit Xx}) pour le cas x;< xi (resp. x;//x;) contient un cycle.

Cas2:x;>x;

Ce cas signifie que Z € Z;

Cas 2.1: xi. 1< xi

Nous avons xi. /Xy, car sinon x> <xx.;< x; qui implique 1’existence d’une corde x;_,x;.

Les cas x;< x; et x;< x; sont impossibles car ils impliquent 1’existence de cordes, et donc
I’ensemble {x,, ..., pr.2, gk} est un cycle pour le cas x;// x;.

Si x est comparable a un ou plusieurs éléments, soit iy le plus petit indice tel que v, est

comparable a x;, nous avons :

Si v, est un élément minimal défirent a x; (resp. maximal) le poset induit par {xs, ..., v, ,

gk} (resp. {x2, ..., Vi1 qx}) est un cycle. Slvio est un élément minimal, avec v, = X2, le

poset par {px, x;, X2, X¢} induit un cycle.
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Cas 2.2: x> xx

Nous avons x;> xi (resp. x;//xx) donc le poset {x,, x;, ..., Xk.1, Xk} (resp. {x2, X1, ..., Xk-1, Pr})
induit un cycle.

Lorsque x; ou g, est comparable a un certain élément de Z, alors nous obtenons :
Si v, est un élément minimal, le poset induit par {xz, x;, ...,v, ;, X} (resp. {x;, X2, ..., v, |,
prrdés que x;> xi (resp. x;//xx) est un cycle.

Si v, est un élément maximal, le poset induit par {x, x2, ...,v, , xi} (resp. {x;, x2, ..., v,

iy’

pr}) pour le cas x;> x; (resp. x;//xx) est un cycle.

Cas 2.3: xk_I//xk

Nous avons x;> xi (resp. x;//xx), le poset {x2, xj, ..., Xk-1, pr-1} (resp. {x2, X1, ..., Xi-1, Pk-1,
qx}) induit un cycle,

Si v, est un ¢lément minimal, le poset induit par {x; ...,v, ,, x} (resp. {x;, ...,v, ,,
prdés que x;> xi (resp. x;//xx) est un cycle.

Si v, est un ¢élément maximal, le poset induit par {x, ...,v, , x¢} (resp. {x2, ...,v, , pi})

pour le cas x;>x; (resp. x;//xi) est un cycle.

Cas 3 : x//x;

Cas 3.1 : x;. < x;
Dés que x;< xi (resp. x;//xx), nous avons alors le poset induit par {x;, q;, X2, ..., Pr-2, Xk}
(resp. {x;, x2, ..., pr-2, qx}) estun cycle.

Si v, est un ¢lément minimal, le poset induit par {x;, g;, x5 ...,V

Iy

, Xkt (resp. {x;, q
X205V qr}des que x;< xi (resp. x;//xx) est un cycle.

Si v, est un élément maximal, le poset induit par {x;, g, x2, ...,v, ,, xi} (resp. {x;, g1, x2,
- Vi 1, qk}) pour le cas x;< xi (resp. x;//xi) est un cycle.

Cas 3.2 : xp.;> xx

L’ensemble {q;, x2, ..., Xr.1, Xk} (resp. {qi, X2, ..., Xr.1, pr}) est un cycle pour le cas x; < x;

(resp. x; // x).

Si v, est un ¢lément minimal, le poset induit par {g;, x>, N xxy (resp. {q1, x2,...,

Vi 1> Dkt dés que x;> xi (resp. x,//xy) est un cycle.
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Si v, est un élément maximal, le poset induit par {g;, x, ...,v, , xi} (resp. {q1, x2, ..., V,

iy’

pr}) estun cycle des que x;>x; (resp. x;/xx).

Cas 3.3: Xk-1 //xk
Lorsque x; > x; (resp. x; // xx, xx < x;), le poset induit par{x;, q;, x2, ..., Xr.1, qr-1} (resp. {x,,

G, X2 «ees Xicly Qh-1, Xl Gk} »3X2, 1, X2, ..., qQk-1, Xk} ) €St un cycle.

Si v, estun ¢lément minimal et x; > x; (resp. x; // xx, xx < x;), le poset induit par{x;, q;, x2,

e Y, ,qr-1} (resp. {x;, q1, x2, ..., Vi1s X qr}.{x2, q1, X2, ..., Vi X)) est un cycle.

Si v, est un élément maximal et x; > x; (resp. x; // xi, xx < x;), le poset induit par{x;, g, x>,

o Vi qr.1} (resp. {x;, q1, x2, ..., Vi Xk qi},391 X2, ..., Vi, Xx}) est un cycle.

Théoréme 1.3

Si P est un poset est sans cycle induit, alors L(J{*) est un graphe sans anti trou.

Preuve

Supposons le contraire, c’est-a-dire que L(F*) a un anti trou. Soit {x;, i = I, ... k}
I’ensemble des sommets de 1’anti trou ou k& > 5, x; non adjacent a x;1;, i =1, ..., k-1, et x;
non adjacent a x;

Notons par /;;= [pij,qi;] 'intervalle contenant x; et x; avecij=1,2, ...,k i #J.
Dans P cela se traduit par: deux sommets sont non adjacents alors il n’existe pas un

intervalle qui les contiennent.

Cas 1: x;<x3

La relation x;<x; ne peut avoir lieu car sinon x;<x; et alors x; et x; seraient adjacents.

Cas 1.1: x;>x;

X, et x3 sont non adjacents donc deux cas se présentent, soit x;<x., soit xz//X>.

Cas 1.1.1: x;<x;

Nous avons soit xg;<xz soit xx_;/x2. Si x3.;<x2, les posets induit par {x;, x3, xrs, X2} (resp.
{Pik1, X3, Xi, X2}) est isomorphe a C, pour le cas xi;<x; (resp. xi1/x1). Si xx.1//x2, le poset
induit par{x;, x3 Xr, g241} (tesp. {Xix X3, Xi-1, 24-1}> P1k-1 X3 Xk» G24-1}) €St iSOIl’lOI‘phC a

C, pour le cas xg;>x; (resp. xg;<x; et X 1//x)).
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Cas 1.1.2: xi//x

Si xp.;>x,, le poset induit par le poset {x; x3 pox Xii} (resp. {X; X3 Pox qiki1}) €st

isomorphe a Cy lorsque x;_;>x; (resp. X.;//x;).

Si x;.;<x,. Le cas x;;>x;est impossible car x; et x, ne sont pas dans un méme intervalle. Le

poset induit par {xi, x3, Xi1, 24} (r€Sp. {Xk, X3, P1i-1, g24}) €st isomorphe a C, pour le cas

Xk-1<x; (resp. xx1//x1). Dés que xx.;//x,, le poset induit par le poset {x;, x3, p2s gor1} (resp.
{P2ks X3, Xty G24-1}> {P1k-1, X3, P2ks G2k-1}) €St 1somorphe & Cy pour le cas xi.;>x; (resp. X

1<xjet xk_I//xI)‘
Cas 1.2: x3/x;

Cas 1.2.1: x;.>x;

Comme I’aréte x;.;x; n’existe pas, alors nous avons soit xz.;>x; S0it X ;//x5.
Si x.;>x2, le poset {x;, g3k X2, Xr.1} (r€Sp. {X1, ¢34 X2, q141}) €st isomorphe a Cy pour
Xr.1>x1 (resp. X.1//x 7).

Si xx.1//x2, le poset induit par {x;, gsi poi-1, Xi-1} (X€sp. {X1, g3k X2, G2k-1}> X1, G346 P2k-1,

q1.r1}) sont isomorphes a Cy pour le cas x_;>x; (resp. Xx.; <X, X¢-1//X]).

Cas 1.2.2: x:<x;
Puisque x;.; et x; ne sont pas dans un méme intervalle, alors on a deux cas possibles x;.;<x;

ou xk_j//)C2.

Si xi;<x;, le poset induit par {xi, gz Xi1, X2} resp.( {Xx, ¢34 P11, X2}) sont isomorphes a
P, pour le cas x;.;<x; resp.(x.;//x)).
Si x;.1//x2, pour le cas xi;>x; (resp. xx.;<x; et x;.;//x;) le poset induit par 1‘ensemble {x;,

Q3h P3k 92413 (X€SP. {Xk @306 Xk-1, G201} €4Xks G300 PLi-1, @241} ) €St isomorphe & Cy.

Cas 1.2.3: xi/x>

Si xx.1<x,, pour x.;<x; (resp. xi.;//x;) le poset induit par ’ensemble {pos, ¢34 Xi-1, G24}
(resp. {p2k G54 Pli1, 924)) est isomorphe a Cy.

Si x.;>x;,, le poset induit par {x;, s P2 X1} (t€sp. {Piii 934 Pr2 Xk1}) €st isomorphe
a Cy lorsque xy.;>x; (resp. xp.;1//x;) .

Si xi-1//x2, le poset induit par {x;, g3k Pk2 G2k-1} (t€SP. {Pr2.93kXk-1, G24-1}> Pk 2 G300 PLi-1,

q2x1}) est isomorphe a Cy pour le cas xi.;>x; (resp. X, ;<X;, Xi1//X]).
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Cas 2: x;>x;3

Par dualité, ce cas est similaire au premier cas.
Cas 3: x;//x;3

Cas 3.1: x;3<x;
Le cas x;<x; signifie qu’il y a une aréte entre x, et x3, contradiction. Alors nous avons deux

cas possibles x;>x2 ou xp/x;.
Cas 3.1.1: x;>x;

Pour le cas xi.;>x; (resp. xi.1//x;) le poset induit par ’ensemble {p;3, xi, X2, X1} (resp.

{P13 X X2, q1.4-1}) est isomorphe a Cy lorsque xi;>x».

Si xx.1//x2, , 1e poset induit par {p; 3, Xk, X2, G241} (v€SP. {X3, q1.3, P2k-1, Xk} » {P1.3 Xis P2k-1,

q1k1}) est isomorphe a Cy, pour les cas xi.;>x;, (resp. X5, <X; €t X¢.1//X]).

Cas 3-1-2: xi/x>
Si xp1<x,, et xp.;<x; (resp. xx.;//x;) le poset induit par le poset {p;3 X; Xr1 qr2} (resp.
{P13 X1, Pri-1, Gi2}) est isomorphe & Cy. Si X ;>x), le poset {p;3, ok X2, Xi1} (resp. {pi1s

gk X2, q1k-1}) TEprésente un cycle si xx.;>x; (resp. xx1//x;).

Si xi.1//x2, le poset {p13, G2k P2i-1, Xic1} (X€SP. {P13, X1, P21, G2k} >iP13 Q2o P2i-1s GLi-1})

est isomorphe a C, pour xi;>x; (resp. Xi1<X7, Xi-1//X1).
Cas 3.2: x3>x;

Cas 3.2.1: x<x,

Si x.;<x,. Le cas x;.;>x; est impossible car I’aréte x; x, n’existe pas. Le poset induit par
{Xt, 913 Xr1, X2} (resp. {xw, q13 P11, X2}) est isomorphe a C, pour le cas x; ;<x; (resp. x;.
1//x1). Si xp.1//%2, les posets induits par {x;, q13 Xk (]2,k-1}, {xk, q13 Xk-1, qg,k_]} et {p]yk_], Xi

q1.3 q2x1} sont isomorphes a Cy pour les cas x_;>x;, xx.;<x; et x.;//x; respectivement.

Cas 3.2.2: xi//x>
Si x.;<x,. Comme x;x; n’existe pas alors on a soit x;.;<x; soit x;//x;. Si x3.;<x; (resp. X

1//x1), ’ensemble {poi, 1.3 Xi1, X2} (resp. {pP2x q1.3 Pri1, X2} est isomorphe a Cy.

Si x.;>x2, le cas x;.;<x;est impossible puisque x; et x, ne sont pas dans un méme intervalle.

Le poset induit par {p;3, X3, pr2, Xr1} (tesp. {p13 X3, P2k q1k1}) €st isomorphe a Cy pour

le cas xx;>x; (resp. xx1//x1).

Si xx.1//x2, pour les trois cas x;<x;, X;.;>x; et xx;//x; les ensembles {p2r, q13 Xi-1, G241},
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{X1, 913, P2k, Q24-1} € {P1k-1, 1.3, P2k G241} SONt respectivement isomorphes a Cy.

Cas 3-3: x3/x;

Cas 3-3-1: x;.>x;
Comme les sommets x;; et x; n’appartiennent pas a un méme intervalle alors nous avons

SOit x4 >x> SOit Xy 1//%>.

Si xx.;>x,, le poset induit par {p; 3, qsi X2 Xi1} (r€Sp. {P13, q3k X2, q1k1}) €St iSOMoOrphes
a Cy pour le cas xi.;>x; (resp. Xi-1//x1).

Si xx.1//x2, le poset induit par {p;3, 34 P2i-1, Xi-1} (t€SP. {P13 X1, P2k-1, 3k} » P13 D3k
P2k1, 41k-1}) est isomorphe a C, pour le cas x;.;>x; (resp. xp.;<x; et xx;1//x;).

Cas 3-3-2: x;.<x;

Puisque x;.;<x,, le poset induit par {psx q13 X1, X2} resp.({psw qi13 Pir1s X2}) est

isomorphe a Cy pour le cas xi;<x; (resp. x.;//x;). Dés que xi.;//x,, I’ensemble {x;, g;3, pii

q24-1} (1€8P. {P3k q1.3 Xk-1, 24-1}> P3k 413 Pri1, 424-13) €St isomorphe & Cy pour le cas x;

1>x1 (resp. Xp1<x; €t Xp1//X]).

Cas 3-3-3: xi//x>

Le poset {psk 913 Xi-1, qr2} (tesp. {psk 913, Pii1, qr2} induit un cycle C,deés que xx;<x;
(resp. xx.1//x;) lorsque xx;<x,. D&€s que xi;>x2, le cas x;;<x; implique que x; et x, sont
dans un méme intervalle, contradiction. Le poset induit par {p; 3, ¢3x pPr2 Xk} (resp. {p13,

q3.k Pk2 G1k1}) €st isomorphe a P, pour le cas xi;>x; (resp. xx1//x;).

Si xp1//x2 €t X1 >x; (resp. xk-1<x1), le poset induit par {p1,3, 43k P2k qz,k.]} (resp. {p3,k; q13
DP2i-1, 92k)) est isomorphe a C,. Maintenant si xi.;/x; le poset induit par {p;i1, q13 P

924 P21, Xk-1} €st isomorphe a Cg.

Corollaire 1.1

L hypergraphe des intervalles d’un poset sans cycle induit a la propriété duale de K onig.

Preuve

Soit P un poset sans cycle induit et / (P) L hypergraphe des intervalles de P. nous avons
d’une part, J*(P) satisfait la propriété de Helly, et d’autre part L(J{ *) est un graphe

parfait d’aprés le théoréme 1.1 et le théoréme 1.2, nous déduirons que J7*(P) est normal et
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par conséquent J{*(P) a la propriété de Kdnig. Ce qui revient a dire que J(P) a la
propriété duale de Konig.
Remarque 1.1

L’exemple suivant montre que si un diagramme de Hasse d’un poset P n’a pas de cycle

n’implique pas que P est sans cycle induit. Car le diagramme de la Figure 4-4 contient C,.

Figure 4-4

2. Poset sans cycle

Rappelons qu’un poset est sans cycle s’il ne contient pas un cycle dans son diagramme

de Hasse. Cette classe contient la classe des posets sans cycle induit.

Figure 4-5

Remarque 2.1

La propriété de Konig n’est pas vérifiée en général pour cette classe. Dans la Figure 4-6. P

représente un poset qui vérifié V(. (P)) =1 et t(J{ (P))= 2.

Figure 4-6
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Conclusion Générale

CONCLUSION GENERALE

Soit P un poset fini et 4 (P) un hypergraphe dont les sommets sont les points de P et dont

les arétes sont ses intervalles maximaux. Plusieurs parameétres classiques ont été étudiés pour
cette classe d’hypergraphes. Nous pouvons citer la classe des ordres d’intervalle [5], séries-

paralléles [4], ...

L’essentiel de la thése s’articulait essentiellement autour de la propriété duale de Konig

pour une nouvelle classe de posets, appelés posets sans cycles induits.

D’autres études ont été faites pour les posets sans cycles induits. Nous pouvons rappeler les
travaux de Duffus, Rival et Winkler [13] qui ont prouvé que si P est un poset sans cycle
induit, alors P est un poset de Dilworth, c'est-a-dire s (P) = w(P) -1.

V. Bouchitte et M. Habib [9] ont établi un algorithme polynomial pour déterminer le saut
optimal s(P) et ils ont conjecturé que L(P) et dim(P) sont polynomiaux pour les posets sans
cycle induit. Rival et N. Zaguia ont montré que si un poset P est régulier et fini alors P est une
union d’ensembles d’articulation qui sont des antichaines si et seulement si P est sans cycle

induit.

Nous avons vu que J*(P) satisfait la propriété de Helly et ne contient ni trou ni anti trou

impair. Les deux derniéres conditions impliquent la normalité de #*(P) et enfin la validation

de la propriété duale de Konig dans la classe des posets sans cycle induit.
La classe des posets sans cycle (cycle-free) est une classe plus large que la classe des posets
sans cycle induit. Par le biais d’un contre exemple, on a conclu que malheureusement la

propriété duale de Konig n’est pas Vérifiée en général.
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Perspectives

1. Prouver la satisfaction de la propriété de Konig pour la classe des posets sans
cycle induit.

2. Etudier les propriétés de Konig et duale de Konig pour la classe des posets sans
cycle.

3. Sachant que la classe des posets sans cycle induit est une sous classe de la classe
des posets sans cycle, trouver Z pour que les propriétés suivantes soient
équivalentes :

e P estsans cycle induit.

e P estsans cycle et P est sans Z.
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ﬁésumé : \

Soit P un poset fini et (P) un hypergraphe dont les sommets sont les points de P et dont les arétes

sont ses intervalles maximaux. Plusieurs parametres classiques ont été étudiés pour cette classe

d’hypergraphes. 1l a été prouvé que pour les classes d’ordres d’intervalles, série-paralléles, et celle

dont les graphes de comparabilité contiennent les graphes distance héréditaire, H(P) a la propriété de

Konig ou duale de Konig. Dans notre mémoire, nous verrons une autre classe de posets, appelés sans

cycles induits. Nous prouvons que si P est un ordre sans cycle induit, alors #{ (P) a la propriété duale

de Konig. Nous verrons que le line graphe du dual de FH est parfait et satisfait la propriété de Helly.

Concernant la classe des posets sans cycle dans leurs diagrammes de Hasse, une classe plus large, nous
donnerons un contre exemple qui prouve que la propriété de Konig n’est pas toujours vérifiée. /
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