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Introduction générale

L’objet de la recherche opérationnelle est ’amélioration du fonctionnement des entreprises et
des organismes publics par I’application de I’approche scientifique. Reposant sur 'utilisation
de méthodes scientifiques et de techniques spécialisées, elle permet d’obtenir une évalu-
ation quantitative des politiques, stratégies et actions possibles dans le cours des opéra-
tions d’une organisation ou d’un systéme. Elle est apparue en tant que telle en Grande-
Bretagne durant la seconde guerre mondiale, lorsqu’on décida d’employer des méthodes
scientifiques pour étudier divers aspects des opérations militaires (d’ou son nom). Depuis
lors, la recherche opérationnelle est devenue un élément important du processus de prise
de décision dans de nombreux contextes commerciaux, industriels et gouvernementaux, car
elle permet d’appréhender de facon systématique la complexité toujours grandissante des
problémes de gestion auxquels sont confrontés les décideurs.

De nombreux secteurs (télécommunications, transport, etc...) sont concernés par des
problémes complexes de grandes dimensions et multi-critéres (qualité de service, etc...) met-
tant en jeu des cotts trés importants et pour lesquels les décisions doivent étre prises de
facon optimale. Les problémes d’optimisation rencontrés en pratique sont rarement mono-
critere. Il y a généralement plusieurs critéres contradictoires & satisfaire simultanément.
L’optimisation multi-critéres s’intéresse a la résolution de ce type de problémes, elle pos-
séde ses racines au 19iéme si¢cle dans les travaux en économie de Edgeworth et Pareto [6].
Elle a ainsi été initialement utilisée en économie et dans les sciences du management, puis
graduellement dans les sciences pour I'ingénieur.

Dans les 30 dernieres années, la plupart des travaux ont portés sur la programmation

multi-objectifs linéaire en variables continues. Les raisons principales de cet intérét sont



Introduction générale

d’une part le développement de la programmation linéaire mono-objectif en recherche opéra-
tionnelle, et la facilité relative de traiter de tels probléemes, et d’autre part ’abondance des
cas pratiques qui peuvent étre formulés sous forme linéaire. Ainsi, un certain nombre de
logiciels ont vu le jour depuis le développement de la méthode du simplexe multi-objectifs
(Zeleny, 1982 [22]). Le livre de Steuer [15] ainsi que celui de Ehrgott offre une solide introduc-
tion aux problémes d’optimisation multicritére. Concernant ’optimisation multi-objectifs
linéaire en variables discrétes et 'optimisation combinatoire multi-objectifs, peu de travaux
ont été réalisés avant les années 80-90. Mais depuis, un fort intérét a été montré pour ce
genre de probléemes [20], [7].

Dans la littérature, une attention particuliere a portés sur les problemes & deux critéres
en utilisant les méthodes exactes telles que le "branch and bound" (Sen et al, 1988 ),
I'algorithme A* (Stewart and White, 1991).

Dans le cadre de ce travail, nous nous somme intéressée a 1’étude du probleme multi-
critéres d’affectation et spécialement & la détermination des solutions efficaces dans le cas
de deux fonctions objectifs d’ou 'appellation probléme bicritére d’affectation ( Bi-critaria
Assignment Problem (BAP)). Notons que Charnes et al [20] ont été les premiers a portés
attention sur ’extension multi-objectifs du probléme d’affectation et depuis plusieurs méth-
odes ont été établie [18].

Ce mémoire comporte trois chapitres :

Le premier chapitre fournit les éléments de la recherche opérationnelle nécessaires a la
compréhension de la suite du mémoire, tels que la notion de base, de dualité...etc. De
plus, les caractéristiques principales des problémes multi-objectifs et de leurs méthodes de
résolution sont indiquées.

Le deuxiéme chapitre est une introduction aux problémes de la programmation linéaire en
nombres entiers. Nous présenterons la structure générale des problemes (ILP) et (MOILP)
et les principales méthodes de résolution existantes dans la littérature, en précisant ot réside
la difficulté de la résolution de ce type de problémes.

Le troisiéme chapitre est consacré au probléme bicritére d’affectation, nous formulerons

le probléme et nous exposerons quelques méthodes existantes dans la littérature notamment
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celles établie par Malhotra et al [9], et par Ulungu [19], nous présenterons également des
exemples illustratifs pour chaque méthode.

Enfin, nous terminerons ce travail par une conclusion générale et perspectives.



Chapitre 1

Optimisation linéaire multi-objectifs

1.1 Introduction

La programmation linéaire, une des branches de la recherche opérationnelle, consiste &
établir la théorie et les méthodes de résolution des problémes d’optimisation sur des ensem-
bles définies par des contraintes (égalités ou inégalités) qui consiste soit & minimiser les corits
ou les dégats soit & maximiser les gains ou les bénéfices. Dans ce chapitre, nous rappelons
les principaux résultats de la programmation linéaire, et les principales méthodes utilisées
pour résoudre ces probléemes de maniére exacte, ainsi que les notions de bases nécessaires

pour ’étude de notre probléme.

1.2 Programmation linéaire

1.2.1 Généralités

Notions d’algébre linéaire

e Un ensemble de vecteurs V' = {v;/v; € R", i =1,2,...,n} est linéairement indépen-
k
dant si et seulement si > \jv; =0 € R" = A\ = XAy = ... = A, = 0 € R. Sinon

1=1
I’ensemble des vecteurs V' est linéairement dépendant.

e La dimension de 'ensemble V est le nombre maximum de vecteurs linéairement in-



1.2. Programmation linéaire

dépendants.

e Une matrice est dite totalement unimodulaire si et seulement si, tous les déterminants

de ses sous-matrices carrées soient égaux a —1, 0 ou 1.

Voisinage

Un voisinage V' est une fonction V' : ¢ — P (C) qui associe pour chaque z € C un

sous-ensemble V' (x) de C' des voisins de «

Ensembles convexes et points extrémes

e Soient vy, vs,...,v, des éléments dans un espace vectoriel. On appelle combinaison

linéaire convexe de ces vecteurs le vecteur :

V' = Ao, A, ..., Ay, ot les A, (1 = 1,2,...,n) sont des scalaires tels que : \; > 0

i=1

e Un ensemble S C R™ est convere si et seulement si pour tous x!, 22 € S, le point
Azt + (1 = X)2?) € S pour tout A € [0,1]. En d’autres termes, un ensemble est dit
convexe si pour toutes paires de points (z,y) de cet ensemble, le segment [zy] qui les

joints est entiérement inclu dans cet ensemble.

Soit S C R™, un point Z € S est un point extréme (sommet) de S si et seulement s’il
n’existe pas deux points z!, 22 € S, 2! # 22, tel que T = A\z! + (1 — \)z?, X €]0,1[. Ou
encore, un point z € S est défini comme un point extréme s’il ne peut pas étre exprimé
comme une combinaison linéaire convexe des points de S. Un ensemble convexe peut avoir
un nombre fini de points extrémes, en avoir un nombre infini, ou ne pas avoir de points

extrémes du tout.

e [’ensemble constitué par les combinaisons linéaires convexes d’'un ensemble fini de
points extrémes de S est un polyédre convexe. Un polyedre convexe est un ensemble

convexe borné. Un polyédre convexe a un nombre fini de points extrémes.

10



1.2. Programmation linéaire

e Soient x1, o, ..., 7, p points de R". On appelle enveloppe conveze de ces points I’ensemble
n

=1

i=1
Face

Définition 1.2.1 Soit S C R"™ convexe. Un sous ensemble F' de S est dit une face de

dimension p si la plus petite variété linéaire L vérifie LN .S = F.

Les Cones

Définition 1.2.2 Soit v € V C R", V # &, alors V est un cone si et seulement si av € V

pour tout scalaire o > 0.

1.2.2 Formulation des problémes de Programmation linéaire

On définit un probléme linéaire en variables continues comme un probléme d’optimisation
d’une fonction linéaire (appelée “fonction objectif”) en variables (dites “de décision”) satis-
faisant un ensemble d’équations et/ou d’inéquations linéaires (dites “contraintes”).

D’une facon générale, un programme mathématique est un probléme d’optimisation dans

R"de la forme :

Minimiser (ou Mazximiser) f ()
sous les conditions :
gi(r) <0,1=1,2,....,n

| T € SetSCR"

Tels que

- La fonction f(z) est appelée fonction objectif ou critére.

- L’ensembles des conditions g; (z) < 0, x € R sont les contraintes (égalités ou inégalités)

du probléme.

11



1.2. Programmation linéaire

T . . R
- Le vecteur x € R™ a pour composantes (1,22 %,) quisont les inconnues du probléme;

appeler variables de décision.

- S et la région réalisable (possible) du probléme.

Si les fonctions f et g; sont linéaires en x, on obtient un probléme de programmation

linéaire (noté (PL)) généralement écrit sous la forme suivante :

min ou (max)Z = cx
(PL)
res

avec S = {z € R": Ax <b, x > 0}; A (matrice des contraintes), ¢, x et b sont des
matrices de dimensions respectives (m x n), (1 xn), (n x 1) et (m x 1); n est le nombre

de variables, m est le nombre de contraintes du systéme, et Z est la fonction objectif.

1.2.3 Notions fondamentales [12]
Base, solution de base.

Définition 1.2.3 Un point x € S est appelé solution réalisable ou admissible ou possible.

e Toute combinaison linéaire convexe de deux solutions possibles quelconques est aussi une

solution possible.

e [’ensemble des solutions possibles ou admissibles est un polyédre convexe.

Définition 1.2.4 Une solution de (PL) est appelée solution optimale.

Optimum global On appelle optimum global (solution optimale) de (PL) une solution

qui minimise Z sur I’ensemble de toute les solutions.

Optimum local On dit qu'un vecteur 2° est un optimum local de (PL) si et seulement

s'il existe un voisinage v(z°) de z° tel que 2° soit un optimum global du probléme

12



1.2. Programmation linéaire

(

min Z = Cx
s.c

(PL)

reS Nu(z%)

S CR”

Définition 1.2.5 On appelle base de (PL) un ensemble B de m indices pris dans {1,2,...,n}
tel que la sous- matrice AP formée des m colonnes correspondantes a A soit carrée non sin-

guliére (inversible).

A une base B on associée 'ensemble d’indices complémentaire N = {1,2,...,n}\ B.

Apreés une permutation de colonnes on peut écrire :
A= (ABAN)

On désigne par Z l’ensemble des indices de colonnes correspondantes a la base et J
I’ensemble des indices de colonnes hors base.

Soit B une base de (PL) :

- AP est dite matrice de base associe & B.

- Si x € R", les composantes x; avec ¢ € B sont alors dites de base et notées x g, celles avec
i ¢ B sont dites hors base et notées zy, donc a tout élément zz € R™ on associée la
partition (zp,zy) .

rp = (AB)_l b

Définition 1.2.6 La solution est appelée solution de base associée o B.

N = 0
e Une base est dite réalisable si la solution de base associée vérifie xg > 0.

e Une solution de base associée a une base réalisable est dite solution de base réalisable.

Remarque 1.2.1 Tout programme linéaire peut s’écrire APxg + ANxy =b. Ou AP est la
sous matrice des colonnes de base, AN la sous matrice des colonnes hors base, xp sont les

variables de base, xx les variables hors base.

13



1.2. Programmation linéaire

Remarque 1.2.2 A une base correspond une et une seule solution de base; par contre, il
peut exister plusieurs bases pour lesquelles une solution donnée est solution de base associée.

On dit alors qu’il y a dégénérescence c’est a dire xg = (AB)_l b, a des composantes nulles .

1.2.4 Reésolution d’un probléme linéaire

Bien évidemment, une fois le probléme modélisé, se pose la question de la détermination de
sa (ou ses) solution(s) optimale(s) et donc de sa résolution. Nous parlerons de résolution
exacte d’un probleme lorsque 1’algorithme utilisé permettra de trouver au moins une solution
optimale et de démontrer son optimalité.

Pour les problémes en variables continues, le nombre de solutions admissibles est infini
lorsque leur domaine n’est pas vide. Le domaine des solutions admissibles (ou espace de
recherche) d’un programme linéaire en variables continues est soit un polytope convexe (cas
d’un domaine non borné), soit un polyedre convexe (cas d'un domaine borné). De plus, si
le domaine est borné et non vide, la solution optimale est un sommet du domaine (ou une
face s’il y a plusieurs solutions optimales).

Ainsi, lalgorithme du simplexe permet d’obtenir la solution optimale d’un probléme
en parcourant la fermeture convexe de I'espace de recherche et ce en passant de sommet
en sommet. Malgré une complexité théorique exponentielle, la méthode du simplexe reste

largement utilisée dans la pratique.

1.2.5 Meéthode du Simplexe

La méthode du simplexe a été développée par G.B.Dantzig (1947) (voir [3]). C’est une
procédure itérative qui & travers des opérations répétées permet d’atteindre progressivement
la solution optimale.

Forme standard d’un programme linéaire

On dit qu’'un programme linéaire est mis sous forme standard si toutes les contraintes sont

des égalités.

14



1.2. Programmation linéaire

On peut toujours mettre un programme linéaire quelconque sous forme standard en

introduisant des variables supplémentaires appelées variables d’écarts.

Forme canonique d’un programme linéaire

On dit qu’'un programme linéaire est mis sous forme canonique relativement a la base des

variables (z;1, T2, ..., Tim) Si :

1. Z est exprimé en fonction des variables hors base (cg = 0).

2. Les colonnes de la matrice des contraintes correspondantes aux variables de base (AB )

forment une matrice unité & une permutation pres.

Tableau simplexe

L’intérét du tableau simplexe est de rassembler de fagon condensée tous les éléments néces-
saires au déroulement de ’algorithme du simplexe.

Considérons le programme linéaire (écrit sous forme standard) suivant :

min Z = c1x1 + cax2 + ... + ¢, Ty,
S.C

(PL)
a; 11 + appxo + ... + @jnx, = b“’l = 1, 2, .., m

(21, T2, .oy ) >0

\

On peut le représenter par le tableau suivant, appelé tableau simplexe :

T Ty o lxy, | D

a11 a12 a1, | b1

21 22 azy | b2
A1 | Qo | oo | Gn | Om

c1 Co e | Cpy Z (x)

Tableau simplexe

15



1.2. Programmation linéaire

On obtient la forme canonique relative a la base des variables (xy, ..., )

1 0
1
AN — (ABY AN | p=(AB) Ny
0 1
0 0 0|cv=cy—cgB'N| Z(x)—cp(AP) b

Algorithme de simplexe.

Le principe de lalgorithme consiste a effectuer une série d’opération de pivotage sur la
matrice des coefficients de maniére a écrire le programme linéaire sous forme canonique par
rapport aux bases courantes.

La mise en ceuvre de la méthode simplexe peut étre divisée en trois (3) étapes.

Etapel (Initialisation) Transformer le programme linéaire sous la forme standard en y
introduisant les variables d’écarts, et en suite sous forme canonique par rapport & une base

B de facon & avoir une solution de base admissible.
Etape2 Etablir le premier tableau du simplexe.

Etape3 Procéder a une série d’itérations.

3.1 Déterminer la colonne pivot.

3.1.1 Si les différentes coefficients canonique cy > 0. Terminer, la solution de base admis-

sible actuelle est optimale.
3.1.2 Choisir s tel que (Gy), = min {(5;) @), < o} .

jeJ

3.2 Déterminer la ligne pivot.
Soit L = {1|(4) >0}.
!

16



1.2. Programmation linéaire

3.2.1 Si L = @. Terminer, (PL) n’admet pas de solution optimale.

.22 Sinon,soit K = {1 (8), / (), =i [(5), / (2] } ieoisic € 1.

3.3 Etablir le nouveau tableau simplexe.

s

3.3.1 Pivoter sur 1’élément <E> , et établir le nouveau tableau simplexe tel que :

I'ensemble des indices de la nouvelle base J = J U {s}\ {r}.

amzl;aﬁ:%avecj#s

aij = Qj —aw% avec j £ S, 1 # T

b = b — ag (g,,/am) i #r; ey = cn — (en), (arj/ars) .Si la solution est non optimale,
répéter I’étape 3. Sinon donner la solution optimale.

Pour résoudre un programme linéaire avec une fonction objectif & maximiser, il suffit de

changer, dans l'algorithme :

o Trouver s tel que (€y), = min {(5})4 | (Ex). < o}
s jeJ J J

Par
e Trouver s tel que(cy), = max {(é\]\/[) | (cn); > 0}
s ied j j
Et
e le critére d’arrét : de cy > 0 en cy < 0.
Finitude de l’algorithme du simplexe.

Théoréme 1.2.1 Si a chaque base rencontrée dans la résolution de (PL) la solution de base

est non dégénérée ’algorithme se termine en un nombre fini d’itérations.

1.2.6 Notion de dualité

Les problémes de la programmation linéaire existent toujours sous forme de paires, car il est

possible de dériver d’'un programme linéaire donné son programme dual, selon des relations

17



1.2. Programmation linéaire

bien définies. Le programme original est appelé programme primal (P) et le programme
obtenu dual (D). Ainsi, est associé a chaque probléme de minimisation, un probléme de
maximisation et inversement.

La notion de dualité est cruciale pour différentes raisons, dans certains cas, résoudre
le programme dual s’avére étre plus facile que de solutionner le programme primal. Cette
alternative permet une économie appréciable de temps de calcul.

Considérons le probléme linéaire suivant :

CX = Z (Min)
(P)y AX <b
z >0

Ecrit sous forme canonique

Définition 1.2.7 On appelle dual de programme linéaire (P), le programme linéaire (D)
Yb=W (Max)
écrit sous la forme suivante : (D) YA <(C

Y <0

Le programme dual (D) est obtenu du programme primal (P) on opérant comme suit:

a). Il y’a autant de variables duales Y = (y1, %2, ..., ¥ym) que de contraintes dans le pro-

gramme primal.

b). Les coefficients du second membre b = (by, by..., b,,)T de (P) figurent dans la fonction

objectif du (D) comme coefficients.

c). Les coefficients de la fonction objectif du (P) deviennent les coefficients du second

membre du programme dual (D).

d). La matrice transposée des coefficients des contraintes de (P) devient la matrice des

coefficients des contraintes de (D).

e). Lorsque, dans le programme primal la fonction objectif est de minimiser, dans le pro-

gramme dual il s’agit de maximiser.
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de la dualité dans le tableau suivant :

f). Enfin, pour déterminer le sens des contraintes (<, >, =), il faut se référer au diagramme

Primal (dual) Dual (primal)
Fonction objectif (minimisation) Fonction objectif (maximisation)

> >0

i“m¢ contrainte = ™ variable quelconque(£0)
< <0
>0 <

jéme variable quelconque(£0) | j™¢ contrainte =
<0 >

Si (D) est le dual de (P). (P) sera dit primal de (D).

Relations entre les valeurs de fonctions objectifs des deux problémes duaux

Soit (P) un programme linéaire écrit sous forme canonique et soit (D) son dual.

1. Si (Z,y) constitue un couple de solutions réalisables de (P, D) alors CT < gb.

2. Si (Z,7) constitue un couple de solutions réalisables de (P, D) et si de plus CZT = 7b

alors (Z,y) constitue un couple de solutions optimales pour (P, D).

1.3 Programmation Linéaire multi-objectifs

Les problémes d’optimisation sont généralement optimisés en ne considérant qu’un seul ob-
jectif, alors que plusieurs critéres contradictoires existent. L’optimisation multi-objectifs
s’intéresse a la résolution de ce type de problémes. Elle cherche & optimiser (maximiser
ou minimiser) plusieurs composants d'un vecteur de fonctions coits. Contrairement a
I’optimisation unicriteére, la solution d’un probléme multicritére n’est pas une solution unique,

mais un ensemble de solutions, connu comme I’ensemble des solutions Pareto optimales et

c’est au décideur de choisir une parmi elles, selon 'ordre de préférences des critéres, et
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celle qui convient le mieux & son probléme. Toute solution de cet ensemble est optimale
dans le sens qu’aucune amélioration ne peut étre faite sur un composant du vecteur sans

dégradation d’au moins un autre composant du vecteur.

1.3.1 Problémes de programmation mathématique multi-objectifs

Nous définissons un probléme multi-objectifs (noté par (MO)) comme un probléme de dé-
cision qui consiste a optimiser (maximiser ou minimiser) simultanément p (p > 2) fonctions
objectifs notées f. , k = 1,...,p, sur un ensemble d’actions .S.

Ce probléeme peut étre formulé mathématiquement comme suit :

“opt” {fl (x) ) f2($)a e fp (x) }

res

(MO)

ou S ={reR"[g(x) <0,j=1,2,...m} et {fi},_,, , et g; sont des fonctions &
valeurs réelles.

« 7

Le symbole signifie qu’il n’est généralement pas possible de trouver dans S une

action qui optimise simultanément les p objectifs.

Définition 1.3.1 L’espace R" dans lequel se situe ’ensemble des actions S (S C R™) est

appelé espace des décisions.

e Si les objectifs f, et les fonctions g; sont linéaires en x, on obtient un probléme de

programmation linéaire multicritére écrit sous la forme suivante :

“min”z, =cfxr  k=1,2,....p
(MOLP)
resS
avec S = {r € R": Az <b, x > 0}; A, ¥, v et b sont des matrices des dimensions
respectives (m x n), (1 xn), (n x 1) et (m x 1), ou n est le nombre de variables, m est le

nombre de contraintes du systéme, et k est le nombre de fonctions objectifs.
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1.3.2 Notions de dominance et d’efficacité
Dominance

Définition 1.3.2 Soient deux vecteurs critéres Z,, Zo € RE. On dit que Z, domine Z,

si et seulement si zi < zi pour tout k € {1,....p} et zi < 22 pour au moins un indice

ke{l,..p}

Autrement dit, Z; est au moins aussi bon que Z5 sur tous les critéres, et meilleur que

lui sur au moins un critére.

Définition 1.3.3 Soit T € S et CZ le cone semi-positive généré par les gradients des p

fonctions objectifs ot :
C=={yeR"/Cy >0, Cy#0}U{0de R"}

L’ensemble de dominance sur T est donné par D; = {T} & C=. L’ensemble de dominance
contient tous les points dont les vecteurs critéres dominent le vecteur critére de € S. Une

autre fagon de décrire ’ensemble de dominance est D; = {x € R"/x =7 4+ y,Cy > 0,Cy # 0}.

Remarque 1.3.1 L’ensemble addition de deux ensembles X et Y dans R™"(noté X @Y,
est donnépar : X @Y ={2€R"/ z=ax+4+y, v € X, yeY}.

On générale, il existe deux formes de dominance :

Dominance forte

Définition 1.3.4 Soient deux vecteurs critéres Zy, Zy € RP. On dit que Z; domine forte-
ment Zy si et seulement si z; < zi pour tout k € {1,...,p}. Si Z; domine fortement Zs,

alors 7y est meilleur que Zs sur tous les objectifs.

Dominance faible

Définition 1.3.5 Soient deux vecteurs critéres Zy, Zs € RP. Alors Z, domine faiblement
Zy si et seulement si zj < 27 et zj # z2( i.e.zjp < zi pour tout k € {1,2,....p} et 2z} < 27

pour au moins un k).
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Efficacité

Définition 1.3.6 Une solution & € S est efficace si et seulement s’il existe pas une autre

solution x € S et © # & tel que zx(v) < zx(Z) et zi(v) # 2k (T).

Remarque 1.3.2 Une solution efficace est l'image réciproque d’un vecteur critére non dom-

mne.

Théoréme 1.3.1 [15] Soit D; 'ensemble de dominance sur T € S. Alors, T est efficace si

et seulement si Dz N S = {T}.

Efficacité faible

Définition 1.3.7 Une solution & € S est une solution faiblement efficace s’il n’existe pas

une autre solution x € S et x # & tel que z(x) < zk(Z) pour tout k € {1,2,...,p} .

Une solution est faiblement efficace si son vecteur objectif n’est pas fortement dominé.

Efficacité forte

Définition 1.3.8 Une solution & € S est une solution fortement efficace s’il n’existe pas de

solution x € S telle que x # & et z(x) < z,(2).

Une solution Z est fortement efficace s’il n’existe pas de solution x telle que le vecteur
objectif, qui lui est associé, soit aussi bon que celui de . Remarquons que 'efficacité forte
implique Defficacité qui implique a son tour efficacité faible

Une solution efficace est aussi appelée solution Pareto optimale ou encore solution non-
dominée. Nous ne parlerons donc plus de solution optimale, mais d’un ensemble de solutions
Pareto optimales. L’ensemble des solutions efficaces d’un probléme est noté E (.). La pro-
jection dans I'espace des objectifs de cet ensemble E' (.) décrit une frontiére communément

appelée frontiére efficace.

22



1.3. Programmation Linéaire multi-objectifs

1.3.3 Caractérisation des solutions efficaces continues

Théoréme de Geoffrion
Ce théoréme concerne la minimisation d’une combinaison convexe des critéres. Il s’agit
d’une condition nécessaire et suffisante pour la détermination des solutions efficaces dans le

cas continu. Soit A I’ensemble de tous les vecteurs A = (\;),k = 1, ..., p définis par :
P
A:{)\ERP|Z)\k:1,>\kZO; k:1,...,p}.
k=1
Pour A € A, on définit le probléme paramétrique (P,) par :

p
L
t.q zx(x) = (21(x), 22(2), ..., 2p())
alors z* est une solution efficace si et seulement si z* est une solution optimale du
probléme paramétrique (Py).
Ce principe n’est cependant plus valable lorsque le domaine des solutions admissibles

n’est pas convexe (qui est le cas pour les problémes en variables discrétes).

1.3.4 Points particuliers

En vue d’avoir certains points de références, des points particuliers ont été définis dans

I’espace des objectifs. Ces points peuvent représenter des solutions réalisables ou non.

1. Le point 2! idéal est le point qui a comme valeur pour chaque objectif la valeur optimale
de T'objectif considéré ou encore c’est le point qui optimise tous les critéres en méme

temps :
M tel que Vi€ {1,2,....,n}, 2/ = Optz; (z) = <r;161g1 {z1 (2)} ,I;lésn {z2(2)}, ..., I;lelél {zn (x)})
2. De ce point idéal peut étre défini le point utopique de la facon suivante :
V=2 —eU

ol € > 0 et U est le vecteur unitaire (U = (1,...,1) € R"). 1l est clair, de par sa

définition, que ce point n’est pas réalisable.
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3. Enfin le point Nadir qui est défini par :

Ntel queVi € {1,2,...,n}, 2N = Optz; (z) = <m€a§< {z1 (2)} , max {z2(x)}, ey TAX {zn (:1:)}) :

Ce point est aussi appelé point anti-idéal

1.3.5 Résolution d’un probléme multicritére linéaire.
Choix de la méthode d’aide a la décision

La résolution d’'un probléme multicritére menant & la détermination d’un ensemble de so-
lutions efficaces. Ainsi, avant de se lancer dans la résolution d’un probléme multicritére, il
faut se poser la question du type de méthode d’optimisation a utiliser. En effet, on peut
répartir les méthodes de résolution des problémes multicritéres en trois familles, en fonction

du moment oul intervient le décideur. Ainsi nous pouvons trouver les familles suivantes :

Les méthodes d’optimisation a priori Dans ce cas, le compromis que I'on désire faire
entre les critéres (objectifs) a été défini avant I'exécution de la méthode. Ainsi une seule
exécution permettra d’obtenir la solution recherchée. Cette approche est donc rapide, mais
il faut cependant prendre en compte le temps de modélisation du compromis et la possibilité
pour le décideur de ne pas étre satisfait de la solution trouvée et de relancer la recherche
avec un autre compromis. Généralement dans ce type de méthodes le probléme est remplacé

par un probléme unicritére.

Les méthodes d’optimisation progressives ou interactives Dans ce cas, le décideur
intervient dans le processus de recherche de solutions en répondant & différentes questions
afin d’orienter la recherche. Cette approche permet donc de bien prendre en compte les

préférences du décideur, mais nécessite sa présence tout au long du processus de recherche.

Les méthodes d’optimisation a posteriori Dans cette troisiéme famille de méthodes,
on cherche & fournir au décideur un ensemble de bonnes solutions bien réparties. Il peut
ensuite, au regard de ’ensemble des solutions, sélectionner celle qui lui semble la plus ap-

propriée. Ainsi, il n’est plus nécessaire de modéliser les préférences du décideur (ce qui peut
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s’avérer étre trés difficile), mais il faut en contre-partie fournir un ensemble de solutions
bien réparties, ce qui peut également étre difficile et requérir un temps de calcul important
(mais ne nécessite pas la présence du décideur).

Dans ce type de méthode, deux phases importantes sont & considérer : la phase de
recherche de ’ensemble des solutions efficaces, que nous appellerons, résolution du probléeme
d’optimisation et la phase de choix parmi ces solutions, qui reléve de I’aide a la décision.

Les travaux portés dans ce mémoire, appartiennent a cette dernieére catégorie, mais

seulement la premiére phase sera traitée.

Méthodes d’optimisation multicritére [5]

De nombreuses méthodes d’optimisation existent pour les problémes multicritéres linéaire.
Elles correspondent & des situations et des problématiques différentes. Toutes ces méthodes

peuvent étre classées en deux grandes catégories suivant le but recherché :

- Celles visant a obtenir une (ou plusieurs) solution(s) représentant un bon compromis entre

les différents critéres.

- Celles visant a déterminer ’ensemble de la frontiére efficace.

Recherche d’un compromis La premiére catégorie regroupe des méthodes ramenant
la résolution d’un probléme multicritére a la résolution d’un (ou de plusieurs) probléme(s)
unicritére(s). Leur but est de trouver une (ou plusieurs) solution(s) qui correspondra(ont)
a un bon compromis entre les différents critéres en fonction des préférences exprimées par
le décideur a l'aide des paramétres. Ces méthodes peuvent étre utilisées soit avec des
parametres fixés a priori, soit de maniére interactive en modifiant les parameétres durant la
recherche. De nombreuses méthodes peuvent entrer dans cette catégorie, nous en présentons

ci-dessous trois couramment utilisées :

Méthode lexicographique Elle consiste & considérer un ordre de priorité (dit lex-
icographique) entre chacun des objectifs. Le probléme sera alors formulé avec 'objectif

suivant :
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lexOpt(2*, 22, ..., 2)

Dans ce cas, la résolution pourra s’effectuer en résolvant le probléme successivement sur
chacun des critéres pris par ordre de priorité décroissante. Les valeurs obtenues sur un
objectif sont ensuite intégrées comme contraintes pour la résolution sur des objectifs moins
prioritaires (cet ajout de contraintes peut casser la structure de la matrice des contraintes).
La solution obtenue par une résolution exacte successive de ces problémes unicritéres sera

I'une des solutions extrémales de E (une solution située sur ’enveloppe convexe).

Goal programming (programmation par buts). Dans ce type d’approche, le décideur
indique une valeur cible (but) et 1'objectif est de minimiser 1’écart avec cette cible.(c-a-d
s’approcher au maximum de valeurs cibles appelées aussi niveaux d’aspiration et notées 2%,
Vk =1,2,...,p) sur chacun des objectifs. Pour cela, des poids sont affectés a chaque objectif
(notés A\, Vk = 1,2,...,p), et la somme pondérée des écarts en exces(notés d;) comme en

défaut (notés d,, ) par rapport aux valeurs cibles doit étre minimisée. Le probléme sera

alors formulé de la maniére suivante :

(

min Zgoal programming — Z )\k (dz_ + d];)

sc Xes
ch-xi + dz -+ d]: = 2k,Vk = 1,2, P
el
df,d; >0 VEk=1,2,...,p

\
La structure de la matrice des contraintes est alors cassée. La solution obtenue par une

résolution exacte de ce probléme unicritére ne sera pas obligatoirement 1'une des solutions

de F.

Méthode “Max-ordering” Une troisieme méthode correspond au cas ou il faut opti-
miser non pas tous les objectifs, mais uniquement le moins bon. Dans ce cas, le probléme
reviendra a optimiser I’objectif suivant pour un probléme de maximisation (resp. minimi-
sation) :

Maxr zmax —Ordering — mkin 2k (7‘6519 Min Zmin —Ordering — NlaX Zk)

k
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La structure de la matrice des contraintes est alors cassée. La solution obtenue par une
résolution exacte de ce probleme unicritére ne sera pas obligatoirement 1'une des solutions

de F.

Détermination de la frontiére efficace

La deuxiéme catégorie rassemble les méthodes déterminant I’ensemble complet des solutions
efficaces du probléme. Ces méthodes permettent au décideur de sélectionner a posteriori
la (ou les) solution(s) qui I'intéresse parmi l’ensemble des solutions efficaces. Différentes

méthodes peuvent étre utilisées, nous présentons ci-dessous deux méthodes courantes :

La méthode du ranking Elle est applicable uniquement aux problémes bi-criteéres. Elle
consiste a rechercher ’ensemble des solutions situées entre le point Nadir et le point Idéal.
Ceux-ci sont obtenus en calculant les points extrémes de la frontieére efficace (par deux
résolutions lexicographiques successivement sur chaque critére). FEnsuite, en partant de
I'une des solutions extrémes, la deuxiéme meilleure est cherchée, puis la troisieme, . . ., puis
fieme

la jusqu’a atteindre la valeur du point Nadir.

La méthode de la somme pondérée Une autre méthode parfois utilisée, consiste a faire
une recherche paramétrique sur la somme pondérée des critéres (la structure de la matrice
des contraintes est donc conservée). Cependant, cette technique présente 'inconvénient
de ne permettre de trouver que les solutions efficaces situées sur ’enveloppe convexe de
I’ensemble des solutions efficaces; cette méthode n’est donc valide que pour les problémes
dont toutes les solutions efficaces sont situées sur I’enveloppe convexe de E. Pour les autres
problémes, cette méthode peut cependant étre utilisée pour obtenir un sous-ensemble de la

frontiére efficace.
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Chapitre 2

Optimisation multi-objectifs en

nombres entiers

2.1 Introduction

De nombreux problémes d’optimisation se formulent par I'intermédiaire de variables entiéres,
la résolution de ces probléemes est généralement difficile. En effet, le domaine des solutions
admissibles n’est plus convexe, ainsi la solution optimale n’est en générale plus un sommet
et peut donc étre un point quelconque de ce domaine. Toute caractérisation particuliére
de la solution optimale est perdue, la résolution s’en trouve donc plus difficile. Dans ce
chapitre, nous rappelons les principaux résultats de la programmation linéaire unicritere et
multicritére en variables entiéres. Nous abordons les résultats nécessaires pour ’étude et
la résolution du probléme bicritére d’affectation (BAP) dans le prochain chapitre. Nous
formulons les problémes (/LP) et (MOILP), nous décrivons les méthodes les plus souvent
utilisées pour les résoudre. Nous terminons par quelques méthodes de résolutions pour des

problémes qui appartiennent a la méme classe que notre probléme.
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2.2 Programmation unicritére en nombres entiers

2.2.1 Problémes de programmation linéaire unicritére en nom-

bres entiers

Considérons le probleme de programmation linéaire unicritére suivant :

min z = cx
(PL)
xels
ot S={r€eR": Ax <b, 2 >0}; Ac R™" 2 €R" be R", ceR>"

Si toutes les variables sont entiéres, on a un probléme de programmation linéaire en

nombres entiers écrit sous la forme suivante :

min cx
(ILP)
tq €D
ou D= SNZ", 7Z est 'ensemble des entiers relatifs.
Dans le cas ot seulement quelques variables sont entiéres, on obtient un probléme de

programmation linéaire mixte donné par :

min (cz + hy)
(LPMIX){ tq Az+Gy=5h
x>0,y >0 et entier
Si toutes les variables sont restreintes & 0 et 1, on a un probléme de programmation en

variables binaires écrit comme suit :

min cx
(LPBIN) t.q Ar=0b
z e {0,1}"
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2.2.2 Complexité

Comme pour tout algorithme, une maniére de comparer les méthodes de résolutions est de

considérer leur complexité mathématique. Ainsi, on parlera d’un algorithme de complexité:

- Polynomiale lorsque son temps de calcul est borné par un polynéme de la taille du prob-

léme (c-a-d que la complexité de l'algorithme est en O(n?m?) avec p et ¢ constants).

- Exponentielle lorsque son temps de calcul ne peut pas étre borné par un polynéme de la
taille du probléme (c-a-d que la complexité de I’algorithme est par exemple en O(p™)
ou en O(p™) avec p constant). Par extension, la théorie de la complexité s’intéresse a la
complexité des modeéles de programmation linéaire. Celle-ci se détermine en fonction
de la complexité des algorithmes susceptibles de le résoudre exactement. Ces modeéles

peuvent ainsi étre classés en deux catégories :

— Ceux pour lesquels un algorithme de résolution exacte en temps polynomial est connu.
On parlera alors de problémes faciles ou encore de problémes de classe P.

— Ceux pour lesquels on ne connait pas d’algorithme de résolution exacte en temps
polynomial. On parlera alors de problémes difficiles. Parmi cette deuxiéme catégorie, les
problémes pour lesquels il ne peut pas exister d’algorithme de résolution exacte en temps
polynomial, & moins que la conjecture P # NP ne soit fausse, sont appelés N'P-difficiles.

Enfin, le choix de la méthode de résolution a mettre en ceuvre dépendra souvent de la
complexité du probléme. En effet, suivant sa complexité, le probléme pourra ou non étre
résolu de fagon optimale. Dans le cas de problémes classés dans la classeP, un algorithme
polynomial a été mis en évidence. Il suffit donc de 1'utiliser. Dans le cas de problémes
NP-difficiles, si le probléme est de petite taille, alors un algorithme exact permettant de
trouver la solution optimale peut étre utilisé (procédure de séparation et évaluation (Branch
& Bound), programmation dynamique...). Malheureusement, ces algorithmes par nature
énumératifs, souffrent de I’explosion combinatoire et ne peuvent s’appliquer & des problémes

de grandes tailles (méme si en pratique la taille n’est pas le seul critére limitant).
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2.2.3 Optimisation combinatoire

L’optimisation combinatoire regroupe une large classe de probléemes ayant des applications
dans de nombreux domaines applicatifs. Un probléme d’optimisation combinatoire est défini
par un ensemble fini de solutions discrétes D et une fonction objectif f associant & chaque so-
lution une valeur (la plupart du temps, une valeur réelle). Ainsi, un probléme d’optimisation
combinatoire consiste en 'optimisation (minimisation ou maximisation) d’un certain criteére
sous différentes contraintes permettant de délimiter I’ensemble des solutions réalisables (ou
solutions admissibles). La variété des problémes d’optimisation combinatoire est en par-
ticulier due au large spectre de ses applications. Notons que la plupart des problemes
d’optimisation combinatoire sont N P-difficiles; sauf quelques problémes qui ont une struc-

ture particuliére.

Quelques problémes d’optimisation combinatoire [13]

Probléme de sac & dos On dispose de n objets ayant chacun un poids a; et une valeur
¢j (7 =1,2,...,n). Il faut sélectionner un sous ensemble de ces n objets dont le poids total
soit inférieur ou égal & un nombre donné et dont la valeur somme des valeurs des objets
sélectionnés, soit maximum.

Le probléme doit son nom au scénario qui est souvent utilisé pour l'introduire : un
campeur prépare une randonné, les n objets sont ceux qu’il envisage d’emporter. L’objet
J ayant un poids a; et une utilité ¢;, le campeur cherche & maximiser 'utilité totale de
son chargement tout en limitant son poids (ou son encombrement si les a; représentent des

volumes)

Probléme de voyageur de commerce Soient G = (X, FE) un graphe complet a n
sommets numérotés de 0 & n — 1 et P une matrice n X n des poids de chaque arc. Le
probléme du voyageur de commerce (travelling salesman problem), consiste & trouver dans
G un plus court cycle hamiltonien (un sommet représente une ville et le voyageur doit passer
une et une seule fois par chaque ville, a partir de la ville 0 pour finalement revenir & son

point de départ).
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Une maniere équivalente de formuler ce probleme est de considérer la matrice P dont

Pélément p! de la 4°™ ligne et de la 5™ colonne est définie comme suit :

la distance de la ville 7 a la ville j s’il existe un moyen d’aller directement
P = deiaj ((,)) € E)

00 Sl non

Le probléme consiste alors a :

{mian?(i),i =1,2,...n

2.2.4 Probléme d’affectation ([13], [16])

C’est le probléme qui consiste a affecter un nombre n € N de sources (ou origines) au méme
nombre de destinations & un cott minimum. Ainsi, chaque source est associée & une et une

seule destination. Cette spécificité implique deux particularités a ce programme linéaire :

e La fonction objectif C' = (¢ij)(i,j=1,...n) (00 (Cij)(i,j=1,...n) €st le cout d’affectation de

M€ source au j°"¢ destination) correspond & une matrice carrée.

e La solution optimale (ou n’importe quelle solution admissible) est telle qu’il y a une

seule affectation dans chaque colonne et chaque ligne.

La formulation mathématique de probléme d’affectation unicritére (AP)

Soit un atelier ou il y’a n opérations a exécuter par nm machines, chacune de ces ma-
chines n’effectuant qu’une et une seule tache. En connaissant les colts associés a chaque
opération effectuée par chaque machine (qui peut étre le temps mis par la machine i a
I'accomplissement de la tache j) 'objectif est de déterminer les affectations opération/machine
qui minimise le critére. C’est un probléme combinatoire avec :

- Choix de variables :

1 si 'opération ¢ est exécutée par la machine j »
Ty = ‘ 1=1,2,..,n j7=12,...n
0 sinon
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- Une opération est exécutée par une et une seule machine :

n

Z‘Qﬁl]:l j:1,2,...,n

i=1

- Une machine exécute une et une seule opération :

inj =111= 1,2,...,n
=1
Ce qui revient au modéle complet :

;

Z CijTij
]:
me = j=1,2,.

ZZL’U =11i= 1,2,...,n
j=1

min Z (x) =

HM:

(AP)

l’z‘j c {0, 1} V(Z,])

2.2.5 Solution de probléme d’affectation unicritére
Dégénérescence

Vu le caractére fortement dégénéré du probleme d’affectation; I'application des méthodes
classiques de résolution des probléemes linéaire a ce dernier tel que le simplexe, engendre des
calculs tres dur et de plus en plus long car au bout de quelques itérations, on retrouve une
solution déja trouver, c’est a dire le probléme de cyclage.

Une facon de résoudre le probléme d’affectation est d’énumérer les solutions et de choisir
celle qui fournit le cotit le plus faible. En générale pour une matrice cotit a n lignes et n
colonnes, il y a n! possibilités d’affectations qui veut dire n! solutions admissibles. Puisque

n! s’accroit trés vite avec n, I’énumération totale est une tache presque impossible.

La méthode hongroise

Le mathématicien hongrois Egervary [12] était le premier a proposer un algorithme (im-
plicite) pour le probléeme d’affectation, ce que inspire Kuhn pour développer la méthode
hongroise (Hungarian method, en hommage), qui est une procédure polynomiale de complex-
ite O(n?). Plus tard, avec I'introduction des procédures de plus court chemin la complexité

a été réduite & O(n®). Et depuis plusieurs algorithmes pour le (AP) ont été développés.
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Dans un survey (bibliographie) présenté par Dell’ Amico et Martello [11], plus de 100 papiers

sur le probléme sont mentionnés.

Principe de la méthode

Soit la matrice cotit C' = (¢;;)ij=12...n

C11 Cin
C =
Cn1 Cnn
Phasel.
1)- Choisir le minimum de chaque ligne : m; = min {¢;;}, i =1,...,n.
1<j<n

n

2)- Pour chaque ligne, on retranche le minimum correspondant et on a Z > Z m;.
i=1

3)- Choisir le minimum de chaque colonne : [; = 1rin<n {ej=cij—mi}, j=1,...,n
<i<n

4)- Pour chaque colonne, on retranche le minimum correspondant et on a:

n n
Z > Z m; + Z l;.
i=1 j=1

5)- Trouver une solution réalisable en affectant un seul zéro par ligne et par colonne, on
obtient le tableau (I).

Si cette solution existe alors c’est la solution optimale du tableau initiale (tableau (0)).
Si on a pas (5), aller a la deuxiéme phase :

Phase?2.

a)- Marquer les lignes ayant un zéro non affecté.

b)- Marquer les colonnes ayant un zéro non affecté sur une ligne marquée.

c)- Marquer les lignes non encore marquées ayant un zéro affecté dans une colonne
marquée.

d)- Barrer les lignes non marquées et les colonnes marquées.

e)- Choisir le minimum des éléments non barrés, le retrancher des éléments non barrés

et le rajouter aux éléments doublement barrés. On obtient le tableau (17).
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Trouver une solution réalisable on affectant un seul zéro par ligne et par colonne en cas
d’échec, reprendre la procédure a partir de la deuxiéme étape. Si une telle solution existe,

c’est une solution optimale du (AP).

Justification de la méthode

1. Montrons que si X* est une solution optimale du probléme d’affectation (PA) dans le

tableau (I) alors X* est une solution optimale dans le tableau (0).

1.1. Tableau (0) : ¢, 4,7 =1,2,...,n

Soit

m; = min {¢;; 1=1,...,n.

7 1§j§n{ zj}a 9 )

! . .

Cij = Cij — My, ,j=1,....n
!

l; = min {c,. =1 ....n

J 1SZSTL{ 7,]}7 ] I )

” i . .

cij = ¢ — 1j, ,7=1,...,n.

1.2. Tableau (1) : c;;, 4,j=1,2,...,n

i
Soit X une affectation, on note par Z5(X) : la valeur de la fonction objectif dans le
tableau (0) et Z;(X) la valeur de la fonction objectif dans le tableau (1).
Ona:
Z(X)= Y X Ty

1<i<n 1<j<n

= 3 2 (e—l)wy

1<i<n 1<j<n

!
= 2 X Gymi— ) ) Ly
1<i<n 1<j<n 1<i<n 1<j<n
D’autre part :

Yoo Lxyy= Y > Lixyy= Y. lj Y. xi; = ay(constante)
1<i<n 1<j<n 1<j<n 1<i<n 1<5<n ~ 1<i<n

D’ou

Z(X) = < > 2 (o —mi)xz’j> -

1<i<n 1<j<n

= ( > cijxij> - < > mz’ﬂ?z‘j) —Qq
1<i<n 1<j<n 1<i<n 1<j<n

De méme:
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DD MuTG = YL My Y, Ty = Qg

1<i<n 1<5<n 1<i<n 1<j<n

D’ou

Zl(X) = Z Z Cw’ﬂ?m’) — 0] — Qg = Zo(X) — (061 + &2)
1<i<n 1<j<n

Posons : a1 + ay = M.

D'ou :Z1(X) = Zp(X) —M.

Si X* est une solution optimale pour le tableau (I) alors Z;(X*) = 0.

Supposons que X* ne soit pas optimale pour le tableau (0), donc il existe une autre
solution optimale et soit X cette solution .

Donc Zy(X) < Zo(X*) = Zy(X) + M < Z(X*) + M = Z,(X) < Z,(X*) absurde car
X*est solution optimale pour le tableau (7).

D’ou X* est optimale pour le tableau (0), avec Zy(X*) = M.

2. Montrons que si on obtient une solution réalisable on affectant les zéros du tableau (I7)
alors c’est une solution optimale de (AP) dans le tableau (0). Aprés application de la

deuxiéme étape, on obtient le tableau (/1) sous la forme suivante :

J J
dij = Cij + « dij = Cij
I
les éléments doublement barrés + « les éléments barrés
I
les éléments barrés les éléments non barrés — «

Ou : d;; : les éléments du tableau (1), o = l’nl}l {c;;}
1€
jeJ

Soit X une affectation :

Zy(X) =22 diay
el jed

= E Z dijxij + Z Z dijxij + Z Z dijxij + Z Z dijij

Posons: Z Z dzg-rz] + Z Z dl]‘rlj -
D’ou
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Zy(X) = d;jTij —|—A+ZZdw%

uM

(szw szlj)
ZZI szw Zlej—i_szlj Z;xij_;;xij

)»

J

2

> +%:le> —zJ: (ZSL’”—FZI:JI”)
1]

2
J_
+|J

D’ou :

Z3(X) = Zy(X) +a (|I| +|J|) = Z1(X) +B(constante)

Si X*est solution optimale pour le tableau (17), alors Zy(X*) = 0.

Supposons que X* ne soit pas optimale pour (PA) dans le tableau (0), et soit X une
solution optimale pour (PA).

Donc : Zyp(X) < Zo(X*) = Zo(X) + M — B < Zo(X*) + M — 3 = Zy(X) < Zo(X*)
impossible.

D’ou X*est optimale pour le tableau (0).

Remarque 2.2.1 La solution optimale donnée par la méthode hongroise n’est pas unique.

2.2.6 Meéthodes exactes de résolution

Pour les problémes en variables discrétes, le nombre de solutions admissibles est fini lorsque
leur domaine est borné. Pourtant, le nombre de ces solutions grandissant généralement de
maniére exponentielle (on parle d’explosion combinatoire), et la propriété de convexité du

domaine des solutions n’étant en général plus valable, la résolution de ces problémes n’est
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souvent pas aisée. Une exception existe lorsque la matrice des contraintes A est totalement
unimodulaire. Tous les sommets du domaine des solutions admissibles de la relaxation
linéaire du probléme sont alors entiers. Le probléme peut donc étre résolu comme un
probléme en variables continues (et donc en temps polynomial). D’une maniére générale,
la résolution de ces problémes n’est cependant pas aisée. Beaucoup de ces problémes sont
ainsi N'P— difficiles.

Les méthodes de résolution exactes pour les problémes en variables discrétes ou mixtes

sont nombreuses, cependant trois familles principales peuvent étre distinguées :

La programmation dynamique

Consiste & placer le probléme dans une famille de problémes de méme nature mais de
difficulté décroissante, puis & trouver une relation de récurrence liant les solutions optimales

de ces problémes,

Les méthodes dites par séparation et évaluation (Branch & Bound par exemple)

Consistent a faire une énumération implicite fondée sur un principe de décomposition
du probléme en sous-problémes (branchements) [13], et pour chaque sous probléme crée,
I’évaluation de ceux-ci permet d’avoir une idée de la valeur des solutions qu’il contient, ap-
préciant par défaut la meilleur solution lui appartenant. Ainsi de suite jusqu’a ne plus avoir
que des problémes faciles & résoudre ou qui ne peuvent pas contenir de solutions optimales

ou réalisables,

Les méthodes polyhédrales (méthode des coupes)

Consistent & ajouter progressivement des contraintes supplémentaires (ou coupes) afin de
ramener la résolution d’un probléme linéaire en nombres entiers a celle d’'un probleme
linéaire, et ¢a en ramenant le domaine des solutions admissibles & un domaine convexe
(sans en enlever la ou les solutions optimales bien évidemment). Ces coupes sont appelées
inégalités valides lorsqu’elles ne suppriment aucune solution admissible du probléme.

De plus, certaines méthodes essayent de combiner les avantages de différentes familles.
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Ainsi par exemple, la méthode du Branch & Cut, dérivée du Branch & Bound, intégre une
recherche de coupes dans les noeuds de 'arbre de recherche afin d’améliorer la valeur de la
relaxation linéaire guidant le processus.

Nous en présentons ci-dessous deux méthodes couramment utilisées :

2.2.7 Procédure par séparation et évaluation (Branch and Bound)

La méthode de Branch and Bound repose essentiellement sur trois notions clés :

Procédure de séparation

L’ensemble des solutions est séparé (décomposé) successivement en des sous ensembles de
tailles de plus en plus réduite en vue d’aboutir & un sous ensemble ne contenant qu’une

seule solution ou & un sous ensemble vide ou encore appelé stérile.

Procédure d’évaluation

Pour chaque sous ensemble crée par séparation, I’évaluation permet d’analyser ce sous prob-
léeme ou encore d’avoir une idée de la valeur des solutions qu’il contient, appréciant par défaut

la meilleur solution lui appartenant.

Procédure de cheminement

C’est la régle de sélection du sous ensemble que I'on va séparer a la prochaine itération. Elle
indique quels sous-ensembles analysés et dans quel ordre.
Les stratégies classiques de sélection sont : meilleur d’abords, profondeur d’abords et

largeur d’abords.

2.2.8 Les coupes de Gomory [13]

Considérons le (I LP) sous forme standard :

aLpyl ™A ((1.1))
tq x€D
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La relaxation continue de (1.1) est :

min z = cx
(LP)
tgq €S8
L’idée principale de cette méthode est d’ajouter des contraintes qui n’excluent aucun
point entier admissible. La méthode consistera a ajouter de telles contraintes linéaires une

par une, jusqu’a ce que la solution optimale de le relaxation soit entiére. Les contraintes

ajoutées sont appelées troncatures ou coupes.

Description de la méthode

Commengons par résoudre la relaxation linéaire du probléme par 1’algorithme (primal) du
simplexe et considérons le tableau obtenu & 'optimum (Zm = E) : parmi les variables de
base, choisissons une variable x;,7 € J, fractionnaire (s’il n’y en a pas, on est a ’optimum

en entier). La contrainte correspondante a x; se lit directement sur le tableau optimal :

vt S e =0 (1:2))
Jed

Puisque toutes les variables sont positives ou nulles dans (2.1), on a :

> lagla; <Y @
JeJ JedJ

Donc on a

zit Y @) e < b
JeJ
La patrie gauche de cette inéquation est entiere. Le second membre peut donc étre

remplacé par WJ :

vt Y la) e < |bi) ((13)
(1.2) — (1.3) donne :
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> (@~ lag ) e, < b - [b]
JeJ
Posons :

e fij = ai; — |a;;] (partie fractionnaire de a;; , 0 < f;; < 1)
o fi= b: — @J ( partie fractionnaire de?i, 0< fi<1)

Finalement, nous obtenons la contrainte :

Z fijz; < fi
JeJ
C’est la coupe de Gomory
Nous voulons ajouter cette coupe au probléme initial. Pour garder un probléme écrit

sous forme canonique, nous multiplions cette derniére inéquation par (—1) et ajoutons une

variable d’écart s. On obtient :

_Zfijxj +s=—fi ((1.4))

JeJ
Si la coupe (1.4) est ajoutée au tableau optimal du simplexe d’un programme linéaire, aucun
point admissible entier n’est exclu, et le nouveau tableau est écrit sous forme canonique par

rapport & la nouvelle base formée de la base optimale précédente a laquelle on ajoute s.

Cette nouvelle base n’est pas réalisable.

Remarque 2.2.2 La base ainsi obtenue vérifie les conditions d’optimalité (cotts réduits
positifs ou nuls) et n’est pas primal-admissible : on peut appliquer 'algorithme dual du

simplexe pour résoudre le nouveau programme linéaire formé.

Remarque 2.2.3 La nouvelle variable s doit étre entiere comme toutes les autres variables

du probléme pour pouvoir itérer le processus.

Par ce procédé, on ajoute ainsi, une par une des coupes jusqu’a obtention d’une solution

de base entiére.
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2.3 Programmation linéaire multicritére en nombres
entiers

Un programme linéaire multicritére en nombres entiers est constitué d’un systéme de con-

traintes linéaires définissant un domaine discret de solutions réalisables, et d’un ensemble

de fonctions linéaires & maximiser ou & minimiser définissant des objectifs conflictuels. Le
. C s . i L 1 . bl s

probléme consiste a déterminer toute solution réalisable entiere telle qu’il n’existe aucune

autre solution réalisable entiére qui fournisse des valeurs au moins aussi bonnes que celles

sur chaque objectif et méme meilleure sur au moins un objectif.

2.3.1 Problémes de programmation mathématique multicritére

en nombres entiers

Considérons le probléme de programmation linéaire multicritére suivant :

“min”z, =cfr k=1,2,....p
(MOLP)
rels

avec S = {t €R": Az <b, £ >0}; A € R b ¢ RO 5 c R" et b € R™
k=1,2,....p
Si toutes les variables sont des entiers, nous obtenons un probléme de programmation

linéaire multicritére en variables entiéres :

“min”z, =cfzr k=1,2,....p

reD

(MOILP)

ou D = SNZ" Z est 'ensemble des entiers relatifs.

2.3.2 Solutions supportées / non supportées

Définition 2.3.1 Une solution & de D est efficace pour le probléme (MOILP), s’il n’existe
pas une autre solution © € D telle que zx(z) < zx(Z), k = 1,2,...,p avec au moins une

inégalité stricte.
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Pour les problémes en nombres entiers, deux types de solutions efficaces peuvent étre
différenciées : les solutions efficaces supportées et les solutions efficaces non supportées. Les
premiéres sont celles situées sur I’enveloppe convexe de ’ensemble des solutions efficaces et
peuvent donc étre trouvées a I'aide d’une agrégation linéaire des objectifs. Elles sont donc
plus simples & obtenir que les solutions non supportées. D’ailleurs, les premiers travaux en
optimisation multi-objectifs se sont pour la plupart focalisés sur la recherche de ces solutions
supportées en optimisant des combinaisons linéaires des objectifs utilisant différents vecteurs
de poids. Alors pourquoi ne pas se satisfaire des solutions supportées?. Tout d’abord parce
que ces solutions peuvent ne représenter qu'un petit sous-ensemble des solutions efficaces.
De plus, ces solutions supportées ne sont pas forcément bien réparties et ne représentent
pas toujours un bon compromis. Donc, si I'on veut obtenir des solutions de bon compromis
entre les objectifs, il est nécessaire de considérer les solutions efficaces non supportées.

Notons par SFE(.) I’ensemble des solutions efficaces supportées, et par NSE(.) 'ensemble

des solutions efficaces non supportées.

2.3.3 Revue des méthodes exactes existantes (voir [4], [6], [10])

Dans la littérature, une attention particuliére a portés sur les problémes a deux critéres en
utilisant les méthodes exactes. Ces méthodes sont efficaces pour des problémes de petites
tailles. Pour des problémes a plus de deux critéres ou de grandes tailles, il n’existe pas de
procédures exactes efficaces, étant donné les difficultés simultanées de la complexité NP-
complet, et le cadre multi-critéres des problémes.

Nous présentons ici les principales méthodes exactes développées de fagon & obtenir

I’ensemble ou une partie de I’ensemble des solutions efficaces.

L’agrégation linéaire

Cette méthode populaire transforme le probléme multi-objectifs en un probléme mono-
objectif en combinant linéairement les différents objectifs. Ainsi, le nouveau probléme
obtenu, car il s’agit alors d’'un probléme différent (le probléme obtenu conserve la struc-

ture de la matrice des contraintes ce qui peut étre intéressant lorsque cette structure cor-
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respond & un probléme caractéristique facile a résoudre), consiste & optimiser E Aiz;. Le

théoréme de Geoffrion indique qu’en utilisant différentes valeurs pour le vecteulr A, il est
possible d’obtenir toutes les solutions supportées du probléme multi-objectifs initial. Par
contre, aucune solution non supportées ne peut étre trouvée par cette méthode. La méthode
d’agrégation linéaire a donc ses limites. Toutefois, elle est intéressante pour des problémes
ayant de nombreux objectifs et /ou un grand nombre de solutions supportées bien réparties.
Dans ce contexte, il peut étre suffisant de générer les solutions supportées.

Notons, enfin que les résultats obtenus dans la résolution du probléme unicritére obtenu
dépendent fortement des parameétres choisis pour le vecteur poids A. Les poids \; doivent
aussi étre choisis en fonction des préférences associées aux critéres, ce qui est une tache déli-
cate. Ainsi, une approche généralement utilisée est de résoudre le probleme avec différentes

valeurs de A, d’ou le colit associé a cette classe de méthodes.

La recherche dichotomique

La recherche dichotomique offre un schéma d’application de ’agrégation linéaire permet-
tant d’obtenir les solutions non supportées. Cette méthode consiste a explorer de fagon
dichotomique des intervalles de recherche de plus en plus petits. Tout d’abord les solutions
extrémes sont recherchées. Puis une recherche est menée entre ces solutions r et s suivant
une direction perpendiculaire a la droite (r, s). En interdisant de réobtenir les solutions r et
s et en éliminant les solutions dominées par ces solutions, cette recherche trouve la meilleure
solution efficace relativement a cette direction de recherche, solution qui peut alors étre non
supportées. Cette nouvelle solution crée deux nouveaux intervalles qu’il faut explorer de la
méme fagon. Cette méthode, trés utilisée au bi-objectifs, est intéressante mais nécessite de
I’ordre de 2n recherches, si n est le nombre de solutions efficaces. La recherche dichotomique

est, 1a encore, applicable aux problémes bi-objectifs.

Meéthode e-contrainte

Le principe de la méthode e-contrainte qui consiste, dans le cas bi-objectifs, & borner I'un

des objectifs (en général le plus difficile a résoudre) et a optimiser 'autre objectif (optimi-
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sation mono-objectif) en tenant compte de cette borne, est intéressant lorsque I’on cherche
a énumérer toutes les solutions efficaces. En effet, en utilisant cette méthode itérativement,
en repartant & chaque fois de la solution trouvée pour définir la borne suivante, il est pos-
sible en utilisant une méthode exacte mono-objectif de générer, I’ensemble des solutions
efficace. Par exemple pour le cas bi-objectifs, la solution efficace optimale pour 'objectif z;
est d’abord recherchée (solution Optz;). Cette solution détermine la borne By sur I'objectif
29 en dessous de laquelle 'objectif z5 va devoir étre optimisée. Cela nous donne la solution
Opt 25 qui elle-méme détermine la borne By, etc. L’inconvénient principal de cette méthode
est qu’elle nécessite une résolution mono-objectif pour chacune des solutions. Lorsque ce
nombre est élevé, cela peut étre vu comme une limite, d’autant plus lorsque la méthode
de résolution mono-objectif est cotiteuse. De plus, lorsqu’il n’existe pas de méthode mono-
objectif efficace, rechercher une solution particuliére (respectant une borne, par exemple)
est souvent synonyme d’énumération de nombreuses autres solutions dont certaines peuvent
étre efficaces optimales. Ainsi certaines solutions seront énumeérées plusieurs fois sans que

la méthode les repére.

Méthode de deux-phases

La méthode de deux phases a initialement été proposée par Gonzalez et al (voir [19]), et par
la suite, adaptée par Ulungu et Teghem au probléme d’affectation et sac & dos bi-objectifs.
Pendant la derniére décennie, cette méthode s’est avérée tres efficace pour résoudre méme
des problémes qui sont trés difficiles, (voir par exemple ( [21])).

Comme son nom l'indique, cette méthode est décomposée en deux étapes : la premiére
consiste a trouver toutes les solutions supportées, puis la deuxiéme phase cherche entre ces
solutions les solutions non supportées. Cette méthode travaille donc essentiellement dans

I’espace des objectifs et elle est souvent utilisée dans le cas bi-critéres.

Premiére phase L’objectif de la premiére phase est d’obtenir I’ensemble des solutions
efficaces supportées. Comme nous ’avons vu précédemment, ces solutions ont l'avantage
d’étre relativement faciles a trouver puisqu’elles optimisent une certaine combinaison linéaire

des objectifs. Ainsi, durant la premiére phase de la méthode, les deux solutions extrémes
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(solutions optimisant chacun des deux objectifs) sont recherchées. Puis, de fagon récursive,
dés que deux solutions supportées r et s sont trouvées, la méthode recherche d’éventuelles
autres solutions supportées entre r et s, a I’aide de combinaisons linéaires bien choisies des
objectifs. A la fin de la premiére phase I’ensemble des solutions supportées est donc trouvé.
Cette premiére phase rappelle la méthode dichotomique, mais ici seules les solutions sup-
portées sont recherchées. Pour cela, lors de ’exploration entre deux solutions, on s’autorise
a retrouver 'une de ces deux solutions, lorsqu’il n’existe pas d’autres solutions supportées

dans l'intervalle.

Deuxiéme phase La deuxiéme phase consiste alors en la recherche des solutions non
supportées. Ces solutions ne peuvent étre obtenues par combinaisons d’objectifs. Ulungu et
Teghem proposent alors d’utiliser les solutions supportées trouvées pour réduire ’espace de
recherche en argumentant que les solutions Pareto non supportées restantes sont forcément
dans les triangles basés sur deux solutions supportées consécutives. Ainsi, une recherche de
type deuxieme phase est exécutée entre chaque couple de solutions supportées adjacentes.
La méthode de recherche au sein de ces triangles dépend du probléme étudié. A la fin de la
deuxiéme phase, toutes les solutions Pareto sont trouvées.

La méthode en deux-phases présente un schéma de résolution exacte trés intéressant car
trés général et qui ne dépend pas du probléme. Son intérét réside dans une décomposition
de l'espace de recherche et 'utilisation de méthodes mono-objectifs pour les différentes
résolutions successives (recherche des extrémes, résolution des agrégations...). Appliquer la
méthode en deux-phases pour la résolution d’un probléme bi-objectifs nécessite donc d’avoir
une méthode mono-objectif efficace, ce qui rend la méthode performante pour ces problémes
la. Cependant, la non existence de méthode exacte efficace pour d’autres problémes pouvant

optimiser chaque objectif séparément peut compromettre 'intérét de la méthode.

PPM : Parallel Partitionning Method [6]

Cette méthode est décomposée en trois phases :
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Phasel : Recherche des extrémes et partitionnement de I’espace de recherche.
Les deux solutions extrémes sont recherchées. Ces deux solutions indiquent donc les valeurs
minimales et maximales des solutions efficaces pour chacun des objectifs. L’espace contenu
entre ces deux solutions est ensuite découpé de facon uniforme suivant ’objectif le plus

difficile & résoudre (supposons un découpage suivant zs).

Phase2 : Recherche d’une solution par partition. A la maniére de la méthode
e-contrainte, la solution optimisant le second objectif (z1) est recherchée pour chacune des
partitions. A la fin de cette deuxiéme phase, des solutions, les mieux réparties possible,
sont trouvées. Les solutions obtenues sont toutes Pareto optimales (efficaces) mais pas

nécessairement supportées.

Phase3 : Recherche des solutions efficaces dans les sous-espaces. Cette derniére
phase consiste a rechercher dans chacun des sous-espaces délimités par deux solutions adja-
centes obtenues lors de la phase précédente, toutes les solutions efficaces (supportées et non
supportées) existantes. Cette méthode a donc 'avantage de découper 'espace de recherche
tout en restant plus indépendante de la structure des solutions efficaces. En effet, aucune
hypothése n’est prise concernant la répartition des solutions supportées, puisque la deuxieme
phase recherche des solutions qui ne sont pas forcément supportées (mais qui sont efficaces).

Remarquons, que pour cette méthode, suivant le type de méthode utilisée pour la
troisieme phase, il peut étre possible de trouver toutes les solutions d’'une méme partition

en une seule exécution.

2.3.4 Abécédaire de méthodes d’optimisation multi-objectifs [1]

Désignons par :
Z : Un vecteur objectif avec Z = (Z1, Zo, ..., Zk)T

Supposons que ’ensemble des solutions réalisables entiéres est fini.
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Méthode de MOMIX( Multi-objectif a variables Mixte)[1]

C’est une méthode introduite par Teghem et Kunch, elle utilise le concept de Branch and

Bound interactive. La méthode comporte principalement deux phases.

Phasel : Initialisation

0

Déterminer le premier point efficace x”en résolvant le probléeme suivant pour m = 0.

min
(P™) Qg Brp(Ms — 2) <5 k=1,2..p
r €S,

ou Sy =S5 ; M, la valeur optimale de la ki*me fonction objectif sur S, et

Bk = —mk_ e poids de la k™€ fonction objectif .
1‘21 s
Phase2.

La méthode Branch and Bound interactive est utilisée en deux étapes:

Premiére étape : Procédure descendante. Soit la m™® itération.

(m-1) _ &

eme compromis (solution efficace) et z, = 2™~ la valeur corre-

- Soit 2™t le m
spondante pour la m®"¢ fonction objectif.
- Le DM (decision maker) indique le critére /,,,(1) € {1,2,...,p} & améliorer en priorité.

- Un nouveau compromis est obtenu en résolvant le probleme (Py,)) avec Sy, = Sp—1 N

{x\zlm(l)(a:) > zlm(l).(xm_l)} de fagon que le critére [,,(1) sera ainsi amélioré .

Tests d’arrét. Plusieurs tests d’arréts ont été définit, on cite parmi :
- Sm=9.
- My i — My i, < € pour toutes les valeurs k (¢,>0, fixé).
- z, le vecteur des meilleurs valeurs trouvées précédemment, est préféré au vecteur idéal

M, relatif & DM.
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2.3. Programmation linéaire multicritere en nombres entiers

- Aucune amélioration n’a été apportée a Z aprés un nombre d’itération fixé par le

décideur DM.

Deuxiéme étape : Procédure remontante Le but de cette étape est de scanner la ré-
gion d’admissibilité négligée a chaque itération de la procédure descendante pour un éventuel
meilleur compromis que Z dans cette région.

- Le noeud correspondant au compromis 21 est séparé en p branches.

- Soit I, (k); k= 1,2, ..., p Vordre de priorité dans lequel le décideur veut voir améliorer
les p critéres par rapport & ce compromis.

- Les p noeuds sont obtenus par ’adjonction respective des contraintes suivantes :

(1> 20 )

zlm(2)>zﬁz2l) et

m—1
Al (1) < Zlm(l)

zlm(p)>zl’:‘nz;) et
zlm(k)>zlmmzkl); k=1,2,...,p.
L’ensemble de solutions admissibles est partitionné et & chaque sous noeud on résous le

probléme (P,)).
Tests d’arrét. Les mémes tests d’arréts que I’étape précédente sont utilisés

Méthode de J.Sylva et A.Crema. [2]

C’est une méthode développée récemment, elle a été implémentée pour le probléme de sac
a dos avec trois fonctions objectifs, dix contraintes et jusqu’a 30 variables et aussi pour le
probléme d’affectation généralisée.

Les auteurs ont considérés le probléeme MOILP avec parameétre cott entiers i.e.

“max” Z =Cux

reD={Ax=0b, 2>0, x € Z"}

(P)

ou C e ZP" Ae R™" et be R™.
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2.3. Programmation linéaire multicritere en nombres entiers

Pour justifier la méthode les auteurs ont utilisé la proposition suivante :

2

Proposition 2.3.1 Soient 2%, 22, ..., 2! des solutions efficaces du probléme (P) et

Ay ={x€Z"|Cx < Cx*}((s=1,...,1))
Soit z*une solution efficace du probléme

“max” Z =Cx

(7) S (D— Llj AS)

s=1
Alors x*une solution efficace du probléme (P). En plus, si le probléme (P') devient

impossible (non réalisable) alors {Cx®,s =1,...,1} est l’ensemble de tous les points non

dominées dans l’espace des critéres pour le probléme (P).

La méthode est basée sur le corollaire suivant :

2

Corollaire 2.3.1 Soient ', 2%, ..., 2! des solutions efficaces du probléeme (P) et

Ay ={z € Z"|Czx < Cx*}
St x* est une solution optimale pour le probléme unicritére :

!
(PL) : max{\'Cx|zr € D — U A}
s=1
pour quelques valeurs de X € RP, \>0. Alors x* est une solution optimale pour le probléme

(P).

La méthode

Etapel. Apres avoir choisi le parametre A>0, on résout en premiére étape le probléme de

programmation linéaire unicritére suivant :

(Py) {max \'Cz| Az =b,x > 0,z € Z"}

Si le probléme n’admet pas de solution optimale, alors le probléme (P) n’a pas de solution
efficaces aussi. Sinon, une solution optimale z! trouvée est efficace pour le probléeme (P)

(par le corollaire).
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2.3. Programmation linéaire multicritere en nombres entiers

Puis, une suite de problémes unicritéres (o a chaque itération on ajoute des contraintes
éliminant les solutions déja trouvées précédemment) est résolue séquentiellement.

aprés [ itérations, si le probleme (FP;_y)) est irréalisable, alors l’algorithme prend fin.
Sinon, une nouvelle solution efficace z' est générée et un nouveau probléme (FPyy) est défini
en éliminant de I’ensemble d’admissibilité de (P;_1)) toutes les solutions vérifiant Cx < Cat.
Mathématiquement, ceci peut étre traduit par les contraintes additionnelles suivantes :

(Cx)p > ((Cah) + 1)yl — Mp(1 — o). pour k =1,2,...,p et Zp: yt > 1; 4t € {0,1}, pour
k=12, ..p. =

ol —M;, est la borne inférieure pour toute valeur réalisable de la k%™ fonction objectif.

Etapes 1. résoudre le probleme :

max N\ Cx
t.q
Ax =10

(Ca), > ((Ca®)i + D)y — Mi(1 — )
pour s =1,2,....01; k=1,2,....p
P
kaZZ L oyp € {0, 1}
=1
pour s=1,2,..,0; k=1,2,....p

x>0, x e

\
Pour des problémes & grandes tailles, I’énumération de toutes les solutions efficaces n’est

pas une tache facile, seulement un sous ensemble peut étre généré on changeant le probléme

(P) en :
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2.3. Programmation linéaire multicritere en nombres entiers

max M Cx
t.q
Az =10

(Ca)p = ((C®)r + fr)yi — Mi(1 — y3)
pour s =1,2, ... 01; k=1,2,....p

p
Yui>1; yi €{0,1}
k=1

pour s =1,2,....01; k=1,2,....p

| 7 >0, zeZ"
ot fi (fr > 1, entier) représente I’amélioration minimale dans la k™€ fonction objectif.
La procédure s’arréte lorsque le probléme (P;) devient impossible a résoudre. A la fin on

obtient I’ensemble des solutions efficaces entiérement ou une partie seulement qui intéresse

le décideur (selon la valeur de fy).

2.3.5 Problémes a variables binaires [1]

Un nombre considérable de problémes en nombres entiers est formulé comme problémes a
variables qui ne peuvent prendre que deux valeurs 0 et 1 (variables bivalentes), ce type
de problémes est notés (MOBLP) (Multiple Objective Binary Lineair Programming). En
plus des difficultés liées aux problémes en variables entiéres ou mixtes; dans le cas des
problémes en variables binaires, la principale difficulté provient du grand nombre de variables
nécessaires pour modéliser des situations réelles. Cependant certains problémes présentent
des structures particulieres. Ils font partie de ’Optimisation Combinatoire. Il est alors
possible de tirer profit de I'information liée & cette structure pour faciliter leur résolution.
Ces problémes sont trés intéressants et souvent rencontrés dans 'industrie. La formulation

de tels problémes est donné par :

(MOBLP) {“Ixnez}gg”zk =z k=12, ...,p}

ou S = {x€{0,1}"] Ax <b} il est clair que le nombre de solutions peut croitre

exponentiellement en fonctions de n.
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2.3. Programmation linéaire multicritere en nombres entiers

Méthode de Bitran[1]

Cette méthode est spécifique aux problémes a variables binaires et elle engendre toutes les

solutions efficaces.

L’auteur a considéré d’abord le probléme suivant :

(Pg,) {“maX”Z,.C =cr k=12, ...,p} ;avec 51 = B™({(0,1)"}) ensemble des som-
Te

S1
mets de '’hypercube unité dans R”. On a :

r € E(Pg)NS" =z € E(MOBLP)

Ceci veut dire qu'une solution efficace pour le probléme (Pg,) et réalisable pour le prob-
leme (MOBLP) est aussi efficace pour ce dernier par contre une solution qui n’est pas

efficace pour le probléme (Pg,) peut 1’étre pour le probléeme (MOBLP).
i.e x ¢ E(Pg)# x¢ E(MOBLP)

L’algorithme proposé comporte trois étapes :

Etapel : Caractériser I'ensemble des solutions efficaces du probleme (Pg, ).

Etape2 : Parmi toutes ces solutions engendrées, déterminer celles qui sont réalisables
pour le probléeme (MOBLP).

Etape3 : Adjoindre ensuite les autres solutions efficaces de (M OBLP) non engendrées
dans I’etapel.

Algorithme

Etapel : Caractérisation de E(Pg,)

Considérons I'ensemble V = {v' e R",t € T [Cv' >0, v} = 0,1 ou —1Vj} dit ensem-
ble de directions de préférence, ou 1" est un ensemble d’indices.

On dit alors que z domine 2’ dans la direction v! si et seulement si 2’ = z + v'. Donc
Cz' > Cux.

Soit M (v') Pensemble des points de S; dominés dans la direction v* par un autre point

de Sl.
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2.3. Programmation linéaire multicritere en nombres entiers

avec :
0 si v =1
=41 si v = —1
Ooul si vi=0
L’auteur a montré que cet ensemble peut étre déterminé par I’ensemble des solutions
optimales du probléme nélsr,l vtz ou St ={r € R" |0 <xz; <1, Vj} est la relaxation linéaire
S1. L’ensemble E(Pg,) (jst aéterminé a partir de la résolution successive des probleme relaxé,

noté (RPg, ) pour différentes directions vf, ¢ € T. Ce dernier permet de trouver des ensembles

M (v') puis E(Pg,) = th M(vt).

Notons que quelques directions seulement sont examinées.
Remarque 2.3.1 A veut dire le complémentaire de lensemble A.

Etape2 : Détermination de ’ensemble F; = E(Pg,) N S.

Pour cela il suffit de tester 'admissibilité des solutions de E(Ppg, ).

Etape3 : Caractérisation de I’ensemble E(MOBLP).

Pour déterminer I'ensemble des solutions non efficaces dans (Pp,) et efficaces dans

(MOBLP) noté par E5 on utilise la propriété suivante :
r€ EBy=s+0v ¢S, Vol teT: xe M.
D’ou

E(MOBLP) = Ey U E,

Méthode de Deckro et Winkofsky/[1]

C’est une méthode spécifique aux problémes a variables binaires et elle est basée sur le
concept d’énumération implicite. La procédure est constituée de deux parties.
Premiére partie : Elle consiste a résoudre successivement et par énumération implicite

les p problémes unicritéres suivants :

k
{rgggcc x Yk e{l,2, ...,p}}
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L’ensemble de toutes les solutions réalisables obtenues au cours de la résolution de ces
p problémes sont considérées. Par une comparaison deux a deux, les solutions dominées
sont écartées et le reste des solutions forment un ensemble de solutions candidates pour
lefficacité, soit FEj.

Deuxiéme partie : Dans cette partie on applique simultanément a tous les critéres
une énumération implicite qui ressemble & la précédente sauf qu’ici le processus de recherche

utilise deux concepts : évaluation et direction de préférence.

- Evaluation : Une solution réalisable x est éliminée si elle est dominée par une solution de
E;. Un processus remontant est appliqué dés que toutes les complétions d’une solution

partielle non réalisable sont dominées par une solution de Ej.

- Direction de préférence : Considérons une solution partielle x, v est une direction de

préférence sur les variables libres de x si et seulement si :

Fl+v)>cfr, k=1,2,...,p et
Az +v)>crz

pour au moins un k,k € {1,2,...,p}

- S’il n’existe aucune direction de préférence on commence & remonter. Si non, la solution

partielle x est complétée dans la direction de v.

- On actualise 'ensemble E; aprés chaque étape et a la fin on obtient £y = E(MOBLP).

2.4 Conclusion

Ces deux premiers chapitres avaient pour objectif de présenter dans un premier temps
les principales définitions nécessaires a la présentation des problémes d’optimisation mono-
objectif et multi-objectifs en variables continues et discretes. Puis différentes problématiques
liées aux spécificités du multi-objectifs, comme I'intervention du décideur dans le processus
de décision, le choix des méthodes d’optimisation & utiliser ou encore la complexité. De

méme, les principales méthodes utilisées pour résoudre ces problémes, de maniére exacte,
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ont été indiquées. En particulier les différences, en terme de difficulté de résolution et
de technique employée, découlant du type de variables (continues et discrets), du nombre
d’objectifs ou encore de la structure des problémes, ont été mises en évidence afin de montrer
I'importance et la difficulté de la recherche dans le domaine.

Nous nous sommes également astreints a cerner le cadre des études qui seront présentées
ci-apres, a savoir 'optimisation “A posteriori” (cherchant a générer 1’ensemble des solutions

efficaces) a 'aide des méthodes exactes.
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Chapitre 3

Probléme Bicritére d’affectation

3.1 Introduction

Dans certains problémes d’affectations, plusieurs paramétres et critéres sont impliqués dans
I’évaluation des divers aspects du probléme; par exemple quand il s’agit d’affecter des ou-
vriers & leurs postes de travail, il est important de considérer la compatibilité et la non
compatibilité de l'ouvrier pour un travail, ainsi que la priorité de chaque ouvrier et de
chaque poste de travail dans la chaine de la production; donc plus de critéres a gérer et
plus de parameétres a prendre en considération, d’ot I'extension multi-critéres du probléeme
d’affectation. Dans ce chapitre nous formulerons le probléme bicritére d’affectation, et nous

présenterons quelques méthodes de résolutions existantes dans la littérature.

3.2 Probléme multicritére d’affectation

3.2.1 Formulation du Probléme.

Soit le probléme d’affectation unicritére suivant :
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3.2. Probléme multicritére d’affectation

;

n n
min 2z (z) = > ¢z

. i=1j=1
I‘,L:l j:1727 y
(AP) 4 E :
leijzl 1=1,2,...n
]:

Lij S {07 1} V<Z>j>
Quand il s’agit d’optimiser plusieurs fonctions objectifs en méme temps, nous obtenons

le probléme multicritére d’affectation (noté (MOAP)).

( n o n

“min”z, (z) =X > cry;  k=1,2,..,n
i=1j=1
n .
ZZL'Z']':]_ i:1,2,...,n
j=1
L Tij € {071} V(Z>j)

Pour k£ = 2, nous obtenons le probléme bicritére d’affectation.

p

“min”z (z) = >0 > i k=1,2

(BAP) { =1

zi; € {0,1} V(i,])
3.2.2 Positionnement du probléme

Le probléme d’affectation unicritére (AP) est un probléme de la programmation linéaire en
nombre entier qui peut étre résolu comme un programme linéaire dt & 'unimodularité total
de la matrice des contraintes; il est considéré comme un probléme facile (de la classe P)
car des algorithmes permettant de le résoudre de maniére exacte en temps polynomial sont
connus. Dell’Amico et al [11], donnent des tests comparatifs des différentes implémentations
des ces algorithmes. Par contre le probléme bicritére ou multicritére d’affectation, comme
beaucoup de probléme important est un probléme A P-difficile (voir [8]). Les premiers
papiers sur le probléme traitent seulement les solutions efficaces supportées, en utilisant des

combinaisons convexes des fonctions objectifs, ou de la programmation par but.
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3.2.3 Importance du probléme

L’importance du probléme d’affectation peut étre résumée en deux points essentiels :

- Les applications pratiques du probléme d’affectation qui sont nombreuses et inclurent
affecter les professeurs aux classes d’école, les locataires aux appartements, les travaux

aux machines, etc....

- Le probleme d’affectation (AP) surgit comme un sous-probléme dans des systémes de

décision, plus complexes (transport, voyageur de commerce, etc...).

3.3 Solution du probléme bicritére d’affectation

Contrairement au probléme d’affectation unicritére, qui est un probléme facile (de la classe
P) car on connait un algorithme polynomial pour le résoudre, & savoir la méthode hongroise,
pour le probléme multicritére d’affectation, comme beaucoup de problémes de méme natures
(N'P-difficile), il n’existe pas d’algorithmes efficaces pour le résoudre de maniére exacte.
Résoudre le probléme bicritére d’affectation revient & trouver un ensemble de solutions
efficaces. Dans la littérature, on trouve quelques algorithmes pour déterminer ’ensemble
de toutes les solutions efficaces [19], [21] ou une partie de cet ensemble [9]. Notons que la

plupart de méthodes sont de type “primal-dual”.

3.3.1 La méthode de Malhotra et al ([9]).

C’est une méthode de type “primal-dual”, basée sur le principe d’énumération dans I’espace
des critéres pour générer 'ensemble des paires non dominées (21, 22) dans l'ordre croissant
du premier critére z;, et décroissant du deuxiéme z,, on partant de la solution optimale
du premier critére z;. Pour cela ils proposent de diviser le probléme bi-critéere en deux
problémes unicritéres (P;) et (P) de matrices cotits C!, C? respectivement et de travailler
simultanément sur les deux problémes duaux (D), (D;). A chaque itération la réalisabilité

et la non réalisabilité des contraintes duales est utilisée pour déterminer I'aréte admissible
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incidente & la base courante et parmi ces nouvelles bases celle qui fournit la plus petite

valeur de z; est retenue pour l'itération suivantes.

Notation :

Soit le probléme (BAP) suivant :

“min”z,(X) =Y. > cwy k=1,2
i=1j=1
Yoy =1 1=1,2,...n
(BAP)q =t ’
inj:]- j:1,2,...,n
j=1
L l‘ijzo,l i,j:1,2,...,n

Et les deux problémes unicriteres (P;), (P):

( n n

( n o n
“min” 2z (X) = > 3 chiwg “min”z(X) = > 3 cfwy
i=1j=1 i=1j=1
le:l 7::1,2,...,71 szzl 7::1,27...,7’1
(Pr) q it ’ et (P) { i=l !
wazl j:172a"'7n szjzl j:1,2,...,n
j=1 Jj=1
aji]':oﬂl L,j=12,..n xij:();l 1,j =12, ..
\

\

Et qu'on associée a leurs relaxations linéaires les deux problémes duaux (D1), (D2)

respectivement suivants :

n n
« ” 1 1
max” > u; + 3 v
=1 j=1
sous les contraintes

1 1 1
u +v; <¢; 4L,Jj=12..n

| avec uy, vj1 sans restriction de signesVi,Vj
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n n
« ”» 2 2
max” 3" uf + ) 0]
=1 7j=1
D sous les contraintes
(D2)

2 2 2 ;o
up +v; <g¢c; 1,j=L12..n

avec u?

s sz sans restriction de signesVi,Vj

Notations

On note par D;; (4,7 =1,2,...,n) les contraintes de (D) tels que :
e D;; =0 sila contrainte D;; est satisfaite comme égalité.
e D;; = —1 sila contrainte D;; est satisfaite comme inégalité.
e D;; =1 sila contrainte D;; est violée (non satisfaite).

De méme on note D;; (i,j =1,2,...,n) les contraintes de (Ds) tels que :
e D, =0 sila contrainte Dj; est satisfaite comme égalité.
e D;; = —1 sila contrainte Dj; est satisfaite comme inégalité.
e D;;=1 sila contrainte Dj; est violée.

Soit Xl(p) (p € N,p > 1) une affectation. On note par :

- Bl(p ) les bases de Iaffectation X l(p ).

- Sl(p ) 'ensemble des indices (4,7) hors base tel que D;j = —1 et Dj; =1

S = {(i,j) ¢ B{"| Dyj=—1et Dj; = 1}

Définition 3.3.1 Soit Xl(p) une affectation, et Bl(p) une base de Xl(p) tel que ¥ (i,7) ¢ Bl(p),

D;j # 1.0n appelle aréte admissible incidente a Xl(p ), l’ensemble des solution Xl(("g) ot

(i,7) ¢ Bl(p) tel que Dyjj = —1 et Dj; # 1.
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_ F(p) — {(21,22)

a=Y > il z ch]xl(m (i,5) e S 1=1,2, ...,qp} , ol

i=1i=1
X = (:%Z(Z)J)) les affectations appartenant a I'aréte admissible incidente a X”)

- B0 = FP Yy pe-n {(z§p), zép))} (avec p € N, p > 2).

- F0) = {(zl, 29) ‘(zl, %) est non dominées dans F®) }

La procédure

Initialisation Déterminer la solution optimale du premier critére, en cas de non unicité
de la solution (c-a-d il existe plusieurs solutions optimales pour (P;)) ; celle qui fournit la
plus petite valeur de 2, est prise.
Soit X l(l) cette solution.
1)

X 1(1) est la premiére solution efficace générée, et soit (z% ,zél)) les valeurs prise par cette

solution.

Itérationl

e Déterminer B ) la base correspondante a X W,

e Déterminer ’ensemble S 1) ,F @

e Identifier la deuxiéme paire efficace (zf ) 28 ))

parmi les éléments de F | celle cor-
respondante & la plus petite valeur de z; et D'affectation correspondante Xl(2), [ =

1,2,...,qp. Cette solution est retenue pour Iitération suivante.

(p-1)*™¢ Itération

(p—

e Déterminer B, (p=1)

Y 1a base correspondante a l'affectation X, , p > 2 sélectionnée

'itération précédente (i.e. I'affectation qui fournit la plus petite valeur de z; et en cas

de non unicité celle qui donne la plus petite valeur de z3).

e Déterminer 1’ensemble Sl(p - F _1)’ Fp—1)
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paire efficace (2\), 2{”)) parmi les éléments de F®~1 (celle correspon-

e Identifier la p'me
dante a la plus petite valeur de z;) et Paffectation correspondante X7, I = 1,2, ..., q,.

Cette solution est retenue pour l'itération suivante.

pme Ttération

e Déterminer Bl(p ) la base correspondante & X l(p ) p>2.

e Déterminer ’ensemble Sl(p ), F(p), F®),

o Identifier la (p + 1)™¢ paire efficace (27", 2#™) parmi les éléments de F® (celle

correspondante & la plus petite valeur de z;) et I'affectation correspondante Xl(p H),

[=1,2,...,qp.

Test d’arrét Le processus d’énumération s’arréte dés que FV) = @ (N € N).
L’ensemble constitué par les paires engendrées a chaque itération, est l’ensemble des
solutions efficaces du probléme bi-critéres d’affectation E(BAP).
Notons enfin, que les auteurs ne précisent pas quelle méthode ont utilisé pour déterminer

les variables duales (u;,v;), 4,j = 1,...,n.

3.3.2 Exemple illustratif de Malhotra et al [9]

Soit le probléme bi-critéres d’affectation définit par les matrices cotits suivantes :

et C?

= ke Ww O

3
3
4
2

S W N Ot
N Ot R~ N
(&2 BN N Y
W Ot N
NG B
W Ut = =

(29), zél)) = (10,13), Xl(l) = {212 = T94 = T31 = v43 = 1, les autres z;; = 0}.
FY = {(13,11)} .

FO =FY = {(13,11)} .

(zf), zéQ)> = (13,11) et Xl(z) = {212 = 91 = T33 = 144 = 1, les autres z;; = 0}
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B“) {(1,2),(1,4),(2.1),(2,4),(3,3), (4,3), (4,4)}.

{(3.2)}.

= {(14,8)}.

F<2> ~FPulro L0 N _F? g

(e {())

F® ={(14,8)}.

(zf’), zég)> = (14,8), et X{S) = {214 = ®91 = T32 = 243 = 1, les autres z;; = 0}.
BY ={(1,2),(1,4),(2,1),(2,4),(3,2), (4,3), (4,4)} .

S¥ =g
Y = .
26— F® {p(2) _ { (zf”), z§3)) }} —FUo =0
F®) =g

Fin de procédure.
A={(10,13), (13,11), (14,8)}

3.3.3 Adaptation de la méthode hongroise [19]

Cette méthode est une concrétisation du principe décrit par Malhotra et al [9] & Daide
de la méthode hongroise pour le probleme d’affectation unicritére. Cette adaptation a
permis aux auteurs dans [19] de montrer que la méthode de Malhotra donne effectivement
I’ensemble complet des solutions efficaces pour quelques exemples, mais elle échoue pour
d’autres exemples. Ils donneront un contre exemple.

Comme vu ci-dessus, la méthode [9], propose de déterminer & chaque itération la base
admissible correspondante a la solution optimale courante. L’adaptation de la méthode
hongroise, nécessite donc, une procédure pour déterminer une base duale admissible cor-
respondante & la solution optimale déterminée par la méthode hongroise, pour cela, [19]

propose une procédure pour construire une telle base.
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N

Construction d’une base duale admissible correspondante & une solution opti-

male obtenue par la méthode hongroise [19].

Initialisation Soit X la solution optimale obtenue par la méthode hongroise et soit :
I = {(ip,p)| p =1, ...,n} les affectations correspondantes.
Rappelons que dans un probléme d’affectation, il y’a :

- 2n contraintes, (2n — 1) contraintes linéairement indépendantes et donc (2n — 1) variables

de base.

(2n — 1) variables de base

- n? variables :

n? — (2n — 1) variables hors base.

n variables (celles correspondantes aux n affectations) sont
- (2n—1) variables de base : strictement positives et égales a 1

n — 1 variables égale & 0

Déterminer ces (2n — 1) variables de base pour la solution optimale X revient a fixer (n—
1) variables supplémentaires d’indices (7, j) qui seront de base, en plus des n paires d’indices
correspondantes aux n affectations de I;. Ces de (2n — 1) variables doivent déterminées, en
plus une base duale admissible étant donné que la solution est optimale, c’est a dire une
solution duale {u;,v;;4,j =1,2,...,n} et donc 2n variables duales (u;,v;), i,j = 1,2,...,n,

vérifiants (par le théoréme des écarts complémentaires) :

( (2n — 1) égalités u; +v; = Cij V(i,j) e Ip (1,1)
0 avec |Ig| =2n—1 et Iy C Ip
n? — (2n — 1) inégalités  u; +v; < ¢ V(i,j) € Inp (2,2)
| avec Iy complémentaire de 5 par rapport aux n’paires (i, j)

La méthode hongroise fournit les n paires d’indices I, et une solution duale admissible
(non nécessairement de base) vérifiant :
n égalités w; +v; = ¢;j V(i,j) € I (2.1)
n? — ninégalités u; + v; < c¢;; V(i,5) € L ={(i,7)] &;; =0}  (2.2)
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Procédure de construction

Itération 1 Fixons une variable duale arbitrairement choisit soit v, & une valeur
arbitraire soit 0.
Pour le couple (i,,n) € I (i.e u;, + v, = ¢in)

(2.1)
vy, =0 =" u;, = cj,n— Un

(n, u;,) étant fixées, portées dans les contraintes (2,2) ou figurent ces deux variables,
on déduit des bornes supérieurs pour les (2n — 1) variables restantes (car on a fixée deux
variables parmi 2n variables) .

D’ot les bornes supérieures suivantes :
v, fixée — u; <u; Vi # i, (3.1)
w;, fizée - v; <v;  Vj#n (3.2)

Pour déterminer les 2(n — 1) variables restantes, on procéde comme suit :

- Fixer une variable parmi ces 2(n — 1) variables arbitrairement, soit v(,_1), et soit a ’écart

type positif par rapport a sa borne supérieure, telle que :

Un—1) = V(n-1) — @ (4.1)
avec a>0 (6.0)
La contrainte (2.1) dans laquelle cette variable intervienne fournit la valeur de l'autre
variable présente dans cette contrainte :
soit :

Wi_qy T V(n—1) = Cigy_1y(n—1) = Wig,_1y = Ci(_1y(n—1) — U(n—1); QVEC VU(n—1) = V(n-1) — & .

D’ou

Wiy = Cigpry(n—1) — Un-1) + @ ((472))
- Pour que la contrainte (3.1) soit vérifiée par cette variable : Ui,y < Wi, il faut que
Ci_1y(n—1) — Up—1) T < ﬂi(nfl) ((571))
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Ce qui nous fournit une borne supérieur pour le parameétre « :

@ < Ui,y — Cig,_yy(n—1) — V(n—1) ((6,1))

En portant la valeur (4.1) dans les (n — 2) contraintes (2.2) faisant intervenir simultané-
ment les (n — 2) variables u;(i # in,i(n_1)) et la variable v(,_1),

on obtient :

Ui < Ci(n—1) — U(n—1) + & ((5,2))

Ces conditions (5.2) portées dans les (n — 2) contraintes (2.1) faisant intervenir simul-
tanément wu;, (i; 7# in,i(m-1)) €t v;(j # n,n — 1) : uy, +v; = ¢;;; fournissent une condition

sur les variables v;.

Vj 2 Cijj = Cij(n—1) T Un-1) — ((5.3))

Pour que la contrainte (3.2) soit vérifiée par cette variable il faut que : ¢; i~ Cij(n—-1) +

Un—1) — @ < 0j,7 # n,n — 1, ce qui nous fournit des bornes inférieures sur la valeur du

parametre a

Q> Cijj = Cij(n-1) + V(n-1) — Uj ((6,2))

De méme pour la valeur (4.2) :
En portant cette valeur dans les (n — 2) contraintes (2.2) faisant intervenir la variable

Ui, ,, et les (n — 2) variables v;(j # n,n — 1), on aura :

(n—1

Vj < Cig,_y)j — Cigy_yy(n—1) T V(n-1) — & ((5,4))
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Ces conditions (5,4) portées dans les (n — 2) contraintes (2.1) fournissent une condition

sur les variables u;;(j # n,n — 1) :

Wi 2 Cijj — Cigno1yj + Cip_1y(n—1) — Vn-1) + @ ((57 5))

Le respect de la contrainte (3.1) :
Wi; < Wiy = Cijj = Cigy_yyj T Cig_yy(n—1) — O(n—1) + @ < Uy, fournit une borne supérieur de

la valeur du parametre « :

O < Uiy — Cijj + Cig_1)j = Cigy_yy(n—1) T V(n-1) ((6,3))

En regroupant les 2(n — 1) conditions (6) sur « :

a>0 (6.0)

Q2 Cijj = Cij(n-1) T Vn—1) = Tj (6.2)
et

a < Uig_yy ~ Ciguory(n—1) — V(n-1) (6.1)

a < Ui; — Cizj + Citn_1yj — Cigyry(n—1) — U(n-1) (6-3)
On aura

afasa

Avec

a =max(0,¢,; — Ci;n-1) + Un-1) —U;) ouj#n,n+1 dans les deuz cas 82)

o= mm(ui(nq) = Cityoyy(n—1) — U(n-1); UWi; = Cizj + Cit,_1y5 — Cigy_yy(n-1) T U(nfl))

La fixation du parameétre a a une de ces bornes « et @& entrainera deux conséquences :

1. Les variables u;, _,, et v(,-1) sont fixées par les relations (4.1), (4.2).

a) Soit une contrainte (2.2) sera fixée a l'égalité. C’est le cas dans les deux situations

suivantes :
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e Par la relation (4.1) : v(,—1) = U(n—1) ce qui entraine par la relation (3.2) :
V(n-1) = Ci,(n—1) — Ui, QUE V(n—1) = Ci,(n—1) — Ui,-
e D’ou une contrainte (2.2) serrée : u;, + V(n—1) = Ci,(n-1)-

® a=a=1Uj, )~ Ci,_y(n-1) ~ V(n-1)

e Par la relation (4.2) Ui, 1) = Cigy_y(n—1) — Vn—1) T Q& — @ = U, ) — Ci  (n1) T
U(n-1) = Uig, 1y ~ Cigyoyy(n=1) — V(n—1) = Ui,_1y ~ Ciy_py(n—-1) T V(n-1)
)y T _
Dot w;,, , = ui,_,-

Ce qui entraine par la relation (3.1) Wigy_yy = Cigy_yyn — Un QUE Ui, ) = Cif yyn — Unj

TPRES . 2 . . o )
d’ot une contrainte(2.2) serrée : Ui,y + Un = Cig_yyn-

b) Soit deux autres variables seront fixées et deux contraintes de (2.2) seront serrées. C’est

le cas dans les deux situations suivantes :
® = =Cjj = Ci(n-1) T Un-1) — Uj :

e Par la relation (5,3) on a que v; > ¢;;j — Ci;(n—1) + D(n—1) — @ ce qui implique v; > U;
alors que par (3.2) on a v; < 7;,d'ou v; = 7;.
v; = U; entraine par la relation (3.2)( 7; = ¢;,; — w;,): vj = ¢, — W;,; d’oll une
contrainte (2.2) serrée : u;, +v; = ¢;,;.
Mais par (2.1) on a que u;; +v; = ¢;;; — u;; +0; = ¢;;5 — Uy; = ¢, — V;; et par
(4.1) 1 V(n—1) = V(n—1) — @ = V(n—1) = V(n—1) — Ci;j + Ci;(n-1) — V(n—1) + Uj = Vn_1) =
—Ci;j + Cijm—1) + U; et dés lors u;, + vn_1) = (¢i;j — T;) + (—cijj + Cijn—1) + T;) —

Ui; + V(n—1) = Ci;(n—1)-d’0ll une contrainte (2.2) serrée : u;; + V1) = Ci;(n-1)-

ij — Cijj + Cin_1yj = Ciga1y(n—1) + U(n-1) +
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e Par la relation (5.5) on a que u;, > ¢;;; — Citnoryi T Cigy_1y(n—1) = V(n—1) T QO — Uj; > U,

alors que par (3.1) on a u;; <, d'ot u;; = ;.

Wi -

, = 1, entraine par la relation (3.1) (Z;; = ci;n — vn) @ Uy,

i = Cijn — Up; d’00 une

contrainte (2.2) serrée : u;, + vy = Ci;n.

Mais par (2.1) on a que u;, +v; = ¢;;; — V; = Ci;5 — Uy,

;T Uj = Cijj — U;;; et par

(4.1) : Wi, 4y = Cigyoyy(n—1) — U(n—1) T @ — Ui, ) = Uj; — Cijj + Cif,,_,5, b dés lors
f— _. — . . . . . ¢ — _. . . f— . . ) »
Ui(n—l) _I_ 'Uj - (uzj CZj] + Cl(nfl)]) + (Czj] uzj) — Uz(nil) + U] = Cl(n—l)]’ d ou une

contrainte (2.2) serrée : w;,_, +v; = ¢, _, ;-

Notons a la fin que la base obtenue par cette méthode n’est pas unique, & chaque fois
qu’on change le choix des variables v; et des paramétres o, on trouve une base différente mais
toujours duale admissible étant donné que le probléme d’affectation est fortement dégénéré.

Soit le probléme d’affectation unicritére définit par la matrice cotit suivante :

W N O
N N

4
2
4
7

ot 00 N

Initialisation Par application de la méthode hongroise, nous obtenons le tableau op-

timal suivant :

Telle que X = @15 = a3 = 73 = 244 = 1. Avec I; = {(1,2),(2,3),(3,1), (4,4)},
L ={(1,1),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,4),(3,2),(3,3),(3,4),(4,1),(4,2),(4,3)} .

D’ou le systéme suivant :
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U1+’02:1
U + V3 = (21)
Uz + v =

ug +vy =1

up +v; <5H
up +wv3 <4
up +vg <7
U + U1
Ug + Vg
Uz +v4 <6 (2.2)
us + vy < 8
uz +vy <4
uz +vg4 < 4
us+v1 <3

U4—|—U2§5

L U4+U3§7

Construction d’une base primale duale admissible:

Fixons vy =0 = uys =1

M<2=>7v=2

u=1=1< 1p<4d=1m=14 (3.2)

v3<6=v3=206
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Il reste 6 variables a déterminer avec le systéme suivant :

)
U +ve =1
Uy +v3 =2 (2-1)
kU3+U1=
(
U1+1)1§5
Uy + vy <
Uy + v1 <
2 (2.2)
Ug + Vo <
us + vy < 8
| ust+vs <4
Soit v =13 —a=6—a—v3=6—a (4.1), aveca >0 (6.0)
Uy + VU3 =2=Up=2—13=> U =2—(6—a), dottuy=—4+a (4.2)
U <b6b=>-4d+a<6=>a<6+4—-a<10 (6.1)
v3=06—qa:
u +v3 < 4 w <4—(6—« uw < -2+«
de(22):d TP 20T (6=a) )ms (5.2)
us + vy < 4 us < 4— (6 — «) us < -2+«
u=1—wv l—1v, <24+« Vo >3 —«
de (2.1) : ! ? = ? = ? (5.3)
us =2 — v 2— <24« v1 >4 —«o
Vg < 4 4>3—« a>—1
= = (6.2)
vy < 2 2>4—« o> 2
uy=—4+a:
1 <6—(—4+« v <10 — «
De (2.2) { ( )L )w (5.4)
vg <2—(—4+ ) Vg < 6 —
v =2—1u 2—u3 <10 —« usz > -8+«
De (2.1) ! " ’ ={ 7 (5.5)
vo=1—1u l—u; <6—a U > —9+«
uz < 4 4> -8+« a <12
= = (6.3)
u <7 7> -5+« a <12

72



3.3. Solution du probléme bicritére d’affectation

On obtient les systémes suivants :

a <10 a>0
a =max(0,—-1,2) =2

a<l2 et a>—-1 | = =2<a<10
@ = min(10,12,12) = 10

a <12 a > 2
4.1 .
Posons o« = 10 (:>) v3 = —4 et uy = 6; et la contrainte us + v4 < 6 serrée.
. up <7 v <0
Les borne actualisées : et
uz < 4 vy < —4

Il reste quatre(4) variables & déterminer avec le systéme suivant :

u1+7)2:1

(2.1)

uz + v = 2

u +v1 <5

e (2.2)

U3—|—U2§8
Posons v = —a, avec a > 0
MN=—a=>uzs=2+a=ua<2.
m=—a=>u <dt+ta=v>—-4—a=a>0.
uz3=24+a=11u<b—a=u > -5S5+a=a<12
D’ou :

0<a<?2

Soit @« = 2 = vy = —2 et uz = 4 et la contrainte us + v4 < 4 serrée.

Il reste, vy et u; avec les bornes actualisées u; < 7 et vy < —4. Fixons vy & sa borne

)

s 3 (21 ) N . 2
supérieure: i.e v9 = —4. =" u; = 5, d’ou la contrainte uy + v9 < 2 serrée.

Nous avons déterminé la solution duale admissible de base suivante :
U1:5 s U2:6, ’LL3:4 s U,4:1
1)1:—2 ,'U2:—4 s U3:—4

Telle que Ip =1, U{(2,2),(2,4),(3,4)}.

s U4:O
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3.3.4 Application du principe de Malhotra et al [9]

Une itération consiste & déterminer la solution efficace correspondante a la plus faible aug-
mentation de z; alors que 25 doit diminuer, et cela en partant de la solution optimale de
premier critére.

Etant donné la dégénérescence de la base, on doit distinguer entre deux types de change-

ments de base classiques :

a) Ceux dégénérés, ne modifiant pas la solution, appelés de type(a).

b) Ceux non dégénérés, produisent une nouvelle solution, appelés de type(b).

Procédure

Initialisation

1- Déterminer la solution optimale )A(/l du premier critére z; par la méthode hongroise tel
que X; = {&;; = 1si (i,j) € I, #;; =0 si non}, ou I est Pensemble des affectations

correspondantes. Et soit (2 = z%l), Zog = zél)) les valeurs correspondantes des critéres.

Remarque 3.3.1 5i la solution optimale du premier critére n’est pas unique, celle qui four-

nit la plus petite valeur de zy est choisit.

2- Déterminer ’ensemble des (2n—1) indices de base optimale associée, ainsi que la solution

'L ] ]

optimale duale correspondante { (1 ) oy 1,7 =1,2,. }

3- Construire la matrice des cotits réduits C’( ) (c”( ))'7]':]_727.”7”:

o1 CS) = cz(j) ugl) J(l =0 V(i,j) € Ip
Zb = c( P ORC >0 V(i,j) € Iyp

iJ U,

.7
Ou Iy est l’ensemble des (2n — 1) indices de base, et Iyp I'ensemble des n? — (2n — 1)

indices hors base.

4- Pour la méme base, on détermine la solution optimale duale correspondante au deuxiéme

critere { Z( ), j( ), 1,7 =12 . } et on construit la matrice des cotits réduits
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T = @)tz {e =) —ul® =0 =0 V(i) € Ip.
Pour les indices (i, j) € Iyp, il existe des indices pour lesquels cz(?) < 0, étant donné que
la solution de base n’est pas duale admissible pour le deuxiéme critére.

13

A chaque itération

Déterminer I’ensemble suivant : (I = Sfp))

I=1{(i,j) € Iyplc} > 0,27 <0}

Tester tous les changements de base possibles. Ne garder que les changements de base
de type (D).

Parmi toutes les solutions engendrées, seules les solutions non dominées sont retenues.
Celle correspondante & la plus petite valeur de z; est prise pour l'itération suivante.

Le méme principe et réappliqué & partir de cette nouvelle solution efficace, et ainsi de
suite jusqu’aucune autre solution ne puisse étre générée.

Cette adaptation, a permis de montrer que le principe, tel qu'il est présenté dans [9] ne
fonctionne pas toujours, et de le rectifier par la suite.

Un contre exemple a été construit pour montrer la défaillance du principe.

3.3.5 Contre exemple [19]

oW et O

W N Oy Ot

RSNG|
B ot = W
N NN W O
W DN 00 =~
ot W W N

4
2
4
7

(S e N
—_

(zil), zél)> = (6,24) ,Xl(l) = {213 = 293 = 31 = 44 = 1,les autres x;; = 0}.

Les tableaux des cotits réduits :

2 (0) 3 2 —5 (0) -7 —4
A0 _ |2 0 (O 0 o _ —4 0 (0) 0
0 8 4 0 (0) =1 —6 0
4 8 10 (0) -3 =3 -7 (0)

[6)
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Is ={(1,2),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4),(4,4)} .

Iy ={(1,1)(1,3),(1,4),(2,1),(3,2),(3,3),(4,1),(4,2),(4,3)}.

I=1{(1,1),(1,3),(1,4),(2,1),(3,2),(3,3),(4,1),(4,2),(4,3)} .

Seules les affectations (1,3),(4,1), (4,3) permettent des changements de base de type
(b); elles conduisent respectivement aux solutions

X3 1 x13 = Tog = 31 = 44 = 1 de valeur (9, 17).

Xy : 12 = To3 = x34 = 141 = 1 de valeur (10,21).

X : T12 = Tog = 31 = x43 = 1 de valeur (16, 17).

Seule la solution X3 de valeur (9,17) est non dominée.

-1 =3 (0) -1 2 7 (0) 3
a0 _ | 2 © 0 0 o -4 (0) 0 0
0 8 4 0 0) -1 -6 0
4 8 10 (0) -3 =3 =7 (0)

I ={(1,3),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4),(4,4)} .

Inp ={(1,1)(1,2),(1,4),(2,1),(3,2),(3,3),(41),(4,2),(43)}.

T={(2.1),(,2),(3,3),(4,1),(42),(4,3)}

Seules les affectations (4, 1), (4, 2) permettent des changements de base de type (b); elles
conduisent respectivement aux solutions

X5 : T13 = Tog = T34 = 147 = 1 de valeur (13,14).

X713 = Tog = T31 = x40 = 1 de valeur (17,14).

Ces deux solutions ne sont retenues puisqu’elles sont dominées.

3.3.6 Alternative proposée par Ulungu [19]

Contrairement & ce qui est fait par Malhotra et al [9], cette méthode propose de tester tous
les changements de bases méme ceux avec des variables hors base qui, si elles rentrent dans
la base ne modifie pas la solution; en faisant rentrer deux variables simultanément dans la
base y compris celles qui diminuent la valeur de z; et augmente la valeur de 2.

Une liste L conservera les solutions engendrées et a chaque itération seuls les changements

de base qui conduisent a des solutions non dominées par les solutions de L sont acceptés et
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3.3. Solution du probléme bicritére d’affectation

garder pour l'itération suivante.

La procédure

Soit le probleme (BAP).

“min”z(X) =Y > wy k=1,2
i=1j=1
Sy =1 1=1,2,...n
(BAP) q i=1 !
Zﬂf”::l j:1,2,...,n
j=1
xz-j:(),l i,j:1,2,...,n

\
qu’on associée a sa relaxation linéaire les deux problémes duaux suivants :

uk, vf sans restriction de signe¥i et Vj

Initialisation

1- Déterminer la solution optimale X; du premier critére z, par la méthode hongroise tel
que X; = {&;; =1 i (i,j) € I, #;; =0 si non}, out I est Pensemble des affectations

correspondantes. Et soit (2 = zg), Zog = zél)) les valeurs correspondantes des critéres.

Remarque 3.3.2 Si la solution optimale du premier critére n’est pas unique, celle qui four-

nit la plus petite valeur de zo est choisit.

2- Déterminer I’ensemble des (2n—1) indices de base optimale associée, ainsi que la solution

optimale duale correspondante {ugl), v§1); i,j=1,2,..., n}

3- Construire la matrice des cotits réduits 6(1) = (a'j(l))i,jzl,&...,n :

0 =l ol —of! =0 Vi j) € Ty

u
g =i —ui” = >0 ¥(i.j) € Inp

Ou I est 'ensemble des (2n — 1) indices de base, et Izp 'ensemble des n? — (2n — 1)

Ou

indices hors base.
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3.3. Solution du probléme bicritére d’affectation

4- Pour la méme base, on détermine la solution optimale duale correspondante au deuxieme
(2)

N 2) . . . . N , .
crltere{ui ,1}](- ); ,5=1,2,..., n}, et on construit la matrice des cotits réduits

c® = (€;®)ijm12,m {@(2) = cg-) — uz@) — v](?) =0 V(i,j) € Iz. Pour les indices

2)

(1,7) € Iyp, il existe des indices pour lesquels @-( < 0, étant donné que la solution de base

n’est pas duale admissible pour le deuxiéme critére.
Itérationl Soit (31, %) les valeurs prises par la solution courante (X7 ).

Etapel. Déterminer les deux ensembles suivants :

I={(i,j) € Inple;" > 0, 7;® < 0}.

T = {(i,§) € Iuplez® < 0, & > 0}.

Etape2. Tester tous les changements de base possibles. Pour cela appelons :

I,(I) les affectations del(I*) qui conduisent & un changement de base de type(a).
et

I(Iy) celles de qui produisent un changement de type(b).
a) Pour les changements de base de (i, ) € I, U I}, les valeurs des critéres deviennent :
7 =7 + ;Y

si(i,j) € LU T}
Z9 = 52 + @(2)

Et soit (i, j») Vaffectation de I, U I fournissant le couple (z1, z2) non dominée par les

solution de L.

b) Pour les changements de base de (i,j) € I, U I} , on distingue deux cas :

b.1) (i,j) €1, :
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3.3. Solution du probléme bicritére d’affectation

L’imposition de (i,j) € I, ne modifie pas la valeur de (2, 23), pour cela, on est obligé
de faire rentrer une deuxiéme variable permettant d’effectuer en rentrant dans la base avec
(,7) un changement de type(b). Mais on peut pas tester toutes les variables, pour cela on

applique la procédure du choix suivante :

Procédure du choix. Appelons (I(4,7),p(i, 7)) la variable candidate a rentrer simul-
tanément dans la base avec (i, j) :
Choix de (I(i, ), p(i, )

On note par :

e [;; le sous ensemble d’affectation de Iyp \{(7,7)} permettant d’effectuer, en rentrant
dans la base avec (i, 7) un changement de type(b).

=(1) (1)

lp

29 = Z9 + 0(2) + El(i)

21 =21+ G + ¢
(1)—|— cl(p) >0, (JZ) + El(;) < 0}, avec ' '

° E = {(MU) €lij|c

e Parmi toutes les affectations (I,p) € I;; , celle qui réalise le min (cl(l»)+ El(;)) est
(l P)ELJ
n=5+2) + )

D)

choisit pour rentrer dans la base avec (i, j), avec . En cas

d’ex aequo(égalité), sélectionner celle de plus petite valeur de (¢;;

L’introduction du couple de variables ((i, j), (1(4,j),p(i,7))) induit les valeurs :

2= 2+ C( '+ C((I)J),p(i,j)

Zo = Zy + 6(2) + 61((21),3)42(%,])

b.2) (i,7) € I} : le méme raisonnement

Procédure du choix Appelons (I*(4,j), p*(i, 7)) la variable candidate a rentrer simul-
tanément dans la base avec (i, j).
Choix de (I*(i, j), p*(i, j))

On note par :
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3.3. Solution du probléme bicritére d’affectation

e [} le sous ensemble d’affectations de Iz \{(7,j)} permettant d’effectuer, en rentrant

dans la base avec (7, j) un changement de type(b).

(1)

21:§1+E~ &b

—l—cl

=(2)

. f-’;: {(l*vp*) S by |Ez('j1') +Ez(*l)* <0, ¢ (2) —I—El(g) > O}, avec s
Z2—Z2+C + Cpipr

e Parmi toutes les affectations (I*, p*) € I, celle qui réalise le min_ (e;(V + El(lz) est
(1*.p*)eTE,

21 =72 +E( ) +Cl(*)*

choisit pour rentrer dans la base avec (i, j), avec . En cas

Zz_Zz—l-C()-I—C()

l**
2, =2

d’ex aequo, sélectionner celle de plus petite valeur de (¢;;"+ Clep ‘)

L’introduction du couple de variables ((i, ), (I*(4, j), p*(, j))) induit les valeurs :

_(1)
T Cie i) (i)

( ) T El(*2()Z 3):p* (4,5)

Parmi toutes les nouvelles valeurs de (zi, z2) engendrées, soit par a), soit par b), est
sélectionné la paire correspondante a la plus petite valeur de z;. Le changement de base
correspondant conduit & une nouvelle solution introduite dans L. Cette méme solution est
retenue pour l'itération suivante.

Et ainsi de suite & chaque itération on détermine les ensembles I, I*, et les affectations I,
(13), Iy (I7). Déterminer Paffectation (iy, ji), les sous ensembles I;;, (15;), I;;(I};) et choisir
les affectations (I(i,7),p(7,7)), ((I*(4,7),p*(4,7))), et parmi toutes les nouvelles valeurs en-

gendrées, choisir celle qui corresponde a la plus faible valeur de z;.

Test d’arrét Le processus s’arréte pour 'une des possibilités suivantes :

e Soit on trouve une solution dominée par les solutions de L.

e Soit I’ensemble I, (1) est vide et pour toutes les affectations (i,j) € I, U I}, les sous

ensembles [ et I}, sont vides.

La liste L ainsi construite, constitue I’ensemble des solutions efficaces du probléme bi-

critéres d’affectation E(BAP).
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3.3. Solution du probléme bicritére d’affectation

Exemple 3.3.1

51 47 3 6 4 2
oo |[6226] ol 383
2 8 4 4 5 2 2 3
3 5 71 4 2 3 5
Initialisation
U1:5,U1:—2
UQ:6,U2:—4
[ ]
U3:4,U3:—4

1,L4:17 ’U4:0

X1 =19 = 93 = T31 = 244 = 1, avec (21 =6, 20 =24).

Is ={(1,2),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4),(4,4)} .

Ing =4{(1,1)(1,3),(1,4),(2,1),(3,2),(3,3),(4,1),(4,2),(4,3)} .
Tableaux des cotits réduits:

.

—(1) = _(1 1 —(1) _ (1)
oy = = =) = =) =) =0

cgll)—cgll)—ugl)—v§l):5—5+2:2 E%)—cgg)—ugl)—vél)—4—5+4:3

A= W7 5 g=2 eV =) ) Mg _gr2=2

é?:é?—@”—é):8—4+4:8é?_é§ WV — ol =4 —444=14

64(111):cill)—ufll)—v§l):3—1+2:4 Efé)—c‘(é) uil)—vél):5—1+4:8
oy =iy —uf =i =T—14+4=10

.

A = o) =l =) ol — ) =2 =

e =y =3 _g_2=—50=c2 P P =4_6-5=—7
A= P P =2-6-0=-42 =) —uP) — P =1-3-2="4
e =cd P P =2-3-0=-1e0 =c —u) — P =2-3-5=—6
Eﬁ) = cfﬁ) —uf) —v?) =4-5-2= —3,@(122) = 05122) —uf) —véz) =2-5-0=-3

e = ) P =3-5-5=-7

D’ou
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3.3. Solution du probléme bicritére d’affectation

X1 =212 = To3 = 31 = xTg4q = 1, avec (21 =6, 29 = 24).

2 (0) 3 2 —5 (0) —7 —4
“o_|2 0 0 o0 5 _ —4 0 (0) 0
0 8 4 0 0) -1 —6 0
4 8 10 (0) -3 =3 -7 (0)

Itération 1.

o I=1{(1,1),(1,3),(1,4),(2,1),(3,2),(3,3),(4,1),(4,2),(4,3)} .

F=o=I=I=0.

o I,={(1,1),(1,4),(2,1),(3,2),(3,3),(4,2)}.
o I, =1{(1,3),(4,1),(4,3)}.
1.a) (i,j) € ; U, :

z21=6+3=9
29 =24—-7=17

(1,7) =(1,3) =

2g =24 — 3 =21
2 =6+10=16
g =24 —7=1T

(i,7) = (4,1) = { a=0d=10 ) = (13) avee (21, 2) = (9.17)
(1,7) = (4,3) = {

1b) (i,)) € L(I; = 2)

hd (17.]) = (171) = ]ij = {(273)’(373)} Erj

21 =6+2+4=12

(1@5),p (7)) = 3,3) = {
2 =24—5—-6=13

d (27.7) = (174) = [Z'j = {(472>7(473)} Erj
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z21=6+2+8=16
29 =24—-4-3=17

N =6+2+4=12
2 =24—4—6=14

21=6+8+2=16
29=24—-1-5=18

21 =6+4+2=12
29=24—-6-5=13

(Zvj) = (472) = ]ij = {(17 1) ) (173) ) (1’4)} = I_W

29=24—-3-5=16

(L@,7),p(i.) = (1,1) =

Par comparaison des valeurs de (21, z2) ; la variable x13 rentre seule dans la base.

X3 =o13 = Top = T31 = Tyq = 1, (2‘1,7«’2) = (97 17) .

L ={(6,24),(9,17)}
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Itération 2.

-1 =3 (0) -1 2 7 (0) 3
A0_ |2 0 0f o |-+ 0 (0 0
0 8 4 0 0) -1 —6 0
4 8 10 (0) —3 -3 -7 (0)

e T=1{(2,1),(3,2).(3,3),(4,1),(4,2),(4,3)}.
o I*={(1,1),(1,2),(1,4)}

e I,={(2,1),(3,2),(3,3),(4,3)}.

o Iy = {(1’2)}

2.a) (i,j) € I; U, :

3\
. =9+44=13
(i,7) = (4 1) =
29 =17—-3=14
. 21 =9+8=17 o
o (i,j)=(4,2) = = (iy, o) = (4,1) avec (21, 29) = (13,14).
20=17T—-3=14
N 4 =9-3=6
(,7) =(1,2) =
29 = 1747 =24 )

2.b) (i,j) € [,UI" :

2.b.1. (i,j) € I,

Il
2
.

d (17]) = (271) = ]ij = {(372)}

21=9+2+8=19

UMﬁJMJD—Bﬂ)ﬁ{
=17T—4-1=12
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21=9+8+2=19
29 =17T—-4—-1=12

n=94+4-1=12
2 =17—6+2=13

e (i,/)=(4,3)=I; ={(1,1),(1,2),(1,4)} = I;

21=94+10-3=16
29 =17T—-74+7=17

(L), p (i) = (1,2) =
2.b.2. (i,j) € I
e (i,j)=(L1)=>1I;={(3,2),(3.3)} = I}, = @.
e (i,j))=(1L,4)=>1I;={(42),43)}=I;=2.

Par comparaison des valeurs de (21, 23) ; les variables x33 et x1; rentrent simultanément
dans la base.

X4 =211 = X992 = T33 = Tyq4 — 17 (Zl, Z2) = (].2, 13) .

L ={(6,24),(9,17),(12,13)}

Itération 3.

0) -3 0 -1 0 7 0 3
o _ |3 © 0 o0 o _ —6 (0) 0 0
—3 4 (0) -4 4 5 (0) 6
5 8 10 (0) —5 -3 -7 (0)
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o 1 =1{(2,1),(4,1),(4,2),(4,3)}.
o I*=1{(1,2),(1,4),(3,1),(3,4)}.
o [, ={(2,1),(4,1),(4,3)}.

o [, ={(4,2)}.

o [=1{(1,2),(1,4),(4,3)}.

o Iy ={B,1)}.

3.a) (i,j) € [; U, :

z1=124+8=20
<z',j>—<4,2>;\{ 1
2o =13—-3=10
o = (ip, jp) = (3,1) solution dominée
z71=12—-4=9
()=@1=2 "
2 =13+3=17 )

3.b) (i,j) € [LUI":
3.b.1. (i,j) € I,
e (i,j)=(2,1)=I; ={(1,2),(3,2)} = [;; = @.

o (i,j) =(41) = I; ={(1,2), (L4} = I; = {(1,4)}.

5 =12+5-1=16
2 =13—5+3=11

z21=124+10—-4 =18

(LG 5),p(5) = (3,4) = {
29 =13 —-7+6=12

3.b.2 (i,j) € I
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e (i,j)=(L2)=> I ={(2,1). (3, 1), 41} = I} ={(2,1) . (3,1)}.

21 =124+ -3—-3=6
(G, 5),p (i) = (3,1) = {

e (i,))=L4) =1 ={4 1)} =>T; = o.

e (i,j)) =B 4) =1 ={(4,1),(4,2),4.3)} = I, = 2.

Par comparaison des valeurs de (21, 22) ; 41 et x14 rentrent simultanément dans la base.

X4 = T14 = T9g = T33 = T41 = 1, (Zl, 22) = (16, 11) .

L=1{(6,24), (9,17), (12,13), (16,11)}

Itération 4.

0 -3 0 (0) 0 7 0 (0
o _ |3 @ o 1 FeCl —6 (0) 0 -3
-3 4 (0) -3 4 5 (0) 3
0 3 5 -4 ©0) 2 -2 2

I1=1{(2,1),(2,4),(4,3)}.

I* = {<1’2) ) (3v 1) ) (374) ) (474)}

o I, ={(2,1),(2,4),(4,3)}.

[ ] [b:@.

I; = {<17 2) ) (37 1)} .

[; = {(3’4) > (474)}

4.a) (i,j) € [; UL, :
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21 =16 —-3=13

(1,7) = (3,4) = ! Solution dominée
9 — 11 + 3=14
21 =16 -4 =12

(i,7) = (4,4) = ' Solution dominée
29 =114+2=13

4.b) (i,j) € LLUI*:
4.b.1. (i,j) €1, :

o (i)=21)=1I;={(42}=1;

21 =164+3+3 =22
29 =11-64+2=7

z21=124+10-4 =18
22:13—7+6:12
4.b2. (i,j) € I7 :

e (i,j)=(1,2) = I = {(2,4)} = I

z17=16—-3+1=14
(I (i, §),p" (i, ) = (2,4) = & Solution dominée
2p=114+7—-3=15

o (17.]) = (37 1) = Iz*] = {(47 2) ) (47 3)7 (474)} = I_;; = {<47 2) ) (474)}

o o z21=16—-3—-4=9 ) '
(I* (i, 4),p" (1,7)) = (4,4) = Solution dominée
29=114442=17
Par comparaison des valeurs de (21, 22) ; T21 et 242 rentrent simultanément dans la base.

X5 =Ty = Tg = T3z = Tyo = 1, (21722) = (22, 7) .
L ={(6.24),(9,17),(12,13),(16,11), (22,7)}
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Itération 5.

I —~
w =
—_ |

(@]
= |
~— (@%)

[ |
w [\

°
~l
Il
—
—~
J";
w
N—r
—

o [, = {(4’3)} :

[ ] [b:@.

I; = {<17 2) ) (273) ) (37 1) ) (474)} ‘

Iy =1{(2,2),(2,4),3,4)}.

5.a) (i,j) € I; U, :

21 =22—-—6=16
i) =22 ={"

o =T+4=11

21 =22 —-—2=20
(,j) = (2,4) =4

2 =T7T+3=10

21 =22—-—3=19
(i,j) = (3,4) =

ZQ:7+3:10

(Zl, 22) = (19, 10)

5.b) (i,j) € [,UI*:
5.b.1. (i,j) €I, :

89

I ={(1,2),(2,2),(2,3),(2,4),3,1),(3,4), (4,4)} .

Solution dominée

= (ip, Jo) = (3,4)avec



3.3. Solution du probléme bicritére d’affectation

5.b.2. (i,§) € I* :

(i,))=(1,2) = I ={(4,4} =T}

7 =22-6-—4=12
(I*(4,7),p" (4,7 ) = ' Solution dominée
2o=T+5+2=14

(i>j)5(273):>[: = :(3>4
71 =22—-3-3=16

(I*(4,7),p" (4,7 ) = Solution dominée
29=T7T+6+3=16

(4,7) = (3,1) = [}; =

21=22-3-3=16

(I*(,7),p" (1,4)) = ) = Solution dominée

2o=T7T4+4+6=17
()= (4,4) = I = {(1,2)} = T,
. . 271 =22—-4—-6=12 _ '
(" (i,5).p" (1,7) = (1,2) = Solution dominée
2 =T7T4+2+5=14
Par comparaison des valeurs de (21, 22) ; x34 rentre seule dans la base.

X6 = T13 = T9] = T34 — Tyo = 1 (2’1, 22) (19 10)

L ={(6,24),(9,17),(12,13),(16,11),(22,7), (19, 10)}

Itération 6.

0 —6 (0) 0 0 5 (0) 0
6(1): (0) -6 -3 =2 =) _ 0 4 6 3
0 4 3 (0f 1 0 -3 (0)
0 (0) 5 -4 0 (0) -2 2
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I, = {(473)}
I, =4(3,3)}.

o I*=1{(1,2),(4,4)}.

Iy = {<272> ) (273) ) (274)}'
6.a) (i,j) e [; UI,:

21 =194+3 =22 . .
Solution dominée
29 =10—-3=7

21 =19—-3=16 ' ,
Solution dominée
2o =10+6 =16

0 =19-2=17 . .
Solution dominée
2 =10+3=13

21=19—-6=13 , »
Solution dominée
2 =10+4=14

(4,7) = (3,3) =

(4,5) = (2,3) =

(6,7) = (2,4) =

(5,5) = (2,2) =

6.b) (i,j) €I, UI":
6.b.1. (i,j) € I, :

()= 43) = I;= {12} =T, =2,
6.b.2. (i,j) € I’ :

() =(12) = I; = {34} =T

21 =19—-6+5=18
(1 (6, 5) . p" (,) = (3,4) = { Solution dominée
29=104+5—-2=13

(i,)) = (4,4) = I;; = {3,2)} = T},

z21=19—-44+4=19
(l* (27]) 7p* (17])) = <3a 2) = ! Solution dominée
2p=104+2-0=12
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Aucune nouvelle solution. Toutes les solutions engendrées sont dominées. Fin d’itération.

L ={(6,24),(9,17),(12,13),(16,11), (22,7), (19,10)} = E (BAP).

La méthode décrite ci-dessus a été programmée a ’aide du logiciel Delphi 5. Ce pro-
gramme peut déterminer I’ensemble de toutes les solutions efficaces du probléme bi-critéres
d’affectation (s’il en existent), ou alors un sous-ensemble de solutions efficaces .

Les tests effectués sur une variété de problémes (BAP) ont révélé que efficacité de la
méthode dépend de la base duale admissible trouvée, car pour certaines bases, le programme
donne ’ensemble de toutes les solutions efficaces, pour d’autres bases correspondantes a
la méme solution, seulement un sous ensemble est trouvé. Par exemple pour l'exemple
illustratif, il suffit de prendre pour la derniére itération vy = 75 — « au lieu de v; = 77 — «
pour que la méthode ne donne pas toutes les solutions efficaces malgré que la base obtenue
est duale admissible.

Nous avons aussi remarquer que, pour d’autres bases des solutions qui ne sont pas

efficaces ont été engendrées.

3.3.7 Meéthode de deux phases [19], [21]

Contrairement a la méthode précédente, celle-ci travaille sur un probléme d’affectation uni-
critére dont la fonction objectif est une agrégation linéaire des deux autres. Comme vu
ci-dessous, la premiére phase va déterminer toutes les solutions efficaces supportées, tandis

que la seconde détermine les solutions efficaces non supportées.

Phase (I) : détermination de SE(P)

Cette phase est identique & celle de Aneja et nair [19] pour le probléme de transport.

Soit S la liste des solution efficaces supportées; cette liste est initialisée par les deux so-

lutions optimales et efficaces en cas de non unicité X; et X, de valeurs respectives (EF), 251))
et (252), 252)) des deux criteres. Les solutions de S sont rangées dans l'ordre croissant de

premier critere z;.
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3.3. Solution du probléme bicritére d’affectation

Une agrégation est réalisée a 1'aide des poids :

agt) r) _ zés) et agt) =

= 2, ) _ zy)

ng

Ou (27 = W 200 = 0y et (219 = 2 209 = 29 sont les valeurs données par les
deux premiéres solutions efficaces et supportées consécutives X", X* de S.

On obtient le probléme d’affectation unicritére P®) de matrice cotut C®

cW = (agt)cf-;) + agt)cg))

Soit {X® ¢ € T} I’ensemble des solutions optimales de ce critére obtenues par la méth-
ode hongroise.

Deux cas se manifestes :

Premier cas : {X", X*} N{X®W,teT } = 2. Alors les solutions X"t € T sont des

nouvelles solutions efficaces supportées inclues dans S.

Deuxiéme cas : {X", X*} C {XW teT }.

e Si X" et X* sont les deux seules solutions X ({X", X*} N {X®W t e T } = {X", X*}),

donc il n’y a pas d’autres solutions supportées entre X" et X*

e Dans le cas contraire, c.a.d qu'il existe d’autres solutions X ®, alors ces derniéres sont
de nouvelles solutions supportées. Ces nouvelles solutions, si elles existent, elles sont

placées dans un ensembles particulier note S’.

On continu la procédure tant que les autres paires n’ont pas été examinées, en particulier
les paires (X", X*) et (X', X¥) .
A la fin de cette phase, on obtient :

SE(BAP)=SUS
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3.3. Solution du probléme bicritére d’affectation

Phase (II) : Détermination de E(P)\SE(P)

L’objectif de cette phase est de rechercher, pour chaque paire de solution (X", X*) de SE(P),

¢'il existe des solutions efficaces non supportées X : (2\"), 2{") vérifiant :

r) (u) (s)

<z <2z

> 2" > )

4
o

La procédure

e Soit P® le probléme associé au couple (X", X*) est optimisé.

2t > 0}

)

o Soit L = {(i,j)

Les affectations étant classées dans 1'ordre croissant des valeurs Eg-).

Les affectations de L ne sont pas toutes candidate a étre imposées, certaines d’elles
peuvent étre éliminées de L; se sont celles qui conduisent & des solutions dominées. Pour se
faire cette phase propose de calculer une borne inférieure de I’augmentation pour les trois

cas suivants :

e Du critére correspondant & la matrice C® par rapport a la valeur prise par Z”, Z°.
e Du critére z; par rapport a la valeur 27.

e Du critére z; par rapport a la valeur 23.

Testl : test sur le probléme P® Soit (i*, j*) une affectation de L.

Et soit 4y, s, jr, js des indices tel que : @; j» = Xj+;, = X; j+ = T+, = 1.

1.a) Par rapport a X"

L’imposition de (i*, j*) impose au minimum de créer un nouveau zéro dans la ligne i, et

dans la colonne j,.

e Si ce nouveau zéro est créé en (i,, j,) la borne inférieur de 'augmentation de 2 sera
=(t)
Ci e

e Si deux nouveaux zéros sont créés, la borne inférieure de I'augmentation z(*) sera :
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3.3. Solution du probléme bicritére d’affectation

T = min c( ) 4+ min CE )
g#it itie e

Alors la borne inférieur de ’augmentation de z® pour ce test sera :

ly = f)j —I—mm(E)j cl(z \I/S),\I/g))

Une affectation peut étre éliminée de la liste L si :

ly > agt) : ag)

Test2 : test d’augmentation de ZY)

a) X" = Xl
L’affectation (i*, j*) peut étre éliminée de la liste L si :
ll Z agt)

(r)

Ou [; est la borne inférieur de 'augmentation de z;’ engendrée par 'imposition de

Iaffectation (i*, 7*) qui vaut :
_ =1 (=) (1), (1)
i = ¢+ + min <cm1,§1;1jn Cirj Ig;lzn Cm)
Avec iy, j1, des indices tel que: x;, j« =.x;+j, =1

b) X" # X,

L’affectation (i*, j*) peut étre éliminée de la liste L si :

I = ES;* + max (Z min c” Y mmc ) ) > aét)

i#ir I g
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3.3. Solution du probléme bicritére d’affectation

Test3 : test d’augmentation de zés)

a) X% = XQ
L’affectation (i*, 7*) peut étre éliminée de la liste L si :

_ =2 : (2) =(2) (2) (t)
ly = ¢+ + min (cm,gr;él]n C; J’IZI;,IAIZH cm> > ay

Avec is, jo indices tel quex;,:« =.2;,, = 1. Les cotits réduits 7;? sont ceux du critére
) 2] 1772 1)

zo relative & la solution X°.
b) X* # X,

L’affectation (i*, j*) peut étre éliminée de la liste L si :

I, = 55*3* + max (Z mmc Z mlnc ) > agt)

it I#I” Hé]* e

Pour le reste (i.e. les affectations qui ne sont éliminées par aucun des trois tests) deux

variantes existent pour la procédure :

e les affectations restantes de L sont imposées tour & tour et le méme probléme est
ré-optimisé; les solutions obtenues sont triées afin de ne conserver que les solutions
efficaces et les affectations sont considérées dans l'ordre de bornes d’augmentation
croissante. Deés qu’une nouvelle solution efficaces X" est trouvée, le testl peut étre

réappliqué est la borne inférieur de ’augmentation de z®sera :

l = max(ay” (21" = 7). a8’ (5" = 217))

e Pour chaque paire (X", X*), il faut poursuivre 'optimisation de P®*), en imposant en

plus de (i, j) € L, d’autres affectations de L, jusqu’a ce que :
a) Soit on trouve une solution X* telle que :

(T) (u)

<z

> 25

< 2

(s)

<> ¢
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3.3. Solution du probléme bicritére d’affectation

b)Soit 2 > 2® 4 (Vg

Cette méthode a été implémentée afin d’engendrer des exemples numériques pour tester
son efficacité. Cependant, ce procédé prend beaucoup du temps (voir [17]). En conséquence,
des méthodes d’approximation ont été proposées pour calculer les solutions efficaces avec
une durée de calcul raisonnable ( voir [14], [8]), ces methodes combinent entre méthodes

exactes et méthodes approchées.
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Chapitre 4

Conclusion générale et perspectives

L’optimisation multi-objectifs (multicritére) est sans doute un axe de recherche primordial
pour les scientifiques et les ingénieurs, non seulement & cause de la nature multi-critéres
de la plupart des problémes réels, mais aussi parce que de nombreuses questions restent
ouvertes dans ce domaine. Elle a pour caractéristique principale de fournir un ensemble
de solutions qui représentent I’ensemble des solutions efficaces. Dans le cas continu (o
I’ensemble d’admissibilité est convexe), cette tache est relativement facile car 'ensemble des
solutions efficaces peut étre trouvé par combinaison convexe des critéres ce qui est impossible
dans le cas entier (la propriété de convexité n’est pas conservée) o seulement un sous
ensemble est généré sauf pour quelques problémes représentant une structure particuliére.

Dans le cadre de ce travail nous avons réalisé une synthése sur les méthodes de résolution
des problémes unicriteres et multicritéres dans le cas continu et discret en précisant la
difficulté relative a la résolution de chaque type de probléme. Ces méthodes ont été classées
selon 'intervention du décideur dans le processus de résolution et le but recherché.

Pour les méthodes exactes pour 'optimisation multi-objectifs, différentes perspectives
sont envisageables. Tout d’abord, ’amélioration des performances de ces méthodes notam-
ment 'implémentation de ces derniéres ce qui permettrait de résoudre des problémes de
tailles plus grandes. Une autre perspective concerne le développement de nouvelles méth-
odes exactes ou ’adaptation des méthodes existantes pour des problémes a plus de deux

objectifs ou encore la coopération entre méthodes exactes et approchées afin de réduire le
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4. Conclusion générale et perspectives

temps de calcul.

Dans la classe des problémes a variables binaires, en plus des difficultés liées aux prob-
lemes en variables discrétes, ces problémes souffrent de ’explosion combinatoire ce qui rend
nécessaire pour toute méthode de résolution de considérer le temps de calcul. L’implémentation
de la méthode de ’adaptation de la méthode hongroise pour le probléme bi-critéres d’affectation
proposée par Ulungu dans [19] présenté dans ce mémoire, nous a permis de constater que
pour des instances de moyennes tailles la méthode ne donne pas toutes les solutions efficaces
et que pour des bases correspondantes a la méme solution optimale, elle donne toutes les
solutions efficaces et pour d’autres bases seulement un sous ensemble est généré et pour
d’autres bases elle géneére des solutions qui ne sont pas efficaces.

Pour le probléme d’affectation nos perspectives sont nombreuses on site parmi :

e [’amélioration des méthodes déja existantes en diminuant le nombre d’itérations et

par conséquent le temps de calcul.
e [’adaptation des méthodes existantes pour des problémes a plus de deux objectifs.

e [’adaptation de nouvelles méthodes pour le probléeme d’affectation tel que PPM.

Ce qui est str qu’il reste beaucoup a faire pour le probléme d’affectation multicritére.
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