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                                                Introduction  
 

       

Les isogénies de courbes elliptiques ont été étudiées par plusieurs auteurs comme Velu [21], 

Mazur [12], Shimura [19], Cassels [3], Serre [17], etc. 

        

Nous nous intéressons ici aux formules des isogénies de courbes elliptiques ;   

Nous nous sommes inspirés de Velu [22] pour l’algorithme de construction d’une courbe 

elliptique p - isogène à une courbe elliptique. 

 

      Dans le chapitre 1, nous indiquons quelques points de la théorie arithmétique des courbes 

elliptiques. 

 

      Dans le chapitre 2, nous décrivons quelques propriétés géométriques des  

courbes elliptiques.  

 

      Dans le chapitre 3, nous construisons le groupe abélien sur l’ensemble E (K) des  

points rationnels. 

Selon Mordell - Weil, ce groupe est de type fini. 

Nous établissons les formules des coordonnées du symétrique avec la règle géométrique de 3 

points colinéaires de la courbe elliptique et le point à l’infini O E  = ),( ∞∞   

comme élément neutre.   

Nous étudions aussi dans ce chapitre la théorie des isogénies.  
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 CHAPITRE I  
        ARITHMETIQUE  DES   COURBES  ELLIPTIQUES. 
 
 
1 - Structures algébriques d’une courbe elliptique : 

     Une courbe algébrique, dans le plan affine A 2 (K) est déterminée par un  

polynôme f(X, Y)∈K[X, Y]. 

     Une courbe algébrique est donc l’ensemble des zéros d’un  polynôme f(X, Y) à 

coefficients dans un corps K, global, local ou fini : 

Les polynômes de degré un définissent des droites : 

             f(X, Y) = d 321 dYdX ++  = 0                                                                                  (1) 

Les polynômes de degré 2 définissent des cercles de centre ( ), 21 dd  et rayon R : 

            f(X, Y) = ( X - 1d 0)() 22
2

2 =−−+ RdX                                                                (1 - 1) 

et des coniques : 

           f(X, Y) = 0654
2

32
2

1 =+++++ dYdXdYdXYdXd                                             (1 - 2) 

Les polynômes de degré 3 définissent des cubiques. 

 f(X, Y) = 01098
2

76
2

5
3

4
2

3
2

2
3

1 =+++++++++ dYdXdYdXYdXdYdXYdYXdXd  (1-3) 

      Les courbes algébriques contiennent des points simples et des points multiples. 

Une courbe sans point multiple est lisse ; une courbe avec un point multiple est singulière. 

Donc l’ensemble des cubiques, d’équations (1-3), est classifiée en 2 classes, par les points 

singuliers : 

La classe des cubiques singulières et la classe des cubiques non singulières.          

Définition 1 : 

       Une courbe elliptique est une cubique plane E,  non singulière, irréductible projective, 

d’équation de Weierstrass : 

                       E: 2y z+a 1 xyz+a 3 yz 2  = x 3 +a 2 x 2 z+ a 4 xz 2 +a 6 z 3 ∈  P 2 (K)          (2) 

Définition 2 

       L’équation (2) est l’équation de Weierstrass de la courbe elliptique E dans le plan 

projectif P 2 (K). 

Dans le plan affine A 2 ,  l’équation  de Weierstrass de E est : 

           E: y 2 +a 1 xy+a 3 y = x 3 +a 2 x 2 +a 4 x+a 6 [ ]yxK ,∈                                        (2 - 1) 
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 Les 5 coefficients a i sont des éléments d’un corps commutatif K, global ou local ou fini. 

Les 2 variables x et y sont des racines de l’équation algébrique (2 - 1). Donc x et y sont des 

éléments d’une clôture algébrique du corps K. 

 

      La nature du corps K influe sur les propriétés de la courbe elliptique E. 

      Lorsque le corps K est un corps de nombres algébriques, il s’applique à la courbe 

elliptique E la Théorie des Nombres (Entiers Algébriques, Discriminants, Classes D’idéaux, 

Valuations, Equations Diophantiennes, Nombres Premiers, Fonctions 

Arithmétiques, comme la Fonction Zêta, Analyse p- Adique, Groupe de Galois, Ramification). 

       

     Lorsque le corps K est le corps des nombres complexes, il s’applique à la courbe elliptique 

E l’Analyse Complexe, (Réseaux, Tores, Isomorphismes Analytiques Complexes, Groupes de 

Lie, Formes Automorphes, Formes Modulaires) et la Géométrie Algébrique (Variétés 

Algébriques, Diviseurs, Théorème de Riemmann- Roch, Homologie, Cohomologie, Schémas, 

Courbes Algébriques Projectives). 

 

      Lorsque le corps K est un corps fini, il s’applique à la courbe elliptique E la Théorie  

des Corps Finis. 

 

      Lorsque le corps K est un corps de fonctions, il s’applique à la courbe elliptique E la 

Théorie des Corps de Fonctions. 

 

      Lorsque le corps K est un corps local, il s’applique à la courbe elliptique E la Théorie des 

Corps Locaux. 

 

      Une courbe elliptique a une structure de variété abélienne de dimension un. 

Elle a une structure de schéma non singulier de dimension un.  

 

2 - Transformations de l’équation de Weierstrass : 

       L’équation (2 - 1) peut être transformée au moyen de substitutions.  

Lorsque la caractéristique du corps K est différente de 2, nous éliminons les monômes xy et y 

de l’équation (2 - 1) par le changement de variables linéaire : 

                   (x, y)→ (x,
2

31 axay −−
) ;                                                                      (3) 
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Nous obtenons l’équation de Weierstrass : 

                                   E1  : y 2  =  4x 3 +b 2 x 2 +2b 4 x+b 6  ;                                       (3 - 1)      

Les coefficients b i2  sont des polynômes « homogènes de degré 2i » dans l’anneau  

Z [a 1 , a 2  ,a 3  ,a 4  ,a 6  ] :  

                                           ;
;4

2
;4

6
2
36

4314

2
122

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

aab
aaab

aab
.                                                        (3 - 2) 

Les coefficients b i2 sont des invariants de la courbe elliptique E1 . 

Dans un corps de caractéristique p≠  2,3, nous éliminons le monôme x 2 et le coefficient 4 de 

l’équation (3 -1) par le changement de variables linéaire : 

                                              (x, y)→ ( );
108

,
36

3 2 ybx −                                                   (4) 

Nous obtenons l’équation de Weierstrass :  

                                              E 2  : y ;5427 64
32 cxcx −−=                                         (4 - 1) 

Les coefficients c i2 sont des polynômes « homogènes de degré 2i »  

dans l’anneau Z [b 2 ,b 4 ,b 6 ] : 

                                               c 4  =  b ;24 4
2
2 b−                                                                                                 

                                               c 6  =  -b ;21636 642
3
2 bbb −+                                         (4 - 2) 

Les coefficients c i2 sont des invariants de la courbe elliptique E 2 . 

 

3 - Invariants d’une courbe elliptique : 

     Une courbe elliptique E possède d’autres invariants, dont le discriminant ∆(E), l’invariant 

modulaire j(E), l’invariant différentiel ω (E), le rang ),(Er le conducteur ),(EN etc. 

a) Discriminant d’une courbe elliptique : 

Définition 3 : 

      Le discriminant d’une courbe elliptique E est le polynôme homogène, de degré 12, dans 

l’anneau Z [b 2 , b 4 , b 6 , b 8 ]  égal à : 

                                           ∆(E) = 9b 2 b 4 b 6 -8b 3
4 -27b 2

6 -b 2
2 b 8  ; 

sur un corps K de caractéristique p 3,2≠  

Le coefficient b 8 est déterminé par la relation : 
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                             4b 8  = b 2 b 6 -b 2
4  ;  

4b 8  est un polynôme homogène, de degré 8, de l’anneau Z [b 2 , b 4 , b 6 ] ; 

          La cubique d’équation de Weierstrass 

                                       E : y 2  = x 3 +Ax+B                                                             (5) 

a un discriminant égal à  

                               ∆(E) = -16(4A 3 +27B 2 )                                                           (5 - 1) 

Le discriminant de la courbe elliptique E 2  est égal à : 

                                           ∆(E) = 3548× ( )2
6

3
4 cc −                                                           (5 - 2)  

Exemple : 

Le discriminant de la courbe d’équation de Weierstrass : 

                                          148547: 232
1 −+−=+− xxxyxyyE                                                                   

Les coefficients ,292 =b    ,124 −=b  ,406 −=b   3268 −=b   et le discriminant   

                        ∆(E1 ) = 370070 = .3700752 ××                        

b) Invariant modulaire d’une courbe elliptique : 

Définition 4 :  

        L’invariant  modulaire d’une courbe elliptique E est l’élément j(E) du corps K : 

                                         égal à    j(E) = 
)(

3
4

E
c
∆

                                                       (6) 

Exemples : 

1) L’invariant modulaire de la cubique d’équation de Weierstrass : 

                                 25510126: 232
2 −+−=−+ xxxyxyyE  

Nous obtenons avec le calcul ,42 −=b   ,624 −=b   ,446 =b   1058 −=b ,  

Le discriminant ∆(E 76952) 9
2 ××=   et   le coefficient 4c  = 4725 ×                            (6 - 1)                            

(6), (6 -1) impliquent  j(E 2 ) = 
7695

10382326

×
×                                                                     (6 - 2) 

2) l’invariant modulaire de la cubique d’équation de Weierstrass : 

                                         34: 32
3 ++= xxyE  

Nous obtenons avec le calcul ,02 =b    ,84 =b    ,126 =b    168 −=b   et 4c  = - 326 ×    (6 - 3)                           

La relation (5 - 1) implique ∆(E 4992) 4
3 ×−=                                                                (6 - 4) 

(6), (6 - 3) et (6 - 4) impliquent  j(E
499

32)
314

3
×

=                                                             (6 - 5) 
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c) Invariant différentiel d’une courbe elliptique :  

Définition 5 : 

        L’invariant  différentiel d’une courbe elliptique est l’élément différentiel : 

                                                      ω (E) = ''
xy F
dy

F
dx −

=  

lié à la forme différentielle : 

                                  dF = F '
x dx+ F '

y dy, 

où F(x, y) = y 2 +a 1 xy+a 3 y-x 3 -a 2 x 2 -a 4 x-a 6  = 0  est l’équation de Weierstrass de E, 

F '
y  est la dérivée partielle de F par rapport à y   et 

F '
x  est la dérivée partielle de F par rapport à x. 

Exemple : 

1) l’invariant différentiel ω (E )1  de la cubique d’équation de Weierstrass : 

                         148547: 232
1 −+−=+− xxxyxyyE  

                         ω (E )1 = '
xF
dy−                                                                                      (7) 

où F 148547),( 232 +−+−+−= xxxyxyyyx                                                        (7 - 1)                            

                        81037 2' −+−−= xxyF x                                                                  (7 - 2) 

                        472' +−= xyF y                                                                               (7 - 3) 

(7), (7 - 2) impliquent l’invariant différentielω (E )1  = 
81037 2 −+−−

−
xxy

dy                (7 - 4) 

  2)  l’invariant différentiel ω (E )2  de la cubique d’équation de Weierstrass : 

                            25510126: 232
2 −+−=−+ xxxyxyyE  

                            ω (E )2  = '
yG

dx                                                                                     (8) 

où G 25510126),( 232 +−+−−+= xxxyxyyyx                                                      (8 - 1) 

                                 52036 2' −+−= xxyxG                                                                  (8 - 2) 

                           1262' −+= xyyG                                                                            (8 - 3) 

(8), (8 - 3) impliquent l’invariant différentiel : ω (E )2  = 
1262 −+ xy

dx                            (8 - 4) 

La présentation des autres invariants sera faite ultérieurement. 
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4 -  Points singuliers d’une courbe algébrique : 

 Dans la théorie des points simples et des points multiples d’une courbe  

algébrique plane C c’est l’équation F(x, y) = 0 de la courbe qui détermine la nature  

d’un point de C. 

Définition 6 : 

    Un point P = (x, y) d’une courbe algébrique plane C est  singulier lorsqu’il 

 satisfait les équations : 

                                    F (P) = F '
x (P) = F '

y (P) = 0. 

       Il en résulte qu’un point singulier d’une courbe algébrique C est un point multiple  

de cette courbe.  

Donc pour une cubique, il n’y a  qu’un seul point singulier, éventuellement. 

1) Un nœud est un point singulier où la cubique admet 2 tangentes distinctes. 

2) Un point de rebroussement est un point singulier où la cubique admet 2 tangentes 

confondues. 

                
Les courbes algébriques planes admettent un invariant géométrique, qui est le genre de  

la courbe. 

Définition 7 : 

Soit une courbe algébrique C, d’équation projective f(x, y, z) = 0, de degré  n,  

admettant d points singuliers. 

Le genre de cette courbe est l’entier non négatif ; 

                                          g = dnn
−

−−
2

)2)(1(  

Ainsi, une droite a une équation projéctive de degré n = 1, donc son genre  est égal à g = 0. 

S1  est un nœud. 
(2 tangentes distinctes). 
 

S 2  

S 2  est un point  de 
rebroussement. 
(2 tangentes confondues). 

 Figure -1 - 
S 1  
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      Les cercles et les coniques ont des équations projectives de degré n = 2, donc leur genre 

est égal à g = 0. 

      Les cubiques planes singulières ont une équation projective de degré n = 3 et un point 

singulier, leur genre est égal à g = 0. 

      Les courbes elliptiques sont des cubiques non singulières, elles ont une équation 

projective de degré  3, donc leur genre est égal à g = 
2

)23)(13( −− -0 = 1. 

 

5 - Classification des cubiques planes suivant leurs discriminants : 

     Le discriminant ∆(E) d’une courbe elliptique E d’équation y 2 = f (x) est lié au dicriminant     

dis (f) de ce polynôme par la théorie du résultant.      

     Pour la théorie du résultant, nous avons consulté les ouvrages Algebra  de Lang et 

Introduction à l’Algèbre de Kostrikine. 

Nous  exposons quelques points de la théorie : 

Définition 8 :  

  Soit deux polynômes f et g d’un anneau K[x] de la forme : 

                    f(x) = r 0 x n +r 1 x +−1n ………+r n     de degré n. 

                                   et 

                    g(x) = s 0 x m +s 1 x 1−m +………+s m    de degré  m. 

Le résultant des  deux polynômes  f et g  est le déterminant d’ordre n + m, formé  de m lignes 

de coefficients (r 0 , r 1 ,……, r n )  et de n lignes de coefficients (s ),......, 10 mss . 

 

   Res (f, g) = 

mm

mm

mm

mm

nn

nn

nn

nn

nn

ssss
ssss

ssss
ssss

rrrr
rrrr

rrrr
rrrr

rrrr

110

110

110

110

110

110

110

110

110

............0......0
0............0...0
....................................
0...0............0
0......0............

......0..........00
0......0.........0
....................................
....................................
0......0......00
0.........0......0
0............0......

−

−

−

−

−

−

−

−

−

          

m lignes 

n lignes 
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Le résultant Res (f, g) est un polynôme en les zéros de f et g. 

Proposition 1 : 

         Soit 2 polynômes : 

                       f(x) =  r )().........)(( 210 nuxuxux −−−                                                       (9) 

                      g(x)= s ).().........)(( 210 mvxvxvx −−−                                                      (9 - 1) 

Alors leur résultant est égal à : 

                               Res (f, g) = r ∏∏
= =

−
n

i

m

j
ji

nm vus
1 1

00 )(                                                      (9 - 2) 

Preuve : (S.Lang Algebra)                                                                                                                                    

�. 

Corollaire :  

1) Le résultant Res (f, g) est nul si et seulement si les deux polynômes f et g ont une 

racine commune. 

2) Le résultant  d’un  polynôme f(x) et de sa dérivée )(' xf  est égal à : 

                          Res (f, f ' ) = r ∏
=

−
n

i
i

n uf
1

1
0 )('                                                               (9 - 3) 

�. 

Le discriminant d’un polynôme f(x) est une fonction de ses racines. 

Avec les racines de f(x), nous pouvons construire la différente et le discriminant de f 

Définition 9 :      

      Le discriminant d’un polynôme de degré n       

                               f(x) = r 0 )().........)(( 21 nuxuxux −−−  est égal  à : 

                                    dis (f) = r ∏
≤<≤

− −
nji

ji
n uu

1

222
0 )(                                                         (10) 

Il en résulte que le discriminant est nul si et seulement si f admet une racine multiple. 

Ce discriminant est lié au résultant de f. 

Proposition 2 : 

       Soit un polynôme f(x) = r 0 )().........)(( 21 nuxuxux −−−  de degré n, son discriminant  

dis (f) et son résultant Res (f, 'f ) ; 

                          Alors Res (f, 'f )  =  (-1) 2
)1( −nn

r 0  dis (f)                                                  (11) 

�. 
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Définition 10 : 

     Soit un polynôme f(x) = kdxdx n
nn ∈+++ − .........1

1 [x] sur un corps k. 

                                         = ).().........( 1 nxx λλ −−  

1) La différente de f est égale à : 

   D (f) = ∏
≤<≤

−
nji

ji
1

)( λλ . 

2) Le discriminant du polynôme f est égal à : 

   dis (f) = ∏
≤<≤

−=
nji

jifD
1

22 )()( λλ .   

Applications : 

       Polynôme de degré 2,  f(x) = ax cbx ++2  

              Le discriminant dis (f) = b ac42− ,  Res (f, f ' ) = caab 22 4+−  

       Polynôme de degré 3, 32
2

1
3

0)( axaxaxaxf +++=  

Avec la formule de Lang dans Algebra 

                   dis (f) = 3
20

2
2

2
1 4 aaaa − 3210

2
3

2
03

3
1 18274 aaaaaaaa +−−  

       Application  au polynôme 64
2

2
3 24)( bxbxbxxf +++= . 

Alors dis (f) est égal à 

642
2
66

3
2

3
4

2
4

2
2 188162748164 bbbbbbbbb ×+×−−×− = )2789(16 2

68
2
2

3
4642 bbbbbbb −−− . 

Il en résulte dis (f) = 16 ∆(E). 

        Application au polynôme BAxxxf ++= 3)(   

Soit l’équation de Weierstrass : 

                                 E : BAxxy ++= 32                                                                                (1) 

Le changement de variables ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

→
2

,),( 31 axay
xyx  transforme (1) en : 

                                              E '  : BAxx 444 3 ++  = 64
2

2
3 24 bxbxbx +++  

Il en résulte dis (f) = 16 ∆(E) 

Nous avons démontré la : 

Proposition 3 : 

       Soit  une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass : 

                  E : )(24 64
2

2
32 xfbxbxbxy =+++= , Alors  dis (f) = 16 ∆(E) 
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L’invariant discriminant ∆(E) permet de classifier les cubiques. 

Proposition 4 : 

        Soit une cubique plane E d’équation de Weierstrass : 

                                  E: y 2 +a 1 xy+a 3 y = x 3 +a 2 x 2 +a 4 x+a 6 [ ]yxK ,∈           

  de dicriminant ∆(E) Alors : 

        1) Le point à l’infini O E  = ( ∞∞, ) n’est pas  singulier sur la courbe E.  

  2) La cubique E est une courbe elliptique  si et seulement si son discriminant  

      n’est pas nul.   

Preuve de O E  est un point non singulier de la courbe E : 

Soit  une cubique plane E d’équation de Weierstrass, dans le plan projectif P .2  

               E :  f(X,Y,Z) = Y 2 Z+a 1 XYZ+a 3 YZ 2 - X 3 - a 2 X 2 Z- a 4 XZ 2 - a 6 Z 3  = 0          (1) 

La dérivée partielle 2
64

2
231

2 322 ZaXZaXaYZaXYaY
dZ
df

−−−++=                           (1 - 1) 

      Dans le plan projectif P ,2  le point à l’infini  est représenté par O E  = (0, 1, 0) 

La valeur f (0, 1, 0) = 0 implique que O E  est un point de E                                              (1 - 2) 

La valeur
dZ
df  (0, 1, 0) = 1≠ 0 implique que le point O E n’est pas singulier sur la courbe E.      

�. 

Preuve de « E est une courbe elliptique » implique « ∆(E) ≠ 0 ». 

Nous prenons l’équation de Weierstrass de E : 

              y 2  = 4x 3 +b 2 x 2 +2b 4 x+b 6  = h(x)                                                                         (2) 

L’hypothèse « courbe elliptique » implique que «  le polynôme h(x) admet trois racines 

distinctes » 

h(x) = 4(x-e [ ]yxKexex ,))()( 321 ∈−−       avec e ji e≠                                                     (2 - 1) 

La définition des racines simples et multiples d’un polynôme h(x) et la relation (2 -1) 

impliquent  que les racines de la dérivée 'h  (x) ne sont pas racines de h(x)                      (2 - 2) 

(2 - 2) implique le résultant Res (h, 'h )≠ 0                                                                         (2 - 3) 

(2 - 3) et la proposition 2 impliquent la valeur dis (h)≠ 0                                                  (2 - 4) 

Par définition, les discriminants dis (h) et ∆(E) de la cubique E sont liés par la relation : 

     dis (h)=16 ∆(E)                                                                                                              (2 - 5)      

(2 - 4) et (2 - 5) impliquent ∆(E)≠ 0.                                                                                                     
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�. 

Preuve de « ∆(E) ≠ 0 » implique « E est une courbe elliptique ». 

Nous gardons l’équation de (2) 

                        E : y 2  = 4x 3 +b 2 x 2 +2b 4 x+b 6  = h(x)                                                     

L’hypothèse ∆(E) ≠ 0 et la relation (2 - 5) impliquent dis (h) 0≠                                   (3 - 1)                            

La relation (3-1) et la proposition 2 impliquent la valeur du résultant Res (h, 'h ) ≠ 0   (3 - 2) 

Le corollaire de la proposition 1 implique les polynômes h(x) et h ' (x) n’ont pas  

de zéro commun. 

Donc le polynôme h(x) admet trois racines simples. 

Il en résulte que la cubique E est non singulière, donc elle est elliptique                              

�. 

Le signe du discriminant ∆(E) caractérise deux types de courbes elliptiques : 

Proposition 5 :    

         Soit une courbe elliptique E dans le plan affine A (2 R) de discriminant ∆(E). 

1) la relation  ∆(E) > 0  implique que la cubique E est une courbe elliptique qui coupe l’axe    

    Ox en trois points distincts. 

2) La  relation ∆(E) < 0 implique que la cubique E est une courbe elliptique qui coupe l’axe  

    Ox en un seul point. 

Preuve : 

Preuve de «∆(E) > 0 »implique « la courbe elliptique E coupe l’axe Ox en trois points 

distincts ». 

Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass : 

                       E : y 2  = 4x 3 +b 2 x 2 +2b 4 x+b 6  = g(x) ∈ R[x]                                           (1)                             

La relation dis (g(x))  = 16∆(E) et l’hypothèse ∆(E) > 0 impliquent dis (g(x)) > 0          (1 - 1) 

(1) et (1 -1) impliquent que le polynôme g(x) admet 3 racines simples 321 ,, eee   

Il en résulte trois points d’intersection )0,( ii eP = de la courbe E avec l’axe Ox.                              

�. 

Preuve de '' ∆(E) < 0 ''  implique '' la courbe elliptique E coupe l’axe Ox en un seul point '' . 

Un polynôme cubique admet 3 racines ,ie  simples ou multiples : 

                   E : y 2 = ))()((4 321 exexex −−− = g(x) ∈ R[x]                                              (1) 

La relation dis (g(x))  = 16∆(E) et l’hypothèse ∆(E) < 0 impliquent dis (g(x)) < 0           
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Par définition dis (g) est lié aux racines ie  de g par : 

                   ∈−−−= 2
13

2
32

2
21

4 )()()(4)( eeeeeegdis R                                                (1 - 1) 

La relation (1 - 1) implique un carré négatif. 

Cela n’est possible que pour ee =1 réel,  itre +=2   et itre −=3  complexes conjuguées. 

   Alors dis (g) = 222 )()2()( itreititre +−−−  

                        = [ ] 0)(4 2222 <+−− tret . 

Il en résulte un seul point d’intersection )0,( 11 eP =  de la courbe E avec l’axe Ox. 

�. 

Exemples : 

1) Soit une cubique E1  d’équation de Weierstrass: 

                                    E1 : y 132 232 +−−=− xxxxy                                                    (1)                            

Nous obtenons avec Le calcul les invariants b i2     

  b 82 −= ,  b 24 −= ,  b 46= ,   b 98 −=   et le discriminant ∆(E1 ) = 784 = 24 72 ×  > 0       (1 - 1) 

 Il en résulte que la cubique E1  est une courbe elliptique qui coupe l’axe Ox en 3 points. 

Logiciel Maple donne les abscisses 1x , 2x   et 3x  de ces points : 

                   1x  ≈  -0,68,   2x  ≈  0,47,  3x  ≈3,21                                                                (1 - 2)                         

                                                                                                                                                                               

Quelques  points sur la courbe E 1  :  

x -1 1x  
2
1−  0 2x  

2
1  1 

2
5  3 3x  

2
7  

y 
Pas de 

y réel 
0 

2
2
71−−

 

2
2
71+−

 

1  

et 

 -1 

0 

2
2
11−

 

2
2
11+

 

Pas 

de 

y 

réel

2
2

135 −

 

2
2

135 +

 

3- 7  

et 

3+ 7  

0 

2
2

1277 −
 

      et            

2
2

1277 +
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La courbe elliptique E 1  coupe l’axe Ox en 3 points ( )0,(),0, 21 xx  et )0,( 3x  qui sont 

simples. 

                                             
 

        2) Soit une cubique E 2  d’équation de Weierstrass : 

                                E 2  : y .53 32 +=++ xyxy                                                                      (2) 

Nous obtenons avec le calcul les invariants ib2  

b ,12=   b ,34=   b 6 = 29, b 8  = 5  et le discriminant ∆(E 2 ) =  -22145 = 44295×−  < 0     (2 - 1) 

Il en résulte que la cubique E 2  est une courbe elliptique qui coupe l’axe Ox en un seul point                            

d’abscisse 3
1

4 )5(−=x                                                                                                          (2 - 2) 

Points particuliers de la courbe E 2  : 

x  -2 4x  
2
3−  -1 0 1 2 

y  
Pas de 

racines y 

réelles. 

0 

4
353−−

 

et 

4
353+−  

51−−  

 

et 

 
 

51+−  

2
293−−  

et 

2
293+−  

102 −−  

et 

102 +−  

2
775 −−  

et 

2
775 +−  

 

 

La courbe elliptique E 2 coupe l’axe Ox en 1 seul point ( )0,4x  qui est simple. 

∆(E1 ) > 0 

Figure - 2 - 

0 -1 x 1  
x 2  x 3  x 

y 
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Nous nous intéressons aux cubiques singulières : 

Proposition 6 : 

               Soit une cubique E d’invariant c 4 (E) = 4
2
2 24bb −  et de discriminant ∆(E) 

1) La cubique E admet un nœud si et seulement si ∆(E) = 0  et  c 4 (E)≠  0. 

2) La cubique E admet un point de rebroussement si et seulement si ∆(E) = 0 et            

c 4 (E) = 0 

Preuve de « la cubique E admet un nœud » implique « ∆(E) = 0 et  c 4 (E)≠  0 » : 

Nous prenons une cubique E d’équation de Weierstrass : 

                                         E : y 2 = 4x 3 +b 2 x 2 +2b 4 x+b 6  = h(x)                                          (1) 

L’hypothèse «  E est singulière » implique que son discriminant est nul  ∆(E) = 0. 

Par hypothèse la courbe admet un noeud. 

Par définition d’un nœud, la courbe admet deux tangentes distinctes au nœud. 

La pente d’une tangente est égale  à la dérivée y '  de y.    

                              y '  = ;)(6 42
2

y
xf

y
bxbx

=
++

                                                                   (2) 

        L’hypothèse de deux tangentes distinctes au nœud implique :    

deux valeurs distinctes de y '  et deux racines distinctes du numérateur f(x)                          (3) 

Le discriminant du polynôme f(x) de degré 2, a pour valeur :                                               (4) 

                              dis (f(x)) = b 4
2
2 24b−  =  c 4 (E) ;                                                                (5)   

Les relations (3) et (5) impliquent c 4 (E)≠  0 ;                                                                          

�. 

∆(E 0)2 <  
Figure -3 - 

x

y 0 x 4  
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Preuve de « la cubique E admet un point de rebroussement  » implique que « ∆(E) = 0 et 

c 4 (E) = 0 ». 

L’hypothèse « E  est singulière » implique que son  discriminant est nul  ∆(E) = 0. 

Par hypothèse la courbe admet un point de rebroussement. 

Par définition d’un point de rebroussement, la courbe admet deux tangentes confondues. 

La pente de la tangente est la dérivée de y : 

                               y '  = ;)(6 42
2

y
xf

y
bxbx

=
++

                                                                  (6) 

      L’hypothèse « l’existence de deux tangentes confondues » implique une racine double du 

polynôme f(x)                                                                                                                         (7) 

Donc le discriminant dis (f(x)) est nul. 

                              dis (f(x)) = b 4
2
2 24b−  =  c 4 (E) = 0                                                            (8)                           

Exemples : 

Nous construisons un exemple de chaque type de ces cubiques planes. 

1) Cubique plane non singulière de discriminant positif :  

Soit la cubique E1 d’équation de Weierstrass : 

                     E1  : y 1453015 232 −−−=− xxxy                                                          (1) 

Nous obtenons avec le calcul les invariants b i2  et ∆(E1 ) : 

                 b ,202 −=    b ,604 −=      b ,1696=        b =8 -1745 et  ∆(E1 ) = 3480053 > 0         (2) 

∆(E1 ) > 0 implique que la cubique E1 est une courbe elliptique qui coupe l’axe Ox  

en trois points : 

Logiciel Maple donne les abscisses ,1x  2x   et 3x  de ces points : 

                    1x ≈ -3,11,  2x ≈ -0,54  et 3x ≈8,66                                                                    (3) 
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Quelques points de la courbe E :1  

x -5 -4 1x  -1 -2 2x  0 1 8 3x  
2
21  

y 
Pas 

de y 

2
7315 −

 

et 

2
7315 +

 

0 

2
26515 −

 

et 

2
26515 +

 

2
33315 −

 

et 

2
33315 +

 

0 

1 

et 

14 

2
3315 −  

et 

2
3315 +  

Pas 

de y 
0 

2
2

266915 −

et 

2
2

266915 +

 

 

La courbe elliptique E 1 coupe l’axe Ox en 3 points ( )0,(),0, 21 xx  et )0,( 3x  qui sont 

simples. 

                                         
 

2) Cubique plane non singulière de discriminant négatif :                         

 Nous considérons la cubique E 2 d’équation de Weierstrass : 

                      E :2 y 149512 232 +++=+ xxxy                                                         (1) 

Nous obtenons les invariants b i2  et ∆(E 2 ) par le calcul : 

    b ,202=    b ,184=   b ,2006=   b 9198=  et  ∆(E 2 ) = - 846256  = - 5289124 × < 0        (2) 

Donc la cubique E 2 est une courbe elliptique qui coupe l’axe Ox en un seul point .4x  

Logiciel Maple donne l’abscisse 4x de ce point : 

                       4x 52,3−≈                                                                                                    (3) 

Quelques points de la courbe E :2  

x 
x 1  x 2  x 3  

Figure - 4 - 

y 
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x  -4 4x -2 -1 
2
1−  0 -10 

y  

-6- 30  

et  

-6 30+  

 

0 

-6-2 11  

et 

-6+2 11  

-6+3 5  

et 

-6-3 5  

-6-
8

373  

et 

-6+
8

373  

-6- 50  

et 

-6+ 50  

Pas de y 

 

La courbe elliptique E 2  coupe l’axe Ox en 1 seul point ( )0,4x  qui est simple.  

 

                                     
3) Cubique plane singulière : 

 Une cubique plane singulière n’est pas une courbe elliptique  

Cubique plane qui possède un nœud :     

Soit la cubique plane E 3  d’équation de Weierstrass : 

                      E :3  y 161232 +−= xx                                                                                       (1) 

Nous obtenons les invariants de E 3  par le calcul : 

b ,02=    b =4  -24,  b 6 = 64,  b =8 -144,   c 4 (E 3 ) = 576 = 26 32 ×   et  ∆(E 3 ) = 0                   (2)                          

∆(E 3 ) = 0  implique que la cubique plane E 3 est singulière 

Cette cubique E 3 a un point singulier. 

Le coefficient c 4 ≠ 0 implique que ce point singulier est un nœud. 

Les coordonnées de ce nœud sont les solutions du système de 3 équations algébriques : 

                                          

 

 

x 

y 

x 4  
 

Figure -5 - 
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                                        f(x, y) =  y ;0161232 =−+− xx                                                                                     

                                        0123),( 2 =+−= xyx
dx
df ;                                                            (3)                          

                                        02),( == yyx
dy
df ; 

Nous obtenons la solution (2,0) ; 

Pour construire la courbe E ,3  nous décomposons le 2 éme  membre avec le : 

Théorème : 

        Soit une équation diophantienne : 

                                 f(x) = 0.........1
1 =+++ −

n
nn dxdx  

 Toute solution de f(x) est un diviseur du coefficient constant  nd   

�. 

Ici nd = 16, le test des diviseurs de 16 implique f (2) = 0 = f (-4)  

Donc f(x) admet 2 racines : 41 −=x  et 22 =x . 

Il en résulte la factorisation )2(16123 −=+− xxx (x )2− (x + 4). 

                         y 161232 +−= xx  = )4()2( 2 +− xx                                                             (4) 

La relation (4) implique la condition x≥ - 4  

Tableau de valeurs des coordonnées de quelques points : 

x  -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 
2y  0 25 32 27 16 5 0 7 32 81 

y  0 ± 5 ± 4 2  ± 3 3 ± 4 ± 5 0 ± 7 ± 4 2  ± 9 

 

La cubique E 3  coupe l’axe Ox en 1 seul point simple (-4, 0) et un point double (2, 0). 

                                   

x 

y 

Figure - 6 - 
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Cubique plane qui possède un point de rebroussement : 

Soit la cubique plane E 4 d’équation de Weierstrass : 

                         E :4  y 2510 32 −=+ xy                                                                              (1) 

Nous obtenons par le calcul les invariants de E 4  :  

                         b 2 = 0,   b 4 = 0,   b 6 = 0,  b 8 = 0,  c 4 (E )4 = 0  et  ∆(E )4 = 0                    (2)                                

∆(E )4 = 0  implique que la cubique plane E 4 n’est pas une courbe elliptique. 

Cette cubique E 4 a un point singulier. 

Le coefficient c 4  = 0 implique que ce point  singulier est un point de rebroussement. 

Les coordonnées de ce point de rebroussement sont les solutions du système de trois 

équations algébriques : 

                 

                 f(x, y) = y ;02510 32 =+−+ xy   

                 ;3),( 2xyx
dx
df

−=                                                                                              (3) 

                 ;102),( += yyx
dy
df   

Nous obtenons la solution (0,-5) ;                                                                                     

Tableau de valeurs des coordonnées de quelques points : 

x -1 0 1 2 3 4 

y 

Pas de 

racines y 

réelles. 
-5 -6 et- 4 

-5- 8  

    et 

-5+ 8  

-5- 27  

    et 

-5+ 27  

-13 et 3 

 

 

La cubique plane E 4  coupe l’axe Oy en 1 seul point d’abscisse x = 0 et d’ordonnée y = - 5. 

                                

x 

y 

Figure -7- 
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Déterminons les courbes elliptiques d’équation de Weierstrass : 

                  E : [ ]yxKBAxxy ,32 ∈++= ,  4A 027 23 ≠+ B  d’invariant modulaire j(E) fixé.  

Proposition 7 : 

          Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass : 

                                        [ ]yxKBAxxy ,32 ∈++= .                                     

Alors tout nombre n du corps K  est l’invariant modulaire d’une courbe elliptique E. 

Preuve : 

Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass : 

                 E : y [ ]yxKBAxx ,32 ∈++= ,   4A 027 23 ≠+ B                                               (1)                 

Son invariant modulaire est égal à : 

j(E) = ,
274

17284
23

3

BA
A

+
×   pour un corps K de caractéristique différente de 2,3                      (2) 

Nous distinguons les trois cas : 

          j(E) = 0,    j(E) = 1728    et    j(E)≠ 0,  1728. 

1) j(E) = 0 ; la formule (2) implique A = 0  et B≠ 0                                                          (3)                               

Il en résulte l’équation de Weierstrass : 

           E :1  y Bx += 32    et  ∆(E )1  = -16(4A )27 23 B+  = - 432 2B  = - 34 32 × 2B              (4)                                

2) j(E) = 1728, la formule (2) implique A 0≠  et B = 0                                                     (5)                              

Il en résulte l’équation de Weierstrass : 

          E :2  y 2  = x Ax+3      et  ∆(E )2 = -64 3A  = -2 6 3A                                                    (6)                               

3) j(E) = n 0≠ , 1728 ; la formule (2) implique                                                                               

                   108(4A) )274( 233 BAn +=                                                                            (7)                                

En séparant 3A  et 2B  nous obtenons l’équation                                                                           

                   4 3A (1728-n) = 27 2B  n                                                                                  (8)                                

Cette équation algébrique est de degré 3 en A et de degré 2 en B ; le nombre n∈  K est  

un paramètre. 

(8) se met sous la forme : 

                    
427

)1728( 23 nBnA
=

−                                                                                      (9)                                

Nous en déduisons la solution : 

                    
n

nA
−

=
1728

3         et  
n

nB
−

±
=

1728
2                                                              (10)     

Il en résulte les équations de Weierstrass :                                                                                                           
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                                          E : y x
n

nx
−

+=
1728

332

n
n
−

±
1728

2  ;  

         et le discriminant  ∆(E) = - 3

2

)1728(
2985984

n
n

−
 = 3

2612

)1728(
32

n
n

−
×−  

�.                                                                            

Exemples : 

Courbe elliptique E d’invariant modulaire j(E) = n : 

Pour  n = 1,      il y a  2 courbes elliptiques d’équations de Weierstrass :   

                         E :1    
1727

2
1727

332 ++= xxy      et      j(E 1)1 = . 

                         E :2    
1727

2
1727

332 −+= xxy      et      j(E 1)2 = .   

Pour   n = 4,     il y a  2 courbes elliptiques d’équations de Weierstrass :   

                         E :3    
431
2

431
332 ++= xxy          et      j(E 4)3 = . 

                         E :4    
431
2

431
332 −+= xxy          et      j(E 4)4 = .   

Pour   n = 6,     il y a  2 courbes elliptiques d’équations de Weierstrass :         

                         E :5    
287

2
287

332 ++= xxy          et      j(E 6)5 = .       

                         E :6    
287

2
287

332 −+= xxy          et      j(E 6)6 = . 
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                                                        CHAPITRE II  

              LA GEOMETRIE DES COURBES ELLIPTIQUES. 
 

 

       Une courbe elliptique possède une structure de variété abélienne de dimension 1. Dans ce 

chapitre nous exposons brièvement la théorie des espaces affines et projectifs. 

Les notions d’espaces affines, d’espaces projectifs et de variétés abéliennes  se trouvent dans 

des ouvrages de Géométrie Algébrique (Hartshorne, Shafarevich, etc…). 

 

1 - Espace algébrique affine : 

      Les points rationnels (x, y) d’une cubique sont des zéros d’un polynôme. 

Les zéros des polynômes forment des ensembles algébriques dans des espaces affines 

Définition 1 : 

       Le n- espace affine sur un corps algébriquement clos K est l’ensemble  

des n-uples  d’éléments de K. 

                       A n (K) = { ,),,.........( 1 aaa n =     a }Ki∈                                             (1) 

Un  n - uple a est un point de l’espace affine, les éléments a1 ………a n sont les coordonnées 

 de ce point a. 

 

2 - Ensemble algébrique dans un espace affine :  

     La théorie algébrique des polynômes d’un anneau K [ 1x ,………, nx ] implique que tout 

polynôme f admet des zéros dans un corps K algébriquement clos                 

Ces zéros forment un ensemble algébrique  dans l’espace affine A n (K). 

Définition 2 : 

      Un sous ensemble Y d’un espace affine A n  est un ensemble algébrique si et seulement si  

Y est l’ensemble des zéros d’un sous ensemble de polynômes de l’anneau K [ 1x ,………, nx ] 

des polynômes à n  indéterminées. 

Y = { ),,,.........( 1 naaa =   f 0)(......)()( 21 ==== afafa j ,   f ∈i  K [ 1x ,………, nx ] }     (2) 

 

Les opérations  sur les ensembles algébriques sont précisées par la :  
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Proposition 1 : 

1) La réunion de deux ensembles algébriques dans un espace affine est un ensemble 

algébrique. 

2) L’intersection d’une famille d’ensembles algébriques est un ensemble algébrique. 

3) L’ensemble vide et l’espace affine A n  sont des ensembles algébriques. 

�. 

Un espace affine A n peut être muni d’une topologie. 

Définition 3 :  

      Dans la topologie de Zariski sur un espace affine les ensembles fermés sont les ensembles 

algébriques et les ensembles ouverts sont les complémentaires des fermés. 

Exemples d’ensembles algébriques : 

      1)  Soit l’ensemble :  

 V1  ={ ∈x C, 012 =+x }; le polynôme de degré 2 admet 2 zéros x = ± i, donc V1 est un 

ensemble algébrique de 2 éléments dans l’espace affine A 1 (C).                                                                          

       2) Soit l’ensemble : 

V 2  = {P = (x, y) ∈C ,2  122 =− yx }; le polynôme 122 =− yx   admet une infinité de zéros  

            ,tx =      y  = ,12 −± t    t∈C          

V 2  est un sous ensemble algébrique dans l’espace affine A 2 (C),  C = corps  

des nombres complexes. 

Définition 4 :    

        Une variété algébrique affine est un sous ensemble fermé irréductible dans un espace 

affine A n (K) muni de la topologie de Zariski.  

Exemple de variété affine : 

Soit l’espace affine A 3  sur un corps algébriquement clos K : 

L’ensemble : 

V 3  = {(x, y, z) ∈A ,3 ,02 =− xy 03 =− xz } est formé des zéros : 

       ,Ktx ∈=      Kty ∈= 2      et  .3 Ktz ∈=   

Donc V 3  est un ensemble algébrique, c’est une variété affine.  

Toute variété affine possède des sous variétés et des variétés quasi affines :   
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Définition 5 : 

1) Une sous  variété affine d’une variété affine X est une partie V de X qui a une 

structure de variété affine. 

2) Une variété quasi affine dans une variété affine X est  une partie ouverte V de X. 

 

         Dans un anneau commutatif, il y a des sous anneaux et des idéaux. Les idéaux admettant 

un générateur sont principaux, ceux qui admettent 2 générateurs au moins, indépendants, sont 

ordinaires.    

Définition 6: 

       L’idéal d’une variété affine Y est l’ensemble des polynômes  f∈  K [ 1x ,………, nx ] qui 

s’annulent sur la variété Y.   

 

3 - Variétés projectives : 

      Nous considérons une relation binaire R sur l’espace affine A 1+n  -{ })0,,.........0(  : 

« Deux  points a et b de l’espace A 1+n -{ })0,,.........0( sont équivalents par la relation R »  

( ),,.........0 naa R ),,.........( 0 nbb si et seulement si   

( ),,.........0 naa  = λ  ),,.........( 0 nbb  = ( ),...,, 10 nbbb λλλ pour un élément non nulλ K∈ . 

Cette relation R satisfait les axiomes des relations d’équivalence dans  

l’espace A 1+n  -{ })0,,.........0( . 

Définition 7 : 

      L’espace projectif  P n (K) est l’ensemble quotient de l’espace affine A 1+n -{ })0,,.........0(  

par la relation d’équivalence R. 

     Donc les éléments de l’espace projectif P n (K) sont des classes d’équivalence. 

Ces éléments sont représentés par des droites passant par l’origine. 

Exemple d’espace projectif :                 

     Soit  l’espace projectif P 2 (R) = A 3 (R) - { }0  

Le point à l’infini O ),( ∞∞=E  a pour coordonnées O E =  (0, 1, 0)∈P 2 (R).  

Cette classe est déterminée par la direction de l’axe O y.      

 

     Dans l’anneau K[ nxxx ,,........., 10  ] des polynômes associés à un espace projectif P n (K), 

les polynômes sont homogènes. 
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Tout espace algébrique projectif P n (K) peut être muni d’une structure de variété. 

Définition 8 : 

1) Une variété projective de dimension n est une partie X de l’espace projectif 

P n (K), qui est fermée et irréductible. 

2) Une sous variété projective d’une variété projective X de dimension n est une 

partie V de X qui est irréductible et fermée. 

3) Une variété quasi projective dans une variété projective X de dimension n  est une 

partie V de X qui est ouverte.    

Exemples : 

1) Soit l’espace projectif P 1 (R) réel.           

      Il est formé des couples ( ), 10 rr , 0r , ∈1r R 

Des polynômes homogènes de degré 1≥a  : ∈+= yrxrf 10 R[x, y], aa yrxrf 10 += . 

2) Soit l’espace projectif P 2 (C) complexe. 

      Il  est formé des triplets ( ),, 210 rrr , 0r , 1r  et ∈2r C                   

Des polynômes homogènes : ∈++= zryrxrf 210 C[x, y, z],                                 

                                               4
3

22
2

3
1

4
0 yryxryxrxrg +++= , 

                                               knknn yxryrxrh −++= 210 .      

3) Soit l’espace projectif P 3 (R) réel.               

       Il est formé des 4 - uples ( ),,, 3210 rrrr , ,0r 1r , 2r  et ∈3r R 

Des polynômes homogènes : ∈+++= trzryrxrf 3210 R[x, y, z, t], 

                                               xyztrtxryzxrg 2
22

1
2

0 ++= , 

                                               xyryxryxrxrh nnnn 1
3

22
2

1
10

−−− +++= . 

Définition 9 : 

     La dimension d’un espace topologique X est le maximum des entiers n dans la chaîne 

ascendante Z nZZ ⊂⊂⊂ .........10  où les Z i  sont des sous ensembles fermés irréductibles 

dans l’espace topologique X. 

Exemples : 

Dimension A ,1)(1 =K  dimension  A 2 (K) = 2, dimension  A n (K) = n. 
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4 - Variétés abéliennes : 

      La notion de variété abélienne repose sur les fonctions régulières, les morphismes…. 

Nous examinons quelques notions sur les fonctions régulières. 

Définition 10 : 

Soit une variété quasi affine Y  dans un  espace affine A n (K) ; 

La fonction  f :  Y→K  est régulière sur Y si et seulement si pour tout point P de Y il existe un 

voisinage ouvert U de Y qui contient le point P  et des polynômes g, h dans l’anneau 

K [X nX,,.........1 ] tels que  f = hg  sur U. 

Ces fonctions régulières possèdent des structures analytiques 

Proposition 2 : 

     Toute fonction régulière est continue. 

Preuve : Théorie  des applications entre les espaces topologiques dans les ouvrages  

de topologie 

�.            

Définition 11 :   

      Soit une variété quasi  projective Y dans un espace projectif  P n (K). 

La fonction  f :  Y→K est régulière sur Y si et seulement si pour tout point P de Y, il existe un 

voisinage ouvert U de Y contenant  le point P, et des polynômes g, h homogènes de même 

degré dans l’anneau K [X ,,.........0 X n ] tels que f = hg  sur U. 

 

Les morphismes de variétés sont des applications qui satisfont certaines conditions.  

Définition 12 : 

  Soient deux variétés X et Y affines ou quasi affines, projectives ou quasi projectives.   

Un morphisme :ϕ  X→Y est une application continue telle que  pour tout ensemble ouvert U 

dans Y et pour toute fonction régulière  f : U ,K→  la fonction composée  

                  fо :ϕ   ϕ 1− (U) K→  est régulière. 

Proposition 3 : 

        La composée de deux morphismes de variétés est un morphisme de variétés  

Preuve : 

Soit 2 morphismes  ϕ :1   21 XX →     et  ϕ :2   32 XX →  ;  Alors  la composée :         

                  ϕ 2 оϕ :1  31 XX →  est un morphisme. 

�. 
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Nous construisons une variété abélienne à partir d’une variété de groupe. 

Définition 13 : 

       Une variété de groupe est une variété Y munie de deux morphismes f, g  qui satisfont : 

                                   f :    Y×Y Y→   de valeur  (a, b)a  f(a, b) = a+b 

                                                      et 

                             g :      Y Y→    de valeur  ya  g(y) = .1−y  

La variété de groupe munie de cette loi de groupe abélien est une variété abélienne.  

Définition 14 : 

Une variété abélienne est une variété de groupe munie d’une loi de groupe abélien.  

Exemple :  

L’ensemble V = {(x, y)∈A 2 , xxy =+ 22 }dans l’espace affine A 2 (R) est muni d’une 

structure de variété abélienne de dimension 1 avec la loi : 

                                ),(),(),( 21212211 yyxxyxyx ++=+ . 

Définition 15 : 

      Soit une variété Y d’un espace projectif  P n (K) ; 

Le corps des fonctions de Y est l’ensemble K(Y) des fonctions régulières sur un ouvert U de       

la variété Y tel que deux fonctions régulières f et g sur les ouverts U, V de la variété Y 

satisfont :          

                )()( xgxf =  pour tout point x .VU ∩∈  

Exemple de corps des fonctions : 

Soit la variété V d’équation f(x, y) = .043 32 =+−− xyy  

Alors le corps des fonctions de cette variété est l’ensemble K (V) = K(x, y) avec  

                           f(x, y) = .043 32 =+−− xyy  

 

5 - Diviseurs d’une variété et diviseurs d’une courbe : 

     Cette notion de diviseurs d’une courbe est développée dans les ouvrages de Géométrie 

Algébrique. 

Nous exposons brièvement quelques propriétés des diviseurs d’une variété   

Selon Hartshorne (Algebraic Géometry), toute courbe projective non singulière C de degré d 

dans le plan projectif P 2 (K) est coupée par une ligne L de ce plan projectif en d points  

simples ou multiples. 
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Définition 16 :   

      Un diviseur d’une courbe algébrique C est une somme formelle ; 

 D = )(∑
∈CP

ii
I

Pn , où les points P i sont les intersections de C par une droite L, et les in  sont les 

multiplicités des  P i . 

Lorsque la ligne L varie dans le plan projectif  P 2 (K) nous obtenons une famille de  

diviseurs de C. 

Il y a plusieurs types de diviseurs : 

         1) Un diviseur D = (P) est  premier. 

   2) Le diviseur nul : D = (0). 

         3) Un diviseur D = )(∑
∈CP

ii
I

Pn  est effectif si 0≥in  pour tous les indices i. 

         4) D est principal s’il est égal au diviseur d’une fonction f : D = )( f .  

         5) Le degré du diviseur D est l’entier rationnel deg D =∑ ∈in Z.               

Définition 17 : 

      L’ensemble des diviseurs d’une courbe algébrique C engendre un groupe libre qui est le 

groupe Div(C) des diviseurs de C. 

Une loi de groupe abélien est déterminée par l’addition de 2 diviseurs : 

        ),(∑=
i

ii PnD     ,)('' ∑=
i

ii PnD     alors ))(( ''
i

i
ii PnnDD ∑ +=+ . 

Proposition 4 : 

1) L’ensemble Div(C) 0  des diviseurs de degré 0 forme un sous groupe du groupe 

Div(C) des diviseurs de la courbe C. 

2) L’ensemble des diviseurs principaux de C, Prin(C) forme un sous groupe du 

groupe de diviseurs Div(C). 

Preuve: Shafarevich dans « Basic Algebraic Géometry » 

�. 

Corollaire : 

      Les groupes quotients 0)()( CDivCDiv   et )(Pr)( CinCDiv  sont des groupes  

de classes de diviseurs. 

Exemple 1 : 

Soit une fonction rationnelle : 

                      3542 )1()5()3)(2()1(3)( −− +−+−−= xxxxxxf . 
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Elle admet 3 zéros : 11 =x  d’ordre 2,  22 =x  d’ordre 1,  33 −=x  d’ordre 4 et 2 pôles 54 =x    

d’ordre 5 et 15 −=x  d’ordre 3.   

Alors le diviseur de f égal à la somme formelle : 

                       )( f = )(3)(5)(4)()(2 54321 PPPPP −−++ . 

Le degré du diviseur )( f  est égal à deg (f) = 2 + 1 + 4 – 5 - 3 = -1 

Exemple 2 :       

Soit la courbe elliptique  d’équation de Weierstrass : 

                        E : ∈++−=− 40952420 232 xxxyy R[x,y]                                                                 

Nous considérons la droite L d’équation  x = 5                                                                  

Cette droite L coupe la courbe E en 2 points simples P1  et P 2  et au point O E  à l’infini  

x = 5,  implique  les racines de l’équation   40202 =− yy  en y, de racines simples 

             14010 ±=y  = 35210 ± . 

                                   
 

La sécante L coupe E en 3 points P ,1  P 2  et O E .  

Il en résulte que le diviseur associé à l’intersection E ∩L est la somme formelle : 

                              D = ).(3).(1).(1 21 EOPP ++  

Soit une sécante Γ  qui coupe la courbe elliptique E en 3 points distincts R ,1  R 2  et R 3 . 

Le diviseur de l’intersection Γ ∩  E est  D = )()()( 321 RRR ++  

Ce diviseur D est linéairement équivalent au diviseur )(3'
EOD = . 

        

 

 

 

x 

y 

O 

L 

R 1  
R 2  

R 3  

Γ
R 3  

p ),5( 11 y  

P ),5( 22 y  

Figure -1- 
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                                                             CHAPITRE  III  

                          GROUPE DE  MORDELL - WEIL  D’UNE  

                                           COURBE ELLIPTIQUE. 
 

       Une  loi de groupe sur une courbe elliptique peut être  déterminée par la théorie des 

diviseurs sur une variété abélienne. 

       Cette  loi peut être aussi déterminée par une propriété géométrique « de trois points 

colinéaires d’une  courbe elliptique» c’est cette loi que nous choisissons d’exposer et 

d’utiliser.    

 

1 - Structure de groupe abélien sur l’ensemble E (K) des points K - rationnels d’une  

     courbe elliptique E : 

Soit une courbe elliptique E  d’équation de Weierstrass : 

                                E : y ],[64
2

2
3

31
2 yxKaxaxaxyaxya ∈+++=++                 (1) 

Pour obtenir une structure de groupe abélien, nous considérons : 

1)  l’ensemble E(K) des points K- rationnels de la courbe elliptique E. 

2)  le point à l’infini O E qui joue le rôle d’élément neutre ; 

O E = ( ),∞∞  dans le plan affine, et (0, 1, 0) dans le plan projectif P 2 (K). 

Ce point est unique. Il est déterminé par la direction de l’axe Oy dans le plan projectif P 2 (R). 

3)  une loi de composition interne : 

               g : E(K)×  E(K)→  E(K)                                                                                        

               de valeur g (P ,1  P 2 ) = P1  + P 2                                                          (1 - 1)                              

« Trois points P i colinéaires de la courbe E ont une somme nulle ». 

                      P1  +  P 2  +  P 3  = O E .                                                                       (1 - 2) 

La somme M = P1  + P 2  est obtenue par une construction géométrique : M est le symétrique 

par rapport à l’axe Ox du troisième point d’intersection P 3  de E par la sécante P1 P 2     
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Vérifions les 4 axiomes d’un groupe abélien. 

Axiome de l’élément neutre O E  : 

       P + EO  est sur la parallèle à Oy  passant par P. 

       Donc P + EO  = EO  + P = P 

Axiome du symétrique P '  de P : 

       P + P '  = EO  implique que la sécante PP '  est parallèle à Oy et P '  = - P 

 

 

 

 

 

 

 

 

Axiome de commutativité : 

       Les 2 sécantes P1 P 2   et P 2 P1  coïncident : donc P1  + P 2  = P 2  + P1 . 

Axiome d’associativité : 

       Il est vérifié par le calcul des sommes (P1  + P 2 ) + P 3  et  P1  + (P 2  + P 3 ) pour 3 points   

       P i  de E (K).    

Ces calculs sont très longs comme le montre l’exemple d’une courbe elliptique E d’équation 

de Weierstrass :   

                                    ,: 32 baxxyE ++=         .0274 23 ≠+ ba  

Pour calculer les sommes 21 FF +  de deux points 21 FF ≠  de la courbe elliptique, nous 

utilisons les formules : 

 

 
 

x O 

P 1  
P 2  

P 3 = -(P 1 + P 2 ) 

P 1 + P 2 = - P 3  

y 

Figure -1- 

x 

Figure - 2 - 

P  

P '  = - P 

O 

y 
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                                   21 FF +  = ),( GG yxG =    pour ),( iii yxF =  

Formules des coordonnées : 

             21
2 xxxG −−= λ ;     121

3 )2( yxxyG −++−= λλ      pente  
)(
)(

21

21

xx
yy

−
−

=λ  

                                     

Nous obtenons pour ),(21 MM yxMPP ==+  

             21
2 xxxM −−= λ ;    121

3 )2( yxxyM −++−= λλ    pente  
)(
)(

21

21

xx
yy

−
−

=λ                 (1) 

                                     

Pour la somme ),(3 NN yxNPM ==+    nous obtenons : 

             ;3
2 xxx MN −−= γ   MMN yxxy −++−= γγ )2( 3

3    pente 
)(
)(

3

3

xx
yy

M

M

−
−

=γ               (2) 

                                     

Pour la somme ),(32 SS yxSPP ==+     nous obtenons : 

             ;32
2 xxxS −−= α   ;)2( 232

3 yxxyS −++−= αα    pente 
)(
)(

32

32

xx
yy

−
−

=α                 (3) 

Pour la somme ),(1 TT yxTSP ==+    nous obtenons : 

             ;1
2

ST xxx −−= β  ;)2( 11
3 yxxy ST −++−= β                                                         (4) 

Un calcul fastidieux implique SPPM +=+ 13                                                                       (5)    

 

  
 

 

P 1  

P 2  

-M  

M
P 3  -N 

N = T 

-S 

S 

x 

y 

Figure -3 - = 

-T 
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Nous avons démontré la : 

Proposition 1 : 

      L’ensemble E (K) des points rationnels d’une courbe elliptique E, muni de la loi de 

composition déterminée  par la règle géométrique de trois points colinéaires de la courbe E, 

est un groupe abélien, additif, d’élément neutre le point à l’infini O ).,( ∞∞=E  

Définition 1 : 

         Le groupe abélien E (K)  est le groupe de Mordell -Weil  de la courbe elliptique E. 

 

       Calculons les coordonnées du symétrique – P d’un point P∈E (K) et les coordonnées de 

la somme P1 + P 2  de 2 points :                                                       

Calcul du  symétrique - P d’un point P = (x P , y P ). 

Nous considérons la parallèle à l’axe Oy passant par P. 

Cette sécante a pour équation Pxx = . 

La parallèle coupe la courbe E en deux points P et -P d’ordonnées qui sont les solutions de 

l’équation en y, qui est quadratique. 

                      64
2

2
3

31
2 axaxaxyayxay PPPP +++=++                                                     (1 - 3) 

La  somme des racines d’un polynôme est une fonction symétrique élémentaire. 

                y (-P) 31 axay PP −−=+                                                                                            

Il en résulte les coordonnées du  symétrique - P du point  P = ( ), PP yx    

- P =  ( ,Px -( )31 axay PP ++ )                                                                                            (2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

        Calcul de la somme de deux points P 1  = ( ), 11 yx , P 2  = ( ), 22 yx  avec P1 ±≠  P 2 .    

La règle géométrique de trois points colinéaires implique la relation : 

         P1  + P 2  + P 3  = O E .                                                                                                   

x 

y 

O 

Figure - 4 - 

P = ( ), PP yx . 

-P = ( ), PP yx −− . 
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Cette relation implique la somme :  

         P1  + P 2  = - P 3   

L’équation de la sécante P1  P 2  est :  

               11 )( yxxy +−= λ   avec la pente λ  =  
21

21

xx
yy

−
−    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     La sécante P1  P 2  coupe la courbe elliptique E en trois points simples P 1 , P 2 et  P 3  

d’abscisses 21 , xx  et .3x  

Ces trois abscisses sont les racines de l’équation algébrique en x de degré 3 

           .)()()( 64
2

2
3

31
2 axaxaxxaxxax +++=+++++ αλαλαλ                     (2 - 1) 

La  fonction  symétrique «somme des racines d’un polynôme » implique la relation  

           ).( 1
2

2321 λλ aaxxx −−−=++                                                                    (2 - 2) 

(2 - 2) implique 2121
2

3 xxaax −−−+= λλ   

 Donc αλλλ +++−+= )( 221
2

1
3

3 axxay                                                                      

Avec les formules du symétrique du point P ,3  nous obtenons le point -P 3 = P1 + P 2  = M  

de coordonnées     x M  = ;2121
2 xxaa −−−+ λλ  

                              y M  = - ;)()2(2 121132121
2
12

2
1

3 yxxaaaaxxaaa −++−+++−+− λλλ    

                    avec la pente  λ  = 
21

21

xx
yy

−
− .                                                                       (2 - 3)                

2 -  Points de s-torion d’une courbe elliptique : 

      Le groupe E (K) de Mordell - Weil  possède des sous groupes cycliques et des sous 

groupes abéliens.  

 
 

x O 

P 1  
P 2  

P 3 = -(P 1 + P 2 ) 

P 1 + P 2 = - P 3  

Figure - 5 - 

y 
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 Définition 2 : 

1) Un point de s - torsion du groupe de Mordell - Weil  E (K) est un point d’ordre 

fini s. 

2) L’ensemble T(E) des points d’ordre fini de E (K) est le groupe de torsion de la 

courbe elliptique E.   

                                                  T(E) = { ∈=∈ sOsPKEP E ,);( Z}. 

                       Ce groupe est la réunion de tous les sous groupes de s - torsion ; 

                                                  T(E) = [ ]U
0

)(
≥s

sKE . 

 

         Les coordonnées d’un point 2P sont obtenues avec l’équation de la tangente à la courbe 

E au point P. 

L’équation de la tangente à la courbe au point  P est : 

         PP yxxyy +−= )('   avec une pente de la tangente égale à la dérivée                                                

                        'y = 
31

142
2

2
23

axay
yaaxax

++
−++                                                                              (3)                         

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

       Cette tangente coupe la courbe E  au  point double P = ( ), PP yx  et au point simple 

     R = ( ), RR yx   

Ces abscisses sont les racines de l’équation algébrique en x de degré 3                        

           [ ]][)([])( 31
'2' axayxxyyxxy PPPPPP ++−++−  = 64

2
2

3 axaxax +++              (3 - 1)             

La fonction symétrique somme des racines implique : 

           '
1

2'
2 )(2 PPRP yayaxx ++−=+                                                                               (3 - 2)   

Il en résulte l’abscisse : 

Figure - 6 - 

y 

x O 

-2P=R 

2P 

P ( )., PP yx  
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           PPPR xayayx 2)( 2
'

1
2' −−+=                                                                                  (3 - 3) 

et l’ordonnée :      

           PPRPR yxxyy +−= )('                                                                                                                               

           PPPPPR yyxayayy ++−+= '
2

2'
1

3' )3()()(      

Le point  2P = - R est le symétrique du point R. 

                            PPPP xayayx 22
'

1
'

2 −−+=  ;                                                                 (3 - 4) 

                            PPPPPPP yxaaaayxaayayy −+−++−+−−= 1321
'2

12
2'

1
3'

2 2)3()(2)(  ;     

                         où      
31

142
2

'

2
23

axay
yaaxaxy

PP

PPP
P ++

−++
=                                                           

 

      Les coordonnées d’un  point mP, pour m > 2 peuvent être obtenues avec une  récurrence 

sur l’entier m > 2. 

Cassels, dans '' Diophantine equation with Special Reference to Elliptic Curves ''  a indiqué  les 

coordonnées des points mP pour une équation particulière de E : 

Proposition 2 : 

        Soit une courbe elliptique E sur le corps Q des nombres rationnels d’équation de 

Weierstrass : 

               E : y BAxx ++= 32 ∈  Q[x, y]  avec  0274 23 ≠+ BA .   

Pour tout entier m > 2 les coordonnées des points mP sont indiquées  par les formules : 

               mP = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
32 ,
m

m

m

m

ψ
ω

ψ
φ

                                                                                                   (4)                           

Les polynômes mψ  satisfont les relations de récurrence : 

                         2y )( 2
12

2
122 +−−+ −= mmmmmm ψψψψψψ   pour m 3≥  ; 

                         3
11

3
212 +−++ −= mmmmm ψψψψψ      pour m 2≥ .                                                    

Les polynômes mφ  et  mω  satisfont les relations : 

                          

                         .11
2

−+−= mmmm x ψψψφ  

                        4y .2
12

2
12 +−−+ −= mmmmm ψψψψω   avec les valeurs particulières                   (4 - 1)   

               ;11 −=−ψ   ;00 =ψ  ;11 =ψ    ;22 y=ψ      ;1263 224
3 ABxAxx −++=ψ  

               )845205(4 3222346
4 ABABxxABxAxxy −−−−++=ψ . 
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Preuve : 

Pour  m = -1,     -P =  ( ), PP yx −  ;   il en résulte     .11 −=−ψ   

Pour  m = 0,       0P = ( ),∞∞  ;        il en résulte     .00 =ψ   

Pour  m = 1,       1P = (x, y) ;          il en résulte      .11 =ψ  

Pour  m = 2,       2P = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3

2
2

2

)2(
,

)2( yy
ωφ  ;   il en résulte   .22 y=ψ  

Pour  m = 3,      nous obtenons avec les calculs le polynôme : 

                         ;1263 224
3 ABxAxx −++=ψ  

Pour  m = 4,       4P = 2(2P) = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3
4

4
2
4

4 ,
ψ
ω

ψ
φ  ;   nous obtenons le polynôme : 

                          )845205(4 3222346
4 ABABxxABxAxxy −−−−++=ψ  ; 

Pour les autres polynômes nous disposons du raisonnement par récurrence. 

Selon Cassels, lemma (7 - 2), sur le corps des nombres complexes ces relations sont les 

formules familières qui découlent de la théorie de la fonction P )(zL  de Weierstrass décrites 

par Fricke et Weber.                           

�.  

Proposition 3 : (Théorème de Mazur). 

      Soit T(E) le sous groupe de torsion de groupe de Mordell - Weil d’une courbe elliptique E 

sur le corps des nombres rationnels Q ; alors T(E) est isomorphe à l’un des 15 

groupes abéliens finis : 

1) Z /m Z  pour  101 ≤≤ m    et   m =12.                  

2) Z / 2 Z ×  Z / N Z  pour   N = 2, 4, 6,8. 

C’est une conjecture de Ogg, qui a été prouvée par Mazur dans [12]. 

 

      Le sous groupe de s- torsion d’une courbe elliptique E est l’ensemble E (K) [s] des points 

d’ordre s. 

3 -  Hauteurs et descente infinie : 

      Selon « Elliptic Curves. Diophantine Analysis » (1978) par S.Lang, « Mordell a prouvé en 

1922 une conjecture de Poincaré selon laquelle le groupe des points rationnels d’une courbe 

elliptique est de type fini ». Cette preuve se trouve dans [14]. En 1929 / 1930, Weil a étendu 

ce théorème aux variétés abéliennes. 
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      Cette preuve est séparée en 2 parties : une partie pour montrer que le groupe quotient 

)()( KmEKE est fini pour un certain entier m, valeur choisie m = 2 ; une partie ''  Descente 

Infinie '' qui utilise des fonctions hauteurs sur les groupes abéliens. 

Nous décrivons les hauteurs sur les groupes abéliens. 

Définition 3:  

     Soit un groupe abélien A ; une hauteur sur A est une fonction h : A [ [ ⊂∞→ ,0 R, à valeurs 

réelles positives ou nulles qui satisfait les 3 axiomes : 

(h1)  Pour tout point P ,0 A∈    il existe une constante c 0 telle que :  

              h (P+P 00 )(2) cPh +≤ ,    P A∈ . 

(h2)  Il existe une constante c1  et un entier m 2≥   tels que : 

              h (mP) 1
2 )( cPhm −≥ .  

(h3)  Il y a seulement un nombre fini de points P A∈  de hauteur bornée. 

 

Cette hauteur intervient dans la preuve du groupe de Mordell - Weil du type fini : 

Proposition 4 :                                  

       Soit un groupe abélien A muni de la hauteur h précédente. 

Alors si le groupe quotient mAA  est fini, le groupe A est de type fini. 

Preuve : 

Soit un groupe quotient mAA  fini pour un entier  m 2≥  

Considérons des représentants R ,i   ri <≤1  des classes mAA                                    (1) 

Prenons un point AP ∈0  sous la forme de combinaison linéaire : 

             
110 iRmPP +=  ;     1 ri ≤≤ 1                                                                              (2) 

Construisons une suite de points NPPP ,,........., 32 , par récurrence : 

             
221 iRmPP +=  ;      1 ri ≤≤ 2                                                                            (3) 

             
332 iRmPP +=  ;      1 ri ≤≤ 3                                                                            (4) 

             M  

             
11 +

+= + jijj RmPP  ;   1 ri j ≤≤ +1                                                                        (5) 

             M  

             
11 +

+= + NiNN RmPP  ;  1 riN ≤≤ +1                                                                      (6) 

La relation (5) implique : 
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11 +

−=+ jijj RPmP                                                                                                (7) 

L’axiome (h2) transforme le premier membre de l’égalité (7) : 

             11
2

1 )()( cPhmmPh jj −≥ ++                                                                                   (8) 

et l’axiome (h1) transforme le deuxième membre de cette égalité : 

             0)(2)(
1

cPhRPh jij j
+≤−

+
                                                                                 (9) 

(7), (8) et (9) impliquent les inégalités : 

             0111
2 )(2)()( cPhmPhcPhm jjj +≤≤− ++                                                            (10) 

En posant   210 ccc =+ ,  nous obtenons l’inégalité : 

             2
2

21 )(2)(
m
c

Ph
m

Ph jj +≤+                                                                                   (11) 

 Avec les relations de récurrence pour j = 1,……, N, nous obtenons l’inégalité : 

             ∑
=

+ +≤
N

k
kN

N

N m
cPh

m
Ph

1
22121

2)(2)(                                                                       (12) 

L’hypothèse 2≥m    et (12) impliquent que les points jP sont de hauteur bornée. 

Par l’axiome (h3), il n’y a qu’un ensemble fini de tels points nPP ,......,1    

Il en résulte que ces points { }nPP ,......,1  engendrent le groupe quotient mAA . 

Tout point AP∈  est donc une combinaison linéaire : 

               nnrr PtPtRsRsP +++++= ............ 1111 ,   ∈ji ts , Z 

Le groupe abélien A est de type fini. 

�.   

C’est le théorème de Descente Infinie. 

Cette descente infinie a été inventée par Fermat  pour étudier des problèmes arithmétiques tels 

que celui de montrer que le nombre 2  n’est pas rationnel. 

Le théorème de Descente Infinie s’applique au groupe abélien E (K) d’une courbe elliptique E.  

Proposition 5 :  

       Le groupe E (K) de Mordell - Weil d’une courbe elliptique est de type fini. 

Preuve : Mordell, [14] 

�. 

La structure de ce groupe est précisée par le : 

Corollaire :  

      Le groupe E (K) de Mordell - Weil  est isomorphe au produit de 2 groupes  abélien ; 
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                                E (K) ×≅ )(ET Z r  

 T(E) = groupe de torsion de E, Z r  = r copies du groupe abélien Z,  r entier .0≥   

Preuve : Mordell, [14] et Weil  

�. 

Définition 4 : 

     L’entier r = r(E)≥ 0 de ce corollaire est le rang de la courbe elliptique E.  

 

         Il y a d’autres valeurs possibles d’une hauteur qui satisfont les 3 axiomes 

Cette notion est étendue à d’autres groupes et peut prendre des valeurs complexes. Il y a une 

hauteur de Weil, une hauteur logarithmique, une hauteur de Néron - Tate 

des hauteurs locales, etc. 

        L’ensemble E (K) de Mordell - Weil d’une courbe elliptique a une structure de groupe 

abélien de type fini et d’élément neutre le point à l’infini ; alors par la théorie des groupes, 

il y a des homomorphismes de groupes construits sur les groupes E (K). 

 

4 - Homomorphismes de courbes elliptiques : 

      Nous examinons les isomorphismes et les isogénies seulement. 

Définition 5 : 

      Un isomorphisme de 2 courbes elliptiques est un isomorphisme f : E (K) )(' KE→  de 

leurs groupes de Mordell - Weil. 

 

Donc il satisfait les formules d’isomorphisme de groupes abéliens : 

                   ),()()( 2121 PfPfPPf +=+      ;)( 'EE OOf =  

                   { },)( '
1

EE OOf =−     f est bijective. 

Il y a un changement de variables particulier pour un tel isomorphisme.  

Proposition 6 : 

      Soit une courbe elliptique E et son groupe de Mordell - Weil  E (K), 

Alors le changement de variables : 

                   ,2 rXux +=     ,23 tXsuYuy ++=     ,0≠u    .,, Ktsr ∈                           (5) 

transforme l’équation de Weierstrass : 

                  E : ],[64
2

2
3

31
2 yxKaxaxaxyaxyay ∈+++=++  

 en l’équation de Weierstrass  d’une courbe elliptique E '  isomorphe à E ; 
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                  E ' : .6
'
4

2'
2

3'
3

'
1

2 aXaXaXYaXYaY +++=++  

Preuve : 

Avec le calcul, nous vérifions les formules d’isomorphismes de groupes abéliens 

�. 

 

      Les relations entre les invariants de E et ceux de la courbe isomorphe E '  sont  

déterminées par le : 

 

Corollaire : 

     Le changement de variables indiqué dans la proposition 6 implique les relations entre les 

invariants des 2 courbes elliptiques isomorphes : 

1)  relations entre ia  et '
ia  : 

                    ua sa 21
'
1 +=  ; 

                   u 2
12

'
2

2 3 srsaaa −+−=  ; 

                   u traaa 213
'
3

3 ++=  ;                                                                              (5 - 1) 

                  u strarstrasaaa 23)(2 2
1234

'
4

4 −++−+−=  ; 

                  u 1
2

3
3

2
2

46
'
6

6 rtattararraaa −−−+++=  ; 

2)  relations entre ib2   et '
2ib  : 

                u rbb 122
'
2

2 +=  ; 

                u 2
24

'
4

4 6rrbbb ++=  ;                                                                               (5 - 2) 

                u 3
2

2
46

'
6

6 42 rbrrbbb +++=  ; 

                u 4
2

3
4

2
68

'
8

8 333 rbrbrrbbb ++++=  ; 

 3)  relation entre ic2  et '
2ic  :  

          u 4
'
4

4 cc =  ;                                                                                                  (5 - 3) 

          u 6
'
6

6 cc =  ;                

4)  relation entre les discriminants :  

               u 12  ∆(E ' )= ∆(E).                                                                                         (5 - 4) 

5)  relation entre les invariants modulaires : 

         j(E) = j(E ' ).                                                                                                 (5 - 5) 
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6)  relation entre les invariants différentiels : 

         u ).()( '1 EE ωω =−                                                                                         (5 - 6) 

Preuve avec le calcul 

�. 

La partie 5 du corollaire implique que l’invariant modulaire j(E) classifie les courbes 

elliptiques isomorphes. 

Proposition 7 :  

      Deux courbes elliptiques E et E '  sont isomorphes si et seulement si leurs invariants 

modulaires sont égaux : j(E) = j(E ).'  

�. 

Exemple de courbes elliptiques isomorphes :  

Soit une courbe elliptique E1  d’équation de Weierstrass : 

                    E :1  y 3202173 232 +++=++ xxxyxy . 

Courbe elliptique isomorphe E 2  avec les valeurs  u = 2,   r =  0,   s = 0,    t = 0  et  

les formules (5 - 1) 

                    E :2  y
2
32+ xy+ .

64
3

4
5

2
1

8
17 23 +++= xxxy  

Les formules d’isomorphismes liant les invariants ib2  et les discriminants :   

                     ,
4
2'

2
b

b =     ,
16

4'
4

b
b =      ,

64
6'

6
b

b = ,
256

8'
8

b
b =   ∆(E 2 ) =

4096
)( 1E∆  = .

2
)(

12
1E∆  

Tableau de valeurs des coordonnées de quelques points sur la courbe E 1  : 

x -10 -1 0 5 7 

y 

Pas de 

racines y 

réelles 

 

-7 - 33  

et  

337 +−  

2
30117 −−

et 

2
30117 +−

893216 ××−−

et 

893216 ××+−

 

-19 - 3 105  

et 

-19 + 3 105  

 

 

      La courbe elliptique E1  coupe l’axe Ox en un seul point d’abscisse 1x  : 

Logiciel Maple donne l’abscisse 1x  .28,0−≈  
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Tableau de valeurs des coordonnées de quelques points sur la courbe E 2  : 

x -10 -1 0 5 7 

y 

Pas de 

racines y 

réelles 

 

Pas de 

racines y 

réelles 

 

301
16
1

16
17

+
−

et 

301
16
1

16
17

−
−

 

4749
16
3

16
77

+
−  

et 

4749
16
3

16
77

−
−  

11837
16
3

16
101

+
−

et 

11837
16
3

16
101

−
−

 

       La courbe elliptique E 2  coupe l’axe Ox en un seul point d’abscisse 2x  : 

 Logiciel Maple donne l’abscisse 2x .08,0−≈   

La courbe elliptique E 1  : 

                              
 
 
La courbe elliptique E 2  : 
 
 
 

                                
 
 

 

O x 

y 

Figure - 7 - 

Figure - 8 - 

O x 

y 



 48

La propriété de l’invariant modulaire j(E) définit une relation d’équivalence dans l’ensemble 

des courbes elliptiques. 

Il en résulte que les courbes elliptiques se repartissent en classes d’équivalence de courbes 

elliptiques isomorphes. 

cl (E ' ) ={E ' , E '
1 , E '

2 , ………, E '
n }, d’invariants modulaires égaux :      

                                            j(E ' ) = j(E )'
1 = j(E )'

2 =……….= j(E ).'
n  

 

5 - Isogénies de courbes elliptiques : 

     Pour étudier les isogénies de courbes elliptiques, nous utilisons des ouvrages de Cassels [3] 

et de Shimura [19].        

 Signalons que le terme d’isogénie est utilisé pour les Variétés Abéliennes et pour les Tores  

Complexes. 

Définition 6: 

        Une isogénie de courbes elliptiques est un homomorphisme de leurs  groupes de 

 Mordell - Weil.    

                         :ψ  E 1 (K)→  E 2 (K)   qui satisfait les conditions : 

1) ψ  n’est pas nulle. 

2) Le noyau de ψ  est un sous groupe fini du groupe E 1 (K). 

3) ψ  est surjective.  

4) ψ )()()( 2121 PPPP ψψ +=+   et 
21

)( EE OO =ψ  

Cette définition est empruntée à Shimura [19].        

Les courbes elliptiques E1  et E 2  sont isogènes. 

Exemple :  

La multiplication par un entier m sur le groupe de Mordell - Weil E (K) est une isogénie. 

          u :m  E (K) →E (K) ; de valeur  u m (P) = mP. 

Le symbole mP signifie : 

          mP = P+………+P,   m fois P    si  m > 0.      

          mP = (-m) (-P),     si    m < 0.      

          0P = O E  = ( ),∞∞ ,    si  m = 0.      

Une isogénie possède des invariants : un degré et une isogénie duale ; 
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Définition 7 : 

   1)  Le degré d’une isogénie :ψ  E 1 (K)→  E 2 (K)  est l’ordre de son noyau. 

                          degψ  = { }.)(
2

1
EOcard −ψ  

   2)  L’isogénie duale de l’isogénie ψ  de degré d est l’isogénie :ψ̂  E 2 (K) →  E 1 (K) qui   

satisfait les relations de composition des applications : 

                        ψ̂ о :ψ   E 1 (K)→   E 1 (K)  est la multiplication par d sur la courbe E .1  

                        ψ  о :ψ̂  E 2 (K) →  E 2 (K) est la multiplication  par d sur la courbe E .2  

 

La multiplication par un entier rationnel possède des propriétés liées à la caractéristique du 

corps de base de la courbe elliptique.  

Proposition 8 : 

         Soit la multiplication  u :m E (K) →  E (K)  par un entier rationnel m. Alors  

1) Le degré de cette multiplication est égal à m .2  

2) Si la caractéristique du corps K est nulle,  alors le noyau de l’isogénie u m  est 

isomorphe au groupe abélien produit Z /mZ ×Z /mZ. 

3) Si la caractéristique du corps K est un entier premier p,  premier à m, alors 

le noyau de la multiplication par p e  est isomorphe au groupe trivial { }EO  ou bien isomorphe 

au groupe abélien Z / ep Z    pour  e =1, 2,3,…                    

Preuve : [4]                                                                                                

�. 

Le noyau d’une isogénie et les sous groupes du groupe E (K) sont liés par la :  

Proposition 9: 

    Soit une courbe elliptique E 1  sur un corps K, et un sous groupe fini F du groupe de 

Mordell - Weil E1 (K).   

Alors il existe une unique isogénie :ψ  E 1 (K)→  E 2 (K)  de noyau =− )(
2

1
EOψ F. 

�.                                                                                                                                                                           

Les isogénies de courbes elliptiques sur le corps des nombres rationnels Q, qui sont de degré 

premier N sont en nombre fini d’après Mazur [12]. 

 

      Puisqu’une isogénie FKEKEKE )()()(: 121 =→ψ  est liée à un sous groupe F fini du 

groupe ),(1 KE  il peut y avoir plusieurs isogénies d’une courbe elliptique. 
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Par exemple, l’ensemble des multiplications par m∈Z a une structure d’anneau. 

Proposition 10 : 

     L’ensemble M(E) des multiplications par un entier rationnel sur une courbe elliptique E 

est un anneau isomorphe à l’anneau Z. 

Preuve : 

   Considérons l’application  f : Z ),(EM→  de valeur f (n) = multiplication par l’entier n : 

               u ),()(: KEKEn →  u nPPn =)(                                                                             (1) 

Soient 2 entiers rationnels n, n ' ∈Z. 

Calculons les valeurs f (n + n ),'   f (0) et  f (nn )' pour déterminer la structure  

de l’ensemble M(E). 

f (n + n )'  = u 'nn+
  de valeur u 'nn+

(P) = (n + n )' P = nP + n .' P  

Cela implique  f (n + n )' = f (n) + f (n ' )                                                                               (2) 

f ( )'nn  = 'nn
u   de valeur  'nn

u (P) = ( )'nn P = )).(( ' Pnn   

Cela implique la relation f ( )'nn  = f (n) о f (n ' )                                                                   (3) 

f (0) = 0,  0P = O E  = élément neutre du groupe E(K)                                                          (4) 

Les 3 relations (1), (2) et (3) impliquent que f est un isomorphisme de l’anneau Z sur 

l’ensemble M(E). 

Un isomorphisme conserve la structure algébrique ;  

Cela implique que l’ensemble  

     M(E) = {multiplications par Z sur la courbe elliptique} est un anneau isomorphe à Z 

�.   

 

6 - Endomorphismes End(E) de courbes elliptiques : 

     Les endomorphismes du groupe E (K) forment un anneau avec une addition déterminée 

par la valeur : gfgf +→),(  ;  (f + g) (P) = f (P) + g (P). 

    et une multiplication déterminée par la valeur : 

                 ))(())(())(( PfgPgfPfg ≠=  donc l’anneau End(E) n’est pas commutatif. 

L’endomorphisme nul 0λ  est déterminé par  les relations : 

        EOP =)(0λ   et  fff =+=+ 00 λλ   

 

La description complète de cet anneau End(E) se trouve dans [4]. 
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La nature de l’anneau End(E) dépend de la caractéristique du corps de base de la courbe 

elliptique 

Corollaire :  

       L’anneau End(E) des endomorphismes d’une courbe elliptique E sur un corps K, est 

isomorphe à l’anneau Z, ou à  un ordre d’un corps quadratique imaginaire lorsque K est de 

caractéristique 0, ou à un ordre de l’algèbre des quaternions sur le corps Q des rationnels, 

lorsque K est  de caractéristique p > 0.    

Preuve : Dans [4] 

�. 

Définition 8 : 

1) Une algèbre des quaternions est une algèbre A sur le corps Q des nombres rationnels  

      de la forme : 

     ,αββα QQQQA +++=   βα ,  satisfont  Q∈22 ,βα    02 <α ,  02 <β      .αββα −=  

  2) Un ordre d’un corps quadratique imaginaire K est l’anneau Z+ f A (K) où f est le 

      conducteur de l’ordre O f  et A (K) est l’anneau des entiers de K. 

 

     Cette description de l’anneau End(E) permet d’introduire la notion de Multiplication 

Complexe sur une courbe elliptique. 

L’anneau End(E) classifie les courbes elliptiques en 2 classes : la classe des courbes 

elliptiques qui ont une Multiplication Complexe et la classe des courbes elliptiques qui n’ont 

pas de Multiplication Complexe.  

Définition 9 : 

      Une courbe elliptique E possède une Multiplication Complexe par un corps quadratique 

imaginaire K =Q ( ),d−  lorsque son anneau  des endomorphismes End(E) est isomorphe à 

un ordre de ce corps quadratique imaginaire, ou à un ordre de l’algèbre des quaternions. 

Exemple :  

Courbe elliptique ayant une Multiplication Complexe par un ordre du corps quadratique 

imaginaire Q (i). 

Soit la courbe elliptique E, d’équation de Weierstrass : 

     E : 1732 += xy ∈  Q [x, y] de discriminant ∆(E) = 01732 234 ≠××−  

Soit un endomorphisme  f : E (Q) →E (Q) de valeur  f(x, y) = (-x, iy),  

                         i = nombre complexe = 1−  ; 
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Il en résulte que l’anneau End(E) est isomorphe à un ordre du corps quadratique 

imaginaire K = Q (i). 

 

Il existe plusieurs méthodes pour déterminer les formules d’une isogénie et l’équation de 

Weierstrass de la courbe elliptique isogène. 

Nous utilisons la technique de Velu [22]. 

 

7 - Algorithme de Velu de construction d’équation de Weierstrass  

                 de courbes elliptiques isogènes : 

            1) Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass : 

                    0),(: 64
2

2
3

31
2 =−−−−++= axaxaxyaxyayyxgE  

            2) Choix d’un sous groupe fini F du groupe E (K) 

            3) Prendre { }2',2 ordredFPF ∈=   

            4) Partition de { } ;2 RROFF E −∪=−−     donc Φ=−∩ RR  et { }RPPR ∈−=− ;  

            5) Prendre la partie RFS ∪= 2  

            6) Calculer les dérivées partielles '
xg   et '

yg  

            7) L’application ,: 'EFEE =→λ    ),(),( YXyx →   d’équations : 

                                      ,
)( 2∑

∈
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
−

+=
SP P

P

P

P

xx
u

xx
t

xX  

                                     ∑
∈

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

+
−

−+−
+

−
++

−=
SP P

y
P

x
PP

P

PP
P

P
P xx

ggua
xx

yyxxa
t

xx
axay

uyY 2
1

2
1

3
31

)()(
)(

)(
2

             

                est une isogénie de courbes elliptiques.  

            8) Calculer les nombres : 

                 );(' Pg x    );(' Pg y     )(' Pgt xP =    si  ;2FP∈    42
26 bxbxt PPP ++=   si 2FP∉  

                 ;24 64
2

2
3 bxbxbxu PPPP +++=  ;4 2

122 aab +=  4314 2aaab +=   et .4 6
2
36 aab +=  

                                        ;∑
∈

=
SP

Ptt    .)(∑
∈

+=
SP

PPP txuω  

            9) L’équation de Weierstrass de la courbe isogène FEE ='   est    

                        ω7)5(: 264
2

2
3

31
2' −−+−++=++= tbaXtaXaXYaXYaYFEE    
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Application de l’algorithme à la courbe elliptique E 1  d’équation de Weierstrass : 

                    E :1 532 += xy                                                                                                       (1) 

Le calcul implique les invariants ∆(E1 ) = -10800 = 234 532 ××−   et   j(E1 ) = 0                    (2) 

Le groupe E1 (K) a un sous groupe F d’ordre 3, formé des points : 

                    { }),(3),5,0(2),5,0( ∞∞==−=== EOPPPF                                                (3) 

En utilisant la méthode de Velu, nous obtenons les ensembles :  

                   F 2  = ,Φ    R = { }P  = S                                                                                           (4) 

Avec le calcul nous obtenons les coordonnées du point (X, Y) : 

                                       ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+=→ 32

40,20),(
x

yyY
x

xXyx                                                  (5) 

                                                                                                                                                                               

Par le calcul nous obtenons les nombres  de l’étape (8) 

                              ,0=t   ω  = 20                                                                                             (6) 

Nous en déduisons l’équation de Weierstrass de la courbe elliptique isogène E 2  : 

                                135: 32
12 −== XYFEE .                                                                     (7) 

Le calcul implique les invariants : 

                                ∆(E 2 ) = -7873200 = 294 532 ××−  et  j(E 2 ) = 0                                       (8)   

La proposition 7 et la relation  j(E1 ) = j(E 2 ) = 0 impliquent que les courbes isogènes  

E1  et E 2  sont isomorphes.                         

 

Application de l’algorithme à l’exemple traité par Velu : 

Soit la courbe elliptique d’équation de Weierstrass : 

                  E : [ ]yxQxxxyxyy ,33232 ∈+−−=++                                                            (1) 

Le calcul implique les invariants :                                                 

                   ∆(E) = -1664 = 1327 ×−   et j(E) = 
132
)433(

7

3

×−
×                                                      (2) 

Le groupe E (Q) a un sous groupe cyclique F d’ordre 7 formé des points : 

P = (1,0), 2P = (-1,-2), 3P = (3,-6), 4P = (3,2), 5P = (-1,2), 6P = (1,-2)  et  7P = O E     

La relation  7P = O E  implique P = - 6P,  2P = - 5P,  3P = - 4P                       

Il en résulte les 3 parties : 

          F 2  = ,Φ         R = { }PPP 3,2,      et     S = { }PPP 3,2,                                                       (3)  
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Avec le calcul nous obtenons les nombres  t =  42,   ω = 198                                                 (4)                       

Il en résulte l’équation de Weierstrass de la courbe elliptique isogène : 

                   E '  = :FE  .1257213232 −−−=++ XXXYXYY                                          (5) 

Le calcul implique les invariants de la courbe isogène E ' : 

∆ (E ' ) = -125497034 = -2×62748517 et  j(E ' ) = 
627485172

)34033( 3

×−
×                                          (6)                       

 

Application de l’algorithme à la courbe elliptique E d’équation de Weierstrass : 

                     E : 232 xxyy −=+ [ ]yxQ ,∈                                                                             (1)                       

Le calcul implique les invariants ∆(E) = -11  et  j(E) = 
11
212−                                                  (2) 

Le groupe E (Q) a un sous groupe cyclique F d’ordre 5 formé des points : 

                P = (0,0),  2P = (1,-1),  3P = (1,0),  4P = (0,-1),  5P = ( ).,∞∞  

La relation 5P = ( ),∞∞  implique P = -4P,  2P = -3P. 

Il en résulte les 3 parties du groupe E (Q) : 

                         F 2  = ,Φ   R = { }PP 2,     et   S = { }PP 2,                                                          (3) 

Avec le calcul nous obtenons les nombres  t = 2,  ω  = 4                                                         (4)                       

et la courbe elliptique isogène E '  d’équation de Weierstrass : 

                      E '  = :FE  2010232 −−−=+ xxxyy                                                           (5) 

Le calcul implique les invariants : 

                        ∆(E ' ) = 511−  et  j(E ' ) = 5

312

11
312 ×−                                                                 (6) 

 

Citons des équations classiques d’isogénies que l’on trouve dans [20] ;       

Soient deux courbes elliptiques sur un corps K de caractéristique ≠ 2 ; 

     E bxaxxy ++= 232
1:                                                                                                           (1) 

     E XbaaXXY )4(2: 2232
2 −+−= ,   0≠b    et 042 ≠− ba                                                (2) 

Alors les 2 applications f, g  

                 21: EEf →   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
→ 2

2

2

2 )(,),(
x

xby
x
yyx                                                                 (3)                       

                                   et 
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                 12: EEg →   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
→ 2

22

2

2

8
)4(,

4
),(

X
XbaY

X
YYX                                                 (4) 

                       sont des isogénies.                                                             

Les changements de variables sont des fonctions rationnelles. Les 2 applications ont des 

composées qui satisfont : 

La composée f о 22: EEg →  est la multiplication par 2 sur E 2 (Q)    

       c’est une isogénie de degré 4                                                                                            (5) 

La composée g о 11: EEf →   est la multiplication par 2 sur E 1 (Q) 

       c’est une isogénie de degré 4                                                                                            (6) 

Les relations (5) et (6) impliquent que g est l’isogénie duale de l’isogénie f. 

Le calcul implique les invariants de la courbe elliptique E1  :                                             

         ∆(E ),4(16) 22
1 bab −=   (4c E )3(16) 2

1 ba −=    et j (E
)4(
)3(16) 22

322

1 bab
ba

−
−

=                (7) 

Les invariants de la courbe elliptique E 2  sont égaux à : 

∆(E =)2 64 ,)4(4 22 bab −×   baEc 19216)( 2
24 +=   et  j ( 22

32

2 )4(464
)19216()
bab

baE
−×

+
=            (8)                          

Application pour a = 5,  b = - 8  

   E xxxy 85: 232
1 −+=                                                                                                           (1) 

   E XXXY 5710: 232
2 +−=                                                                                                  (2) 

Les isogénies de degré 2 sont les 2 morphismes :         

            f : 21 EE →  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
→ 2

2

2

2 )8(,),(
x

xy
x
yyx                                                                      (3)                         

           g : 12 EE →  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
→ 2

2

2

2

8
)57(,

4
),(

X
XY

X
YYX                                                                 (4)                        

Le calcul implique les invariants de la courbe elliptique E1  : 

        ∆(E1 ) = ,57210 ×   24
14 72)( ×=Ec   et j(E1 ) = 

57
72 62 ×                                                  (5)                      

Les invariants de la courbe elliptique E 2  sont égaux à : 

        ∆(E =)2 ,36132 211 ××     712)( 4
24 ×−=Ec  et  j(E =)2 3613

)71(2
2

3

×
×−                             (6) 
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          En conclusion, je me propose de chercher d’autres formules d’isogénies dans des 

travaux de recherches ultérieures. Pour cela je considérerai la structure analytique complexe 

d’une courbe elliptique associée à un tore complexe C/L. Une autre voie consiste à prendre la 

structure de variété abélienne de dimension un. 
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