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g)z/f’zoc[uaééon

Les isogénies de courbes elliptiques ont été étudiées par plusieurs auteurs comme Velu [21],

Mazur [12], Shimura [19], Cassels [3], Serre [17], etc.

Nous nous intéressons ici aux formules des isogénies de courbes elliptiques ;
Nous nous sommes inspirés de Velu [22] pour ’algorithme de construction d’une courbe

elliptique p - isogene a une courbe elliptique.

Dans le chapitre 1, nous indiquons quelques points de la théorie arithmétique des courbes

elliptiques.

Dans le chapitre 2, nous décrivons quelques propriétés géométriques des

courbes elliptiques.

Dans le chapitre 3, nous construisons le groupe abélien sur I’ensemble E (K) des
points rationnels.
Selon Mordell - Weil, ce groupe est de type fini.
Nous établissons les formules des coordonnées du symétrique avec la régle géométrique de 3
points colinéaires de la courbe elliptique et le point a ’'infini O , = (o0,0)
comme €lément neutre.

Nous étudions aussi dans ce chapitre la théorie des isogénies.



CHAPITRE |
ARITHMETIQUE DES COURBES ELLIPTIQUES.

1 - Structures algébriques d’une courbe elliptique :

Une courbe algébrique, dans le plan affine A* (K) est déterminée par un
polynome fiX, Y)e K[X, Y].

Une courbe algébrique est donc I’ensemble des zéros d’un polynoéme f(X, Y) a
coefficients dans un corps K, global, local ou fini :
Les polyndomes de degré un définissent des droites :

X, Y)=d  X+d,Y+d, =0 (1)
Les polyndmes de degré 2 définissent des cercles de centre (d,,d,) etrayon R :
X, Y)=(X-d, ) +(X-d,)’-R*=0 (1-1)
et des coniques :
fX,Y)=d X +d, XY +d., Y’ +d, X +d,Y+d, =0 (1-2)

Les polynomes de degré 3 définissent des cubiques.
X Y)=d X’ +d, XY +d, XY’ +d,Y’ +d, X* +d XY +d, Y’ +d X +d,Y +d,, =0 (1-3)

Les courbes algébriques contiennent des points simples et des points multiples.
Une courbe sans point multiple est lisse ; une courbe avec un point multiple est singulicre.
Donc I’ensemble des cubiques, d’équations (1-3), est classifiée en 2 classes, par les points
singuliers :
La classe des cubiques singulicres et la classe des cubiques non singuliéres.
Définition 1 :

Une courbe elliptique est une cubique plane E, non singuliere, irréductible projective,
d’équation de Weierstrass :
E: y’zta,xyzta,yz’ =x’+a,x’z+ta,xz’ +a,z’ € P*(K) (2)

Définition 2

L’équation (2) est I’équation de Weierstrass de la courbe elliptique E dans le plan
projectif P* (K).
Dans le plan affine A*, I’équation de Weierstrass de E est :

E:y2+a1xy+a3y=x3+a2x2+a4x+a66K[x,y] 2-1



Les 5 coefficients a, sont des éléments d’un corps commutatif K, global ou local ou fini.

Les 2 variables x et y sont des racines de 1’équation algébrique (2 - 1). Donc x et y sont des

¢léments d’une cloture algébrique du corps K.

La nature du corps K influe sur les propriétés de la courbe elliptique E.

Lorsque le corps K est un corps de nombres algébriques, il s’applique a la courbe
elliptique E la Théorie des Nombres (Entiers Algébriques, Discriminants, Classes D’idéaux,
Valuations, Equations Diophantiennes, Nombres Premiers, Fonctions

Arithmétiques, comme la Fonction Zéta, Analyse p- Adique, Groupe de Galois, Ramification).

Lorsque le corps K est le corps des nombres complexes, il s’applique a la courbe elliptique
E I’ Analyse Complexe, (Réseaux, Tores, [somorphismes Analytiques Complexes, Groupes de
Lie, Formes Automorphes, Formes Modulaires) et la Géométrie Algébrique (Variétés
Algébriques, Diviseurs, Théoréme de Riemmann- Roch, Homologie, Cohomologie, Schémas,

Courbes Algébriques Projectives).

Lorsque le corps K est un corps fini, il s’applique a la courbe elliptique E la Théorie

des Corps Finis.

Lorsque le corps K est un corps de fonctions, il s’applique a la courbe elliptique E la

Théorie des Corps de Fonctions.

Lorsque le corps K est un corps local, il s’applique a la courbe elliptique E la Théorie des

Corps Locaux.

Une courbe elliptique a une structure de variété abélienne de dimension un.

Elle a une structure de schéma non singulier de dimension un.

2 - Transformations de I’équation de Weierstrass :

L’équation (2 - 1) peut étre transformée au moyen de substitutions.
Lorsque la caractéristique du corps K est différente de 2, nous éliminons les monomes xy et y
de I’équation (2 - 1) par le changement de variables linéaire :

y—ax—a,

S )

x ¥)—(x,



Nous obtenons 1’équation de Weierstrass :
E, :y? = 4’ +b,x> +2b ,xtb ; (B-1)
Les coefficients b,, sont des polyndmes « homogenes de degré 2i » dans I’anneau

Lla, a, . a,,a,.a,]:

b, =4a, +a;;
b, =aa,+2a,;. 3-2)

b, = a; +4a,;
Les coefficients b, sont des invariants de la courbe elliptique E, .

e . r1: . A 2 .
Dans un corps de caractéristique p# 2,3, nous ¢éliminons le monome x “ et le coefficient 4 de

I’équation (3 -1) par le changement de variables linéaire :

x=3b, y
X, y)>(——=,—); 4
(x, y)—>( 36 1 08) 4
Nous obtenons 1’équation de Weierstrass :
E, :y’=x’—-27c,x - 54c,; “4-1)

Les coefficients c ,, sont des polyndmes « homogenes de degré 2i »

dans ’anneau Z [b,,b,,b] :

c, = b3-24b,;
c, = -b3+36b,b, —216b,; 4-2)

Les coefficients c ,, sont des invariants de la courbe elliptique E , .

3 - Invariants d’une courbe elliptique :

Une courbe elliptique E posséde d’autres invariants, dont le discriminant A(E), I’invariant
modulaire j(E), 'invariant différentiel @ (E), le rang »(E), le conducteur N(E), etc.

a) Discriminant d’une courbe elliptique :

Définition 3 :

Le discriminant d’une courbe elliptique E est le polynome homogene, de degré 12, dans
l’anneau & [b,, b,, b, by] égala:

AE)=9b,b,b,-8b,-27b.-b3b, ;

sur un corps K de caractéristique p+ 2,3

Le coefficient b ; est déterminé par la relation :



4bg, =b,b,-b; ;
4b est un polynome homogene, de degré 8, de l’anneau & [b,, b,, b];
La cubique d’équation de Weierstrass
E:y’ =x’+A4Ax+B (5)

a un discriminant égal a

A(E)=-16(44°+27B*) (5-1)
Le discriminant de la courbe elliptique E, est égal a :

AE) = 8x54°(c; —¢?) (5-2)
Exemple :
Le discriminant de la courbe d’équation de Weierstrass :

E iy =Txy+4y=x>—-5x" +8x—14
Les coefficients b, =29, b, =-12, b, =-40, by, =-326 et le discriminant

A(E ) =370070 =2 x5x37007.
b) Invariant modulaire d’une courbe elliptique :

Définition 4 :

L’invariant modulaire d’une courbe elliptique E est |’élément j(E) du corps K :

3
c
égala j(E)= —2 6
g J(E) ACE) (6)
Exemples :
1) L’invariant modulaire de la cubique d’équation de Weierstrass :
E,:y’ +6xy—12y =x> —10x" +5x - 25
Nous obtenons avec le calcul b, =4, b, =-62, b, =44, b, =-105,
Le discriminant A(E,) =2° x5x769 et le coefficient ¢, = 2° x 47 (6-1)
6
(6), (6 -1) impliquent j(E, )= 2103823 6-2)
5%x769

2) ’invariant modulaire de la cubique d’équation de Weierstrass :
E, :y?=x"+4x+3

Nous obtenons avec le calcul b, =0, b, =8, b, =12, b,=-16 etc, =-2°x3 (6-3)

La relation (5 - 1) implique A(E ;) = —2* x 499 (6-4)
214 % 33
(6), (6 - 3) et (6 - 4) impliquent j(E;) = 299 (6-5)



c) Invariant différentiel d’une courbe elliptique :
Définition 5 :

L’invariant différentiel d’une courbe elliptique est I’élement différentiel :

dx —dy
(0 = ="
(£) FF

lié a la forme différentielle :
dF =F  dx+ F dy,
ou F(x, y) =y’ +a,xy+a,y-x’-a,x*-a,x-a, =0 est[’équation de Weierstrass de E,
F, est la dérivée partielle de F par rapportdy et

F', est la dérivée partielle de F par rapport a x.
Exemple :

1) Pinvariant différentiel @ (E,) de la cubique d’équation de Weierstrass :

E :y’=Txy+4y=x"-5x"+8x-14

o(E) ="

ouF(x,y)=1y" —Txy+4y—x> +5x> —8x +14
F.=-7y-3x>+10x-8
F'y=2y-Tx+4

_dy

(7), (7 - 2) impliquent I’invariant différentielw (E ) = >
-7y—-3x"+10x-8

2) I'invariant différentiel @ (E,) de la cubique d’équation de Weierstrass :

E,:y* +6xy—12y =x> —10x +5x - 25

dx
w(E,) = el
y
ou G(x,y)=y> +6xy—12y—x’ +10x*> —5x+25
Gx=6y—3x"+20x-5
Gy=2y+6x-12
. . ) opr dx
(8), (8 - 3) impliquent I’invariant différentiel : @ (E,) = ———
2y+6x—-12

La présentation des autres invariants sera faite ultérieurement.

(7)

(7-1)
(7-2)
(7-3)

(7-4)

®)

(8-1)
(8-2)
(8-3)

(8-4)



4 - Points singuliers d’une courbe algébrique :

Dans la théorie des points simples et des points multiples d’une courbe
algébrique plane C c’est I’équation F(x, y) = 0 de la courbe qui détermine la nature
d’un point de C.

Définition 6 :
Un point P = (x, y) d 'une courbe algébrique plane C est singulier lorsqu’il
satisfait les équations :

F(P)=F (P)=F ,(P)=0.

I1 en résulte qu’un point singulier d’une courbe algébrique C est un point multiple
de cette courbe.
Donc pour une cubique, il n’y a qu’un seul point singulier, éventuellement.

1) Un nceud est un point singulier ou la cubique admet 2 tangentes distinctes.

2) Un point de rebroussement est un point singulier ou la cubique admet 2 tangentes

confondues.

S,

Figure -1 -
S, estun point de

rebroussement.
(2 tangentes confondues).

S, est un nceud.
(2 tangentes distinctes).

Les courbes algébriques planes admettent un invariant géométrique, qui est le genre de
la courbe.
Définition 7 :

Soit une courbe algébrique C, d’équation projective f(x, y, z) = 0, de degré n,
admettant d points singuliers.

Le genre de cette courbe est l’entier non négatif ;

_(n-D(n-2)
g= d

Ainsi, une droite a une équation projéctive de degré n = 1, donc son genre est égal a g =0.

10



Les cercles et les coniques ont des équations projectives de degré n = 2, donc leur genre
est égal a g=0.

Les cubiques planes singulieres ont une équation projective de degré n = 3 et un point
singulier, leur genre est égal a g = 0.

Les courbes elliptiques sont des cubiques non singuliéres, elles ont une équation

projective de degré 3, donc leur genre est égal a g = &S_z) -0=1.

5 - Classification des cubiques planes suivant leurs discriminants :

Le discriminant A(E) d’une courbe elliptique E d’équation y*> = f (x) est 1i¢ au dicriminant
dis (f) de ce polyndme par la théorie du résultant.

Pour la théorie du résultant, nous avons consulté les ouvrages Algebra de Lang et
Introduction a I’Algebre de Kostrikine.
Nous exposons quelques points de la théorie :
Définition 8 :

Soit deux polynémes f et g d’'un anneau K[x] de la forme :

_ -1 .
fx)=rox "+rx "4+ . +r, de degré n.
et
X)=s.x"+s x "+ +s  de degré m.
g 0 1 m g

Le resultant des deux polynomes fet g est le déterminant d’ordre n + m, formé de m lignes

de coefficients (r, r|,......, r,) et de n lignes de coefficients (s, s, ,......S,, ) -
T, I r., 7, 0 0
r, n ., T, 0o .. 0
0 rn, n r., r, O 0
> m lignes
10 0 g 7 e we 1, 1, 0
Res (. &) = 0O 0 .. ... ... 0 r T T o 4
Sy 8 s,, s, 0 .. 0[)
0 s, s s, s, 0 0
.| > nlignes
0 s, s s, s, 0
0 s, s St S

11



Le résultant Res (f, g) est un polyndme en les zéros de fet g.

Proposition 1 :

Soit 2 polynomes :
Sx) = ro(x—u)(x—uy)c..... (x-u,) 9)
gX)=85,(x=v)(X =V, )eeeueen. (x=v,). ©-1

Alors leur résultant est égal a -

Res (f, ) =rysg [T =v) ©-2)
=1 j=1
Preuve : (S.Lang Algebra)
(.
Corollaire :

1) Le résultant Res (f, g) est nul si et seulement si les deux polynomes f et g ont une
racine commune.
2) Le résultant d’un polynéme f(x) et de sa dérivée [ (x) est égal a :
Res (/) =ry ' [1./' @) ©-3)
i=1

(.
Le discriminant d’un polynéme f{(x) est une fonction de ses racines.
Avec les racines de f{x), nous pouvons construire la différente et le discriminant de f
Définition 9 :

Le discriminant d’'un polynome de degré n

fX)=r, (x—u)(x—uy)......... (x—u,) estégal a:

dis () =ry [, —u;)’ (10)

1<i<j<n
Il en résulte que le discriminant est nul si et seulement si f admet une racine multiple.
Ce discriminant est lié au résultant de f-
Proposition 2 :
Soit un polynome fix) =r, (x —u (X —uy)........ (x—u,) de degré n, son discriminant
dis (f) et son résultant Res (f, ) ;

n(n-1)

Alors Res (f. f) = (-1) % r, dis (f) (11)

12



Définition 10 :

Soit un polynéme fix) = x" +d x"" +........ +d, € k[x] sur un corps k.

1) La différente de f est égale a :
D)= [](x-4).

1<i<j<n
2) Le discriminant du polynome f est égal a :

dis () =D(f)* = [](4 -2,

I1<i< j<n
Applications :

Polynome de degré 2, fix)=ax’+bx+c

Le discriminant dis (/) = b>—4ac, Res (£ f )= —ab*> +4a’c

Polyndme de degré 3, f(x) = a,x’ +a,x* +a,x +a,

Avec la formule de Lang dans Algebra
dis () = a/a: —4da,a; —4a)a, —27a;a; +18a,a,a,a,
Application au polyndome f'(x) = 4x* +b,x* +2b,x +b, .

Alors dis (f) est égal a

4b:b; —16x8b, —4b3b, — 27 x16b; +8x18b,b,b, =16(9b,b,b, —8b; —bib, —27b).

I1 en résulte dis (f) = 16 A(E).
Application au polyndme f(x) =x’ + Ax+ B
Soit I’équation de Weierstrass :

E:y’=x"+A4Ax+B
. y—ax—a,
Le changement de variables (x,y) —> x,# transforme (1) en :

E :4x’ +4Ax+4B = 4x’ +b,x* +2b,x +b,
I1 en résulte dis () = 16 A(E)
Nous avons démontré la :

Proposition 3 :

Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :

E: y2 =4x° +l)2x2 +2b,x+b, = f(x), Alors dis (f) = 16 A(E)

13
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L’invariant discriminant A(E) permet de classifier les cubiques.
Proposition 4 :

Soit une cubique plane E d’équation de Weierstrass :
E:y’+a,xy+a,y =x’+a,x’ +a,x+a e K[x,y]
de dicriminant A(E) Alors :
1) Le point a l'infini O , = (,0) n’est pas singulier sur la courbe E.
2) La cubique E est une courbe elliptique si et seulement si son discriminant
n’est pas nul.
Preuve de O , est un point non singulier de la courbe E :
Soit une cubique plane E d’équation de Weierstrass, dans le plan projectif IP*.

E: AXY,2)=Y*Z+a, XYZ+a,YZ*-X’-a,X*Z-a,XZ*-a ,Z° =0 (1)
, e, . df 2 2 2
La dérivée partielle—— =Y~ +a XY +2a,YZ - a, X" —2a,XZ -3a,Z (1-1)
az

Dans le plan projectif P*, le point a I’infini est représenté par O , = (0, 1, 0)
La valeur £(0, 1, 0) = 0 implique que O , est un point de E (1-2)
daf

La Valeurd—Z (0, 1, 0) = 1 # 0 implique que le point O . n’est pas singulier sur la courbe E.

(.
Preuve de « E est une courbe elliptique » implique « A(E) =0 ».
Nous prenons 1’équation de Weierstrass de E :

y? =4x* +b,x> +2b ,x+b = h(x) (2)
L’hypothese « courbe elliptique » implique que « le polyndme A(x) admet trois racines
distinctes »

h(x) =4(x-e1)(x—ez)(x—e3)eK[x,y] avece,#e; 2-1

La définition des racines simples et multiples d’un polynome /4(x) et la relation (2 -1)

impliquent que les racines de la dérivée % (x) ne sont pas racines de A(x) 2-2)
(2 - 2) implique le résultant Res (4, 7 )# 0 (2-3)
(2 - 3) et la proposition 2 impliquent la valeur dis (4)# 0 2-4)

Par définition, les discriminants dis (%) et A(E) de la cubique E sont liés par la relation :
dis (h)=16 A(E) 2-9)
(2-4)et(2-5)impliquent A(E)# 0.

14



(.
Preuve de « A(E) =0 » implique « E est une courbe elliptique ».
Nous gardons I’équation de (2)
E:y® =4x’+b,x*> +2b ,x+b, = h(x)
L’hypothése A(E) # 0 et la relation (2 - 5) impliquent dis (k)= 0 (3-1
La relation (3-1) et la proposition 2 impliquent la valeur du résultant Res (4, 2') #0 (3 - 2)
Le corollaire de la proposition 1 implique les polyndmes A(x) et h' (x) n’ont pas
de zéro commun.
Donc le polynome A(x) admet trois racines simples.
I1 en résulte que la cubique E est non singuliére, donc elle est elliptique
(.
Le signe du discriminant A(E) caractérise deux types de courbes elliptiques :
Proposition 5 :
Soit une courbe elliptique E dans le plan affine A (R) de discriminant A(E).
1) la relation A(E) > 0 implique que la cubique E est une courbe elliptique qui coupe I’axe
Ox en trois points distincts.
2) La relation A(E) < 0 implique que la cubique E est une courbe elliptique qui coupe [’axe

Ox en un seul point.
Preuve :
Preuve de «A(E) > 0 »implique « la courbe elliptique E coupe I’axe Ox en trois points
distincts ».

Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
E:y? =4’ +b,x* +2b,x+b, = g(x) € R[x] (1)

La relation dis (g(x)) = 16A(E) et I’hypothese A(E) > 0 impliquent dis (g(x)) > 0 (1-1)
(1) et (1 -1) impliquent que le polyndme g(x) admet 3 racines simples e,, e, e,
I1 en résulte trois points d’intersection P, = (e,,0) de la courbe E avec I’axe Ox.
(.
Preuve de 'A(E) <0 implique "la courbe elliptique E coupe I’axe Ox en un seul point".
Un polynéme cubique admet 3 racinese,, simples ou multiples :

E:p’=4(x—¢)(x—e)(x—e;)=gx) € Rx] (1)

La relation dis (g(x)) = 16A(E) et I’hypothese A(E) < 0 impliquent dis (g(x)) <0

15



Par définition dis (g) est lié aux racines e, de g par :

dis(g) = 44(e1

_62)2(62 _63)2(63 _el)2 el
La relation (1 - 1) implique un carré négatif.

(I-1)
Cela n’est possible que pour e, = eréel, e, =r+it et e; =r—it complexes conjuguées.
Alors dis (g) = (e—r—it)* (2it)* (e—r +it)’
=—4[(e—r)> + 2] <o0.
U

I1 en résulte un seul point d’intersection P,= (e,,0) de la courbe E avec I’axe Ox.

Exemples :

1) Soit une cubique E, d’équation de Weierstrass:

E,:y’2xy=x"-3x"—x+1
Nous obtenons avec Le calcul les invariants b,

(1)
b,=-8, b,=-2, b,=4, by=-9 etlediscriminant A(E,)=784=2*x7>>0 (1-1)
I1 en résulte que la cubique E, est une courbe elliptique qui coupe I’axe Ox en 3 points.
Logiciel Maple donne les abscissesx,, x, et x; de ces points :
x, = -0,68, x, =047, x; =3,21 (1-2)
Quelques points sur la courbe E, :
-1 1 5 7
X -1 X, — 0| x, — 1 — 3 X, —
2 2 2 2
: NEPE S [127
—1=47 2 Pas 2 12
V2 1y 2 2 3-4/7 2
Pas de 2 de
y ol 0 et | 0 et | 0 et
yrée 7 1|y 13
—1+,/= | -1 1+, = S+, 127
\/; 2| réel 2 347 7 By
2 2 2 5
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La courbe elliptique E, coupe I’axe Ox en 3 points ( x,,0),(x,,0) et (x,,0) qui sont

simples.

Figure - 2 -

2) Soit une cubique E, d’équation de Weierstrass :

E, :y’+xp+3y=x"+5.

Nous obtenons avec le calcul les invariants b,,

b,=1, b,=3, b=29,b;, =5 etlediscriminant A(E,) = -22145= —-5x4429 <0

»
»

AE,)>0

2)

2-1

Il en résulte que la cubique E , est une courbe elliptique qui coupe 1’axe Ox en un seul point

1
d’abscisse x, =(-5)°

(2-2)
Points particuliers de la courbe E, :
-3
x 2 X, — -1 0 1 2
2
-3-+/35
; -1-5 | 559 —5-4/77
Pas de 2 ~2-410 2
y racines y 0 . et et et et
(S
réelles. “3+429 | —24410 | —5+4/77
—3+4/35 — —_
—_— 2 2
4 ~1++/5

La courbe elliptique E, coupe I’axe Ox en 1 seul point (x,,0) qui est simple.
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A
151 %
e
10 -
o
5 ///
-1 _,_d_-'-""'ﬂd-‘-d’—-
! 2 4 B >
T y
.5-\-\
) o A(E.,) <0
Figure -3- | \\\ (E2)
~
15 ™~

Nous nous intéressons aux cubiques singulieres :
Proposition 6 :
Soit une cubique E d’invariant ¢ ,(E) = b —24b, et de discriminant A(E)
1) La cubique E admet un nceud si et seulement si A(E)=0 et c,(E)# 0.
2) La cubique E admet un point de rebroussement si et seulement si A(E) = 0 et
c, (E)=0
Preuve de « la cubique E admet un nceud » implique « A(E) =0et ¢, (E)= 0»:
Nous prenons une cubique E d’équation de Weierstrass :
E:y’=4x +b, x> +2b ,x+b, = h(x) (1)

L’hypothese « E est singuliére » implique que son discriminant est nul A(E) = 0.
Par hypothese la courbe admet un noeud.
Par définition d’un nceud, la courbe admet deux tangentes distinctes au nceud.

La pente d’une tangente est égale a la dérivée y de y.

6x> +b,x+b, f(x)

y = ) ’ ()

L’hypothése de deux tangentes distinctes au nceud implique :
deux valeurs distinctes de y et deux racines distinctes du numérateur f{x) 3)
Le discriminant du polynome f{x) de degré 2, a pour valeur : 4)
dis (f{x)) = b5-24b, = ¢, (E); (5)

Les relations (3) et (5) impliquent ¢, (E)# 0 ;

.
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Preuve de « la cubique E admet un point de rebroussement » implique que « A(E) =0 et
c,(E)=0».
L’hypothese « E est singuliere » implique que son discriminant est nul A(E) = 0.
Par hypothese la courbe admet un point de rebroussement.
Par définition d’un point de rebroussement, la courbe admet deux tangentes confondues.
La pente de la tangente est la dérivée de y :
L 6xX +byx+b,  f(x)
B yo oy

(6)

y

L’hypothese « I’existence de deux tangentes confondues » implique une racine double du
polyndme f{x) (7)
Donc le discriminant dis (f{x)) est nul.

dis ({x)) =b3-24b, = ¢, (E)=0 (8)
Exemples :
Nous construisons un exemple de chaque type de ces cubiques planes.

1) Cubique plane non singuliere de discriminant positif :
Soit la cubique E, d’équation de Weierstrass :

E,:y’-15y =x> -30x-5x" - 14 (1)

Nous obtenons avec le calcul les invariants b, et A(E,) :
b,=-20, b,=-60, b,=169, by=-1745et A(E,)=3480053>0 (2)

A(E ) > 0 implique que la cubique E, est une courbe elliptique qui coupe I’axe Ox
en trois points :

Logiciel Maple donne les abscissesx,, x, et x; de ces points :

x, =-3,11, x, ~-0,54 et x,=8,66 3)
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Quelques points de la courbe E ;:

21
x| -5 -4 X, -1 -2 x, | 0 1 8 X, >
15-473 15-+/265 | 15-3+/33 15 20669
2 2 2 15-433 2
1 2 2
Pas Pas et
b% et 0 et et 0 | et et 0
de y dey 2669
15+/73 15++/265 | 15+34/33 141 154433 15+
2 2 2 2 5
La courbe elliptique E, coupe I’axe Ox en 3 points ( x,,0),(x,,0) et (x;,0) qui sont
simples. N
20{Y p
S
/f-_—‘-_h\\ ;.-"
o \ Jlllr
I{ ol |
/ |
xl\ /x 2 \\\x 3 N
4 =z 0 4 8 8 \ n 12y
10 Figure - 4 - \
\\\
20 A\
2) Cubique plane non singuliére de discriminant négatif :
Nous considérons la cubique E , d’équation de Weierstrass :
E,:y’+12y =x +5x> +9x +14 (D)
Nous obtenons les invariants b,, et A(E, ) par le calcul :
b,=20, b,=18, b,=200, b,=919 et A(E,)=-846256 =-2%x52891<0 (2)
Donc la cubique E, est une courbe elliptique qui coupe I’axe Ox en un seul point x,.
Logiciel Maple donne ’abscisse x, de ce point :
x, ~ 3,52 3)

Quelques points de la courbe E ,:
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X -4 X, -2 -1 -1 0 -10
2
373
-6-/30 6|22
62411 | -6+345 8 -6-~/50
et
y o 0 et et et et Pas de y
-6++/30
612411 | 635 | [373 | -6+4/50
8

La courbe elliptique E, coupe I’axe Ox en 1 seul point (x,,0) qui est simple.

A
201 s
//'
.’J/‘/
10 /
/"/
x4 _______ﬂ—f”r—f// -
e 2 e 2 3 E X
.f'J
\ 10
e Figure -5 -
_20-\
3) Cubique plane singuliere :
Une cubique plane singuliére n’est pas une courbe elliptique
Cubique plane qui possede un nceud :
Soit la cubique plane E ; d’équation de Weierstrass :
E,:y’=x"-12x+16 (1)
Nous obtenons les invariants de E ; par le calcul :
b,=0, b,=-24, b,=64, b,=-144, ¢, (E;)=576=2°x3" et A(E,)=0 (2)

A(E ;) =0 implique que la cubique plane E ; est singulic¢re
Cette cubique E , a un point singulier.

Le coefficient ¢, # 0 implique que ce point singulier est un neeud.

Les coordonnées de ce nceud sont les solutions du systéme de 3 équations algébriques :
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( fix,y)= y>—x +12x-16 =0;
af >
—(x,y)=-3x"+12=0;

) dx( y)

d
T (x,yy=2y=0;
dy

\
Nous obtenons la solution (2,0) ;

Pour construire la courbe E ;, nous décomposons le 2 “** membre avec le :

Théoréme :

Soit une équation diophantienne :

Toute solution de f(x) est un diviseur du coefficient constant d,

(.

Ici d, = 16, le test des diviseurs de 16 implique f(2) = 0 = (-4)

Donc f(x) admet 2 racines : x, = —4 et x, =2.

Il en résulte la factorisation x° —12x+16 = (x —2) (x—2) (x + 4).
yi=x —12x+16 = (x=2)*(x+4)

La relation (4) implique la condition x> - 4

Tableau de valeurs des coordonnées de quelgques points :

3)

(4)

x 4| -3 -2 -1 0 1 2 4 5
y? 0 | 25 32 27 16 5 0 32 81
y 0 | £5 | +442 | 33| 24 | £J5| 0 | £4J7 | +442 | 9

La cubique E, coupe I’axe Ox en 1 seul point simple (-4, 0) et un point double (2, 0).

A

10 .
Yy Z
yd
&
L
fﬁ;h_\‘\gf v
s .
%
[ . S
1 2 ///ﬁ\\ 4
N N
] ~
— \\
RS
\\
-0 N
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Cubique plane qui possede un point de rebroussement :
Soit la cubique plane E , d’équation de Weierstrass :

E,:y’+10y=x’-25 (1)
Nous obtenons par le calcul les invariants de E , :

b,=0, b,=0, b,=0, by=0, c,(E,)=0 et A(E,)=0 (2)
A(E ,)=0 implique que la cubique plane E , n’est pas une courbe elliptique.
Cette cubique E , a un point singulier.
Le coefficient ¢, = 0 implique que ce point singulier est un point de rebroussement.

Les coordonnées de ce point de rebroussement sont les solutions du systéme de trois

€quations algébriques :

[ fx, ») =y*+10y —x° +25=0;
4
{ dx

ﬂ(x,y)=2y+10;
dy

(x,y) ==3x%; 3)

\
Nous obtenons la solution (0,-5) ;

Tableau de valeurs des coordonneées de quelques points :

¥ -1 0 1 2 3 4
Pas de -5-\/§ -5-\/5
. -13 et3
y racines y -5 -6 et- 4 et et
réelles. 5+4/8 _5+./27

La cubique plane E, coupe I’axe Oy en 1 seul point d’abscisse x = 0 et d’ordonnée y = - 5.

A

y
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Déterminons les courbes elliptiques d’équation de Weierstrass :

E:y’ =x’+Ax+ B eK]x,y|, 44°+27B* # 0 d’invariant modulaire j(E) fixé.
Proposition 7 :

Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
y’ =x’+Ax+Be K[x,y].

Alors tout nombre n du corps K est l'invariant modulaire d’une courbe elliptique E.
Preuve :
Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :

E:y’=x’+Ax+BeK|x,y], 44°+27B> 20 (1)
Son invariant modulaire est é¢gal a :

3
MinAz, pour un corps K de caractéristique différente de 2,3 (2)

) —
1®) 44° +27B

Nous distinguons les trois cas :

i(E)=0, j(E)=1728 et j(E)=0, 1728.

1) j(E) = 0 ; la formule (2) implique A=0 etB=0 3)
I1 en résulte I’équation de Weierstrass :

E:y’=x"+B et A(E,) =-16(4A°+27B*) =-432B*> =-2"x3’ B’ 4)
2)j(E) = 1728, la formule (2) implique A= 0 etB=0 (%)

I1 en résulte I’équation de Weierstrass :
E,;y?=x’+4x et AE,)=-644>=2°4" (6)
3)j(E)=n=0, 1728 ; la formule (2) implique
108(4A)° = n(44° +27B%) (7)
En séparant A’ et B® nous obtenons 1’équation
4 4°(1728-n)=27B* n (8)
Cette équation algébrique est de degré 3 en A et de degré 2 en B ; le nombre ne K est

un parametre.

(8) se met sous la forme :

A’(1728-n) _ B’n

9
27 4 ©)
Nous en déduisons la solution :
+
3n B +2n (10)

A=——"— ot B=— "~
1728 —n 1728 —n

I1 en résulte les équations de Weierstrass :
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3n 2n
+ X *
1728 —n 1728 —n

E:y’=x’

b

2985984n* -2 x3%,?

et le discriminant A(E) = - =

.

Exemples :

(1728—n)° (1728 -n)’

Courbe elliptique E d’invariant modulaire j(E) =7 :

Pour n =1,
Pour n =4,
Pour n =26,

il ya 2 courbes elliptiques d’équations de Weierstrass :

2
E: y’=x+——x+— et iE)=1.
Y 17277 1727 IED

3 2
E: yV’=x+——x——"— et JjE,)=1.
S ATy JE,)

il y a 2 courbes elliptiques d’équations de Weierstrass :

2
E.: yl=x+—x+— et j(E.)=4.
> Y 4317 431 IE,)

3 2
E,: y’=x+—x—-——- et {(E,)=4.
g 431" 431 IE.)

il y a 2 courbes elliptiques d’équations de Weierstrass :

2

E.: y=x"+—x+— et j(E.)=6.
s+ Y 287 287 J( 5)
Eg; y° B et j(E,)=6.
287 287
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CHAPITRE I
LA GEOMETRIE DES COURBES ELLIPTIQUES.

Une courbe elliptique possede une structure de variété abélienne de dimension 1. Dans ce
chapitre nous exposons briévement la théorie des espaces affines et projectifs.
Les notions d’espaces affines, d’espaces projectifs et de variétés abéliennes se trouvent dans

des ouvrages de Géométrie Algébrique (Hartshorne, Shafarevich, etc...).

1 - Espace algébrique affine :

Les points rationnels (x, y) d’une cubique sont des zéros d’un polyndme.
Les zéros des polynomes forment des ensembles algébriques dans des espaces affines
Définition 1 :

Le n- espace affine sur un corps algébriquement clos K est [’ensemble

des n-uples d’éléements de K.
A" (K) = {(al, ......... ,a,)=a, a,ek } (1)
Un n - uple a est un point de l’espace affine, les éléments a, ... ...... a, sont les coordonnées

de ce point a.

2 - Ensemble algébrique dans un espace affine :
La théorie algébrique des polyndmes d’un anneau K [ x,,......... ,x, ] implique que tout
polynome f'admet des zéros dans un corps K algébriquement clos
Ces zéros forment un ensemble algébrique dans I’espace affine A" (K).
Définition 2 :
Un sous ensemble Y d’un espace affine A" est un ensemble algébrique si et seulement si

Y est [’ensemble des zéros d’'un sous ensemble de polynomes de l’anneau K [ x,,......... , X,

des polynomes a n indéterminées.

Y={a=(a,.. ,a,), fi(@) = fr(a)=....=f(a)=0, fie K[X,c..... = )

Les opérations sur les ensembles algébriques sont précisées par la :
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Proposition 1 :
1) La réunion de deux ensembles algébriques dans un espace affine est un ensemble
algébrique.
2) L’intersection d’une famille d’ensembles algébriques est un ensemble algébrique.
3) L’ensemble vide et I’espace affine A" sont des ensembles algébriques.
(.
Un espace affine A" peut étre muni d’une topologie.
Définition 3 :
Dans la topologie de Zariski sur un espace affine les ensembles fermés sont les ensembles
algébriques et les ensembles ouverts sont les complémentaires des fermeés.
Exemples d’ensembles algébriques :

1) Soit I’ensemble :
V,={xeC, x> +1=01}; le polyndme de degré 2 admet 2 zéros x = * i, donc V , est un
ensemble algébrique de 2 éléments dans 1’espace affine A' (C).

2) Soit I’ensemble :

V,={P=(x,y) eC’, x*—y* =1};lepolyndbme x* — y*> =1 admet une infinité de zéros
x=t, y =xt’-1, teC

V, est un sous ensemble algébrique dans I’espace affine A* (C), € = corps
des nombres complexes.
Définition 4 :

Une variété algébrique affine est un sous ensemble fermé irréductible dans un espace
affine A" (K) muni de la topologie de Zariski.
Exemple de variété affine :
Soit ’espace affine A’ sur un corps algébriquement clos K :
L’ensemble :
V,=1{(x2) ecA’, y—x>=0, z—x> =0} est formé des zéros :

x=teK, y=t"eK et z=t ek.

Donc V; est un ensemble algébrique, c’est une variété affine.

Toute variété affine posséde des sous variétés et des variétés quasi affines :

27



Definition 5 :
1) Une sous variété affine d 'une variété affine X est une partie V de X qui a une
Structure de variéeté affine.

2) Une variété quasi affine dans une variété affine X est une partie ouverte V de X.

Dans un anneau commutatif, il y a des sous anneaux et des idéaux. Les idéaux admettant
un générateur sont principaux, ceux qui admettent 2 générateurs au moins, indépendants, sont
ordinaires.

Définition 6:
L’idéal d’une variété affine Y est [’ensemble des polynomes fe K[ x,,......... , x| qui

s ‘annulent sur la variété Y.

3 - Variétés projectives :

Nous considérons une relation binaire R sur I’espace affine A" - {(0, ......... ,0)} :
« Deux points a et b de I’espace A "' - {(0, ......... ,0)}sont équivalents par la relation R »
(@yyeeeen ,a,)R (byseeeen... ,b ) si et seulement si
(77 ,a,) = A (Dyseeeen.. ,b,) =(Ab,,Ab,,...,Ab, ) pour un élément non nul 1 € K .
Cette relation R satisfait les axiomes des relations d’équivalence dans
I’espace A" -{(0......... 0)}
Definition 7 :
L’espace projectif P " (K) est [’ensemble quotient de [’espace affine A "' - {(0, ......... ,O)}

par la relation d’équivalence R.
Donc les ¢léments de 1’espace projectif P " (K) sont des classes d’équivalence.
Ces ¢léments sont représentés par des droites passant par 1’origine.
Exemple d’espace projectif :
Soit I’espace projectif P * (R) = A°(R) - {0}
Le point a I’infini O , = (0,%) a pour coordonnées O ,= (0, 1, 0)eP* (R).

Cette classe est déterminée par la direction de I’axe O y.

Dans I’anneau K[ x,, x, ,......... ,x, ] des polyndmes associés a un espace projectif P" (K),

les polyndmes sont homogenes.
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Tout espace algébrique projectif IP" (K) peut étre muni d’une structure de variété.
Définition 8 :
1) Une variété projective de dimension n est une partie X de [’espace projectif
D" (K), qui est fermée et irréductible.
2) Une sous variété projective d’'une variété projective X de dimension n est une
partie V de X qui est irréductible et fermée.
3) Une variété quasi projective dans une variété projective X de dimension n est une
partie V de X qui est ouverte.

Exemples :
1) Soit I’espace projectif P' (R) réel.
Il est formé des couples (7,,7), 7,, 1, €R
Des polynémes homogeénes de degré¢ a>1: f=rx+nrnyeR[x, y], f=rx+nry°.
2) Soit I’espace projectif IP* (C) complexe.
Il est formé des triplets (7,,7,,7,),7,, 1, et r, €C
Des polynomes homogeénes : f =rx+ry+r,zeClx, y, z],
g=rx' +rxX’y+rx’y’ +ryt,
h=rx"+ry" +rx"y" .
3) Soit ’espace projectif P (R) réel.
I1 est formé des 4 - uples (7,,7,,7,,7;), 1y, 17, 1, et 1, €R
Des polyndémes homogenes : f =r,x+rny+rz+rtekx y z 1],
g= roxzyz + rlxzt2 +r,xyzt,
h=rx"+rx""y+rx"?y* +r,y" 'x.
Définition 9 :
La dimension d’un espace topologique X est le maximum des entiers n dans la chaine

ascendante Z ,C Z, C ......... c Z, oules Z, sont des sous ensembles fermés irréductibles

dans [’espace topologique X.
Exemples :

Dimension A'(K) =1, dimension A*(K) =2, dimension A" (K) = n.
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4 - Varietés abéliennes :

La notion de variété abélienne repose sur les fonctions régulieres, les morphismes....
Nous examinons quelques notions sur les fonctions régulicres.
Définition 10 :

Soit une variété quasi affine Y dans un espace affine A" (K) ;
La fonction f: Y—K est réguliere sur Y si et seulement si pour tout point P de Y il existe un
voisinage ouvert U de Y qui contient le point P et des polynomes g, h dans l’anneau
KX,y , X, 1tels que = g/h sur U.
Ces fonctions réguliéres possedent des structures analytiques
Proposition 2 :

Toute fonction réguliere est continue.

Preuve : Théorie des applications entre les espaces topologiques dans les ouvrages
de topologie
(.
Définition 11 :

Soit une variété quasi projective Y dans un espace projectif P" (K).
La fonction f: Y— K est réguliere sur Y si et seulement si pour tout point P de Y, il existe un
voisinage ouvert U de Y contenant le point P, et des polynomes g, h homogenes de méme

degré dans I’anneau K [X ,......... , X, tels que f= g/h sur U.

Les morphismes de variétés sont des applications qui satisfont certaines conditions.
Définition 12 :
Soient deux varietés X et Y affines ou quasi affines, projectives ou quasi projectives.
Un morphisme ¢ : X— Y est une application continue telle que pour tout ensemble ouvert U
dans Y et pour toute fonction réguliere f: U— K, la fonction composée
fop: ¢ '(U) > K est réguliere.
Proposition 3 :

La composée de deux morphismes de variétés est un morphisme de variétés

Preuve :
Soit 2 morphismes ¢ ;: X, > X, et ¢,: X, > X, ; Alors la composée :

@,0¢ . X, = X, estun morphisme.
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Nous construisons une variété abélienne a partir d’une variété de groupe.
Définition 13 :
Une variété de groupe est une variété Y munie de deux morphismes f, g qui satisfont :
f: YxY—>Y devaleur (a, by fla, b)=a+b
et
g: Yo Y devaleur y— g(y)= y.
La variété de groupe munie de cette loi de groupe abélien est une variété abélienne.
Définition 14 :
Une variété abélienne est une variété de groupe munie d 'une loi de groupe abélien.
Exemple :
L’ensemble V = {(x, y)e A’ , y* + x* = x }dans I’espace affine A’ (R) est muni d’une
structure de variété abélienne de dimension 1 avec la loi :
(1) + (3, 95) = (X + 2,1, +3,)
Définition 15 :
Soit une variété Y d’un espace projectif P" (K) ;
Le corps des fonctions de Y est [’ensemble K(Y) des fonctions régulieres sur un ouvert U de
la variéeté Y tel que deux fonctions régulierves f et g sur les ouverts U, V de la variété Y
satisfont :
f(x)=g(x) pour tout point xe U NV
Exemple de corps des fonctions :
Soit la variété V d’équation flx, y) = y° =3y —x" +4=0.
Alors le corps des fonctions de cette variété est ’ensemble K (V) = K(x, y) avec

fix,y)=y>=3y—-x’+4=0.

5 - Diviseurs d’une variété et diviseurs d’une courbe :

Cette notion de diviseurs d’une courbe est développée dans les ouvrages de Géométrie
Algébrique.
Nous exposons brieévement quelques propriétés des diviseurs d’une variété
Selon Hartshorne (4lgebraic Géometry), toute courbe projective non singuliere C de degré d
dans le plan projectif IP* (K) est coupée par une ligne L de ce plan projectif en d points

simples ou multiples.
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Definition 16 :
Un diviseur d’'une courbe algébrique C est une somme formelle ;

D= Zni (P), ou les points P, sont les intersections de C par une droite L, et les n, sont les
P eC

multiplicités des P,.

Lorsque la ligne L varie dans le plan projectif IP? (K) nous obtenons une famille de
diviseurs de C.
I1'y a plusieurs types de diviseurs :

1) Un diviseur D = (P) est premier.

2) Le diviseur nul : D = (0).

3) Un diviseur D = Zni (P) esteffectif si n, >0 pour tous les indices i.
P eC

4) D est principal s’il est égal au diviseur d’une fonction /: D =(f").
5) Le degré du diviseur D est I’entier rationnel deg D = z n, el
Définition 17 :
L’ensemble des diviseurs d’une courbe algébrique C engendre un groupe libre qui est le
groupe Div(C) des diviseurs de C.

Une loi de groupe abélien est déterminée par I’addition de 2 diviseurs :

D=Zni(Pi), D'=Zn;(Pi), alorsD+D'=Z(ni+n;)(Pi).

Proposition 4 :
1) L’ensemble Div(C)° des diviseurs de degré 0 forme un sous groupe du groupe
Div(C) des diviseurs de la courbe C.
2) L’ensemble des diviseurs principaux de C, Prin(C) forme un sous groupe du
groupe de diviseurs Div(C).
Preuve: Shafarevich dans « Basic Algebraic Géometry »
(.
Corollaire :
Les groupes quotients Div(C)/ Div(C)° et Div(C)/Prin(C) sont des groupes
de classes de diviseurs.
Exemple 1:
Soit une fonction rationnelle :

F(x)=3(x-1)*(x=2)(x+3)* (x=5)"(x+1)".
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Elle admet 3 zéros : x, =1 d’ordre 2,
d’ordre 5 et x; =—1 d’ordre 3.

Alors le diviseur de f'égal a la somme

x, =2 d’ordre 1, x; =-3 d’ordre 4 et 2 pdles x, =5

formelle :

(f)=2(B) +(P) +4(Py) = 5(P,) = 3(Fy) .

Le degré du diviseur (f) estégaladeg (f)=2+1+4-5-3=-1

Exemple 2 :

Soit la courbe elliptique d’équation d
E: y’-20y=x’-24

Nous considérons la droite L d’équati

Cette droite L coupe la courbe E en 2

e Weierstrass :
x> +95x +40 e R[x,y]
on x=5

points simples P, et P, et au point O . a I’infini

x =5, implique les racines de I’équation y° —20y =40 en y, de racines simples

y=10+£+/140 = 10+2+/35 .

wy L ‘1}3
._,-"'F_“"““ pl(ssyl) I I
20 R .
7 %
il __—T IR f
: 2 !
R / .
o) N 10 15 00X
A0 P2(5ay2) \\
) N
0 Figure -1- \
\'\
30 K
La sécante L coupe E en 3 points P,, P, etO .

I1 en résulte que le diviseur associé a

D=1.(P)+1.(P)

P’intersection E N L est la somme formelle :

+3(0;).

Soit une sécante I' qui coupe la courbe elliptique E en 3 points distincts R |, R, etR;.

Le diviseur de I’'intersection I' N Eest D= (R,)+(R,)+(R;)

Ce diviseur D est linéairement équivalent au diviseur D' =3(0,).
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CHAPITRE Il
GROUPE DE MORDELL - WEIL D’UNE
COURBE ELLIPTIQUE.

Une loi de groupe sur une courbe elliptique peut étre déterminée par la théorie des
diviseurs sur une variété abélienne.

Cette loi peut étre aussi déterminée par une propriété géométrique « de trois points
colinéaires d’une courbe elliptique» c’est cette loi que nous choisissons d’exposer et

d’utiliser.

1 - Structure de groupe abélien sur I’ensemble E (K) des points K - rationnels d’une
courbe elliptique E :

Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
E:y’+axy+a,y=x" +a,x’ +a,x+a, € K[x,y] (1)
Pour obtenir une structure de groupe abélien, nous considérons :
1) I’ensemble E(K) des points K- rationnels de la courbe elliptique E.
2) le point a I’infini O , qui joue le role d’élément neutre ;
O .= (o0,0) dans le plan affine, et (0, 1, 0) dans le plan projectif IP* (K).
Ce point est unique. Il est déterminé par la direction de I’axe Oy dans le plan projectif IP* (R).
3) une loi de composition interne :
g : E(K)x E(K)— E(K)
de valeurg (P,, P,)=P, +P, (1-1)
« Trois points P, colinéaires de la courbe E ont une somme nulle ».
P, +P,+P,=0,. (1-2)
La somme M =P, + P, est obtenue par une construction géométrique : M est le symétrique

par rapport a I’axe Ox du troisieme point d’intersection P, de E par la sécante P | P,
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Figure -1-

Vérifions les 4 axiomes d’un groupe abélien.

Axiome de I’¢lément neutre O ;. :
P+ O, est sur la paralléle a Oy passant par P.
DoncP+ O, = O, +P=P
Axiome du symétrique P’ de P :
P+P = O, implique que la sécante PP est paralléle a Oy et P’ =- P

A

y

P

-
N

\/

Figure - 2 -

Axiome de commutativité :
Les 2 sécantes P, P, etP,P, coincident:doncP, +P, =P, +P,.

Axiome d’associativité :
I1 est vérifié par le calcul des sommes (P, +P,)+P, et P, + (P, +P,) pour 3 points
P, de E (K).

Ces calculs sont treés longs comme le montre 1’exemple d’une courbe elliptique E d’équation

de Weierstrass :
E:y*=x"+ax+b, 4a’ +27b* #0.
Pour calculer les sommes F, + F, de deux points F, # F, de la courbe elliptique, nous

utilisons les formules :
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F+F,=G=(x;Y;) pour F, =(x,,y,)

Formules des coordonnées :

X, =A —x,-x,; y,=-A+Q2x +x,)A-y, pente a=imys)
(x; —x;)
Nous obtenons pour A +P, =M =(x,,,y,,)
X, =A —x,—x,; ¥y, =-4 +Q2x, +x,)A—y, pente /1=M
(x; —x,)
Pour la somme M + P, = N =(x,,y,) nous obtenons :
Dy =¥3)
xN:yz_xM — X35 yN:_73+(2xM+x3)7_yM pente y = ———==
(xy —x3)
Pour la somme P, + P, =8 =(x;,yy) nous obtenons :
Xg=a' —x, =Xy, Vg =-a +(2x, +X;)x—yy; penteoc:M
(x; —x3)

Pour la somme P, +S =T =(x,;,y,) nous obtenons :

Xy =ﬂ2 — X —Xg, Vr =_ﬂ3 +(2X1 +xS)_y1;

Un calcul fastidieux implique M + P, = F, +S

204

I s Figure -3 -

=201
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Nous avons démontré la :
Proposition 1 :

L’ensemble E (K) des points rationnels d 'une courbe elliptique E, muni de la loi de
composition déterminée par la regle géométrique de trois points colinéaires de la courbe E,
est un groupe abélien, additif, d’élément neutre le point a l’infini O = (o, 0).

Définition 1 :

Le groupe abélien E (K) est le groupe de Mordell -Weil de la courbe elliptique E.

Calculons les coordonnées du symétrique — P d’un point P E (K) et les coordonnées de
la somme P+ P, de 2 points :
Calcul du symétrique - P d’un point P = (x .,y ).
Nous considérons la parallele a I’axe Oy passant par P.
Cette sécante a pour équationx = x,.
La parallele coupe la courbe E en deux points P et -P d’ordonnées qui sont les solutions de
I’équation en y, qui est quadratique.
v +ax,y+a,y=x,+a,x; +a,x,+a, (1-3)
La somme des racines d’un polyndme est une fonction symétrique ¢lémentaire.
y(-P)+y, =-ax, —a;

Il en résulte les coordonnées du symétrique - P du point P =(x,,y,)

-P= (xp,-(yp tax, +ay)) (2)
A
y
/Pt(xpayp)-
N 0 X
'P:(X_Pay—P)'
Figure - 4 -

Calcul de la somme de deux points P, = (x,,»,), P, =(x,,»,) avecP, #+ P,.

La regle géométrique de trois points colinéaires implique la relation :

P, +P,+P,=0,.
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Cette relation implique la somme :
P, +P,=-P,
L’équation de la sécante P, P, est:

y=A(x-x)+y aveclapente 1 = RANRLE

X=X,

P,=-(P,+P,)

Figure - 5 -

La sécante P, P, coupe la courbe elliptique E en trois points simples P, P, et P,

d’abscisses x,,x, et x;.
Ces trois abscisses sont les racines de 1’équation algébrique en x de degré 3

(Ax+a)’ +ax(Ix+a)+a,(Ax+a)=x" +a,x" +a,x+a,. 2-1
La fonction symétrique «somme des racines d’un polyndome » implique la relation

X, + X, +xy = —(a, = A —a,A). 2-2)
(2 - 2) implique x; = A* +a,A—a, —x, — X,
Donc y, =4’ +a, 4" —(x, +x, +a,) A+«
Avec les formules du symétrique du point P ;, nous obtenons le point -P,=P ,+P, =M
de coordonnées | x,, = 2* + Aa, —a, —x, — x,;

vy =-4 =2a A +Aa, —a +2x, +x,)+a,a, —a, +a,(x, +x,) = y;

avec lapente A = N7V 2-3)

X=X,
2 - Points de s-torion d’une courbe elliptique :
Le groupe E (K) de Mordell - Weil posse¢de des sous groupes cycliques et des sous

groupes abéliens.
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Définition 2 :
1) Un point de s - torsion du groupe de Mordell - Weil E (K) est un point d’ordre

fini s.
2) L’ensemble T(E) des points d’ordre fini de E (K) est le groupe de torsion de la

courbe elliptique E.
T(E)={PecEK),sP=0,,s cl}.
Ce groupe est la réunion de tous les sous groupes de s - torsion ;

1) = JEK)[s]

520

Les coordonnées d’un point 2P sont obtenues avec 1’équation de la tangente a la courbe
E au point P.
L’¢équation de la tangente a la courbe au point P est :

y=y'"(x—x,)+y, avec une pente de la tangente égale a la dérivée

2
o 3x"+2a,x+a,—ay

3)

2y+a,x+a,

-2P=R

v

Figure - 6 -

T :

2P

Cette tangente coupe la courbe E au point double P =(x,,y,) et au point simple
R=(xp,yz)
Ces abscisses sont les racines de 1’équation algébrique en x de degré 3
[yp(x—x,)+ v, +[V,(x—xp)+y,l[lax+a,] =x° +a,x” +a,x+a, 3-1)
La fonction symétrique somme des racines implique :
2xp +xp ==, +(¥,)’ ¥y, 3-2)

Il en résulte ’abscisse :
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Xp=(p) tay, —a, = 2x, (3-3)
et ’ordonnée :
Ve =Vp(Xg =%p)+ Vs
Ve =p) +a(vp) = (ay +3x,)y, + ¥,
Le point 2P =- R est le symétrique du point R.
Xop = Vp+@,Yp —ay —2X, ; 3-4)
Yap ==(p)’ =2a,(y,)" +(a, —a] +3x,)yp + a0, —a; +2a,%, — v,

. . 3xi42a,x,+a,—a
oil y, = P 2Xp 4 1Vp

2y, +ax, +ay

Les coordonnées d’un point mP, pour m > 2 peuvent €tre obtenues avec une récurrence
sur I’entier m > 2.
Cassels, dans Diophantine equation with Special Reference to Elliptic Curves  a indiqué les
coordonnées des points mP pour une équation particuliere de E :
Proposition 2 :
Soit une courbe elliptique E sur le corps Q des nombres rationnels d’équation de

Weierstrass :

E:y’=x’+Ax+B e Q[x, y] avec 44> +27B*> #0.

Pour tout entier m > 2 les coordonnées des points mP sont indiquées par les formules :

mP - [4”_‘”—} 4)
l//m l//m

Les polynomes v, satisfont les relations de récurrence :
2 2
Zyl/IZm = l//m (l//erzl//mfl - li”m72l//m+1) poul" mZ 3 N

V/2m+l = l//erzlr//j, - lf//m—ll//jﬁl pour m> 2

Les polynomes ¢, et o, satisfont les relations :

B = XY 0 =V V-
o, =y, W, —W, V... avec les valeurs particuliéres 4-1)
va=—L oy, =0y =Ly, =2y =327 464X +12Bx - A%

v, = 4y(x6 +54x* +20Bx* —54%x* —4ABx — 8B”* —AS).
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Preuve :

Pour m=-1, -P= (x,,—y,); ilenrésulte y 6 =-1.
Pour m=0, OP = (00,0) ; ilenrésulte y, =0.
Pour m=1, IP=(x,y); ilenrésulte y, =1.

Pour m =2, 2P=( ¢22, a)23
(2y)" (2y)

Pour m=3, nous obtenons avec les calculs le polynome :

J ; ilenrésulte y, =2y.

w, =3x" +64x" +12Bx— A4%;

Pour m=4, 4P=2(2P)= (¢—4 &j ; nous obtenons le polyndéme :

2° 3
s Vs

w, =4y(x® +54x* +20Bx’ —54°x* —4ABx—8B* - 4°) ;
Pour les autres polyndmes nous disposons du raisonnement par récurrence.
Selon Cassels, lemma (7 - 2), sur le corps des nombres complexes ces relations sont les

formules familiéres qui découlent de la théorie de la fonction P, (z) de Weierstrass décrites

par Fricke et Weber.

(1.

Proposition 3 : (Théoréme de Mazur).
Soit T(E) le sous groupe de torsion de groupe de Mordell - Weil d’'une courbe elliptique E
sur le corps des nombres rationnels Q ; alors T(E) est isomorphe a ['un des 15
groupes abéliens finis :
)X /m& pour 1<m<10 et m=12.
)4 /24 x Z/NZ pour N=2,4,6,8.

C’est une conjecture de Ogg, qui a été prouvée par Mazur dans [12].

Le sous groupe de s- torsion d’une courbe elliptique E est I’ensemble E (K) [s] des points
d’ordre s.
3 - Hauteurs et descente infinie :

Selon « Elliptic Curves. Diophantine Analysis » (1978) par S.Lang, « Mordell a prouvé en
1922 une conjecture de Poincaré selon laquelle le groupe des points rationnels d’une courbe
elliptique est de type fini ». Cette preuve se trouve dans [14]. En 1929 / 1930, Weil a étendu

ce théoréme aux variétés abéliennes.
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Cette preuve est séparée en 2 parties : une partie pour montrer que le groupe quotient
E(K)/mE(K) est fini pour un certain entier m, valeur choisie m = 2 ; une partiec’ Descente
Infinie qui utilise des fonctions hauteurs sur les groupes abéliens.

Nous décrivons les hauteurs sur les groupes abéliens.
Définition 3:
Soit un groupe abélien A ; une hauteur sur A est une fonction h : A — [O,oo[ c, a valeurs
réelles positives ou nulles qui satisfait les 3 axiomes :
(h1) Pour tout point P € A, il existe une constante c jtelle que :
h(P+P,)<2h(P)+c, PeA.
(h2) 1l existe une constante c, et un entier m =2 tels que :
h (mP)> m>h(P)—c,.

(h3) Il y a seulement un nombre fini de points Pe A de hauteur bornée.

Cette hauteur intervient dans la preuve du groupe de Mordell - Weil du type fini :
Proposition 4 :
Soit un groupe abélien A muni de la hauteur h précédente.
Alors si le groupe quotient A/mA est fini, le groupe A est de type fini.
Preuve :
Soit un groupe quotient 4/mA fini pour un entier m > 2

Considérons des représentants R,, 1<i<r des classes 4/mA (1)

Prenons un point P, € 4 sous la forme de combinaison linéaire :

Fy=mP+R, ; 1<i<r 2)
Construisons une suite de points P,, P;,......... , P, , par récurrence :

P =mP,+R, ; 1<i,<r 3)

P2=mP3+Ri3 ; 1<i; <r 4)

P =mP, +R ; 1<i, <r (5)

Py=mPy,+R,; 1<iy, <r (6)

La relation (5) implique :
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mP,, =P —R. (7

T T N
L’axiome (h2) transforme le premier membre de 1’égalité (7) :

hmP,,) = m*h(P,,)~c, @®)
et I’axiome (417) transforme le deuxiéme membre de cette égalité :

h(P, —R, )<2h(P)+c, ©)
(7), (8) et (9) impliquent les inégalités :

m*h(P,,)—c, <h(mP,,) <2h(P,)+c, (10)

En posant ¢, +c¢, =c,, nous obtenons I’inégalité :

2 c
WP S h(B)+ % (11)
Avec les relations de récurrence pour j=1,...... , N, nous obtenons I’inégalité :
2" Y2
h(PNH)SmWh(R)JrCzZﬁ (12)
k=1

L’hypothese m >2 et (12) impliquent que les points P, sont de hauteur bornée.

Par I’axiome (43), il n’y a qu’un ensemble fini de tels points 7,......., P

n

Il en résulte que ces points {P,......., P, } engendrent le groupe quotient A/mA .

Tout point P € 4 est donc une combinaison linéaire :

P=sR +...+s R +t,P+...+t,P, 5.1, el

Le groupe abélien A est de type fini.
(.
C’est le théoreme de Descente Infinie.
Cette descente infinie a été inventée par Fermat pour étudier des problémes arithmétiques tels
que celui de montrer que le nombre V2 nest pas rationnel.
Le théoreme de Descente Infinie s’applique au groupe abélien E (K) d’une courbe elliptique E.
Proposition 5 :
Le groupe E (K) de Mordell - Weil d’une courbe elliptique est de type fini.
Preuve : Mordell, [14]
(.
La structure de ce groupe est précisée par le :
Corollaire :

Le groupe E (K) de Mordell - Weil est isomorphe au produit de 2 groupes abélien ;
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EKK) =zT(E)x4"
1(E) = groupe de torsion de E, & " = r copies du groupe abélien &, r entier> 0.
Preuve : Mordell, [14] et Weil
(.
Définition 4 :

L’entier r = r(E)> 0 de ce corollaire est le rang de la courbe elliptique E.

Il y a d’autres valeurs possibles d’une hauteur qui satisfont les 3 axiomes
Cette notion est étendue a d’autres groupes et peut prendre des valeurs complexes. Il y a une
hauteur de Weil, une hauteur logarithmique, une hauteur de Néron - Tate
des hauteurs locales, etc.

L’ensemble E (K) de Mordell - Weil d’une courbe elliptique a une structure de groupe
abélien de type fini et d’¢élément neutre le point a I’infini ; alors par la théorie des groupes,

il y a des homomorphismes de groupes construits sur les groupes E (K).

4 - Homomorphismes de courbes elliptiques :

Nous examinons les isomorphismes et les isogénies seulement.
Définition 5 :

Un isomorphisme de 2 courbes elliptiques est un isomorphisme f: E (K)— E'(K) de
leurs groupes de Mordell - Weil.

Donc il satisfait les formules d’isomorphisme de groupes abéliens :
SR +P)=f(P)+f(R), [f(Op)=0g;
£7(0,)=1{0,}, festbijective.

Il y a un changement de variables particulier pour un tel isomorphisme.

Proposition 6 :

Soit une courbe elliptique E et son groupe de Mordell - Weil E (K),

Alors le changement de variables :
x=u’X+r, y:u3Y+su2X+t, u=0, r,stek. (%)
transforme [’équation de Weierstrass :
E:y’+axy+a,y=x"+a,x’ +a,x+a, € K[x,y]

en [’équation de Weierstrass d’une courbe elliptique E' isomorphe a E ;
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E:Y’+aXY+a,Y =X +a, X" +a,X +a,.
Preuve :

Avec le calcul, nous vérifions les formules d’isomorphismes de groupes abéliens

L.

Les relations entre les invariants de E et ceux de la courbe isomorphe E ' sont

déterminées par le :

Corollaire :

Le changement de variables indiqué dans la proposition 6 implique les relations entre les
invariants des 2 courbes elliptiques isomorphes :

1) relations entre a, eta, :

( ua,=a, +2s ;

u'a,=a,—sa, +3r—s’;

< u'a, =a, +ra, +2t ; 6-1

u4al1 =a, —sa, +2ra, —(t+71s)a, +3r% =25t ;

\ u(’d6 =a,tra, +r2a2 +77 —la, —t? —rta, ;

2) relations entre b,, et b,, :

( u’b, =b, +12r ;

u'b, =b, +rb, +6r° ; (5-2)

) u®b, =b, +2rb, +r’b, +4r° ;

u®by = by +3rb, +3r°b, +r’b, +3r* ;

\
3) relation entrec,,; et c,, :
uc,=c, ; (5-3)
4 —C4 >
6 ' _ .
u'cy =cg ;

4) relation entre les discriminants -

u > A(E)=A(E). (5-4)
5) relation entre les invariants modulaires :
J(E) =J(E). (5-3)
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6) relation entre les invariants différentiels :
u''w(E") = o(E). (5-6)

Preuve avec le calcul
(.
La partie 5 du corollaire implique que I’invariant modulaire j(E) classifie les courbes
elliptiques isomorphes.
Proposition 7 :

Deux courbes elliptiques E et E' sont isomorphes si et seulement si leurs invariants
modulaires sont égaux : j(E) = j(E).
(.
Exemple de courbes elliptiques isomorphes :

Soit une courbe elliptique E, d’équation de Weierstrass :
E,: y*3xy+17y=x" +2x> +20x+3.
Courbe elliptique isomorphe E, avec les valeurs u =2, r= 0, s=0, ¢t=0 et

les formules (5 - 1)

E.: 2+§x +1—7 —x3+lxz+é)c+i
2 VY 2 T e

Les formules d’isomorphismes liant les invariants b,, et les discriminants :

b=l oy by by

: AE,)=AE) _AE)

‘160 T ea’ *T 256 4096 2"

Tableau de valeurs des coordonnées de quelques points sur la courbe E | :

x -10 -1 0 5 7

—17-4/301
Pas de 7-4/33 2 —16-+/2x3x89 | -19-34/105

et

et et

réelles 74433 | Z174V30L | 164 /2%x3%89 | -19+3+/105

2

y racines y et

La courbe elliptique E, coupe I’axe Ox en un seul point d’abscisse x, :

Logiciel Maple donne I’abscisse x, = —0,28.
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Tableau de valeurs des coordonnées de quelques points sur la courbe E,

X -10 -1 0 5 7
—17 1 \/—
301 | —77 -101 3
16 —+— 4749 +—+/11837
Pas de Pas de 16 16
et
y racines y racines y | et et
—-17
réelles réelles 16 —_77__ 4749 ﬂ__ 1837
16 16

La courbe elliptique E, coupe I’axe Ox en un seul point d’abscisse x, :

Logiciel Maple donne 1’abscisse

La courbe elliptique E,

x, ~ —0,08.

E0A
y 7
7
40 T
.-’/’
20 T
._—r""_fﬂ_’”d’;
Z o 5 10 15 x
‘\\
-20
H\\H
.
-40 \\\ Figure - 7 -
T
\\
50 ~
La courbe elliptique E,
15“
4y p
.’/
107 B
//J :
51 T
e
,-o—'""'_ﬁ/
_4—'—'_'-'-‘_'-'_’ =
~.10 2 3 X
'-\\\
51 Iy
‘x\\
T Figure - 8 -
10 e g
~.
-5 -
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La propriété de I’invariant modulaire j(E) définit une relation d’équivalence dans I’ensemble
des courbes elliptiques.

I1 en résulte que les courbes elliptiques se repartissent en classes d’équivalence de courbes
elliptiques isomorphes.

c(B)={E,E,,E,, ........ , B}, d’invariants modulaires égaux :

JE)=JED=JE))=......... =j(E)).

5 - Isogénies de courbes elliptiques :
Pour étudier les isogénies de courbes elliptiques, nous utilisons des ouvrages de Cassels [3]
et de Shimura [19].
Signalons que le terme d’isogénie est utilisé pour les Variétés Abéliennes et pour les Tores
Complexes.
Définition 6:
Une isogénie de courbes elliptiques est un homomorphisme de leurs groupes de
Mordell - Weil.
v: E (K)— E ,(K) quisatisfait les conditions :
1) w n’est pas nulle.
2) Lenoyau de y est un sous groupe fini du groupe E | (K).
3) w estsurjective.
4 v (B +P)=y(R)+y(P) ety(0,)=0;

Cette définition est empruntée a Shimura [19].
Les courbes elliptiques E | et E, sont isogénes.
Exemple :
La multiplication par un entier m sur le groupe de Mordell - Weil E (K) est une isogénie.

u,: E(K) >E (K);devaleur u, (P)=mP.
Le symbole mP signifie :

mP=P+......... +P, mfoisP si m>0.

mP = (-m) (-P), si m<Q0.

OP=0, =(o,0), si m=0.

Une isogénie possede des invariants : un degré et une isogénie duale ;
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Définition 7 :
1) Le degré d’une isogénie v : E [(K)— E ,(K) est[’ordre de son noyau.
degy = carc‘l{t//_1 (O, )}.
2) L’isogénie duale de l'isogénie v de degré d est l'isogénie v : E ,(K) —» E |(K) qui
satisfait les relations de composition des applications :
woy: E (K)—> E [(K) estla multiplication par d sur la courbe E |.

v oy : E ,(K) > E ,(K) est la multiplication par d sur la courbe E .

La multiplication par un entier rationnel posséde des propriétés liées a la caractéristique du
corps de base de la courbe elliptique.
Proposition 8 :
Soit la multiplication u ,:E (K) — E (K) par un entier rationnel m. Alors
1) Le degré de cette multiplication est égal a m”.
2) Sila caractéristique du corps K est nulle, alors le noyau de l’isogénie u,, est
isomorphe au groupe abélien produit & /mll <& /md.

3) Sila caractéristique du corps K est un entier premier p, premier a m, alors
le noyau de la multiplication par p° est isomorphe au groupe trivial {OE} ou bien isomorphe
au groupe abélien & | p & pour e =1,273,...
Preuve : [4]
(.

Le noyau d’une isogénie et les sous groupes du groupe E (K) sont liés par la :

Proposition 9:

Soit une courbe elliptique E | sur un corps K, et un sous groupe fini I du groupe de
Mordell - Weil E | (K).
Alors il existe une unique isogénie v : E | (K)— E ,(K) de noyau v (Og,) =F.
(.

Les isogénies de courbes elliptiques sur le corps des nombres rationnels Q, qui sont de degré

premier N sont en nombre fini d’aprés Mazur [12].

Puisqu’une isogénie v : E,(K) — E,(K) = E,(K)/F est liée a un sous groupe F fini du

groupe E,(K), il peut y avoir plusieurs isogénies d’une courbe elliptique.
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Par exemple, I’ensemble des multiplications par m e Z a une structure d’anneau.

Proposition 10 :

L’ensemble M(E) des multiplications par un entier rationnel sur une courbe elliptique E
est un anneau isomorphe a ’anneau 4.

Preuve :
Considérons I’application f: 4 — M (E), de valeur f'(n) = multiplication par I’entier » :
u,:E(K)—> E(K), u,(P)=nP (1)
Soient 2 entiers rationnels n, n e Z.

Calculons les valeurs f(n + n'), f(0)et f(nn')pour déterminer la structure

de ’ensemble M(E).

fn+n)=u_. devaleuru .(Py=(n+n)P=nP+nP.

Cela implique f(n +n')=f(n)+f(n) )
f(nn')y =u . devaleur u_.(P)=(nn')P= n(n'(P)).

Cela implique la relation /' (nn') =f(n) o f(n") 3)
£(0)=0, OP =0, = élément neutre du groupe E(K) (4)

Les 3 relations (1), (2) et (3) impliquent que f'est un isomorphisme de 1’anneau Z sur
I’ensemble M(E).
Un isomorphisme conserve la structure algébrique ;

Cela implique que I’ensemble

M(E) = {multiplications par Z sur la courbe elliptique} est un anneau isomorphe a Z

6 - Endomorphismes End(E) de courbes elliptiques :
Les endomorphismes du groupe E (K) forment un anneau avec une addition déterminée
par la valeur : (f,g) = f+g ; (f+g) (P)=/(P)+ g (P).
et une multiplication déterminée par la valeur :
(f2)(P)= f(g(P)) # g(f(P)) donc I’anneau End(E) n’est pas commutatif.

L’endomorphisme nul A, est déterminé par les relations :

AP)=0; et f+A, =4+ f=f
La description compléte de cet anneau End(E) se trouve dans [4].
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La nature de I’anneau End(E) dépend de la caractéristique du corps de base de la courbe
elliptique
Corollaire :

L’anneau End(E) des endomorphismes d’'une courbe elliptique E sur un corps K, est
isomorphe a l’anneau &, ou a un ordre d’un corps quadratique imaginaire lorsque K est de
caracteristique 0, ou a un ordre de [’algebre des quaternions sur le corps Q des rationnels,
lorsque K est de caractéristique p > 0.

Preuve : Dans [4]
(.
Définition 8 :
1) Une algebre des quaternions est une algebre A sur le corps Q des nombres rationnels

de la forme :
A=0+Qa+0p+0apf, a,p satisfont a’,>€Q a’><0, <0 Pa=-af.
2) Un ordre d’un corps quadratique imaginaire K est [’anneau &+ f A (K) ou fest le

conducteur de I'ordre O , et A (K) est ’anneau des entiers de K.

Cette description de I’anneau End(E) permet d’introduire la notion de Multiplication
Complexe sur une courbe elliptique.
L’anneau End(E) classifie les courbes elliptiques en 2 classes : la classe des courbes
elliptiques qui ont une Multiplication Complexe et la classe des courbes elliptiques qui n’ont
pas de Multiplication Complexe.
Définition 9 :

Une courbe elliptique E posséde une Multiplication Complexe par un corps quadratique
imaginaire K =Q (\/j l lorsque son anneau des endomorphismes End(E) est isomorphe a
un ordre de ce corps quadratique imaginaire, ou a un ordre de [’algebre des quaternions.
Exemple :

Courbe elliptique ayant une Multiplication Complexe par un ordre du corps quadratique
imaginaire Q (7).
Soit la courbe elliptique E, d’équation de Weierstrass :
E:y> =x’+17 € Q[x, y] de discriminant A(E) = —2* x3* x17> # 0
Soit un endomorphisme f: E (Q) —E (Q) de valeur f(x, y) = (-x, iy),

i =nombre complexe = v—1 ;
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I1 en résulte que I’anneau End(E) est isomorphe a un ordre du corps quadratique

imaginaire K = Q (7).

I1 existe plusieurs méthodes pour déterminer les formules d’une isogénie et I’équation de
Weierstrass de la courbe elliptique isogéne.

Nous utilisons la technique de Velu [22].

7 - Algorithme de Velu de construction d’équation de Weierstrass
de courbes elliptiques isogénes :

1) Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
E:g(x,y)=y +axy+a,y—x’—a,x’ —a,x—a, =0
2) Choix d’un sous groupe fini F du groupe E (K)
3) Prendre F, = {P € F,d'ordre2}
4) Partition de F —F, —{O,}=RU~R; donc RN—R=® et —R={-P;PeR}
5) Prendre la partie S = F, UR

6) Calculer les dérivées partielles g, et g,

7) L’application A: E - E/F =E, (x,y)— (X,Y) d’équations :

X=x+2[ o, U },

Pl x—xp, (x—xp)

(x-x,) " (x-x,) (x—x,)°

est une isogénie de courbes elliptiques.

PeS

Y:y_z[up 2y+a,x+a, o a,(x=x,)+y—y, +a1uP—g;g;}

8) Calculer les nombres :

g.(P); g,(P); t,=g.(P) si PeF,; t,=6x,+b,x,+b, si P¢F,
u, =4x, +b,x; +2b,x, +b,; b, =4a,+a’; b, =a,a, +2a, et b, =a; +4a,.

1= tp; @=) (up+xpt,).

PeS PeS

9) L’équation de Weierstrass de la courbe isogéne E = E/F est

E =E/F:Y’+a, XY +a,Y =X’ +a,X* +(a, -5)X +a, —b,t —Tw
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Application de I’algorithme a la courbe elliptique E, d’équation de Weierstrass :

E;:y'=x"+5
Le calcul implique les invariants A(E,) =-10800 = —2* x3* x5> et j(E,)=0
Le groupe E, (K) a un sous groupe F d’ordre 3, formé des points :
F={P=(04/5).2P = (0,~5).3P = 0, = (0, )}
En utilisant la méthode de Velu, nous obtenons les ensembles :
F,=®, R={P}=S
Avec le calcul nous obtenons les coordonnées du point (X, Y) :

20 40
(xay)%(sz—i—?ayzy_ xgyj

Par le calcul nous obtenons les nombres de 1’étape (8)
t=0, =20
Nous en déduisons 1’équation de Weierstrass de la courbe elliptique isogene E, :
E,=E/JF:Y*=X’-135,
Le calcul implique les invariants :
A(E,)=-7873200 =—2*x3" x5 et j(E,)=0
La proposition 7 et la relation j(E,) =j(E,) = 0 impliquent que les courbes isogeénes

E, et E, sont isomorphes.

Application de I’algorithme a I’exemple traité par Velu :

Soit la courbe elliptique d’équation de Weierstrass :
E:y’+xy+y=x"—x>-3x+3¢ Q[x,y]
Le calcul implique les invariants :

(3x43)°

A(E)=-1664 = —2" x13 etj(E) =
(E) e

Le groupe E (Q) a un sous groupe cyclique F d’ordre 7 formé des points :
P=(1,0), 2P =(-1,-2), 3P = (3,-6), 4P = (3,2), 5P =(-1,2), 6P = (1,-2) et 7TP=0,
Larelation 7P =0O , implique P =- 6P, 2P =- 5P, 3P =- 4P

Il en résulte les 3 parties :

F,=0, R={P2P3P} et S={P2P3P}
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Avec le calcul nous obtenons les nombres = 42, ® =198

I1 en résulte I’équation de Weierstrass de la courbe elliptique isogéne :
E=E/F: Y’+XY+Y=X"-X*-213X -1257.

Le calcul implique les invariants de la courbe isogéne E :

(3x3403)°
—~2x62748517

A (E')=-125497034 = -2x 62748517 et j(E') =

Application de I’algorithme a la courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :

E:y’+y=x"-x"eOlxy]

_212

Le calcul implique les invariants A(E) =-11 et j(E) = T

Le groupe E (Q) a un sous groupe cyclique F d’ordre 5 formé des points :
P=(0,0), 2P =(1,-1), 3P =(1,0), 4P =(0,-1), SP = (o0, 0).

La relation 5P = (o, ) implique P = -4P, 2P =-3P.
I1 en résulte les 3 parties du groupe E (Q) :

F, =®, R={P2P} et S={P2P}
Avec le calcul nous obtenons les nombres t=2, w =4
et la courbe elliptique isogéne E' d’équation de Weierstrass :

E=E/F: y’+y=x"-x"-10x-20

Le calcul implique les invariants :

12 3
AE')=—11° et j(E') = %

Citons des équations classiques d’isogénies que 1’on trouve dans [20] ;

Soient deux courbes elliptiques sur un corps K de caractéristique # 2 ;
E:y’=x"+ax’ +bx
E,;Y’=X’-2aX’+(a’-4b)X, b=0 eta’—4b=0

Alors les 2 applications f, g

fiE > E, (an)%(y_jan
X X

et
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Y? Y(a’-4b-X7?)
g:EZ_)El (X7Y)_)[4X27 8X2 (4)
sont des isogénies.
Les changements de variables sont des fonctions rationnelles. Les 2 applications ont des
composées qui satisfont :
La composée fog:E, - E, estlamultiplication par 2 sur E , (Q)
c’est une isogénie de degré 4 (%)
La composée go f: E, > E, estlamultiplication par 2 sur E | (Q)
c’est une isogénie de degré 4 (6)
Les relations (5) et (6) impliquent que g est I’isogénie duale de I’isogénie f-
Le calcul implique les invariants de la courbe elliptique E, :
2, 2 ) . 16%(a” - 3b)’
AE,)=16b"(a" —4b), c,(E,)=16(a” -3b) etj(E))=—F——"— (7)
b~ (a” —4b)
Les invariants de la courbe elliptique E, sont égaux a :
. 16a* +192b)°
AE,)=64x4b(a’> —4b)*, c¢,(E,)=16a” +192b et j(E,)= ( 8
(E,) ( )5 cy(E) j(E) 64x 4b(a> —4b)’ ®)
Application poura=5, b=-8
E;:y” =x> +5x" —8x (D)
E,;Y’=X’-10X"+57X ()
Les isogénies de degré 2 sont les 2 morphismes :
2 —8—x2
fiE > E, (x,ym[y—z,y(—z) )
X X
E, > E, (X,Y)> rLoYe1-X7) 4)
gt i e 4X°7  8X?
Le calcul implique les invariants de la courbe elliptique E | :
10 4 A0 . 22 x7°
AE,)=2"x57, c,(E))=2"x7" etj(E,)= 7 (5)
Les invariants de la courbe elliptique E, sont égaux a :
3
AE,)=2"x3*x361, c,(E,)=-2"x71 et j(Ez):;X—(;li (6)
X
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En conclusion, je me propose de chercher d’autres formules d’isogénies dans des
travaux de recherches ultérieures. Pour cela je considérerai la structure analytique complexe
d’une courbe elliptique associée a un tore complexe €/L. Une autre voie consiste a prendre la

structure de variété abélienne de dimension un.
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