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Résumé 
 

Les méthodes d’analyse de données ont fourni dans le cadre des prévisions plusieurs 

modèles linéaires tels que les modèles de régression linéaire, l’analyse de la variance etc.  

Ces modèles appliqués à une réalité à complexité croissante devinrent incapables de 

traiter tous les cas et d’assurer de bonnes prévisions ; dans cette optique les modèles dits 

multi-échelles ou multi-niveaux ont fait leur apparition entrainant une plus grande 

adaptation aux  cas réels. 

Les modèles linéaires classiques consistent en l’étude de la dépendance d’une variable 

expliquée d’une ou de plusieurs variables explicatives sous l’hypothèse de la non-variabilité 

des erreurs, quant aux modèles multi-échelles ils se basent sur la variation de l’erreur selon 

des classes définies à priori. 

Dans la présente étude, chacun des types de modèle est traité, pour ce qui est des 

modèles classique on traitera le cas de la régression linéaire multiple ; quant au deuxième 

type nous avons choisi parmi les modèles multi-niveaux le modèle de régression linéaire à 

deux niveaux. 

Mots clés : structure hiérarchique, modèles multi échelles, multi niveaux, 
échantillon de Bootstrap.
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IINNTTRROODDUUCCTTIIOONN 
 

Certains types de données, notamment les observations recueillies en sciences humaines 

ou naturelles ont une structure hiérarchique. Par exemple, l'étude de l'hérédité chez les humains 

ou les animaux prend en considération l'hiérarchie naturelle; cette dernière consiste à grouper 

les descendants par familles. Les individus descendants des mêmes parents tendent à être plus 

similaires mentalement et physiquement que les individus choisis aléatoirement d'une  

population plus large ; les enfants issus d'une même famille tendent tous à avoir la même taille, 

ceci peut être dû soit à la taille des parents (caractère hérité) soit à leur environnement 

commun. Certaines expériences créent par elles mêmes une hiérarchie dans les données, dans 

le cas des essais médicaux faits dans plusieurs centres choisis aléatoirement ou sur différents 

groupes d'individus, les résultats auront cette structure hiérarchique. 

Une hiérarchie consiste à grouper des unités par différents niveaux : ainsi dans une 

structure à deux niveaux, où  les unités de deuxième niveau sont les familles, les descendants 

seront les unités de premier niveau; Les données à structure hiérarchique sont devenues une 

norme, elles sont présentes dans de nombreux domaines d'application; en enseignement, par 

exemple, on peut citer un cas simple: on enseigne à des élèves ou des étudiants par classes, les 

classes appartiennent à des écoles ou établissements, ces établissements sont à leur tour sous la 

tutelle de différentes autorités locales; dans un tel cas les unités s'étendent sur quatre différents 

niveaux d'hiérarchie, le modèle multi-niveaux de ce système associe les élèves au niveau 1, les 

classes au niveau 2, les écoles au  niveau 3 et enfin les autorités au niveau 4; on dira que les 

unités de chaque niveau donné sont regroupées en unités d'un niveau immédiatement supérieur. 

Il est important de savoir comment la structure hiérarchique d'une population affecte les 

caractéristiques d'intérêt mesurées au niveau des individus; ainsi si on se propose de mesurer le 

niveau d'enseignement, on sait que la moyenne variera d'une école à une autre, et ceci veut dire 

que les élèves aléatoirement choisis dans une même école ont des résultats plus similaires en 

moyenne que ceux des élèves choisis de différentes écoles. 

L'existence d'une hiérarchie dans les données n'est pas accidentelle, on ne peut donc pas 

l'ignorer. Ceci rend invalides, les techniques traditionnelles de l'analyse statistique des données. 

L'objet de cette thèse est d'étudier une méthode d'analyse de ces données hiérarchiques en 

utilisant les modèles de régression linéaire. 

Le document  se présentera  comme suit: 
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Au premier chapitre, nous présentons les modèles de régression linéaire, et leur estimation 

par la méthode des moindres carrés ordinaire et la méthode des moindres carrés généralisée. 

Au deuxième chapitre nous introduisons la notion de modèles linéaires multi-niveaux, les 

notations générales dans le cas d'un modèle à deux niveaux, la variance est décomposée en 

deux variances, l'une due à l'unité du premier niveau, et l'autre à l'unité du deuxième niveau. 

Au troisième chapitre, nous introduisons une méthode d'estimation d'un modèle  de 

régression linéaire  à deux niveaux, appelée la  méthode itérative  des  moindres carrés 

généralisée (IMCG), elle consiste à utiliser itérativement la méthode des moindres carrés 

généralisée  (MCG), à chaque itération  nous estimons les variances liées respectivement aux 

unités de premier et de deuxième niveau. Le critère  d'arrêt est donc la convergence de ces 

variances, nous procèderons par la suite à la comparaison entre cette méthode  (IMCG) et la 

méthode des moindres carrés ordinaire (MCO) qui ignore la propriété multi-échelles ou la 

structure hiérarchique des données. 

Au quatrième chapitre, nous introduisons l'échantillonnage de Bootstrap. Ce chapitre 

contient des définitions fondamentales concernant le Bootstrap: qu'est ce qu'un échantillon de 

Bootstrap? Comment l'obtenir? La méthode paramétrique et la méthode non paramétrique; 

nous décrivons aussi comment obtenir un estimateur d'un paramètre en utilisant un échantillon 

de Bootstrap et nous utiliserons par la suite cette méthode pour estimer un modèle de 

régression linéaire à deux niveaux.   

Nous présenterons par la suite une application numérique faite sur des données simulées. Il 

s'agira d'une étude comparative entre les différentes méthodes: MCO, IMCG et la méthode 

d'estimation basée sur l'échantillonnage de Bootstrap. Et nous terminerons par une conclusion 

où nous aborderons les perspectives de notre étude.  

 
 



Chapitre 1 : Modèles de régression linéaire 

4 

Chapitre 1 
MODÈLES DE RÉGRESSION 

LINÉAIRE 
 

1.  La régression linéaire  

Dans la régression linéaire simple, on tente d'estimer une relation théorique (dans la 

population) entre les variables X  et Y  de la forme : 

niexy iii ,1                                          21 =++= ββ                                              (1.1) 

Où :  

iy est la ième valeur observée de la variable dépendante (ou expliquée) Y 

nxx …,1 , sont n valeurs fixes de la variable explicative X 

21,ββ : sont des paramètres inconnus 

ie  : est la fluctuation aléatoire non observable et attribuable à un ensemble de facteurs ou de 

variables non pris en considération dans le modèle. 

Dans le tableau ci-dessous on introduit une extension du modèle (1.1), qu'on appelle le modèle 

de régression linéaire multiple. 

 

Observations Forme fonctionnelle Critère d'ajustement 

( )ii xy ,   iii exy ++= βα  ( ) ( )( )∑
=

+−=
n

i
ii xyS

1

2, βαβα  

 ( )1 2, ,i i iy x x   1 2 1 3 2i i i iy x x eβ β β= + + +
 

( ) ( )(1 2 3 1 2 1 3 2
1

, ,
n

i i i
i

S y x xβ β β β β β
=

= − + +∑

 

( ), 2,i ijy x j k=

 
1

2

k
i j ij i

j
y x eβ β

=
= + +∑  ( )

2

1 1
1 2

, ,
n k

k i j ij
i j

S y xβ β β β
= =

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= − +⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑…

 

 

Pour écrire ce modèle sous la forme matricielle, on définit les vecteurs d'observations de 

dimension n, 
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,

1
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le k-vecteur des paramètres et le n-vecteur des erreurs : 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

kβ

β
β

β
#
2

1

,    

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

ne

e

e
#
#
1

 

 

et la (nxk)-matrice : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nkn

k

xx

xx

X

……
#%#
#%#

……

#
#

2

112

1

1

= [ ]kxx ……,1  

La notation matricielle d'un modèle de régression linéaire multiple peut être écrite comme 

suit: 

eXy += β  

et le critère d'ajustement est donné par :  

Min ( ) ( ) ( )βββ XyXyS −′−= . 

1.1.  La méthode des moindres carrés 

Cette méthode d'estimation consiste à déterminer le paramètre β  qui minimise la fonction  

( )βS  : 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

         

        2 .

S y X y X

y y y X X y X X

y y y X X X

β β β

β β β β

β β β

′= − −
′ ′′ ′= − − +
′′ ′= − +

 

Pour résoudre ce problème de minimisation, on calcule la condition dite de premier ordre : 

( )

( )

S
2 2

S
0

X y X X
β

β
β
β
β

⎧∂
′ ′= − +⎪ ∂⎪

⎨
∂⎪ =⎪ ∂⎩

                                                                  (1.2) 

Par identification des deux équations précédentes nous obtenons l’équation : 

( )βXXyX ′=′  
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Si ( ) 1−′XX existe, alors le vecteur de paramètres β̂  est donné par : 

( ) yXXX ′′= −1β̂  

Sous les hypothèses : 

H1
-  Les colonnes de X sont linéairement indépendantes, ce qui implique que ( )XX ′ est de 

plein rang. 

H2-  ( )XX ′ est définie positive ce qui implique que ( )βS  est strictement convexe et a un 

minimum unique. 

Ainsi, β̂ est déterminée de façon unique par les équations normales (1.2) 

On définit les résidus par :  

( ) ( )( ) yMyXXXXIyXXXXyXye X=′′−=′′−=−= −− 11ˆˆ β , 

et les valeurs ajustées par :  

( ) yPyXXXXXy X=′′== −1ˆˆ β  

Avec ( ) XXXXIM X ′′−= −1  et ( ) XXXXPX ′′= −1 . 

XM  et XP sont deux matrices, aux propriétés particulières suivantes : 

- XM  et XP sont symétriques, 

- IPM XX =+ , 

- XM  et XP sont idempotentes XXXXXX MMMPPP == , , 

- 0,  0,    .X X X XP M M X P X X= = =  

1.2  La qualité de l'ajustement (goodness of fit) 

La somme totale des carrés des observations de la variable Y (∑ yi
2 ), satisfaisant à un modèle 

de régression linéaire multiple notée SST peut être décomposée en deux quantités positives : 

1- Somme des carrés expliquée par le modèle, notée SSR. 

2- Somme des carrés des résidus notée SSE, et qui représente la variabilité de y non 

expliquée par le modèle. 

 eyy ˆˆ +=  

La somme des carrés des erreurs est donnée par : 

SSE =  ( ) ( ) ( )βββ ˆˆˆˆ XyXySee −
′

−==′ = ( ) ( )yMyM XX
′  

=  yMyyMMyyMMy XXXXX ′=′=′′ . 

La somme des carrés des valeurs ajustées est donnée par  

SSR =  ( ) ( )ββ ˆˆˆˆ XXyy
′

=′  
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        = ( )( ) yXyXXXXXXX ′=′′′′=′′ − ββββ ˆˆˆˆ 1 . 

Pour avoir une idée sur la contribution des variables explicatives, on prend le modèle de la 

régression simple qui ne contient aucune variable explicative soit : 

 ii ey += 0β  

En utilisant la méthode des moindres carrés on obtient  y=0β̂  

Ainsi  yy =ˆ  

D'où : 

 
SSRSST-SSEeyyn

eyneyy

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i

n

i
ii

n

i
i

==−=

+=+=

∑∑

∑∑ ∑∑

==

== ==

1

2

1

22

1

22

1 1

22

1

2

ˆ

ˆˆˆ
 

Ainsi 2yn est la somme des carrés expliquée par le paramètre  0β  dit intercept. On décompose 

SSR  en deux quantités : 

SSM : La partie de la somme des carrés expliquée par l'intercept,  

SSRm : La partie de la somme des carrés due aux variables explicatives, 

où : SSR = SSM + SSRm 

Donc : SST = SSM + SSRm + SSE. 

Table d'analyse de la variance  

Les résultats de la partition de la somme des carrés sont résumés dans un tableau dit tableau de 

l'analyse de la variance ANOVA. 

Source de variation Degré de 
liberté. Somme des carrés Moyenne 

Régresseur k SSR =  yX ′β̂  MSR = SSR/k 

Erreur n-k SSE =  yXyy ′−′ β̂  MSE = SSE/(n-k) 

Total n SST = SSR + SSE  

 

Source de variation Degré de 
liberté. Somme des carrés Moyenne 

Moyenne 1 SSM =  2yn  SSM 

Régresseur k-1 SSRm=SSR- 2yn  MSRm=SSRm/k-1 

Erreur n-k SSE = y'y-(SSM+SSRm)  MSE = SSE/(n-k) 

Total n SST=SSM+SSRm+SSE  
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Une autre forme de la table de l'ANOVA est : 

Source de variation Degré de 
liberté. Somme des carrés Moyenne 

Moyenne 1 SSM = 2yn    SSM 

Régresseur k-1 SSRm=SSR- 2yn   MSRm=SSRm/k-1 

Erreur n-k SSE = y'y-(SSM+SSRm) MSE = SSE/(n-k) 

Total n SSTm= SSRm+SSE  

 

Le coefficient de détermination  

Soit : 

                    

intercept avec                 

intercept sans                     
2

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

m

m
SST
SSR

SST
SSR

R
 

où  

SST
SSRR =2 . 

représente le pourcentage de variation expliqué par le modèle. 

et  

m

m
SST
SSR

R =2  

représente le pourcentage de variation expliqué par les variables explicatives. 

et R représente le coefficient de corrélation linéaire entre les variables Y et X. 

Le coefficient de détermination R² mesure la quantité de variabilité expliquée par le modèle. Il 

varie entre 0 et 1 où 0 définit une non corrélation et 1 définit une corrélation   parfaite. 

Intuitivement, on peut déjà prendre SSE comme un facteur possible pour juger de la qualité du 

modèle, plus la valeur prise par SSE sera petite (SSR sera alors relativement important) plus on 

pensera que la significativité du modèle est bonne et vice-versa et bien c'est à partir de cette 

intuition qu'a été défini le coefficient de détermination qui représente en fait le rapport de la 

somme des carrés expliquée sur la somme totale des carrés. 

Remarque  

Lorsque l'on rajoute une variable explicative au modèle, le coefficient de détermination ne peut 

diminuer, en se basant uniquement sur ce dernier, on serait tenté d'accroître le nombre de 
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variables explicatives afin d'augmenter la proportion de variance expliquée mais l'amélioration, 

sera totalement artificielle; car celle-ci peut être due à une autre variable. 

Coefficient de détermination corrigée  (Ajusted R.square) 

D'après la remarque faite précédemment, nous avons constaté que 2R augmente lorsque le 

nombre de variables explicatives augmente ou reste égale à lui même. Maintenant plutôt que

2R  on définit le coefficient de détermination corrigé 2R dont le rôle est de mesurer la qualité 

de variabilité expliquée par les variables explicatives (alors que le coefficient de détermination  

2R  mesure la qualité de variabilité expliquée par le modèle). Son équation sera similaire à 

celle de 2R  en remplaçant les deux variances par des estimateurs non biaisés, on obtient alors: 

( )R
kn

kRR −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−−
−

−= 1
1

222  

2R  est donc inférieur à 2R  et peut même être négatif. En se basant sur le coefficient de 

détermination corrigé, il n'y aura donc pas avantage à introduire des variables explicatives en 

plus. 

2.  Le modèle de régression linéaire classique  

2.1.  Hypothèses  

Pour le modèle de régression, linéaire multiple 

eXy += β      (1.3) 

On commence par le système d'hypothèses suivant : 

A1  y = Xβ+e  β∈Rk   , 

A2  X : une (nxk) matrice avec rang(X) = k, 

A3   ( ) 0/ =XeE , 

A4   ( ) IXeeE 2/ σ=′ , 

A5  X est non stochastique . 

Remarques  

1. L'hypothèse A1 comprend un grand nombre de formes fonctionnelles, par 

exemple, on peut modéliser des fonctions exponentielles, en prenant les logarithmes de 

l'équation suivante : 

  k
kxxxey ββββ …321

32=   

2. A2 a le rôle d'une condition d'identification, dans un modèle à deux dimensions, 

l'hypothèse indique que X  n'est pas constante; il y a assez de variation dans le modèle. 
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3. A3 

( )
( )

( )⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

XeE

XeE
XeE

XeE

n /

/
/

)/( 2

1

#
 

L'hypothèse de la nullité de l'espérance conditionnelle implique aussi la nullité de l'espérance 

inconditionnelle puisque : 

 ( ) ( )( ) ( ) 00/ === XiXi EXeEEeE  

A3 implique aussi que :  

 ( ) 0=ijl exE  Pour chaque i,j = 1, ... ,n , l = 1, ..., k 

En effet : 

 ( ) ( )( ) 0/// == jlijli xXeEExeE  

( ) ( )( ) ( )( ) 0// === jlijljlijlijl xeExExexEEexE , 

C'est pourquoi cette hypothèse est aussi appelée condition d'exogonéité stricte. Elle nécessite 

que les régressions soient orthogonales au terme d'erreur, non seulement celui de la même 

observation ( ) 0=iil exE ,    ∀l = (1,...,k) mais aussi à tous les termes d'erreurs des autres 

observations. A3 implique aussi que : 

( ) βXXyE =/ ,  

La régression de y sur X est la moyenne conditionnelle. 

4. A4 spécifie d'une manière plus complète la distribution du terme d'erreur. 

La condition que ( ) 2/ σ=XeVar i   indique des erreurs homoscedastiques et la condition sur 

les covariances ( ) 0/ =XeeCov ji   indique qu’elles ne sont pas auto corrélées. 

5. X est non stochastique dans un cadre expérimental, où l'on choisit des variables 

indépendantes ix  et l'on observe alors "la conséquence" iy . On note qu'en pratique, 

cette hypothèse n'est pas très appropriée, et peut être relâchée à moindre coût. 

2.2 L'estimation du modèle 

A partir de A1, on sait que le vrai β existe et on veut l'estimer le mieux que possible. 

On choisit un estimateur parmi la classe des estimateurs linéaires : 

[ ] [ ]1
.

k n k
y dDβ

× ×
= +�  

Sous la condition que cet estimateur ne soit pas biaisé  

( ) ,                 kE Rβ β β= ∀ ∈� . 
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De ceux là, on choisit le meilleur estimateur, celui qui a une variance minimale. 

 ( ) ( )( ) ( )( )[ ]βββββ ~~~~~ EEEVar −−=  est minimale  

Remarque  

Le concept de plus petite variance est le suivant : 

Soit  Σ  une (nxn)-matrice de variances-covariances, par conséquent elle est symétrique et 

définie positive et 

( )1 2 2 1 0,                      .nx x x R′Σ Σ ⇔ Σ −Σ ≥ ∀ ∈≺  

Lemme 1 [Weber, A (2003)] 

Sous les hypothèses A1, A3, A5, l'estimateur linéaire  dDy +=β~  est non biaisé si et seulement 

si   et  0DX I d= =   

Lemme 2 [Weber, A (2003)] 

Soit y une variable aléatoire de dimension n, pour laquelle le premier et le deuxième moment 

existe, et soit z = Cy+c une variable aléatoire de dimension k alors : 

Var(z) = CVar(y)C' 

Une conséquence de ces lemmes on note : 

Var(y) = Var(e). 

Dy=β~  est un estimateur linéaire sans biais, avec une matrice de variance covariance. 

( ) ( ) ( ) DDDeDVarDyDVarVar ′=′=′= 2~ σβ   

Lemme 3 Weber, A (2003) 

Soit  ( ) XXXX ′′= −+ 1 , X est de plein rang et soit DX = L, alors 

DD' = (LX+)(LX+)' + (D-LX+)(D-LX+)'. 

On applique ce lemme avec L = I et on obtient : 

DX = I 

DD' = X+(X+)'  +    (D-X+)(D-X+)' 

         Constante       = 0  ⇔  D = X+ 

Avec ces étapes, on vient de prouver le théorème de Gauss Markov 

Théorème 4 Théorème de Gauss-Markov  [Weber, A (2003)] 

Soit C un k vecteur colonne, sous les hypothèses A1, A2, A3, A4, A5, le meilleur 

estimateur linéaire sans biais (BLUE) de la fonction linéaire βC ′ existe et est donné par β̂C ′  

où β̂  est l’unique estimateur des moindres carrés ordinaire de β  . 

Preuve  

La preuve se déduit par les propriétés exigées de l’estimateur : 

1. l’estimateur est linéaire donc il est de la forme Yλ′  
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2. l’estimateur linéaire de βC ′ est sans biais alors : 

( ) ( )           ,     E Y E Y X C X Cλ λ λ β β β λ′ ′ ′ ′ ′ ′= = = ∀ ⇔ =  

3. l’estimateur de βC ′ est de variance minimale ( ) ( )λλλ YVarYVar ′=′  et en 

utilisant la technique de Lagrange, on trouve ( ) CXXX 1−′=λ . L’estimateur 

( ) βλ ˆ1 CYXXXCY ′=′′′=′ − . 

Remarque 

En général, parmi les estimateurs sans biais, il existe de meilleurs estimateurs non linéaires 

deβ. On montrera que si les termes d'erreurs e suivent la loi normale ( )2 0,N Iσ , β̂  est le 

meilleur estimateur sans biais (BLUE) qui veut dire que β est aussi un estimateur efficace. 

Estimation de la variance de β̂  

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

1

1 1

1 1 12 2

ˆ

ˆ

ˆ ˆ ˆ

X X Xy X X X X e X X X e

X X X e

Var E E X X X ee X X X

X X X X X X X X

β β β

β β

β β β β β

σ σ

− − −

−

− −

− − −

′ ′ ′ ′ ′= = + = +

′ ′− =
′

′ ′ ′ ′= − − =

′ ′ ′ ′= =

 

On note que ( )β̂Var dépend de : 

-  2σ variance de l'erreur ie  

-  ( ) 1−′XX  , si  ( ) 1−′XX  est presque singulière on parlera alors de problème de multi 

colinéarité (entre les colonnes de X). 

Transformations linéaires de β   

Corollaire 5  (corollaire du théorème de Gauss Markov) [Weber, A (2003)] 

Sous les hypothèses A1, A2, A3, A4, A5 l'estimateur  βγ ˆˆ L=  (L est une (sxk)-matrice) est BLUE 

pour  .βγ L=  

Ce corollaire a d'importantes conséquences : 

L'estimateur BLUE pour y est donné par : 

 ( ) yPyXXXXXy X=′′== −1ˆˆ β  

De variance 

 
( ) ( ) ( ) ( ) 2

2

ˆ

.

X X X X X X X

X

Var y Var P y P Var y P P Var e P P P

P

σ

σ

′ ′ ′= = = =

=
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Estimation des erreurs e  

Comme ci-dessus, on veut obtenir un estimateur BLUE: 

- Estimateur linéaire  cCye +=~  

- Estimateur sans biais c'est-à-dire  ( ) ( )eEeE =~ . 

On définit l'erreur d'estimation  δ  comme :  ( ) 0,~ =−= δδ Eee  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0=−−=−−−=
−+−=

−−=−−=

cCXcECXEeECI
cEeXCEeE

cECyEeEcCyeEE

ββ
β

δ
 

 Alors les conditions pour que δ   soit sans biais sont 

 
0et         0

        
==⇒
∈∀−=

cCX
RcCX kββ  

et le problème de minimisation à résoudre est : 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )′=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ′′=

′−−−−=′

=′=

C-IC-IC-IC-IE            

0     que     tel  min

2σ

ββδδ

δδδ

ee

CXeCICXeCIEE

CXEVar

 

 En appliquant le lemme 3 avec L = X on obtient  

( ) ( )( )( )
( )

2I-C

I-C 0   si      

c'est à dire  X

E XX XX

XX I C XX

C I XX I P

δδ σ+ +

+ +

+

′ = + −

− = − =

= − = −

 

Ainsi, on obtient un estimateur BLUE pour e : 

 

( ) ( )

( ) ( )
( ) 0ˆ

ˆ

 avec

ˆ   

ˆ

22

1

=
−==

−=

′′−=−=−=

+

−

eE
XXIMeVar

Xy

yXXXXyyPyyPIe

X

XX

σσ

β
 

Estimation de  2σ   

Soit l'expression  ee
n

′1  et supposons que les  ie  ont été observés, alors on obtient : 

 ( ) ( )2 2 2

1 1

1 1 1 1 .
n n

i i
i i

E e e E e e E e E e
n n n n

σ
= =

⎛ ⎞⎛ ⎞′ ′= = = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑  

Ceci suggère qu'on peut prendre  ee
n

ˆˆ1~ 2 ′=σ  comme un estimateur de 2σ , mais par la 

construction des estimateurs des moindres carrés on a : 
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eeee ′〈′ˆˆ  

 Ainsi  ee
n

ˆˆ1~ 2 ′=σ  est biaisé. 

On peut obtenir un estimateur sans biais pour  2σ par  

kn
ee
−
′

=
ˆˆˆ 2σ  

ce qui permet d'obtenir un estimateur pour la variance de  β̂   

  ( ) ( ) ( ) 112 ˆˆˆˆ −− ′
−
′

=′= XX
kn

eeXXVar σβ  

Remarques  

- L'écart type  σ̂ est aussi appelé l'écart-type de la régression (standard error) 

- La variance d'un seul paramètre  jβ̂  est donné par  ( ) 12ˆ −′ jjXXσ  

3.  Régression stochastique 

Il est parfois nécessaire de considérer que les variables explicatives sont aléatoires, une 

méthode pour obtenir les propriétés statistiques de  β̂  est de 

1- Obtenir des résultats sur les propriétés statistiques conditionnées sur X (équivalent au 

cas où les régresseurs ne sont pas stochastiques). 

2- Trouver des résultats inconditionnels en moyennant (intégrant sur) les lois 

conditionnelles. 

( ) eXXX ′′+= −1ˆ ββ  

Alors : 

L'espérance conditionnelle  ( ) ( ) ( ) βββ =′′+= − XeEXXXXE //ˆ 1  

 ( ) ( )( ) ( ) ββββ === XX EXEEE /ˆˆ  

La variance conditionnelle   ( ) ( ) 1 2ˆ / .Var X X Xβ σ−′=  

Et   ( ) ( )( ) ( )( )XEVarXVarEVar XX /ˆ/ˆˆ βββ +=  

On a  ( ) ββ =XE /ˆ   et    ( ) 0=βXVar     

d'où ( ) ( )( ) ( ) 1212ˆ −− ′=′= XXEXXEVar XX σσβ   

avec le théorème de Gauss Markov précédent on a montré que : 

( ) ( )ˆ ˆ/ /  ,                          .Var X Var Xβ β β β∗ ∗≤ ∀ ≠  

Si cette inégalité est vraie pour chaque X , elle reste vraie pour les valeurs moyennes de X . 

( ) ( )( )XVarEVar /ˆˆ ββ =  
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Théorème de Gauss Markov (suite)[ Weber, A (2003)] 

Dans un modèle classique de régression linéaire, l'estimateur des moindres carrés :

( ) yXXX ′′= −1β̂  est un estimateur sans biais de variance minimale de β dans le cas où X  est 

stochastique ou non. 

4.  Inférence statistique dans un modèle classique de régression linéaire 

Après avoir estimé le modèle, il reste quand même des questions sans réponses comme : 

- Quelles sont les variables qui expliquent la variabilité de y plus que les autres ? 

- Quelle est la distribution des résidus ? 

On a besoin de tester le modèle et de faire des hypothèses sur la distribution exacte des erreurs. 

On fait alors l'hypothèse  

A6                               ( )INXe 2,0    ~       / σ  

Cette hypothèse présente de nombreux avantages : 

- Les transformations linéaires préservent la normalité. 

- Les formes quadratiques des normales donnent des variables aléatoires distribuées selon 
2χ  Chi-deux et F Fisher-Snedecor. 

- Si e suit la normale,  β̂  l'estimateur des moindres carrés ordinaires est aussi l'estimateur 

du maximum de vraisemblance. 

Définition  

- Une variable aléatoire e de dimension n, est normalement distribué si sa fonction de 

densité a la forme suivante : 

          ( ) ( ) ( )
( ) ( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −Σ′−−

Σ
=Σ − µµ

π
µ eeef n

1

2
1exp

det2

1,/  

Avec  nR∈µ  et Σ une matrice symétrique définie positive, 

 
( )
( ) Σ=
=
eVar

eE µ
 

Corollaire 7 [Weber, A (2003)] 

Soit x une variable aléatoire  1×n  avec  ( )Σ∼ ,µNx  ; Si  cCxy += , où C  est une matrice  

( )ns×  et  ( ) scrang =  et  ns ≤≤1  alors : 

 ( )CCcCNy ′Σ+∼ ,µ  

En appliquant ce corollaire au modèle de régression linéaire on obtient : 
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( )
( )

( )( )

2

2

12

/ 0, ,

/ , ,

ˆ / , .

e X N I

y X N X I

X N X X

σ

β σ

β β σ −

∼

∼

′∼

 

4.1.  Le principe du maximum de vraisemblance  

Supposons  nyy ,,1 …  un échantillon d'observations donné, de fonction de densité

( )θ/,,1 ny yyf … . On veut estimer le vecteur paramètre θ  dépendant des observations noté

( )nyy ,,ˆ
1 …θ .   

On définit la fonction de vraisemblance comme : 

 ( ) ( )θθ /,,,,/ 11 nyn yyfyyL …… = . 

Le principe de maximum de vraisemblance déclare qu'un estimateur de θ désigné par

( )nyy ,,ˆ
1 …θ  est donné par le maximum de la fonction de vraisemblance ( )1/ , , .nL y yθ …  

i.e. ( )nyy ,,ˆ
1 …θ  est tel que ( ) ( ) θθθθ ˆ          ,,/,,/ˆ

11 ≠∀nn yyLyyL …;…  

Dans notre cas, on veut obtenir un estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) pour le 

modèle de régression linéaire (1.3). 

Écrivons d'abord la fonction de vraisemblance pour  Xy /  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )n

nny

yyL

XyXyIXyyf

,,/,                                     

2
1exp

2

1,/,,

1
2

22/
2

2
1

…

…

σβ

ββ
σπσ

σβ

=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −′−
−

=
 

  

En prenant les logarithmes : 

 ( ) ( ) ( )ββ
σ

σπ XyXynL −′−−+
−

= 2
2

2
1  ln2  ln

2
  ln  

On calcule les dérivées par rapport aux paramètres : 

( )

( ) ( )ββ
σσσ

β
σβ

XyXynL

XyXL

−′−+
−

=
∂
∂

−′−
=

∂
∂

422

2

2
1

2
 ln

2
2

1 ln

 

En annulant ces deux dérivées  

 0 ln                  0 ln
2 =

∂
∂

=
∂
∂

σβ
LL  

On obtient les  EMV de β   et 2σ suivants : 
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( )

( ) ( )

1

2

ˆ ,

1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ.

MV

MV

X X X y

y X y X e e
n n

β

σ β β

−′ ′=
′

′= − − =
 

L'estimateur du maximum de vraisemblance de β  est égal à l'estimateur de MCO et 

l'estimateur du maximum de vraisemblance de 2σ est donné par l'estimateur baisé de la 

variance. 

Théorème 8 [Weber, A (2003)] 

Dans le modèle classique de régression linéaire et sous l'hypothèse de normalité des erreurs 

l'estimateur des moindres carrés ordinaire β̂  est de variance minimale sur l'ensemble de tous 

les estimateurs sans biais. 

Remarque  

 Pour des erreurs qui ne suivent pas la loi normale, l'estimateur du maximum de 

vraisemblance ˆMVβ a souvent une variance plus petite que celle de l’estimateur des moindres 

carrés ordinaire β̂ . Ainsi, dans le cas où la normalité n'est pas satisfaite, il est préférable 

d'utiliser l'estimateur du maximum de vraisemblance que l'estimateur des moindres carrés. 

4.2. Les tests d'hypothèses 

Soit Θ  un espace de paramètre. 

L'hypothèse nulle :  H0   Θ⊂ΘΘ∈ 00         θ  

L'alternative :  H1   

Exemple  

 { }∗− ×=Θ

=Θ

θ1
0

k

k

R

R
 

Un test statistique est une règle de décision basée sur un échantillon. La règle de décision 

détermine si H0 est acceptée ou rejetée. 

Pour une procédure de test, les résultats possibles sont les suivants : 

 Accepter H0 Rejeter H0 

H0 vrai Ok Erreur de type 1 

H0 fausse Erreur de type 2 Ok 

  

α  = la probabilité (rejeter H0/H0 est vrai) = Probabilité (erreur de type 1)  

α est appelée la taille du test 

 β  = Probabilité (erreur de type 2) 

011 \        ΘΘ⊂ΘΘ∈θ
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 β−1 est appelée la puissance du test 

Les tests sont comparés en termes de taille et de puissance.  

Les principes de test d'hypothèse  

On présente trois principes de test basés sur l'estimation par le maximum de vraisemblance 

d'un paramètre θ. Soit  ( ).c  une fonction, le test d'hypothèse est le suivant : 

H0 :  ( ) 0=θc  

Test du rapport de vraisemblance  

Si la restriction ( ) 0=θc   est valide. L'imposer ne va pas simplifier la fonction de 

vraisemblance. Par conséquent, le test est basé sur la différence RLL   ln  ln − , où L est la 

vraisemblance pour une valeur de θ non restreinte et  RL  est la valeur de la vraisemblance 

quand l'estimateur est restreint. Soit  MVθ̂ l'estimateur obtenu du maximum de vraisemblance de  

θ  et Rθ̂  l'estimateur obtenu en maximisant la fonction de vraisemblance sous la contrainte 

( ) 0=θc  

Si  RL̂et    ˆ
MVL  sont les valeurs de la fonction de vraisemblance calculées en ces deux 

estimateurs, alors le rapport de vraisemblance est : 

ˆ
.ˆ

R

MV

L
L

λ =  

Cette fonction doit être comprise entre 0 et 1. Si  λ  est trop petite on rejette l'hypothèse nulle. 

Test de WALD 

Si la restriction ( ) 0=θc   est valide, ( )MVc θ̂   doit être très proche de zéro, car l'estimateur du 
maximum de vraisemblance est convergent sous certaines hypothèses. Par conséquent, le test 
est basé sur ( )MVc θ̂  , on rejette l'hypothèse nulle si elle est  significativement   différente de 
zéro. 
 
Test de multiplicateur de Lagrange  

Si la restriction ( ) 0=θc   est vraie, l'estimateur Rθ̂  doit être proche du point qui maximise le 

log de la vraisemblance. Aussi la pente de la fonction de vraisemblance doit être proche de 

zéro à l'estimateur restreint. Le test est basé sur la pente du log de la vraisemblance au point où 

la fonction est maximisée sous la restriction. La dérivée de la vraisemblance par rapport au 

paramètre est appelée le score. 

( ) ( )
θ
θθ

∂
∂

=
L lns  

Le test est basé sur  ( )Rs θ̂  et l'hypothèse nulle est rejetée s'il est significativement différent de 

zéro. 
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Ces trois tests ont un comportement asymptotique équivalent, mais différent dans le cas des 

petits échantillons. 

Parmi les trois principes, le choix est fait selon les considérations de calcul. 

Test de Wald : nécessite l'estimation du modèle non restreint. 

Test de multiplicateur de Lagrange : nécessite l'estimation du modèle restreint . 

Test du rapport de vraisemblance : nécessite l'estimation des deux modèles. 

Test d'hypothèse concernant un seul paramètre βj 

H0 :  ∗= jj ββ  

Pour obtenir une règle de décision, on doit trouver le test statistique qui convient et dont on 

connaît la loi. Rappelons que sous l'hypothèse A6. 

( )( )12,ˆ −′∼ XXN σββ , 

( )
( )

12

ˆ
0,1j j

j

jj

z N
X X

β β

σ −

−
= ∼

′
. 

Comme on ne connaît pas la valeur de 2σ , on la remplace par son estimateur 2σ̂ .  

( ) ( )12

ˆ ˆ
,

ˆˆ

j j j j
j

jjj

t
SeX X

β β β β

βσ −

− −
= =

′
 

suit la loi de Student avec  kn −  degrés de liberté notée knt − . 

Soit le test d'hypothèse 

H0 :  0=jβ  

Cette hypothèse indique que la variable  jx  n'a pas un effet sur y après avoir considéré les 

variables kjj xxxx ,,,,, 111 …… +−   dans le modèles. 

Si l'hypothèse nulle n'est pas rejetée,  jx peut être éliminée de l'équation de régression. 

Dans ce cas, la t-statistique est : 

( )j

j

Se
t

j β

β
β ˆ

ˆ
ˆ =  

j
t β̂   est petit si jβ̂    est presque nul ou   est grand. 

Il existe deux possibilités pour définir l'hypothèse alternative. On commence par : 

H0 : 0=jβ , 

H1 : 0;jβ  . 

( )jSe β̂
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Et on choisit le niveau de signification ou une taille α = 0.05 ; pour construire une règle de 

décision, on doit trouver une valeur de 
j

t β̂   suffisamment grande dans le but de rejeter H0 : 

0=jβ  , on rejette l'hypothèse nulle si :   avec c = 95 percentile de la loi  knt − . 

Selon cette décision, parmi 100 échantillons aléatoires dans lesquels H0 est vrai, on rejettera 

cette dernière dans 5 de ces échantillons (erreur de type 1). 

La 2ème possibilité est de définir une hypothèse alternative : 

H0 : 0=jβ , 

H1 : 0≠jβ . 

Dans ce cas on rejette H0 si ct
j
;β̂ . 

Test des valeurs du paramètre β 

Définition  (la loi  2χ ) 

Soit  ( )nxxx ,,1 …=  un vecteur aléatoire de dimension n, tel que ( )0,x N I∼ , alors : 

 ∑
=

=′=
n

i
ixxxQ

1

2 suit une loi de fonction de densité : 

( ) ( )

11
2 21  ,                                  si  0,

0              ,                                         sinon

n Q
Q e Qf Q n c n

− −⎧
⎪⎪ ≥= ⎨
⎪
⎪⎩

 

  

où :  ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ=

2
2 2 nnc

n

, 

et on dit que Q  suit une loi 2χ centrée avec n degrés de liberté. 

Soit ( ),x N Iµ∼ , alors xxQ ′= suit un loi 2χ non centrée, avec n degré de liberté et de 

moyenne  µµλ ′= . 

Remarque  

Si   ( ) ( ) ( )µµµ −Σ′−=Σ∼ − xxXNx 12  ,,  suit une loi 2χ centrée avec n degrés de liberté et 

 suit la loi 2χ   non centrée de paramètres n et  µµλ 1−Σ′= . 

 

Définition  (Loi Fisher-Snedecor) 

Soit χ 2

1
 et χ 2

2
 deux variables aléatoires indépendantes suivant une  2χ  à m et n degrés de 

liberté respectivement, la variable aléatoire :  

xxX 12 −Σ′=
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F = 
n

m

/

/
2

2

2

1

χ
χ

 

suit une loi F centrée, sa fonction de densité est donnée par : 

( )
( )

1
2

2

,   ,                                    si  0
, ,                   

1

0      ,                                                           sinon
 

m

m n
Fc m n F

f F m n m F
n

−

+

⎧
⎪

≥⎪⎪= ⎨ ⎛ ⎞−⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪
⎪⎩

 

  

où ( )
2

22

2,
m

n
m

nm

nm

nmc ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Γ
= . 

Soit χ 2

1
 et χ 2

2
deux variables aléatoires indépendantes, χ 2

1
suit une χ² non centrée, χ 2

2
une 

χ² centrée, alors le rapport des deux suit la loi F non centrée. 

Définition (Loi de Student) 

La loi de Student t est un cas particulier de la loi F, si m=1 et la variable aléatoire F suit une 

Fisher centrée alors la variable aléatoire  Ft = suit une loi de Student centrée à n degré de 

libertés si F suit une Fisher non centrée, t suit une Student non centrée. 

Exemple  

 Le rapport d’une variable aléatoire normale standard et la racine carrée d'une variable aléatoire 

indépendante χ² est une variable aléatoire qui suit la loi t de Student. 

Distributions de quelques formes quadratiques 

Théorème 9 [Weber, A (2003)] 

Soit x un vecteur aléatoire de dimension n, tel que  ( )INx 2,σµ∼  alors  2σ
AxxQ
′

= suit une loi 

χ λ

2

,r
,   si et seulement si A est idempotente, symétrique et de rang r. 

 

Théorème 10 [Weber, A (2003)] 

Soit A une matrice   idempotente et de rang r, soit B une matrice ( )nm×   telle que 0=BA , et 

soit  ( )INx 2,σµ∼  un vecteur aléatoire  , alors le vecteur    z Bx= et la variable 

aléatoireQ x Ax′=  sont indépendamment  distribuées. 

2σ
µµλ A′

=

( )1×n
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Exemple  

Dans un modèle de régression classique, où les erreurs suivent une loi normale,  β̂ et 2σ̂ sont 

indépendants. 

( ) yXXX ′′= −1β̂ , 

, 

 

( )IXNy 2,σβ∼ . 

Dans ce cas : ( ) ( )1 1  et  A I X X X X B X X X− −′ ′ ′ ′= − = . 

( ) ( )( ) 0  11 =′′−′′= −− XXXXIXXXBA . 

Théorème 11 [Weber, A (2003)] 

Soit A une matrice  ( )nn×  symétrique et idempotente de rang r, soit B une matrice  ( )nn×

symétrique et  ( )INx 2,σµ∼  

Si 0=BA  alors les formes quadratiques  BxxQAxxQ ′=′= 21 et  sont indépendantes.  

Théorème 12 [Weber, A (2003)] 

Sous les hypothèses A1, A2, A3, A4, A6 la loi de la forme quadratique 2/ˆ'ˆ σee est une χ 2
kn−  à n-

k degrés de libertés. 

Preuve  On a  

( )( )1

2 2

ˆ  y . Donc

ˆ ˆ
,

X

X

e I X X X X M y

e e y M y
σ σ

−′ ′= − =

′ ′
=

 

où XM  est symétrique, idempotente et de rang kn −  ; d'après le théorème 8, 2
2 ~
ˆˆ

kn
ee

−

′
χ

σ
 

c.q.f.d 

Théorème 13 [Weber, A (2003)] 

Soit  kR∈∗β  fixe; sous les hypothèses A1, A2, A3, A4, A6 la forme quadratique : 

 ( ) ( ) 2
,2 ~1ˆˆ
λχ

σ
ββββ kXX ∗∗ −′−  

avec : ( ) ( ) 2

1
σ

ββββλ ∗∗ −′−= XX   

est indépendante de . 

 

( )( )yXXXXIy
kn

ee
kn

′′−′
−

=′
−

= −12 1ˆˆ1σ̂

2

ˆˆ
σ

ee′
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Preuve  

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )′=−+

′
−+=

−+
′′

−+=

′′=−+′
′

−+=−′
′

−

−+′′=−+′′=−

′′+=

+∗∗

∗++∗

−+∗++∗∗∗

∗−∗−∗

−

XXPXePXe

XeXXXXXe

XXXXXeXXXXXeXX

XeXXXeXXX

eXXX

XX    ,                                      

     ,                                     

où   ˆˆ

ˆ

ˆ

1

11

1

ββββ

ββββ

ββββββββ

ββββββ

ββ

  

 

On a   

Comme XP  est idempotente, symétrique ainsi la distribution χ 2 résulte du théorème8. aussi 

,0=XX PM  des théorèmes 10et 11 on déduit l'indépendance.         c.q.f.d 

Les théorèmes précédents constituent les outils nécessaires pour produire les tests statistiques. 

Notons d'abord une équation qui nous sera utile, et qui peut facilement être vérifiée. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1.4          ˆˆˆˆ ∗∗∗∗ −′
′

−+−
′

−=−
′

− ββββββββ XXXyXyXyXy  

 L'hypothèse I  H0 : ∗= ββ  

La première hypothèse est faite sur tout le vecteur de paramètre, on obtient le F test statistique 

à partir du test du rapport de vraisemblance. Rappelons que ce dernier est donné par : 

( )

( )
0 ,RV

LMax

LMax
θ

θ

θ

θ
∈Θ

∈Θ

=  

à partir de : 

( ) ( ) ( )ββ
σ

σπ XyXynL −′−−
−

= 2
2

2
1 2  ln

2
  ln , 

nous avons obtenu les EMV des paramètres β et  2σ  

( )
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

′

′′
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

−

yMy
n

yXXX

XMV
MV 1ˆ

ˆˆ
1

2σ
βθ . 

 Dans le modèle restreint, on a ∗= ββ̂̂  et  ( ) ( )∗∗ −
′

−= ββσ XyXy
n
1ˆ̂ 2  

Les maximums des fonctions de vraisemblance dans le modèle restreint et le modèle non 

restreint sont : 

( ) ( )( )IXNXe 2,~ σββββ ∗∗ −−+
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
′

−
−

′
−

−−
′

−
−

= ∗∗

∗∗

∗∗

Θ∈
ββ

ββ
ββπθ

θ
XyXy

XyXy
n

XyXy
n

nLMax
2

112ln
2

ln
0

 

( ) ( ) ( )
2

ˆˆ12ln
2

ln nXyXy
n

nLMax −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

′
−

−
=

Θ∈
ββπθ

θ
 

  
On obtient donc le test statistique 

( ) ( )
( ) ( )

( )

2 21 ˆ ˆ
1 .                                 1.5

1 1

n n
y X y X

nRV kFy X y X n kn

β β

β β∗ ∗

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎜ ⎟− −⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠

 

La dernière égalité est obtenue en utilisant l'équation (1.4) et  

( ) ( )
k

kn
ee
XXF −
′

−′
′

−
=

∗∗

ˆˆ

ˆˆ ββββ . 

Sous l'hypothèse H0, F suit la distribution F centrée de paramètres (k, n-k). 

Sous l'hypothèse H1, F suit la distribution F non centrée de paramètres (k, n-k,λ) , 

et ( ) ( ) 2σββββλ ∗∗ −′−= XX .   

Hypothèse II  H0 :  ∗= 22 ββ  

Cette hypothèse est faite sur une partie du vecteur paramètre, on partitionne β en deux parties 

selon l'hypothèse :  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1
β
β

β  

où  1β  est un vecteur  ( )( )1×− sk  et 2β  un vecteur ( )1×s , ceci veut dire qu'on va tester s 

restrictions. 

 H0 :   ∗= 22 ββ  

Le modèle restreint est donné par : 

 

( )

( ) ( )

1
1 2

2

2 2 1 1
1

1 1 1 1 2 2

, ,

,
ˆ̂ .

y X X e

z y X X e

X X X y X

β

β

β β

β β

∗

∗

− ∗

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − = +

′ ′= −

 

On définit 
1XM par :  

( ) 1
1

1111
XXXXIM X ′′−= − , 
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Et 22 1
XMXH X′= . 

De cette régression on peut exprimer les résidus par : 

11
ˆ̂ˆ̂

1
βXzzMe X −==  

 

On note une équation auxiliaire analogue à l'équation (1.4) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1.6         ˆˆˆˆ 22222222 1
∗∗∗∗ −

′
−+−

′
−=−

′
− ββββββββ HXyXyXyMXy X  

On obtient : 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

2

2222

2

1111

0

1

ˆˆ

ˆ̂ˆ̂1

ˆˆ1 n

X

n

XyMXy

ee

XzXz
n

XyXy
nRV

LMax

LMax

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
′

−

′
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −
′
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

−
′

−
==

∗∗
Θ∈

Θ∈

ββββ

ββ

θ

θ

θ

θ
. 

  

En appliquant l'équation (1.6) 

  

2

1

1

n

kn
sF

RV

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
+

= , 

Avec   ( ) ( )
s

kn
ee

HF −
′

−
′

−
=

∗∗

ˆˆ

ˆˆ 2222 ββββ . 

Sous l'hypothèse nulle, F suit une distribution F centrée de paramètres (s, n-k). Sous H1 elle 

suit une distribution F centrée de paramètres (s, n-k)  et  ( ) ( ) 2
2222 ˆˆ σββββλ ∗∗ −

′
−= H . 

L'hypothèse III  H0 :  ∗= kk ββ  

Cette troisième hypothèse concerne un seul élément du vecteur paramètre, c'est un cas 

particulier de la deuxième hypothèse avec 1=s   

H0 :  ∗= kk ββ  

H1 :  ∗≠ kk ββ  

Comme c'est un cas particulier de l'hypothèse II avec  1=s  

( ) 111 −′
=′=

kk

kXk
XX

n

nXMXH . 
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Ainsi  

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )kn
eeXXkk

kn
eeXX

F
kk

kk

kk

kkkk −
′′

−
=

−−
−

′′

−
′

−
=

−

∗

−

∗∗

ˆˆ

ˆ

1ˆˆ

ˆˆ
1

2

1
ββββββ . 

 

On peut obtenir le test de Student t par : 

( )
^

ˆ
.

ˆ

k k
n k

k

t F t

Var

β β

β

∗

−
−

= = ∼  

 Sous H0, t a une distribution  knt −  centrée, sous H1 t suit la distribution knt −   non centrée. 

4.3 Intervalles de confiance  

Pour un paramètre kβ , on construit l'intervalle de confiance, en utilisant la statistique t. 

( ) ( )^

ˆ ˆ
    .

ˆ
ˆ

k k k k
n k

k
k

t t
Se

Var

β β β β
β

β
−

− −
= = ∼  

un intervalle de confiance pour kβ    est donné par : 

( ) ( )
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ 1 .k k k k kP t Se t Seα αβ β β β β α
⎡ ⎤
⎢ ⎥− + = −
⎢ ⎥⎣ ⎦

≺ ≺  

  

Exemple  Pour α = 0.05, l'intervalle de confiance est : 

( ) ( )[ ]kkkk SecSec ββββ ˆ.ˆ,ˆ.ˆ +− . 

où c est 97,5 le quantile de la distribution  knt −  

Pour le paramètre 2σ , on rappelle que : 

2
2

2

ˆ ˆ
,

1ˆ ˆ ˆ.

n k
e e

e e
n k

χ
σ

σ

−
′

′=
−

∼
 

On construit l'intervalle de confiance par : 

 

( ) ( ) α
χ

σσ
χ

σ

αα

−=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
≤≤

−

−

1
ˆˆ

2

2

2
2

2

2
1

2 knknP . 
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5- Modèle de régression linéaire généralisé 

5-1 Estimation par la méthode des moindres carrés généralisée 

Dans notre système d'hypothèses on modifie A4 : 

A1 : eXy += β , 

A2 : ( ) ( ) ( ) kknX =×= Xrang    ;dim , 

A3 :  ( ) 0=XeE , 

A*
4 :  , 

A5 :  X  est non stochastique ; 

Si Ω est inconnue, on a  ( )
2

1+nn autres paramètres dans notre modèle. Il y aura plus de 

paramètres à estimer que d'observations. 

On suppose d'abord que Ω est connue et que seulement 2σ  est inconnue. Comme condition de 

normalisation, on prend  ( ) ntr =Ω  . 

La matrice symétrique définie positive Ω et son inverse peuvent être décomposées selon la 

décomposition de Cholesky en : 

 

( ) ( ) ( ) ( )

1

,

,

avec PR PR     et    PR PR  .

RR

P P

I I

−

′Ω =

′Ω =
′ ′= =

 

En multipliant le modèle de régression par la matrice P 

PePXPy += β . 

et on obtient un nouveau modèle transformé 

.                                                           (1.7)y X eβ∗ ∗ ∗= +  

Ce modèle a les propriétés suivantes : 

1-  ∗X  n'est pas stochastique, 

2-   PXPXXX ′′=∗∗′  est non singulière, 

3-  ( ) ( ) 0==∗ PeEeE , 

4-  . 

C'est-à-dire que dans le modèle transformé (1.7), les hypothèses de la régression linéaire 

classique sont vérifiées, on peut appliquer l’estimateur des moindres carrés sur ce modèle et 

obtenir le résultat suivant : 

 

( ) ( ) 0detet                   2 ;ΩΩ′=ΩΩ=′ σXeeE

( ) ( ) IPPPePeEeeE 22 σσ =′Ω=′′=∗′∗
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Théorème 14 [Weber, A (2003)]  

Sous les hypothèses A1, A2, A3, A4
* et A5 l'estimateur BLUE de  β  est donné par : 

( ) yXXX 111~ −−− Ω′Ω′=β  

Preuve  

 . 

 β~ est appelé l'estimateur des Moindres Carrés Généralisés (MCG).   c.q.f.d 

Matrice de covariance de l'estimateur MCG 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) 11-2

11-1111-2

11-1111-

11-1111-

X           

XX            

XX            

XXE            

~~~

−

−−−−

−−−−

−−−−

Ω′=

Ω′ΩΩΩ′Ω′=

Ω′Ω′Ω′Ω′=

Ω′Ω′Ω′Ω′=

′
−−=

X

XXXX

XXeeEXX

XXeeXX

EVar

σ

σ

βββββ

 

 ee
n

Xye ~~
2

1~et                   ~~ 12 −Ω′
−

=−= σβ  

5-2 Propriétés des estimateurs MCO dans le modèle de régression généralisé 

1- L'estimateur MCO est sans biais. 

2- En général  β̂  est moins efficace que  β~ . 

3- L'estimateur MCO de 2σ  est biaisé. 

5-3 Propriétés asymptotiques du MCG 

Théorème 14  [Weber, A (2003)] 

Sous les hypothèses A1, A2, A3, A*
4 et A5 et  

11lim
n

X X Q
n

−

→∞
′Ω =  

si Q  est définie positive, alors l'estimateur MCG β~   est convergent. 

Preuve  

 

( )
( )
( ) ( )( ) ( )

0  1            

~~~

~

~

1
1

2

112

111

→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Ω′=

Ω′=
′

−−=

=

Ω′Ω′+=

−
−

−−

−−−

XX
nn

XXEVar

E

eXXX

σ

σβββββ

ββ

ββ

 

( ) ( ) ( ) yXXXPyPXPXPXyXXX 11111 −−−−∗∗′−∗∗′ Ω′Ω′=′′′′=
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Ainsi  ββ ⎯→⎯M~
 (converge en moyenne) ce qui implique que   .                  

c.q.f.d. 

Remarque  

L'hypothèse 11lim
n

X X Q
n

−

→∞
′Ω =  avec Q  définie positive implique que 

1
1 11lim

n
X X Q

n

−
− −

→∞

⎛ ⎞′Ω =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 

Pour 1, ==Ω kI  on peut donner  l'interprétation de cette hypothèse. 

 

Avec Q définie positive, c'est-à-dire ∑ 21
ix

n
ne doit pas converger vers 0. Il doit y avoir assez 

de variation dans les données. Plus la taille de l'échantillon est grande plus la variation 
augmente. 
 

ββ ⎯→⎯P~

1
1

1

21
lim −

−

=+∞→
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑ Qx

n

n

i
i

n
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Chapitre  2 
MODELE MULTI-NIVEAUX DE 

REGRESSION LINEAIRE 
 
 
 
 
Introduction  Goldstein, H(1996) 

L’objet de ce chapitre est d'introduire le modèle hiérarchique de régression linéaire et les 

notations de base que nous utiliserons par la suite. 

Dans un modèle hiérarchique de régression linéaire, les observations sont groupées par 

unités, chaque ensemble d'unités correspond à un niveau. Ainsi dans un modèle à deux niveaux, on 

note les observations ijy  telles que ijy   est l'observation qui correspond à la i ème unité de premier 

niveau appartenant à la j ème unité de deuxième niveau. 

Le système éducatif  présente un exemple évident de la structure hiérarchique, avec les 

élèves groupés par école, les écoles groupées par région etc. …, ijy   peut être par exemple la note 

de lecture du ième élève de la jème école. L’ensemble des élèves correspond à l'ensemble des 

unités de niveau 1, de même l'ensemble des écoles correspond à l'ensemble des unités de niveau 2. 
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En modélisation multi-niveaux ou multi-échelles, le modèle statistique utilisé doit 

explicitement reconnaître la structure hiérarchique des données, l'utilisation d'un modèle qui 

néglige cette hiérarchie ne sera pas sans conséquences. 

Gardons toujours le système éducatif pour discuter le cas où on ignore la structure 

hiérarchique des données et aussi pour illustrer des notions élémentaires des modèles multi-

niveaux; dans ces deux objectifs nous nous basons sur un cas réel étudié à English Local 

Education Authorities qui est le suivant: on s'intéresse à la relation entre la variable dépendante   

notes d'examens des élèves de 16ans et une variable indépendante (explicative) : notes de lecture 

de ces mêmes élèves  quand ils avaient 11ans (c'est-à-dire juste avant qu'ils n'entrent en école 

secondaire). On fera référence à la variable explicative par "notes LRT" où LRT est la diminution 

de London Reading Test. Par le passé, il a été question de décider si l'analyse sera réalisée au 

niveau des écoles ou au niveau des élèves, mais dans les deux cas proposés (à un niveau), les 

résultats d'analyse ne sont pas satisfaisants. Au niveau école, la moyenne des notes d'examens et 

celle des notes LRT sont d'abord calculées pour chaque école, une régression ordinaire est alors 

utilisée pour estimer la relation entre elles, le problème majeur dans ce cas est qu'on ne peut pas 

interpréter clairement la relation trouvée, une interprétation causale doit inclure les élèves d'une 

manière individuelle.  Au niveau élève la relation entre les notes a été estimée en utilisant les 

données de tous les 4059 élèves. Dans ce cas, on a la possibilité de modéliser la variation entre 
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l'ensemble des écoles en incorporant des termes séparés pour l'ensemble des élèves de chaque 

école mais cette procédure reste inefficace du moment qu’elle nécessite l'estimation d'un grand 

nombre de coefficients  et aussi qu'elle ne considère pas les écoles comme un échantillon aléatoire.  

1. Principe fondamental de la modélisation multi-niveaux 

On utilisera l'exemple précèdent pour illustrer le Principe fondamental de la modélisation 

multi-niveau: existence de plusieurs niveaux de variation. Dans ce but, on s'intéresse aux écoles. 

On commence par observer les données d'une seule école; dans la figure 2.2 les notes 

d'examen d'un échantillon de 73 élèves d'une même école sont contre les notes LRT de ces mêmes 

élèves; la relation se résume par une droite de régression. 

 
Chaque point de ce graphe représente une paire de valeurs pour un élève; la droite de 

régression est un résumé; au niveau école de cette relation; qui peut varier d'une école à une autre. 

Dans la figure 2.3, quatre droites de régression sont tracées pour quatre écoles en contraignant les 

lignes à être parallèles 
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Les droites dans la figure 2.3 ont des intercepts différents; la variation entre ces intercepts est 

appelée variation de deuxième niveau puisque dans cet exemple les écoles sont les unités de 

deuxième niveau. L'ensemble des écoles forme un échantillon aléatoire d'une large population 

d'écoles. On ne s'intéresse ni aux élèves ni aux écoles en tant qu'individus; mais on s'intéresse aux 

inférences qu'on peut faire sur la variation entre toutes les écoles de la population, en utilisant 

l'échantillon d'écoles. 

Si on considère qu'en utilisant les droites de la Fig. 2.3 pour prédire la note d'examen pour 

une note LRT donnée, alors il est clair que les différences entre les écoles est constante sur 

l'ensemble des notes LRT. Ce type de variation est appelé la variation simple de deuxième niveau. 

L'exemple d'une variation plus complexe de deuxième niveau peut être obtenu si on permet 

au slopes des droites de varier. Comme dans la Fig2.4. C’est le cas ou la différence entre les écoles 

dépend des notes LRT des élèves. 
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L'objet principal de l'analyse multi-niveaux ne concerne pas les écoles en tant qu'individus 

mais l'estimation de la structure de la variation (fluctuation) dans toute la population d'écoles. Une 

fois que cet objectif est atteint, il sera possible d'essayer d'expliquer cette variation en termes de 

caractéristiques générales des écoles en incorporant d'autres variables au modèle. 

2. Description de la modélisation multi-niveaux 

La fig. 2.2 fournit une illustration de la variation au premier niveau dans une seule école, 

ainsi qu'une droite de régression qui résume la relation entre les notes d'examens et les notes LRT 

des élèves de cette école. Cette droite est évidemment obtenue en utilisant la méthode classique 

des moindres carrés ordinaires. 

Cependant on s'intéresse à la variation entre les écoles de notre échantillon comme un outil 

indispensable aux inférences possibles concernant cette même variation dans l'ensemble de toute 

la population d'écoles. 

Soit une relation de régression linéaire pour une seule école; elle peut être exprimée par : 

(2.1)                                iii ebxay ++=  
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où l'indice i varie de 1 au nombre d'élèves de l'école; dans notre exemple: iy et ix  sont 

respectivement les notes d'examens et les notes LRT du i ème élève ; l'expression ibxa +  est 

appelée partie fixe du modèle. La relation peut aussi être exprimée par: 

(2.2)                                     ˆˆˆ ii xbay +=   

où iŷ est la note d'examen du ième élève prédite par la droite de régression. L'intercept â  est 

le point  où cette droite croise l'axe vertical et b̂  son slope.  

Dans l'équation (2.1), ie  est l'écart entre la note d'examen du  ième élève et sa note 

expliquée, on l'appellera l’erreur. L’erreur est la partie de la note iy qui n'est pas expliquée par la 

partie fixe de la relation de régression de l'équation (2.2), avec une seule école, la variation du 

niveau 1 est la variance des ie . 

Observons maintenant le cas multi-niveaux à  plusieurs écoles qui sont considérées comme 

un échantillon aléatoire d'une population d'écoles. On suppose une relation de régression pour 

chaque école: 

111 ii bxay +=  

222 ii bxay +=  

…………. 
où les slopes  sont parallèles, et de façon plus concise on peut l'écrire: 

(2.3)                    ijjij bxay +=  

 

 L'indice j prend ses valeurs de 1 vers le nombre d'écoles dans l'échantillon. On peut écrire le 

modèle complet de la façon suivante: 

(2.4)             eij++= ijjij bxay  

 

Remarque 

Si un terme est à deux indices ij  alors il varie d'un élève à un autre dans une même école. 

Quand il est à un indice j , il varie seulement selon les écoles mais a la même valeur pour les 

élèves d'une même école; et quand il ne possède aucun indice; ceci voudra dire que c'est une 

constante sur l'ensemble des élèves et des écoles. 
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En analyse multi-niveaux; les groupes du deuxième niveau, dans notre cas les écoles, sont 

considérés comme un échantillon aléatoire d'une population; pour cette raison, on peut re exprimer 

l'équation (2.4) comme suit: 

                 
j j

ij ij ij

a a u

y a bx e

= +

= + +
 

où a , sans aucun indice est une constante et ju l'écart entre l'intercept relatif à la jème école 

et la valeur totale; on appellera ju  le résidu de deuxième niveau; il a la même valeur pour 

l'ensemble des élèves d'une même école. 

Le modèle (2.4) peut maintenant être exprimé de la façon suivante: 

 (2.5)             eij+++= jijij ubxay  

Dans cette équation ju et ije sont des quantités aléatoires de moyenne nulle, elles forment la 

partie aléatoire du modèle (2.5). Etant à plusieurs niveaux; on suppose que ces variables sont non 

corrélées puis  on fera l'hypothèse standard qu'elles suivent la loi normale; il suffira alors d'estimer 

leurs variances notées 2
uσ   et 2

eσ  respectivement; les quantités: a  ; l'intercept moyen et b  le 

slope sont fixes et qu'on doit aussi estimer. 

C'est la présence de deux paramètres aléatoires ju et ije  dans l'équation (2.5) qui fait de 

celle-ci un modèle multi-niveaux et plus précisément un modèle à deux niveaux. 

Ainsi les variances 2
uσ   et 2

eσ  sont les paramètres aléatoires de notre modèle et les quantités 

a  et b  en sont les paramètres fixes. et comme les seules paramètres aléatoires de ce modèle sont 

les variances des résidus de chaque niveau, on se trouve dans le cas le plus simple appelé  modèle 

des composants de la variance. 

 

Si les slopes ne sont pas parallèles, la relation de régression pour chaque école sera : 
 

             

2222

1111

……
i

i
xbay

xbay
+=
+=

 

 
qu’on peut écrire sous la forme générale : 

ijjjij xbay +=  
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Le modèle complet sera donc : 

(2.6)             eij++= ijjjij xbay  

 
Supposons qu’on peut écrire  ja  et  jb respectivement sous les formes suivantes : 

jj

jj

ubb

uaa

1

0

+=

+=
  

  
où a et b sont des constantes et ju0 et ju1  sont des variables aléatoires de paramètres : 
 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

==

==

u011j0j

2
u11j

2
u00j

1j0j

σ)u,Cov(u

σ)Var(u,σ)Var(u

0)E(u)E(u

 

 
On écrit alors le modèle comme suit : 

(2.7)                                                        01 ijjijjijij euxubxay ++++=  

Dans cette équation, ijy est exprimé comme la somme d’une partie fixe ijbxa +  et une partie 

aléatoire ijjijj euxu ++ 01  
 
3- Modèle linéaire à deux niveaux à une seule variable explicative   

Notations  

Dans le but d’exprimer plus généralement un modèle à deux nivaux, on adopte la notation du 

modèle (2.5), on introduit une variable explicative 0x , qui prend la valeur 1 sur l’ensemble des 

élèves, on utilise les notations …,, 10 ββ  etc. pour les paramètres fixes, les indices 0 et 1… etc. 

indiquent les variables explicatives auxquelles ils sont associés ( 0β est associé à la variable 0x ) ; 

enfin et de façon similaire on incorpore l’indice 0 aux variables aléatoires ( ije sera notée ije0 et ju

sera notée ju0 ). Ce qui permet d’obtenir : 

(2.8)                                                        00001100 xexuxxy ijjijij +++= ββ  

Remarques   

L’indice 0 ajouté aux variables aléatoires des deux nivaux indique qu’elles sont associées à 0x   

On écrit généralement la partie fixe sous la forme matricielle suivante : 
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( ) { }
( ) ( ) { } ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
====

==

1

0  ,       

  avec      

β
β

βββ

β

ijijijij

ij

xXXxyE

yyXyE

 

 

Où { }dénote une matrice. 

Structure de variance de la variable dépendante   

Le modèle (2.7) montre la différence essentielle qui existe entre les modèles multi-niveaux et 

les  modèles simples à 1 niveau.  

En effet l’estimation du modèle revient à estimer les deux coefficients fixes et les quatre 

paramètres 2
001

2
1

2
0 et  ,,, euuu σσσσ ; les variances et covariances sont les paramètres aléatoires du 

modèle. 

On considère le modèle à deux niveaux, le plus simple qui comprend deux paramètres aléatoires 

2
0

2
0  , eu σσ qui seront notés respectivement par 2 2,  u eσ σ . 

(2.9)                                                                             10 ijjijij euxy +++= ββ  

Sous les hypothèses suivantes : 

( ) ( )
( ) ( )
( )⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∀∀∀=

==

==

kjieuCov

eVaruVar

eEuE

SH

ikj

eijuj

 , ,   0,

   ,

0

  22
1 σσ  

Remarque      
Dans chaque unité du deuxième niveau j, i varie de 1 à  jn  ( jn est le nombre d’unités de premier 

niveau dans la j ème unité de deuxième niveau). 
 

Sous le système d’hypothèse (SH1), le modèle (2.9) est appelé le modèle des composants de la 

variance ; car la variance de la variable dépendante sachant les composants fixes est : 

( ) (2.10)                                     ,,/ 22
10 euijij xyVar σσββ +=  

En effet  

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

                                                                    

,cov2                                                              

 ,,/

22

1010

eu

ijjijj

ijjijijjij

eueVaruVar

euVarxeuxVar

σσ

ββββ

+=

++=

+=+++

          

 
Car ju et ije sont non corrélés par hypothèses. 
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Cette variance est appelée le prédicateur  fixe, c’est la somme des variances de premier et 

deuxième niveau. L’équation (2.10) implique que chaque groupe d’information de premier niveau 

a la même variance résiduelle et que la covariance entre deux unités de premier niveau (notée 21, ii

) dans une même unité de niveau deux (notée j) est donnée par : 

( ) ( ) ( ) 2,cov,cov,cov
2121 ujjjijjijjiji uueueuyy σ==++=  

En effet  

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) 22
2
1                                      

4
2
1                                      

2
2
1,cov

2121

212121

ujj

jijjijjijij

jijjijjijijjijjij

uVaruVar

eVaruVareVaruVareVareVaruVar

euVareuVareeuVareueu

σ===

−−−−++=

+−+−++=++

Car ijj eu , sont non corrélés et ije sont indépendants par hypothèse. 

La corrélation  
Comme les résidus du premier niveau sont indépendants par hypothèse, la corrélation entre ces 

deux unités est : 

( )1 2

2

2 2, .u
j i j j i j

u e
Cor u e u e σρ

σ σ
= + + =

+
 

En effet : 

( ) ( )
( ) ( )

( )( )

1 2
1 2

1 2

2

2 2 2 2

2

2 2

,
,

                                       

                                      .

j i j j i j
j i j j i j

j i j j i j

u

u e u e

u

u e

Cov u e u e
Cor u e u e

Var u e Var u e

σ

σ σ σ σ

σ
σ σ

+ +
+ + =

+ +

=
+ +

=
+

 

 
On peut appeler ρ corrélation intra unité, cette corrélation mesure la proportion de la variance 

totale entre les unités de premier niveau due à la variation entre les unités de deuxième niveau. 

En modèle multi-niveaux, on doit séparer les variances relatives aux différents niveaux ; 

logiquement en citant les noms des unités. Par exemple dans un modèle à trois niveaux avec 

élèves, classes et écoles, on aura deux corrélations : 

1. une corrélation intra école : mesure la corrélation entre les élèves des différentes classes 

d’une même école.  

2. une corrélation intra classe : mesure la corrélation entre les élèves d’une même classe. 



Chapitre 2 : Modèle multi-niveaux de régression linéaire 

40 

Ainsi, deux observations appartenant à la même unité de deuxième niveau sont corrélées à moins 

que 02 =uσ  ; cas auquel correspond un modèle simple à un seul niveau. 

L’existence d’une corrélation intra unité non nulle, résulte du fait qu’il y a plus d’un terme résiduel 

dans le modèle. Ceci implique que les procédures d’estimation classiques telles que la méthode 

des moindres carrés ordinaire utilisée par exemple en régression multiple ne sont pas applicables.  

Regardons avec plus de détails la structure d’un groupe de deuxième niveau, en s’intéressant à la 

structure de la covariance. 

Pour une unité de deuxième niveau j, supposons jn  le nombre d’unités de niveau 1 qu’elle 

contient, on peut former la ( )jj nn ×  matrice jV   qui contient les variances des résidus 22
eu σσ +  

sur la diagonale et la covariance 2
uσ  par tout ailleurs : 

( ) ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ =+

==
sinon                                           

   si                                  
,,

2
21

22

21 21
u

ue
jijij

ii
yyCoviiV

σ

σσ
 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+

=

22

2

2

22

eu

u

u

eu

jV

σσ
σ

σ
σσ

%
%

%
 

 
Comme  les corrélations entre les unités du premier niveau des différentes unités de deuxième 

niveau sont nulles (c'est-à-dire ( ) 0,
21
=ikik eeCov  )  la ( )nn×  matrice de variance covariance pour 

l’échantillon total est : 

j
m

j
VV ⊕

=
=

1
 

Où m est le nombre total d’unités de deuxième niveau, n le nombre total  d’unités de premier  

niveau, ∑
=

=
m

j
jnn

1
et ⊕ est l’opérateur somme directe des matrices.  

 
D’où V peut être écrite dans la forme suivante : 
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Ο

Ο
=

m

2

1

V

V
V

V
%

%                                         (2.11) 

 
Exemple  Supposons un modèle à deux niveaux avec élèves et écoles. Pour deux écoles; la 

première à 3 élèves et la deuxième à 2 élèves. La matrice des covariances totale est : 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
B

A
0

0
 

 

où : 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

+
=

2222

2222

2222

ueuu

uueu

uuue
A

σσσσ
σσσσ
σσσσ

 

et 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
+= 222

222

ueu

uueB
σσσ

σσσ  

Cette structure reflète le fait que la covariance entre les élèves des différentes écoles est nulle et 

on écrit plus généralement : 

( ) ( )
( ) ( )⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

+
=

2
2

2
2

3
2

3
2

0

0

IJ

IJ
V

eu

eu

σσ

σσ
 

 
Où )(kI est la )( kk × -matrice unité et )(kJ est la )( kk × -matrice de 1 

Dans le cas classique de la régression linéaire à un niveau 2
uσ est nulle ce qui réduit 

cette matrice à la forme standard I2σ où 2σ est la seule variance résiduelle et I la matrice 

unité de dimension n , n étant le nombre total d’unités de niveau 1. 

 
4. Modèle linéaire à deux niveaux à plusieurs variables explicatives  
 

La partie fixe du modèle (2.8) peut contenir d’autres variables explicatives : 

( )                                                        0110
2

1100 ijijjj
p

h
hijhijij exuuxxxy +++++= ∑

=
βββ  

Ou bien : 
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ijij
h

hijhjijij zezuXy 00
1

0
++= ∑

=
β                                                               (2.12) 

où on utilise de nouvelles variables explicatives dans la partie aléatoire du modèle et on écrit plus 

généralement : 

{ }
{ }
{ }ijxZ

Z
ZZZ

11

0

10
1

,

=
=
=

C’est-à-dire un vecteur de 1 

   
Remarques  
 

1. Dans la partie aléatoire du modèle, les variables explicatives sont souvent un sous 

ensemble de celles de la partie fixe.   

2. Dans le modèle (2.12), la variable possède un coefficient aléatoire au niveau 2. Notons 

qu’il faut distinguer entre la matrice de variance covariance de la variable dépendante 

donnée en (2.11) et la matrice de variance covariance des coefficients aléatoires. 

Soit 1Ω la matrice de covariance pour l’ensemble des coefficients aléatoires de niveau 1, dans le 

cas de notre modèle 2
01 eσ=Ω  . 

Soit 2Ω la matrice de covariance de l’intercept ju0 et le slope ju1  qui sont aléatoire au niveau 2 : 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=Ω 2

001

01
2
0

2
uu

uu
σσ
σσ

 

 
On notera l’ensemble de matrices de covariance des coefficients aléatoires { }iΩ=Ω . 
 
Cas particulier  
Dans un modèle à deux niveaux et pour une unité j de deuxième niveau qui contient deux unités de 

niveau 1, la matrice de covariance de la variable dépendante y est : 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
CB
BA

 

Oú:   
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( )
2
0

2
2

2
1201

2
0

21
2
12101

2
0

2
0

2
1

2
1101

2
0

2

2

ejujuu

jjujjuu

ejujuu

xxC

xxxxB

xxA

σσσσ

σσσ

σσσσ

+++=

+++=

+++=

 

Preuve  
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2
0

2
1

2
1101

2
0

11001110

011101

2                           

,2                           

/

ejujuu

jjjjjjj

jjjjj

xx

xuuCoveVarxuVaruVar

exuuVaryVarA

σσσσ

β

+++=

+++=

++==

 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )CAT

yVaryVaryyVaryyCovB jjjjjj

−−=

−−+==

1

212121

2
1                              

2
1,

 

( ) ( )( )
( ) ( )( )jjjjeeujju

jjjjjjjj

xxuuCovxx

eexxuuVaryyVarT

2110
2
0

2
0

2
1

2
21

2
0

02012110211

,22 4    

2

++++++=

++++=+=

σσσσ
 

( ) ( ) 0121
2
0

2
1

2
21

2
0 2.22 4    ujjeujju xxxx σσσσ +++++=      
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2
0

2
2

2
1201

2
0

21002210

022102

2                           

,2                           

/

ejujuu

jjjjjjj

jjjjj

xx

xuuCoveVarxuVaruVar

exuuVaryVarC

σσσσ

β

+++=

+++=

++==

 

D’où on peut calculer B : 

( ) ( )[
]2

0
2
2

2
1101101

2
0

2
0

2
1

2
1

101
2
00121

2
0

2
1

2
21

2
0

22      

242 4
2
1 B   

ejujujuueju

juuujjeujju

xxxx

xxxxx

σσσσσσσ

σσσσσσ

−−−−−−−

−−+++++=
 

      
( )[ ]
( )    

 222
2
1  

21
2
12101

2
0

2
1210121

2
0

jjujjuu

ujjujju

xxxx

xxxx

σσσ

σσσ

+++=

+++=
 

 
Étant donné : 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Ω

Ω
+Ω=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

1

1
2

t
jj XX

CB
BA

 

 Tel que : 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

j

j
j x

x
X

2

1
1
1

     
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=Ω 2

001

01
2
0

2
uu

uu
σσ
σσ

       et     2
0e1 σ=Ω  
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5. Structure générale d’un modèle linéaire à deux niveaux  
 
Soit la structure générale d’un modèle à deux niveaux suivante : 

EXY += β                                                                                                             (2.13) 

Où : 

{ }
{ } { }pijijijijij

ij

xxxXXX

yY

,,,   10 …==

=
 

j  : L’indice de l’unité de niveau deux  .,,1 nj …=   

 i  : L’indice de l’unité de premier niveau, pour  chaque valeur de j  , i  varie de 1 à  jn ( jn  étant le 

nombre d’unités de premier niveau dans la  j  ème unité de niveau deux).  

 p : Le nombre de variables explicatives dans la partie fixe du modèle. 

 E  est la partie aléatoire du modèle qu’on peut exprimer par : 

{ } )2()1(
21            , jijijij eeeeEEE +==+=  

1E  et 2E : sont deux matrices de résidus respectivement de premier et deuxième niveau. 

Où : 

eZeeZe hj

q

h
hijhij

q

h
hijij

)2(
2

0

)2()2(
j

)1(
1

0

)1()1(     ∑∑
==

==  

 )1(
ije représente la partie aléatoire au premier niveau; 1q  représente le nombre de variables 

explicatives à coefficients aléatoires au premier niveau. 
)2(

je représente la partie aléatoire au deuxième niveau; 2q  représente le nombre de variables 

explicatives à coefficients aléatoires au deuxième niveau. 

On re note )1(
ije par ije  et )2(

je par ju , ce qui permet d’écrire la partie aléatoire du modèle sous la 

forme matricielle suivante : 

eZuZE )1()2( +=  

D’où la forme matricielle du modèle (2.13) 

eZuZXY )1()2( ++= β                                                                                               (2.14) 

 

 

 



Chapitre 2 : Modèle multi-niveaux de régression linéaire 

45 

Sous les hypothèses : 

( ) ( )
( ) ( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+==

==
==

)2(2)1(2221

)2(22)1(21

21

      0

ar          ,
,0     ,0

VVVEEE

VEVVEVar
EEEE

t

 

Remarques : 

Dans le modèle (2.14) : 

 X  est la matrice des variables explicatives de la partie fixe. 

( )2Z est la matrice des variables explicatives de la partie aléatoire ayant des coefficients aléatoires 

au deuxième niveau. 

( )1Z est la matrice des variables explicatives de la partie aléatoire ayant des coefficients aléatoires 

au premier niveau. 

( ) 0'
21 =EEE  indique que les coefficients aléatoires du premier niveau sont indépendants de ceux 

du deuxième niveau. 

Structure de la variance de la variable dépendante   

-Les résidus de premier niveau sont supposés indépendants, )1(2V est donc une matrice diagonale où 

son élément  ij  est : 

( )(1) (1) (1)2
e ( )( ) ,       .

t

ij
ij eij ij heVar e Z Z Cov eσ= = Ω Ω =  

-Les résidus du deuxième niveau sont indépendants sur l’ensemble des unités de deuxième niveau, 

leur matrice de covariance ( )22V  est une matrice diagonale par bloc dont le  j  ème bloc est défini 

par : 

 (2) (2)
2(2)  ,t

j uj jV Z Z= Ω              ( )(2)
2 ( ) .hCov eΩ =  

Le j ème bloc de la matrice est alors donné par : 

2
2 2(2) .

ij
j i jeV Vσ= ⊕ +  

Où ⊕ est l’opérateur somme directe  

Remarque  

D’après les notations utilisées dans la définition du modèle (2.12) ; la matrice ( ) jV 22  est une 

matrices ( )jj nn × . 
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Chapitre 3 

 
ESTIMATION D’UN MODÈLE DE 

RÉGRESSION LINÉAIRE À DEUX 
NIVEAUX PAR LA MÉTHODE 

ITÉRATIVE DES MOINDRES CARRÉS 
GÉNÉRALISÉE. 

 
 

 
 
 
 
 
 Introduction   

 
Ce chapitre sera consacré à l’étude de la méthode d’estimation d’un modèle de régression 

linéaire à deux niveaux, cette méthode, dite méthode itérative des moindres carrés généralisée a le 

principe suivant : 

À chaque itération, on estime d’abord les paramètres fixes c'est-à-dire qu’on va considérer qu’on 

n’a qu’un seul terme résiduel ; une fois ce terme estimé, on construit un modèle de régression 

linéaire en prenant les résidus estimés comme les observations d’une variable dépendante. Estimer 

le modèle ainsi obtenu donnera les estimateurs de variances et des covariances des erreurs des 

deux niveaux, on estime les paramètres fixes en utilisant ces variances et ces covariances ; ce qui 

produit un cycle itératif de la méthode. 

Il est à noter que chaque modèle sera estimé par la méthode des Moindres Carrés Généralisée 

(MCG), sauf pour la première itération où on estimera les paramètres fixes de la méthode des 

Moindres Carrés Ordinaires (MCO), car on ne dispose pas des variances. Avant de voir plus en 

détails cette méthode sur un cas particulier, voici quelques définitions utiles (Intrilligator,  et al.) 
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Définition  Produit de Kronecker   
Le produit de Kronecker d’une matrice par une matrice, multiplie chaque élément de la matrice à 

gauche par toute la matrice de droite. Ainsi : 

 
Soit A  une matrice ( )nm×  et  B  une matrice ( )qp× ; le produit de Kronecker est donné par: 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⊗

BaBaBa

BaBaBa
BaBaBa

BA

mnmm

n

n

…
####

…
…

21

22221

11211

 

 
Le résultat est une matrice ( )nqmp× . 
 
Propriété du produit de Kronecker de deux matrices  

• ( ) BABA ′⊗′=′⊗  
• ( ) ( ) ( )CBCACBA ⊗+⊗=⊗+  
• ( ) ( ) ( )CABACBA ⊗+⊗=+⊗  
• ( )( ) BDACDCBA ⊗=⊗⊗  

• ( ) 111 −−− ⊗=⊗ BABA  Si   A  et  B sont carrées et non singulières. 
 
Définition  L’opérateur Vec 
 
Soit  ( )1 2, , , pA a a a= …  une matrice ( )pn×  (c’est-à-dire ia  est un n vecteur colonne 

pi ,,1…=   . 
 
On définit un vecteur de dimension np  : 
 

 ( )

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

pa

a
a

AVec #
2

1

 

 
Ainsi, { }ijyy =  peut être noté ( )myyyy ,,, 21 …=  ; 

où jy est un vecteur colonne de dimension jn  

( )jnjjj j
yyyy ,,, 21 …=  
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On définit  ( )
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

my

y
y

yVecY
#
2

1

 

 

Y est alors un vecteur colonne de dimension ∑
=

=
m

j
jnN

1
 de matrice de variance covariance  V . 

 
De façon analogue, pour { }ijxx =  on définit le N vecteur colonne : 

( )
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mx

x
x

xVec
#
2

1

 

où jx est un vecteur colonne de dimension jn ; .,1 mj …=  
 
Soit N1  un N  vecteur colonne de 1 et soit ( )( )xVecX N ,1=  une matrice  ( ).2×N  
 
Cette dernière matrice X  ; la matrice plan d’expérience, et le vecteur (variable dépendante) Y  

seront utilisés pour estimer les paramètres fixes du modèle. 
 
1. Méthode Itérative des Moindres Carrés Généralisée : IMCG 
 
Soit le modèle de régression linéaire simple à deux niveaux : 
 

ijjijij euxy +++= 10 ββ                                                                 (3.1) 
 
Où i et j indiquent l’unité de 1er et 2ème niveau respectivement. 
 
Sous les hypothèses suivantes : 
 

( )
( )

( )
( )

2

2

0,

, 0  si 

  0,

, 0 

ij e

ij ik

j u

ij j

e N

Cov e e j k

u N

Cov e u

σ

σ

⎧
⎪
⎪

= ≠⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ =⎩

∼

∼
 

 
Un tel modèle est appelé modèle des composants de la variance. 
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Soit m  le nombre total d’unités de niveau 2 et jn  le nombre d’unités de niveau 1 dans la jème 

unité de niveau 2 ; le nombre total d’unités de niveau 1 est ∑
=

=
m

j
jnN

1
  

 
La matrice de variance covariance de la variable dépendante est donné par : 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

Vm

V
V

V

0

0

2

1

%
 

 
où chaque bloc  jujej IJV 22 σσ +=  
 

jJ  est la ( )jj nn ×  matrice de 1 

jI est la ( )jj nn ×   matrice unité 
 
La matrice V  est de dimension ( )NN × . 
 
Estimation des paramètres  
Supposons qu’on connaît les variances 2

eσ et 2
uσ  , on peut alors construire V et appliquer la 

méthode MCG pour estimer les paramètres fixes du modèle (3.1) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

1

0
ˆ
ˆˆ
β
ββ . 

On suppose que dans (3.1), on a un seul terme d’erreur R, ce qui permet de l’écrire sous la 

forme : 

RXy += β  

Connaissant V, l’estimateur du MCG du paramètre β  est : 

( ) yVXXVX 111ˆ −−− ′′=β                                                                            (3.2) 

À partir de cet estimateur, on calcule les résidus : 

ijijij xyy 10 ˆˆ~ ββ −−=  

Remarque  

Chaque ijy~ est un estimateur de jij ue + . Le N  vecteur des résidus est noté { }ijyy ~~ = , si on 
forme la matrice yy ′~~ on voit simplement que c’est un estimateur est V. 

Cas particulier  

Reprenons le cas particulier du chapitre II où l’on  a 
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( )

11

21

31

12

22

y
y

Vec y y
y
y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( )21
~,~~ yyy =  

tel que : 

( )
( )′=

′=

22122

3121111
~,~~

~,~,~~

yyy

yyyy
   

On a 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=′
2
3121311131

3121
2
211121

31112111
2
11

11
~~~~~

~~~~~
~~~~~

~~

yyyyy
yyyyy
yyyyy

yy   

qui est estimateur de 1V et  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=′ 2

221222

2212
2
12

22 ~~~
~~~~~

yyy
yyyyy  

qui est estimateur de 2V  

Rappelons que  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1
0

0
V

V
V  

Si on construit ( )yyVec ′~~ , on obtient un vecteur colonne de dimension 1323 22 =+  qui est le 

suivant : 

( )
( )
( )⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

′

′

=′

22

11

~~

~~
~~

yyVec

yyVec
yyVec  

De même  ( )
( )

( )⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
=

2

1

VVec

VVec
VVec  qui est aussi un  vecteur colonne  de dimension 1323 22 =+  et 

son  estimateur est ( )yyVec ′~~ . 
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Dans le cas général, la relation entre ces deux vecteurs peut être exprimée par le modèle de 

régression linéaire suivant : 

RR

y

yy

y

eu

ue

u

ue

nm

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1

0
1

1

1
1

~

~~

~

22

22

2

22

2

2111

2
11

#
#
#

#
#
#

#

# σσ

σσ

σ
σσ

                                                    (3.3) 

Où R est le vecteur des résidus. 

En (3.3), le côté gauche est évidemment le vecteur dépendant du modèle et  le côté droit deux 

variables explicatives avec les deux coefficients 22 et  ue σσ  qui sont à estimer. 

Remarque  

Le vecteur ( )yyVec ′~~ qui correspond au modèle (3.1) peut être écrit sous la forme : 

( )

( )
( )

( )⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

′

′
′

=′=

mm yyVec

yyVec
yyVec

yyVecy

~~

~~
~~

~~~
22

11

#  

Il est de dimension ∑
=

=
m

j
jnD

1

2  

De même ( )VVec  peut aussi être écrit sous la forme : 

( )

( )
( )

( )⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mVVec

VVec
VVec

VVec
#
#

2

1

 

Il est  aussi de dimension ∑
=

=
m

j
jnD

1

2  
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Cette notation nous permet d’expliquer comment obtenir les deux vecteurs variables explicatives 

du modèle (3.3) ; en effet le premier vecteur qui a 2
uσ comme coefficient est obtenu par : 

( )( )
( )( )

( )( )

1

2

,

m

Vec J

Vec J

J

Vec J

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

#
#

 

Il est de dimension D . 

Le deuxième vecteur est aussi de dimension D , il est obtenu en superposant les vec des matrices 

identité ( ) ( ) ( )mIII ,,, 21 …  c'est-à-dire  

( )( )
( )( )

( )( )

1

2

.

m

Vec I

Vec I

I

Vec I

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

#
#

 

L’estimation du modèle (3.3) nécessite l’application de la méthode MCG en utilisant la matrice 

des covariances estimée du vecteur  ( )yyVec ′~~  qui sous hypothèse de normalité est 

( )112 −− ⊗=Σ VV    [Goldstein, H (1996)] 

Le modèle (3.3) peut être écrit sous la forme suivante : 

RZ

RIJy eu

+=

++=
∗θ

σσ

   

~ 22
 

Où ( )IJZ ,=∗  une matrice ( )D×2  et ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= 2

2

e

u
σ
σθ . 

L’estimateur de MCG du paramètre θ  est : 

1
1 1ˆ ˆ ˆ .Z Z Z yθ

−
∗ − ∗ ∗ −′⎛ ⎞= Σ Σ⎜ ⎟

⎝ ⎠
�                                                 (3.4) 
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En utilisant ces estimateurs, on peut construire la matrice V̂ et reprendre (3.2) pour calculer de 

nouveaux estimateurs des paramètres fixes ; on alterne alors entre l’estimation des paramètres 

fixes en (3.2) et les paramètres aléatoires (3.4) jusqu’à ce que la procédure converge. C'est-à-dire 

que  les estimateurs de tous les paramètres ne changent plus de valeurs d’une itération à une autre. 

Remarque  La procédure d’estimation est itérative, on doit commencer par le calcul de β̂  par 

(3.2), et comme on ne dispose pas de la matrice V à la 1ère itération  on  commence usuellement 

par des estimateurs raisonnables des paramètres fixes, ceux-ci sont obtenus par la méthode des 

MCO. 

Estimation des résidus  

Dans un modèle à un niveau, l’estimateur du terme résiduel est justement iii yyy ˆ~ −= , 

cependant dans un modèle multi-niveaux on a plusieurs résidus à plusieurs niveaux. Dans ce qui 

suit on ne considérera que l’estimation des résidus individuels (C'est-à-dire que chaque résidu sera 

estimé individuellement). 

Étant donné les estimateurs des paramètres d’un modèle  des composants de la variance à deux 

niveaux, pour chaque unité de deuxième niveau on estime ju par : 

( )ˆ ˆˆ / , , .j ju E u y β= Ω                                                                       (3.5) 

Si on néglige la variation des estimateurs de (3.5), c'est-à-dire qu’on considère qu’ils sont fixes 

et non aléatoires on obtient : 

( ) ( )
( ) ( )
( )

2

2

2 2

, ,

, ,

.

ij j j u

ij ij ij e

ij u e

Cov y u Var u

Cov y e Var e

Var y

σ

σ

σ σ

= =

= =

= +

�

�

�

                                                        (3.6) 

On considère (3.5) comme une régression linéaire de ju sur l’ensemble des { }ijy (pour la jème 

unité de 2ème niveau), et  (3.6) nous permet d’estimer les coefficients de la régression et delà jû  . 

on obtient : 
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2

2 2

1

ˆ ,

ˆ ˆ ,

.

j

j u
j j

j u e

ij ij j
n

ij
i

j
j

n
u y

n

e y u

y
y

n

σ

σ σ

=

=
+

= −

=
∑

�

�

�
�

                                                                           (3.7) 

2. Généralisation de la méthode IMCG  

Pour un modèle linéaire à deux niveaux : 

( ) ( )eZuZXy 12 ++= β   

 

Etape N˚1   Calcul des estimateurs des paramètres fixes. 

( ) yVXXVX 11ˆ −− ′′=β                                                                          (3.8) 

Etape N˚2 

On calcule le vecteur β̂~  ,~~ Xyyyyy −=′=∗  

On sait que ( ) VyE =∗  

On construit ( )∗∗∗ = yVecy  

Etape N˚3 

∗∗y peut être utilisée comme variable dépendante dans un modèle de régression linéaire 

invoquant les paramètres aléatoires c'est-à-dire les éléments de uΩ et eΩ et on obtient le modèle 

suivant : 

( ) θ∗∗∗ = ZyE                          ( ) VVyVar ⊗=∗∗           

Où ∗Z est la matrice plan d’expérience, et θ  le vecteur contenant les éléments de uΩ et eΩ à 

estimer. 

Remarque  
Un exemple d’une telle matrice plan d’expérience ∗Z est donné par celle concernant le modèle 

(3.3) à savoir ( )IJZ ,=∗ . 

L’estimateur des MCG pour θ  est  

VVVyVZZVZ ⊗=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∗∗∗−∗∗′∗−∗∗′ où                       ˆ 11

θ                      (3.9) 
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La procédure itère entre (3.9) et (3.8) [Goldstein, H (1996)]. À la première itération on considère 

les estimateurs des moindres carrés ordinaires des paramètres fixes.  

La matrice de covariance de θ̂ est : 

( )
11

2ˆ
−

∗−∗∗′ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ZVZCov θ  

En effet 

( )

( )                    Cov            

   ˆ

1-1111

11

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∗−∗∗′∗−∗∗∗−∗∗′∗−∗∗′

∗∗−∗∗′∗−∗∗′

ZVZZVyVZZVZ

yVZZVZCovCov θ

 

On a  

( ) yyyyVecy ~~~~ ⊗=′=∗∗  

D’après Searle et al (1992); on a ( ) ( )( )NSIVVyyCov +⊗=⊗ ~~  où ( ) ∗=⊗ VVV et NS  est le Vec 

de la matrice de permutation Goldstein, H et Rasbash, J (1992) : 

Soit une matrice A symétrique et ( ) :AVecZ =∗   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )111111 −−−−−∗∗ =⊗=⊗=
−

AVVVecAVecVVAVecVVZV  

11 −− AVV est symétrique; et ∗∗∗∗ −−
= ZVZVSN

11
 

En remplaçant dans l’expression de ( )θ̂Cov et on obtient ( )
11

2ˆ
−

∗−∗∗′ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ZVZCov θ   c.q.f.d
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Chapitre 4 
L'ESTIMATION D'UN MODELE DE 
REGRESSION LINEAIRE MULTI-

NIVEAUX PAR LA METHODE 
ITERATIVE DE BOOTSTRAP 

Introduction 

La méthode de Bootstrap est introduite en 1979 comme une méthode basée sur le calcul 

machine. Elle a l'avantage d'être complètement automatique, l'estimation d'un paramètre θ  par la 

méthode de Bootstrap ne nécessite aucun calcul théorique et est applicable quelque soit la 

complexité du calcul deθ . Les méthodes de Bootstrap dépendent de la notion d'échantillonnage de 

Bootstrap. 

1. L'échantillon de Bootstrap   Efron, B and Tibshirani, R. J(1993) 

A partir d'un échantillon aléatoire ( )nxxxX ,....,, 21=  issu d’une fonction de distribution F

inconnue on veut estimer un paramètre ( )Ft=θ sur la base de X , soit ( )Xs=θ̂ cet estimateur.  

1.1 Définition 

Soit F̂ la distribution empirique donnant une probabilité n/1 pour chaque valeur observée

nixi ,,1   , …= . Un échantillon de Bootstrap ∗X est un échantillon aléatoire de taille n obtenue à 

partir de F̂  tel que: 

  

( )
( )**

2
*
1

**
2

*
1

,,ˆ
1) (4.                  ,,

n

n

xxxF

xxxX

…

…

→

=∗
 

 

 Le symbole * indique que ∗X n'est pas l'ensemble des données X  mais une version randomisée 

de X . 
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Il y a une autre façon de voir l'échantillon (4.1); les valeurs ( )  ,, **
2

*
1 nxxx … forment un 

échantillon aléatoire de taille n, obtenu, avec remplacement à partir d'une population de n objets 

( )nxxx ,....,, 21  ainsi on peut avoir: 11231241 ,,  , , xxxxxxxx n ==== ∗∗∗∗ … .  

Un échantillon de Bootstrap ( )  ,, **
2

*
1 nxxx … consiste en des éléments de l'ensemble de données 

initial ( )nxxx ,....,, 21 ; certains de ces éléments n'apparaissent aucune fois, d'autres apparaissent 

une fois ,d'autres deux fois etc.… 

1.2   Comment obtenir un échantillon de Bootstrap? 

Simuler des entiers niii ,,, 21 … chacun d'eux est compris entre 1 et n avec une probabilité 1/n, 

l'échantillon de Bootstrap est l'ensemble de valeurs de l'ensemble des données X  tel que: 

 (4.2)                      ,,  , ,
321 321 niniii xxxxxxxx ==== ∗∗∗∗ …  

Une méthode d'estimation par Bootstrap utilise plusieurs échantillons indépendants obtenus de 

cette façon. 

1.3  Application  L'estimation de l'erreur standard par la méthode de Bootstrap 

A partir d'un échantillon aléatoire ( )nxxxX ,....,, 21= d'une fonction de distribution F

inconnue on veut estimer un paramètre ( )Ft=θ sur la base de X , dans ce but on calcule 

l'estimateur ( )Xs=θ̂  . Par la méthode de Bootstrap, on peut estimer l'erreur standard ie )ˆ(θFse  ce 

qui permet de mesurer la précision de θ̂  

On note par ∗θ̂ , la réplication de Bootstrap (Bootstrap replicate) de θ̂  associée à l'échantillon ∗X , 

on a: 

 

 (4.3)                    )(ˆ ∗∗ = Xsθ  

 

      )( ∗Xs Est obtenue en appliquant la même fonction s(.) à  ∗X comme appliquée à X . 

Exemple 

Si )(Xs est la moyenne de l'échantillon alors   )( ∗Xs est la moyenne des données de Bootstrap  

  /)(
1
∑
=

∗∗∗ ==
n

i
i nxXXs  
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L'estimation par la méthode de Bootstrap de )ˆ(θFse : l'erreur standard de la statistiqueθ̂ , 

utilise la fonction de distribution empirique F̂ au lieu de la distribution inconnue F ; l'estimateur 

obtenue par cette méthode est noté:       )ˆ(ˆ
∗θFse  

En d'autres termes ; c'est l'erreur standard de θ̂  pour les échantillons aléatoires de taille n obtenus 

en utilisant F̂ .       )ˆ(ˆ
∗θFse  est appelée l'estimateur idéal de Bootstrap de l'erreur type de la 

statistique θ̂ . 

1.3.1 Algorithme de Bootstrap pour estimer l'erreur standard 

Cet algorithme permet d'obtenir une bonne approximation de la valeur numérique de )ˆ(ˆ
∗θFse

: 
Etape N° 1 

Obtenir B échantillons indépendants de Bootstrap 
B

XXX ∗∗∗ ,,,
21
… , chacun est un  

ensemble de valeurs tirées des n valeurs de X  avec remplacement, comme en (4.1) ou (4.2)  
Etape N° 2 

Calculer la réplication correspondant à chaque échantillon : 

 

( ) (4.4)                             ,2,1             )(ˆ BbXsb
b

…== ∗∗θ  

 

 

Etape N° 3 

Estimer l'erreur standard )ˆ(θFse par l'écart type de l'échantillon des B réplications   

[ ]

Bb

Bbes

B

b

B

b
B

/)(ˆ(.)ˆou     

(4.5)                 )1/((.)ˆ)(ˆˆ

1

2/1

1

2

∑

∑

=

∗∗

=

∗∗

=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−=

θθ

θθ
 

Remarque  

La limite de  Bes ˆ  quand B tend vers l'infini  est l'estimateur idéal de Bootstrap de )ˆ(θFse , 

 

( ) (4.6)          ˆlim ˆˆ
∗

∞→
== θFFB

B
sesese  
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Ceci revient à dire que l'écart type empirique approche l'écart type de la population autant que 

le nombre de réplications B est grand; la population ici est la population des B valeurs 

( ) ( ) ∗∗∗∗∗∗ =→= XxxxFXs n…,,ˆou    ˆ 21θ . 

1.3.2 La méthode paramétrique 

L'estimateur idéal de Bootstrap  )ˆ(ˆ
∗θFse et son approximation Bes ˆ sont parfois appelés des 

estimateurs non paramétriques car ils sont basés sur F̂ l'estimateur non paramétrique de F . 

L'estimateur  paramétrique de l'erreur standard est noté: )ˆ(ˆ
∗θ

parFse  

où  parF̂  est un  estimateur de F  tiré d'un modèle  paramétrique; un exemple pour illustrer cette 

idée : au lieu d'estimer F  par la distribution empirique on peut supposer que F   suit une loi 
normale notée NormF̂ , l'estimateur  paramétrique de Bootstrap de l'erreur standard de θ̂  est 

)ˆ(ˆ ˆ
∗θ

NormFes comme dans le cas non paramétrique. Par conséquent, pour approximer  )ˆ(ˆ
∗θ

parFse

on simule B échantillons de taille n à partir de l'estimateur paramétrique parF̂ , 

 

( )∗∗∗→ npar xxxF ,,,ˆ 21 …  . 

 

au lieu d'utiliser des échantillons générés, avec remplacement, à partir de l'ensemble des données 

initial. Par la suite on procède de la même façon étape2/ étape3/de l'algorithme de Bootstrap. 

2.  Estimation d'un modèle de régression linéaire à deux niveaux  Goldstein, H(1998) 

2.1 Principe de la méthode 

Soit un modèle de régression linéaire à deux niveaux, ayant ajusté (estimé) ce modèle et 

obtenu des estimateurs de ses paramètres; le principe de cette méthode est d'utiliser le modèle 

estimé pour simuler un ensemble de données, utiliser ces dernières pour réajuster (ré estimer)  le 

modèle  et obtenir par la suites de nouveaux estimateurs des paramètres appelés les estimateurs de 

Bootstrap. 

On considère le modèle de composants de la variance à deux niveaux 

( ) (4.7)                               ijiijij euXy ++= β  

Considérons d'abord la méthode d'échantillonnage, le processus de simulation d'un échantillon 

de Bootstrap, correspond au mécanisme qui est supposé avoir généré les données. Ceci peut être 

modélisé comme une sélection d'un échantillon aléatoire de résidus des unités de deuxième niveau 
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selon la densité ( )uf  et dans chacune de ces unités, un échantillon de résidus des unités de 

premier niveau. 

2.2 Cas non paramétrique (Comment obtenir une unité complète non paramétrique de 

Bootstrap?)  

2.2.1  Utiliser les données complètes ( )ijij xy ,  

On génère, avec remplacement, un échantillon aléatoire d'unités de deuxième niveau, qu'on 

numérote 1,2,.., B; dans chacune de ces unités on génère, avec remplacement un échantillon 

d'unités de premier niveau, dans les différents échantillons obtenus de cette façon, le nombre total 

d'unités de premier niveau (noté N) ne sera pas le même. Cependant cette procédure permet de 

maintenir la structure des données d'origine. 

Une autre possibilité est de prendre directement un échantillon d'unités de premier niveau, de 

la taille nécessaire et les trier dans leurs unités de deuxième niveau, ceci mène à un nombre 

variable d'unités de deuxième niveau, et dans celles-ci un nombre variable d'unités de premier 

niveau, mais le nombre total d'unités de premier niveau  sera  le même. 

2.2.2 Utiliser les résidus estimés ( )eU ˆ,ˆ  

Par la méthode nom paramétrique, on utilise les résidus estimés après les avoir centré pour 

assurer une moyenne nulle; la procédure suivante conserve la structure de l'échantillon: 

1. Générer avec remplacement les résidus de deuxième niveau : 

   A partir de ( )JuuuU ˆ,...,ˆ,ˆˆ 21= , on obtient l'échantillon de Bootstrap 

( ) ( ) JkJluuuuuuU klllJ J
,..1  ;,..,1         ˆ,..,ˆ,ˆ,..,,

2121 ==== ∗∗∗∗  . 

2.    Pour chaque unité de deuxième niveau, on génère avec remplacement le nombre 

nécessaire de résidus de premier niveau, ces derniers doivent correspondre à l'unité de 

deuxième niveau de Bootstrap et le nombre nécessaire est le nombre d'unités de premier niveau 

dans cette unité de deuxième niveau. 

   On utilise { }
Jjniij

j
e ,..,1;,..,1 ==

  pour générer { }∗ije    

   Pour chaque unité de deuxième niveau  j, on génère: 

 

( )∗∗∗∗ =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= jnjjlililij jjjnjj

eeeeeee ,..,ˆ,..ˆ,ˆ 2121
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Notons que dans certains cas, ceci voudra dire générer plus de résidus de premier niveau qu'il 

n'y a actuellement  de résidus associés à l'unité de deuxième niveau choisie. 

2.2.3 Algorithme itératif de Bootstrap pour l'estimation du modèle 

1. Ajuster le modèle (4.7), calculer l'ensemble des résidus: { }
Jjniij

j
e ,..,1;,..,1
ˆ

==
et { } Jjju ,..,1

ˆ
=

 

2. Générer avec remplacement à partir de ces deux ensembles les deux nouveaux ensembles 

{ }
JjIiij

j
e ,..,1  ;,..,1 ==
∗ et  { }

Jjju ,..,1=
∗ . 

3. L'ensemble des données de Bootstrap est alors ( )ijij xy ,∗  où  

 

∗∗∗ +++= ijjijij euxy 10 ˆˆ ββ  

 

Un grand nombre B d'ensembles de données de Bootstrap est généré, le modèle supposé est ajusté 

à chacun de ces ensembles. Ainsi on obtient B estimateurs de Bootstrap pour chaque paramètre, 

qu'on peut utiliser pour estimer le biais, l'erreur standard, ou les intervalles de confiances. 

 

2.3  Cas  paramétrique 

Algorithme itératif de Bootstrap pour l'estimation du modèle 

Supposons qu'on a ajusté le modèle (4.7) et estimé ses paramètres, la méthode paramétrique de 

Bootstrap simule: 

1. ( ) ( )JjIiNe jeij ,..,1 ;,..,2,1        ˆ,0    2 ==∗ σ  ou 2ˆeσ  est l'estimateur de ( )ije eVar=2σ  obtenu à 

partir des données initiales. 

2.   ( ) ( )JjNu uj ,..,1        ˆ,0    2 =∗ σ   ou  2
uσ̂  est l'estimateur de ( )ju uVar=2σ  obtenu à partir des 

données initiales. 

3. L'ensemble des données de Bootstrap est alors ( ){ } JjIiijij
j

xy ,..,1 ;,..,1,
==

∗  où: 

 ∗∗∗ +++= ijjijij euxy 10 ˆˆ ββ  

3. l'estimation des intervalles de confiance pour les paramètres fixes et aléatoires  

On estime les intervalles de confiance pour les paramètres fixes et aléatoires du modèle des 

composants de la variance (1.3). 
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Comme dans les modèles à un niveau, on peut utiliser les résidus estimés pour vérifier les 

hypothèses du modèle .Les deux hypothèses particulières qui peuvent être étudiées sont celles de 

normalité et que les variances dans le modèle sont constants.  

Quand on construit un intervalle de confiance ou un test d'hypothèse pour chaque paramètre, il 

convient d'utiliser les estimateurs de ces derniers ainsi que les erreurs standards .Cependant dans 

bien des cas ,on s'intéresse à des combinaisons de paramètres, pour les tests  d'hypothèse,ce cas se 

présente pour les variables explicatives groupées :quand n effets sont définis en terme de  (n-1) 

effets et on souhaite tester simultanément si les effets sont nuls. 

3.1. Les intervalles de confiance 

L'estimation de l'écart type  (standard error) est souvent utilisée pour obtenir un intervalle de 
confiance approximé pour un paramètre d'intérêt θ  . 

Supposons un échantillon aléatoire ( )nxxxX ,....,, 21= d'une fonction de distribution F inconnue, 

et soit ( )Ft ˆˆ =θ  un estimateur d'un paramètre d'intérêt ( )Ft=θ  et soit  es ˆ  l'estimateur de l'écart 
type de θ̂ , basé sur les calculs de Bootstrap (par exemple), quand la taille de l'échantillon n 
augmente, la loi de θ̂  tend vers la loi normale:      

( )2ˆ,ˆ esN
n

θθ ⎯⎯ →⎯
∞→

 

Est de façon équivalente: 

( ) (4.8)             1,0
ˆ

ˆ
N

es n
⎯⎯ →⎯

−
∞→

θθ  

Soit ( )αZ  le 100.α  ième percentile de la ( )1,0N , à partir de la table de la normale standard  
Z(.025)= -1.960  et  Z(.975)= 1.960. 

Si on considère le résultat asymptotique (4.8) alors : 

( ) ( ) αθθ αα 21
ˆ

ˆ 1 −=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤
−

≤ −Z
es

ZprobF    qui peut aussi être écrite comme: 

  
( ) ( )[ ]{ } αθθθ αα 21ˆ.ˆ,ˆ.ˆ 1 −=+−∈ − esZesZprobF , 

 

On dit que l'intervalle ( ) ( )[ ]esZesZ ˆ.ˆ,ˆ.-ˆ -1 αα θθ +   est l'intervalle de confiance de niveau 

(coverage probability) α21−  et comme ( ) ( )αα −= 1ZZ  on peut écrire l'intervalle de confiance 
sous la forme: 

( ) esZ ˆ.ˆ -1 αθ ± . 
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3.2. Les intervalles de confiance basés sur le Bootstrap  Efron, B and Tibshirani, R. J(1993) 

3.2.1 IC basé sur la "table" de Bootstrap 

Par la méthode de Bootstrap on peut obtenir des intervalles de confiance précis  sans avoir à 

considérer la tendance asymptotique vers la loi normale. Le principe de la procédure est d'estimer 

la répartition de Z directement à partir des données: on construit une table telle que celle de la 

normale standard ou de Student, mais qui n'est valable que pour notre ensemble de données. Pour 

construire cette table, appelée table de Bootstrap, on génère B échantillons de Bootstrap et pour 

chacun de ces  B échantillons on calcule la version Bootstrap de Z  la table de Bootstrap consiste 

en les percentiles de ces B valeurs. 

Ainsi on génère  B échantillons indépendants de Bootstrap 
B

XXX ∗∗∗ ,,,
21
… , chacun est un  

ensemble de valeurs tirés des n valeurs de X  avec remplacement, comme en (1) ou (2). 

Pour chaque échantillon 
b

X *  on calcule: 

 

( ) ( )
( )bes

bbZ *

*
*

ˆ

ˆ-ˆ θθ
=  

 

Où ( )b*θ̂  est la valeur de θ̂  basé sur l'échantillon 
b

X * et ( )bes *ˆ  l'estimateur de son erreur 

standard. Le percentile α de ( )bZ*  est estimé par la valeur  ( )αt̂ tel que: 

 

( ) ( ){ } αα =≤ BtbZnb /ˆ* . 

 

Par exemple si B=1000, le point 5% estimé est la 50ième plus grande valeur des ( )bZ*  et le point 

95% estimé est la 950ième plus grande valeur des ( )bZ *  enfin l'intervalle de confiance de 
t_Bootstrap est :   

 

( ) ( )( )1ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ. , .t se t seα αθ θ−− −           (4.9) 

Remarques 

1. Si α.B  n'est pas un entier, la procédure suivante peut être utilisée: En supposant 5.≺α , 
soit  ( )[ ]α1+= BK  le plus grand entier ( )α1+≤ B ; les quantiles empiriques  α  et α−1  sont 
respectivement la Kième et la (B+1+K)ième plus larges valeurs des ( )bZ * . Cette procédure est 
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basée sur l'hypothèse que la répartition de la quantité  ( ) esZ ˆˆ θθ −=  est approximativement la 
même pour chaque valeur de θ ; c'est la propriété qui nous permet de construire l'intervalle (4.9). 

2. les IC basés sur les tables de la normale et de Student sont symétriques, ce qui n'est pas le 

cas pour ce de t_Bootstrap. ces derniers sont donc plus longs sur la gauche ou sur la droite. cette 

asymétrie représente une part importante de l'amélioration du niveau de confiance. 

3. cette procédure est très utile et constitue une généralisation intéressante de la méthode 

usuelle de la table de Student. Elle est particulièrement applicable aux: moyenne de l'échantillon, 

médiane, le  percentile (point de pourcentage). 

4. la méthode t_Bootstrap, au moins sous sa forme simple n'est   pas très appropriée dans le 

cas des  problèmes plus généraux, comme l'obtention d'un IC pour le coefficient de corrélation. 

3.2.2 IC basé sur les points de pourcentage 

Définitions 

1. Le point de pourcentage 100α d'une variable aléatoire x est la valeur αz telle que : 
( ) ( ) ααα =−=≥ zFzxP 1   où F est la fonction de répartition de la va x. 

2. La fonction de distribution cumulée G d'une va x est :  

( )
valeursdetotalnble

xvaleursdenblexG     ≤
=  

3. Etant donné B réplications de *θ̂  et Ĝ  la fonction de répartition cumulée de *θ̂ , 
l'intervalle de confiance de niveau ( )%21 α−  est défini par les points de pourcentage α  et ( )α−1  
de Ĝ : 

( ) ( )[ ] ( ) ( )

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=−

−−− αα
θθαα

1**11 ˆ,ˆ1ˆ,ˆ GG  

Par définition ( ) ( )α
θα *1 ˆˆ =−G le point de pourcentage α.100  de la distribution de Bootstrap. 

Comment obtenir cet intervalle de confiance? 

1. Générer B ensembles de données de Bootstrap indépendants: 
B

XXX ∗∗∗ ,,,
21
… . 

2. Pour chaque ensemble BbX
b

,..,2,1   * =  calculer la réplication 

)()(ˆ ** b
Xsb =θ . 

Soit )*(ˆ αθB  le point de pourcentage empirique d'ordre 100.α  des valeurs Bbb ,..,2,1  ),(ˆ* =θ ; 

c'est la valeur n° α.B  de la liste ordonnée des B réplications de *θ̂  ; si  B =2000  et α =0.05; 
)*(ˆ αθB  est la 100ième valeur des réplications. 
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De même, soit  )1*(ˆ αθ −
B  le point de pourcentage empirique d'ordre 100.(1-α ) des valeurs 

Bbb ,..,2,1  ),(ˆ* =θ . 

L'intervalle de confiance de niveau (1-2α ) % est : 

 

[ ])-(1*
B

)(* ˆ     ˆ αα θθB                 (4.10) 

 

si la distribution de Bootstrap des  θ̂  approche la  normale, les intervalles de confiance basés sur 

le point de pourcentage et ceux basés sur la loi normale sont presque les mêmes. Le théorème 

central limit "dit que" quand n tend vers l'infini, l'histogramme de Bootstrap aura une forme 

normale mais quand l'échantillon est de petite taille; l'histogramme est très différent de la normale. 

 Remarques 

1. Si α.B  n'est pas un entier, on utilise la même procédure que dans le cas des intervalles de 
confiance basés sur la table de Bootstrap. 

2. Dans le cas des petits échantillons, les intervalles de confiance basés sur le point de 

pourcentage sont préférés aux intervalles standards; ces derniers nécessitent une transformation 

appropriée du paramètre d’intérêtθ . 

3. La difficulté dans l'estimation des intervalles de confiance standards réside dans le fait 

qu'on doit connaître une transformation différente pour chaque paramètre. La méthode du point de 

pourcentage peut être vu comme un algorithme qui incorpore automatiquement de telles 

transformations. 

Le résultat suivant exprime le fait que la méthode du point de pourcentage connaît toujours la 

transformation appropriée. 

Lemme  

Supposons la transformation ( )θφ ˆˆ m=  qui normalise parfaitement la distribution de θ̂ : 

( )2 , ˆ cN φφ →               (4.11) 

Alors l'intervalle de confiance du paramètre  basé sur le point de pourcentage  θ  est: 

 

[ ( )( ) ( )( )]cZmcZm .ˆ       .ˆ 111 αα φφ −− −−−  

Sous l'hypothèse que ( )θφ ˆˆ m=  et ( )θφ m=  satisfont (4.11); ce lemme montre   que la méthode 
de point de pourcentage transforment correctement les  bornes de l'intervalle de confiance. 
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la méthode de point de pourcentage utilise ( )α1ˆ −G  comme borne inférieure et  ( )α−− 1ˆ 1G  
comme borne supérieure de l'intervalle de confiance. L'approche t_Bootstrap estime la distribution 
d'un pivot ( ) esZ ˆˆ θθ −=  puis inverse ce pivot pour obtenir un intervalle de confiance. Si on utilise 
cette approche pour obtenir un intervalle de confiance basé sur θθ −ˆ , ainsi le dénominateur du 
pivot =1, on obtiendra l'intervalle : 

 

[ ( ) [ ( )]αθαθ 11 ˆˆ2  ,  1ˆˆ2 −− −−− GG  

 

il y a d'autres façons par lesquelles les intervalles standards peuvent échouer, en outre, la non 
normalité, par exemple θ̂  peut être biaisé, mais suit la normale, ainsi : 

 

( ) ês , biaisˆ 2+→ θθ N         (4.12) 

 

dans quel cas, aucune autre transformation ne peut être appropriée, on introduit dans ce qui suit 

une extension de cette méthode de point de pourcentage qui prend en considération le biais et les 

transformations et une autre extension permettant à l'erreur standard de (4.12) de varier avec θ , 

cette extension a un avantage théorique très important. 

Un des principaux objectifs de la théorie de Bootstrap, est de produire automatiquement de 

"bons" intervalles de confiance, c à d des intervalles de confiance qui approchent le plus les 

intervalles de confiance exacts dans   le cas où  la théorie statistique mène à une réponse exacte, et 

donnent des niveaux de confiance (coverage probability) précis dans tous les cas ; cependant, 

aucune des deux méthodes introduites ne satisfait ces critères. 

On introduit une version améliorée de la méthode de point de pourcentage appelée BCa 

abréviation de (bias corrected and accelerated ) . Les intervalles BCa sont une amélioration 

substantielle de la méthode du point de pourcentage en théorie et en pratique. 

3.2.3 La méthode BCa 

Soit ( )αθ *ˆ  le point de pourcentage d'ordre 100.α  des B réplications de Bootstrap 
( ) ( ) ( )B*** ˆ ......., ,2ˆ ,1ˆ θθθ . L'intervalle de point de pourcentage de niveau de confiance 1-2α  est 

directement obtenu : 

 
( )( ( ) )αα θθ −= 1** ˆ,ˆppI  
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Exemple 

Si B=2000 et α =.05 l'intervalle de confiance est :  ( )( ( ) )95.*05.* ˆ,ˆ θθ=ppI  où ( )05.*θ̂  est la 

100ième valeur de la liste ordonnée des ( ) 1,..,2000b ,ˆ* =bθ  et ( )95.*θ̂   la 1900ième valeur dans cette 
même liste. 

 

Les bornes d'un intervalle de confiance BCa sont aussi données par les points de pourcentage, 
ceux-ci dépendent de deux nombres:  

− â  appelé accélération  

−  0ẑ appelé correction du biais.  

Définition d'un intervalle de confiance BCa 

Un intervalle BCa de niveau de confiance  1-2α est donné par: 

 

BCa= ( )( ( ) )2*1* ˆ  ,ˆ αα θθ  

Où: 
( )
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où ( ).Φ  est la distribution cumulée de la normale standard et ( )αz  est le point de pourcentage 
100.α  de la distribution de la N(0, 1). 

Remarque 

Le cas où  â =0 et  0ẑ =0 nous ramène à intervalle de point de pourcentage. 

Comment calculer 0ẑ et â ? 

La correction du biais est directement obtenue à partir de la proportion des réplications de 
Bootstrap inférieures à l'estimateur d'origineθ̂ , 

 

( ){ }
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Φ= −

B
bz θθ ˆˆ#ˆ

*
1

0
≺          (4.13) 

 

Où ( ).1−Φ  est la fonction inverse de la fonction de distribution de la N(0, 1). 
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Remarque 
On obtient 0ẑ =0 si exactement la moitié des  valeurs ( )b*θ̂ sont inférieures ou égales àθ̂ . 

La façon  la plus facile à expliquer pour calculer â est donnée en termes des valeurs de Jacknife 
d'une statistique )(ˆ Xs=θ ;  

Soit )(iX , l'échantillon d'origine X  en omettant le point ix , 

Soit )(ˆ )()( ii Xs=θ  

Et on définit n
n

i
i /ˆˆ

1
)((.) ∑

=
= θθ ; 

Une simple expression pour l'accélération est: 

(4.13)               

)ˆˆ(6

)ˆˆ(
ˆ

2/3

1

2
)((.)

1

3
)((.)

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−

−
=

∑

∑

=

=

n

i
i

n

i
i

a

θθ

θθ
 

3.3. Les intervalles de confiance pour les paramètres d'un modèle multi-niveaux 

3. 3.1 Les paramètres fixes  Goldstein,H (1996) 

Soit C la matrice des contraintes )( pr × , elle est utilisée pour former les fonctions linéairement 

indépendantes des p paramètres fixes du modèle. On aura βCf =  telle que chaque ligne de C 

définit une fonction linéaire particulière .Les paramètres qui ne sont pas concernés par le test ont 

l'ensemble des éléments correspondants nuls. 

Supposons qu’on a à tester l’hypothèse   H0 : f=k, on construit alors 

  

( ) ( )[ ]( ) β̂ˆ        ˆ ˆˆ 1 CfkfCXVXCkfR ttt
=−−= −  

 

Sous l’hypothèse nulle 2
rR χ⎯→⎯ . 

Notons que XVX t 1ˆ − est l’estimateur de la matrice de covariance des coefficients fixes. Le 

test est alors fait en comparant R calculé  aux valeurs critiques de   2
,αχr . 

On peut aussi obtenir une région de confiance des paramètres fixes :  

( ) ( )[ ]( )        ˆ ˆˆˆ 1 ffCXVXCffR ttt
−−= −  

  loi de %  taillederégion  une 2
rχα  
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Ceci produira une fonction quadratique des coefficients estimés, formant une région 

ellipsoïdale de dimension r. si on s’intéresse à des intervalles de confiance séparés pour toutes les 

fonctions linéaires possibles invoquant q paramètres ou q fonctions linéaires indépendantes des 

paramètres. Pour un intervalle de (1-α)%, soit  Ci la i ème ligne de C ; l’intervalle simultané pour 

Ciβ est donné par : 

( ) ( ) 2/1
2
,

11ˆ       ˆ,ˆ
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=+−

−−
αχββ q

t
i

t
iiiiii CXVXCdoudCdC  

3.3.2 Les paramètres aléatoires  Goldstein,H (1996) 

On utilisera les hypothèses initiales concernant les lois, à partir des lois supposées normales ; on 

simule des valeurs pour obtenir des ensembles d’estimateurs de Bootstrap. 

En effet, pour générer un échantillon par la méthode de Bootstrap, on procède comme suit : 

A partir de ),0( 2
uN σ , on génère un ensemble de valeurs *

ju , et à partir de ),0( 2
eN σ , on génère 

un ensemble de valeurs *
ije ,et qu’on additionne à ijX )( β  ; ce qui donnera un ensemble de pseudo 

valeurs *
ijy qui sera traité comme un ensemble de variables dépendantes  et à partir desquelles on 

peut obtenir un nouvel ensemble de valeurs ** 22* ˆ,ˆ,ˆ eu σσβ  

Une fois l’ensemble des valeurs de Bootstrap est obtenu, on peut l’utiliser pour estimer les 

matrices de variances et de covariance des paramètres ou les erreurs standards, et sous 

l’hypothèses de normalités on peut aussi obtenir des intervalles de confiance pour ces estimateurs 

ou pour des fonctions de ces derniers 

La méthode non paramétrique consiste à utiliser les percentiles (point de pourcentage) de 

l’ensemble des valeurs empiriques de Bootstrap ; quand la valeur de la médiane d’un paramètre ou 

d’une fonction de paramètres dévie de l’estimateur du paramètre, une procédure de correction doit 

être utilisée. 

3.3.3.Les résidus  

Ces résidus peuvent avoir deux rôles, leur interprétation de base est comme des variables 

aléatoires avec une distribution dont les valeurs des paramètres expliquent la variation au niveau 

des unités de deuxième niveau et qui produit des estimateurs efficaces pour les coefficients fixes 

.La seconde interprétation est comme des estimateurs individuels pour chaque unité de niveau 2 ou 

on utilise l'hypothèse qu'elles appartiennent à une population d'unités. En particulier, pour les 
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unités qui ont un petit nombre d'unités de niveau 1 on peut obtenir des estimateurs plus précis que 

si on ignore l'appartenance à une population et on utilise seulement l'information tirée de ces unités 

Ceci devient important pour les estimateurs des résidus et des coefficients aléatoires et dans le 

cas extrême d'une seule unité de niveau 1 dans chaque unité de niveau 2, on manque alors 

d'information pour calculer un estimateur indépendant. 

Pour obtenir des estimateurs de Bootstrap pour les résidus de 2ème niveau, on procède comme 

suit : 

Pour chaque échantillon de Bootstrap on estime aussi  les résidus *ˆ ju ; ainsi pour estimer la 

variance « comparative » des résidus pour chaque unité de niveau 2, on utilise *** ˆ~
jjj uuu −= pour 

estimer la variance ou la matrice de covariance dans le cas où il existe plusieurs paramètres 

aléatoires. On peut aussi les utiliser pour construire des intervalles de confiance non paramétrique. 
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Implémentation dans le cas du modèle des composants de la variance à deux 
niveaux  

On utilisera comme illustration le modèle des composants de la variance à deux niveaux et 

l’ensemble des données Aitkin et Longford (1986);  

( ) ijjijij euXy ++= β  

L’implémentation informatique des méthodes d’estimation du modèle des composants de la 

variance à deux niveaux : 

• La méthode itérative des moindres carrés généralisée IMCG 

• La méthode paramétrique de Bootstrap 

• La méthode non paramétrique de Bootstrap 

a été réalisée en langage MATLAB 7.0 sous WINDOWS XP Edition familiale Version2002, le 

matériel utilisé est un TOSHIBA Guenuine Intel CPU à 1.66GHz, 0.99Go de RAM . 

Les données sont des notes obtenues par 864 étudiants de 16 établissements polyvalents 

d’enseignement secondaires (Secondary comprehensive school); ces 16 établissements sont sous 

une seule tutelle appelée English local education authority (LEA). La variable réponse est une note 

d’examen de chaque étudiant; chaque étudiant a des notes pour chaque épreuve de l’examen de  

certificat général d’éducation ou de certificat de l’examen secondaire d’éducation passé à l’âge de 

16 ans ; et la variable explicative  est une note obtenue par l’étudiant dans un test de raisonnement 

verbal (Verbal reasonning test), et cela à l’âge de 11ans; c'est-à-dire juste avant qu’il n’entre à 

l’école secondaire; on appellera cette variable la VRQ  (Verbal Reasonnig Quotient). 

La table 1 montre les moyennes et les écart-types des notes d’examens et des VRQ pour les 16 

écoles; 
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Table 1 les moyennes et les écart-types des notes d’examens et des 
VRQ pour les 16 établissements 

ECOLE Nombre 
d'étudiants 

variable 
dépendante    notes 

d'examen 

variable indépendante    
notes de VRQ 

Moyenne ecart-type Moyenne ecart-type 
1 65 26,9 1,98 102,1 1,48 
2 79 18,7 1,54 92,6 1,33 
3 48 28,5 1,93 104,5 1,50 
4 47 21,1 2,07 101,4 1,82 
5 66 17,5 1,83 92,2 1,39 
6 41 11,5 1,89 89,0 1,55 
7 52 14,3 1,64 91,8 1,84 
8 67 21,2 1,62 99,1 1,47 
9 49 16,3 2,13 91,7 1,94 
10 47 26,5 1,95 98,6 1,85 
11 50 20,3 1,71 98,8 1,88 
12 41 22,6 3,01 98,1 1,95 
13 49 16,8 1,99 93,7 2,01 
14 29 22,6 2,92 99,1 2,25 
15 72 18,0 1,52 95,1 1,50 
16 62 19,2 1,64 96,3 1,60 

 

A partir de cette table on voit facilement qu’il y a de grandes différences entre les notes d’examens 

(variable réponse) et qu’elles sont liées aux VRQ. Les données utilisées sont simulées à partir de 

cette table. 

La figure 1 représente les notes d’examens contre les VRQ montrant l’existence d’une relation 

linéaire 



Implémentation dans le cas du modèle des composants de la variance à deux niveaux 

75 

 
 

Les résultats de l’estimation par la méthode IMCG et la méthode des Moindres Carrés Ordinaires 

sont présentés dans la table 2 

 

 Table 2 : Estimateurs des paramètres du modèle des 

composants de la variance à deux niveaux  

Paramètres  IMCG MCO 

fixes 

Intercept 0β  16,607 16.769 

Note VRQ 1β  0,0352 0.0336 

aléatoires 

Niveau 2 2
uσ  3,7373  

Niveau 1  2
eσ  18,732  

Corrélation intra école ρ    0,1663  
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Prendre en considération la structure hiérarchique des données permet de décomposer la variance 

ce qui permet une estimation de la corrélation intra-école, celle-ci mesure la proportion de la 

variance totale entre les unités de premier niveau (les étudiants) due à la variation entre les unités 

de niveau 2 (les écoles). 

La table 3 montre les résultats de la méthode paramétrique de Bootstrap,  ainsi que ceux de la 

méthode paramétrique ; dans le cas non paramétrique, la simulation est faite à partir des 

paramètres aléatoires du modèle. 

 

Table 3 : Estimateurs des paramètres du modèle des composants de la variance à deux 
niveaux par la méthode  paramétrique de Bootstrap et  la méthode non  paramétrique 

Paramètres  Modèle estimé paramétrique Non paramétrique 

fixes 
Intercept 0β  16,607 16.560 13,074 

Note VRQ 1β  0,0352 0.0357 0,0736 

aléatoires 

Niveau 2 2
uσ  3,7373 3.7331 3,8287 

Niveau 1  2
eσ  18,732 17.457 18,394 

Corrélation intra école ρ    0,1663 0.1761 0,1722 

 

 

Les estimations non paramétriques sont moins précises que celles paramétriques, ceci est dû 

aux  échantillons de Bootstrap utilisés pour chaque cas ; dans le cas paramétrique les échantillons 

générés à partir de la loi normale ont toujours la même structure, par contre dans le cas non 

paramétrique les échantillons obtenus ne sont pas très représentatifs par rapport à l’ensemble de 

données initial ; dans certains cas on génère plus d’unités de niveau 1 qu’il n’y a actuellement 

d’unités dans l’unité de deuxième niveau choisie, même si les échantillons ainsi obtenus respectent 

la structure hiérarchique des données initiales mais il contiennent souvent des mesures répétées. 
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Conclusion 
 

Une analyse qui modélise la structure hiérarchique des données présente de nombreux 

avantages; elle permet d’obtenir des estimateurs efficaces des coefficients de régressions; en 

considérant leur structure on a des erreurs standards et intervalles de confiance plus corrects que 

ceux obtenus en ignorant cette structure; aussi en utilisant les covariances à chaque niveau de la 

hiérarchie, cette analyse permet d’explorer les différences existantes entre les valeurs de la 

variable réponse et quelles sont les variables explicatives qui y participent . 

Des chercheurs dans le domaine de l’éducation et de l’enseignement se sont intéressés à faire 

des comparaisons entre les écoles et entre d’autres institutions, très souvent en utilisant les 

résultats obtenus par les étudiants : ces études peuvent avoir pour objectif la comparaison entre les 

écoles publiques et autres (Goldstein 1992) mais les chercheurs se sont surtout intéressés à savoir 

quels sont les facteurs (variables indépendantes) qui expliquent les différences entre les écoles. 

Nous avons présenté une méthode d’estimation pour des modèles hiérarchiques à deux niveaux 

qui est la méthode itérative des moindres carrés généralisée ainsi que deux autres alternatives : 

- Méthode non paramétrique de Bootstrap 

- Méthode  paramétrique de Bootstrap 

La méthode non paramétrique présente l’inconvénient qu’il existe plusieurs façons d’obtenir 

les échantillons certaines détruisent la structure de l’ensemble des données mais permet de réduire 

la taille des intervalles de confiance. La méthode paramétrique n’est pas très appropriée quand les 

données ne sont pas vraiment normalement distribuées ou quand la taille de l’échantillon n’est pas 

assez grande pour utiliser le théorème Central Limit. 

Une difficulté commune à ces trois méthodes est le calcul de l’inverse de matrices de très 

grande taille; connaissant la structure de ces matrices, certains résultats permettent de réduire ce 

calcul au calcul de l’inverse de plusieurs matrices de plus petite taille. 

Ce travail est une introduction aux modèles linéaires multi-niveaux qui peut avoir plusieurs 

extensions telles que l’étude des valeurs aberrantes (outliers), les mesures répétées c'est-à-dire 

qu’une caractéristique d’un même individu ou unité est considérée plus d’une fois dans  

l’ensemble des données; aussi le cas où les données sont des variables discrètes. La structure 

multi-échelles est aussi étudiée dans le cas non linéaires et /ou multivarié. 
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Annexe1    
Nom du fichier : imcg.m 
 Procédure méthode itérative des moindres carrés généralisée 
%"imcg.m(function file 
%Méthode itérative des moindres carrés généralisée 
%-------------------------------- 
function [b,sig,e,u,sg,tlb,tlsig]=imcg(nc,nu,ntu,xs,ys) 
%estimation des bi 
 b=inv(xs'*xs)*xs'*ys; tlb=b; 
 % calcul des erreurs 
 ye=ys-xs*b;sse=ye'*ye; 
 sg(1)=sse/(ntu-2); 
 %construction de la matrice z utilisée pour estimer les e et u 
 une=eye(nu(1),nu(1));  
 z= une(:,1); 
 for l=2 : nu(1) 
    z=[z;une(:,l)]; 
 end; 
 for c =2:nc 
    une=eye(nu(c),nu(c));  
    z1= une(:,1); 
    for l=2 : nu(c) 
       z1=[z1;une(:,l)]; 
    end; 
    z=[z;z1]; 
 end; 
 [sz, qq]=size(z); 
 uns=ones(sz,1); 
 z=[z,uns]; 
 % calcule de l'estimateur des sigmas 
  yy=ones(nu(1),1); 
  for l=1 :nu(1) 
     yy(l)=ye(l); 
  end;vs=ones(nu(1)); 
  vs=yy*yy';uns=ones(nu(1)); 
  for p=1:nu(1) 
     for q=1 : nu(1) 
        if vs(p,q)<0  
           vs(p,q)=0; 
        end; 
     end; 
  end; 
   
  s1=inv(vs)*inv(vs);s2=inv(vs)*uns*inv(vs); 
  s3=inv(vs)*vs*inv(vs);yz=s3(:,1); 
  vz=[s1(:,1),s2(:,1)]; 
  for li=2 :nu(1) 
     vz=[vz;[s1(:,li),s2(:,li)]]; 
     yz=[yz;s3(:,li)]; 
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  end; 
  for c= 2: nc 
     %re initialisation 
     yy=ones(nu(c),1); 
     for ll=1 : nu(c) 
        yy(ll)=ye(ll+l); 
     end; 
     %re initialisation 
     vs=ones(nu(c),nu(c)); 
     vs=yy*yy'; 
     for p=1:nu(c) 
        for q=1 : nu(c) 
           if vs(p,q)<0  
              vs(p,q)=0; 
           end; 
        end; 
     end; 
     uns=ones(nu(c)); 
 
     %re innitialisation 
     s1=ones(nu(c)); 
     s2=ones(nu(c)); 
     s3=ones(nu(c)); 
     s1=inv(vs)*inv(vs); 
     s2=inv(vs)*uns*inv(vs); 
     s3=inv(vs)*vs*inv(vs); 
     vv=[s1(:,1),s2(:,1)];vy=s3(:,1); 
     for li=2 :nu(c) 
        vv=[vv;[s1(:,li),s2(:,li)]]; 
        vy=[vy;s3(:,li)]; 
     end; 
     vz=[vz;vv];yz=[yz;vy]; 
     l=l+nu(c); 
  end; 
  sig=inv(z'*vz)*z'*yz; tlsig=sig; 
   
   % 1. construcion de la première matrice de variance covariance  
  v2=ones(nu(1)); 
  for l= 1 : nu(1) 
    for c= 1 : nu(1) 
       if l==c 
          v2(l,c)=sig(1)+sig(2); 
       else  v2(l,c)=sig(2); 
       end; 
    end; 
  end; 
 
  for n=2 : nc 
    v=ones(nu(n)); 
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    for l= 1 :nu(n) 
       for c= 1 : nu(n) 
          if l==c 
             v(l,c)=sig(1)+sig(2); 
          else  v(l,c)=sig(2); 
 
          end; 
        end; 
    end; 
    v2=blkdiag(v2,v); 
 end; 
 %répetition de la methode     
 conv=0; iter=2; 
 while conv==0  
    %best=lscov(xs,ys,v2); 
    best=inv(xs'*inv(v2)*xs)*xs'*inv(v2)*ys;tlb=[tlb, best]; 
    % calcul des erreurs 
    ye=ys-xs*best;sse1=ye'*ye; 
    sg(iter)=sse1/(ntu-2); 
    yy=ones(nu(1),1); 
    for l=1 :nu(1) 
       yy(l)=ye(l); 
    end;vs=ones(nu(1));vn=ones(nu(1)); 
    vs=yy*yy';uns=ones(nu(1)); 
    for l= 1 : nu(1) 
        for c= 1 : nu(1) 
            if l==c 
               vn(l,c)=sig(1)+sig(2); 
            else  vn(l,c)=sig(2); 
            end; 
        end; 
    end; 
     
    s1=ones(nu(1));s1=s2;s3=s2;   
    s1=inv(vn)*inv(vn);s2=inv(vn)*uns*inv(vn); 
    s3=inv(vn)*vs*inv(vn);yz=s3(:,1); 
    vz=[s1(:,1),s2(:,1)]; 
    for li=2 :nu(1) 
        vz=[vz;[s1(:,li),s2(:,li)]]; 
        yz=[yz;s3(:,li)]; 
     end; 
     for c= 2: nc 
        %re initialisation 
        yy=ones(nu(c),1); 
        for ll=1 : nu(c) 
            yy(ll)=ye(ll+l); 
        end; 
        %re initialisation 
        vs=ones(nu(c));vn=ones(nu(c)); 
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        vs=yy*yy'; 
        for p=1:nu(c) 
            for q=1 : nu(c) 
               if p==q 
                  vn(p,q)=sig(1)+sig(2); 
               else  vn(p,q)=sig(2); 
               end; 
            end; 
        end; 
        uns=ones(nu(c)); 
        %re innitialisation 
        s1=ones(nu(c)); 
        s2=ones(nu(c)); 
        s3=ones(nu(c)); 
        s1=inv(vn)*inv(vn); 
        s2=inv(vn)*uns*inv(vn); 
        s3=inv(vn)*vs*inv(vn); 
        vv=[s1(:,1),s2(:,1)];vy=s3(:,1); 
        for li=2 :nu(c) 
            vv=[vv;[s1(:,li),s2(:,li)]]; 
            vy=[vy;s3(:,li)]; 
        end; 
        vz=[vz;vv];yz=[yz;vy]; 
        l=l+nu(c); 
     end; 
     sig1=inv(z'*vz)*z'*yz; tlsig=[tlsig,sig1]; 
     dif=sig1-sig;diff=dif(1)^2+dif(2)^2; 
     dif1=best-b;diff1=dif1(1)^2+dif1(2)^2; 
     if (diff<.01) & (diff1<.01) 
        conv=1; 
     else %construire la nouvelle matrice de variance covariance 
       v2=ones(nu(1)); 
       for l= 1 : nu(1) 
           for c= 1 : nu(1) 
               if l==c 
                 v2(l,c)=sig1(1)+sig1(2); 
               else  v2(l,c)=sig1(2); 
               end; 
           end; 
       end; 
 
       for n=2 : nc 
           v=ones(nu(n)); 
           for l= 1 :nu(n) 
               for c= 1 : nu(n) 
                   if l==c 
                       v(l,c)=sig1(1)+sig1(2); 
                   else  v(l,c)=sig(2); 
                   end; 
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               end; 
           end; 
           v2=blkdiag(v2,v); 
        end; 
        sig=sig1;b=best;iter=iter+1; 
     end; 
  end; 
   
  %estimation des résidus 
  l=0; 
  for c= 1: nc 
      %re initialisation 
      yy=ones(nu(c),1); 
      for ll=1 : nu(c) 
         yy(ll)=ye(ll+l); 
      end; 
      moy=mean(yy);u(c)=(nu(c)*sig(2))*moy/((nu(c)*sig(2))+sig(1)); 
      for i=1: nu(c) 
         e(i,c)=yy(i)-u(c); 
      end; 
      l=l+nu(c); 
   end; 
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Annexe 2 
Nom du fichier : Etape1.m 
Programme de la méthode itérative des moindres carrés généralisée 
clear all;tic 
%nc: nombre d'unités de niveau 2 
nc=xlsread('classeur1','feuil1','A18') 
%les nu nombres d'unités de niveau 1 dans  chaque unité de niveau 2 
nu=xlsread('classeur1','feuil1','B3:B18'); 
mey=xlsread('classeur1','feuil1','C3:C18'); 
sy=xlsread('classeur1','feuil1','D3:D18'); 
mex=xlsread('classeur1','feuil1','E3:E18'); 
sx=xlsread('classeur1','feuil1','F3:F18'); 
vd=cell(nc,1); vi=cell(nc,1); 
for i=1 : nc 
    vd{i}=sy(i)*randn(nu(i),1)+mey(i); 
    vi{i}=sx(i)*randn(nu(i),1)+mex(i); 
end 
% nombre total d'unités 
ntu=sum(nu); 
ys=cell2mat(vd); 
xx=cell2mat(vi); 
xs=[ones(ntu,1) xx]; 
%pour une representation graphique 
subplot(2,1,1) 
y1=vd{1,1}; x1=vi{1,1};xr=[ones(nu(1),1) x1]; 
b=inv(xr'*xr)*xr'*y1; 
l1=min(x1);l2=max(x1); 
xabs= l1:.2:l2;yabs=b(1)+b(2)*xabs; 
yest=xr*b; 
plot( x1, y1, '+',xabs,yabs,'-');  xlabel('la variable indépendante');ylabel('la variable 
dépendante');title('FIG1') 
subplot(2,1,2) 
y1=ones(nu(10),1); x1=y1; 
y1=vd{10,1}; x1=vi{10,1};xr=[ones(nu(10),1) x1]; 
b=inv(xr'*xr)*xr'*y1; 
l1=min(x1);l2=max(x1); 
xabs= l1:.2:l2;yabs=b(1)+b(2)*xabs; 
yest=xr*b; 
plot( x1, y1, '+',xabs,yabs,'-');  xlabel('la variable indépendante');ylabel('la variable 
dépendante');title('FIG2') 
  
[b,sig,e,u,sg,tlb,tlsig]=imcg(nc,nu,ntu,xs,ys); 
sig 
sig(2)/(sig(1)+sig(2)) 
sig(1)/(sig(1)+sig(2)) 
tps=toc; 
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Annexe 3 
Nom du fichier : Bnp1.m 
Programme : estimation par la méthode non paramétrique de Bootstrap 
 
%estimateur de Bootstrap non paramétrique utilisant (U,e) 
nrb=500;tic 
sigma=sig; bbn=b;  
for repb=1 :nrb 
    ub=ones(nc,1); 
   for i=1 : nc  
      tb=round((nc*rand)); 
      if tb==0 tb=1; 
      elseif tb>nc tb=nc; 
      end; 
      ub(i,1)=u(1,tb); 
      %à partir de l'unité tb on genere nu(l) 
      ss=nu(tb); 
      for j=1 :nu(i) 
         sb=round((ss*rand)+1); 
         if sb==0 sb=1; 
         elseif sb>ss sb=ss; 
         end; 
         eb(j,i)=e(sb,tb); 
      end; 
      %centrer les eb 
      eb(1:nu(i),i)=eb(1:nu(i),i)-(mean(eb(1:nu(i),i))*ones(nu(i),1)); 
      %corriger sa variance 
      %j1=std(e(1:nu(i),tb)); 
      j1=sqrt(sig(1));j2=std(eb(1:nu(i),i));eb(1:nu(i),i)=(j1/j2)*eb(1:nu(i),i); 
    end; 
    %centrer les ub 
    ub=ub-mean(ub)*ones(nc,1); 
    %corriger sa variance 
    %j1=std(u); 
    j1=sqrt(sig(2));j2=std(ub);ub=(j1/j2)*ub; 
    %costruire le nouvel ensemble ysb 
    uy=ones(nu(1),1);erb=ones(nu(1),1); 
    erb=eb(1:nu(1),1)+ub(1,1)*uy; 
    for i=2 : nc 
        erb1=ones(nu(i),1); 
        uy=ones(nu(i),1); 
        erb1=eb(1:nu(i),i)+ub(i,1)*uy; 
        erb=[erb;erb1]; 
    end; 
    ys=xs*b; 
    %mys=mean(ys);sys=std(ys); 
    %for i=1:ntu 
     % ys(i)=(ys(i)-mys)/sys; 
     %end; 
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    ysb=ys+erb; 
    %ysb=ys+erb; 
    [bb,sigb,eb,ub,sg,tlb,tlsig]=imcg(nc,nu,ntu,xs,ysb); 
    sigma=[sigma,sigb];bbn=[bbn,bb]; 
end; 
%mue=mean(sigma(1,:)) 
%mub=mean(sigma(2,:)) 
%bb1=mean(bbn(1,:)) 
%bb2=mean(bbn(2,:)) 
tpsbnp1=toc 
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Annexe 4 
Nom du fichier : Bp2.m 
Programme : estimation par la méthode  paramétrique de Bootstrap 
%estimateur de Bootstrap  paramétrique  
nrb=500;tic 
for repb=1 :nrb 
    %simuler les u 
    ssu=sqrt(sig(2));  
    ub=ssu*randn(nc,1);sse=sqrt(sig(1));  
    for c=1:nc 
       eb(1:nu(c),c)=sse*randn(nu(c),1) ; 
   end; 
   %costruire le nouvel ensemble ysb 
   uy=ones(nu(1),1);erb=ones(nu(1),1); 
   erb=eb(1:nu(1),1)+ub(1,1)*uy; 
   for i=2 : nc 
      erb1=ones(nu(i),1); 
      uy=ones(nu(i),1); 
      erb1=eb(1:nu(i),i)+ub(i,1)*uy; 
      erb=[erb;erb1]; 
   end; 
   ysb=xs*b+erb; 
   [b,sigb,e,u]=imcg(nc,nu,ntu,xs,ysb); 
   repb 
   sigb 
end;toc 


