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Résumeé

Résumé

Les méthodes d’analyse de données ont fourni dans le cadre des prévisions plusieurs

modeles linéaires tels que les modéles de régression linéaire, I’analyse de la variance etc.

Ces modeles appliqués a une réalité a complexité croissante devinrent incapables de
traiter tous les cas et d’assurer de bonnes prévisions ; dans cette optique les modeles dits
multi-échelles ou multi-niveaux ont fait leur apparition entrainant une plus grande

adaptation aux cas réels.

Les modeles linéaires classiques consistent en I’étude de la dépendance d’une variable
expliquée d’une ou de plusieurs variables explicatives sous I’hypothése de la non-variabilité
des erreurs, quant aux modeles multi-echelles ils se basent sur la variation de I’erreur selon

des classes définies a priori.

Dans la présente étude, chacun des types de modele est traité, pour ce qui est des
modéles classique on traitera le cas de la régression linéaire multiple ; quant au deuxieme
type nous avons choisi parmi les modéles multi-niveaux le modéle de régression linéaire a
deux niveaux.

Motsclés: structure hiérarchique, modéles multi échelles, multi niveaux,
échantillon de Bootstrap.



Introduction

INTRODUCTION

Certains types de données, notamment les observations recueillies en sciences humaines
ou naturelles ont une structure hiérarchique. Par exemple, I'étude de I'hérédité chez les humains
ou les animaux prend en considération I'hiérarchie naturelle; cette derniére consiste a grouper
les descendants par familles. Les individus descendants des mémes parents tendent a étre plus
similaires mentalement et physiquement que les individus choisis aléatoirement d'une
population plus large ; les enfants issus d'une méme famille tendent tous a avoir la méme taille,
ceci peut étre d0 soit a la taille des parents (caractére hérité) soit a leur environnement
commun. Certaines expériences créent par elles mémes une hiérarchie dans les données, dans
le cas des essais médicaux faits dans plusieurs centres choisis aléatoirement ou sur différents

groupes d'individus, les résultats auront cette structure hiérarchique.

Une hiérarchie consiste a grouper des unités par différents niveaux : ainsi dans une
structure a deux niveaux, ou les unités de deuxieme niveau sont les familles, les descendants
seront les unités de premier niveau; Les données a structure hiérarchique sont devenues une
norme, elles sont présentes dans de nombreux domaines d'application; en enseignement, par
exemple, on peut citer un cas simple: on enseigne a des éléves ou des étudiants par classes, les
classes appartiennent a des écoles ou établissements, ces établissements sont a leur tour sous la
tutelle de differentes autorités locales; dans un tel cas les unités s'étendent sur quatre différents
niveaux d'hiérarchie, le modéle multi-niveaux de ce systéme associe les éléves au niveau 1, les
classes au niveau 2, les écoles au niveau 3 et enfin les autorités au niveau 4; on dira que les

unités de chaque niveau donné sont regroupées en unités d'un niveau immédiatement supérieur.

Il est important de savoir comment la structure hiérarchique d'une population affecte les
caractéristiques d'intérét mesurées au niveau des individus; ainsi si on se propose de mesurer le
niveau d'enseignement, on sait que la moyenne variera d'une école a une autre, et ceci veut dire
que les éleves aléatoirement choisis dans une méme école ont des résultats plus similaires en

moyenne que ceux des éléves choisis de différentes écoles.

L'existence d'une hiérarchie dans les données n'est pas accidentelle, on ne peut donc pas
I'ignorer. Ceci rend invalides, les techniques traditionnelles de I'analyse statistique des données.
L'objet de cette theése est d'étudier une méthode d'analyse de ces données hiérarchiques en

utilisant les modeéles de régression linéaire.

Le document se présentera comme suit:
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Au premier chapitre, nous presentons les modéles de régression linéaire, et leur estimation

par la méthode des moindres carrés ordinaire et la méthode des moindres carrés généralisée.

Au deuxiéme chapitre nous introduisons la notion de modeles linéaires multi-niveaux, les
notations générales dans le cas d'un modele & deux niveaux, la variance est décomposée en

deux variances, I'une due a l'unité du premier niveau, et l'autre a lI'unité du deuxiéme niveau.

Au troisieme chapitre, nous introduisons une méthode d'estimation d'un modele de
régression linéaire a deux niveaux, appelée la méthode itérative des moindres carrés
généralisée (IMCG), elle consiste a utiliser itérativement la méthode des moindres carrés
généralisée (MCGQG), a chaque itération nous estimons les variances liées respectivement aux
unités de premier et de deuxieme niveau. Le critere d'arrét est donc la convergence de ces
variances, nous procederons par la suite a la comparaison entre cette méthode (IMCG) et la
méthode des moindres carrés ordinaire (MCQO) qui ignore la propriété multi-échelles ou la
structure hiérarchique des données.

Au quatrieme chapitre, nous introduisons I'échantillonnage de Bootstrap. Ce chapitre
contient des définitions fondamentales concernant le Bootstrap: qu'est ce qu'un échantillon de
Bootstrap? Comment I'obtenir? La méthode paramétrique et la méthode non paramétrique;
nous décrivons aussi comment obtenir un estimateur d'un parametre en utilisant un échantillon
de Bootstrap et nous utiliserons par la suite cette méthode pour estimer un modele de

régression linéaire a deux niveaux.

Nous présenterons par la suite une application numérique faite sur des données simulées. Il
s'agira d'une étude comparative entre les différentes méthodes: MCO, IMCG et la méthode
d'estimation basée sur I'échantillonnage de Bootstrap. Et nous terminerons par une conclusion

ou nous aborderons les perspectives de notre étude.
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Chapitre 1

MODELES DE REGRESSION
LINEAIRE

1. Larégression linéaire
Dans la régression linéaire simple, on tente d'estimer une relation théorique (dans la

population) entre les variables X et Y de la forme :

v, =B+ Bx +e, i=1n (1.1)
Ou:

y; est la ™ valeur observée de la variable dépendante (ou expliquée) ¥

x,,...x,, sont n valeurs fixes de la variable explicative X

B, B, sont des parametres inconnus
e, . est la fluctuation aléatoire non observable et attribuable & un ensemble de facteurs ou de

variables non pris en considération dans le modele.
Dans le tableau ci-dessous on introduit une extension du modéle (1.1), qu'on appelle le modeéle

de régression linéaire multiple.

Observations | Forme fonctionnelle Critere d'ajustement

(v,.x,) yi=a+fx e, S(@. )= Y (v — (e + i,

i=1

n

vi=B+Boxp+Baxiate | S(BuBaBs)=2 (vi—(B+ Boxn + Baxiz)

(yi 1 X1y X2 ) i=1

2
n k
j=2 ”

i=1

Pour écrire ce modeéle sous la forme matricielle, on définit les vecteurs d'observations de

dimension n,
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yn 1 xn2 xnk

B €
p=|lt] o=
B e,
et la (nxk)-matrice :
T ]
X = A :[xl, xk]
1 x, ... ... x,

La notation matricielle d'un modele de régression linéaire multiple peut étre écrite comme
suit:
yv=Xf+e

et le critere d'ajustement est donné par :

Min S(8)=(y - XB) (v - XB).
1.1. Laméthode des moindrescarrés
Cette methode d'estimation consiste & déterminer le parametre S qui minimise la fonction
s(p) -

!

S(B)=(y-Xp) (y-XB)
= Yy-yXB—(XB) y+(XB) (XB)

=)y-2yXB+(XB) (XB).

Pour résoudre ce probléme de minimisation, on calcule la condition dite de premier ordre :

oS
slh) 22Xy +2XX B
o’ 12)
oS(8) _,
op
Par identification des deux équations précédentes nous obtenons I’équation :

Xy=(xX)B
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Si (XX ) "existe, alors le vecteur de paramétres 3 est donné par :
B=(Xx)"XYy
Sous les hypothéses :
Hi  Les colonnes de X sont linéairement indépendantes, ce qui implique que (XX) est de
plein rang.
Ho- (XX) est définie positive ce qui implique que S(,B) est strictement convexe et a un
minimum unique.
Ainsi, 3 est déterminée de fagon unique par les équations normales (1.2)
On définit les résidus par :
G=y-Xp=y-X(XX)' Xy =(1-X(XX)'X' )y =My,
et les valeurs ajustees par :
P=XB=X(XX)' Xy =Py
Avec M, =T-X(XX)'X"et P, =X(XX)"'X".
M , et P,sont deux matrices, aux propriétés particulieres suivantes :
- M, et P, sont symétriques,
- M,+P, =1,
- M, et P sontidempotentes P, = P,P, .M, =M M,
- PM,=0,M,X=0 PX=X.
1.2 Laqualitédel'ajustement (goodness of fit)

La somme totale des carrés des observations de la variable Y (>’ yl.z), satisfaisant a un modele

de régression linéaire multiple notée SST peut étre décomposée en deux quantités positives :
1- Somme des carrés expliquée par le modele, notée SSR.
2- Somme des carrés des résidus notée SSE, et qui représente la variabilité de y non
expliquée par le modéle.
y=y+e
La somme des carrés des erreurs est donnée par :
SSE= e = S(3)= (y—xB) (v - XB)=(01,») (b1, »)
= YMiM,y=yMM,y=yM,y.

La somme des carrés des valeurs ajustées est donnée par

ssrR= 75 = (x3) (x3)
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=pXXB = p(XXNXX) Xy = Xy

Pour avoir une idee sur la contribution des variables explicatives, on prend le modéle de la
régression simple qui ne contient aucune variable explicative soit :

yi=PB te
En utilisant la méthode des moindres carrés on obtient BO =y
Ainsi y=y
D'ou :

Sy2=352+ el =ny?+ e

i=1 i=1 i=1 i=1

ip? = 3 y? = 3 6% = SST-SSE = SSR
i=1 i=1

Ainsi ny*est la somme des carrés expliquée par le paramétre /3, dit intercept. On décompose
SSR en deux quantités :
SSM : La partie de la somme des carrés expliquée par l'intercept,
SSRn, : La partie de la somme des carrés due aux variables explicatives,
ou : SSR = SSM + SSR,,

Donc : SST = SSM + SSR,,, + SSE.
Tabled'analyse dela variance
Les résultats de la partition de la somme des carrés sont résumés dans un tableau dit tableau de
I'analyse de la variance ANOVA.

Source devariation [?iegérétge Somme descarrés Moyenne

Régr esseur k SSR= BXY MSR = SSRIk
Erreur n-k SSE= y'y— XY MSE = SSEl(n-k)
Total n SST =SSR + SSE

Source devariation [?iegérétge Somme descarrés Moyenne
Moyenne 1 SSM = ny? SSM

Régr esseur k-1 SSRn=SSR- ny® MSR=SSRmlk-1
Erreur n-k SSE = y'y-(SSM+SSRm) MSE = SSEl(n-k)
Total n SST=SSM+SSR,,+SSE
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Une autre forme de la table de 'ANOVA est :

Source devariation [?i%]éﬁge Sommedescarreés Moyenne
Moyenne 1 SSM = ny? SSM
Régresseur k-1 SSR,,=SSR- ny* MSR,,=SSR,,/k-1
Erreur n-k SSE = y'y-(SSM+SSR,,) MSE = SSEl(n-k)
Total n SST,,= SSR,,+SSE
L e coefficient de déter mination
Soit :

SSR i

— sans intercept

SST
R? =

SSRy, avec intercept

SST,,
ou

g2 =R
SST

représente le pourcentage de variation expliqué par le modeéle.
et

R2 SSR,,
SST,

représente le pourcentage de variation expliqué par les variables explicatives.

et R représente le coefficient de corrélation linéaire entre les variables Y et .X.

Le coefficient de détermination R2 mesure la quantité de variabilité expliquée par le modele. Il
varie entre 0 et 1 ou O définit une non corrélation et 1 définit une corrélation parfaite.
Intuitivement, on peut déja prendre SSE comme un facteur possible pour juger de la qualité du
modele, plus la valeur prise par SSE sera petite (SSR sera alors relativement important) plus on
pensera que la significativité du modeéle est bonne et vice-versa et bien c'est a partir de cette
intuition qu'a été défini le coefficient de détermination qui représente en fait le rapport de la
somme des carrés expliquée sur la somme totale des carrés.

Remarque

Lorsque I'on rajoute une variable explicative au modeéle, le coefficient de détermination ne peut

diminuer, en se basant uniquement sur ce dernier, on serait tenté d'accroitre le nombre de
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variables explicatives afin d'augmenter la proportion de variance expliquée mais I'amélioration,
sera totalement artificielle; car celle-ci peut étre due a une autre variable.

Coefficient de détermination corrigée (Ajusted R.square)

D'apres la remarque faite précédemment, nous avons constaté que R2augmente lorsque le

nombre de variables explicatives augmente ou reste égale a lui méme. Maintenant plutot que

R? on définit le coefficient de détermination corrigé R?dont le role est de mesurer la qualité

de variabilité expliquée par les variables explicatives (alors que le coefficient de détermination
R? mesure la qualité de variabilité expliquée par le modele). Son equation sera similaire a

celle de R? en remplacant les deux variances par des estimateurs non biaisés, on obtient alors:

R?=r? (522 Ja_r
2 Ja-n)

n—-k-1

R? est donc inférieur & R? et peut méme étre négatif. En se basant sur le coefficient de
détermination corrigé, il n'y aura donc pas avantage a introduire des variables explicatives en
plus.

2. Lemodele derégression linéaire classique

2.1. Hypothéses

Pour le modeéle de régression, linéaire multiple

yv=Xf+e (1.3)
On commence par le systeme d'hypothéses suivant :
A y = Xp+e BeR¥ |
A, X : une (nxk) matrice avec rang(X) =k,
As E(e/ X)=0,
As E(ee'/X):O'ZI,
As X est non stochastique .
Remarques
1. L'hypothese A; comprend un grand nombre de formes fonctionnelles, par

exemple, on peut modéliser des fonctions exponentielles, en prenant les logarithmes de

I'équation suivante :

y= eﬁlezxf3 ...xkﬁ*
2.A, a le role d'une condition d'identification, dans un modele a deux dimensions,

I'nypothése indique que X n'est pas constante; il y a assez de variation dans le modéle.
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3. Az

Ele, /1 X)

L'hypothese de la nullité de I'espérance conditionnelle implique aussi la nullité de I'espérance
inconditionnelle puisque :

Ele,)=E,(E(e,/ X))=E,(0)=0
Az implique aussi que :

E(xﬂel.): 0 Pourchaqueij=1,..,n,1=1, ..,k

En effet :

E(ei /xﬂ)z E(E(ei /X)/xj,)z 0

E(leei): E(E(xj,e,. ) xﬂ): E(xj,E(ei [x, )=o0,

C'est pourquoi cette hypothése est aussi appelée condition d'exogonéité stricte. Elle nécessite

que les régressions soient orthogonales au terme d'erreur, non seulement celui de la méme

observation E(x;e;)=0, VI = (1,..,k) mais aussi & tous les termes d'erreurs des autres

observations. Az implique aussi que :
E(yl X)=Xp,
La régression de y sur X est la moyenne conditionnelle.
4. A, spécifie d'une maniére plus compléte la distribution du terme d'erreur.

La condition que Var(e; / X)= o2 indique des erreurs homoscedastiques et la condition sur
les covariances Cov(eiej /X): 0 indique qu’elles ne sont pas auto corrélées.

5. X est non stochastique dans un cadre expérimental, ou I'on choisit des variables

indépendantes x; et I'on observe alors "la conséquence™ y;. On note qu'en pratique,

cette hypothése n'est pas tres appropriée, et peut étre relachée a moindre co(t.
2.2 L'estimation du modele
A partir de Ay, on sait que le vrai 3 existe et on veut I'estimer le mieux que possible.

On choisit un estimateur parmi la classe des estimateurs linéaires :

B= Dy+ d .
[kxn] [kxl]

Sous la condition que cet estimateur ne soit pas biaisé

E(B)=5, vpeRk.

10
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De ceux la, on choisit le meilleur estimateur, celui qui a une variance minimale.

Var(ﬁ): E[(E — E(B)Xﬁ — E(,E))] est minimale
Remarque
Le concept de plus petite variance est le suivant :
Soit X une (nxn)-matrice de variances-covariances, par conséquent elle est symétrique et
définie positive et

B <3y & x(T-%)x 20, VxeR".
Lemme 1 [Weber, A (2003)]
Sous les hypotheses A1, Az, As, l'estimateur linéaire 5 = Dy +d est non biaisé si et seulement
si DX=1etd=0

Lemme 2 [Weber, A (2003)]
Soit y une variable aléatoire de dimension n, pour laquelle le premier et le deuxieme moment
existe, et soit z = Cy+c une variable aléatoire de dimension k alors :

Var(z) = CVar(y)C'

Une conséquence de ces lemmes on note :

Var(y) = Var(e).

S = Dy est un estimateur linéaire sans biais, avec une matrice de variance covariance.

Var(B)= DVar(y)D' = DVar(e)D' = o2DD"

Lemme 3 Weber, A (2003)

Soit X+ =(XX)'X', Xest de plein rang et soit DX = L, alors
DD'=(LX')(LX')' + (D-LX )(D-LX")"

On applique ce lemme avec L = [ et on obtient :

DX=1

DD'sX'(X') + (D-X)(D-X')'

Constante =0 < D=X'
Avec ces étapes, on vient de prouver le théoreme de Gauss Markov
Théoréme 4 Théoréme de Gauss-Markov [Weber, A (2003)]
Soit C un k vecteur colonne, sous les hypothéses A1, Az As, A4, As, le meilleur

estimateur linéaire sans biais (BLUE) de la fonction linéaire C'p existe et est donné par C'f

ou [ est ['unique estimateur des moindres carrés ordinaire de 3 .

Preuve
La preuve se déduit par les propriétés exigées de I’estimateur :

1. I’estimateur est linéaire donc il est de la forme A'Y

11
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2. I’estimateur linéaire de C’'f est sans biais alors :
E(AY)=AE(Y)=2XB=Cp Vg o AX=C
3. I’estimateur de C'f est de variance minimale Var(1'Y)= A'Var(Y)A eten
utilisant la technique de Lagrange, on trouve A = X(X’X)_lc . L’estimateur
AY=C'(xxylxy=cp.
Remarque

En général, parmi les estimateurs sans biais, il existe de meilleurs estimateurs non linéaires

def. On montrera que si les termes d'erreurs e suivent la loi normale N(O,O'ZI), ,é est le

meilleur estimateur sans biais (BLUE) qui veut dire que £ est aussi un estimateur efficace.

Estimation delavariance de /3’

A

B=(x%)" Xy =(XX) X (XB+e)=B+(XX) " Xe
B-p=(xx)"xe
Var(j3)=E(B-B)(B-5) = E(xx) " xeex (xx)™"
=(xw) txw (xw) ol =(xw) to?
On note que Var(ﬁ)dépend de:

- o2 variance de l'erreur e;

- (xx)™" ,si (xXx)" est presque singuliére on parlera alors de probléme de multi

colinéarité (entre les colonnes de X).

Transformationslinéairesde g

Corollaire5 (corollaire du théoreme de Gauss Markov) [Weber, A (2003)]

Sous les hypothéses A1, Az, Az, Ag, As l'estimateur y = L,& (L est une (sxk)-matrice) est BLUE
pour y=Lp.

Ce corollaire a d'importantes conséquences :

L'estimateur BLUE pour y est donné par :

J=Xp=X(XX) Xy =Py
De variance
Var(y)=Var(Pyy)=PyVar(y)Py = PyVar(e) Py = 0'2P)'(PX

ZO'ZPX.

12
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Estimation deserreurse
Comme ci-dessus, on veut obtenir un estimateur BLUE:
- Estimateur linéaire ¢ =Cy +c
- Estimateur sans biais c'est-a-dire E(¢)= E(e).
On définit l'erreur d'estimation § comme : §=e—¢,E(5)=0
E(5)=E(e—Cy—c)=El(e)- E(Cy)-E(c)

= E(e)- E(C(XB +e))— E(c)
=(I-C)E(e)- E(CXB)- E(c)=-CXf~c=0

Alors les conditions pour que 6 soit sans biais sont

CXp=-c VBeR"

=>CX=0 et c=0

et le probleme de minimisation a résoudre est :
min Var(s)= E(55') telque CX =0
E(56")= E((I - C)e— CXB)(I - C)e - CXB)

- E((I _Clee'(l- c)') —o2(1-c)I-c)

En appliquant le lemme 3 avec L = X on obtient
E(68")=( 00t +((10) - x0* )| o
(C)-XX"=0 si [-C=XX"

cestadire C=7-XX"=1-Py
Ainsi, on obtient un estimateur BLUE pour e :
é=(I-Py)y=y-Pyy=y-X(XX)'X}

=y-Xp
avec

Var(#)= o2M y = o2(1 - xx*)

E(€)=0

Estimation de o
Soit I'expression —e'e et supposons que les e, ont été observes, alors on obtient :
n

n

E(zerej:%we):h[ze,.z}égE(e,z):az.

h no\i=1 ni—

. A , ~ 1.,. . .
Ceci suggére qu'on peut prendre &2 ==¢'c comme un estimateur de o®, mais par la
n

construction des estimateurs des moindres carrés on a :

13



Chapitre 1 : Modéles de régression linéaire

e'ele'e

L.~ 1.. ..,
Ainsi &2 ==¢'¢ est biaisé.
n

On peut obtenir un estimateur sans biais pour o par

an
~2 e'e
o

Cn—k

A

ce qui permet d'obtenir un estimateur pour la variance de g

A~y
ee

Var(B)= 67 (xx)* = ()

l/l —
Remarques
- L'écart type o est aussi appelé I'écart-type de la régression (standard error)

- Lavariance d'un seul parametre /3, est donné par &2(X’X);.jl

3. Régression stochastique
Il est parfois nécessaire de considérer que les variables explicatives sont aléatoires, une
méthode pour obtenir les propriétés statistiques de ,é est de

1- Obtenir des résultats sur les propriétés statistiques conditionnées sur X (équivalent au
cas ou les régresseurs ne sont pas stochastiques).
2- Trouver des résultats inconditionnels en moyennant (intégrant sur) les lois

conditionnelles.
B=p+(XX)"Xe

Alors :

N

L'espérance conditionnelle E(ﬁ/X): S+ (XX)'XE(!lX)=p

£lp)= £, (E31 X )= £.(5)=p

La variance conditionnelle Var(,@/X) = (X’X)_1 2.
Et Var(p)=E, (var(B1 X))+ var, (E(31 X))
Ona E(ﬁ’/){): p et Var,(8)=0
dou var(g)= £, (02 (x%) )= 02E, (x%)*
avec le théoreme de Gauss Markov précédent on a montré que :

Var(f1x)<var( 51 X)), V" = f.

Si cette inégalité est vraie pour chaque X , elle reste vraie pour les valeurs moyennes de X .

varlB)= Elvar(B1 x))

14



Chapitre 1 : Modéles de régression linéaire

Théoreme de Gauss Markov (suite)[ Weber, A (2003)]

Dans un modele classique de régression linéaire, l'estimateur des moindres carrés :
P -1 . . . . .. ‘
p= (X X ) XYy est un estimateur sans biais de variance minimale de [ dans le cas ou X est

stochastique ou non.
4. Inférence statistique dansun modéle classique derégression linéaire
Aprés avoir estimé le modele, il reste quand méme des questions sans réponses comme :
- Quelles sont les variables qui expliquent la variabilité de y plus que les autres ?
- Quelle est la distribution des résidus ?
On a besoin de tester le modele et de faire des hypotheses sur la distribution exacte des erreurs.
On fait alors I'nypothese
As elX ~ N(0,6%1)
Cette hypothése présente de nombreux avantages :
- Les transformations linéaires préservent la normalité.

- Les formes quadratiques des normales donnent des variables aléatoires distribuées selon

z* Chi-deux et F Fisher-Snedecor.

- Siesuitlanormale, A l'estimateur des moindres carrés ordinaires est aussi I'estimateur

du maximum de vraisemblance.
Définition
- Une variable aléatoire e de dimension n, est normalement distribué si sa fonction de

densité a la forme suivante :

!

1 1
flelu2)=r— exp{——(e —u) 27 (e~ #)}
(@ ) Jdet(2) 2
Avec u e R" et X une matrice symétrique définie positive,
E(e)=p
Var(e) =X

Corollaire 7 [Weber, A (2003)]

Soit xune variable aléatoire nx1 avec x ~ N(,u,Z) ;8i y=Cx+c, ou C est une matrice
(S X n) et rang(c) =s et 1<s<n alors :
y~N(Cu+c,CC)

En appliquant ce corollaire au modeéle de régression linéaire on obtient :
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Chapitre 1 : Modéles de régression linéaire

e/X~N(O,021),
y/X~N(X,B,021),
p 2( v\l
ﬂ/X~N(,B,o- (xX) )
4.1. Leprincipe du maximum de vraisemblance
Supposons  y,,...,y, un échantillon d'observations donné, de fonction de densité
£, (yl,..., v, /0). On veut estimer le vecteur parametre ¢ dépendant des observations noté

0y, ¥,)-

On définit la fonction de vraisemblance comme :
LOIyy,.y,)= 1,012, 10).
Le principe de maximum de vraisemblance déclare qu'un estimateur de © désigné par

6(y,,...,y,) est donné par le maximum de la fonction de vraisemblance L (6/y,...,,)-
ie. 0(y,,...,v, ) esttel que L(é/yl,...,y")> L@!y,,....y,) VO =0

Dans notre cas, on veut obtenir un estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) pour le
modele de régression linéaire (1.3).

Ecrivons d'abord la fonction de vraisemblance pour y/X

£ ey, 1 5P, _ exp{ = @—X/s)'(y—xzs)}
( 270? y 20

(ﬂ o /yl,...,yn)

En prenant les logarithmes :

In L=— > (In 2r+In o ) 12(y—Xﬂ)'(y—Xﬂ)
o

On calcule les dérivées par rapport aux parametres :

d (I;BL = 2012 (v-xp)
oinL _-n . 1
do? 20?20

En annulant ces deux dérivées

olnL olnL
=0 )
op oo

(v-xB) (v - XB)

=0

On obtient les EMV de g et o2 suivants :
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Chapitre 1 : Modéles de régression linéaire

Buy =(XX) ™ X,
iy =1(y—Xﬁ) (y—Xﬁ)=£é'é-

n n
L'estimateur du maximum de vraisemblance de /S est égal a l'estimateur de MCO et
I'estimateur du maximum de vraisemblance de o”est donné par l'estimateur baisé de la
variance.
Théoréme 8 [Weber, A (2003)]

Dans le modéle classique de régression linéaire et sous l'hypothese de normalité des erreurs
l'estimateur des moindres carrés ordinaire [ est de variance minimale sur 'ensemble de tous

les estimateurs sans biais.
Remarque

Pour des erreurs qui ne suivent pas la loi normale, l'estimateur du maximum de

vraisemblance £, a souvent une variance plus petite que celle de I’estimateur des moindres

carrés ordinaire /. Ainsi, dans le cas ou la normalité n'est pas satisfaite, il est préférable

d'utiliser I'estimateur du maximum de vraisemblance que I'estimateur des moindres carrés.
4.2. Lestestsd hypothéses

Soit ® un espace de parametre.

L'hypothese nulle :  Ho 00, 0, c0O

L'alternative : Hi 0e0, 0, c0\0,
Exemple

@ =R

@y = R*1x {9*}

Un test statistique est une regle de décision basée sur un échantillon. La régle de décision
détermine si Hy est acceptée ou rejetée.

Pour une procédure de test, les résultats possibles sont les suivants :

Accepter Ho Rejeter Hy
Ho vrai Ok Erreur de type 1
H, fausse Erreur de type 2 | Ok

o = la probabilité (rejeter Ho/Ho est vrai) = Probabilité (erreur de type 1)
o est appelée la taille du test

S = Probabilité (erreur de type 2)
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Chapitre 1 : Modéles de régression linéaire

1- pest appelée la puissance du test

Les tests sont compares en termes de taille et de puissance.

Lesprincipesdetest d'hypothese

On présente trois principes de test basés sur l'estimation par le maximum de vraisemblance
d'un paramétre 0. Soit c() une fonction, le test d'hypothése est le suivant :

Ho: ¢(0)=0

Test du rapport de vraisemblance

Si la restriction c(9):0 est valide. L'imposer ne va pas simplifier la fonction de
vraisemblance. Par conséquent, le test est basé sur la différenceln L—In L,, ou L est la

vraisemblance pour une valeur de & non restreinte et L, est la valeur de la vraisemblance

quand I'estimateur est restreint. Soit éMV I'estimateur obtenu du maximum de vraisemblance de

N

6 et 6, l'estimateur obtenu en maximisant la fonction de vraisemblance sous la contrainte

c(6)=0

~

Si L,, et L; sont les valeurs de la fonction de vraisemblance calculées en ces deux

estimateurs, alors le rapport de vraisemblance est :

4= LR

Ly

Cette fonction doit étre comprise entre O et 1. Si A est trop petite on rejette I'nypothese nulle.
Test de WALD

Si la restriction ¢(6)=0 est valide, c(éMV) doit étre tres proche de zéro, car l'estimateur du
maximum de vraisemblance est convergent sous certaines hypothéses. Par conséquent, le test

N

est base sur c(HMV) , on rejette I'nypothese nulle si elle est significativement différente de
zéro.

Test de multiplicateur de Lagrange

Si la restriction 0(9)20 est vraie, I‘estimateuréR doit étre proche du point qui maximise le
log de la vraisemblance. Aussi la pente de la fonction de vraisemblance doit étre proche de
zéro a I'estimateur restreint. Le test est basé sur la pente du log de la vraisemblance au point ou
la fonction est maximisée sous la restriction. La dérivée de la vraisemblance par rapport au
paramétre est appelée le score.

)zame)

0
sl 00

Le test est basé sur s(éR) et I'hypothese nulle est rejetée s'il est significativement différent de

Zéro.
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Chapitre 1 : Modéles de régression linéaire

Ces trois tests ont un comportement asymptotique équivalent, mais différent dans le cas des
petits échantillons.

Parmi les trois principes, le choix est fait selon les considérations de calcul.

Test de Wald : nécessite I'estimation du modele non restreint.

Test de multiplicateur de Lagrange : nécessite I'estimation du modele restreint .

Test du rapport de vraisemblance : nécessite I'estimation des deux modéles.

Test d'hypothese concer nant un seul parametre f;
Hot B, =p;
Pour obtenir une regle de décision, on doit trouver le test statistique qui convient et dont on

connait la loi. Rappelons que sous I'hypothése Ag.
B~ Np.o?(xx)?),
z; :M ~N(0,1).
o2 (xx) )
Jj

Comme on ne connait pas la valeur de &, on la remplace par son estimateur 5.

Bi-Bi BB

&2 (xx)t SelB;)

tj:

suit la loi de Student avec n—k degrés de liberte notée 7, .

Soit le test d’hypothése

Ho: B, =0

Cette hypothese indique que la variable x, n'a pas un effet sur y apres avoir consideré les

variables x;,...,x, ;,x .,x, dans le modeles.

JHLr e
Si I'nypothese nulle n'est pas rejetée, x, peut étre éliminee de I'équation de régression.
Dans ce cas, la t-statistique est :
Bj
57505
J Se j

t; est petitsiﬁj est presque nul ou Se(ﬁj)estgrand.

B
Il existe deux possibilités pour définir I'nypothése alternative. On commence par :
Ho . ﬂj =0 s

Hliﬂj>-0.
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Chapitre 1 : Modéles de régression linéaire

Et on choisit le niveau de signification ou une taille o = 0.05 ; pour construire une regle de

décision, on doit trouver une valeur de t’g_ suffisamment grande dans le but de rejeter Hy :
J

B; =0, on rejette I'hypothese nulle si : avec ¢ = 95 percentile de la loi 7, , .

Selon cette décision, parmi 100 échantillons aléatoires dans lesquels Ho est vrai, on rejettera
cette derniére dans 5 de ces échantillons (erreur de type 1).
La 2°™ possibilité est de définir une hypothése alternative :

Ho: ﬁj=0,

Hi: f; #0.

Z‘A

-c.
Bj

Dans ce cas on rejette Ho si

Test desvaleursdu parametre 3
Définition (laloi y?)

Soit x = (x,,...,x,) un vecteur aléatoire de dimension n, tel que x ~ N(0,7),alors:

O=x'x= fo suit une loi de fonction de densité :
i=1

ou: c(n)= ZZF(gj
et on dit que O suit une loi 2 centrée avec n degrés de liberté.

Soit x~N(u 1), alors Q= x'xsuit un loi z2non centrée, avec n degré de liberté et de
moyenne A= u'u .

Remarque
Si  x~N(u,2), X2 =(x—pu) =" (x—u) suit une loi x°centrée avec n degrés de liberté et

2

X2 =x"x suitlaloi y° non centrée de paramétresnet 1= 'S u.

Définition (Loi Fisher-Snedecor)
L2 2 : Y : N .
Soit X, ¢t X, deux variables aléatoires indépendantes suivant une x> a m et n degrés de

liberté respectivement, la variable aléatoire :
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Chapitre 1 : Modéles de régression linéaire

2
Im
F - llz
Zzln
suit une loi F centrée, sa fonction de densité est donnée par :
%—1
F .
c(m,n)—w , st F>0
f(F’m’n): (1_’”)]7 2
n
o sinon

@ m)"™
iach

2 2

ou c(m,n)=

2 2 2 2
Soit X, et X, deux variables aléatoires indépendantes, X. suit une 2 non centrée, X, une

x2 centrée, alors le rapport des deux suit la loi F non centrée.
Définition (Loi de Student)
La loi de Student t est un cas particulier de la loi F, si m=1 et la variable aléatoire F suit une

Fisher centrée alors la variable aléatoire ¢ =+/F suit une loi de Student centrée a n degré de
libertés si F suit une Fisher non centrée, t suit une Student non centrée.

Exemple

Le rapport d’une variable aléatoire normale standard et la racine carrée d'une variable aléatoire
indépendante %2 est une variable aléatoire qui suit la loi t de Student.

Distributions de quelques formes quadr atiques

Théoreme 9 [Weber, A (2003)]

!

. , . . . XAx . .
Soit x un vecteur aléatoire de dimension n, tel que x ~ N(,u, 0'21) alors Q =———suit une loi
)

2 'A o
X . a= Z’U si et seulement si A est idempotente, symétrique et de rang r.

o

Théoréme 10 [Weber, A (2003)]

Soit A une matrice idempotente et de rang r, soit B une matrice (m X n) telle que BA=0, et

Soit x~N(,u,0'21) un vecteur aléatoire(n ><1) , alors le vecteur z=Bx et la variable

aléatoire Q = x'Ax sont indépendamment distribuées.
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Exemple

Dans un modéle de régression classique, ot les erreurs suivent une loi normale, S et &°sont
indépendants.

p=(xx)"Xy,

A 1 .. 1

6% = e'e

y~N(xB,0%1).

Dans ce cas : 4 :I—X(X’X)_lX’ et B :(X’X)_lX’.

BA=(xx)"x'(1- x(xx)*x") =0.

Théoréme 11 [Weber, A (2003)]

Soit A une matrice (n X n) symétrique et idempotente de rang r, soit B une matrice (n X n)
symétrique et x ~ N(y, 021)

Si BA =0 alors les formes quadratiques Q, = x'Ax et Q, = x'Bx sont indépendantes.
Théoreme 12 [Weber, A (2003)]

Sous les hypothéses A1, Az, Az, A4, As la loi de la forme quadratique é'é| o’ est une Zi—k an-
k degrés de libertés.

Preuve Ona

é= (I—X(X'X)_lX') y =M yy. Donc

e yMyy
o2 o

ou M, est symétrique, idempotente et de rang n—k ; daprés le théoréme 8, e—f~ 72,
o

c.q.fd

Théoréme 13 [Weber, A (2003)]

Soit B € R" fixe; sous les hypothéses A1, Az, Az, As, As la forme quadratique :
o * r P * 1

(-5 xxlp-p )=~ 22,

2
o

avec : /1=(,B—ﬂ*>X'X(ﬂ—ﬂ*)%

o e'e
est indépendante de —; .
o
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Chapitre 1 : Modéles de régression linéaire

Preuve

p=p+(xx)txe

B-p* = (X’X)_lX'e+(ﬂ—,B*)= (X'X)‘l)('(eu(@—ﬂ*))

(ﬁ—ﬂ*)'X’X(ﬁ—ﬂ*)z (e+ X(,B—,B*))'X+XXX+(e+XcH—,B*)) o X" = (xx)tx
el b b fe - )

~lesxlp-p ) eclesxlo—p). py-loc)

Ona e+X(8-p5")~ N(x(8-5") o)
Comme P, est idempotente, symétrique ainsi la distribution »”résulte du théoréme8. aussi

M P, =0, des theoremes 10et 11 on déduit I'indépendance. c.q.fd

Les théoremes précédents constituent les outils nécessaires pour produire les tests statistiques.

Notons d'abord une équation qui nous sera utile, et qui peut facilement étre vérifiée.
(y—Xﬁ*)'(y—Xﬁ*F (v- x5 [y - xp)+ (ﬁ—ﬂ*)'X’X(ﬁ—ﬂ*) (L4)
L'hypothésel Hy: g ="

La premiére hypothése est faite sur tout le vecteur de paramétre, on obtient le F test statistique

a partir du test du rapport de vraisemblance. Rappelons que ce dernier est donné par :

MaxL(0)
B 0<0

) MaxL(0)
0O

a partir de :

_ 1 '
In L :7”|n (27[02)—2()_—2(y—Xﬂ) (v - XpB),

nous avons obtenu les EMV des paramétres Set o

i =\ () txy

5o [ B

MV_ A2 - EIM '
oMY ny b @4

Dans le modele restreint, ona = 8 et 62 = E(y - Xﬂ*) (y - Xﬂ*)
n

Les maximums des fonctions de vraisemblance dans le modéle restreint et le modéle non

restreint sont :
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Max InL(G):_—ann ZH%(y—X,B*)'(y—Xﬂ*)— (y—Xﬂ*),(y—Xﬁ*)

ASON

n(y—Xﬂ*)'(y—Xﬂ*)

];leaé)cln L(@) = _—ann(ZE%(y — X,é), (y - X,bA’)J —g

On obtient donc le test statistique

1 N ~ n/2 n/2
RV = n(y_Xﬂ),(y_Xﬁ) N N (L5)
1(y—Xﬂ*)(y—Xﬁ*) e

n n—

La derniere égalité est obtenue en utilisant I'équation (1.4) et

e (,B—,B*) X'X(ﬂ—,b’*)n—k |
e'e k
Sous I'hypothése Ho, F suit la distribution F centrée de paramétres (k, n-k).

Sous I'hypothése Hs, F suit la distribution F non centrée de parametres (k, n-k,4) ,

et A=(p-p" xxlp-p)o?.
Hypothésell Ho: S, = 5"

Cette hypothese est faite sur une partie du vecteur parametre, on partitionne S en deux parties

()

ol B estun vecteur ((k—s)x1) et B, un vecteur (sx1), ceci veut dire qu'on va tester s

selon I'nypothése :

restrictions.

Ho: Bo=p;

Le modeéle restreint est donné par :

y:(Xl,XZ)LZk}+e,

z=y-XoB3 =X +e,

- r v V=1 1

B =(X1X1) Xl(y—Xzﬁik)-
On définit M y, par:

My, =1-x1(xix ) X,
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Et H=X5My X5.
De cette régression on peut exprimer les résidus par :

A

é:MXlZZZ—X]_ﬂl

On note une équation auxiliaire analogue a I'équation (1.4)

(y - X2/ )’Mxl (y—X2ﬂ5)= (y —X,B), (y —XB)+ (ﬁA'z -5 ),H(,éz —,3;) (1.6)
On obtient :

o) [ 10w oa I "2
. s ) RISSOIEST) ) 2é
%%XL(Q) ’11(2_)(12’1) (Z_Xl;ﬁlj (y—Xzﬁék)MXI (y—X2ﬂ§)

En appliquant I'équation (1.6)
nf2

PO S

1+ F 5
n—k

Avec F = (ﬁz _ﬂg)’H(ﬁZ —ﬂ;)n—k_

~Apn

ee S

Sous I'hypothése nulle, F suit une distribution F centrée de parametres (s, n-k). Sous H; elle
suit une distribution F centrée de paramétres (s, n-k) et A = (ﬁ’z -5 ) H (ﬁ’z i )/ .

L'hypothése 1l Ho: By = f5;"
Cette troisieme hypothése concerne un seul élément du vecteur parametre, c'est un cas

particulier de la deuxieme hypothese avec s =1
Ho: B =pi

Hio Br = B
Comme c'est un cas particulier de I'hypothése Il avec s=1

H:X;CMXIX/( :ﬁ
; kk
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Ainsi

Fe (ﬁk _ﬁ;),(ﬁ’k —ﬂ;:) n—k (,ék —ﬂZ)Z (n—k)
(xx)pee  k-(k-1) (xx)tee

On peut obtenir le test de Student ¢ par :

B Bi
(=NF =B B
w[Var(ﬂk)
Sous Ho, ¢ a une distribution ¢,_; centrée, sous Hs t suit la distribution #,,_; non centrée.

4.3 Intervalles de confiance

Pour un parametre S, , on construit I'intervalle de confiance, en utilisant la statistique ¢.

_ B - B :ﬁk—ﬁk
(i) S

t

~ Lk

un intervalle de confiance pour ) est donné par :

P ,ék —the(,ék)<ﬂk <,ék +ZgS€(ﬁk) =l-a.
2 2

Exemple Pour a = 0.05, I'intervalle de confiance est :

Lék - C.Se(,l}k ) ,l}k + c.Se(ﬁk )J

ou c est 97,5 le quantile de la distribution 7,,_;

Pour le parametre a2, on rappelle que :

ayn
ee 2
_2~Zn—k1
” 1 ..
2 _ 56
n—k

5 o 5 =l-«
Z a ZO.’
1_i -
2 2
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5- Modélederégression linéaire généralisé

5-1 Estimation par la méthode des moindres carr és généralisee
Dans notre systeme d'hypothéses on modifie A, :

Al y=Xp+e,

A;: dim(X)=(nxk), rang(X)=k,

Az: E(e/X)=0,

A'y: Elee'/X)=c2Q Q=0 et det(Q)>0,

As . X estnon stochastique ;

. . nin+1 . .
Si Q est inconnue, on a (2 )autres parametres dans notre modele. Il y aura plus de

parameétres a estimer que d'observations.
On suppose d'abord que Q est connue et que seulement o2 est inconnue. Comme condition de
normalisation, on prend #(Q)=n .

La matrice symétrique definie positive Q et son inverse peuvent étre décomposées selon la
décomposition de Cholesky en :
Q=RR',
ol=pp
avec (PR) (PR)=/ et (PR) (PR)=1.
En multipliant le modéle de régression par la matrice P
Py = PX[ + Pe.
et on obtient un nouveau modele transforme
Y'=X"p+e". 1.7
Ce modele a les propriétés suivantes :
1- X" n'est pas stochastique,
2-  X*X* = XP'PX estnon singuliére,
3 E(e* ): E(Pe)=0,
4 Elee” )= E(Pee'P) = 02 POP = 621
C'est-a-dire que dans le modéle transformé (1.7), les hypotheses de la régression linéaire

classique sont verifiées, on peut appliquer I’estimateur des moindres carrés sur ce modeéle et

obtenir le résultat suivant :
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Théoreme 14 [Weber, A (2003)]
Sous les hypotheses A1, Az, As, A4* et As l'estimateur BLUE de [ est donné par :

~ -1
p= (X'Q‘lx) xaly

Preuve

/ —1 , —1
(X* X*) X*y* =(xPPx)txPPy= (XQ‘lx) xoty.

E est appelé I'estimateur des Moindres Carrés Géneéralisés (MCG). c.q.f.d

Matrice de covariance del'estimateur MCG

varlg)= E(g-plp-B)
ol T vio-1 o1 vlsra-ly | E
=EX'Q7X) XQ “e'Q "X\ X'Q™X
-1 -1
:(X'Q'lx) Xn‘lE(ee')Q‘lx(X'Q'lX)
1 -1
~o(xaty] xo oo tx(xaly)
—1
:az(X’Q'lX)
~ ~ ~2 1 -, 1~
e=y—-Xp et oc-=——2¢e'QQ e
n—2
5-2 Propriétés des estimateurs M CO dansle modéle derégression généralise
1- L'estimateur MCO est sans biais.

2- En général A est moins efficace que J.
3- L'estimateur MCO de o est biaisé.
5-3 Propriétés asymptotiquesdu MCG
Théoréme 14 [Weber, A (2003)]
Sous les hypotheses A1, Az, As, A", et As et

lim L xaly-o

n—wn
Si Q est définie positive, alors l'estimateur MCG [ est convergent.

Preuve

B=p+ (XQ_lX)_lXQ_le

EB)=p

var(B)= £ - p\f - p) = o2 (xtx)"

2 -1
- 0—(1)(9‘1)() -0
n n
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Ainsi EL,B (converge en moyenne) ce qui implique que ,5L>ﬂ
c.q.f.d.

Remarque

. .1 _ e T
L'hypothese lim = X'Q 1X=Q avec Q définie positive implique que
n—owon

1 -1
lim (—X'Q_lXJ ot

n—oo\ N1

Pour Q =1,k =1 on peut donner l'interprétation de cette hypothese.
-1
. 1% 2 -1
lim (— 2 X ] =0
n—+o\ M =1
Avec Q définie positive, c'est-a-dire _le_z ne doit pas converger vers 0. Il doit y avoir assez
n

de variation dans les données. Plus la taille de I'échantillon est grande plus la variation
augmente.

29



Chapitre 2 : Modele multi-niveaux de régression linéaire

Chapitre 2

MODELE MULTI-NIVEAUX DE
REGRESSION LINEAIRE

Introduction Goldstein, H(1996)

L’objet de ce chapitre est d'introduire le modéle hiérarchique de régression linéaire et les
notations de base que nous utiliserons par la suite.

Dans un modeéle hiérarchique de régression linéaire, les observations sont groupées par
unités, chaque ensemble d'unités correspond a un niveau. Ainsi dans un modéle & deux niveaux, on

note les observations y, telles que y; est I'observation qui correspond a la i eme unité de premier

niveau appartenant a la j éme unité de deuxiéme niveau.
Le systeme éducatif présente un exemple évident de la structure hiérarchique, avec les

eleves groupés par école, les écoles groupées par région etc. ..., y, peut étre par exemple la note

de lecture du iéme éléve de la jeme école. L’ensemble des éléves correspond a l'ensemble des

unités de niveau 1, de méme I'ensemble des écoles correspond a I'ensemble des unités de niveau 2.
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papiilation

Fig-2. 1 Représentation d'un modéle & deux nivesiix

En modélisation multi-niveaux ou multi-échelles, le modele statistique utilisé doit
explicitement reconnaitre la structure hiérarchique des données, l'utilisation d'un modele qui
néglige cette hiérarchie ne sera pas sans conséquences.

Gardons toujours le systeme éducatif pour discuter le cas ou on ignore la structure
hiérarchique des données et aussi pour illustrer des notions élémentaires des modeles multi-
niveaux; dans ces deux objectifs nous nous basons sur un cas réel étudié a English Local
Education Authorities qui est le suivant: on s'intéresse a la relation entre la variable dépendante
notes d'examens des éléves de 16ans et une variable indépendante (explicative) : notes de lecture
de ces mémes éléves quand ils avaient 1lans (c'est-a-dire juste avant qu'ils n'entrent en école
secondaire). On fera référence a la variable explicative par "notes LRT" ou LRT est la diminution
de London Reading Test. Par le passé, il a été question de décider si I'analyse sera réaliseée au
niveau des écoles ou au niveau des éléves, mais dans les deux cas proposés (a un niveau), les
résultats d'analyse ne sont pas satisfaisants. Au niveau école, la moyenne des notes d'examens et
celle des notes LRT sont d'abord calculées pour chaque école, une régression ordinaire est alors
utilisée pour estimer la relation entre elles, le probléeme majeur dans ce cas est qu'on ne peut pas
interpréter clairement la relation trouvée, une interprétation causale doit inclure les éléves d'une
maniére individuelle. Au niveau éleve la relation entre les notes a été estimee en utilisant les

donneées de tous les 4059 éléves. Dans ce cas, on a la possibilité de modéliser la variation entre
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I'ensemble des écoles en incorporant des termes séparés pour lI'ensemble des éléves de chaque
école mais cette procédure reste inefficace du moment qu’elle nécessite I'estimation d'un grand
nombre de coefficients et aussi qu'elle ne considére pas les écoles comme un échantillon aléatoire.
1. Principe fondamental de la modélisation multi-niveaux
On utilisera I'exemple précedent pour illustrer le Principe fondamental de la modélisation
multi-niveau: existence de plusieurs niveaux de variation. Dans ce but, on s'intéresse aux écoles.
On commence par observer les données d'une seule école; dans la figure 2.2 les notes
d'examen d'un échantillon de 73 éléves d'une méme école sont contre les notes LRT de ces mémes

éleves; la relation se résume par une droite de régression.

N m o R X 4
ﬂ D ""'--"'-"':.;:f.-;_ :”'n_---"l.ﬁ_'"""""'""""'
d'examens gk R

Fig.2 Variation au niveau I

Chaque point de ce graphe représente une paire de valeurs pour un éleve; la droite de
régression est un résume; au niveau école de cette relation; qui peut varier d'une école a une autre.
Dans la figure 2.3, quatre droites de régression sont tracées pour quatre écoles en contraignant les

lignes a étre paralléles

32



Chapitre 2 : Modele multi-niveaux de régression linéaire

Nofes
d'exdamens

Notes LRT

Fig 2.3 Variation au niveau 2

Les droites dans la figure 2.3 ont des intercepts différents; la variation entre ces intercepts est
appelée variation de deuxiéme niveau puisque dans cet exemple les écoles sont les unités de
deuxieme niveau. L'ensemble des écoles forme un échantillon aléatoire d'une large population
d'écoles. On ne s'intéresse ni aux éleves ni aux écoles en tant qu'individus; mais on s'intéresse aux
inférences qu'on peut faire sur la variation entre toutes les ecoles de la population, en utilisant
I'échantillon d'écoles.

Si on considére qu'en utilisant les droites de la Fig. 2.3 pour prédire la note d'examen pour
une note LRT donnée, alors il est clair que les différences entre les écoles est constante sur
I'ensemble des notes LRT. Ce type de variation est appelé la variation simple de deuxiéme niveau.

L'exemple d'une variation plus complexe de deuxiéme niveau peut étre obtenu si on permet
au slopes des droites de varier. Comme dans la Fig2.4. C’est le cas ou la différence entre les écoles
dépend des notes LRT des éleves.
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5 S TS )

AWK SO -
b +———+———+—+—+
-

Noies d'examens

Notes LRT

Fig 2.4 variation compiexe au niveau 2

L'objet principal de I'analyse multi-niveaux ne concerne pas les écoles en tant qu'individus
mais l'estimation de la structure de la variation (fluctuation) dans toute la population d'écoles. Une
fois que cet objectif est atteint, il sera possible d'essayer d'expliquer cette variation en termes de
caractéristiques générales des écoles en incorporant d'autres variables au modeéle.

2. Description de la modélisation multi-niveaux

La fig. 2.2 fournit une illustration de la variation au premier niveau dans une seule école,
ainsi qu'une droite de régression qui résume la relation entre les notes d'examens et les notes LRT
des éléves de cette école. Cette droite est évidemment obtenue en utilisant la méthode classique
des moindres carrés ordinaires.

Cependant on s'intéresse a la variation entre les écoles de notre échantillon comme un outil
indispensable aux inférences possibles concernant cette méme variation dans I'ensemble de toute
la population d'écoles.

Soit une relation de régression lineaire pour une seule école; elle peut étre exprimée par :

v, =a+bx; +e; (2.1)
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ou l'indice i varie de 1 au nombre d'éléves de I'école; dans notre exemple: y;et x; sont
respectivement les notes d'examens et les notes LRT du i éme éleve ; l'expression a -+ bx; est
appelée partie fixe du modeéle. La relation peut aussi étre exprimée par:

$; =a+bx (2.2)

ou y;est la note d'examen du iéme éléve prédite par la droite de régression. L'intercept a est

le point ou cette droite croise I'axe vertical et b son slope.

Dans I'équation (2.1), e; est I'écart entre la note d'examen du iéme éléeve et sa note
expliquée, on I'appellera I’erreur. L erreur est la partie de la note y;qui n'est pas expliquée par la
partie fixe de la relation de régression de I'équation (2.2), avec une seule école, la variation du
niveau 1 est la variance des e; .

Observons maintenant le cas multi-niveaux a plusieurs écoles qui sont considérées comme
un échantillon aléatoire d'une population d'écoles. On suppose une relation de régression pour
chaque école:

yip=ap+bxp

Yig =ap +bx;p

ou les slopes sont paralleles, et de facon plus concise on peut I'écrire:
yl] :Clj +bxl-j (23)

L'indice j prend ses valeurs de 1 vers le nombre d'écoles dans I'échantillon. On peut écrire le
modele complet de la fagon suivante:

ylj = aj + bxlj + eu (24)

Remarque

Si un terme est & deux indices i alors il varie d'un éléve a un autre dans une méme école.
Quand il est a un indice j, il varie seulement selon les écoles mais a la méme valeur pour les

éleves d'une méme école; et quand il ne posséde aucun indice; ceci voudra dire que c'est une

constante sur I'ensemble des éléves et des écoles.
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En analyse multi-niveaux; les groupes du deuxiéme niveau, dans notre cas les écoles, sont
considérés comme un échantillon aléatoire d'une population; pour cette raison, on peut re exprimer
I'équation (2.4) comme suit:

Clj =a+ lxl]

Yij =a+bx;+e;

ol a, sans aucun indice est une constante et u ; I'écart entre I'intercept relatif a la jeme école
et la valeur totale; on appellera u; le résidu de deuxieme niveau; il a la méme valeur pour

I'ensemble des éléves d'une méme école.
Le modele (2.4) peut maintenant étre exprimé de la fagcon suivante:

Vi =a+bx; +u; +ejj (2.5)
Dans cette équation u ;et e; sont des quantités aléatoires de moyenne nulle, elles forment la

partie aléatoire du modéle (2.5). Etant a plusieurs niveaux; on suppose que ces variables sont non

corrélées puis on fera I'hypothése standard qu'elles suivent la loi normale; il suffira alors d'estimer

leurs variances notées 05 et Gg respectivement; les quantités: « ; l'intercept moyen et » le
slope sont fixes et qu'on doit aussi estimer.

C'est la présence de deux paramétres aléatoires u ;et e; dans I'equation (2.5) qui fait de

celle-ci un modéle multi-niveaux et plus précisement un modele a deux niveaux.

Ainsi les variances Gﬁ et Gg sont les parametres aléatoires de notre modele et les quantités

a et b en sont les parametres fixes. et comme les seules paramétres aleatoires de ce modéle sont
les variances des résidus de chaque niveau, on se trouve dans le cas le plus simple appelé modée

des composants de la variance.

Si les slopes ne sont pas paralleles, la relation de régression pour chaque école sera :

y1=a1+bxp
Y2 =ap+byxjp

qu’on peut écrire sous la forme générale :

yij=a;+bjx;
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Le modele complet sera donc :
yl] :aj +b]xl] +e|J (26)

Supposons qu’on peut écrire a ;j et b;respectivement sous les formes suivantes :
aj =qa+ UOJ
b] = b + Mlj

oU a et b sont des constantes et uq ;etuy; sont des variables aléatoires de parametres

E(ugj)=E(usj)=0

2

2
uO,Var(u1j) =0,

Var(ugi) =0
Cov(ugj,u4j) =094

On écrit alors le modéle comme suit :

Vi =a+bxy +uypix; +ug;+e; (2.7)

Dans cette équation, Y est exprimé comme la somme d’une partie fixe a+bx;; et une partie

aléatoire uy ;x;; +ug; +e;;

3- Modelelinéaire a deux niveaux a une seule variable explicative
Notations
Dans le but d’exprimer plus généralement un modéle a deux nivaux, on adopte la notation du

modele (2.5), on introduit une variable explicative xq, qui prend la valeur 1 sur I’ensemble des
eléves, on utilise les notations Sy, f;,... etc. pour les paramétres fixes, les indices O et 1... etc.
indiquent les variables explicatives auxquelles ils sont associes ( S est associé a la variable xg) ;

enfin et de facon similaire on incorpore I’indice 0 aux variables aléatoires (ejsera notée egjjet u;

sera notée ug ;). Ce qui permet d’obtenir :

Yij = Byxo + Prxy; +ug;xo +eg;ixo (2.8)

Remarques
L’indice O ajouté aux variables aléatoires des deux nivaux indique qu’elles sont associées a x

On écrit généralement la partie fixe sous la forme matricielle suivante :
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E(y)z X[ avec y= {yl]}

Elvy)=xpp=(xp); X =y} ﬂ:(ﬁij

Ou { }dénote une matrice.
Structure devariance de la variable dépendante

Le modele (2.7) montre la différence essentielle qui existe entre les modéles multi-niveaux et
les modeéles simples a 1 niveau.

En effet I’estimation du modéle revient a estimer les deux coefficients fixes et les quatre
parametres 0301051,%011 et 0620; les variances et covariances sont les parametres aléatoires du

modele.
On considére le modéle a deux niveaux, le plus simple qui comprend deux paramétres aléatoires

030, 0820 qui seront notés respectivement par 03, 082.

yl] = ﬁo +ﬁ1xij +1/lj +€l']' (29)
Sous les hypotheses suivantes :
E(u)=E(e)=0
sy (Varlu;)=of. Varle )= o?
1 yVarlu; |)=o,, Vareij =0,
Cov(uj,el-k)= 0 Vi,Vj,Vk

Remarque
Dans chaque unité du deuxieme niveau j, i variede 1a n; (n;est le nombre d’unités de premier

niveau dans la j éme unité de deuxiéme niveau).

Sous le systéeme d’hypothése (SH1), le modéle (2.9) est appelé le modéle des composants de la
variance ; car la variance de la variable dépendante sachant les composants fixes est :
Var(yl-j 1 By, b1 Xjj )= 03 + 0'62 (2.10)
En effet

Var(ﬂo +Prxyp +ujtey /,Bo,ﬂl,xij)z Var(uj +e,-j)
= Var(uj )+ Var(eij )+ ZCOV(uj , eij)

—o?+o?

Car u ;et e; sont non corrélés par hypothéses.
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Cette variance est appelée le prédicateur fixe, c’est la somme des variances de premier et
deuxieme niveau. L’ équation (2.10) implique que chaque groupe d’information de premier niveau
a la méme variance résiduelle et que la covariance entre deux unités de premier niveau (notée i, i
) dans une méme unité de niveau deux (notée ;) est donnee par :

2
COV(yl'lj , yiz] ) COV(MJ + ell] WU el-zj ) COV(MJ ,M] ) oy

En effet
cov(u] +tej iU +ei2j) ;(Var(Zu +e i+ izj) Var(u] +e; ]) Var(u] +e ))
;(4Var( )+ Var( )+ Var( ) Var( ) Var( ) Var( ) Var( e; j))

1 2
= E(ZVar(uj )): Var(uj)z o,
Car u ;,e;sont non corrélés et e;; sont indépendants par hypothese.

Lacorrélation

Comme les résidus du premier niveau sont indépendants par hypothése, la corrélation entre ces
deux unités est :
ou
p= Cor(u]+el] uj izj): 5 5
Oy +O'e
En effet :

Cov(u +e izj)

\/Var(uj +e,~1j)Var(uj +e,~2j)

2

J(agmg)(agmg)
g

of +o?

Cor(uj+elj u; l'zj)z

On peut appeler p corrélation intra unité, cette corrélation mesure la proportion de la variance
totale entre les unités de premier niveau due a la variation entre les unités de deuxiéme niveau.
En modéle multi-niveaux, on doit séparer les variances relatives aux différents niveaux ;

logiquement en citant les noms des unités. Par exemple dans un modele a trois niveaux avec

éléves, classes et écoles, on aura deux corrélations :

1. une corrélation intra école : mesure la corrélation entre les éléves des différentes classes
d’une méme école.

2. une corrélation intra classe : mesure la corrélation entre les éléves d’une méme classe.
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Ainsi, deux observations appartenant a la méme unité de deuxiéme niveau sont corrélées a moins
que 03 =0 ; cas auquel correspond un modeéle simple a un seul niveau.

L’existence d’une corrélation intra unité non nulle, résulte du fait qu’il y a plus d’un terme résiduel
dans le modele. Ceci implique que les procédures d’estimation classiques telles que la méthode
des moindres carrés ordinaire utilisée par exemple en régression multiple ne sont pas applicables.

Regardons avec plus de détails la structure d’un groupe de deuxieme niveau, en s’intéressant a la
structure de la covariance.

Pour une unité de deuxieme niveau j, supposons n; le nombre d’unités de niveau 1 qu’elle

contient, on peut former la (nj xnj) matrice V; qui contient les variances des résidus 03 +082

sur la diagonale et la covariance 05 par tout ailleurs :

o ( ) 062+05 Siip =iy

Vilinin)= Covly; j.yi, ;)= ) _
u sinon
o2 +o?
o
Vj:
O-M
I ol +ol

Comme les corrélations entre les unités du premier niveau des différentes unités de deuxieme

niveau sont nulles (c'est-a-dire Cov(el-kl €ik, ): 0) la (nxn) matrice de variance covariance pour

I’échantillon total est :

j=1

Ou m est le nombre total d’unités de deuxiéme niveau, » le nombre total d’unités de premier

m
niveau, n= Y, n; et ®est I’opérateur somme directe des matrices.
J=1

D’ou V peut étre écrite dans la forme suivante :
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Vl
V, O
V= (2.11)
o .

Vm

Exemple Supposons un modéle a deux niveaux avec éléves et écoles. Pour deux écoles; la

premiére a 3 éléves et la deuxiéme a 2 éléves. La matrice des covariances totale est :

5 3

cl+af  of ol
ou: A= 0'3 0'82 + 0'5 0'5
o2 o2 ol+o?
et
L [o?rot o
o2  ol+of

Cette structure reflete le fait que la covariance entre les éléves des differentes écoles est nulle et

on écrit plus généralement :

2 2
. o, J(3)+ 0. 1(3) 0
0 a,fJ(z) +0621(2)

OU I;est la (k x k)-matrice unité et J(k) est la (kxk)-matrice de 1

Dans le cas classique de la régression linéaire a un niveau 05 est nulle ce qui réduit

cette matrice a la forme standard 2700 o2 est la seule variance résiduelle et 7 la matrice

unité de dimension 7, nétant le nombre total d’unités de niveau 1.

4. Modélelinéaire a deux niveaux a plusieursvariables explicatives

La partie fixe du modéle (2.8) peut contenir d’autres variables explicatives :
)4
Vij = ByXo + Prxy + X BuXni +(u0j +uy Xy +eOij)
h=2
Ou bien :
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1

ou on utilise de nouvelles variables explicatives dans la partie aléatoire du modéle et on écrit plus
généralement :

Z={20, 21}

Zo={l}  C’est-a-dire un vecteur de /

21 = b

Remarques

1. Dans la partie aléatoire du modele, les variables explicatives sont souvent un sous
ensemble de celles de la partie fixe.

2. Dans le modele (2.12), la variable possede un coefficient aléatoire au niveau 2. Notons
qu’il faut distinguer entre la matrice de variance covariance de la variable dépendante
donnée en (2.11) et la matrice de variance covariance des coefficients aléatoires.

Soit Q4 la matrice de covariance pour I’ensemble des coefficients aleatoires de niveau 1, dans le

cas de notre modéle O = 0620 .

Soit € la matrice de covariance de Iintercept uq ; et le slope uy; qui sont aléatoire au niveau 2 :

2
QZ 00 Ouo1

- 2
9,01 9ud

On notera I’ensemble de matrices de covariance des coefficients aléatoires Q = {Q; }.

Casparticulier
Dans un modéle a deux niveaux et pour une unité ; de deuxiéme niveau qui contient deux unités de

niveau 1, la matrice de covariance de la variable dépendante y est :

4
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2 2 2 2
A=O‘u0+20'u01xlj+O'u1xlj+0'eo

2 2
B=o,0+ 0'u01(x1j + xzj)+ 01X1%2

2 2 2 2
C:O-u0+20-u01x2j+o-ulx2j + 0,0

Preuve
A= Var(ylj /,B): Var(uoj +uy Xy +e01j)
= Var(uoj )+ Var(uljxlj )+ Var(emj )+ 2C0v(u0j : uljxlj)

2 2 2 . 2
= 0,0 +20,01X1; + 0,11 +0¢0

B= Cov(ylj,ygj)= %(Va”(ylj +J’2j)_Var(y1j)_ Var(yzj))

1
=—\l1-4-C
L -4-0)

I = Var(ylj +y2j)= Var(Zqu +u1j(x1j +X2j)+601j +€02j)
240'50 +(x1j +ij)2 0'314-0@20 +0'620 +2C0v(2u0j,u1j(x1j +ij))

2 2 2 2
=40'u0 +(X1j +ij) O'u1+20'eo +2.2(X1j +X2j)0'u01

C= Var(yzj /ﬂ)= Var(uoj +upjXp; +e02j)
= Var(uoj )+ Var(ulszj )+ Var(eozj )+ 2Cov(u0j : ”1jx2j)

2 2 2 2
= 0,0 +20,01X2; + 01X2 + 0¢p
D’ou on peut calculer B :

B= %[40‘30 +(x1j +Xp; )2 0'31 + 20'620 +4(x1j +Xp; )JuOl —030 —26u01x1j
—Uflxlzj N — 20,011 —20,01%1; _051x§j —Uezo]
:%[20'30 + Z(xlj +X; )O'uoj_ + 2x1jx2j 0'31]
= 030 +<7u01(xlj +X2j)+ Gflxlszj

Etant donné :
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5. Structure générale d’un modele linéair e a deux niveaux

Soit la structure générale d’un modéle a deux niveaux suivante :

Y=XB+E (2.13)
ou:
Y =1{y;

X =1} Xy = oy xee % i |
j :L’indice de I’unité de niveau deux j=1,...,n
i 1 L’indice de I’unité de premier niveau, pour chaque valeurdej , i variedela n;(n; étantle
nombre d’unités de premier niveau dans la ;j éme unité de niveau deux).
p . Le nombre de variables explicatives dans la partie fixe du modeéle.
E est la partie aléatoire du modele qu’on peut exprimer par :
E=E1+Ey)= {eij }, ejj :ei(jl) +e§-2)
Ej et E,: sont deux matrices de résidus respectivement de premier et deuxieme niveau.
Ou:
o, & 00 o % @@
e’ = ZZh,]e W €] —}EOZhUehj

el.g.l) représente la partie aléatoire au premier niveau; g, représente le nombre de variables
explicatives a coefficients aléatoires au premier niveau.

e§.2) représente la partie aléatoire au deuxiéme niveau; g, représente le nombre de variables
explicatives a coefficients aléatoires au deuxiéme niveau.

On re note e(l) par e; et e(z) par u ;, ce qui permet d’écrire la partie aléatoire du modele sous la
forme matricielle suivante :

E=7@y+2z0,
D’ou la forme matricielle du modeéle (2.13)

Y=x8+2@u+z0, (2.14)
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Sous les hypothéses :
E(E1)=0, E(E3)=0,
Val’(El) = V2(1) ) Var(E2 ) = V2(2)
E(E]_Eé )= 0 V2 = V2(l) + V2(2)
Remarques:

Dans le modeéle (2.14) :
X est la matrice des variables explicatives de la partie fixe.

Z (Z)est la matrice des variables explicatives de la partie aléatoire ayant des coefficients aléatoires

au deuxiéme niveau.

Z (1)est la matrice des variables explicatives de la partie aléatoire ayant des coefficients aléatoires

au premier niveau.

E(ElElz): 0 indique que les coefficients aléatoires du premier niveau sont indépendants de ceux

du deuxieme niveau.
Structure delavariance de la variable dépendante

-Les résidus de premier niveau sont supposés indépendants, 7, est donc une matrice diagonale ou

son élément jj est:

Var(e;) = o’ = Zigl)thZ(-l) Qe = Cov(e((}l)) )

& v
-Les résidus du deuxiéme niveau sont indépendants sur I’ensemble des unités de deuxiéme niveau,

leur matrice de covariance ¥(2) est une matrice diagonale par bloc dont le  j eme bloc est defini
par :
Vo) =257 ) 2= Cov(e% )
Le j éme bloc de la matrice est alors donné par :
Vp = @iafi/ +V202) -
Ou @est I’opérateur somme directe

Remarque

D’apres les notations utilisées dans la définition du modéle (2.12) ; la matriceVz(Z)j est une

matrices(nj xnj).
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Chapitre 3

ESTIMATION D’UN MODELE DE
REGRESSION LINEAIRE A DEUX
NIVEAUX PAR LA METHODE
ITERATIVE DES MOINDRES CARRES
GENERALISEE.

I ntroduction

Ce chapitre sera consacré a I’étude de la méthode d’estimation d’un modele de régression
linaire a deux niveaux, cette méthode, dite méthode itérative des moindres carrés généralisée a le
principe suivant :

A chaque itération, on estime d’abord les paramétres fixes c'est-a-dire qu’on va considérer qu’on
n’a qu’un seul terme résiduel ; une fois ce terme estimé, on construit un modéle de régression
linéaire en prenant les résidus estimés comme les observations d’une variable dépendante. Estimer
le modele ainsi obtenu donnera les estimateurs de variances et des covariances des erreurs des
deux niveaux, on estime les parametres fixes en utilisant ces variances et ces covariances ; ce qui
produit un cycle itératif de la méthode.

Il est a noter que chaque modéle sera estimé par la méthode des Moindres Carrés Géneralisée
(MCGQG), sauf pour la premiére itération ou on estimera les paramétres fixes de la méthode des
Moindres Carrés Ordinaires (MCO), car on ne dispose pas des variances. Avant de voir plus en

détails cette méthode sur un cas particulier, voici quelques définitions utiles (Intrilligator, et al.)
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Définition Produit de Kronecker
Le produit de Kronecker d’une matrice par une matrice, multiplie chaque élément de la matrice a

gauche par toute la matrice de droite. Ainsi :

Soit 4 une matrice (mxn) et B une matrice (px¢); le produit de Kronecker est donné par:

allB alzB . alnB
a»B a»B ... a»,B
A®p=| 2" Te2m e Tan
ayB a,»B ... a,,B

Le résultat est une matrice (mp x nq).

Propriété du produit de Kronecker de deux matrices

(A®B) =4 ®B'

(4+B)®C=(4®C)+(B®C)

AQ(B+C)=(4®B)+(4®C)

(A® B\C® D)= AC ® BD

(4®Byt=4at®B71si 4 et Bsontcarrées et non singuliéres.

Définition L’'opérateur Vec

Soit A:(al,az,...,ap) une matrice (nx p) (c’est-a-dire a; est un nvecteur colonne

i=1...,p .

On définit un vecteur de dimension np :

a
Vec(A) _| 2

dp

Ainsi, y:{yij} peut étre noté y:(yl,yg,...,ym) ;

ou » jestun vecteur colonne de dimension 7 ;

vi=bujvajiivn ;)
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N

On définit ¥ = Vec(y)=| >2

Ym
- - m - - -
Y est alors un vecteur colonne de dimension N = 3’ n; de matrice de variance covariance V.
J=1

De facon analogue, pour x = {xlj} on définit le N vecteur colonne :
X1
X
Vec(x) =| "2
xm

ou x ;est un vecteur colonne de dimension n;; j=1,...m.

Soit 1y un N vecteur colonne de 1 et soit X = (1, Vec(x)) une matrice (N x2).

Cette derniére matrice X ; la matrice plan d’expérience, et le vecteur (variable dépendante) Y
seront utilisés pour estimer les paramétres fixes du modele.

1. Méthode Itérative desMoindres Carrés Généralisée: IMCG
Soit le modeéle de régression linéaire simple a deux niveaux :

ylj = ﬂo +ﬂlxij +uj +eij (31)

Ou i et j indiquent I’unité de 1% et 2°™ niveau respectivement.

Sous les hypotheses suivantes :

€jj

ij ~N(0,0'ez)

Cov(eij,eik)zo sij#k
u

2
j N(0,0'u)

Cov(el-j,uj):o

Un tel modeéle est appelé modéle des composants de la variance.
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Soit m le nombre total d’unités de niveau 2 et 7; le nombre d’unités de niveau 1 dans la j*m

unité de niveau 2 ; le nombre total d’unités de niveau 1 est N = Z n;
j=1

La matrice de variance covariance de la variable dépendante est donné par :
" 0

0 Vm
; _ 2 2
ouchaquebloc V; =o,J; +0,1;

Jj est la (nj xnj) matrice de 1

Ij est la (nj xnj) matrice unité

La matrice ¥ est de dimension (N x N).

Estimation des parameétres
Supposons qu’on connait les variances 662 et 03 , on peut alors construire V et appliquer la

méthode MCG pour estimer les parametres fixes du modéle (3.1) ﬁ’ = ('ZOJ.
1

On suppose que dans (3.1), on a un seul terme d’erreur R, ce qui permet de I’écrire sous la
forme :
y=Xf+R

Connaissant V, I’estimateur du MCG du paramétre S est:
p P |
B=\XVX) XV "y (3.2)
A partir de cet estimateur, on calcule les résidus :
=Yij = fo - ﬂlxy

Remarque
Chaque yl] est un estimateur dee;; +u ;. Le N vecteur des résidus est notéy = {y,]} si on

forme la matrice yy'on voit S|mplement que c’est un estimateur est V.
Casparticulier

Reprenons le cas particulier du chapitre 11 ou I’on a
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N1
Y21
Vec(y)=| ya1

Y12
| V22 ]

y=01.52)

tel que :

1 =11, 721, ¥31)
¥ = (512.722)
Ona
.-..2 ~ o~ ~ o~
’ Y11 Y11§21 Y1131
Yy =\ vy ya J’21%’31
NI R e I 7 R Y
qui est estimateur de 7] et
~ = ¥ P12y
Y2y =\ 2 ~2
Y212 V22
qui est estimateur de V>,

Rappelons que
yi 0
y=|"1
%

Si on construitVec(}}'), on obtient un vecteur colonne de dimension 32 +22 =13 qui est le

suivant :
VeC()71§1 )
Vec(y') =
VGC@Z;Z )
Vec(Vl)
De méme Vec(V)= qui est aussi un vecteur colonne de dimension 32 +22 =13 et
Vec(Vz)

son estimateur est Vec(yy').
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Dans le cas général, la relation entre ces deux vecteurs peut étre exprimée par le modele de

régression linéaire suivant :

yi1 ol +o? 1] [1]
- - 2
y11y21 Ou
= +R=03 +0'62 |+R (3.3)
;Em _062 + 03 ] 11 1]

Ou R est le vecteur des résidus.

En (3.3), le c6té gauche est évidemment le vecteur dépendant du modeéle et le coté droit deux
variables explicatives avec les deux coefficients 0_62 et 0—3 qui sont a estimer.

Remarque

Le vecteur Vec(}f;')qui correspond au modele (3.1) peut étre écrit sous la forme :

Vec (7151)

Vec(¥275)

y =Vec(yy')= :

| Vee (Fm T )|

2

m
Il est de dimension D = > nj

j=1
De méme Vec(V) peut aussi étre écrit sous la forme :
[ Vec(Vl) ]
Vec(V2 )

Vec(V) =

_Vec(.Vm )

m
Il est aussi de dimension D= ) nj2

j=1
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Cette notation nous permet d’expliquer comment obtenir les deux vecteurs variables explicatives

du modele (3.3) ; en effet le premier vecteur qui a 03 comme coefficient est obtenu par :
vee( g
Vec(J(z))
J= : ,
Vec(J(m))

Il est de dimension D .
Le deuxiéme vecteur est aussi de dimension D, il est obtenu en superposant les vec des matrices

identité /(1),/(2),.... () C'est-a-dire

Vec (1(1) )

Vec (1(2))

Vec(](m))

L’estimation du modéle (3.3) nécessite I’application de la méthode MCG en utilisant la matrice
des covariances estimée du vecteur Vec(}}') qui sous hypothése de normalité est
Y= Z(V_l ® V_l) [Goldstein, H (1996)]

Le modele (3.3) peut étre écrit sous la forme suivante :

y=Jo2 +1c? +R

=7Z"0+R

2
Ou Z* =(J,1) une matrice (2x D) et 6=| 74 |,
0%

L’estimateur de MCG du parameétre & est :

-1
6= (Z*z:‘lz* ] A (3.4)
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En utilisant ces estimateurs, on peut construire la matrice V et reprendre (3.2) pour calculer de
nouveaux estimateurs des paramétres fixes ; on alterne alors entre I’estimation des paramétres
fixes en (3.2) et les parametres aléatoires (3.4) jusqu’a ce que la procédure converge. C'est-a-dire
que les estimateurs de tous les parametres ne changent plus de valeurs d’une itération a une autre.

Remarque La proceédure d’estimation est itérative, on doit commencer par le calcul de ,B par
(3.2), et comme on ne dispose pas de la matrice ¥ a la 1°® itération on commence usuellement
par des estimateurs raisonnables des parametres fixes, ceux-ci sont obtenus par la méthode des
MCO.

Estimation desrésidus

Dans un modele & un niveau, I’estimateur du terme résiduel est justementy; =y; —y;,
cependant dans un modéle multi-niveaux on a plusieurs résidus a plusieurs niveaux. Dans ce qui
suit on ne considérera que I’estimation des résidus individuels (C'est-a-dire que chaque résidu sera

estimé individuellement).

Etant donné les estimateurs des paramétres d’un modéle des composants de la variance a deux
niveaux, pour chaque unité de deuxiéme niveau on estime ujpar:
ﬁsz(uj/y,ﬁ’,Q). (3.5)

Si on néglige la variation des estimateurs de (3.5), c'est-a-dire qu’on considere qu’ils sont fixes

et non aléatoires on obtient :

Cov(j/ij,uj)zVar(uj) 0'3,
(e) =02 (3.6)
Var()?,]-)zaf +an.

Cov(j/l-j,el-j) =Var

;sur I’ensemble des {yij}(pour la jeme

On considere (3.5) comme une regression linéaire de u

2°™ niveau), et (3.6) nous permet d’estimer les coefficients de la régression et dela  ; .

unité de J

on obtient :
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itérative des moindres carrés généralisée

u;= 2 2V
n;joy, +0y
€ =Yij—uj,
n; 3
2 Vi
~ i=1
J’jzl
0y

2. Généralisation delaméthode IMCG

Pour un modeéle linéaire a deux niveaux :

y=x8+2@y+ 70,

EtapeN°1 Calcul desestimateurs des parameétres fixes.
j=xvtx)ery

EtapeN°2

On calcule le vecteur y* = 33", 5 = y— XB

On sait que E(y*)= 14

On construit y™* = Vec(y*)

EtapeN°3

(3.7)

(3.8)

y*peut étre utilisée comme variable dépendante dans un modéle de régression linéaire

invoquant les parametres aléatoires c'est-a-dire les éléments de Q, et Q et on obtient le modele

suivant :

E(y**)zz*e Var(y**):V@V

Ou Z™est la matrice plan d’expérience, et @ le vecteur contenant les éléments de Q, et Q,a

estimer.

Remar que

Un exemple d’une telle matrice plan d’expérience Z™est donné par celle concernant le modéle

(3.3) asavoirZ* =(J,1).

L’estimateur des MCG pour & est

~ =1 Tt
Qz(Z*V* Z*jZ*V* yr ol V' =rQer (3.9
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La procédure itére entre (3.9) et (3.8) [Goldstein, H (1996)]. A la premigre itération on considére

les estimateurs des moindres carrés ordinaires des parametres fixes.

La matrice de covariance de éest :
-1
- |
Cov(e)z 2[2* Ve Z*j
En effet

Cov(é)z Cov[(Z*'V*_lZ* jZ*'V*_ly**J

- (z*'V*_lz*jz*'V*_1Cov(y**)V*_lz*(z*'l/*_lz*j-l
Ona
7 =Vec(3y)=5®y
D’aprés Searle et al (1992); ona Cov(y ® y)=(V @V I +Sy) ou (¥ ® V)=V "et Sy est le Vec
de la matrice de permutation Goldstein, H et Rasbash, J (1992) :

Soit une matrice 4 symétrique et Z* = Vec(4):
v z* = (Vo v) Wee(d)= (V‘l @V Wec(d)= Vec(V‘lA V‘l)

-1 -1
vty Lest symétrique; et Sy zF =v* Z*

-1
. A |
En remplacant dans I’expression de Cov(@)et on obtient Cov(@):2(2* v Z*j c.g.fd
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Chapitre 4

L'ESTIMATION D'UN MODELE DE
REGRESSION LINEAIRE MULTI-
NIVEAUX PAR LA METHODE
ITERATIVE DE BOOTSTRAP

Introduction

La méthode de Bootstrap est introduite en 1979 comme une méthode basée sur le calcul
machine. Elle a I'avantage d'étre complétement automatique, I'estimation d'un paramétre € par la
méthode de Bootstrap ne nécessite aucun calcul théorique et est applicable quelque soit la
complexité du calcul de . Les méthodes de Bootstrap dépendent de la notion d'échantillonnage de
Bootstrap.
1. L'échantillon de Bootstrap Efron, B and Tibshirani, R. J(1993)

A partir d'un échantillon aléatoire X = (x;, x5,...., x,,) issu d’une fonction de distribution F
inconnue on veut estimer un paramétre @ = ¢(F)sur la base de X , soit 6= s(X)cet estimateur.
1.1 Définition

Soit F la distribution empirique donnant une probabilité 1/x pour chaque valeur observée

x,, i=1...,n.Un échantillon de Bootstrap X “est un échantillon aléatoire de taille n obtenue a

1

partir de F tel que:

X*=(xf,x;,...x;) (4.1)

~ *
F —>1x1,x9,...x,

Le symbole * indique que X " n'est pas I'ensemble des données X mais une version randomisée
de X .
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Il'y a une autre fagcon de voir I'échantillon (4.1); les valeurs (xfox;) forment un
échantillon aléatoire de taille », obtenu, avec remplacement a partir d'une population de » objets

(xq,X2,...., x,, ) @iNsi ON peut avoir: x;' = x,, x5 = X1, X3 = X[ ..., X = X] .

7 - * * * - e V4 1 e
Un échantillon de Bootstrap (xl ,x2,...xn) consiste en des éléments de I'ensemble de données
initial (xl,xz,....,xn); certains de ces éléments n'apparaissent aucune fois, d'autres apparaissent

une fois ,d'autres deux fois etc....
1.2 Comment obtenir un échantillon de Bootstrap?

Simuler des entiers i, iy,...,i, chacun d'eux est compris entre 1 et » avec une probabilité 1/n,
I'échantillon de Bootstrap est I'ensemble de valeurs de I'ensemble des données X tel que:

* * * *
X] = Xj X0 =X, 0 X3 = X e Xy =X (4.2)

Une méthode d'estimation par Bootstrap utilise plusieurs échantillons indépendants obtenus de
cette fagon.
1.3 Application L'estimation del'erreur standard par la méthode de Bootstrap

A partir d'un échantillon aléatoire X = (x,xp,....,x, )d'une fonction de distribution F
inconnue on veut estimer un paramétre @=¢(F)sur la base de X, dans ce but on calcule
I'estimateur & =s(X ) . Par la méthode de Bootstrap, on peut estimer I'erreur standard ie sejy (é) ce

qui permet de mesurer la précision de &

On note par 0%, la réplication de Bootstrap (Bootstrap replicate) de 6 associée a I'échantillon X *,

ona:
0 =s(X™) (4.3)

s(X™)  Est obtenue en appliquant la méme fonction s(.) & X *comme appliquée & X .

Exemple
Si s(X)est la moyenne de I'échantillon alors s(X ™) est la moyenne des données de Bootstrap

. I
sS(X)=X"=3x"In
i=1

59



Chapitre 4 : L’estimation d’un modeéle de régression linéaire multi- niveaux par la méthode
itérative de Bootstrap

L'estimation par la méthode de Bootstrap de segp (é): I'erreur standard de la statistiqueé,
utilise la fonction de distribution empirique F au lieu de la distribution inconnue F ; I'estimateur

obtenue par cette méthode est noté: se (é*)

En d'autres termes ; c'est I'erreur standard de @ pour les échantillons aléatoires de taille n obtenus

A

en utilisant 7. se ") est appelée I'estimateur idéal de Bootstrap de l'erreur type de la

statistique 6.

1.3.1 Algorithme de Bootstrap pour estimer I'erreur standard

Cet algorithme permet d'obtenir une bonne approximation de la valeur numérique de sef (67*)

EtapeN° 1

1 2 B
Obtenir B échantillons indépendants de Bootstrap X ,X* ,..., X" , chacun est un

ensemble de valeurs tirées des n valeurs de X avec remplacement, comme en (4.1) ou (4.2)
Etape N° 2

Calculer la réplication_correspondant a chaque échantillon :

0*(b)=s(x*) b=12...,B (4.4)

EtapeN° 3

Estimer I'erreur standard se,. (é) par I'écart type de I'échantillon des B réplications
) Bl R 1/2
sep = Z[H (b)-6 (.)] /(B-1) (4.5)
b=1

ou 6%()= fé*(b)/g
b=1

Remarque

La limite de sep quand B tend vers l'infini  est I'estimateur idéal de Bootstrap de se (é),

lim sep =sex =sex|0* 4.6
B B F F( ) (4.6)
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Ceci revient a dire que I'écart type empirique approche I'écart type de la population autant que

le nombre de réplications B est grand; la population ici est la population des B valeurs

6" =S(X*) ou I:“—>(xf,x§,...x*)=X*.

n

1.3.2 La méthode paramétrique

L'estimateur idéal de Bootstrap se 7 (é*)et son approximation sep sont parfois appelés des

estimateurs non paramétriques car ils sont basés sur F I'estimateur non paramétrique de 7 .
L'estimateur paramétrique de I'erreur standard est note: se (G
par

A

ol F,,. estun estimateur de £ tiré d'un modele paramétrique; un exemple pour illustrer cette

idée : au lieu d'estimer F par la distribution empirique on peut supposer que F suit une loi
normale notée ﬁNO,,m, l'estimateur paramétrique de Bootstrap de I'erreur standard de 6 est

(") comme dans le cas non paramétrique. Par conséquent, pour approximer ses (8”)
ar

sex
FNarm Fp

on simule B échantillons de taille » a partir de I'estimateur paramétrique ﬁpar :

Foar = 8 530t
au lieu d'utiliser des échantillons générés, avec remplacement, a partir de I'ensemble des données
initial. Par la suite on procede de la méme facon étape2/ étape3/de I'algorithme de Bootstrap.
2. Estimation d'un modéle derégression linéaire a deux niveaux Goldstein, H(1998)
2.1 Principe dela méhode

Soit un modéle de réegression linéaire a deux niveaux, ayant ajusté (estimé) ce modéle et
obtenu des estimateurs de ses parameétres; le principe de cette méthode est d'utiliser le modéle
estimé pour simuler un ensemble de données, utiliser ces derniéres pour réajuster (ré estimer) le
modele et obtenir par la suites de nouveaux estimateurs des parameétres appelés les estimateurs de
Bootstrap.

On considére le modele de composants de la variance a deux niveaux
Considérons d'abord la méthode d'échantillonnage, le processus de simulation d'un échantillon

de Bootstrap, correspond au mécanisme qui est supposé avoir généré les données. Ceci peut étre

modélisé comme une sélection d'un échantillon aléatoire de résidus des unités de deuxiéme niveau
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selon la densité f(x) et dans chacune de ces unités, un échantillon de résidus des unités de

premier niveau.
2.2 Cas non paramétrique (Comment obtenir une unité complete non paramétrique de
Bootstrap?)

2.2.1 Utiliser les données complétes (y,]x,])

On génére, avec remplacement, un échantillon aléatoire d'unités de deuxiéme niveau, qu'on
numérote 1,2,.., B; dans chacune de ces unités on génére, avec remplacement un échantillon
d'unités de premier niveau, dans les différents échantillons obtenus de cette fagon, le nombre total
d'unités de premier niveau (noté N) ne sera pas le méme. Cependant cette procédure permet de
maintenir la structure des données d'origine.

Une autre possibilité est de prendre directement un échantillon d'unités de premier niveau, de
la taille nécessaire et les trier dans leurs unités de deuxieme niveau, ceci mene a un nombre
variable d'unités de deuxiéme niveau, et dans celles-ci un nombre variable d'unités de premier

niveau, mais le nombre total d'unités de premier niveau sera le méme.

2.2.2 Utiliser lesrésidus estimés (U,é)
Par la méthode nom paramétrique, on utilise les résidus estimés aprés les avoir centré pour
assurer une moyenne nulle; la procédure suivante conserve la structure de I'échantillon:

1. Générer avec remplacement les résidus de deuxieme niveau :

A

A partir  de  U=(i,ip,...ii;), on obtient I'échantillon de  Bootstrap
U” =(uf,u§,..,uj)=(ﬁ,1,ﬁlz,..,&,J) Iy =1,..,J; k=1.J .

2. Pour chaque unité de deuxieme niveau, on genére avec remplacement le nombre
nécessaire de résidus de premier niveau, ces derniers doivent correspondre a l'unité de
deuxiéme niveau de Bootstrap et le nombre nécessaire est le nombre d'unités de premier niveau

dans cette unité de deuxieéme niveau.
*

On utilise {eij }izl n i pour générer {el }
Rl jl 1y

Pour chaque unité de deuxiéme niveau j, on génere:

* %

i A R . %
ej - (eillj ’eiZZj ’"einjlj j - (elj,€2j,-.enjj)
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Notons que dans certains cas, ceci voudra dire générer plus de résidus de premier niveau qu'il
n'y a actuellement de résidus associés a l'unité de deuxiéme niveau choisie.
2.2.3 Algorithmeitératif de Bootstrap pour I'estimation du modeéle

A

et {u

A~

1. Ajuster le modele (4.7), calculer I'ensemble des résidus: {e

ij}izl,..,nj;jzl,..,J j}jzl,..,J

2. Générer avec remplacement a partir de ces deux ensembles les deux nouveaux ensembles
* } *
ol et
y i=1,..,1;; j=L.,J J)j=1,.,J

3. L'ensemble des données de Bootstrap est alors (y;xl]) ou

*

* n " *
Vij =Po+Prx; +uj+ey

Un grand nombre B d'ensembles de données de Bootstrap est généré, le modele supposé est ajuste
a chacun de ces ensembles. Ainsi on obtient B estimateurs de Bootstrap pour chaque paramétre,

qu'on peut utiliser pour estimer le biais, I'erreur standard, ou les intervalles de confiances.

2.3 Cas paramétrique

Algorithmeitératif de Bootstrap pour |'estimation du modéle

Supposons qu'on a ajusté le modele (4.7) et estimé ses parameétres, la méthode paramétrique de
Bootstrap simule:

e; N(O,é-ez) (i:1,2,--,1j;j=1,..,J) ou &62 est l'estimateur de 0'62=Var(el~j) obtenu a

1.
partir des données initiales.

2. u N(O&Z) (j=1..J) ou &2 est I'estimateur de o2 =V ( ) btenu & partir d
Lo .0, j=1., U o, =Varlu;) obtenu a partir des

données initiales.

3. L'ensemble des donnees de Bootstrap est alors {(y;xlj )} . ou:
1:1,..,1j,]:1,..,J

*

* P P *
yl] :ﬂo +ﬂ1xl~j +1/l] +el'j
3. I'estimation desintervalles de confiance pour les parametresfixes et aléatoires

On estime les intervalles de confiance pour les parametres fixes et aléatoires du modele des

composants de la variance (1.3).

63



Chapitre 4 : L’estimation d’un modeéle de régression linéaire multi- niveaux par la méthode
itérative de Bootstrap

Comme dans les modéles a un niveau, on peut utiliser les résidus estimés pour Vérifier les
hypothéses du modéle .Les deux hypotheses particuliéres qui peuvent étre étudiées sont celles de

normalité et que les variances dans le modéle sont constants.

Quand on construit un intervalle de confiance ou un test d'hypothése pour chaque parametre, il
convient d'utiliser les estimateurs de ces derniers ainsi que les erreurs standards .Cependant dans
bien des cas ,on s'intéresse a des combinaisons de parameétres, pour les tests d'hypothese,ce cas se
présente pour les variables explicatives groupées :quand » effets sont définis en terme de (n-1)

effets et on souhaite tester simultanément si les effets sont nuls.

3.1. Lesintervalles de confiance

L'estimation de I'écart type (standard error) est souvent utilisée pour obtenir un intervalle de
confiance approximé pour un parametre d'intérét 6 .

Supposons un échantillon aléatoire X =(x;,x5,...., x,, )d'une fonction de distribution F inconnue,
et soit & =t(13“) un estimateur d'un paramétre d'intérét @ =¢(F) et soit sé l'estimateur de I'écart
type de 6, basé sur les calculs de Bootstrap (par exemple), quand la taille de I'échantillon n
augmente, la loi de 6 tend vers la loi normale:

éwzv(e, 522

Est de fagcon équivalente:

> N(0,1) (4.8)

se n—»>©
soit 2@ 1e 100. ieme percentile de la N(0.1), & partir de la table de la normale standard
2= 1,960 et Z°™=1.960.
Si on considére le résultat asymptotique (4.8) alors :
6-0

A

se

probp {Z(“) < < Z(l“")} =1-2a qui peut aussi étre écrite comme:

probg {0 € lé - Z(l_a).sé, 6+ Z(a).SéJ}: 1-2a,

On dit que l'intervalle lé'Z(l-a).Sé,é-l-Z(a).SéJ est l'intervalle de confiance de niveau

(coverage probability) 1-2a et comme Z(“) = Z(l_“) on peut écrire l'intervalle de confiance
sous la forme:

A

0+ Z(l'a).se.
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3.2. Lesintervalles de confiance basés sur le Bootstrap Efron, B and Tibshirani, R. J(1993)
3.211C basésur la"table" de Bootstrap
Par la méthode de Bootstrap on peut obtenir des intervalles de confiance précis sans avoir a

considérer la tendance asymptotique vers la loi normale. Le principe de la procédure est d'estimer
la répartition de Z directement a partir des données: on construit une table telle que celle de la
normale standard ou de Student, mais qui n'est valable que pour notre ensemble de données. Pour
construire cette table, appelée table de Bootstrap, on génere B échantillons de Bootstrap et pour
chacun de ces B échantillons on calcule la version Bootstrap de Z la table de Bootstrap consiste

en les percentiles de ces B valeurs.

1 2 B
Ainsi on génére B échantillons indépendants de Bootstrap X ,X™ ,...,X™ , chacun est un
ensemble de valeurs tirés des » valeurs de X avec remplacement, comme en (1) ou (2).

7 - *b
Pour chaque échantillon X on calcule:

Ak ~ ) *b K3 A
Ou & (b) est la valeur de & basé sur I'échantillon X et sé (b) l'estimateur de son erreur

standard. Le percentile « de Z*(b) est estimé par la valeur f(“)tel que:
nb{Z*(b)S f(a)}/B =a.

Par exemple si B=1000, le point 5% estimé est la 50"°™ plus grande valeur des Z*(b) et le point

95% estimé est la 950°™ plus grande valeur des Z*(b) enfin l'intervalle de confiance de
t_Bootstrap est :

Remarques

1. Si B.x n'est pas un entier, la procédure suivante peut étre utilisée: En supposanta <.5,
soit K =[(B+1)a] le plus grand entier <(B+1)x; les quantiles empiriques « et 1—«a sont

respectivement la K™ et la (B+1+K)*™ plus larges valeurs des z * (5 ). Cette procédure est
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basée sur I'nypothése que la répartition de la quantité Z :(5—9)/sé est approximativement la
méme pour chaque valeur de @; c'est la propriété qui nous permet de construire l'intervalle (4.9).

2. les IC baseés sur les tables de la normale et de Student sont symétriques, ce qui n'est pas le
cas pour ce de t_Bootstrap. ces derniers sont donc plus longs sur la gauche ou sur la droite. cette

asymétrie représente une part importante de I'amélioration du niveau de confiance.

3. cette procédure est trés utile et constitue une généralisation intéressante de la méthode
usuelle de la table de Student. Elle est particulierement applicable aux: moyenne de I'échantillon,

médiane, le percentile (point de pourcentage).

4. la méthode t_Bootstrap, au moins sous sa forme simple n'est pas tres appropriée dans le
cas des problémes plus généraux, comme l'obtention d'un IC pour le coefficient de corrélation.
3.2.21C basé sur les points de pour centage
Définitions
1. Le point de pourcentage /00« d'une variable aléatoire x est la valeur z, telle que :

P(x>z,)=1-F(z,)=a ol Festlafonction de répartition de la va x.

2. Lafonction de distribution cumulée G d'une va x est :

( )_ le nb de valeurs < x

Glx

~ le nb total de valeurs

3. Etant donné B réplications de 6" et G la fonction de répartition cumulée de 0,
I'intervalle de confiance de niveau (1—2a)% est défini par les points de pourcentage « et (1—a)

de G:
[é_l(a), é—l(l_ CZ)]: |:0A*(a) ’é*(lfa) }

~x(t)

Par définition G‘l(a)z 6@  "le point de pourcentage 100.«x de la distribution de Bootstrap.

Comment obtenir cet intervalle de confiance?

«B

1 2
1. Générer B ensembles de données de Bootstrap indépendants: X , X" ,...,.X
*b ..
2. Pour chaque ensemble X »=12,..,B calculer la réplication
~x *b
0 (b)=s(X ).

Soit é;(a) le point de pourcentage empirique d'ordre 100.« des valeurs é*(b), b=12,..B;

c'est la valeur n° B.a de la liste ordonnée des B réplications de 6" ;si B=2000 et o=0.05;
é;(“) est la 100"°™ valeur des réplications.
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De méme, soit é;(l_“) le point de pourcentage empirique d'ordre 100.(1-« ) des valeurs
6" (b), b=12,..B.

L'intervalle de confiance de niveau (1-2« ) % est :
6% o) (4.10)

si la distribution de Bootstrap des & approche la normale, les intervalles de confiance bases sur
le point de pourcentage et ceux bases sur la loi normale sont presque les mémes. Le théoreme
central limit "dit que™ quand n tend vers l'infini, I'histogramme de Bootstrap aura une forme

normale mais quand I'échantillon est de petite taille; I'histogramme est trés différent de la normale.

Remarques

1. Si B.x n'est pas un entier, on utilise la méme procédure que dans le cas des intervalles de
confiance basés sur la table de Bootstrap.

2. Dans le cas des petits échantillons, les intervalles de confiance basés sur le point de
pourcentage sont préférés aux intervalles standards; ces derniers nécessitent une transformation

appropriée du parametre d’intérét4.

3. La difficulté dans l'estimation des intervalles de confiance standards réside dans le fait
qu'on doit connaitre une transformation différente pour chaque parameétre. La methode du point de
pourcentage peut étre vu comme un algorithme qui incorpore automatiquement de telles

transformations.

Le résultat suivant exprime le fait que la méthode du point de pourcentage connait toujours la

transformation appropriée.

Lemme

Supposons la transformation ¢? = m(é) qui normalise parfaitement la distribution de 0 :

¢3—>N(¢,c2) 4.11)

Alors l'intervalle de confiance du parameétre basé sur le point de pourcentage 6 est:

lm_l(&—Z(l_a).c) m_l(ﬁ—Z(a).c)J

Sous I'hypothése que ¢3=m(é) et ¢=m(@) satisfont (4.11); ce lemme montre que la méthode
de point de pourcentage transforment correctement les bornes de l'intervalle de confiance.
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la méthode de point de pourcentage utilise G*(a) comme borne inférieure et G 1(1-«)
comme borne supérieure de l'intervalle de confiance. L'approche t_Bootstrap estime la distribution
d'un pivot Z = (0—9)/sé puis inverse ce pivot pour obtenir un intervalle de confiance. Si on utilise

cette approche pour obtenir un intervalle de confiance basé sur@—@, ainsi le dénominateur du
pivot =1, on obtiendra l'intervalle :

26-671-a) , |ph-GYa)

il y a d'autres fagons par lesquelles les intervalles standards peuvent échouer, en outre, la non
normalité, par exemple O peut étre biaisé, mais suit la normale, ainsi :

A

0— N(e+biais 582 ) (4.12)

dans quel cas, aucune autre transformation ne peut étre appropriée, on introduit dans ce qui suit
une extension de cette méthode de point de pourcentage qui prend en considération le biais et les
transformations et une autre extension permettant a I'erreur standard de (4.12) de varier avec 6,

cette extension a un avantage théorique tres important.

Un des principaux objectifs de la théorie de Bootstrap, est de produire automatiquement de
"bons" intervalles de confiance, ¢ a d des intervalles de confiance qui approchent le plus les
intervalles de confiance exacts dans le cas ou la théorie statistique mene a une réponse exacte, et
donnent des niveaux de confiance (coverage probability) précis dans tous les cas; cependant,

aucune des deux méthodes introduites ne satisfait ces critéres.

On introduit une version ameéliorée de la méthode de point de pourcentage appelée BCa
abréviation de (bias corrected and accelerated ) . Les intervalles BCa sont une amélioration

substantielle de la méthode du point de pourcentage en théorie et en pratique.

3.2.3Laméthode BCa

Soit é*(“) le point de pourcentage d'ordre 100.«x des B réplications de Bootstrap

A

6" (1),6"(2),......, 0 (B). Lintervalle de point de pourcentage de niveau de confiance 1-2¢r est
directement obtenu :
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Exemple

Si B=2000 et « =.05 l'intervalle de confiance est : [ é*('OS),é*('95)) ou é*('05) est la

pp =(
100%™ valeur de la liste ordonnée des 6" (b), b=1,..2000 et §0%) Ia 190%™ valeur dans cette
méme liste.

Les bornes d'un intervalle de confiance BCa sont aussi données par les points de pourcentage,
ceux-ci dépendent de deux nombres:

— a appelé accélération
—  zpappelé correction du biais.

Définition d'un intervalle de confiance BCa
Un intervalle BCa de niveau de confiance 1-2 « est donné par:

ou:

24 0-a)
_ ~ zptz
otz

ou @(.) est la distribution cumulée de la normale standard et (@) st 1e point de pourcentage
100.« de la distribution de la N(0, 1).

Remarque
Lecasol a=0et Z;=0 nous raméne & intervalle de point de pourcentage.
Comment calculer Zyet a?

La correction du biais est directement obtenue a partir de la proportion des réplications de
Bootstrap inférieures a I'estimateur d'origine 8,

Ou cD_l(.) est la fonction inverse de la fonction de distribution de la N(0, 1).
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Remarque
Ak

On obtient Z=0 si exactement la moitié des valeurs 8" (b)sont inférieures ou égales aé.

La facon la plus facile a expliquer pour calculer aest donnée en termes des valeurs de Jacknife
d'une statistique 6 =s(X);

Soit X ;y, I'échantillon d'origine X" en omettant le point x; ,
Soit (9([) = S(X(l))
~ n o .
Et on définit 6y = >0 /n;
i=1
Une simple expression pour l'accélération est:

L S-SR
200~ b))
q=—1=1 T (4.13)
N IR
6{2(6’(.)—6’@)) }
i=1
3.3. Lesintervalles de confiance pour les paramétres d'un modéle multi-niveaux

3. 3.1 Lesparamétresfixes Goldstein,H (1996)
Soit C la matrice des contraintes (» x p), elle est utilisée pour former les fonctions linéairement

indépendantes des p parameétres fixes du modeéle. On aura f = Cp telle que chaque ligne de C

définit une fonction linéaire particuliére .Les paramétres qui ne sont pas concernés par le test ont

I'ensemble des éléments correspondants nuls.

Supposons qu’on a a tester I’hypothése H, : f=k, on construit alors
r=(7 etk ](F k) 7=ch

Sous I’hypotheése nulle R——);(rz :

Notons que X' 71X est I’estimateur de la matrice de covariance des coefficients fixes. Le

test est alors fait en comparant R calculé aux valeurs critiques de ;gfa .

On peut aussi obtenir une région de confiance des parametres fixes :
R=(r- 7 flcberteker](r-7)

une région de taille «% de loi ;(rz
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Ceci produira une fonction quadratique des coefficients estimés, formant une région
ellipsoidale de dimension 7. si on s’intéresse a des intervalles de confiance séparés pour toutes les
fonctions linéaires possibles invoquant ¢ parametres ou ¢ fonctions linéaires indépendantes des
parameétres. Pour un intervalle de (7-a)%, soit C; la i eme ligne de C; I’intervalle simultané pour

C;f est donné par :

1

(cp-d.cp+a) ou da, = [Ci (x7x) iy, Tz

3.3.2 Les paramétres aléatoires Goldstein,H (1996)
On utilisera les hypothéses initiales concernant les lois, a partir des lois supposées normales ; on

simule des valeurs pour obtenir des ensembles d’estimateurs de Bootstrap.

En effet, pour générer un échantillon par la méthode de Bootstrap, on procede comme suit :
A partir de N(O,Gf), on génére un ensemble de valeurs uj et a partir de N(O,Gez), on génére
»

un ensemble de valeurs ¢;; et qu’on additionne & (Xf3), ; ce qui donnera un ensemble de pseudo

ij ;
* - - Ve - 7 N -

valeurs y;;qui sera traité comme un ensemble de variables dépendantes et a partir desquelles on

peut obtenir un nouvel ensemble de valeurs g3* 62 52

Une fois I’ensemble des valeurs de Bootstrap est obtenu, on peut I’utiliser pour estimer les
matrices de variances et de covariance des parametres ou les erreurs standards, et sous
I’hypotheses de normalités on peut aussi obtenir des intervalles de confiance pour ces estimateurs

ou pour des fonctions de ces derniers

La méthode non paramétrique consiste a utiliser les percentiles (point de pourcentage) de
I’ensemble des valeurs empiriques de Bootstrap ; quand la valeur de la médiane d’un paramétre ou
d’une fonction de paramétres dévie de I’estimateur du paramétre, une procédure de correction doit

étre utilisée.
3.3.3.Lesrésidus

Ces résidus peuvent avoir deux rdles, leur interprétation de base est comme des variables
aléatoires avec une distribution dont les valeurs des parametres expliquent la variation au niveau
des unités de deuxiéme niveau et qui produit des estimateurs efficaces pour les coefficients fixes
.La seconde interprétation est comme des estimateurs individuels pour chaque unité de niveau 2 ou

on utilise I'hypothése qu'elles appartiennent a une population d'unités. En particulier, pour les
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unités qui ont un petit nombre d'unités de niveau 1 on peut obtenir des estimateurs plus précis que

si on ignore I'appartenance a une population et on utilise seulement I'information tirée de ces unités

Ceci devient important pour les estimateurs des résidus et des coefficients aléatoires et dans le
cas extréme d'une seule unité de niveau 1 dans chaque unité de niveau 2, on manque alors

d'information pour calculer un estimateur indépendant.

Pour obtenir des estimateurs de Bootstrap pour les résidus de 2°™ niveau, on procéde comme
suit :

*

Pour chaque échantillon de Bootstrap on estime aussi les résidus ﬁj; ainsi pour estimer la

*

. . , . - . - ~%* ~
variance « comparative » des residus pour chaque unité de niveau 2, on utilise u; =u;

*
1/[] pOUI’
estimer la variance ou la matrice de covariance dans le cas ou il existe plusieurs paramétres

aléatoires. On peut aussi les utiliser pour construire des intervalles de confiance non paramétrique.
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Implémentation dans le cas du modéle des composants de la variance a deux
niveaux
On utilisera comme illustration le modele des composants de la variance a deux niveaux et

I’ensemble des données Aitkin et Longford (1986);
Vij :(Xﬂ)l-j +uj+e;
L’implémentation informatique des meéthodes d’estimation du modéle des composants de la
variance a deux niveaux :

e La méthode itérative des moindres carrés généralisée IMCG

e La méthode paramétrique de Bootstrap

e La méthode non paramétrique de Bootstrap
a eté réalisée en langage MATLAB 7.0 sous WINDOWS XP Edition familiale Version2002, le
matériel utilisé est un TOSHIBA Guenuine Intel CPU a 1.66GHz, 0.99Go de RAM .
Les données sont des notes obtenues par 864 étudiants de 16 établissements polyvalents
d’enseignement secondaires (Secondary comprehensive school); ces 16 établissements sont sous
une seule tutelle appelée English local education authority (LEA). La variable réponse est une note
d’examen de chaque étudiant; chaque étudiant a des notes pour chaque épreuve de I’examen de
certificat général d’éducation ou de certificat de I’examen secondaire d’éducation passé a I’age de
16 ans ; et la variable explicative est une note obtenue par I’étudiant dans un test de raisonnement
verbal (Verbal reasonning test), et cela a I’a4ge de 1lans; c'est-a-dire juste avant qu’il n’entre a
I’école secondaire; on appellera cette variable la VRQ (Verbal Reasonnig Quotient).
La table 1 montre les moyennes et les écart-types des notes d’examens et des VRQ pour les 16

écoles;
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Table 1 les moyennes et les écart-types des notes d’examens et des
VRQ pour les 16 établissements

Nombre dépen\éirri]?gle notes variable indépendante
ECOLE d'étudiants d'examen hotes de VRQ
Moyenne ecart-type Moyenne ecart-type
1 65 26,9 1,98 102,1 1,48
2 79 18,7 1,54 92,6 1,33
3 48 28,5 1,93 104,5 1,50
4 a7 21,1 2,07 101,4 1,82
5 66 17,5 1,83 92,2 1,39
6 41 11,5 1,89 89,0 1,55
7 52 14,3 1,64 91,8 1,84
8 67 21,2 1,62 99,1 1,47
9 49 16,3 2,13 91,7 1,94
10 47 26,5 1,95 98,6 1,85
11 50 20,3 1,71 98,8 1,88
12 41 22,6 3,01 98,1 1,95
13 49 16,8 1,99 93,7 2,01
14 29 22,6 2,92 99,1 2,25
15 72 18,0 1,52 95,1 1,50
16 62 19,2 1,64 96,3 1,60

A partir de cette table on voit facilement qu’il y a de grandes différences entre les notes d’examens

(variable réponse) et qu’elles sont liées aux VRQ. Les données utilisées sont simulées a partir de

cette table.

La figure 1 représente les notes d’examens contre les VRQ montrant I’existence d’une relation

linéaire
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Implémentation dans le cas du modele des composants de la variance a deux niveaux

figl : Représentation de la variable réponse par rapport a la variable explicative
35
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Les résultats de I’estimation par la méthode IMCG et la méthode des Moindres Carrés Ordinaires

sont présentés dans la table 2

Table 2: Estimateurs des parametres du modele des
composants de la variance a deux niveaux

Parametres IMCG MCO

fixes

Intercept £ 16,607 16.769

Note VRQ £ 0,0352 0.0336
aléatoires

Niveau 2 o2 3,7373

Niveau 1 aez 18,732

Corrélation intra école p 0,1663
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Implémentation dans le cas du modele des composants de la variance a deux niveaux

Prendre en considération la structure hiérarchique des données permet de décomposer la variance
ce qui permet une estimation de la corrélation intra-école, celle-ci mesure la proportion de la
variance totale entre les unités de premier niveau (les étudiants) due a la variation entre les unités
de niveau 2 (les écoles).

La table 3 montre les résultats de la méthode paramétrique de Bootstrap, ainsi que ceux de la
méthode paramétrique ; dans le cas non paramétrique, la simulation est faite a partir des

parametres aléatoires du modele.

Table 3: Estimateurs des paramétres du modéle des composants de la variance a deux
niveaux par la méthode paramétrique de Bootstrap et la méthode non paramétrique

Parametres Modele estimé paramétrique Non paramétrique
fixes

Intercept Sy 16,607 16.560 13,074

Note VRQ A 0,0352 0.0357 0,0736

aléatoires

Niveau 2 o2 3,7373 3.7331 3,8287

Niveaul oZ 18,732 17.457 18,394

Corrélation intra école p 0,1663 0.1761 0,1722

Les estimations non paramétriques sont moins précises que celles paramétriques, ceci est di
aux échantillons de Bootstrap utilisés pour chaque cas ; dans le cas paramétrique les échantillons
génerés a partir de la loi normale ont toujours la méme structure, par contre dans le cas non
parametrique les échantillons obtenus ne sont pas tres représentatifs par rapport a I’ensemble de
données initial ; dans certains cas on génére plus d’unités de niveau 1 qu’il n’y a actuellement
d’unités dans I’unité de deuxieme niveau choisie, méme si les échantillons ainsi obtenus respectent

la structure hiérarchique des données initiales mais il contiennent souvent des mesures répétées.
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Conclusion

Conclusion

Une analyse qui modélise la structure hiérarchique des données présente de nombreux
avantages; elle permet d’obtenir des estimateurs efficaces des coefficients de régressions; en
considérant leur structure on a des erreurs standards et intervalles de confiance plus corrects que
ceux obtenus en ignorant cette structure; aussi en utilisant les covariances a chaque niveau de la
hiérarchie, cette analyse permet d’explorer les différences existantes entre les valeurs de la
variable réponse et quelles sont les variables explicatives qui y participent .

Des chercheurs dans le domaine de I’éducation et de I’enseignement se sont intéresses a faire
des comparaisons entre les écoles et entre d’autres institutions, tres souvent en utilisant les
résultats obtenus par les étudiants : ces études peuvent avoir pour objectif la comparaison entre les
écoles publiques et autres (Goldstein 1992) mais les chercheurs se sont surtout intéressés a savoir
quels sont les facteurs (variables indépendantes) qui expliquent les différences entre les écoles.

Nous avons présenté une méthode d’estimation pour des modeles hiérarchiques a deux niveaux
qui est la méthode itérative des moindres carrés généralisée ainsi que deux autres alternatives :

- Méthode non paramétrique de Bootstrap
- Meéthode paramétrique de Bootstrap

La méthode non paramétrique présente I’inconvénient qu’il existe plusieurs fagons d’obtenir
les échantillons certaines détruisent la structure de I’ensemble des données mais permet de réduire
la taille des intervalles de confiance. La méthode paramétrique n’est pas trés appropriée quand les
données ne sont pas vraiment normalement distribuées ou quand la taille de I’échantillon n’est pas
assez grande pour utiliser le théoreme Central Limit.

Une difficulté commune a ces trois methodes est le calcul de I’inverse de matrices de trés
grande taille; connaissant la structure de ces matrices, certains résultats permettent de réduire ce
calcul au calcul de I’inverse de plusieurs matrices de plus petite taille.

Ce travail est une introduction aux modeles linéaires multi-niveaux qui peut avoir plusieurs
extensions telles que I’étude des valeurs aberrantes (outliers), les mesures répétées c'est-a-dire
qu’une caractéristique d’un méme individu ou unité est considérée plus d’une fois dans
I’ensemble des donneées; aussi le cas ou les données sont des variables discretes. La structure

multi-échelles est aussi étudiée dans le cas non linéaires et /ou multivarié.
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Annexes

Annexel
Nom du fichier : imcg.m
Procédure méthode itérative des moindres carr és généralisee
%"imcg.m(function file
%Meéthode itérative des moindres carrés généralisée
09---- _—
function [b,sig,e,u,sg,tlb,tlsig]=imcg(nc,nu,ntu,xs,ys)
%estimation des bi
b=inv(xs*xs)*xs*ys; tlb=b;
% calcul des erreurs
ye=ys-xs*b;sse=ye"*ye;
sg(1)=sse/(ntu-2);
%construction de la matrice z utilisée pour estimer les e et u
une=eye(nu(1),nu(1));
z=une(:,1);
for I=2 : nu(1)
z=[z;une(:,D];
end;
for c =2:nc
une=eye(nu(c),nu(c));
z1=une(:;,1);
for 1=2 : nu(c)
z1=[z1;une(:,D];
end;
z=[z;z21];
end;
[sz, qq]=size(z2);
uns=ones(sz,1);
z=[z,uns];
% calcule de I'estimateur des sigmas
yy=ones(nu(1),1);
for I=1 :nu(1)
yy(h=ye(l);
end;vs=ones(nu(1));
vs=yy*yy";,uns=ones(nu(1));
for p=1:nu(1)
for g=1: nu(1)
if vs(p,q)<0
vs(p,a)=0;
end;
end;
end;

sl=inv(vs)*inv(vs);s2=inv(vs)*uns*inv(vs);
s3=inv(vs)*vs*inv(vs);yz=s3(:,1);
vz=[s1(:,1),s2(:,1)];
for 1i=2 :nu(1)

vz=[vz;[s1(:,1i),s2(:,1)]];

yz=[yz;s3(:,1)];
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end;
forc=2:nc
%re initialisation
yy=ones(nu(c),1);
for 11=1 : nu(c)
yy(Ih=ye(ll+l);
end;
%re initialisation
vs=ones(nu(c),nu(c));
VS=yy*ryy',
for p=1:nu(c)
for g=1: nu(c)
if vs(p,q)<0
vs(p,q)=0;
end;
end;
end;
uns=ones(nu(c));

%re innitialisation
s1=ones(nu(c));
s2=ones(nu(c));
s3=ones(nu(c));
s1=inv(vs)*inv(vs);
s2=inv(vs)*uns*inv(vs);
s3=inv(vs)*vs*inv(vs);
vv=[s1(:,1),s2(:,1)];vy=s3(:,1);
for li=2 :nu(c)
vv=[wv;[s1(:,11),s2(:,1D)]];
vy=[vy;s3(;,1)];
end;
vz=[vz;w];yz=[yz;vy];
I=I+nu(c);
end;
sig=inv(z'*vz)*z'*yz; tlsig=sig;

% 1. construcion de la premiére matrice de variance covariance
v2=ones(nu(1));
forI=1: nu(1)
forc=1:nu(l)
if I==c
v2(l,c)=sig(1)+sig(2);
else v2(l,c)=sig(2);
end;
end;
end;

forn=2:nc
v=ones(nu(n));
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for I=1 :nu(n)
for c=1: nu(n)
if I==c

v(l,c)=sig(1)+sig(2);
else v(l,c)=sig(2);

end;
end;
end;
v2=blkdiag(v2,v);
end;
%répetition de la methode
conv=0; iter=2;
while conv==
%Dbest=Iscov(xs,ys,v2);
best=inv(xs*inv(v2)*xs)*xs*inv(v2)*ys;tlb=[tlb, best];
% calcul des erreurs
ye=ys-xs*best;ssel=ye'*ye;
sg(iter)=ssel/(ntu-2);
yy=ones(nu(1),1);
for I=1 :nu(1)
yy()=ye(l);
end;vs=ones(nu(1));vn=ones(nu(l));
vs=yy*yy';uns=ones(nu(1));

forI=1:nu(1)
forc=1:nu(l)
if I==c

vn(l,c)=sig(1)+sig(2);
else vn(l,c)=sig(2);
end;
end;
end;

sl=ones(nu(1));s1=s2;s3=s2;
sl=inv(vn)*inv(vn);s2=inv(vn)*uns*inv(vn);
s3=inv(vn)*vs*inv(vn);yz=s3(:,1);
vz=[s1(:,1),s2(:,1)];
for 1i=2 :nu(1)
vz=[vz;[s1(:;,1),s2(;,1)]];
yz=[yz;s3(:,I];
end;
forc=2:nc
%re initialisation
yy=ones(nu(c),1);
for 11=1 : nu(c)
yy(I)=ye(ll+1);
end;
%re initialisation
vs=ones(nu(c));vn=ones(nu(c));
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VS=Yy*yy'
for p=1:nu(c)
for g=1: nu(c)
if p==q
vn(p,q)=sig(1)+sig(2);
else vn(p,q)=sig(2);
end;
end;
end;
uns=ones(nu(c));
%re innitialisation
s1=ones(nu(c));
s2=ones(nu(c));
s3=ones(nu(c));
sl=inv(vn)*inv(vn);
s2=inv(vn)*uns*inv(vn);
s3=inv(vn)*vs*inv(vn);
vv=[s1(;,1),s2(:,1)];vy=s3(;,1);
for li=2 :nu(c)
vv=[wv;[s1(:,1i),s2(:,1D]];
vy=[vy;s3(.1)];
end;
vz=[vz;w];yz=[yz;vy];
I=I+nu(c);
end;
sigl=inv(z'*vz)*z"*yz; tlsig=[tlsig,sigl];
dif=sigl-sig;diff=dif(1)"2+dif(2)"2;
difl=best-b;diff1=dif1(1)"2+dif1(2)"2;
if (diff<.01) & (diff1<.01)
conv=1,
else %construire la nouvelle matrice de variance covariance
v2=ones(nu(1));
forI=1:nu(l)
forc=1:nu(l)
if I==
v2(l,c)=sig1(1)+sigl(2);
else v2(l,c)=sigl(2);
end;
end;
end;

forn=2: nc
v=ones(nu(n));
for I=1 :nu(n)
for c=1: nu(n)
if I==
v(l,c)=sigl(1)+sigl(2);

else v(l,c)=sig(2);
end;
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end;
end;
v2=blkdiag(v2,v);
end;
sig=sigl;b=Dbest;iter=iter+1,
end;
end;

%estimation des résidus
I=0;
forc=1:nc
%re initialisation
yy=ones(nu(c),1);
for 11=1 : nu(c)
yy(I)=ye(ll+1);
end;
moy=mean(yy);u(c)=(nu(c)*sig(2))*moy/((nu(c)*sig(2))+sig(1));
for i=1: nu(c)
e(i,c)=yy(i)-u(c);
end;
I=I+nu(c);
end;
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Annexe 2
Nom du fichier : Etapel.m
Programme de la méthode itérative des moindres carr és genér alisee
clear all;tic
%nc: nombre d'unités de niveau 2
nc=xlsread('classeurl’,'feuill’,'A18")
%Iles nu nombres d'unités de niveau 1 dans chaque unité de niveau 2
nu=xlsread(‘classeurl','feuill''B3:B18");
mey=xIsread('classeurl’,'feuill’'C3:C18");
sy=xlsread(‘classeurl’,'feuill','D3:D18";
mex=xIsread('classeurl’,'feuill’/E3:E18");
sx=xlsread(‘classeurl','feuill','F3:F18");
vd=cell(nc,1); vi=cell(nc,1);
fori=1:nc
vd{i}=sy(i)*randn(nu(i),1)+mey(i);
vi{i}=sx(i)*randn(nu(i),1)+mex(i);
end
% nombre total d'unites
ntu=sum(nu);
ys=cell2mat(vd);
xx=cell2mat(vi);
xs=[ones(ntu,1) xx];
%pour une representation graphique
subplot(2,1,1)
y1=vd{1,1}; x1=vi{1,1};xr=[ones(nu(1),1) x1];
b=inv(Xr*xr)*xr'*y1;
[1=min(x1);l12=max(x1);
xabs= 11:.2:12;yabs=b(1)+b(2)*xabs;

yest=xr*b;

plot( x1, vyl, '+ xabsyabs,-"; xlabel('la variable indépendante’);ylabel('la variable
dépendante’);title('FIG1")

subplot(2,1,2)

y1=ones(nu(10),1); x1=y1;

y1=vd{10,1}; x1=vi{10,1};xr=[ones(nu(10),1) x1];

b=inv(Xr*xr)*xr'*y1;

[1=min(x1);l12=max(x1);

xabs= 11:.2:12;yabs=b(1)+b(2)*xabs;

yest=xr*Db;

plot( x1, vyl, '+'xabsyabs,-"; xlabel('la variable indépendante’);ylabel('la variable
dépendante’);title('FIG2")

[b,sig,e,u,sg,tlb,tlsig]=imcg(nc,nu,ntu,xs,ys);
sig

sig(2)/(sig(1)+sig(2))

sig(1)/(sig(1)+sig(2))

tps=toc;
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Annexe 3

Nom du fichier : Bnpl.m
Programme: estimation par la méthode non paramétrique de Bootstrap

%estimateur de Bootstrap non paramétrique utilisant (U,e)
nrb=500;tic
sigma=sig; bbn=b;
for repb=1 :nrb
ub=ones(nc,1);
fori=1:nc
tb=round((nc*rand));
if tb==0 th=1,
elseif tb>nc th=nc;
end;
ub(i,1)=u(1,tb);
%a partir de I'unité tb on genere nu(l)
ss=nu(tb);
for j=1 :nu(i)
sb=round((ss*rand)+1);
if sb==0 sh=1;
elseif sh>ss sb=ss;
end;
eb(j,i)=e(sb,tb);
end;
%centrer les eb
eb(1:nu(i),i)=eb(1:nu(i),i)-(mean(eb(1:nu(i),i))*ones(nu(i),1));
%corriger sa variance
%jl=std(e(1:nu(i),tb));
j1=sqrt(sig(1));j2=std(eb(1:nu(i),i));eb(1:nu(i),i)=(j1/j2)*eb(1:nu(i),i);
end;
%centrer les ub
ub=ub-mean(ub)*ones(nc,1);
%corriger sa variance
%j1=std(u);
J1=sqrt(sig(2));j2=std(ub);ub=(j1/j2)*ub;
%costruire le nouvel ensemble ysb
uy=ones(nu(1),1);erb=ones(nu(1),1);
erb=eb(1:nu(1),1)+ub(1,1)*uy;
fori=2:nc
erbl=ones(nu(i),1);
uy=ones(nu(i),1);
erbl=eb(1:nu(i),i)+ub(i,1)*uy;
erb=[erb;erb1];
end;
YS=XS5*D;
%mys=mean(ys);sys=std(ys);
%for i=1:ntu
% ys(i)=(ys(i)-mys)/sys;
%end,
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ysb=ys+erb;
%ysb=ys+erb;
[bb,sigh,eb,ub,sg,tlb,tlsig]=imcg(nc,nu,ntu,xs,ysb);
sigma=[sigma,sigb];bbn=[bbn,bb];

end;

%mue=mean(sigma(1,:))

%mub=mean(sigma(2,:))

%bbl=mean(bbn(1,:))

%bb2=mean(bbn(2,:))

tpsbnpl=toc
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Annexe 4
Nom du fichier : Bp2.m
Programme: estimation par la méthode paramétrique de Bootstrap
%estimateur de Bootstrap paramétrique
nrb=500;tic
for repb=1 :nrb
%simuler les u
ssu=sqrt(sig(2));
ub=ssu*randn(nc,1);sse=sqrt(sig(1));
for c=1:nc
eb(1:nu(c),c)=sse*randn(nu(c),1) ;
end;
%costruire le nouvel ensemble ysb
uy=ones(nu(1),1);erb=ones(nu(l),1);
erb=eb(1:nu(1),1)+ub(1,1)*uy;
fori=2:nc
erbl=ones(nu(i),1);
uy=ones(nu(i),1);
erbl=eb(1:nu(i),i)+ub(i,1)*uy;
erb=[erb;erbl];
end;
ysb=xs*b+erb;
[b,sigb,e,u]=imcg(nc,nu,ntu,xs,ysb);
repb
sigh
end;toc



