Chapitre 1 : Rappels sur la théorie des polyedres
Dans ce chapitre, mous allons énoncer des définitions classiques et des
résultats importants associés a la notiondes polyédres, des matrices
totalement unimodulaires, des polyédres presque entiers, des matrices
parfaites et des graphes en particulier les graphes parfaits.

I. Notion de Polyedres :

Soit x un élément de IR" défini par : X = ( X1, X2,...,Xn)" OU X; est un réel
pour tout i=1,...,n
1°)Définition : Un sous ensemble A de IR" est convexe si :

(VxeA ,vyeA Vie[0,1] = X +(1-L)yeA)

@ C(convexe)
Z> C’(convexe)

@v D (non convexe)
=Ax + (1-1)y

z

*Exemple :

2°)Définition : L’enveloppe convexe d’un sous ensemble A de IR" est le

plus petit convexe contenant A, notée conv(A) definie par :

t t
COHV(A)={X€|R“ IX=2NA X; , X, €A, %20, XA =1et l£t<oo}
i=1 i=1

3°) Définition : Soient A un convexe non vide et F une partie de A, on

VxeF
dit que F est une face de A si : VX', x"e A =X, x"eF
0<A<1 AMX+(1-A)X'eF



La dimension de F est la dimension de la plus petite variété affine
contenant F.

En particulier, un point extrémal est une face de dimension zéro.
*Remarqgue : & et A sont des faces évidentes

*Exemple :

a b
face

4°) Définition : On appelle variété linéaire engendrée par une partie A de

IR", I’ensemble noté VL(A) défini par :
t t
VL(A): {XEIRn/X:ZXiXi ,XiEA, Z)\q:let 1St<00}
i=1 i=1

*Exemple :
VL(A)

=Ax + (1-L)y

/O
On note 0,;" I’élément nul de IR"
5°) Définition : Les éléments Xo, X1, ..., X, de A sont dits affinement
indépendants si: X; - Xg, X2-Xg ,..., Xn-Xo Sont linéairement

indépendants.



6°) Définition : Soit une variété linéaire VL(A) engendree par A, la
dimension de VL(A) est le nombre maximum de vecteurs de A qui sont
affinement indépendants, notée dim VL(A) = dim A
7°) Définition : H est un hyperplan si :

Jaz 0r",3belR/ H={xelR"/ a'x=b}

*Cas particulier : dimVL(A) =n-1= VL(A) est un hyperplan.

8°) Définition : A est un cone de IR" si :

VX1, Xoe A,V A,A 200 A1 X1 +Ao X € A
*Exemples :
a) On appelle demi-droite passant par a un élément non nul de IR"

I’ensemble :
(a):={haelR" /1 >0}

(a) est un cone de IR"
b) Dans IR", si | est un sous ensemble de {1, 2,..., n}, on pose :
Q'={xelR"/x;>0 si iel,xi<0 siigl}
Un tel ensemble est appelé quartier ; il y a 4 quartiers dans IR?, 8 dans
IR® et 2" dans IR". Un quartier est un cone de IR"
9°) Définition : A tout sous ensemble A de IR", on fait correspondre un

sous ensemble A de IR". On dit que la correspondance A — A est une

AAcCA
fermeture si elle vérifie: ) Bc A=BcA

) A=A



Les ensembles A tels que A = A sont dits fermés.

10°) Définition : On appelle cdne asymptotique d’un convexe fermé A

noté A, défini par :

A, ={yelR"/¥YxeA, VA>0 :x+LycA|

11°) Définition : P est un polyédre de IR" si P est I’intersection de demis

espaces.

12°) Définition : Une partie P de IR" est un polyedre s’ il existe

au moins une matrice A d’ordre m x n et un vecteur b de IR™ tels que :
P={xelIR"/ Ax<bh}

*Remarque : P, ={teIR"/At<0 et t>0

*Cas particulier : Si P={xe IR"/ Ax<b,0< xj<k ,Vj=1,..,n }
alors P est dit polytope et P, ={0,r"}

13°) Definition : L’enveloppe cénique de P est définie par :

t -
Céne(P):{XEIRn/XZZKi Xi ,}\.iZO,XiEP ) i:].,t et 1St<00}
i=1
14°) Définition : (x) est un rayon extrémal (direction extrémale) d’un

cone P si :
(X)) P et (-x)zP.

() VX, X, €P , VAe]0,1[/x=0x  +(1-1) X, = (X)=(X;)=(X,)

15°) Définitions : Soient A une mxn matrice & composantes entieres et b

un vecteur entier de IR™. On définit les polyédres P et P, par :
P=P(Ab)={xe IR"/ Ax<b, x>0}

P, =P,(A,b) = conv(P n Z").



Soit y un élément de IR" et ¢ un réel :
y'.x < ¢ est une coupe du polyédre P, si :
P,c Pn{xeIR"/ y'x<c}
b) y'x < ¢ est une facette de P, si:
(i) xe P, = y'x < ¢ estune coupe de P,
(i) 3 (C,..., x°) : k+ 1 vecteurs affinement indépendants de P,
telsque: y'x'=c ou i=1,..,k
c) y'.x < b; est un support de P(A , b) si et seulement si :
PAD) N {xecIR"/y'x =bj}»J
16°) Definition : Une matrice A a composantes entieres est totalement
unimodulaire si toutes les sous matrices carrées non singuliéres de A ont
un déterminant égal a + 1.
Dans ce qui suit , on va definir les polyedres presque entiers qui sont
utiles pour caractériser les matrices parfaites du point de vue polyedral
ol A est une mxn matrice a éléments « 0,1 » et e un vecteur de IR™ tel
que e=(1,....1) P(A)= P(A,e) et P,(A)= conv (P(A) nZ"
17°) Définition : P (A) est un polyedre presque entier si :

P (A) =P, (A) et les n polyedres de la forme P; = P (A) N {x elR"/ x;=
0}

possedent des points extrémaux entiers pour j=1,...,n
18°) Définition : Soit A une mxn matrice a éléments « 0,1 » et P(A) le

polyedre défini par : P(A) ={xelIR"/ Ax<e }.



Une matrice A associée a un polyedre P(A) presque entier est dite
presque parfaite .
19°) Définition : Une matrice A est parfaite si P (A) =P, (A)

1. Les matrices totalement unimodulaires :

Hoffman et Kruskal ont donné une réponse a la question suivante :

« Soient A une m x n matrice et b un vecteur de IR™. Sous quelles
conditions a-t-on P (A,b)=P, (A, b)?»

Plus précisément, quelles sont les conditions pour lesquelles on a :
max {cx/Ax< b, x>0, xentier} =max{cx/Ax< b, x>0}
1°) Théoréeme 1 : [14]

Soit A une m x n matrice a coefficients entiers, alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) A esttotalement unimodulaire .

(i) P(A,b)=P,(A,b) VbeZ"

**Preuve : Montrons i) = ii)

Par la convexité de P (A, b) et la définition de P,(A, b),ona:
Pi(A,b) cP (A, b)

SiP(A ,b) =0 alors Pi(A ,b) = .

Supposons maintenant que P(A ,b) = &. Soit le systéme de contraintes
A.x < b qui définit P(A,b). Supposons, sans perte de généralités, que le

rang du systéeme des contraintes de P(A ,b) est m, il s’ensuit, d’apres le



théoréme suivant [7] : « toute solution réalisable de base d’un polyedre
est un point extrémal de ce polyedre » , que P(A ,b) a un point extrémal.
Soit 1, la matrice identité d’ordre m, on voit que la matrice (A, I,) est
aussi totalement unimodulaire et par suite, en utilisant la régle de Cramer,
tout point extrémal de P(A ,b) a des composantes entieres.

Ainsi les points extrémaux de P(A ,b) et de P,(A ,b) coincident.

Si P(A ,b) est un polytope alors on a ii).

Sinon, soit d le vecteur direction d’un rayon extrémal de P(A ,b) . Puisque
A et b ont des composantes entieres, il s’ensuit que d a des composantes
rationnelles et par suite d est le vecteur d’un rayon extrémal de P,(A ,b) .
En effet, I’ensemble des rayons extrémaux de P(A ,b) et de P,(A ,b)
coincident du fait du théoréme de Weyl [27] : « Tout point d’un polyedre
peut s’écrire comme combinaison convexe de ses points extrémaux et
combinaison non négative des vecteurs directions de ses rayons
extrémaux ». Ainsi,ona P(A ,b) =P,(A ,b)

b)Montrons ii) = 1)

Soit B une matrice carrée non singuliere de taille m extraite de la matrice
0 si j=i

1 si j=i
Posonsz=y+Bu', ona Bz=By+Uu eZ™, d’ouz définit les

(Aln)et ye Z"telsque y+B*.u'>0et u' e Z" et uji :{

composantes non nulles d’un point extrémal de {x € IR"/Ax < b, x>0}

ol b=By+U' etpar(iijona ze Z" et envariantide 1 & m, B* est



une matrice & composantes entiéres, d’ol det B et det B* sont entiers
satisfaisant(det B) (det B*) = 1, ainsi detB=+1 etdonc A est

totalement unimodulaire.*

*Remarque : Puisque I’unimodularité de A entraine et est entrainée par
I’unimodularité totale de 2(m+n) x n matrices dont les lignes

correspondent respectivementa A, - A, I, - I, , la condition (ii) du

theoreme 1 peut étre formulée par :

(i) Q(A, b, b?,d,d%)=Q,(A,b*, b2, d}, d?), vb' eZ™, wd' eZ", ou i=1,2,

Q(Ab, b%,d", d?)={x < IR" /b < Ax<b? ,d' <x <d? } et
Q,(Ab b2, d d?)={xeZ" /bl <Ax<b? d'<x<d? |
2°) Définition : Soient x un élément de {0,1}" et y un élément de {0, £1}"
on dit que y congrue x modulo 2 note y = x [2] si :
O S| Xi :O
Yi=

+1 six; =1

3°) Théoreme 2 :[21], [22]

Soit A une mxn matrice. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(i) A est totalement unimodulaire.

(i) Pour tout x € { 0,1}" , il existe un vecteur y e { 0, +1}" telsque:

y=x[2] et A'y=0si A'x=0 et Aly=1 ailleurs,ot A' est laiéme ligne de A.
**Preuve :

a) (i) = (i)

Soit x €{0,1}" et a =Ax.

Définissons d'=0 et d*=x et b" pour v=1,2 par:



si a; =0[2]

o

(a;-1) sia;=1[2]etv=1

o
- <
[l

NP Ok o -

(a,+1) sia,=1[2] etv=2

r

Ona%XeQ(A, bl b2,d! d?)= Q= .

Lethéoremel=3Ix'eZ" "N Q et y=x-2x" vérifie (ii).

(i) = (i)

Par induction sur k (qui est la taille des sous matrices carrées de A),
choisissons: x=u" ou u’=(0,...,0,1,0,...,00e Z" et 1setrouve ala
jeme composante, alors y = u’ et par suite toutes les composantes de A
sont 0, +1.

Soit B une sous matrice non singuliere de A de taille k + 1. Sans perte
de genéralités, on suppose que les colonnes de B coincident avec les
(k+1) premiéres colonnes de A, et les lignes de B avec les (k+1)
premieres lignes de A.

Par I’hypothese d’induction et la regle de Cramer, les composantes de
B*=dB™ ou d=detB, sontégalesa 0 ou 1.

Soit b la premiére colonne de B*. On définit : x'= (| b'|,0) ol Oestle
vecteur nul a n-k-1 composantes . Comme b =0 alors x=0 de plus
xe{0,1}".

Maintenant, soit g =B |[b| a composantes g; avec i=1,..., k+1 et

donc : qi=0[2] pour i=2,..,k+1.



Supposons que q; est pair, donc par (ii)ona: 3 y {0, +1}** | y=0
tel que : By =0, ce qui contredit la non singularité de B ; et par suite g,
est impair.

(i) = I y'e{0,1}*" telque: By =+u'=(1,0,......,0) € Z**

Mais alors, nous avons : Bb = dBy' et par conséquent b =dy*, comme
b et y'sontdans {0, +1}*" et b=0 alors d= +1.*

4°) Corollaire : [9]

Soit A une mxn matrice a composantes 0, + 1. Alors, les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A esttotalement unimodulaire

(ii")  Pour tout sous ensemble Jc {1,..., n}, il existe un partitionnement de J en
deux ensemblesJ, etJ, telsque:

Zaij - Zaij

jedp jelo

<1 pour i=1,..,m

**Preuve : a) Montrons que (ii) = (ii’)

Soit x € {01}" , d"aprés la condition (i), 3y € {0,+1}" tel que: y =x[2]

J={jeN/x, =1}, 3, ={jeN/y, =1},3,={jeN/y, =1
Ya, =A'X

jeld

Si >a,=0 alors Aly=0=>%a,->a,

Jed jedy ied,

Zaij _Zaij

jed jel2

Sinon:A'ly=+1=%a, ->a, =1= <1

iek ied,

b)Montrons (ii”) =(ii)

On définit x et y de la maniére suivante : x; =1 VjeJ etx; =0 sinon,



1 ieJl
yi=<-1 iel, ,onadonc y=x|[2]
0 sinon

Soit i tel que: 2.3 =Alx=3 ajj+ 2 3
jed jed; jed,

eeCasl:A'x=2k etkeZ

Zaij :2k2> z aij :Zk— z a.ij

jed jed, jed,
1
or: ai— > ail=12k—-2 > ai|<1l = k- X a;| <=
. L I . 1 . ! 2
jedy jed, jed, jedy

or a; €{0,+1j et keZ donc k- ¥ a; €Z =k= Y a

jel, jel,
etparsuite Yaij= Yaij = Xaij— Jaij=Aly=0
jedy j€d, jedy j€d;
eeCas2: A'x=2k+1let keZ, a; €{0,+1}, dou Faij=2k+1- Xaij
jed jed,
or: Yaij— Yaij _‘Zk +1-2 Yaij<l =-1<2k+1-2 Yaij<l =
jedy jed, jed, jed,
~2<2k-2 Yaij<0 =-1<k- Yaij<0
jed, jel,
or: a; €10,%+1}, keZ, onasoit k— ¥ aij=0 = Aix=2k +1= Yaij— Xaij
j€d, jedy jed,
dou: Yaij= Yaj+1 = Yaij— Yaij=1
jed; jed, jedy jed,

sinon: k— Yaij=-1 = k=-1+ Y aij, onaalors Yaij=—1+ Yaijj=Aly=-1.*
jed, jed, jedy jed,

I11.1 Matrice presque totalement unimodulaire :

Pour caractériser les matrices totalement unimodulaires en termes de
structure interdites, il est utile de caractériser les matrices qui sont, en

un sens, minimales non totalement unimodulaires.



1°) Définition : Une matrice Ce {0,£1}™" est dite presque totalement
unimodulaire si :

(i) det Ce{0,x1} et (ii) det C’e{0,£1}, pour toute sous matrice carrée
propre C’ de C.

*Remarque 1:

Toute matrice non totalement unimodulaire ol Ae{0,+£1} ™" contient

une kxk sous matrice qui est presque totalement unimodulaire ou k > 2.

*Exemple :
L, L, 0 ... .. .. 0
O L, L, O....
0 0 L L,O.

Une matrice C_=|
O 0 L2n-3 L2n-2
2n 0 """""" 0 L2n—l

ouLi=+1 pouri=1,..,n et if_[ani =(-D"".
i=1

Les matrices C, ainsi que toutes les matrices obtenues a partir de C,, en
permutant les lignes et les colonnes sont presque totalement
unimodulaires. Il existe exactement (n — 1)! 2"~ ' matrices distinctes dans
cette famille.

Considérons cependant les deux matrices :



1011111

1111110
1111
0110000
1100 A; et A, sont
A = et A,={0 011000
1010
0001100
1001
0000110
000O0O011

presque totalement unimodulaires. Cependant, par des opérations

élémentaires sur les lignes, A; peut étre ramenée a la forme de C, et
A, a la forme de C; (modulo ligne et colonne permutation).
2°) Lemme 1: [21], [22]
Si C €{0,£1}™" est presque totalement unimodulaire, alors det C = +2
**Preuve : Prenons d’abord toute matrice carrée de taille 2 non nulle

avec des composantes 0, +1 ayant un déterminantégala0,+1 ou 2.

Soit : C:@ zij ou & ef-1,1)
& O 1 &8&,
Alors: .C= detC=+ -
o (-alas J [0 §4'§1§2§3J:> C =5 -5rkea)

Par conséquent, det C =+ 2, pour toute matrice carrée presque totalement
unimodulaire de taille 2

Considérons maintenant : n > 3.
Alors, la sous matrice des n — 2 premieres colonnes de C est de rang n — 2
En effet, il existe une sous matrice carrée D de taille n—2 dans lesn -2

premieres colonnes de C. Sans pertes de genéralités, partitionnons C de la

maniére suivante :



D H
C:[F Gj ou det D=+1 car Cest presque totalement unimodulaire.

D-l

Soit : U= L
—FD~

IHJ , onadetU=+1
2

D'H

Comme UC = In-2 .
0 G-FDH

J,alors G -FD™H a toutes les composantes égales
a 0ou +1.
Supposons le contraire, il existe alors une composante différente de 0 et
de £1 a la ligne i et la colonne j. Notons cette composante correspondante
dans G, gjj, la colonne correspondante de H, h , et la ligne associée & F, f
On calcule: [I”'Z D_.lhj_ ]:( D._l Oj (D hjj
0 g;-fD hi| -fipt 1)(f o]
Ainsi C pqsséde une sous matrice carrée de taille n — 1 qui est :
{S ZJ ] dont le déterminant est différent de 0 et =1, ce qui contredit la
.
nature de CJ: etdonc detC= +det UC=xdet(G-FD'H)=+2.*

3°) Théoreme 3 : [5], [10]

A €{0,1}™" est totalement unimodulaire si et seulement si A ne contient
aucune sous matrice carrée A’ telle que det A’ =+ 2,

**Preuve :

a) La condition nécessaire est évidente

b) Condition suffisante : A ne contient aucune sous matrice carrée A’
telle que det A’ =+ 2 et A non totalement unimodulaire. Par la
remarque 1, il s’ensuit que A contient une sous matrice carrée A’ d’ordre

k presque totalement unimodulaire et donc det A’ = £2 , impossible.*



4°) Définition : Soit A €{0,£1}™" et e, =(1,...,1)" a k composantes.
Si e, /A=0[2] et A.e,=0][2], alors A est dite matrice eulérienne

*Remargue 2 : Si Ae{0,£1}™" contient une sous matrice eulérienne

alors A n’est pas totalement unimodulaire .

**Preuve : Consequence immédiate du théoréme 1. En effet, soit A’ une
sous matrice non singuliere de A qui est eulérienne.

Soit A'e,=0[2] (3hezZ"/A’e,= 2h)

Si on résoud le programme linéaire en entier : max {cx / x eP(A, h)}
ol P(A, h)={xelR7Ax<h , x>0};alorsona: A’((1/2)e,)=h et
comme A’ est non singuliere, on a donc (1/2)e, est un point extrémal du
polyedre P(A, h) ou h est entier ; du fait que ce point extrémal n’est pas
entier et par le théoreme 1, A serait donc non totalement unimodulaire .
5°) Lemme 2 : [21] , [22]

Si Ce{0,£1}™" est presque totalement unimodulaire, alors C est
eulérienne et C*=(1/2)E-X o0 Xe{0,1}™ et E une matrice
carrée d’ordre n dont toutes les composantes sont égales a 1.

**Preuve : Considérons C*=2C™ . Par le lemme 1 et la régle de Cramer,
la matrice C* a des composantes égales a 0, +£1. Supposons que C* a une
composante égale a 0 et sans aucune restriction de genéralités que cette
composante se trouve dans la premiere colonne de C*. Soit c cette

colonne et |c | le vecteur obtenu de ¢ en prenant les valeurs absolues des



composantesde c;ona:C|c|=2|c| =0[2]. Puisque|c| estun
vecteur non nul a composantes 0 et 1 avec au moins une composante
égale a0 et C est presque totalement unimodulaire, il s’ensuit par (ii) du
théoréme 2 qu’il existe ye{0,£1}" , y=0 telque Cy =0, ce qui
contredit que C est non singuliére et donc: C* = (1/2)E- X est
veérifiée et CE=2 (I, +CX) et EC=2(l,, + XC), ce qui prouve que C
est eulérienne.*

6°) Theoréeme 4 : [5]

Ae{0,+1}™" est totalement unimodulaire si et seulement si toute sous
matrice carrée eulérienne de A est singuliére.

**Preuve :

a) Condition nécessaire : A est totalement unimodulaire, par la remarque
2, chaque sous matrice eulérienne de A est singuliére.

b) Condition suffisante: Toute sous matrice eulérienne de A est
singuliere et supposons que A est non totalement unimodulaire, alors A
contient une sous matrice carrée qui est presque totalement

unimodulaire ; or par le théoréme 2, cette sous matrice est eulérienne dont
le determinant est + 2, impossible.*

7°) Lemme 3 : [21], [22]

Si C €{0,£1}™" est presque totalement unimodulaire, alors e,".Ce = 2 [4]

**Preuve : Parlelemme2,0ona C'=(1/2E-X = X=(1/2E-C"



CX =(1/2)CE-1, ou X e{0,1}™ = 2det X==+det ((1/2) CE-1,)
Soit: Ce,=2h ou heZ"; posons:H=(h,....,h) et pardes

opérations sur les lignes et les colonnes on calcule :

det( %CE - In) =det(H-1,)= i(ihi —1) ol h, sont les composantes de h
i=1

etdonc: 2det X = J_r(%e‘nCen —1) —e!Ce =2+4detX=e'Ce, =0[2]*

8°) Théoreme 5 : [5]

A €{0,£1}™" est totalement unimodulaire si et seulement si toute sous
matrice carrée eulérienne A’ de A satisfait e,'A’e,=0[4] ol Kkestla
taille de A’ .

**Preuve :

a) Condition nécessaire : A est totalement unimodulaire et soit A’ une
sous matrice carrée eulérienne de A de taille k. Par la condition (ii) du
théoréme 2, il existe y e{+1,-1}* tel que: A’y =0 (du fait que A’ est
eulérienne, d’ot : A’ =0[2] et e e{1}* = y=ec[2]).

Définissons :

y'=(1/2) (exty), ol Y’ €{0,1}* = A’e = A'(2y’ —y) = 2A%Y’
el A’ey =2e A’y or A’ esteulériene, on aalors e, \A’=0[2]
d’ou: e Aey =4hy’ ol heZ* et donc: el A’ex=0][4]
b)Condition suffisante : Supposons que A n’est pas totalement

unimodulaire ; par la remarque 1, A contient une sous matrice carrée



eulérienne A’ de A presque totalement unimodulaire de taille k (k > 2)
et par le lemme 3,0na e A =2 [4], impossible.*

9°) Lemme 4 : [5], [21]

Soit A €{0,+1}™" une matrice eulérienne satisfaisant :

en . Ae, = 2 [4], alors il existe une sous matrice carrée eulériene A’ de A
de taille k telle que : e, A’e,=2[4] et 2< k <min {m, n}.
**Preuve : Si A est totalement unimodulaire alors nous raisonnons
comme dans la premiére partie du théoréme 5 tel que: ey’ Ae, =0 [4]
Si A n’est pas totalement unimodulaire alors la preuve est déduite du
théoreme 5, car A n’est pas totalement unimodulaire, donc A contient une
sous matrice carrée A’ presque totalement unimodulaire et par suite
A’est eulérienne. Or A n’est pas totalement unimodulaire et le théoreme 5

dit qu’il existe une matrice eulérienne A’ de A telle que: e, A’e, #
O[4] ;

A’est eulérienne, alorsona: el A’e,=2[4] .*

*Remargue : Dans la définition des matrices eulériennes, on n’a pas
exigé qu’elles soient carrées, nous pouvons donc énoncer le théoréeme 5
comme suit :

10°) Théoreme 6 : [5], [21]

A €{0,£1}™" est totalement unimodulaire si et seulement si toute sous

matrice eulérienne A’de A satisfait : e,"A’eq = 0 [4], et A’ {0,+1}P



**Preuve : comme dans le théoreme 5 .
I11. Les polyedres presque entiers:

Soient les polyédres : P(A) = {x €IR"/ Ax < e; x>0} ol A est une mxn
matrice & éléments O et 1 ete = (1,...,1)' & m composantes et

P, (A) = conv (P(A) n Z").
Soient b',....b" les points extrémaux de P, (A) et B la matrice ayant
pour lignes b',....b" de taille rxn et Q(B)={y €IR"/By< e; y>0};
e de taille r ; on définit Q, (B) = conv (Q (B) n Z"
1°) Définition : Q(B) est dit I’antibloquant de P,(A) et la paire Q(B).

P,(A) est dite paire de polyedres antibloguants

2°) Proposition 1 :[16]

Si y'x <1 estune facette non triviale de P,(A) alors y est un point
extrémal de Q (B).

**Preyve : Siy'.x <1 est une facette non triviale, alors il existe n points
extrémaux linéairement indépendants, d’ou on peut partitionner B telle
que B= (B, By)' ol rangB;=n; or By<e et B; estune matrice de
base, on a donc B;y=e; et B,y=e, avec e = (e, e;),d’ou yestun
point extrémal de Q(B).

3°) Proposition 2 : [16]

Si y est un point extrémal de Q(B), alors y 'x < 1 est une coupe de
Pi(A).

**Preuve :



P\(A) c P(A).

Il suffit de montrer que P,(A) c P(A) n{x/y'x <1}

SoitxeP,(A)=3a; >0 et éai =1; 3d; >0 telsque
i=1

r . k . .
x=Yaib' +3>d;t' , 1<k<o , ol t'estun rayonextrémalde P, (A);
i=1 i=1

or:P,(A) estun polytope alors t' =0. Donc:

t,  « t i t i t r t
yX=Ya;y.b ety b<l=oyx<Ya=1=xex/y x<1l;g
i=1 i=1

4°) Propositon 3: [16]

Si x.y <1 estune facette non triviale de Q,(B) alors x est un point
extrémal de P(A).

**Preuve :

a) Montrons d’abord que : xe P(A)

(1) Soitaune lignede A,ona:ab' <1 Vi=1,...... et a e{0,1}"
et par définition de B, ona: a' e Q,(B) = Q (B).

(2) x'.y <1 est une facette de Q,(B), onaalors x.a'<1 car x'y<1 est
une coupe de Q,(B) et donc a'e Q,(B)

Vaunelignede A: x'a'<1,ona donc Ax<e

(3) x>0 par I’absurde et la non trivialité de la facette, d’ou x € P(A).
Supposons que x n’est pas un point extrémal de P(A), donc ils existent x;,
Xy telsque: Xg#X#Xy et 0<A <1/ X =AX+(1-A)X, ; or: xt.y£1
est une facette de Q,(B), alors ils existent y,...,y, point extrémaux

linéairement indépendants de Q,(B) tels que : x.Y =¢' ol



Yz(yl, v 1yn) et d0nC [7\, Xl+(1_}L)X2 ]tY = t :
mals Xlt'Y S e t et X2 t-Y S e t y ona dOﬂC Xlt,Y -e tet th.Y =) t d’OL]

X1 =X, car rang(Y) =n , contradiction.*
Par conséguence et analogie de ce qui précede, ona:

5°) Proposition 4 : [16]

Si x est un pont extrémal de P(A) alors : x\.y <1 est une coupe de Q,(B).
6°) Proprietés : [23]

(P1)e  SiP(A)estun polyedre presque entier, alors tout point extrémal X
non entier de P(A) satisfait 0<x, <1 pour j=1,n.

**Preuve

Par définition de polyedre presque entier, on a x_J >0 pour j=1,...,n.
Supposons x, =1. Soit le vecteur x, tel que x=J=x_J pour j=k et x, =0,
est un point extrémal de P, ot P, =P(A) N {x elR"/x, = 0}car§est un point
extrémal de P(A) et & cause des définitions de x et Py

De (ii) de la définition du polyedre presque entier, X est un point extrémal entier,
mais x est non entier de P(A), impossible.*

Définissons : Q;=Q(B) n {yelIR"/y; =0}

(P2)e  SiP(A) est un polyedre presque entier , alors Q; et P; constituent
une paire de polyedres antibloquants pour j=1,...,n

**Preuve

Pour tout point extrémal de P; satisfaisant x; = 0, alors, par définition de

I’antibloquant, Q; est I’antibloquant de P; pour j =1,...,n.
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Dans I’autre sens : puisque x € P;,onay' x=1etdoncy'.x =1,
ol y! est obtenu de y en enlevant la jéme composante de y égale 20 ;
et par suite, toute facette de P; définit un point extremal de Q; pour
J=1,...,n. Or, tout point extrémal de Q; définit un support de P, et
P; < Py(A) pour j=1,...,n, alors (P2) est demontrée.*

P3)e  SiP(A) est un polyedre presque entier, alors la matrice B est a
composantes O et 1 et les n polyedres Q; ont des points extrémaux
entiers pour j=1,...,n
**Preuve : de (P2) on a immédiatement (P3).

P4) e Si P(A) est un polyéedre presque entier, alors on a :

soit (i) Q (B) aun pointextrémal y;=1 , j=1,....n

soit  (ii) Q (B) est un polyedre presque entier.

**Preuve :

Par (P3), tout point extrémal de Q; est entier pour j=1,....n. Or

P(A) est un polyedre presque entier et Q(B) est I’antibloguant de P,(A)
qui est différent de P(A) ; d’ou Q(B) a au moins un point extrémal y qui
n’est pas un point extrémal d’aucun Q; (j = 1,....,n). Donc, si Q(B) a
seulement des points extrémaux entiers alors (i) est vraie, soit en
alternant, (ii) est vraie.

*Remargue : (P4) implique dans le cas (i) que :

n

> X, =1 estI'unique facette non triviale de P, (A) ; d'ou toutes les contraintes défini -

j=1
ssant P(A) ne sont pas essentielles pour définir P,(A)
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(P5)e  SiP(A) est un polyédre presque entier tel que (ii) de (P4) est
vérifiée, alors Q,(B) est I’antibloquant de P(A).

**Preuve :
a) B une Txn matrice dont les lignes sont les points extrémaux de P(A);

en particulier, T > r, et B contient B comme sous matrice propore. Pour simplifier
les notations, on considere les r premiéres lignes de B comme étant la matrice B

Soit x un point extrémal de P(A) et soit X' le vecteur obtenu de x en
enlevant la j*™composante de x égale 80 ; ona X! eP; etdonc par le
lemme de Farkas [26] :

" Une ligne a' de la matrice A n’est pas essentielle pour définir P(A) si et
seulement si a' est dominée par une combinaison convexe des autres
lignes de A, i.e., si et seulement si :

a‘siaja" ol a,>0,..,0,_ >0 telsque:a, =0 et iocj:l",

i1 1

ona:

X ski_lxk b“ ou A, >0 et ki_lxk =1 et b* estlakiéme ligne de B.

Soit ;}e Q,(B); comme (ii) de (P4) est vérifiée,onadonc: yeQ, ol je{l,.,n}
Comme Q,(B)c=Q(B),ona:x".y=(x').y< ki_lxk b“y<1 = yeQ(B) lorsque
Q(E) est I'antibloquant de P(A); d'ou Q,(B)=Q,(B)=Q(B).
b)Réciproguement : - Tout point extrémal de Q( i§) définissant une facette

de P(A) est nécessairement entier et donc un point extrémal de Q,(B).

- Tout point extrémal de Q; ne définissant pas une facette de P(A)

définit un support de P(A) qui est dominé par une combinaison convexe

de toutes les facettes de P(A). Ainsi, on a encore qu’un tel point extrémal
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est aussi un point extrémal de Q,(B) ; d’ou Q; < Q,(B), ce qui veut dire

que Q,(B) est I’antibloguant de P(A).
7°) Lemme 1.1 : [23]

Si _x est un point extrémal non entier d’un polyedre presque entier, alors

pour toute sous matrice A; d’ordre mxn de A telle que Al_x =en, il

existe une sous matrice B, de taille nxn de B satisfaisant :
BiA/'=E-I, (1)

Deplusona: x= (1/(n=1)) By e,

**Preuve : Soit X un point extrémal non entier de P(A) et pour i=1,n ,
Xj sioj=i

i ol
onpose: X tel que :x;= _
0 sinon

Puisque X'e P; < P,(A), il s’ensuit que le point X =((n —1)/n) x estun

élément de P (A) car P,(A) est convexe. En effet :

ilx‘:%[(O,xlz,xg,...,xln)+(xf,O,xj,...,x§)+...+(x“ X2, X" 0)]

1192219 n-17
i1 N

0 (0 o G 0]

Or X ¢ P, (A) et X est un multiple scalaire de X, il existe donc une facette

non triviale F de P,(A) telle qu’il existe au moins sou ((n-1)/ n)<s<1
et sx eF.
Or:dimF=n-1 et 0 ¢ F, alors il existe une sous matrice carrée B;

d’ordre n de B telle que : s.X=yB; ou
<s<1 (2

Or, F est générée par n vecteurs linéairement indépendants, nous
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pouvons donc supposer sans perte de genéralités que la matrice B; définie

dans (2) est non singuliére. Soit A; une sous matrice carrée d’ordre n de
Atelle que: A; x=¢e,

Par conséquent : s(Ax )'=se = yBi.A' (3

Posons D = B;.A;' , alors D est a composantes 0 et 1. Cependant, D ne
peut pas contenir une ligne formée seulement de 1, car sinon, soit b la
ligne de B; telle que : b A;'=e,'; d’oll A;b=e, etparsuite x =b',
ce qui contredit le fait que x n’est pas entier. Ainsi, en notant d; la

somme des composantes de la ligne D,ona : di<n-1pour i=1,...,n.

n
Comme : Yyidij=sn>n-1 etsiy;>0alors dj=n-1.
i=1

n
De plus,ona: s=(h—-1/n) car yi>=0 et XYy; =1
i=1

Supposons maintenant que : y;<-- <y, avec k<n telsque:y;>0 et
vi=0 pourtout i=k+1,...,n.
Comme D n’est pas singuliére, on peut ranger les colonnes de D de telle

sorte qu’elle ait la forme suivante :

D, D : . : .
D= (Dl Dzj ou D, est une matrice carrée de taille k ayant des zeros seulement
3 4

sur la diagonale principale et les autres composantes égalesalet D, une k x (n - k)
matrice a composantes toutes égalesal

Si k<n ,alors{(n-1)/n}e'=yD (4) et on ne peut pas avoir

n
une solution telleque : y>0 et Yy; =1
i=1

Réciprogquement on a:
iyi =1= k=1, douk=n etDalaformegénéraleE-R ou R est une
i=1

nxn matrice de permutation. Ona  R.R = I, et par une suite



d’arrangement des lignes de B4, on deduit (1) .

Eneffet:y=[(n-1)/n]le,,D"*=(@/n)e, (5) car D=E-I,
et
D'=(@/n-1)1,; etde (2) ona:

t t 1
X) =——e¢e, .B 6 car: S=——*
() "B © —

8°) Remargue 1.2 : Si P(A) est un polyedre presque entier et le cas (i) de

(P4) est vérifié,alors: B=B; =1 et parlelemmel.l,0ona: A; =E-
l.

Toute autre ligne de A n’appartenant pas a A; doit étre soit identique a
une ligne de A; (une telle lignea n—1 composantes égales a 1), soit
dominée (dans le sens vectoriel) par une certaine ligne de A;.

9°) Lemme 1.3 : [23]

Tout point extrémal non entier d’un polyedre presque entier possede
exactement n points extrémaux adjacents.

**Preuve : Soit X un oint extrémal non entier de P(A) et A, est telle
que

A; x=e, ou Ajestnonsinguliére.
Soit a une ligne de A n’appartenant pas & A; et supposons que a'.x = 1.
Par le lemme 1 .1, il s’ensuit que A;* =X - B,! ou X est la matrice a

n colonnes toutes égales & x. Par conséquent : z' = a"A; "= e, — a"B,>
0;

et par (6) : Ze,=n-(n-1)a'x=1.
Donc : a'.x <1 est un support de P(A) et donc non essentiel pour définir

P(A) ; d’ou, il existe n contraintes essentielles de : A.x <e, qui sont
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pointées en X , et tout point extrémal, qui est adjacent & un point
extrémal;( non entier de P(A) qui est presque entier, appartient a un
polyedres P; ou je{l,..n}*

10°) Lemme 1.4 : [23]

Si X est un point extrémal d’un polyédre presque entier P(A) et A;x =
ena

alors 3_/t =(1/ n-1)e,"A; (7) estun point extrémal de
Q(B) satisfaisant : X yj =(1/n=1) (8) pour j=1,..n

De plus : y'x <1 estune facette de P,(A) .

**Preuve : Pour montrer que y défini dans (7) est un point extrémal de
Q(B), on rappellera que B; est une matrice carrée d’ordre n non
singuliére.

Deplus: By=(1/(n-1)) B:A e, =e,;d ol _y est un point extrémal
de Q(B). Soit b' une ligne de B non contenue dans B, alors :

by =(1/(n-1)) b'Ale, <1 car b'A;"<e,' avec une inégalité stricte
pour au moins une composante.

Par définition de B, ceci entraine que : _y‘.x_s 1 est une facette de P,(A).

Pour montrer (8), on utilisera les formules (1), (6) et (7) ;

doti: x.y=(1/n-1). Deplus, soit y' tel que:
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i {yj pour j=i avec j=1n

y_:
" |0 pour j=i

d'ou (y')'.x<1 estunsupportdeP(A) car P(A)m{x/(y‘)t.x s1}¢ .

Parconséquent: y.x > pour i=1,....,n.

n-1
Puisque X'y =3 X .y = Ll d'ou (8) est démontrée.*
i=1

11°) Théoreme 1.5 : [23]

Si P(A) est un polyédre presque entier, alors P(A) possede exactement un
seul point extremal non entier et :

P,(A) = P(A) n{xelR"/y'x <1} ol y estun point extrémal de Q(B)
donné par (7).

**Preuve : Soient X, x* deux points extrémaux différents de P(A),
alors il existe deux points extrémaux y et y* tels que : y = y* de Q(B)
donnés par la formule (7) et tels que (8) est vérifiée pour les points (X, y)
et (x*,y*) : par le lemme 1.2, ona: x'y*<1.

Dans I’autre sens et par I’inégalité de Cauchy-Schwartz, on a :

—t it (L1 X 1 X n?
(x.y*)(y .x*) [Z }[Z jz(n-1)221

i—1Nn —1X*j i-1th—1 ;j

Par conséguent, P(A) ne peut pas avoir deux points extrémaux non entiers
differents. De plus, par le lemme 1.3, E/t.x <1 est une facette de P,(A)
qui n’est pas une facette de P(A). Par le lemme 1.2, x est un point

extrémal de P(A) qui est presque entier avec X non entier possédant
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exactement n points extrémaux entiers adjacents et comme x est unique
alors : P\(A) = P(A) n{xelR"/y'x <1},

Par le lemme 1.3, la matrice B a n lignes ; d’ou : B.y_s 1;o0rles n
lignes de B sont linéairement indépendantes, par définition de B etona n

points extrémaux adjacents alors le théoréme 1.5 est démontré.*

12°) Remarqgue 1.6 : 1l s’ensuit du théoreme 1.5 que Q(B) a aussi

exactement un point extrémal non entier si P(A) est un polyédre presque
entier tel que (ii) de (P4) est vérifiee.

13°) Théoreme 1.7 :[23]

Si P(A) est un polyédre presque entier, alors le point extrémal non entier
de P(A) satisfait: X =v.e, ol v=(detA;)" etle pointextrémal de
Q(B) donné par (7) satisfaita y=w.e, o w=(detB;)™; deplus:
vw=(1/n-1).

**Preuve : De la formule (1) B1A;=E-1, = (vww)*=n-1.

Par la regle de Cramer, il découle que ; =v.h et §: w.f ou hetf

sont des vecteurs entiers. De la formule (8), pour j=1,....,n ona:

- = 1 1 .

comme hj et fj sont entiers alors hj :fj =1.*

*Remargue : Le théoreme 1.5 affirme que les polyédres presque entiers
définis a partir des matrices « 0,1 » sont pointes dans le sens qu’ils ont

exactement un seul point extrémal non entier et que ce point est contenu
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dans I’intérieur d’un cube unité de IR" ; et nous avons par le théoréme, la
forme exacte d’un tel point extrémal, d’ou une description explicite de
I’enveloppe convexe des points extrémaux d’un polyedre presque entier.
Ceci va étre utile dans ce qui suit pour caractériser les matrices « 0,1 »

associées aux polyedres presque entiers.

**Exemple :
011
A=|1 0 1
010  (1,1,0) 110
T (1/2,1/2,1/2)" 0O 0 O
(1,0,0)" 1 0 O
B={0 1 O
t (1,0,1)t O O 1
(0,0,1) P01
2 2 2

111.1 Matrice « 0,1 » presque parfaite :

1°) Définitions :

a) Une matrice A d’ordre mxn est dite presque parfaite si le
polyedre : P(A) = { xelR"/ Ax<e; x>0} estpresque entier.

b) Une matrice A’ a éléments « 0,1 » d’ordre nxk est dite “‘ayant
la propriéte mgy’” si:
A’ contient une matrice carrée A’; non singuliere d’ordre k dont les
sommes des eléments de chaque ligne et colonne sont égales a 3 ;

et chaque ligne de A’ n’appartenant pas a A’; est soit composante par



composante egale a une certaine ligne de A’; ou bien une ligne dont la
somme des élements est strictement inférieure a (.

*Remarqgue : Le théoréme 1.7 va étre utilisé maintenant avec le
théoreme 1.5 et le lemme 1.3 pour caractériser les matrices presque

parfaites.

2°) Théoreme 2.1 : [23]

Soit A une mxn matrice a élements « 0,1 ». Alors les deux assertions
suivantes sont équivalentes :
(i) A est presque parfaite.
(if) A ala propriété mg, pour un B satisfaisant :

B=n-1 ou 2<B<[n-1)/2] et n=1[2]
De plus, A ne contient aucune sous matrice d’ordre mxk ayant la
proprieté g,  pour 2<PB<k-1 et k<n.
**Preuve : a) (i) = (ii)
Si A est presque parfaite alors le polyedre P(A) déefini précédemment est
presque entier. Par le théoreme 1.2, P(A) possede exactement un seul
point extrémal non entier x ; par le théoréme 1.7 ona: x=v.e,
ol v = (det A" et Al.; =e,; d’ol Ape,=Vv'e,.
Par le théoréme 1.7, le point extrémal y de Q(B) donné par (7) satisfait:

y=we, ol w=(detBy)";dot e, A;=w(n-1e, =v'e,: ainsi
A,
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a la somme des lignes et colonnes égalea B=det A; et n=1]2].
Soit a' une ligne de A n’appartenant pas A; telle que : a'e, =B ;

par la preuve du lemme 1.3, ona: a'est une combinaison convexe des
lignesde A, ou: a'=yA,; vy, >0 et ivi =1. D'ou par lelemmel.1,0ona:
i=1

a'.B,=yA B, avec:yA B, =e—vy
il s’ensuit alors que y estentieret a' est égale composante par

composante a une ligne de A;.
Supposons a present que : B<n-1

Si Bx=[(n-1)/2]+1 alors zBp=vw'=n-1 o0 z=w" ;
z<2 et zestentieralors z =1et B=n-1, donc:
[n-1)/2]+1<B<n-1, impossible;donc (ii) est demontree.

b)(i1) = (i)

(if)implique que P(A) défini a partir de A possede au moins un point
extrémal non entier. Supposons qu’il existe j €{1,...,n} tel que:

P; = P(A) n{xelR"/ x; =0} possede un point extrémal non entier x .
Soit S={keN/x,=0} ou N={1,...,n}. Alors:
Ps=P;n{xelR"/xx=0, ke S} satisfait Ps cP; et Ps posséde un
point extrémal non entier.

En considérant le polyedre : Pj = Ps n{xelR"/x; =0} pour je N-S,
nous aurons : soit chaque P; possede seulement des points extremaux
entiers pour tout j dans N — S soit le contraire.

Dans le dernier cas, nous répétons le processus décrit ci dessus. De cette
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maniere, nous obtiendrons en un nombre fini de pas un polyédre P
presque entier inclus dans P(A). Par la premiére partie de la preuve, nous
obtenons une sous matrice d’ordre mxk de A ayant la propriété interdite
pour k <n; cecicontredit (ii).

*Remargue : Chaque polyedre avec des points extrémaux non entiers
contient un polyedre P" presque entier.

3°) Théoreme 2.2 : [23], [24]

Soit A une mxn matrice a éléments « 0,1 »; A est parfaite si et seulement
si A ne contient aucune sous matrice A’ d’ordre mxk ayant la propriété
Tgx  pour :

2<B<L[(k=-1)/2] ou B=k-1 et 3<k<min{m, n}.
*Remargue : La preuve de ce théoreme sera traitée dans la partie
concernant les matrices parfaites et les graphes parfaits.
4°) Lemme 2.3 : [23]
Soit A une mxn matrice a éléments « 0,1 ».P(A) est un polyedre presque
entier si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiees :
(i) max{e,'x/x e P(A)} est entier

(i) max{g'.x / x € P(A)} est entier pour tout vecteur q & composantes

n
«0,1» 00: Xqi <n-1.
i=1
**Preuve :
P(A) est un polyedre presque entier, par le théoréeme 2.1, on a (i) et (ii)

qui en decoulent.
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b) (ii) implique que A ne peut pas contenir une sous matrice de taille
mxk ayant la propriété mgy . De plus (i) implique qu’il existe un point
extrémal non entier, donc par le théoreme 2.2 , A doit contenir une sous
matrice d’ordre mxk ayant la propriété ng pour k<n d’ou k=n.
Donc A possede elle méme la proprieté mgy, pour 2<f<n-1,dou

P(A) est un polyedre presque entier.*
D’aprés les remarques 1.2 et 1.6, on déduit :

\- Si P(A) est un polyédre presque entier, alors soit Q(B) = K" soit
Q(B) est un polyeédre presque entier.

v- Si P(A) est un polyedre presque entier et Q(B) = K", alors A
possede la propriété mg, pour B=n-1.

111.2 Polyédre parfait et matrice parfaite :

Soient A, P(A) et P,(A) définis dans III.

1°) Définition 1 : P(A) est un polyedre parfait si P(A) = P,(A)

2°) Définition 2 : A est parfaite si P(A) est parfait.

D’aprés le theoreme 2.2 et la définition 2, on a le theoreme suivant :

3°) Théoreme 1 : [ 23]

P(A) est un polyédre parfait si et seulement si A n’a pas la propriéte gy
pour: 2< B<[(k-1)/2] oubien B=k-1 et 3<k< min(m,n).
4°) Théoreme 2 : [23]

P(A) = P/(A) & max{gx/x e P(A)} =0[1] Vv qe {0,1}"
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**Preuve :

En programmation linéaire, I’optimum est atteint en un point extrémal ;
comme les points extrémaux de ce polyedre sont entiers et g entier, alors
I’optimum est aussi entier.

Réciproquement : Supposons que P(A) = P,(A), donc A n’est pas parfaite
et par suite elle contient une matrice presque parfaite de taille mxk et

d’apres le lemme 2.3, on a contradiction.*
*Remargue : Toute matrice a éléments « 0,1 » qui est totalement

unimodulaire telle que b =e est donc parfaite

111.3 Matrice parfaite et graphe parfait :

Dans cette partie, nous allons énoncer des definitions classiques en
théorie des graphes que nous allons utiliser par la suite. Le lecteur pourra
se reférer a [2], [11].

1°)Généralités sur les graphes :

a)Graphe :Un graphe est la donnée d’un triplet G = (V,E,l) ou V et E
sont des ensembles finis , appelés respectivement ensemble des sommets
et ensemble des arétes :

-l est une application de E dans I’ensemble P(V) des parties de V telle
que quelle que soit e dans E, I’image I(e) a un cardinal égal a 2.

-Si x eV et x €l(e), on dit que X et e sont incidents I’un a I’autre.

- Le cardinal de V noté |V| = n est appelé ordre du graphe G.

- Deux arétes sont paralleles si elles possedent les mémes extremités.
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b)Relation d’adjacence : Deux sommets X et y sont dits adjacents

s’il existe une aréte e qui leur est incidente. On dit aussi que e relie x a y.
En géneral, on note une aréte e reliant deux sommets x ety , e = xy.
En particulier, si x =y alors I’aréte e = xx est dite boucle.

¢) Voisinage d’un sommet : Si xy € E, on dit que X est un voisin de y

et vice versa. On note N(x) I’ensemble de tous les voisins de x.

N(x)={y € V/xy € E}
d) Degré d’un sommet : On appelle degré d’un sommet xeV, et on

noté dg(X) le nombre d’arétes incidentes a Xx.

e) Graphe simple : Un graphe G = (V,E) est dit simple s’il est sans

boucle et sans arétes paralléles.

f) Graphe complet :

Un graphe G = (V,E) est dit complet si VX, y €V, xyeE.

Un graphe complet a n sommets est noté K,

**Exemples :
K, K, Ks

g) Sous graphe engendré par un sous ensemble V' de V :

(Sous graphe induit)
Soit G =(V,E) un graphe et soient V’cV et E’Cc E.
- Onditque G’ = (V’,E’) est un sous graphe de G si pour toute aréte e

de E’, les extrémités de e sont dans V.

Al



- Si V'’ est une partie de V, le sous graphe engendré par V’ est le graphe
noté Gy dont I’ensemble des sommets est VV’ et I’ensemble des arétes est
égal a I’ensemble des arétes de G dont les extrémités sont des sommets de
V',

- Pour tout sous graphe induit G’=(V’, E’) de G = (V,E), le vecteur

d’incidence g de G’ a n composantes est defini par :

|1 sivieV
v, 0  sinon

ou V={vy, V,,....Vy }

h) Sous graphe engendré par un sous ensemble E’ de E :

On appelle sous graphe engendré par E’< E noté G[E’], le sous graphe de
G dont I’ensemble des arétes est E’ et dont I’ensemble des sommets est
égal a I’ensemble des extrémités des arétes de E’.

1) Graphe partiel : On appelle graphe partiel de G tout sous graphe de G

de la forme G’ =(V,E’), E’ c E.
j) Stable : On appelle stable S (S < V) d’un graphe G, un ensemble de
sommets de G deux a deux non adjacents (ie : VX,y € S, xy ¢ E).
k) Cligue : On appelle clique de G un ensemble de sommets de G qui
engendre un graphe complet.
) Chaine :
Une chaine d’un graphe G =(V,E) est une suite alternée P = X,

e1X;...exXx de sommets et d’arétes telle que pour 1 < i < k les
extrémités
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deejsontX;_; etx; et e;=ej si i#].

- La longueur d’une chaine P est le nombre d’arétes de P.

m) Cycle : Un cycle C d’un graphe G = (V,E) est une chaine simple
P=Xoe1X1....ekXk tel que Xq = Xq.
- Un cycle pair (resp.impair) est un cycle de longueur paire

(resp.impaire).
- Une corde d’un cycle est une aréte qui relie deux sommets non

consécutifs.

Nous allons donner une caractérisation des matrices a élements « 0,1 »
qui sont parfaites en structure de matrices interdites qu’on liera a la
notion de graphes parfaits.

2°) Définition 1 : Soit A une mxn matrice a éléments « 0,1 ». Elle est dite
matrice des cliques d’un graphe non orienté a n sommets si ses lignes

sont les vecteurs d’incidence de toute cligue de G.

Nous pouvons permettre a A de contenir un nombre arbitraire de vecteurs
d’incidence de sous graphes complets. Ceux ci, cependant, ne jouent
aucun role dans le contexte discuté ici, du fait que de telles lignes sont
dominées par le vecteur d’incidence d’un sous graphe complet maximal
ou clique de G, et donc sont essentielles pour définir le polyedre P(A).

Soit G=(V,E) un graphe simple, on appelle le complémentaire de G, le
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graphe noté G défini par G=(V, E) telque:Vx,yeV,xycE=xy ¢ E
3°) Définition 2 : o(G) est le cardinal maximal d’un stable de G

4°) Définition 3 : 0(G) est le nombre minimal de cliques de G .

5°) Définition 4 : On appelle nombre chromatique de G, le plus petit
nombre de couleurs nécessaires pour colorier les sommets de sorte que
deux sommets adjacents soient coloriés par deux couleurs différentes.

Ce nombre est note % (G)
6°) Définition 5 : ®(G) est le cardinal maximal d’une clique de G

7°) Définition 6 : Un graphe est dit - parfaitsi x(G’) = w(G’) pour
tout sous graphe induit G’ de G.
8°) Définition 7 : Un graphe est dit a- parfait si o(G’) =06(G’) pour
tout sous graphe induit G’ de G.
9°) Définition 8 : Un graphe G est parfait s’il est a la fois - parfait et
x- parfait
**Remargue : Les nombres a(G’) et 6(G’) constituent les solutions des
programmes linéaires entiers suivants :
(IP) o(G)=max {gx/Ax<e, , xe{0,1}"}
(DP) 0(G’) =min {ye,/yA>q, ye{0,1}"}
ou g est le vecteur d’incidence de G’.
Notons que (IP) et (DP) sont (excepté pour la stipulation d’intégralité)
une paire de programmes linéaires duaux. Du fait de la contrainte

d’intégralité pour des graphes arbitraires et des matrices A a éléments
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« 0,1 », nous allons faire I’exception d’un saut de dualité, c’est a dire :

o(G’) < 6(G’) pour certains sous graphes partiels G’ de G. En effet, de la

théorie de la dualité en programmation linéaire [7], on a:

(9 o(G’)<max{gx/Ax<e,x>0}=min{ye/yA>q,y>0}<06(G’)

On sait de plus qu’une clique dans G est représentée par un stable dans G

et réciproguement, d’ou : a(G_)= o(G) et X(E) =0(G).

Soit B la rxn matrice clique de G, les nombres o(G’) et (G’)

constituent les solutions des programmes linéaires entiers :

(IP) o(G’)=max { qx /Bx<e, , x €{0,1}"}

(D_P) v(G)=min{ye, /yB>q, y {0,1}"} ol qest le vecteur

d’incidence de G’.

Par analogiea (9) ona: o(G’) <x(G?) (10)

Soit Q(B) = {x € IR"/ Bx<e,; x>0} associé a la matrice cliques de
G et P(A)= {xeIR"/ Ax<eq; x>0 }associé a la matrice cliques

de G.

D’aprés ce qu’on a vu préecédemment, on deduit que Q(B)

(respectivement P(A)) est I’antibloquant de P,(A) (respectivement de

Qi(B)).

Le théoreme qu’on va énoncer est le théoreme fondamental des graphes

parfaits énoncé par Lovasz [17], [18] et caractérisé du point de vue

polyédral (en entier) par Chvatal et Fulkerson [6] , [8].



10°) Théoreme 3.1 : [17], [18]

Soient G un graphe fini non orienté a n sommets, A la mxn matrice des
cligues de G et B la rxn matrice des clique de G. Les assertions suivantes
sont équivalentes:

(i) P(A) possede des points extréemaux entiers.

(if) G est a- parfait.

(iii) G est - parfait.

(iv) Q(B) possede des points extrémaux entiers.

**Preuve :

(i) est vérifiée, comme Q(B) est I’antibloguant de P,(A) et

P,(A) = P(A) alors (iv) est vérifiée.

Par un raisonnement symétrique, (i) et (iv) sont équivalentes.

D’ou, il suffit de prouver I’équivalence de (i) et (ii) car par un
raisonnement symetrique, I’équivalence de (iii) et (iv) provient du fait
que le complémentaire de G est Get o (6) = o(G).

Supposons que (ii) est vraie, on a alors par (9) max {gx /xeP(A) }=0[1]
vV ge {0,1}" et donc par le théoreme 3 de la partie 111.2, on a (i).
Supposons que (i) est vraie, alors o(G’) = max {gx/ xe P(A) } pour
tout sous graphe G’ de G ou q est le vecteur d’incidence de G’. ; pour
montrer que (ii)est vraie, on a d’aprés[3], [8]et [18] que le programme

linéaire dual : z(g) = min{ye,,/yA>q, Yy =0} posséde une solution
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entiére pour tout g €{0,1}" . En effet, ceci est vrai pour g = 05"

Supposons que ceci est vrai pour tout vecteur g & composantes « 0,1 » de
longueur: > q, <k. Soitqe{0,1]" delongueur k +1 ety unesolution optimale

telleque: ye_=z(q) et 0<y<1.

Alors, laieme lignea' de A satisfait :a.(a‘ )' > 0.

Soit a le vecteur obtenu de g en enlevantde q toutes les composantes nulles pour
lequel g =a' =1; on voitque: g e {0,1)" de longueur <k et par I'hypothése
d'induction, il existe une solution entiere 3=/ telle que :3=/em = z(a) et de plus 7 =0.

Ory estoptimal pour g =q et réalisable pour q=q =a dans le programme linéaire
précédent, on a donc: z(a) < z(q). Puisque z(q) et z(a) sont entiers, le vecteur y *
deéfini par : y*=y_j pour tout j=i et y* =1 estunesolution optimale a

composantes « 0,1 » telle que z(q) =06(G’), et donc (i) et (ii) sont

équivalentes.*

Par les notions vues dans I11.2 et de ce que vient de montrer, on peut
reformuler le théoreme du graphe parfait du a C.BERGE [3] comme ce
qui suit :

« Un graphe G est parfait si et seulement si son complémentairegest
parfait ».

En utilisant ce concept, Claude Berge [15] avait formulé le théoreme
suivant:

« Un graphe G est parfait si et seulement si G ne contient aucun cycle

impair sans corde, de méme que son complémentaire. »

*Remargue : Un graphe est dit imparfait minimal si G n’est pas parfait
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et tout sous graphe induit propre G’ (ie .G’# G) de G est parfait.

Par analogie de ce qu’on a vu dans les parties précédentes, un graphe G
est presque parfait si et seulement si P(A) défini dans cette partie est un
polyedre presque parfait.

11°) Définition 9 : Soit A une mxn matrice a éléments « 0,1 ».0n définit
le graphe d’intersection G associé a A par G = (V,E) dont les sommets
correspondent aux lignes de A et deux sommets de G sont reliés par une

aréte si pour les lignes a; et a; correspondantes , il existe ke{1,...,n } tel

que : a5 =a=1
**Exemple :
a2
1 0 0 1 \
r,_11 3
A=/0 1 0 O
1 110 G

Un tel graphe G est fini et simple.

D’aprés les définitions vues précédemment et de ce qu’on vient de vaoir,
on a: « A est parfaite si et seulement si le graphe associé G est parfait »
Maintenant, prouvons le théoréme 2.2 énonce dans 111.1

12°) Théoreme : [23] , [24]

Soit A une mxn matrice a composantes « 0,1 ». Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) A est parfaite.

(i) Pour B telque 3 <B<n, Anecontientaucune sous matrice A’
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de taille mxk ayant la propriété  mgy.

**Preuve

Supposons que (i) est vraie et (ii) fausse. Alors il existe une mxk sous
matrice A’ de A ayant la propriéte mgx pour B>2 et k>3.
Supposons que les colonnes de A ont été ordonnées de sorte que A’
coincide avec les k premiéres colonnes. Alors x défini par : ;(,- =(/pB)
pour j=1,...ket x;=0 pour j=k+1,....,n estun point extrémal
fractionnaire du polytope P(A) ; or par définition de A , ceci est
impossible.

Supposons que A est telle que (ii) soit vraie, alors A doit étre parfaite car
sinon P(A) n’est pas un polyedre parfait et d’apres le théoreme 3.1, le
graphe d’intersection associé a A n’est pas parfait et par suite, comme
P(A) n’est pas parfait, il contient donc un polyédre P* presque entier a
lequel on a associé un sous graphe induit G” de G qui est imparfait
minimal.

Soit A™" la sous matrice de A’ de taille m'xk dont les lignes

correspondent aux sommets de G’. A" possede la proprieté mgy avec

B=a(G") > 2.
Or:les m—-m’ lignes restantes de A’ non contenues dans A’ sont

dominées par une certaine ligne de A’’, et la sous matrice A’ de A de

taille mxk a la propriété ngx avec B=a (G’), impossible. *
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*Exemple : Soit le graphe G représenté ci-dessous a 20 sommets dont les
cligues associées sont :
C1 = {1,2,3,5} ; C2 = {5,6} ; Cg = {6,7} ; C4 = {7,8} ; C5 = {5,8} ;

Ce = {2,349}; C; = {9,10}; Cg = {10,11}; Co = {9,12}; Cyg =
{9,12} ;

Cy ={1,3,4,13}; Cy, = {13,14} ; C13 = {14,15} ; C1, = {15,16} ;
Cis ={13,16} ; C16 ={1,2,4,17} ;C,;, = {17,18} ; C15 = {18,19} ;

Cio = {19,20} ; C» = {17,20} ; C»; = {1,2,3,4}.

19 20 5 7
G, G,
8
18 1
1 2
4 3
16 13 9 10
G; G,
15 14 12 11

La matrice clique A associée a ce graphe est de taille 21x20, ou

21 est le nombre de cliques possibles du graphe G.

1 Si Sj ECi
aij=

) ou C;estuneclique et s; estunsommet.
0 sinon

Soit la sous matrice A’ formée par les colonnes : s3, Sy, S3, S4 et les lignes



qui sont les cliques : Cy, Cg, C11, Cyg .

S, S, S3 Sy
C,(1 1 10

. Cgl0 1 11
S Cyll 0 11
Cell 1 0 1

det A’ =3; donc A n’est pas totalement unimodulaire.

Du fait de la simple structure de A et par inspection, on remarque que A
est parfaite ( on voit que G ne contient aucun cycle impair sans cordes).

De plus , on remarque que A’ n’est pas parfaite, ceci est intéressant du fait
que c’est différent par rapport aux matrices totalement unimodulaires.
**Remarqgue : Il existe des algorithmes polynomiaux qui permettent de
vérifier si une matrice A a composantes « 0,1,-1 » est totalement

unimodulaire
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Chapitre 2 : Théorie génerale des réetractes.

Dans ce chapitre nous allons énoncer des définitions et des résultats sur la
Notion des rétractes ainsi qu’une approche polyedrale des rétractes de
graphes optimisant sur les sommets.

| Rappels sur les graphes:

Soit G = (V, E) un graphe. On a les définitions suivantes :

1°) Définition : Le degré d’un sommet xeV, noté dg(x) le nombre

d’arétes incidentes a x .

On note : d(G) = Min 4oy dg(X) degrée minimum de G
A(G) = MaxX y.v dg(X) degré maximum de G .

2°) Définition: Un graphe est réflexifsi V xeV, xxeE

A chaque graphe G on peut associer son graphe réflexif qu’on notera

G en ajoutant une boucle & chaque sommet.

* Exemple :

/7] =T
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> O O
G G"
3°) Définition: La distance entre deux sommets X, y de V qu’on note
dc(x,y) est la longueur minimum d’une chaine reliant x a y.
- X ety sont adjacents si et seulement si dg(x,y) = 1.
4°) Definition: On appelle diamétre d’un graphe G la plus grande

distance de G noté diam(G) défini par :
diam(G) = max {dg(X,y) /X,y €V et x=y }.

A diam(G) =2
W diam(G) = 3

5°) Définition: Soit G = (V, E) un graphe et G’ = (V’, E’) sous graphe de

*Exemple :

G . On dit que G’ est un sous graphe isométrique de G si :

de'(X,y) =da(Xy) VXy eV’.

*Exemples :
I G’ I I G’ est un sous graphe isométrique de G
G
6 o 5
5 . G’ n’est pas un sous graphe isométrique de G car
. de(2,5) =2 etde(2,5) =3

6°) Définition:
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- Un graphe G = (V, E) est dit biparti s’il existe une partition V; UV, de
V telle que les arétes de G ne relient que des sommets de V; a des
sommets de V,

-Si G = (V, E) est biparti, alors V = V; WV, , V1NV, =, E(Gy1)= I et
E(Gy,) =

- Kp,q est le graphe biparti complet défini par :

|V1|=p et |V2|:q et VxeV;,VyeV,: xyeKy,

*Exemples :
G biparti Ks.

7°) Proprietés :

- Soit G = (V,E) un graphe simple tel que 6(G) > 2, alors G contient un
cycle de longueur au moins égale a 5+1.

- La matrice d’incidence d’un graphe biparti est totalement
unimodulaire.

8°) Définition: Soient G = (V, E) un graphe et R la relation binaire
définiesur Vpar: xR y < x =y ou il existe une chaine joignantx ay .
- R est une relation d’équivalence.

- On appelle composante connexe de G les classes d’équivalence de V/j .
- Un graphe est dit connexe s’il n’existe qu’une seule classe dans V/y .

9°) Définition : Un arbre est un graphe connexe sans cycles.
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10°) Definition : Soit G un graphe connexe. Une aréte e est un «isthme »

si sa suppression deconnecte le graphe G.

AL L]

11°) Définition: Deux sommets X ety sont dits diamétraux si

*Exemple :

c

dg(X,y) =diam(G).
- X est dit sommet diamétral de y(et vice versa).

- {x,y} est appelée paire diamétrale.

12°) Definition: Un sommet x est extrémal s’il existe un sommet y tel
que : dg (X,y)=diam(G).

*Exemple :

EISI Les sommets let 6 sont deux sommets extrémaux.

1 3 5

13°) Définition: L’intervalle Ig(u,v) entre deux sommets u et v de G est
I’ensemble de sommets se trouvant sur les plus courts chemins joignant u
a v defini par : Ig(u,v)={w/dg(u,v) = dg(u,w) + dg(w,v)}
*Exemple : Dans un arbre, Ig(u,v) est formé par les sommets se trouvant
sur I’unique cheminde u a v.

14°) Propriétes : [19]

Soit G un graphe connexe. Pour tout u,v dans V on a:



) u, ve lg(u,v).

i) Ig(u,v)=lg(v,u).

i) Si x elg(u,v) alors Ig(u,x) < Ig(u,v).

Iv) Si x elg(u,v) et y elg(u,x) alors x elg(y,v).
15°) Definition: Une paire de sommets (u,v) est dite extrémale s’il
n’existe pas d’intervalle Ig(u,z) (z # V) ou Ig(t,v) (t = u) de G contenant
Is(u,v).

*Exemple 1 :

% diam(G) =2; 2 et 3 sont des sommets extrémaux
3 9

{2,3} est une paire extrémale et dg(2,3) =1

*Exemple 2 :
1

diam(G) = 3 ; {1,4} est une paire extrémale

1 et 4 ne sont pas des sommets extrémaux.

16°) Définition: Soit G = (V, E) un graphe et soient u, v deux sommets
de G.

- Pouri=0,1,....., dg(u,v) on définit N;(u,v) = {welg(u,v) / dg(u,v) =
i)

L’ensemble N;(u,v) est appelé le ieme niveau dans I’intervalle 1(u,v).
*Remargue : Ona Ni(u,v) =N guv-i (V,u).

- Pour i > 0, on deéfinit I’ensemble N;(u) = {weV/ dg(u,w) =i} appelé
le



iéme niveau de u dans G.

- Ny(u) = N(u) ensemble des voisins de u.

- Dans le sous graphe de G induit par 1(u,v), toute aréte relie soit deux
sommets de niveau consécutifs soit deux se trouvant au méme niveau.
17°) Definition: Un graphe biparti G = (V,E) est dit modulaire si :

vuyveV [ de(u,v) >3, on a: Ny(v,u) N N(@S) N N({) #J, Vs, t
ENl(V,U)

Ie : quels que soient s, t deux sommets voisins de V dans Ig(u,v), sett

ont un autre voisin commun dans N, (v,u)

*Exemples :

u \Y; G non modulaire .

G est modulaire.

18°) Définition : Soient m un entier et G = (V,E) un graphe biparti. G est
dit de largeur au plus m si pour u de V et WV, on a I’implication
suivante :
il existe Wo W, [Wo| <m tel que :

NIu,w)={u}= NI(u,w)=1{u} pour Wy c W et [W,|<m.

weW weW,
Sim est le plus petit entier tel que I’implication reste vraie alors G est dit
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de largeur m.

*Exemple : Le graphe K, est le seul graphe biparti de largeur 1.

Il Homomorphisme de graphes :

1°) Définition: Soient G = (V,E) et G’ = (V’,E’) deux graphes.

Un homomorphisme de G dans G’ est défini par une application
f:VoV telque: uveE = f(u)f(v) ek’

1.1/ Propriété :

Si f: X->Yet g: Y>> Z sontdeux homomorphismes, alors gof : X > Z

est un homomorphisme.

*Remargue : Un homomorphisme c¢: G — K, est défini par une
application f:V — {1,2,...,n} telleque uv e E = f(u) #f(v) .
2°) Définition: Soit n un entier ; un graphe G = (V,E) est dit n-colorable
si on peut associer a chaque sommet de G une couleur prise dans
{1,2,...,n} de sorte que deux sommets adjacents soient de couleur
différente.

2.1/ Propriéte :

Un graphe G = (V,E) est n-colorable si et seulement si il existe un
homomorphisme c¢: G — K,

3°)Definitions: Soit % (G) le nombre chromatique d’un graphe G.
- Un graphe G est n-colorable si ¢ (G) <n.

- Un graphe G est n-chromatique si ¥ (G) =n.



3.1/ Nombre chromatigue de quelgues graphes particuliers :

X(Kp) =P 0 (KMX3) =15 1(Kp) = 15 1(Kimp) =2 4(Can ) = 2
% (C2an+1) = 3 et pour tout arbre non trivial T, x(T) = 2.
3.2/ Propriété : Soient deux graphes Get G’. Si f: G — G’ est un
homomorphisme alors y(G) < x(G’).
**Preuve : Si f est un homomorphisme de G dans G’ etsi x(G’) =n, il
existe un homomorphisme (coloration) de G’ dans K, et donc par
composition, un homomorphisme de G dans K, ; d’ou y(G) <n.*
3.3/ Propriété : Soient G = (V,E) et G* = (V’,E’) deux graphes tels que
V’c V, G’ estun sous graphe de G si et seulement si I’application :
V>V
X — i(x) estun homomorphisme.

4°) Definition: Soient deux graphes G et G’. On dit que G et G’ sont
isomorphes s’il existe une bijection f:V — V’ telle que :

xye E < f(u)f(v)eE’.
*Remargue : Un homomorphisme de graphe bijectif n’est pas
nécessairement un isomorphisme.

*Exemple : Prenons le cas ou G est un graphe partiel de K, distinct de
Kn

et f I’lhnomomorphisme de G dans K, défini par I’application identité sur
I’ensemble des sommets de K,. Il est trivial que cette méme application

(qui est sa propre inverse) ne définit pas un homomorphisme de K,, dans



G, car G est distinct de K, et il existe des sommets adjacents dans K, qui
ne le sont pas dans le graphe partiel G.

4.1/ Propriété : Soient G = (V,E) et G’ = (V’,E’) deux graphes tels que
V'c V.

Soiti: V>V tel que :i(x) =x. Alors G’ est un sous graphe engendre de
G si et seulement si i est un isomorphisme.

4.2/ Propriété : Soit G = (V,E) un graphe. Tout sous graphe isométrique
de G est un sous graphe engendré de G.

5°) Définition: Soient G = (V,E) et G’= (V’,E’) deux graphes, le produit
cartésien de G et G’ est le graphe noté GxG’ dont I’ensemble des
sommets est VxV’ et dont la relation d’adjacence est définie par :

((xx),(y,y)) €eEcwe <= Xy eE et xXy'eE’.

a b c
*Exemple ; —e—o P,
1 la 1b1c
2 2C
P4 2 b 3c P4><P3
3
b 4c
4

Les projections canoniques GxG’— G et GxG’— G’ sont des
homomorphismes
5.1/ Proposition : Soient G = (V,E) et G’=(V’,E’) deux graphes alors ;

x (GxG”) < Min {x(G), x(G")}.



111 Notions de retractes :

La notion de rétracte d’un espace topologique X dans un sous espace Y a
été introduite par Borsuk [4]. Par analogie, Pavol Hell [12] et d’autres ont
développé cette notion dans la catégorie des graphes.

La rétraction étant une notion faisant intervenir les homomorphismes,
I’intérét fondamental que suscite I’étude de cette notion est d’établir des
conditions nécessaires et suffisantes d’extension des homomorphismes en
genéral, et donc des colorations en particulier.

Néanmoins, certains problemes concrets auxquels on est confronté se

ramenent en fait a un probleme de rétraction. Nous illustrons ceci par
I’exemple suivant :

« bon nombre de pays, apres avoir mené une politique de développement
mal maitrisée rencontrent des difficultés dans certains secteurs ou les
productions n’atteignent pas les objectifs escomptés. Des experts ont été
sollicités pour étudier ces problemes et sont arrivés a la conclusion
suivante : I’emplacement anarchique des différentes unités d’une
entreprise constitue une entrave majeure pour I’épanouissement de celle
ci. Pour y remédier, il a été préconisé de réduire le nombre de ces unités
en transplantant celles éprouvant des difficultés dans les autres unités. Ce
changement devra s’opérer en respectant certains critéres, par exemple si
deux unites sont reliees par une ligne de transport, cette ligne devra étre

préservée ».

e



Si on consideére le graphe G ayant pour ensemble de sommets I’ensemble
des différentes unités et comme relation d’adjacence, I’existence d’une
ligne de transport par exemple, le sous graphe G’ de G obtenu apres
I’opération de transplantation d’un certain nombre d’unités n’est en fait
qu’un rétracte de G.

1°) Geéneralités :

1.1/ Définition : Soit G’ un sous graphe de G. On appelle rétraction de G
dans G’ un homomorphisme r:G — G’ tel que
r(x’)=x’ vxeG’.

Si une rétraction r de G dans G’ existe, on dit que G’ est un rétracte de G.

* Exemple :
<] ]

*Remarque 1 : Sir est une retraction de G dans G’ alors %(G) = x(G’)

En effet, G’ étant un sous graphe de G alors %(G’) < (G) ;

comme r : G — G’ est un homomorphisme alors  %(G) < x(G’) et donc

x(G) = %(G)

*Remarque 2: Sir est une retraction de G dans G’ alors G’ est un sous

graphe isométrique de G.
En effet, pour toute chaine joignant x a y, le nombre minimum d’arétes a
parcourir ne peut étre augmenté par un homomorphisme car la rétraction

de G de G’ est égale a I’identité sur G’ qui est elle méme un

oy



homomorphisme qui conserve I’adjacence.

*Remargue 3 : Si G’ est un rétracte de G alors G’ est un sous graphe

engendre de G.

En effet : Soient u, veVV’, comme I’injection canonique de G’ dans G est
un homomorphisme, on adonc : dg:(u,v) <dg(u,v) .

G’ est un rétracte de G alors dg(u,v) < dg-(u,v).

Si de plus u et v sont adjacents dans G (i.e : dg(u,v) = 1) alors ils le sont
aussi dans G’, et par suite G’ est un sous graphe engendreé de G.

*Remargue 4 : Une consequence immédiate des resultats précédents est

que si G est un graphe imparfait minimal ( critique) alors G ne posséde
d’autre rétracte que lui méme puisque tout sous graphe de G distinct de G

a un nombre chromatique strictement inférieur a celui de G .

*Remarque 5 : La classe des graphes qui ne possédent pas d’autres

rétractes qu’eux méme est une surclasse des graphes dits « rigides »,
définis comme étant les graphes qui n’ont pas d’autre homomorphisme
dans eux méme autre que I’identité et qui ont été caractérise dans [13]
comme étant les graphes asymetriques et sans autre rétracte qu’eux
méme.

Il est clair que les graphes complets n’ont pas d’autre rétractes qu’eux-
mémes.

2°) Proposition : [13]

Soient X un sous graphe de X’, f: X —Y un homomorphisme. Soit
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Z le graphe obtenu par I’union disjointe de Y et X’ en identifiant x par

f(x) pour tous les sommets x de X. Alors, une condition nécessaire et

suffisante pour I’existence d’un homomorphisme g : X* — Y tel que f est

une restriction de g sur X est que Y soit un rétracte de Z.

**Preuve : a) Condition suffisante : Soitr: Z — Y une rétraction et soit
J: V(X)) > V(Z2) telle que J(X)=x ¥V xeV(X’)

Notons que j n’est pas une inclusion car deux sommets distincts peuvent

correspondre a un méme sommet dans Z.

Il est clair que j est un homomorphisme de X’ dans Z ; d’ou

g=roj:X’>Y est un homomorphisme.
Soit x € V(X), g(x) =(roj)(x) =r(j(x)) = r(x).

Sachant que dans Z, x est identifie par f(x) lorsque xeV(X), on a:
g(x) = r(f(x)) = f(x) car f(x) eV(Y) et r une retraction de Z dans Y et
donc g(x) =f(x) VxeV(X), et par suite f est une restriction de g.

b) Condition nécessaire :

Soient g: X’—>Y une extensionde f: X>Yet r:Z->Y
Z si ze V(X'
sy | 9@ sizeve9)
z si ze V(Y)
Vérifions que r est une application :

- Size(V(X’) nV(Y)) alors z est une identification de xeV(X),
f(X)eV(Y) et r(x) = g(x) = f(x) = r(f(x)).
- Si x et x’ sont deux sommets distincts de V(X’) correspondant a un

méme z dans Z, alors x et x” sont dans V(X) et f(x) =f(x’) eton a:



g(x) =f(x) = f(x’) = g(x’) ; et donc r est une application.

Sig: X’>Y et j: X—> Zsont deux homomorphismes, alors toute aréte
e dans Z est une aréte dans Y ou dans j(X’). On en deduit que r est un
homomorphismeet donc r est une rétraction de Z dans Y. *

3°) Propriéte : [13]

Si Y est un rétracte de X alors tout homomorphisme de Y dans Z peut
étre étendu @ un homomorphisme de X dans Z et réciproguement.
**Preuve :

a) Condition nécessaire : Soient r: X—Y une retraction etf:Y—Z un

homomorphisme, alors : for: X —»Z
y = (forn(y) =f(r(y)) =f(y) vyeV(Y);

est un homomorphisme et une extension de f.

b) Condition suffisante : Si tout homomorphisme f:Y—Z peut étre
étendu a un homomorphisme X—Z alors en considérant
I’hnomomorphisme 1y : Y—Y sonextension donc r: X —Y constitue
une rétraction.*

4°) Propriéte : [13]

Y est un rétracte de X si et seulement si tout homomorphisme de Z’ dans
Y (Z’ sous graphe de Z) pouvant étre étendu a un homomorphisme de Z
dans X peut étre étendu a un homomorphisme de Z dans Y.

La preuve se fait de la méme maniere que 3°) Propriété.*

Il est établi d’apres 2°) Proposition définie dans 11, que trouver une



rétraction de I’union disjointe de X et de Y revient a trouver un
homomorphisme de X dans Y. Or, il est bien connu que trouver un
homomorphisme est « un probléme Difficile ». En conséquence, il est
intéressant de considérer différentes classes de graphes dont certaines

permettent une exploitation plus facile.

C’est le cas de la classe des graphes notée G, qu’on définit de la
maniere

suivante : G € G, sietseulementsi %(G) = o(G).

5°) Corollaire : Soit G un graphe, alors G est dans la classe G, si et
seulement si G se rétracte en sa clique maximum.

**Preuve: Soit G=(V,E) un graphe n-chromatique.

Si G est un graphe parfait alors ¥(G) = ®(G) = n, donc la plus grande
cligue de G est K, et I’'application r: G—>K, en identifiant les sommets
de la clique aux sommets de K, et en coloriant les autres sommets de G
constitue une rétraction de G.

De méme, si G se rétracte en sa cligue maximum alors nécessairement la
cligue de G est n-chromatique, donc son cardinal est n et par suite

n=y(G) = w(G) ,dou G est parfait.*

IV Retracts absolus :

1°) Définition : Soit C une classe de graphes. On appelle rétracte absolu

dans C un graphe Y de C tel que Y est rétracte de tout graphe X de C
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contenant Y comme sous graphe.

- On note AR(C) la classe de tous les rétractes absolus dans C
*Exemple :

Si on considere C = B, la classe de tous les graphes bipartis et les
homomorphismes de C (privee des graphes totalement déconnectés), le
graphe K, est un rétracte absolu dans B car tout graphe X de B admet une
2 -coloration X—K, et K, est un sous graphe isométrique de X.

2°) Définition: On définit AR(B,m) la classe de tous les rétractes absolus
des graphes bipartis, m étant la propriété « étre un sous graphe
isometrique ».

*Exemple :

a) K,e AR(B,m)

Tout graphe Xe B admet une 2-coloration ¢ : X— K, et tout graphe Y
de B avec au moins une aréte admet un homomorphisme h: K; — Y.

Si Y est un sous graphe isométrique de X alors I’lhomomorphisme hoc de
X dans Y constitue un rétraction.

La question que I’on se pose est : « quels sont les autres graphes bipartis
de AR(B,m) ? »

P.Hell [13] a déterminé totalement cette classe. Nous allons énoncer
certains de ces résultats, ainsi que d’autres qui établissent la structure de

cette classe.
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3°) Définition : Soit n > 2 un entier naturel. On désigne par ARn la
classe de tous les rétractes absolus des graphes n-chromatiques.

Ainsi, par définition un graphe G € ARn si et seulement si :

- G est n-chromatique.

- Lorsque G est un sous graphe isométrigue d’un graphe n-chromatique
G’ alors il existe une rétraction de G’ dans G.

*Exemples :

a) Il est évident que K, e ARn VvV n>2.

b)

G e ARs

G’ ¢ AR3

4°) Lemme : [25]

Si G € ARnetv € V(G), alors il existe un sous graphe de G isomorphe a
K, contenant v.

**Preuve : SoitG € ARn, n>2.

Considérons le graphe G’ obtenu en ajoutant a G (n — 1) sommets
X1,X2,...,Xn.1 deux a deux reliés entre eux et tous reliés a v.

Donc les sommets v, X1, Xp,...Xn_1 constituent un sous graphe de G’



isomorphe a K,. De méme, G’ est n-chromatique et G est un sous graphe
isométrique de G’.

Comme G € AR, alors il existe une rétraction r de G’ dans G et le sous
graphe de G contenant v et isomorphe a K,, est déterminé par cette
rétraction.*

5°) Théoreme : [25]

Soit G € ARn et H un sous graphe isométrique de G, alors on a:

H est un rétracte de G si et seulementsiH € ARn .

**Preuve : a) Condition suffisante : évident.

b) Condition necessaire : Soit r : G — H une rétraction et soit H* un sous

graphe n-chromatique contenant H comme sous graphe isométrique.
Considérons le graphe G’ obtenu de I’'union de G et H’. G’ est n-

chromatique et G est un sous graphe isométrique de G’. Comme g €ARN,
il existe une rétractionr’ de G’ dans G etror’ : G’— H est aussi une
rétraction.

D’ou ror’,y constitue une rétraction de H” dans H et donc H € ARn.*
6°) Proposition : [13]

Y e AR(B,m) si et seulement si Y est un rétracte d’un produit cartésien de
chaines finies.

**Preuve :

a) Soit Y € AR(B,m) ; a tout sommet u € V(G), on associe sa ligne :

(d(u,v), veV(G)) de la matrice des distances.

¢



Les nombres 0, 1,..., max, d(u,v) de chaque colonne correspondant a v
représentent les sommets d’une chaine P ou i est adjacent a i+1.

D’ou on a le plongement de Y dans le produit de chaines finies.

b) Si Y est un graphe biparti tel que Y est rétracte d’un produit de chaines
finies. Les composantes du produit de n’importe quelles chaines sont des
rétractes absolus.

Cette assertion émane de résultats plus généraux que

nous verrons plus loin. D’ou Y est un rétracte absolu car étant rétracte
d’un rétracte absolu, et le théoréme précédent nous donne le résultat.*
Au vu de cette preuve, on énonce le résultat implicite suivant :

7°) Corollaire : [13]

Tout graphe biparti est un sous graphe isométrique d’un produit d’une
suite de chaines finies.

Un corollaire d’une autre proposition de Hell est le suivant :

8°) Corollaire : [13]

Tout arbre et tout graphe dont tous les cycles sont de longueur 4 sont des
éléments de AR( B, m)

9°) Proposition : [13]

Un cycle de longueur minimale dans un graphe biparti G est un rétracte
de G.

**Preuve :Soit G un graphe biparti et C un cycle de longueur minimale



de G. C-e est une chaine de G, e étant une aréte quelconque de C. Donc
C-e est un sous graphe isométrique de G-e car C est minimal. Comme C-e
est un arbre, donc C-e est un rétracte absolu d’apres le corollaire 8. Ce qui
implique que C-e est un rétracte de G-e et donc C est un rétracte de G car
toute rétraction de G-e dans C-e peut étre prolongée en une rétraction de
G dans C.*

10°) Proposition : [1]

Soit G un graphe biparti tel que diam(G) > 2.
Ge AR(B,m) si et seulement si il existe une paire extremale de sommets
{u,v} telle que G-u et G-v soient des sous graphes isométriques de G et

des rétractes absolus.
**Preuve:

a) Soit G un graphe de AR(B,m) et soit {u,v} une paire extrémale de
sommets dans G. Tous les voisins de v se trouvent dans I’intervalle 1(u,v).
- Si d(u,v) = 2 alors en envoyant u sur v (et v sur u) alors on obtient :

r-G—-G-u (etr:G— G-v ) estune rétraction.
- Sid(u,v) > 2 alors en considérant le graphe H obtenu a partir de G en
ajoutant un chemin de longueur d(u,v) — 3 tel qu’un sommet terminal z
de ce chemin soit adjacent a tous les voisins de v et I’autre au sommet u.
(Sid(u,v) =3, alors z est adjacent a u).
G est un sous graphe isométrique de H qui est biparti.

Donc il existe f: H — G une rétraction

"



Soit r’ : G — G-v tel que r’(u)=f(z), r’ est une rétraction. Il en est de
méme pour G-u . Et d’aprés le théoréme 5°, on déduit que G-v et G-u
sont des rétractes absolus de G.

b) Supposons que G-u et G-v sont des sous graphes isometriques de G et
des rétractes absolus pour une certaine paire extrémale de sommets {u,v}.
Soit H un graphe biparti contenant G comme sous graphe isométrique ;
alors il existe une rétraction h: H —» G-u

Considérons le graphe H’ obtenu en identifiant chaque voisin x de v dans
H avec son image h(x) , alors tous les voisins de v dans H’ appartiennent
a I(u,v) dans G. G étant un sous graphe isométrique de H’, donc il existe

h’ : H” — G-v. D’ou la rétraction recherchée est :
V  Si X=v
f:H—> G telleque: f(x) =4 h(x) sixestvoisindev *
h'(x) sinon

Dans ce qui suit, on montre que la modularité qui est une propriété sur les
intervalles est vérifiée pour les rétractes absolus des graphes bipartis.

11°) Proposition : [1]

Chaque composante du produit cartésien de graphes modulaires est
modulaire.

**Preuve : Soit G une composante quelconque du produit cartésien de
deux graphes modulaires G’ et G’’.

Pour tout sommet w de G, soient w’ et w’” leur projection dans G’ et G”’

Respectivement. w=(w’,w’’).
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Soient u et v des sommets de G tels que d(u,v) > 3 et soient s, te N, (v,u).
Sans pertes de généralités, on suppose que d(u,v) = d(u’,v’) .

D’ou :s’, t’eNy(v’,u’). Donc il existe un voisin X’ commun a s’ et t” dans
N,(v’,u’) car G’ est modulaire.

De le méme maniére, si d(u,v)=d(u’’,v’’), il existe un voisin x’> commun
as’’ett’” dans No(v’’,u’’) car G’’ est modulaire sinon on pose x’’=v’’.
Donc x=(x’,x’") est voisin commun a s et t dans N,(v,u). D’ou G est
modulaire.*

12°) Théoreme : [1]

Tout rétracte d’un graphe modulaire est modulaire.

**Preuve : Soit f une rétraction d’un graphe modulaire H dans G. Alors
quels que soient les sommets s, t, u, v de G tels que : s, teNy(v,u) et
d(u,v) > 3, il existe un sommet z de H tel que z est un voisin commun a s
et t avec d(z,u)=d(u,v) - 2.

D’ou le sommet x = f(z) est le sommet recherché de G.*

13°) Proposition : [1]

Tout retracte absolu biparti G est un graphe modulaire.

**Preuve . Soient G € AR(B,m), u, v, s et t tels que d(u,v) > 3 et

s, teN(v,u). Soit H le graphe obtenu a partir de G en ajoutant une
nouvelle chaine de longueur d(u,v) — 3, telle que les sommets terminaux

w et x vérifient : w est adjacentau et x est adjacentasett.
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G est un sous graphe isométrique de H. D’ou il existe une rétraction

r: H— G ; r(x) est un voisin commun asett et d(r(x),u)=d(u,v) — 2,

D’ou G est modulaire.*

*Remargue :La rétaction préserve la modularite.

La condition qui caractérise les rétractes absolus parmi tous les graphes

modulaires, est une condition d’intervalle qui est d’étre de largeur au plus

deux.

14°) Proposition : [1]

Chaque composante du produit de graphes bipartis de largeur au plus m

est aussi de largeur au plus m.

**Preuve : Soient G’ et G’” deux graphes bipartis de largeur au plus m.

Soit G une composante de G’xG”’. Soit (u,v) un sommet de G et soit W

I’ensemble des sommets w=(w’,w’’) de G.

Supposons  que ﬂv\,(u,w)i{u} pour tout Wy =W avec|Wy|<m et
we

montrons qu’il existe uon sommet v = (v’,v’’) voisin de u et appartenant a

tout intervalle 1(u,w) ouwe W.

Soit X’ I’ensemble des sommets w’ de G’ tels que w = (w’,w’’) de W et

d(u,w) =d(u’,w’).

Si X’=(J alors on choisit un voisin v’ de u’ quelconque dans G’,

sinonona: I(u',w')={u'} pour tout W'c X' avec [W|<m

W'EWIO
G’ étant de largeur au plus m, il existe un voisin v’ de u’ appartenant a
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tout I(u’,w’)ou w’e X,

De la méme maniére, on choisit un voisin v’’ de u’” dans G’’ tel que pour
tout w’’ de X, I’intervalle I(u”’,w’’) contient v’’. Le sommet v = (v’,v’’)
de G est donc voisin de u et appartient a tout intervalle 1(u,w) ou we W,
D’ou G est un graphe de largeur au plus m.*

15°) Theoreme : [1]

Tout retracte d’un graphe biparti de largeur au plus m est aussi de largeur
au plus m.

**Preuve : Soit G un graphe biparti de largeur au plus m et soit r une
rétraction de G dans H qui est de largeur au plus m car tout intervalle de

H entre les sommets u et v est I’image de I’intervalle 1(u,v) de G par r.*
16°) Definition : Pour tout n > 3, on définit le graphe biparti B, de

diameétre 3 et de largeur n—1ou :

V(Bn)={a;,bi,a,, by, ......... ,an, by} telsque ajbj € E(By) <1 #].

*Exemple : B3 = Cq

17°) Définition : Pour tout n > 3, on définit le graphe biparti de largeur

deux I§n contenant B, comme sous graphe isométrique obtenu en
ajoutant

a B, deux sommets adjacents x ety tels que :

xbieE(B,) Vizl...... et yaeE(B)Vi=1,........ n



*Exemple :

*Remarque : Il est clair que tous les graphes B , sont des rétractes
absolus (d’aprés la proposition 10)

Le théoréme suivant donne une caractérisation de la structure des
rétractes absolus des graphes bipartis.

18°) Theoreme : [1]

Soit G un graphe biparti, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) G est un rétracte absolu.

(ii) G est un graphe modulaire de largeur au plus deux.

(iii) G est un graphe modulaire tel que chaque sous graphe induit B, ,
n>4 sétenda B,dans G

(iv)V u, v € V(G) tels que d(u,v) > 3, les voisins de v dans I(u,v) ont un
deuxiéme voisin commun dans I(u,v).

**Preuve : (i)=(ii)

G étant un reétracte absolu, donc G est modulaire d’aprés la proposition
13. Soient Wy, W»,..., Wi des sommets de G telsque  d(u,w;)>2 et

I(u,wi) N I(u,w;) = {u} pourtousi,j = d(w;w;)<d(u,w;)+d(u,w;) -
2

Etendons G a un graphe biparti H de la maniére suivante :
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soit z un nouveau voisin de u, et pour tout i, ajoutons une nouvelle chaine

avec d(u,wj) — 2 sommets tels que les sommets terminaux soient
adjacents

a w; et z respectivement. Dans le graphe H, le nouveau sommet z est sur
la plus courte chaine joignantuetw;, i=1,..., k.

Donc G est un sous graphe isométrique de H. D’ou il existe une rétraction
r: H—> G. Le sommet r(z) est adjacent a u et appartient a tous les
intervalles I(u,w;) ; d’ou G est de largeur deux.

(i) = (iii)

Supposons que G contient un sous graphe induit B,,, n> 4 ayant pour
sommets : ai, by, as, b,,..., a,, by.

Alors pour tous i, j > 2, (a1,ai) N 1(as,a;) contient tous les sommets by,
k= 1,1, ]. Comme G est de largeur deux, alors il existe un voisin commun
ya ai, a,..., a.

Donc : pour i, j =2, I(by,b;) nI(byy) et l(by,bi) N 1(by,b;) contiennent
{by}. D’ou il existe un sommet x voisin commun a 'y et les b; dans G. Et

donc les sommets a;, b;, x et y induisent un sous graphe B,

(ii)=(iv)

Supposons qu’il existe une paire de sommets {u,v} telle que d(u,v) > 3
soit la plus petite possible et qui ne satisfait pas (iv).

Soit k le plus petit nombre de voisins wy, Wy, ......... , Wi de v dans I(u,v)

qui n’ont pas de second voisin commun dans I(u,v). Alors on a
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nécessairement que k>3 par modularité. k étant minimal, pour tout i il
existe Xje N,(v,u) adjacent a tous les sommets w; , j=i.

Les sommets wy, W,..., Wy, Xx forment un sous graphe By dans G.

Si k=3 alors le sous graphe B3 est contenu dans B4 ou dans B 3.

Si k>4 alors on peut étendre By a B par (iii).

Donc, dans tous les cas, on obtient un voisin commun w des sommets Xi.
Si d(u,w)=d(u,v) — 1, alors il existe un voisin commun a Xi, X,..., Xk
dans N,(w,u) < N3(v,u) car d(u,v) est minimale.

Sinon, w est un voisin commun a Xy, X,..., Xk dans N3(v,u).

Donc, les sommets u, v, Wy, Wo,..., Wy , Xk induisent un sous graphe By

qui ne peut pas étre étendu a B .1 dans G car il n’existe pas de voisins
communs a Wy, Wo,..., Wi et u par hypothéses.

(iv)=(i)

Procédons par induction sur le nombre de sommets de G.

- Si G est un graphe biparti complet alors le résultat est immédiat.

- Sinon, soit {u,v} une paire extremale de sommets quelconque.
Donc, tous les voisins de v appartiennent a I(u,v), et par hypothese, il
existe un sommet v’ dans G-v  tel que N(v)c N(V’).

D’ou G-v est un rétracte de G, et tout rétracte de G satisfait la condition
(iv) aussi. Donc, par hypothese d’induction, G-v est un rétracte absolu.

De méme G-u est un rétracte absolu et un rétracte de G et d’apres la

\al



proposition 10, on conclut que G est un rétracte absolu. *

19°) Corollaire : [1]

Un graphe biparti G est un rétracte absolu si et seulement si tout
intervalle de G est aussi un rétracte absolu.

**Preuve :

a) Condition nécessaire : evident.

b) Condition suffisante : La démonstration de la proposition 10 nous
donne I’implication. En effet, s’il existe un sommet w de G n’appartenant
pas a I(u,v) de G, alors on choisit un sommet x de G quelconque tel que
d(u,x) soit maximale avec w appartenant a I(u,x). Alors x est un sommet
extrémal lorsque G-x est un rétracte absolu. En procedant ainsi, on

aboutit au sous graphe induit par I(u,v). *
V. Polyédres de rétractes de graphes :

La notion de restructuration définie par P.HELL est un champ
d’applications possibles de la notion de rétractes.

Il est supposé qu’une structure, soit ,au sens macro (administrative,
militaire, industrielle, de santé, éducative, etc....) soit au sens micro
(laboratoire, équipe sportive, etc....) se soit développée de maniere
désordonnée et/ou anarchique , en un mot de maniere non contrdlée. Des
considérations de decideurs extérieurs (ou a la demande des concernés
et /ou d’utilisateurs de la structure, ...etc) exigent une utilisation plus

rationnelle de la structure. La décision finale nécessite une
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reconsidération totale de toute la structure et la suppression de certains
éléments du systéme, mais en tenant compte non seulement des
contraintes structurelles d’interdépendance ( c’est le cas sans optimisation
donné par HELL) mais aussi d’autres contraintes de type « économique »,
telles que le maintien de certains éléments choisis dans un sous ensemble
de la structure, et en optimisant un objectif fixé a I’avance comme par
exemple un codt ( social ou financier minimum, une production
maximum, ...etc) ou des liaisons les plus fortes possibles entre les
différents éléments retenus dans la structure, ...etc.

Cette situation a pu étre formulée par P.HELL [13] au moyen des
rétractes comme suit :

« Soit 2. un systeme compose d’elements interdépendants, la relation
d’interdépendance étant représentée par un graphe G(2.) dont I’ensemble

des sommets represente les éléments du systeme et deux éléments sont
reliés par une aréte si et seulement si ils sont interdépendants.
Restructurer le systeme 2. c’est choisir un sous graphe G’(2) de G(2) et
un sous graphe H de G’() tel que H soit un rétracte de G(2) ( en général
H=zG'(X)) ».

La définition méme de rétracte signifie que I’on supprime d’abord
certains sommets (qu’il faut trivialement supprimer) mais que les

relations de dépendance sont “‘transportées’” par la rétraction, c’est a dire



que deux éléments de G(2)) en dépendance sont envoyeés ( ou
““réarrangés’’ selon la terminologie de P.HELL dans [13]) sur deux
éléments en dépendance dans H. Il faut cependant noter des a présent que
cette définition (Iégérement différente de celle donnée par HELL [13] par
I’introduction du sous graphe intermediaire G’) demeure trop vague pour
étre opérationnelle. Aussi, certaines extensions qui tiennent compte de
contraintes supplémentaires sont proposées sous formes de problémes

posés par A.KHELLADI dans [15] comme par exemple :

1°) Rétractes optimisant sur les sommets (ROS)

Soient G =(V, E) un graphe et t: V—— IR une valuation des sommets
de G. Dans les cas concrets t(v) est un entier naturel quel que soit le
sommet v. Si H est un sous graphe de G ; on appellera valuation de H le

nombre t (H) etdéfinipar: t(H)= >t(v)
veH
Consideérons le probleme général suivant noté (ROS):

Etant donné un sous graphe G’ de G, trouver H c G” , H rétracte de G

tel que: (1) > t(v) soit maximum et (2 H=G’
teH
Ce probléme d’optimisation posséde de nombreuses interprétations en

restructuration.

A) Restructuration sociale : Si chaque sommet v’ de G représente une

unité de production ( industrielle, administrative, de santé, etc....) et si
quel que soit le sommet v de G, t (v) représente le nombre de travailleurs

dans I’unité v, le probléme (ROS) dans ce cas signifie que la
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restructuration tient a garder un maximum de travailleurs en fonction,
dans un rétracte de G inclus dans un sous graphe G’ d’unités de
production choisies a I’avance. Comme le nombre total T de travailleurs
est fixe, le personnel qui n’est pas gardé en fonction lors de la

restructuration estégala T — Y t(v) .
teH

Ainsi, le choix de H par (ROS) minimise le nombre de personnes mises
au chémage pour cause des restructuration.

B) Restructuration de production : Dans le méme contexte que

supposons que quel que soit le sommet v de G, t (v) représente une
production ( d’un bien donné ou d’unités monétaires par exemple
représentant les bénéfices réalisés par I’unité v). Dans ce cas, le probleme

(ROS) signifie que la restructuration cherche a garder une production du
bien consideré a un niveau maximum ( ou a garder des bénefices

maximum si on interpréte les t (v) comme des gains) dans un rétracte de
G inclus dans un sous graphe G’ d’unités de production choisi a

I’avance.

C) Restructuration sportive : Soit & une équipe sportive et soit G(¢) le

graphe représentant &, c’est a dire le graphe dont I’ensemble des

sommets est I’ensemble des joueurs de I’équipe , deux joueurs u et v étant

reliés par une aréte de G(¢&) si u et v jouent bien ensemble ( c’est a dire

ont un jeu bien coordonné et efficace, cette appréeciation étant donnée par
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I’entraineur). Une bonne equipe serait alors celle ou le degré minimum de

G(&) est plus grand qu’un entier donné proche (par défaut) du nombre
de joueurs représentant une equipe dans un match (par exemple 11 en
football). Si il y a un surplus de joueurs et si pour des raisons diverses
certains doivent étre “‘remerciés’’, on peut le faire dans I’intérét de
I’équipe en considérant par exemple la valuation t des joueurs definis
comme suit : « quel que soit le joueur v, t(v) est le nombre moyen de
buts marqués par v par match, le terme “‘buts marqués’’ étant
évidemment remplacé par nombre moyens de buts arrétes pour le
gardien de but par exemple. Si certains joueurs peu efficaces sur le terrain

doivent obligatoirement étre renvoyés, on definira ainsi le sous graphe

G’(&) de G(&) et chercher un rétracte H de G(¢) tel que H vérifie
(ROS), avec la condition supplémentaire que I’ordre de H soit supeérieur
ou égal au nombre de joueur représentant une équipe sur le terrain. Il est
clair que I’on ait pu choisir d’autres valuations t sur les joueurs, comme
par exemple le nombre total de buts marqués par le joueur pendant la
saison ecoulée, ou le nombre d’essais de marquer ou encore le nombre de
buts arrétés par le gardien de but, ...etc »

D) Restructuration du paysage politique :

Dans cet exemple, a partir d’un méme graphe (ROS) qui maximise et

celui qui minimise sont utilisés simultanément.
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Si, a la suite de changements sociaux profonds, un pays passe d’un
systeme monoparti a un systeme multipartis, I”histoire montre qu’au
début de la nouvelle ere, il y a une apparition anarchique et fondements
de nouveaux partis politiques, exprimant ainsi le besoin de se manifester
en tant qu’‘“Homopolitique’’. L histoire aussi hous enseigne que , apres
un certain temps et certaines expériences ( telles que des élections par
exemple) des regroupements de petits partis et /ou des fusions dans de
‘‘grands’’ partis s’opérent . La notion de rétracte peut alors aider a faire
une prévision de la situation en introduisant le graphe G(P) ( du paysage
politique considéré) dont I’ensemble des sommets est formé par
I’ensemble tous les partis en présence, deux partis étant reliés par une
aréte si, selon les politologues, ils ont un certain nombre de points en

commun dans leurs programmes et leurs objectifs . Deux maniéres
d’aborder le probléme se presentent. Dans la premiére, on chercherait un

regroupement maximum pour une plus grande efficacité du travail
politique, alors que, dans la seconde, on cherche a laisser le maximum
d’expression politique ( le maximum de partis) tout en étant convaincu
que des partis trop ““petits’’ sont inefficaces et ne doivent pas étre pris en
compte.

Dans les deux cas, sachant que les grands partis ne fusionnent pas entre
eux, il s’agit de trouver un rétracte H de G ( pour garder les relations

établies par les politologues) tel que :
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(i)  H contient tous les grands partis

(i) Deux partis distincts peuvent fusionner dans un méme
troisieme parti.

(ili) Des partis moyens peuvent s’agrandir en accueillant de
petits partis.

Dans le premier cas le rétracte H est non vide et est minimum du point
de vue des sommets (i.e. la valuation t vaut 1 sur tout sommet de G) alors
que dans le second cas H est inclus dans le sous graphe G’ obtenu en
écartent les “*petits’” partis et est maximum du point de vue des
sommets.

2°) Approche polyéedrale des rétractes :

Pour un graphe G =(V, E) ou V= {vy, v,,...,v,}, on définit les vecteurs
représentatifs des rétractes de G par Xy = (X1H, X2H,-.-, Xnpy) OU H est un

, 1 si v; est un sommet de H
rétracte de G et xy esttel que: X;y = )
0 sinon

Soit Pg® (G) le polytope de IR" engendré par les vecteurs représentatifs
des rétractes de G, c’est a dire engendré par les vecteurs xy tels que :
XH = (X1H, X2H,..., XpH) OU H est un rétracte de G.

*Exemple 1 : Soit G le graphe suivant :

\Y; Va

V3 5

Les rétractes de ce graphe sont :



» Le graphe G, donc le vecteur représentatif associé est xg = (1,1, 1,1, 1)
» Le sous graphe H; =v; Vv, v3, ou larétraction ry est définie par :

rh: G —> H; telle que: ry(vs) =v3 et ry(vs) =v, , donc
X, =(1,1,10,0)

» Le sous graphe H, = v1Vv,v3V, , ou la rétraction r, est définie par :
r,: G — H, telle que :ry(vs) =v,, etparsuite Xy, =(1,1,1,1,0)
» Le sous graphe Hz = v1Vv,Vv3Vs , ou la rétraction rj est definie par :

rs : G — Hj telle que : r3(v4) =vs, etparsuite xys=(1,1,1,0,1)
5
Ainsi: PS(G)z{XE IR%/ 3< ¥, <5 et x; =X, =X3 =1etX€{O,1}5}
i=1
= {X€|R5 / by <Ax<b, eth{O,l}5}
ou A, b, et b, sont définis comme suit :

b: =(1,1,1,0,-1)" , b, =(1,1,1,2,1)"

1 00 0 O
0100 O
A=0 0 1 0 O
0 001 1
0 001 -1

La matrice A n’est pas totalement unimodulaire car il existe une sous

1 1
matrice de A qui est A'= (1 ] telle que det A’=-2 et par suite on ne

peut pas espérer des solutions faciles a des probléemes combinatoires sur
les rétractes ( par exemple les problemes ROS).
*Exemple 2 : Soit le graphe biparti Ky, p.

On pose V(Knn)=Viu 'V, etVinV,=J ou |V1|=m et |V2\=n,
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Vi={12,...m}et V, ={ m+1, m+2,....m+n}

Soit x un vecteur représentatif d’un rétracte de K, . Sans perte de
généralités, on considere les m premiéres composantes de x comme étant
associées aux sommets de V; et les n autres composantes associées aux

sommets deV,. Un tel vecteur vérifie :

m
1<>Xxi<m
i=1

m+n
1< Y xi<n
i=m+1

Kmn €st un graphe biparti, donc toute aréte de ce graphe est un rétracte et

par suite tout rétracte de K., , posséde au moins deux sommets I’un dans
V, et I’autre dans V..

Soit r une rétraction définieparr : Knn——H / r(u)=u VY u e V(H)
vveViet veg V(H) ,3ueVinV(H) / r(v)=u pour i=1.2.

En effet : Soientv € Vi ,v ¢ V(H) et I'aréte vw ol w € Vjetj#i.
Siw €V(H) alors r(v) r(w)=uw €E(H) car u eV; nV(H) < V(H).
Sinon r(v) r(w) = uw’ est une aréte de H car u eV; n V(H) < V(H)

et weV;nVH)cVH) (j=i).

1 m
Ainsi: PR (K ) ={xeIR™"/ | 1 |[<Ax<| n |etxe{0,1}™"
by b,
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Al A2
telsque:A=| A; A, | ou:

As Ag
: 1.1
A, est une 2xm matriceet A, = 0.0

: 0.....0
A, est une 2xn matrice et A, = (1 J ,

m(m-1) (n-1)
2

: . n
A; (respectivement Ag) est une X m (respectivement Tx n

matrice ou chaque ligne de A5 (respectivementde Ag) possede exactement
un seullet un seul -1et les autres coefficients sont nuls.

. m(m-1 . nin-1
A, (respectivement Ag) est une%x n (respectivement ( 5 )x m)
matrice nulle.
-1 1
m(m-1)+n(n-1) . .
b,etb, deux vecteursde IR 2 telsque b; = eth, =| |
-1 1

Les vecteurs représentatifs des rétractes de K, , associés aux sommets

sont au nombre de (2™ — 1)x(2" - 1) étant donné que le vecteur nul

n’appartient pas a Pgr>(Knm.n) et les m premiéres composantes de ces

vecteurs ne sont jamais tous nuls ainsi que les n derniéres car chaque

aréte de Ky, , est un rétracte de celui ci.

Ainsi: X € PR°(Kpn) © 3i e{l,...,m}, 3je{m+l,...m+n}/x; = x; =

Cas particuliers :

a Soit le graphe biparti Ky 3

V2
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V
Vi 8

V4

Les rétractes de ce graphe sont :

» Chaque aréte du graphe est un rétracte de Ky 3 car c’est un graphe
biparti. Les vecteurs représentatifs de ces rétractes sont :
(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1) et(1,0,0,1).

» K;3e AR(B,m) etdonc x=(1,1, 1, 1)e Pr’(K13)

» Le sous graphe Hj =V, vy v3 est un rétracte de Ky 3 , ou la rétraction
r

est définie par ry : Ky3— Hy telle que : ri(v4) =v, (0u ri(vs) =Vs) et par

suite : xy =(1,1,1,0)

» De la méme maniére H, = v3 v, V4 et Hz = v, v; v, sont des rétractes
de

K1 3 tels que leurs rétractions sont respectivement r, et r telles que :

rz(Vg) = V3 (OU V4), r3(V3) =V (OU V4) ou Xyo = (1,0,1,1)t; Xuy3 =
(1,1,0,1)'

1<X, +X3<2 AL1SX,+X4 L2
Ainsi:  xePg(Kig) & ix,=1 A (x;€{0,1} ,i=2,3,4)
1<X34+X4<2 A0SX, +X3+X,4<3

Le polytope des rétractes de K, , est P3(K,,) = {x {0,1}'/b, <Ax<b, |
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b,=(1,1,1,1,0)' b, =(1,2,2,2,3)" et A=

O O O O K
R O Kk Lk O
S = =
S ==

b) Soit le graphe biparti K;3
1

2
Il existe 21 (i.e (22— 1)x(2° - 1)) rétractes de K, 3 qui sont :

» K, et le vecteur représentatif de ce rétracte est x = (1,1,1,1,1)" .

» {i,j} ou i €{l,2} et je{3,4,5}etleretraction r définie par :
r:Kos——{ij}telleque r(i)=1i,r(G)=j,r(@@’) =1 pour i"e{l,2} - {i}
et r(j°)=j pour j’e{3,4,5}-{j}.

Les vecteurs représentatifs de ces rétractes sont (1,0,1,0,0)', (1,0,0,1,0)",
(1,0,0,0,1)', (0,1,1,0,0)', (0,1,0,1,0)', (0,1,0,0,1)" .

» {1,2,j}ou je{3,4,5}etlaretraction r définie par :
r-Kos——{1,2,j} telleque r(1) =1, r(2)=2, r(j)=j et r(j’) =]
pour j'e{3,4,5}-{}

Les vecteurs représentatifs de ces rétractes sont (1,1,1,0,0)', (1,1,0,1,0)",
(1,1,0,0,1)".

> {i,j, k}ou ie{l,2}, je{3 45} ke{3 45} et j=k et



la rétraction r est definie par :

r-Kos——{i,j,k} telleque r(i)=i, r§)=j,rk)=k, r@i’) =i

pour i’e{1,2} - {i} etr(h)=k (our(h)=j) pour h €{3,4,5}-{j, k}.

Les vecteurs représentatifs de ces rétractes sont (1,0,1,1,0)', (1,0,1,0,1)",

(1,0,0,1,1)', (0,1,1,1,0)", (0,1,1,0,1)", (0,1,0,1,1)".

» {1,2,),k}ou je{3,4,5}, ke {3,4,5}, j=#ketlarétraction

rest définiepar r: K,3 —> { 1,2, j,k} telleque r(1)=1,r(2) =2,

() =j,rk)=k etr(h)=j (ou r(hy=k) et he{3,45 -{j Kk}

Les vecteurs représentatifs de ces rétractes sont (1,1,1,1,0)', (1,1,1,0,1)",

(1,1,0,1,1)".

» {i,3,4,5}o0u ie {1, 2} etlarétraction r est definie par :

r-Kos —>{i1,3,4,5} telle que r(i)=1,r(3)=3,r(4)=4,r(5 =5

et r(j) =i

pour je {1, 2}-{i}.

Les vecteurs représentatifs de ces rétractes sont (1,0,1,1,1)" et (0,1,1,1,1)"

ainsi:P; (K, ,) =

*Exemple 3 :

xelR>/

IA
o O O +— O

1

0

1
0
1
1
0

Soit le graphe complet K, représenté comme suit :

<

AT

0
1
0
0
-1
-1

N

S

X X X X X

IA
o Y

2

et xe{0,1}°




K, est un graphe rigide car il n’admet comme rétracte que lui méme et
Pro(Ke) = {(1,1,L1)}.
**Remarque :
Les polytopes Pr3(G) associés aux rétractes de graphes ne sont pas faciles
a définir car si on prend n’importe quel graphe (a I’exception de quelques
graphes comme par exemple les graphes bipartis complets) , I’approche
polyedrale n’est pas évidente et on ne peut pas la généraliser a tous les
cas.
Par exemple : Soient les graphes G et G’ représentés comme suit :
2 4 2 4
<] <X
3 5 3 5
G G’
Les rétractes de G sont G, H;={1,2,3} ou la rétraction r, est définie par

ry(4)=21etry(5) =2 et H, = {1,3,5} ou la rétraction r, est définie par
r,(4) =1 etr,(2) =5. Les vecteurs représentatifs des rétractes de G sont
donc:(1,1,1,1,1)", (1,1,1,0,0)" et (1,0,1,0,1)"

Cependant G’ est un graphe rigide et Pg>(G’) est donc réduit au point
(1,1,1,1,1)"

Ainsi, on remarque que V(G) = V(G’) alors que chaque graphe possede
des rétractes différents, donc a chaque graphe on lui associe des rétractes

qui lui sont proprement spécifiques et par suite on ne pas donner une
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structure générale des polyédres Pr>(G) associés aux rétractes de graphes

et la recherche de ces tels polytope se fait cas par cas.

Chapitre 3 : Reétracte rigide de la somme cartésienne de
graphes

Dans cette partie, R.Novakowsky et I.Rival [20] ont etudié certains

graphes faisant partie de la classe des graphes rigides.
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1°) Définition : La somme cartésienne de G = (V,E) et G’ =(V’, E’) est le
graphe G+G’ = (VxV’, Es) tel que :
((x,x’);(yy’')) e Es= (x=yetx’y’eE’)ou (xy eEetx’ =y’)

*Exemple :

P, P4+P;

P3
Il est facile de voir que si S est un sous graphe de G, T un sous graphe de

H et r une rétraction G+H vers S+T alors Sestun rétractede Get T un
rétracte de H.

En effet, soit b un sommet de T ; la composition tsor de r avec la
projection JIs de S+T vers S definit une rétraction de G+{b} =G vers S
car . msor(a,b)=mns(a,b) =a, lorsque a estdans V(S).*

R.Novakowsky et I.Rival ont examineé le probleme suivant :

« Caractériser les graphes connexes G tels que : pour tout graphe H
connexe, si R estun rétracte de G+H alors R= S+T ou est S un rétracte
de G et T est un réetracte de H. »

Hell et Farber ont donné un exemple indiquant la nécessité de I’hypothese
de connexité de la conjecture suivante :

« Soient A = Cs, B un graphe 5-chromatique minimal dont la longueur
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du plus petit cycle est sept, C un graphe 7-chromatique minimal dont la
longueur du plus petit cycle est cing, G la réunion disjointe de Aet B et H
la réunion disjointe de A et C. Aucune des composantes A+C, B+A et
B+C n’a un rétracte propre quoique {a}XxA est un rétracte de A+A pour
au moins a de V(A) ».

2°) Définition : Un graphe connexe G tel que [V(G)| > 3 est dit
faiblement triangulaire si chaque aréte de G est dans un triangle

*Exemple :

3°) Définition : Un graphe connexe G est dit fortement triangulaire si
toutes les paires de sommets sont reliées par une séquence de triangles

partagés par une aréte.

*Exemple :

Soient G et H des graphes, R un rétracte de G+H. On suppose que R est
un sous graphe de G+H. Soit g un homomorphisme de G+H dans R tel

que g(a) = a, quelque soit a dans V(R) est une rétraction de G+H dans R.
Pour x dans V(H), soit Ry = (G+{x}) N R et Ry =ngRx.

On a vu que R est un sous graphe isométrique a G+H

(Va beV(R) dgr(ab)=de:u(ab) )



On remarque aussi que si (a,x) et (b,y) ou x =y sont dans R et z dans
V(G+H) est adjacent aux deux sommets alors g(z) = (a,y) ou (b ,x).
R.Nowakowski et I.Rival ont établi des theoremes dont les hypothéses
imposent des conditions sur les triangles et les 4-cycles.

4°) Lemme 1 : [20]

Soient G et H deux graphes connexes et g une rétraction de G+H dans R.
Si Ry est non vide, alors Ry est isométrique.

La preuve de ce lemme est dans la preuve du théoreme 1 qui sera traitée
apres.

5°) Définition : Soient G et H deux graphes connexes et S un sous graphe
de G. On definit le transfert de S dans H si pour tout rétracte R de G+H,
tel que : S+{x} < Ret (a,y) de V(R) lorsque x est adjacent a y dans H et
a de V(G) implique que : S+{y} < R.

*Remarque : Il est facile de vérifier que chaque triangle de G se transfert
dans H. En effet, soit K ={a,b,c} un triangle de G.

Soient K+{x} et (a,y) un sommet du rétracte R de G+H lorsque x est
adjacent ay dans H ; donc (a,x) est adjacent a (a,y), (b,x) a (b,y) et (c,x)
a (c,y) dans G+H.

Considérons I’image de (b,y) par la rétraction, il faut qu’elle soit
adjacente a (a,y) et (b,x), c’est a dire qu’elle est I’image d’elle méme. De

méme pour (c,y).

Ceci n’est pas nécessairement vérifié pour les 4-cycles. Cependant, nous
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énongons ce qui suit :
6°) Lemme 2 : [20]
Soient G et H deux graphes connexes et R un rétracte de G+H.
Si tout 4-cycle de G se transfert dans H, alors chaque cycle de G se
transfert dans H.
**Preuve : Comme R est un sous graphe connexe de GxH, il suffit de
traiter les sommets adjacents de H. Supposons par contre qu’ il existe un
cycle C de G tel que |[V(G)| > 4 qui ne se transfert pas dans H. Soient x
et y deux sommets qui sont adjacents dans H tels que C+{x}c R, mais
C+{y} n’est pas contenu dans R et soit a dans V(G) tel que : (a,y)eV(R).
En supposant que la distance entre a et n’importe quel sommet de C est la
plus faible possible, soit V(C) = {co, C4,...,Cn} tel que c;+; adjacent a c; et
Co adjacent a cy,.
eSupposons que a €V(C) ; puisque R est isométrique, C un cycle ayant
la plus petite longueur et en posant :

(C+H{yHNR ={co C4,....c} + {y} 1)
pour O<k<n-1, onadonc: g(Cus1,Y) = (Ck, X).
Si:g(ck,y)=(Ciq1,Xx) pourtout i=k+1,k+2,...,n ,alorsc, est

adjacent a c, et co. Par hypothese, le triangle {c,.1, Cn , Co} Se transfert
dans H, ce qui contredit (1).

Soit ¢; le sommet de C ayant le plus petit indice tel que g(ci , y) # 9(Ci.1,
X)

ay



alors: i>k+1.

Maintenant , on a: g(ci, y) = (b,x) et donc {ci.,, Ci1, Ci, b} est un 4-cycle
qui se transfert dans H, ce qui contredit (1).

eSupposons que : a ¢ V(C) ; donc il existe une courte chaine P dans R
joignant (a,y) a un sommet de C+{x}. La projection de P dans G est aussi
une courte chaine Pg ={ap=a, ay,....., an} de aa C. Par conséquent, la
plus courte distance de (a,y) a C+{x} est m+1 et P = (Pc+{x}) U {(a,y)}.
Nous pouvons reconsiderer C de sorte que a,, = Co et pour plus de
commodité, on pose : C ={Co=am, C1 =am+1, C2 = @m+2,-+-,Cn = @m+n }-

Il s’ensuit que g(a; , y) = (ao , X).

Soit a;, pour i >1, un sommet de plus petit indice tel que g(a;, y)#g(ai.1,
X)

si I’un existe. Puisque g(a; , y) est adjacent a (a; , X) et (aj.» , X) alors :

il existe b de V(G) tel que g(a; ,y) = (b,x) .

Donc : {b, ai, a1, a} estun 4-cycle qui se transfert dans H, qui
contredit le choix de a.

Par conséquent, pour tout i >0, g(aj, ¥) = (@i, X).

Finalement : g(am+n ,Y) = (@m+n-1 , X) st adjacent a g(am, y) = (@m1 , X).
Donc : {am-1, @m, @m+n » @m+n-1} €St UN 4-cycle qui par hypothése se

transfert dans H contredisant le choix de a et C.*

7°) Théoréme 1 : [20]

Soient G un graphe fini fortement triangulaire et H un graphe fini

v



connexe. Si R est un rétracte de G+H, alors R =S+T ou soit S est un
rétracte de G, soit |[V(S)| =1 et T est un rétracte de H.

**Preuve : Soient G un graphe fortement triangulaire, H un graphe
connexe et R un rétracte de G+H.

Puisque les triangles de G se transférent dans H et G est fortement
triangulaire, alors les 4-cycles doivent aussi se transférer dans H et par le
lemme 2, tous les cycles de G se transferent dans H.

Si R={a}+T ou T un sous graphe de H, alors T est un rétracte de H.
Supposons, donc que [V(Ry)| =2 pour x de V(H).

Ry est un rétracte de G+{x}.

En effet, soit g la rétraction de G+H dans R ; on définit une application gy
de G+{x} dans Ry par gy(a, x) =g(a,x). Pour montrer que gy est une
rétraction, il suffit de montrer que gy est bien définie.

Comme R est isométrique a G+H et |V(Ry)|>2 , Ry contient deux
sommets adjacents. Ces deux sommets appartiennent a un triangle de

G+{x} qui est {a,b,c}+{x} < R. Soit (d,x) un sommet de G+{x} ; donc
il

existe une séquence de triangles To, Ty ,...., T tels que :

a,beTy, de T, et V(Ti) nV(Tis)|=2pourtout i=0,1,.....,n-
1.

Comme deux sommets de T, +{x} ont des images par g dans R, , alors

¢



g(To +{x}) < Ry et par induction g(T; +{x}) < Ry et par suite g(d,x) e
Rx

Ainsi, gy est bien définie et c’est une retraction.

Il s’ensuit que Ry est fortement triangulaire et que, pour tout y de V(H)
telque Ry =<, Ry=R, .

Et ainsi de suite, R =S+T lorsque S = ng (Ry) est un rétracte de G.*
8°) Théoreme 2 : [20]

Soient G un graphe fini connexe faiblement triangulaire et H un graphe
fini connexe n’ayant aucun triangle. Si R est un rétracte de G+H, alors

R =S+T ou S est un rétracte de G et T un sous graphe de H .

**Preuve : Soient G un graphe faiblement triangulaire, H un graphe sans
aucun triangle et R un rétracte de G+H.

Comme chaque sommet de G se trouve sur un triangle et H n’a aucun
triangle, il s’ensuit que si Ry # & alors tout sommet de Ry se trouve sur
un triangle contenu dans Ry . Puisque les triangles de G se transférent
dans H, ona Ry =R, pour tout x, y de V(H) tels que V(Ryx) # & = V(R,)
Ainsi, R=S+T ou S et T sont respectivement des sous graphes de G et
H. 1l reste a montrer que S est un rétracte de G.

Supposons que V(Ry) = & ; donc Ry contient un triangle To+{x}.

Soit (d,x) tout autre sommet de G+{x}. La rétraction fait correspondre
tout triangle T+{x} vers un triangle de la forme T+{y}.

SoitP ={aq, a,...,a, = d} une chaine quelconque de T, vers d, ou



ag €V(Ty). Puisque (ap ,X) € V(Ry), il s’ensuit que toute image d’un
triangle contenant {a, ,a; }+{x} par la rétraction est dans Ry .

Par induction, la rétraction fait correspondre (d,x) a un element de Ry et
donc R, est un rétracte de G+{x}. D’ou, S est un rétracte de G.*

9°) Théoreme 3 : [20]

Soient G un graphe fini connexe faiblement triangulaire et H un graphe
fini connexe. Si R est un rétracte de G+H, alors R =S+T ou Set T sont
respectivement des sous graphes de G et H.

**Preuve : Soit g une retraction de G+H dans R.

Supposons que pour tout x de V(H), Ry contient une aréte {(a,x),(b,x)}.
Puisque G est un graphe faiblement triangulaire, alors il existe ¢ de V(G)
tel que :{a,b,c}+{x} est un triangle dans G+{x}. Il s’ensuit qu’il existe un
sommet d adjacents a a et b dans G tel que : g(c,x) = (d,x) .

Ainsi, R, contient un triangle qui se transfert dans H. En particulier, les
deux sommets a et b se transferent dans H.

R et R, sont connexes , donc pour tout ¢ de V(G) tel que (c,X) € V(Ry),
c se transfert aussi dans H et par suiteona: R =g (R) + ny (R).*

Les deux lemmes suivants sont utiles pour prouver les théoremes 4 et 5
qu’on citera plus tard. En effet, en plus des hypothéses des théoréemes, si
K est un sous graphe 2-connexe de G et K+{x} est dans un rétracte de

G+H alors soit on a un homomorphisme de K+{y} dans K+{z} pour
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un sommet z de H, soit G satisfait certaines conditions assez fortes.
10°) Lemme 3 : [20]

Si ng(R) contient un cycle, alors il existe x dans V(H) tel que Ry
contient un cycle.

**Preuve : Supposons le contraire.

Soit n le cardinal d’un cycle C de ng (R) ayant la plus petite longueur.
Un tel cycle est isométrique dans G.

Si a et b sont deux sommets adjacents de C et (a,x), (b,y) sont dans V(R),
alors I’image de la plus courte chaine de (a,x) vers (b,y) par la rétraction
est aussi une plus courte chaine, et donc pour z dans V(H) : (a,z) , (b,2)
sont dans V(R). On en conclut qu’il existe un sous ensemble T de V(H)
tel que E(C) < UxetE(Ry).

Soit M la série de ces tels sous ensembles qui sont aussi irredondants
(c’estadire: T € M s’il existe au moins un cycle C dans ng (R) tel que
ICl=n etE(C) c uxeTE(ﬁx) ), mais ceci n’est pas valable pour
n’importe quel sous ensemble propre de T.

Soient C ={ap , a1 ,..., an.1} un cycle de longueur minimale de G et Te
M

tels que : E(C) < UyetE(Ry).
Si a; , a; sont dans V(C) et s’il existe x dans V(T) tel que (ai , X), (a; , X)

sont dans V(R), alors par isométrie de R soit on a {a; ,ai:1,..., aj}+{X} =
R

soit {a; ,aj+1, ..., aiyt+{X} c R.
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Il s’ensuit de I’irrédondance de T que I’on peut poser T = {X; X2, ....,
Xj}

telque: CAR,, ={a,.a, ,....a, Jet a ,a

, €eR, "R, ,mais:
1+1 i i+1
ZR, .

i+l
a, R, ja,,
Etant donné C, T de M, [T| =t , tels que: E(C) < UxrE(Ry), on
définit :

71
e(C,T)= Xd(X;,X;;1) +d(X;,X%;) et e=mine(C,T)

i=1
SoientC={ap,as,...,an1}t et T={Xo, X1,..., Xr.1 } des sous ensembles

qui minimisent e (C,T). Puisque X; et xj+; sont dans V(T), alors il existe
une courte chaine P; les joignant ou :

1a,,.a a, {+{y}cR pour toutydeP,.

i+19 1 A (i1 Ay

Puisque:(a.. ,x.),(a.. ,X .)eR,alorsla plus courte chaine P est la suivante:
i+1g i i+1

i+11 7
P= {Xi =Yo Yo Yn = Xi+l} telleque:(a,,,P) = R.
Aprésent,ona: ra,,, . P)=(,.,. Q) ,avec Q=1{z,,2,,..,z,} mais

(.., »Y;) estadjacenta(a,,, ., ,z;) , c'estadirequey, =z,

Procédons par induction sur j : (i+1); <j<i,.

DansT, si ye PinPj, i<jety#Xj,s0it i=1, j=t-lety=

X1
alors R contient {a,,. ,a,.y,. 8y, § €t 8y, 1 8ga ed,) |
et donc il contient aussi soit {ai2 U ,...,aj+1l}50|t {aj2 - ,...,ai+1l}.

Si on consideére le dernier cas, alors on pose :

soit V=(T—{Xi+1 , Xis2 ,....XjH)U {y} soit V=(T — {Xjs1 , Xjs2 ,.... Xi}HU
v}

Par I’un des deux cas précedents, e (C,V) <e (C,T) contrairement au

choix de C dans T.
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Par suite : P; m P; est non vide lorsque soit i+1=j et Py Piy =

{Xi+1}
soit =1, _] =t-1letP;nN Pt_]_:{Xl}.

Maintenant que : P;U...u Py U T est un cycle qui est isométrique,
onpose:D=P;U...uUPUT={Yo, Y1,-.-.Yp}

Si D n’est pas isometrique, alors il existe y;,y; , i<]j telsque:
dlyi,y;) <min{j—i,p+1+i-j}, qui permettent d’étre les plus fermés.

Aprésentque: R contientC, =1{a, ,a 8,4, /€t R, contient C; oU

1 Ager 10 Gy,

o8 ={ai1 18, g 1 eees @ }et k=1 (carsik=1,alorsy, ety, sontsurla plus

j ()2

courte chainede x, a x,,,)-
Soit P = R une courte chaine de (Ci, yi) a (C; , y;) telle que :
P (Ciydl=1=|Pn(Cj Lyl

Notons : I( ©yP) = d(y; , y;) et posons V = (T — {Xk, Xks1 .-, X11}) U
TCHP

et U= (T - {X| y X1 yeeny Xk-l}) Y TEHP.
Il s’ensuit que : Uyxcy Ry 0U  Uyey Ry contient un cycle C’ de taille n.
Soient V'’ et U’ deux sous ensembles irredondants respectivement de V et

de U, donc par le dernier casona:
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k-2
e(C, V) <d(y;,y;) +d(yj %)) +d(X1,Yi) + Zld(xq’xqﬂ)
g=
-2
<d(Xy.1,Y;) +d(yi, X ) + de(xq Xger) TAX g, Yi) +d(Yi X 21) +
g=
k-2
Z d(Xq,Xq+1)
g=1
=e(C,T).
De la méme maniére, si on considere le dernier cas, alorson a:
e (C’,U)<e (C,T).
Les deux résultats contredisent le choix de C et T.

On pose:D =Yg Y1, Yp fy =180, 87 rrnnsh a, R, eta eR, telque:

ag ezR_yl. Comme C + D et R sontisométriques dans G + H, alors a, R, pour

1§i§%(p+1). Soit jle lus petit indice tel qu'il existe un a, eR_yj et kz%(n +1).

Si jz%(p+1), alors on considere la chaine:

Onremarqueque: 1(P)=d((aq,Yo).(ax,Yj))=n-k+]j

Puisque r(ap ,y1) = (as, y1) , alors la longueur de I’image de P ne doit
pas

étre inferieure a 1 plus la distance de (ai, Yo) a (ax ,Y;j)-
Soit Q la plus courte chaine dans (C+D) m R de (a1,Yo) & (ax,j)-

Si myQ contient {yo.Yp.Yp1......Yj} alors mwgQ  contient soit
{allaZl"'lak}

soit {a;,a¢,an.1,...,ak} ; etdoncona:
n- k+ j > 1+ min{k-1+ j, k-1+p+2-j, n-k+1+j}.

Mais ceci est impossible car: n-k<k et j<p+l-j.



Par conséquent : j > (1/2)(p+1).

Soitile plus grand indice tel que: a, eR, "R, . Parlechoix de j,ona:
i< %(n +1).

Considérons la chaine :

P ={(aiyj),(@i,yj+1),-.-(@i,¥0),(2i-1,¥0),(3i-2,Y0)s -, (20, Y0) }

La longueur de P est p+1-j+1i.Si a4 € R_y. I <q,alors q<(1/2)(n+1)

et par suite v R_y. , 1>],contient a5 , q>(1/2)(n+1) et par le choix

de D (i.e T) Ryi ne peut pas contenir C en entier. D’ou I'image de P a

une longueur au moins égale au min {i+j , n+1-i+1-j}.
Mais p+1-j+i>i+]=(1/2)(ptl)>j etp+1l-j+i>n+1-i+p+1-j

= i>(1/2)(n+1) . Les deux sont des contradictions et ceci compléte la
preuve.*

11°) Lemme 4 : [20]

Soient G et H deux graphes finis connexes et R un rétracte de G+H et
supposons que tous les cycles de G se transferent dans H. Alors, il existe
des sous graphes S de G et T de H tels que S+T est un rétracte de R . De
plus, si G ne contient pas de sous graphe induit isomorphe a un 4-cycle ,
alors soit T est rétracte de H soit il existe un homomorphisme f de S dans
S tel que : dc(a, f(a)) =1 , pour tout a dans V(S).

**Preuve : Soit r une rétraction de G+H dans R.

Posons: T={x € V(H)/ Ry = J} et S’:m{EX/ XxeT} .

Soit S le plus grand sous ensemble de S’ pour lequel chaque sommet de S



est soit sur un cycle ou sur une chaine joignant deux cycles, i.e., S est
obtenu de S’ en ‘démantelant’ successivement les sommets de degré 1.
On remarque que si S existe, alors il est connexe et puisque les cycles se
transferent dans H , R_X — S est une arbre pour chaque x dans V(T).

La suite de la preuve du lemme 4 se fait a partir des corollaires suivants.

12°) Corollaire 1 : [20]

Soient S, R et T définis dans le lemme 4.

Si S est non vide, alors S+T est un rétracte de R

**Preuve : Pour tout a dans V(S), on choisit a’ dans V(S) qui est
adjacent a a.

Si b e V(R,-S), alors, puisque les cycles de G se transférent dans H, il
existe un seul a dans V(S) et une seule chaine dans (Ry—-S) u {a} dea
a b. De plus, n’importe quelle chaine dans R, de b a n’importe quel
sommet de S doit inclure le sommet a.

D’ou, si a eV(S) alors la composante connexe de (R_X - S) n{a} estun
arbre. Soit T(a,x) cet arbre. Puisque les cycles de G se transferent dans H,
alors tout sommet de R, —S appartient & un tel arbre.

Soit s une application de R dans S+T définie par :

(b,x) ,beS
s(b,x)=< (a,x) ,beT(a,x), d(b,a) est pair.
@,x) ,beT(a,x) , d(b,a) est impair



s est une rétraction. En effet, on a:

s(@ax)=(ax) siaeSetxeT.

Il reste a montrer que s est un homomorphisme.

Si (b,x) estadjacenta (c,x), b € S alors : s(b,x) s(c,x) = (a,x) (a’,x) et
donc s(b,x) est adjacenta s(c,x) . Si les sommets b et ¢ sont dans V(S)
alors il est trivial que s(b,x) soit adjacent a s(c,x).

Lorsque (c,x) est adjacent a (c,y) et ceV(S), ceci a ete fait.

Supposons par conséquent que cgV(S) et ceT(a,x) N T(b,y).

Soient P, = {ag =4, ai,..., a, =c} etP, ={bg =D, by,..., by, = c} deux
chainesde a a cetde b a c respectivement dans T(a,x) et T(b,y). Soit

a; un sommet de plus petit indice dans P, qui est aussi dans P, (a; = bj )
Puisque P et P, sont de courtes chaines, alors by, ¢ P, et k<j.

Sans pertes de généralités, on peut supposer que : 1<j.

Si (aj1,Y)eR, alorsd(aj; , S) <i et par suite il existe une chaine P

différente de P, , de aj; a un certain sommet d de V(S) telle que P3c
Ry-

Mais alors, ceci pourrait entrainer que a; €T(b,y) n T(d,)y) .

Les considérations précédentes ont montré que b = d, mais alors P, U P3
contient un cycle (i.e. T(b,y) n’est pas un arbre). D’ou, (aj.1, Y)¢R et
donc: r(aj1, y) est adjacent a (a1, X) et (a;, y) (i.e., r(ai.1,y) = (aj, X)).
Ainsi r(Py, y) n’est pas contenu dans G+{y}, et donc r(P4, y) est plus

longue que P4, ce qui contredit le lemme 1.



Par conséquent, si (c,x) est adjacent a (c,y) , c¢S et ceT(a,x), alors s(c,x)
est adjacenta s(c,y).*

13°) Corollaire 2 : [20]

Soient S, T et R définis dans le lemme 4. Supposons que pour tout x de
V(H), R_Xest un arbre et qu’il existe y dans V(H) tel que : |R_y| > 1. Alors,

il existe S={ab}ouaadjacentab et T’ T telsque: S+T’ estun
rétracte de R.

**Preuve : Soit R, un arbre ayant au moins une aréte a b. Soit s une
application de R dans R définie par :

r(b,x), si dg(a,c) estimpair
s(c,x) = . )

r(a,x), si dg(a,c) estpair
Cette application est un homomorphisme car si (c,x) et (c,y) sont
adjacents, alors leurs images le sont aussi.

Si (c,x) et (d,x) sont adjacents et dg(a,c) et dg(a,d) sont différents par
leur

parité, alors leurs images sont adjacentes.

Si dg(a,c) et dg(a,d) ont la méme parité, alors dans R, il y aura deux plus
courtes chaines P et Q joignant respectivement (a,y) a (c,x) et (a,y) a
(d,x).

Cependant, ngP U ngQ w {c,d} contient un cycle et par le lemme 3, il
existe x dans V(H) tels que R, contient un cycle, ce qui contredit la

supposition.



Onpose: tpR =AU B ou x eV(A) si (a,x) ou (b,x) sont des sommets
de R, sinon x €V(B). Choisissons x V(B) tel que dy(x,A)est au
maximum et soit z un sommet de A tel que dy(X,A) = dn(X,2).

A présent, considérons : r(a,x) =(d,w). Si d=a alors dy(w,A) =0.

Si d=a alors dgxq((d,w),(a,2)) < dexn((a,x),(a,z)) etdonc:

dp(w,A) < dn(w,z) <dy(x,2) = duy(x,A).

Par conséquent, si B est non vide, alors s(R) est strictement contenu dans
R. Par itération sur s et en posant nys"(R)=Au B, , B, est
strictement contenu dans B,,.; a moins que B, = J.

Puisque G+H est fini, il existe au moins m tel que: s™=s™" et
nsS"(R) = {a,b}. Onremarque que s™(R) est un rétracte de R.

Soit U =s™(R) et U’ le plus grand sous graphe de U tel qu’il existe T” un
sous graphe de H ou U’={a,b}+ T’.

On définit g une application de U dans U par :

(b,y) si:xeT et sm(b,x)=(b,y)
(a,x) ailleurs

9(ax) ={

g(b,x):{ (a,y) Si-ZXET' etsm(a,x) =(a,y)
((b,x) ailleurs

On remarque queé v = Idy .  Cette application est un
homomorphisme.

En effet, si (a,x) et (a,y) sont adjacents et sont dans V(U’), alors ils sont
fixes par g.

Si (a,x) est un sommet de U’ et (a,y) un sommet de U — U’, alors (b,x) est



un sommet de U’ et (b,y) un sommet de R et par suite :

r(b,y) = (a,x) et g(a,y) = (b,x) qui estadjacent a (a,x).

Si (a,x) et (a,y) sont des sommets de U — U’, alors (b,x) et (b,y) sont des
sommets de U tels que : s"(b,x) = (a,x’) et s"(b,y) = (a,y’) ol X’ est
adjacentay’. Il s’ensuit que : g(a,x) = (b,x’) qui est adjacent a g(a,y) égal
a (by’).

De la méme maniére, on peut montrer que g(b,x) est adjacent a g(b,y) si
(b,x) et (b,y) sont adjacents.

Si (a,x) et (b,x) sont adjacents alors ils sont des sommets de U’ et
constants par g sur U’.

On pose g"(U) = U’ U B,,. Soient x un sommet de myB, etz un sommet
de U’ choisis de sorte que : d(x, TyU”)est maximisé et

d(x,z) = d(x, TtyU’).

On suppose que (a,x) est un sommet de U et par suite : g(a,x) = (b,y).
Mais, alors : d(y, npU’) <d(y,z) < d(x,z) = d(x, tyU’).

Ainsi, il existe un entier p tel que g° = g***

(i.e. B, =) pour lequel on
déduit que U’ est un rétracte de U et U’ est de la forme définie
auparavant.

Si |Ry| <1 pour tout sommet x de H, alors S = {a} et (a,T) est un rétracte

de (a,H) et T est un rétracte de H. *

14°) Corollaire 3 : [20]




Soient G, H, S et T définis dans le lemme 4. Supposons G ne contient
aucun sous graphe induit isomorphe a un 4-cycle. Alors soit T est un
rétracte de H, soit il existe un homomorphisme f de S dans S tel que
dg(a,f(a)) =1 pour tout sommet a de S.

**Preuve : Puisqu’une aréte de n’importe quel cycle de G est aussi dans
un triangle, alors tout 4-cycle se transfert dans H. Donc par le lemme 2,
tout cycle de G va se transférer dans H.

Soit la rétraction t=sor ou set r définies dans les corollaires
précedents.

Si T=H ou Sestune aréte alors il n’y a rien a prouver.

On suppose par conséquent que : H — T est non vide et S contient un
cycle.

On suppose aussi qu’il existe n >0 tel que : dy(x,T) <n pour tout x
dans V(H).

Ona:VaeV(S),3zeV(T) / tlax)=(az).

Soient x et y deux sommets adjacents tels que :

n+l=dy(x,T) +1 =du(y,T) et t(S+{x})=S+{z}.

Pour a dans V(S), t(a,y) est adjacent a (a,z) de sorte que t(a,y) est soit
(a,w) ou w adjacent a z , soit (b,z).

Si pour tout a dans V(S), t(a,y) = (b,z) , alors a est adjacent a b car t(a,y)
est adjacent a t(a,x) = (a,2).

Ainsi I’application f de S dans S définie par f(a) = nst(a,y) estun



homomorphisme et d(a,f(a)) =1 pour tout a de V(S).

D’ou, on suppose gqu’il existe un a dans V(S) tel que : t(a,y) = (a,2’) et
’#1Z.

Les sommets t(a,x) = (a,z) et t(a,y) sont adjacents, et par suite t(S+{x})

et t(S+{y}) sont contenu dans S+{z} et S+{z’}.

On définit une application t de S+{x,y} dans lui méme par :

t(b,x) = (b,X)
E(b’y):{ (TCSt(b,y),X) ) S? nHt(b’y)izl
(TESt(b, y)!y) , Sl TCHt(b’ y) =7

C’est une rétraction. Puisque S est un sous graphe induit de G, alors tout
4-cycle de S se transfert dans {x,y} et par le lemme 2, chaque cycle se
transfert dans {x,y}.

Or t(a,y) =(a,y), on adonc t(b,y) = (b,y) pour tout sommet b d’un cycle
de S.

Si b n’est pas dans un cycle, alors il est sur une seule et plus courte chaine
entre deux cycles et par conséquent : t(b,y) =(b,y).

Ainsi , pour tout b dans V(S), t(b,y) = (b,2’).

Soit b un sommet d’un cycle de S. Puisque mgt(b,X) =b pour tout x dans
V(H), alors I’application u de H dans T définie par u(x) = nyt(b,x) est
une rétraction.*

Ainsi les corollaires énoncés précédemment terminent la preuve du



lemme 4.

15°) Théoreme 4 : [20]

Soient G et H deux graphes connexes et R un rétracte de G+H. Si G ne
contient pas de sous graphe isomorphe a un 4-cycle, alors il existe des
sous graphes S de G, T de H tels que S+T est un rétracte de R et soit T
est un retracte de H, soit S est soit une aréte soit un cycle soit un graphe
fortement triangulaire.

**Preuve : Du lemme 4, il s’ensuit qu’ils existent des sous graphes S de
Get T de Htelsque S+T estun rétracte de R et donc de G+H. Par ce

lemme , on a aussi soit T est un rétracte de H soit il existe un
homomorphisme f de S dans S tel que : dg(a,f(a)) =1 pour tout a

sommet dans V(' S).

On suppose par conséquent que T n’est pas un retracte de H et S n’est ni
une aréte ni un cycle. Dans ce cas, soient k et i les plus petits indices tels
que : f*S) =f'(S). Soient U=f'(S) et g=f' . L’applicationh de
S+T dans U+T définie par : h(a,x) = (g(a),x) est une rétraction. Il reste a

montrer que U est fortement triangulaire.

X g (X) X g (X) gz (X)

b a c

(@) (b)

9 g*(x) g@ g g



. XX
ORI C

c (©)

() (d)
Soient a et b deux sommets adjacents de U. Si g(a) = b, alors soit :
P={a g(@a), g’@),....g"(@)}, ou g™ (a)=a (sig(b) =a alorson
redefinitaetb)
Puisque U est connexe, alors il existe un sommet x de U — P et il existe j
tels que x adjacent & g'(a) . Mais alors, g*(x) est adjacent & g"**(x).

On redéfinit x de sorte qu’il soit adjacent a a, alors le sous graphe
induit{a, b, x, g(x)} est isomorphe a un des graphes de la

Fig.(a),lorsqu’au moins une des lignes brisées représente une aréte.

Si g(@)#b et g(b)=a, alors g(a) est adjacent a g(b) et {a, b, g(a), g(b)}
est isomorphe a un des graphes donnés dans Fig.(a).

Soient a, b, ¢ une chaine de longueur 2 (i.e. a n’est pas adjacent a c).

Si g(a) =b et g(b) =c, alors, avec le sommet défini précédemment, le
sous graphe induit {x, g(x), g%(x), a, b, c} est isomorphe & un des graphes
indiqués dans Fig.(b), ou dans chaque «carré » au moins une des lignes
brisées représenteune aréte. (De méme si g(c) = b et g(b) = a, alors on
fait la méme chose.)

Si g(a) = b, mais g(b) # ¢ ( méme travail si c’est nécessaire), alors

{a, b, ¢, X, g(x), g*(x), g(b), g(c)} est isomorphe & un des graphes indiqués



dans Fig.(c), ou dans chaque « carré », au moins une des lignes brisées
représente une aréte.

Sig(a) #b et g(b) # c, alors la situation est donnée dans Fig.(d) ; de
méme lorsque au moins une ligne brisée dans chaque « carré » représente
une aréte.Dans tous les cas, il y a une séquence de triangles T,cdeaac
ayant chacun une aréte en commun avec le triangle précédent ; le premier
contenant I’aréte ab et la dernier I’aréte bc. Par conséquent, si X et y

sont des sommets de U et P = {Xo = X, Xg,..., X, =y} est une chaine les
n-1

joignant, alors la séquence des triangles T, .~ Vérifie la propriéte voulue
i=0

et U est donc fortement triangulaire.*

16°) Théoreme 5 : [20]

Soient G4, Gy,..., G, des graphes finis, connexes n’ayant aucun 4-cycle.

n
Si R est rétractede > G, ,alorsil existe un rétracte R'de R tel que:
i=1

n
R'=3S; etilexisteau moinsitel que S; estun rétracte de G;.
i=1

**Preuve : Soient G, Gy, ..., G, des graphes connexes dont aucun ne

contient un sous graphe isomorphe a un 4-cycle.

Soit R un rétracte de _%Gi =G, +G'.

Puisque G; ne contierllilaucun 4-cycle, alors par le lemme 2, chaque cycle
de G; se transfert dans G’. Il s’ensuit par le lemme 4 qu’il existe des sous
graphes Sde G;, T de G’ tels que S+T est un rétracte de R et soit T un

rétracte de G’ , soit il existe un homomorphisme f de S dans S tel que

dci(a, f(a)) = 1 pour tout a sommet de S. Si on considere le dernier cas,



alors on raisonne par induction sur le nombre de facteurs de la somme
cartésienne. Par conséquent, on consideére le dernier cas.

Soient j, k les plus entiers tels que : f(S) =f 1*(S) = S’.

Si a et b sont des sommets adjacents dans S’ ou f(a) = b et f(b) = a, alors
le sous graphe induit {a, b, f(a), f(b)} contient un 4-cycle. Ainsi, soit
f(a) = b ou f(b) = a et par définition de f, S’ ne peut pas contenir des
sommets de degré 3 et par suite il est soit un cycle soit une aréte.

L application t de S+T dans S’+T définie par : t(a,x) = (f!(a), x) est une
rétraction et par conséquent S’+T est un rétracte de G’.

Le méme argument appliqué a G, donnera un rétracte S’+S”’+T de R,
n
S'cGy, S'cG,, Tc _ZGi ou chaque S’, S’” est soit un cycle soit une

1=3
aréte.*

17°) Corollaire 4 : [20]

Si S’ ={a, b} alors {a}+ S’’+ T’ est un rétracte de S+T.

**Preuve : On définit une application g de S’+S’’+ T’ dans {a}+ S+ T".
Si S ={x,y} alors on définit g par : pour tout z dans V(T’),

9(axz) = (axz), g(ay.z)=(yz), gbxz)=(ayz) et

g(b,y,z) = (a,x,z). L application g est une rétraction.

Si S ={cy, Cy,..., Ch } alors on définit g par g(a, ¢, z) = (a, ¢, 2) et
g(b, ci, z) = (a, Ci+1, 2). Il est aussi clair que g est une rétraction.

Si S’ estun cycle et S”” est une aréte alors en interchangeant les



désignations de G; et G, , cela conduira au cas qui vient juste d’étre
traite.

Si S={ag, ai,..., axm+1} €stuncycle pair alors I’application g de

S’+T dans {ag, a; }+ T’ définie par :

(a,,2) si iestimpair , _
g(a,,z) = est une rétraction.

(@,,2) si iestpair
Ce qui prouve le corollaire 4.*

18°) Corollaire 5 : [26]

Soient S’= {ay, a1,...,a:m} et S’={bo, by,..., bp} les plus petits cycles
respectivement dans G; et G,, alors {ap}+ S’’+T’ est un rétracte de

S+ SV+T’.

**Preuve : On définit une application g de S’+S”’+T’ dans {ag}+S’+T’
par g(ai, b, z) = (ao, bq, z) , lorsque q=i+j [p+1l], i<m+l

et g=j+2(m+1) [p+l] , 1>m+l.

L application g est I’identité sur {ao}+S’’+T’ ; il s’ensuit immédiatement
qu’elle est un homomorphisme.

Ainsi : {ao}+T est un rétracte de S+T, et par suite T est un rétracte

de G,+...+G, et le théoréme 5 est démontré par induction sur le nombre

de facteurs de la somme cartésienne.*

En conclusions des cing théorémes, on peut faire les remarques
suivantes :

a) Ces résultats soutiennent le point de vue que soit on a I’absence de

VY



4-cycle soit la présence de contraintes qui vont obliger les 4-cycles a se
ramener aux rétractes rigides de la somme cartésienne.
b) Les trois premiers résultats concernent les graphes faiblement

triangulaires et fortement triangulaires.

c) Dans le théoreme 4, le graphe G peut contenir un sous graphe
iIsomorphe a un 4-cycle ayant une corde.

d)Dans le théoreme 5, méme pour les 4-cycles on a soit une , soit
deux diagonales qui sont interdites. Les conditions de ce théoreme
excluent aussi tous les graphes qui sont les sommes cartésiennes de petits
graphes. Le théoréme est faux si I’un des graphes est une somme
cartésienne.
Soit la conjecture spécifique suivante :
« Soient Gy, G,,...,G, des graphes finis qui sont des sommes
cartésiennes non décomposables en somme cartésienne et soit R un
rétracte de G;+G,+...+G,. Alors, il existe un rétracte S de R et
i e {1,...,n}telsque:S=S;+S,+....+S, et S; est un rétracte de G; » .

e) La somme cartésienne possede peu de rétractes.
I n’existe pas de graphe G non trivial tel que pour tout graphe H, si R est
un rétracte de G+H alors il existe des rétractes S de G et T de H tels que
R =S+T.
Par exemple : Si G est un graphe de sommets isolés {v, v,,....,v,} et H

est K, alors {v;}+H est un rétracte de G+H quoique {v;} n’est pas un



rétracte de G .

*Exemple :

Le sous graphe de G+K, de sommets :
{a,b,c,d}+{0} U {c,d,e,f}+{1} U {i}+{0,1} est un rétracte de G+K,
et il n’est pas décomposable d’une maniére non triviale en une somme

cartésienne.

Conclusion

Le probleme que nous avons abordé consistait & donner une structure
polyedrale de rétractes de graphes afin de résoudre des probléeme
combinatoires liés a la notion de restructuration ( comme par exemple les
problémes de type ROS posés par A.Khelladi en 1990), étant donné que
nous n’avons trouve aucune littérature dans ce domaine.

Cependant, définir dans tous les cas et caractériser les polytopes associés

a la structure des rétractes de graphes est tres dur car apres investigation



et etude de plusieurs cas différents, il s’est avéré qu’il est difficile de
donner une caracterisation géenérale de ces tels polytopes, mais il faut le
faire cas par cas ( sauf pour les graphes bipartis complets ).

Ainsi, ce probléme reste toujours posé et ouvre un champ d’investigation
non négligeable dans la recherche afin de résoudre ces problemes qui sont

concrets et d’actualité dans le but de développer un systeme donné.
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