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INTRODUCTION 
 
           Le calcul Ombral, consistait de 1850 à 1970 essentiellement en des techniques de 

manipulation de suites mais dont la rigueur mathématique manquait : En 1940, le 

mathématicien Bell essayait de convaincre la communauté mathématique d’accepter le calcul 

Ombral comme étant un outil mathématique.  

           En 1970, le mathématicien Gian Carlo-Rota a commencé à construire un fondement pour 

cette théorie, basé sur les idées de fonctionnelles linéaires, d’opérateurs linéaires et leurs 

adjoints  

           Le but de notre travail est d’établir une certaine analogie entre le calcul Ombral classique  

(Algébrique) et le calcul Ombral non archimédien (p-adique). 

 

Dans le chapitre 1 : 

Nous donnerons quelques rappels et définitions sur l’ensemble des suites. 

Dans le chapitre 2 : 

Nous ferons une synthèse du calcul Ombral dans le cas algébrique tel que reformulé par 

B.Benzaghou en utilisant l’algèbre de Hurwitz. 

Dans le chapitre 3 : 

Nous introduirons le calcul Ombral non archimédien en faisant une synthèse des travaux de 

Ann-Verdoodt, Bertin-Diarra et de Lucien Van-Hamme explicitant des résultats analogues au 

cas classique. Ensuite, nous reformulerons quelques résultats utilisant l’algèbre de convolution 

et ainsi nous construirons des opérateurs déjà définis dans le cas classique. 

 

    Soit K un corps de caractéristique zéro. 

Pour le calcul Ombral « classique », on étudie les formes linéaires sur l’espace des polynômes  

K[x]. Cet espace est isomorphe au dual de l’espace vectoriel K[x], dual que l’on peut identifier à 

l’espace des suites d’éléments de K. On le munit d’une structure d’algèbre par le produit de 

Hurwitz. On considère les opérateurs sur K[x] et leurs adjoints. Tout opérateur qui commute 

avec les translations s’écrit de manière unique sous la forme : 
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n

n

n D
n
a

Df ∑
≥

==
0 !

)(λ   où  D  est l’opérateur de dérivation dans l’anneau des polynômes  K[x] 

Notons que l’opérateur aux différences ∆ est relié à D grâce à la formule de Taylor pour les 

polynômes par la formule    

 

∆ = ∑
≥1 !

1
n

nD
n

= ( exp (D)) –1  et on a aussi   : 

D = n

n

n

n
∆−∑

≥

− 1)1(
1

1 = log (id + ∆). 

La suite de polynômes de base associée à ∆ (voir plus loin) est la suite de polynômes   

Πm = m! Bm       ;      Πm ( x ) = m! Bm ( x ) = x ( x - 1 )…..( x – m + 1 ) 

De plus, tout opérateur de composition λ peut s’écrire de façon unique sous la forme   : 

λ = f ( ∆ ) = nn

n
b
∆∑ !

  avec  bn = λ Πn ( 0 )  . 

Avec la formule D = n

n

n

n
∆−∑

≥

− 1)1(
1

1 = log (id + ∆) on voit aussi que D est un opérateur linéaire 

du sous espace vectoriel dense K[x] de C (Zp→K) mais ne peut se prolonger en un opérateur 

continu de C (Zp→K) car alors ce serait un élément de W(Zp→K), ce qu’il n’est pas . En effet, 

si l’on désigne par |  | p la valeur absolue p-adique, on a  +∞=≥

p
n n

Sup 1
1  

(N’est pas borné). 

Ainsi, on peut définir des analogues p-adiques en utilisant l’opérateur aux différences au lieu de 

l’opérateur de dérivation. 

 

La théorie du calcul Ombral est basée sur des techniques de manipulations de suites, orientées 

par les applications visées (construction de bases, généralisation de certaines congruences …) 

Ainsi, 

Lors de notre étude, la démarche pour définir le calcul Ombral est : 

- Prendre un espace de fonctions 

- Définir des opérateurs sur cet espace 

- A certains opérateurs, on peut associer des suites de polynômes de base  

- Obtenir des développements en série pour certaines fonctions. 
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Chapitre 1 
 

Définitions et notations 
 

1.1 Généralités sur l’ensemble des séries formelles 
 

Les séries formelles jouent un rôle prédominant dans le calcul Ombral. 

Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro. 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈== ∑
∞

=0
;

k
k

k
k Katatf F  

L’ensemble F muni de l’addition usuelle ( )∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

+=+
000 k

k
kk

k

k
k

k

k
k tbatbta  

et de la multiplication ∑ ∑∑∑
∞

= =
−

∞

=

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

0 000 k

k
k

j
jkj

k

k
k

k

k
k tbatbta , 

a une structure d’algèbre appelée algèbre des séries formelles en la variable t  ou algèbre de 

Cauchy. 

 

Définition 1  
    L’ordre d’une série ( )tf  noté o( ( )tf ) est le plus petit entier k pour lequel le coefficient de kt  

ne s’annule pas. 

On pose : 

o( ( )tf ) = +∞  pour ( )tf  = 0. 

On a les relations suivantes : 

o( ( )tf ( )tg ) = o ( ( )tf ) + o ( ( )tg ) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }tgotfotgtfo ,min≥+ . 
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Proposition 1  
    La série f (t) est inversible (pour la multiplication) d’inverse noté  f -1(t) si et seulement si           

( )( )tfo  = 0.  

 

Si fk(t) est une suite dans F  avec ( )( ) ∞→tfo k  lorsque ∞→k  alors de toute série de la forme  

g (t) = ∑
∞

=0k

k
k tb on peut construire la série ( )∑

∞

=0k
kk tfb . 

En particulier, si fk(t) = (f (t))k avec ( )( ) 1≥tfo , alors la composition des deux séries g(t) et f (t) 

est définie par 

  

                                                                

 

et on a : 

( )( )( ) ( )( ) ( )( )tfotgotfgo =  

 

Proposition 2  

    La série f (t) est inversible (pour la composition) d’inverse noté ( )tf  si et seulement si 

( )( ) 1=tfo . 

 

Définition 2  

    Une série f (t) vérifiant ( )( ) 1=tfo est appelée série delta. 

 

Si f (t) est une série delta, alors la suite ( )( )ktf forme une base pour F. 

Ainsi ; 

Pour toute série g (t) dans F, il existe une unique suite de constantes ak telle que : 

                                         ( ) ( )( )∑
∞

=

=
0k

k
k tfatg                                (1) 

Définition 3  
(1) est appelée la représentation delta de la série formelle g (t) de F. 

 

( )( ) ( )( )∑
∞

=

=
0k

k
k tfbtfg
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Remarque  
    ord f définit une valuation sur l’anneau  F  (intègre). 

Une série delta est une uniformisante et (1) est un développement de Hensel. 

 

1.2 Généralités sur les ensembles de suites 
 

Soit K un corps commutatif. On note : 

( ) { }KuKZ →= Ζ:  

 Supp u = ( ){ })(, 0   , KZunun ∈≠  

ord u = Inf Supp u = ( )uω  

S (K) = { u,   ord u > -∞ } 

S0 (K) = { u ( ) ( ) 0   , ≥∈ uKS ω } 

f (K) = { ( ),0 KSu∈  Supp u fini } 

 

S (K) muni de l’addition usuelle u + v, est un K-espace  vectoriel 

 f  j ( )KS∈  définis par f j (n) = δ j,n , Ζ∈j  

ord u est une valuation sur S (K). 

Tout élément de S0 (K)  s’écrit sous la forme ( )∑
∞

=

=
0j

jfjuu , les f j forment une base topologique 

de S0 (K) muni de la topologie définie par l’ordre.  S0 (K) est le complété de f (K) dans cette 

topologie. 

A chaque suite ( )KSu∈  on peut associer sa série génératrice ( ) ( )∑= n
u xnuxf  . 

Lorsque K est un corps de caractéristique zéro, nous associons à chaque suite ( )KSu 0∈  sa 

série génératrice exponentielle ( ) ( )∑
≥ !

=
0n

n
u x

n
nuxg . 
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1.3 Produit de suites  
 

On peut définir divers produits sur S (K) 

1.3.1 Le produit point par point ( )( ) ( ) ( )nvnunvu =.  munit S (K) d’une structure de K-algébre 

commutative, non intègre, que nous notons ( )Kh . 

Le produit correspondant sur les séries génératrices 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) n

n
vuvu xnvnuxfxfxf ∑=∗=.  

est appelé produit de Hadamard des séries formelles. 

 
1.3.2 Au produit usuel des séries formelles ( ) ( )xfxf vu . est associe un produit de suites vu ∗  

défini par  

                                          ( ) ( ) ( )xfxfxf vuvu .=∗      

           et donc  

                                           ( )( ) ( ) ( )jviunvu
nji

∑
=+

=∗        (appelé produit de convolution) 

Le produit usuel ( ) ( )xfxf vu .  est appelé produit de Cauchy. 

 

1.3.3 Lorsque K est un corps commutatif de caractéristique zéro, alors pour ( )KSu 0∈  ; le 

produit de Cauchy des séries génératrices exponentielles détermine une suite par : 

 

                                       ( ) ( ) ( )xgxgxg vuvu  ϖ=.  

           avec  

                                        ( )( ) ( ) ( ) ( )jviunvu
nji

n
i∑

=+

=   ϖ  

 appelé produit de Hurwitz des suites u et v. 

S0 (K), muni du produit de Hurwitz, est une algèbre commutative intègre notée )(Khu et 

appelée algèbre de Hurwitz ( )(Khu = A). 
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1.4 Composition des suites 
 

Pour ( )KSu 0∈ , ord u 1≥ , ( )KSv 0∈  ; ( )( )xgg uv o  définit une série formelle qui sera notée 

( )xg uvo . On a : 

( ) ( )( )uvuvord  ord ord=o   

( ) ( ) ( )uvuvuvv ooo 2121 +=+  

( ) ( )xg
k

xg k
uufk !

=
1

o , 0≥k  

Lorsque ord v 0≥ ,  ( ) ( ) ( )uBkvnuv kn

n

k
,

1
∑
=

=o  où ( ) ( )11,, ,..., −+= knknkn uuBuB . 

Les ( )uB kn,  sont les polynômes exponentiels partiels de Bell. 

Pour 0≥k  , 
!

=
k

uuf
k

k

 ϖ

o  où ku  ϖ est la puissance k ème de u dans A . 

La dérivation T  d’une série composée est donnée par : 

( ) ( ) TuuTvuvT  ϖoo = . 

Si u est une suite d’ordre 1, il existe une suite u  d’ordre 1 telle que : 

1euuuu == oo   

u est la suite réciproque de u et ( )xg
u

est la série réciproque de ( )xgu . 

 

Pour ∗∈Kα , notons qα la suite ( ) nq n αα = , pour 0,0 fq == αα , alors  

( ) ( )( ),exp xgxg uuq α
α

=
o

 ( )uu qq αα oo 1= . 

Les suites d’ordre 1 forment un groupe pour la composition, d’élément neutre 1f . 

Pour ord u 1≥ , ∑
∞

=

=
0

1
j

j
q ufu oo  

                         ( )( ) ( ) ( )uYuBnu n

n

j
jn

q == ∑
=1

,1 o  

Les ( )uYn  sont les polynômes exponentiels complets de Bell. 

Définition 4  

    L’opérateur shift (translation) est défini sur ( )KS0 par : 

       ( ) ( )1+= nunTu . 

      L’opérateur dérivation q est défini sur ( )KS0 par : 

       ( ) ( )nnunqu = . 
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But 
• On se propose de faire une synthèse du Calcul Ombral dans le cas classique et de 

reformuler ses résultats fondamentaux en utilisant le produit de Hurwitz et la 

composition des suites. 

 

Soit [ ] PxK =  l’espace des polynômes à coefficients dans un corps commutatif K de 

caractéristique zéro. P est muni de sa base d’espace vectoriel canonique{ }Ν∈nxn , . 

Soit ( ) ==∗ KPLP K , dual de l’espace P muni de la base { }Ν∈jf j ,  avec jn
n

j xf ,, δ=〉〈  

où jn,δ est le symbole de Kronecker. 

∗P  sera identifié à ( )KS0 . 

 

 

• Nous allons étudier quelques opérateurs opérant sur P, définir des structures d’algèbre 

sur ∗P , établir des isomorphismes avec l’algèbre de Hurwitz qui nous permettra alors de 

définir des suites de polynômes de base associes aux opérateurs considérés. 
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Chapitre 2 

 

Calcul Ombral Classique 
 

 

        L’idée de base du calcul ombral consiste à relier une suite ( ) 0≥= nnαα  (dans un anneau A 

commutatif unitaire intègre, éventuellement un anneau de polynôme) à la base canonique 

( ) 0≥n
nx de [ ]xA  par une application linéaireΦ : P→ A telle que n

nx α=Φ )( . Certaines propriétés, 

comme les congruences, se définissent très bien parΦ  ; 

par exemple si f(x)≡g(x)mod.mA[x], alorsΦ (f(x))≡ Φ (g(x))mod.mA.Ceci explique l’intérêt 

du calcul ombral dans la théorie des congruences [6]. 

 

Dans notre étude du calcul ombral, on adoptera les étapes suivantes : 

 

• Prendre un espace de fonctions. 

• Définir un ensemble d’opérateurs qui agissent sur cet espace. 

• A certains opérateurs, on peut associer une suite de polynôme de base ( )xPn . 

• Développer les fonctions de départ en une série ( ) ( ) ( )xPncxf n∑= . 

• Etude de ces développements. 
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2.1 Formes linéaires sur P  
 

Dans la suite P = K[x] et )(0 KSu∈   

Soit L un élément de ∗P , KPL →: . 

On désigne par ( )xPL /〈 〉 l’action de la forme linéaire L sur un élément de P. L sera 

parfaitement déterminée par son action sur une base de P.  

On pose ( )nLxL n =〉〈 /  qui définit une suite. 

On a : pour L et M deux éléments de ∗P  ; 

( ) ( ) ( )〉〈+〉〈=〉+〈 xPMxPLxPML ///  

et ( ) ( )〉〈=〉〈 xPLcxPcL //  pour Kc∈ . 

La série de Hurwitz par ( ) ( ) k

k
u t

k
kutf ∑

∞

=

=
0 !

 définit une forme linéaire par  

( ) ( )nuxt
k
ku nk

k

=〉〈∑
∞

=

/
!0

 

Pour 0≥n , kn
nk nxt ,!/ δ=〉〈 . 

Pour ( ) Pxp ∈ , ( ) ( ) ( )0/ kk pxpt =〉〈 . 

Toute forme linéaire L dans ∗P peut s’écrire sous la forme d’une série de Hurwitz 

par ( ) k

k

k

L t
k

xLtf ∑
∞

=

〉〈
=

0 !
/

 

En effet : 

( ) 〉〈=〉〈 nn
L xLxtf / /  ainsi ( ) Ltf L = . 

Donc toute série formelle de la forme ( ) ( ) k

k
u t

k
kutf ∑

∞

=

=
0 !

dans F définit une forme linéaire L dans 

∗P  par )( / kuxL k =〉〈  et réciproquement. 

D’où le théorème : 

 

Théorème 1  

  L’application ( )tfL L→  définit un isomorphisme d’espaces vectoriels de ∗P  sur F. 

Preuve  

Soient L et M deux formes linéaires dans ∗P , L = M si et seulement si 

〉〈=〉〈 kk xMxL / /  pour tout 0≥k  qui est encore vérifié si et seulement si 

( ) ( )tftf ML =  donc l’application est bijective. 
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 De plus : 

( ) k

k

k

ML t
k

xMLtf ∑
∞

=
+

〉+〈
=

0 !
/  

              k

k

k
k

k

k

t
k

xMt
k
xL ∑∑

∞

=

∞

=

〉〈
+

〉〈
=

00 !
/

!
/  

              ( ) ( )tftf ML += . 

et pour tout Kc∈  ; 

( ) k

k

k

cL t
k

xcLtf ∑
∞

=

〉〈
=

0 !
/  

          k

k

k

t
k
xLc∑

∞

=

〉〈
=

0 !
/  

          ( )tcf L= .                   

□ 

 

Ainsi, F désignera en même temps l’algèbre des séries formelles ( )tfu  et l’espace des formes 

linéaires L sur P et alors l’espace ∗P est muni d’une structure d’algèbre par cet isomorphisme. 

 

On appellera F l’algèbre ombrale et on pourra encore définir le calcul ombral comme étant 

l’étude de cette algèbre. 

 

2.1.1 Reformulation en termes de suites dans A  
 

Soit ( )tfu  la série de Hurwitz associée à la suite u avec ord u 0≥  . 

Soit ω une forme linéaire sur P avec ( )nxn ωω =〉〈 / , alors  

Le dual ∗P de P est muni d’une structure d’algèbre par isomorphisme avec l’algèbre de Huwitz 

A. 

Et on a :    

      ( ) 〉〈〉〈=〉〈 −

=
∑ jnj

n

j

n
j

n xxx /.// 21
0

21 ωωϖωω                                          (1) 

 

             

 

 



15
 

                ∗∈ PL         Isomorphisme     ( )∈tgu  F              

                                 

 

                  Isomorphisme 

               

 

                                                       Au∈ , ord u ≥ 0 

La relation (1) peut s’écrire: 

 

Proposition 1 

 Soient ( )tf
1ω

 et ( )tg
2ω

 dans F alors : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 〉〈〉〈=〉〈 −

=
∑ knk

n

k

n
k

n xtgxtfxtgtf /.//
2121

0
ωωωω  

avec : 

( )tf
1ω

 et ( )tg
2ω

sont respectivement les séries de Hurwitz associées à 1ω et 2ω . 

 

Preuve  
 Tout élément de F peut s’écrire sous la forme : 

( ) ( ) k

k

k
u

u t
k

xtftf ∑
∞

=

〉〈
=

0 !
/

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
!

//
0 0

2121 m
txtgxtftgtf

m

m

m

k

knkm
k∑ ∑

∞

= =

− ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
〉〉〈〈= ωωωω  

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .///
2121

0

〉〉〈〈=〉〈 −

=
∑ knk

n

k

n
k

n xtgxtfxtgtf ωωωω  ٱ                                                       

 

 Proposition 2 

          La série ( )tfu  est une forme linéaire inversible si et seulement si   ( ) 01/ ≠〉〈 tfu . 

 

 Preuve  

    ( ) 01/ ≠〉〈 tfu  implique que ( )( ) 0=tfo u .                   

□ 
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2.2 Opérateurs linéaires sur P et endomorphisme de P 
 

        Soit E l’algèbre (pour la composition) des applications linéaires de P dans P. Un élément R 

de E est déterminé par son action sur la base{ }INnxn ∈, . 

On pose ( ) PxRPRx n
n ∈= , . 

 

Définition 1  

      L’opérateur linéaire αE sur P défini par ( )( ) ( )αα += xPxPE , ∈α K 

est appelé opérateur de translation. 

 

Définition 2  
       Un opérateur delta δ est un endomorphisme linéaire de P vérifiant : 

1. δ commute avec toute translation αE . 

2. ( ) ∗∈= Kcxδ  (constante non nulle). 

 

Proposition 3   
        Soit δ un opérateur delta sur P,  alors  

1. ( ) 0=aδ  pour toute constante dans K. 

2. Si P est un polynôme non constant, alors degré ( )P δ  = ( )P degré  - 1. 

 

Remarque  

• L’opérateur de dérivation D  est un opérateur delta, plus généralement, 

l’opérateur αα DEDE =  est un opérateur delta. 

• Toute série formelle en D (d’ordre un), [ ][ ] 0   , .... 1
1

1 ≠∈+== ∑
≥

cDKDcDc
i

i
iδ  

définit un opérateur (delta). 
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2.2.1 Système de polynômes de base des opérateurs delta  

 
Définition 3  
    Un système de polynômes de base correspondant à un opérateur delta δ  est un système de 

polynômes ( nP ) satisfaisant :  

1. degré nP = n, 0≥n  

2. 1,1 ≥= − nnPP nn δ  

3. ( ) 1,00,10 ≥== nPP n  

Le système ( nP ) est encore appelé suite de polynômes de base associée à l’opérateur delta.  

La suite ( nP ) est unique et constitue une base de P. 

 

Définition 4  

    Une suite de polynôme ( nP ) est appelée suite polynomiale si le degré de nP  est n pour tout 

INn∈ . 

 

La base canonique ( ) 0≥n
nx est associée à l’opérateur de dérivation  

                         ( ) ( )xfxfPPD ′→ a,:  

et la base de Pochlammer ( )( ) 0≥nnx définie par 
( ) ( ) ( )
( )⎩
⎨
⎧

=
≥+−−=

1
1  ,1....1

0x
nnxxxx n  

est associée à l’opérateur de différence finie ∆  

                       ( ) ( ) ( )xfxfxfPP −+→∆ 1,: a  

L’applicationφ , qui relie ces deux bases, relie de manière naturelle les opérateurs associés : 

    ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) kn
kknkknkn

k xnxnxnx −
−− ===∆ φφφ  

correspond à la  k ème dérivée de ( )( )nxφ  , par linéarité on aura 

     φφ kk D=∆ ,  c’est à dire : 

    ( )( ) ( )( )xfDxf kk φφ =∆  pour tout polynôme ( ) Pxf ∈ . 

On peut encore remarquer que les polynômes de Bell (définis par ( )nxφ ) sont associés à 

l’opérateur ( )D+=∇ 1log , car ; 

( ) 10 =xB et pour tout ( ) 00,1 =≥ nBn  

et  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xnBnxxxDxB n
nnn

n 1
11log1log −
− ==+=+=∇ φφφ ∆  

avec : ∆+= 1De  
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( ) ( ) ( ) ( ) n
n

k k

knkn
k

n xxx
k
n

x
k

DxD ∆+=+=== ∑ ∑
≥ ≥

− 11
!!

exp
0 0

. 

Remarque  
On peut résumer les différentes bases rencontrées avec les opérateurs delta associés par le 

diagramme commutatif suivant : 

                                                φ    
                                ( )nx                           nx                              ( )xBn                 

 

                                     ∆                            D                                ∇  

                              

                           ( ) 1−nxn                          1−nnx                            ( )xnBn 1−  

                                                φ     

 

Théorème 2 ( Développement de Taylor généralisé ) 

        Soit δ  un opérateur delta et ( )nP sa suite associée. Alors 

              ( ) ( ) ( ) [ ] PxKfyP
k

xfyxf k
k

k

=∈=+ ∑
≥

,
!0

δ  

 

Preuve  

Ecrivons nP  sous la forme 
( )( )∑

≤

=
nk

k
n

k

n P
k
P

P
!

0δ
 où tous les coefficients de Pk sont nuls sauf 

pour Pn. 

Pour toute combinaison linéaire f des Pn et par linéarité on obtient :  

                        ( )( )∑
≥

=
0 !

0
k

k

k

P
k
ff δ  

 en remplaçant f par la translation fEx  , on aura 

                 
( )( )∑

≥

=
0 !

0
k

k
x

k

x P
k

fE
fE

δ
 

                            
( )( )∑

≥

=
0 !

0
k

k

k
x P

k
fE δ

 

                            ( )∑
≥

=
0 !k

k

k

P
k

xfδ  

 

( )( ) ( )yxfyfEx += .D’oule résultat.                                                                                            □ 
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Identité binomiale  
         Toute suite de polynômes de base d’un opérateur delta satisfait l’identité : 

                   ( ) ( ) ( ) ( )∑
≤≤

−=+
nk

knk
n
kn yPxPyxP

0
   avec !! 0 nPnPn

n ==δ  

 

Définition 5  

       Un endomorphisme R de P qui commute avec les translations αE  est appelé un opérateur 

de composition. 

 

Théorème 3 [8] 
          Soit R un endomorphisme de P. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1. R commute avec la translation E. 

2. R commute avec toute translation αE . 

3. Pour tout opérateur deltaδ  , R peut être écrit sous la forme d’une série formelle enδ  ; 

( ) [ ][ ]δδϕ KR ∈=  

 

4. R commute avec la dérivation DRRD =  

5. R commute avec tout opérateur delta. 

 

Preuve  

• Supposons que 1/ est vérifié, le développement de Taylor donne : 

( ) ( ) ( ) ( )∑
≥

=+=
0 !k

k
k

n k
xnfnxfxfE  

l’hypothèse ERRE =  implique que : 

( ) ( )∑
≥

==
0 !k

k
k

nn k
RxnffRERfE  

posons Rfg = et considérons le polynôme à deux variables : 

( ) ( ) ( ) ( )∑
≥

−=
0 !

,,
k

k
k

k
RxyfyxgyxF  

( ) 0, =nxF  pour tout n et tout x  

en fixant x et en examinant le polynôme en y, on aura 0≡F  

ainsi, 

0=− fREgE yy  donc 0=− fRERfE yy  pour tout f, d’où 2/. 

• Supposons que 2/ est vérifié. 
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Soient R un opérateur de composition etδ  un opérateur delta. 

Le théorème du développement de Taylor généralisé donne : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
≥

=+=
0 !k

kk
y k

xP
yfyxfxfE δ   où ( )kP est la suite associée à δ . 

On a  

( ) ( )∑
≥

=
0 !k

kk
y yf

k
P

fE δ  

en appliquant l’opérateur de composition R on aura 

( ) ( )∑
≥

==
0 !k

kk
yy yf

k
RP

fRERfE δ  

on fixe x (x = 0) et on fait varier y : 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )∑
≥

===
0 !

0
00

k

kk
yy yf

k
RP

fRERfEyRf δ  

ainsi  

( )( ) ( )∑
≥

=
0 !

0
k

kk f
k

RP
Rf δ  

D’où  

( )( ) ( ) [ ][ ]∑
≥

∈=
0 !

0
k

kk K
k

RP
R δδ . 

Les coefficients du développement de l’opérateur R en tant que série formelle en δ (de la 

forme ∑= kkaR δ ) sont donnés par : 

( )( )
!

0
k

RP
a k

k = . 

Remarquons que pour la dérivation D, ( )( )
!

0
k

Rxa
k

k = , 

Les implications /6/5/,5/4/,4/3 ⇒⇒⇒     et /1/2 ⇒  étant évidentes, reste à montrer que  

6/ implique 2/. 

• Supposons que 6/ est vérifié. 

Soit δ un opérateur delta ; le théorème du développement de Taylor généralisé donne :  

f(x+y) = ∑
≥0 !

)(
)(

k

kk

k
yp

xfδ  

 

( ) =xfEy ∑
≥0 !

)(
)(

k

kk

k
yp

xfδ  
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=fE y ∑
≥0 !

)(
k

kk

k
yp

fδ  ainsi =yE ∑
≥0

.
!

)(
k

kk

k
yp
δ  

Ce qui implique que toute translation peut être représentée comme une série formelle en un 

opérateur delta. Donc, si un opérateur commute avec l’opérateur delta, il commutera avec toute 

translation.                                                                                                                                       

□ 

 

Remarque  

1. Tout opérateur R qui commute avec les translations peut s’écrire  ∑
≥

=
0 !n

n

n n
aR δ  avec 

( )[ ] KxRPa xnn ∈= =0 , en particulier 00 =a et 01 ≠a si R est un opérateur delta. 

Tout polynôme ( ) Pxf ∈  admet le développement ( ) ( ) ( )∑
≥

=+
0 !n

n

n

xP
n

yfyxf δ   

(ce qui généralise le développement de Taylor). 

Les polynômes ( )( )xPn  vérifient l’identité binomiale et réciproquement, toute base 

polynomiale de type binomial peut être associée à un opérateur delta. 

2. Les opérateurs delta sont des opérateurs de composition d’ordre 1.  

 

Dans la suite de notre étude, nous nous intéresserons aux opérateurs qui commutent avec la 

dérivation. 

On désigne par kD  l’opérateur la dérivation kème sur P, alors : 

 

( )
⎩
⎨
⎧

=
−

0

kn
knk xn

xD          
nk
nk

>
≤  

et la série ( ) ( ) k

k
u D

k
kuDf ∑

∞

=

=
0 !

 définit un opérateur linéaire sur P par :  

      ( ) ( ) ( )∑
=

−=
n

k

knn
k

n
u xkuxDf

0
. 

On désigne par ( ) ( )xPDfu  l’action de l’opérateur ( )Dfu sur un polynôme ( )xP . 

Ainsi, nous avons le résultat suivant : 

Un élément de F  joue trois rôles ; 

1. Une série de Hurwitz formelle ( )tfu . 

2. Une forme linéaire (un élément de ∗P ) agissant par ( ) 〉〈 n
u xtf / = u(n). 

3. Un opérateur linéaire agissant par ( ) ( ) )().(  . xPDfxPtf uu = . 
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 2.2.2  Composition Ombrale  
 

Soit R un opérateur dans E 

),( xRPRx n
n =   (Suite de polynômes) 

A chaque opérateur R de E on associe sa suite de polynômes dans ( )pS0  et à la composition 

12 RR o d’opérateurs de E, correspond la suite de polynômes ( )xRRPq ,12 o  définie par                  

( ) ( )∑=
i

i
iqq xRPxRP ,,               

 ( ) ( ) ( )xRPRPxRRP i
i

iqq ,, 12,12 ∑=o  

 

Définition 6  

       L’opération ( ) ( ) ( )xRPRPxRRP i
i

iqq ,, 12,12 ∑=o  dans ( )pS0  est appelée la composition 

ombrale de suites de polynômes, et sera notée  

             ( ) ( ) ( )xRPxRPxRRP qqq ,,, 2112 ⊗=o  

Ainsi,  

L’application ( )xRPR q ,a  définit un isomorphisme d’algèbre de ( )o,EndPE =  sur l’algèbre 

  

        ξ  ( )( )⊗= ,0 PS . 

 

L’opérateur de dérivation D appartient à E. 

Soit ( ){ }ADgRERE ∈=∈= ωω   ;   que  tel1  

  

E1est une sous algèbre commutative de l’algèbre E dont l’image dans ξ est la sous algèbre 

commutative ξ1 ( ){ }AxxP q
q ∈== ωωϖω ;,   

Dans ξ1, ( ) ( ) ( )xPxPxP qqq ,,, 2121 ϖωωωω =⊗   

Ainsi ; 

L’application ( ) q
q xxP  ωϖωω =,a définit un isomorphisme de l’algèbre de Hurwitz A sur 

l’algèbre ξ1. 
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                                             isomorphisme         

( )o,EndPE =               ∼                 ξ  ( )( )⊗= ,0 PS  

   U                                                 U  

   E1                                                                          ξ1              ∼                 A 

                                                                isomorphisme 

En effet : 

( ) ( ) kq
q

k

q
k

q xkfxf −

=
∑= 1

0
1  ϖ   avec ( ) kkf ,11 δ=  

( ) 1
11

−= qqq xxf  ϖ  
1

1
−= qq qxxf  ϖ  

donc : 
qq xfDx  ϖ1=  

1−= nn nxDx  

Pour A∈ω , ( ) ( )
!0 j

DjDg
j

j
∑
∞

=

= ωω  appartient à E  

( ) qq xxDg  ωϖω =  

( ) ( ) ( ) jn
n

j

n
j

n xjxDg −

=
∑= ωω

0
 

et  

( ) ( ) ( )DgDgDg
2121 ωωωω ∞=  

( ) q
q xxP  ϖϖωωλλ 2121 , =o  

 

 

2.2 Opérateurs linéaires sur P et leurs adjoints  

2.3.1 Opérateurs linéaires continus sur ∗P  
 

Théorème 4  

       Si R est un opérateur linéaire sur ∗P  satisfaisant la condition ( )( ) ∞→tRfko  lorsque  

( )( ) ∞→tf ko , alors : 

   ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

=
00 k

kk
k

kk tRfatfaR , pour toute suite ( )tf k  vérifiant ( )( ) ∞→tf ko  lorsque ∞→k . 
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Preuve  

Supposons que ( )( ) ∞→tf ko  

Soit ( )xp  un polynôme dans P, pour tout 0≥n  on a : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )〉〈+〉〈=〉〈 ∑∑∑
∞

+==

∞

=

xptfaRxptfaRxptfaR
nk

kk

n

k
kk

k
kk ///

100
 

La condition ( )( ) ∞→tf ko  implique que : 

( ) ∞→⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∑
∞

+= 1nk
kk tfao  pour ∞→n . 

Et la condition ( )( ) ∞→tRfko  lorsque ( )( ) ∞→tf ko  implique que ( ) ∞→⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∑
∞

+= 1nk
kk tfaRo  

Ainsi, pour n assez grand tel que ( )( ) ( )xptRfk deg〉o  pour nk〉  

On aura  

( ) ( ) ( ) ( )〉〈=〉〈 ∑∑
=

∞

=

xptfaRxptfaR
n

k
kk

k
kk //

00

 

                                 ( ) ( )〉〈= ∑
=

xptRfa
n

k
kk /

0
 

                                 ( ) ( )〉〈= ∑
∞

=

xptRfa
k

kk /
0

.                                                             □                   

 

 

 

Définition 7  (Continuité pour l’ordre)  

        Un opérateur linéaire R sur ∗P est continu si et seulement si R vérifie la condition : 

( )( ) ∞→tRfko  lorsque ( )( ) ∞→tf ko . 

 

2.3.1.1 Automorphismes et dérivations sur ∗P  
 

Théorème 5  

    Si R est un automorphisme de ∗P , alors R préserve l’ordre  ( )( ) ( )( )tftRf uu oo =  pour tout  

( )tfu  dans ∗P . 
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Preuve  

Soit R un automorphisme de ∗P . Montrons d’abord que ( )tRfu est inversible si et seulement si 

( )tfu  est inversible. 

Supposons que ( )tfu soit inversible d’inverse ( ) 1−tfu  alors  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1111 === −− RtftfRtfRtRf uuuu  (Car R est un automorphisme) 

donc ( )tRfu est inversible d’inverse ( ) 1−tRfu  

La réciproque est établie en utilisant 1−R  . 

Ainsi, 

( )( ) 0=tRfuo si et seulement si ( )( ) 0=tfuo  

Si  ( ) ttfu =  ; ( ) 1≥Rto  

Supposons que ( ) 1〉Rto  et soit ( ) ∗∈ Ptgv . 

( )tgv  peut s’écrire sous la forme  ( ) ( )ttggtg vvv 10
+=  

et ( )( ) ( )( ) ( ) 1
11

〉≥= RttRtRgtRtg vv ooo  ce qui implique que  ( ) ( )( ) tttgRgtRg vvv ≠+=
10

                               

donc il n’existe pas  ( ) ∗∈ Ptgv  tel que ( ) ttRgv = ,  ce qui contredit la surjection de R , ainsi 

( ) tRt =o . 

Finalement ; 

Si  ( )( ) ktfu =o  alors  ( ) ( )tgttf v
k

u =  où  ( )( ) 0=tgvo   

et   ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ktRgRttRgRttRf v
k

v
k

u =+== oooo                                  

 avec  ( ) kRt k =o  pour tout 0≥k .                   

□ 

 

Corollaire 1  

     Les automorphismes de ∗P  sont continus. 

 

Définition 8  

    Un opérateur linéaire∂  sur ∗P est une dérivation sur ∗P  si   

         ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )tftgtgtftgtf uvvuvu ∂+∂=∂  pour tout  ( )tfu  et ( )tgv   dans ∗P . 
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Théorème 8  

     Si ∂  est une dérivation surjective sur ∗P  alors  0 =∂ c  pour toute constante c dans K  et  

( )( ) 1−=∂ ktfuo   lorsque ( )( ) 1≥= ktfuo . 

Preuve  

Soit ∂  une dérivation surjective sur ∗P  . 

1111 2 ∂+∂=∂=∂    alors   01 =∂ , ce qui donne que 0=∂c  pour toute constante  c dans K. 

Soit ( ) ∗∈ Ptgv , ( )tgv   s’écrit sous la forme ( ) ( )ttggtg vvv 10
+=  alors :  

    ( ) ( ) ( ) ttgtgttg vvv ∂+∂=∂
11

. 

La surjectivité de ∂  et ( )( ) 1
1

≥∂ tgt vo   impliquent que ( ) 0=∂to .           . 

Ainsi, 

Si ( )( ) 1≥= ktfuo  alors ( ) ( )tgttf v
k

u =  où ( )( ) 0=tgvo et alors  

( )( ) ( ) ( )( ) 11 −=∂+∂=∂ − kttgkttgttf v
k

v
k

u oo  .                                                                                 

□ 

 

Corollaire 2  

         Les dérivations surjectives de ∗P  sont continues 

 

 

2.3.2 Opérateurs adjoints  
      

            Si R est un opérateur linéaire sur P, son adjoint ∗R est un opérateur sur ∗P  défini par : 

( ) ( ) ( ) ( )〉〈=〉〈 ∗ xRptfxptfR uu //  pour tout ( )xp  dans P et ( )tfu  dans ∗P . 

 

Théorème 7  

    Un opérateur linéaire R sur ∗P  est l’adjoint d’un opérateur linéaire R sur P si et seulement 

si R est continu. 

 

Preuve  

 Soient R un opérateur linéaire sur ∗P et V un opérateur sur P. 

Supposons que ∗=VR  
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Soit ( )( ) ∞→tf ko  et montrons qu’alors ( )( ) ∞→tRfko    

Pour tout entier 0≥n , il existe un entier nk  tel que pour  nkk〉   

( )( ) njVxtf j
k ≤≤〉 0,dego         

Ainsi ; 

( ) ( ) 〉〈=〉〈 ∗ j
k

j
k xtfVxtRf //  

                    ( ) 〉〈= j
k Vxtf /  

                     = 0    pour nkk〉  et nj ≤≤0  

et alors ( )( ) ∞→tRfko  donc R est continu.  

Réciproquement : 

Supposons que R est continu et soit V un opérateur sur P défini par : 

∑
≥

〉〈
=

0 !
/

k

k
nk

n x
k

xRtVx  

pour k assez grand , ( ) nRt k 〉o  alors : 

∑∑
=≥

〉〈
=

〉〈 m

k

k
nk

k

k
nk

x
k

xRtx
k

xRt
00 !

/
!
/  

D’autre part : 

〉〈=〉〈 ∗ nmnm VxtxtV //  

                   ∑
≥

〉〈
〉〈

=
0

/
!
/

k

km
nk

xt
k

xRt  

                   〉〈= nm xRt /  

Ainsi : mm RttV =∗  pour tout 0≥m  et comme ∗V et R sont continus alors  ( ) ( )tRftfV uu =∗                   

pour tout  ( )tfu  dans ∗P .        

D’où :  ∗=VR .                   

□ 

 

 On a alors le théorème suivant : 

 

Théorème 8  

    L’application ∗→ RR  définit un isomorphisme d’espaces vectoriels de l’espace des 

opérateurs linéaires sur P vers l’espace des opérateurs linéaires continus sur ∗P . 
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Exemple  

        Soit    PPmx →:                  l’opérateur de multiplication par x 

                         1+= nn
x

n xxmx a  

                   AAmx →∗ :  

                           1+nn vv a , en effet : 

   〉〈=〉〈 ∗ n
xk

n
nx xmvxvm //    

                       〉〈= +1/ n
k xv   

                       1+= nv . 

( )( ) ( )1+=∗ nvnvmx  , donc Tmx =∗  opérateur shift de A. 

Soit  PP
dx
dx →= :δ   

                       nnn nxx
dx
dxx =a . 

               AA →∗ :δ                              

                     nn nvv a  

En effet ; 〉〈=〉〈 ∗ n
k

n
k xvxv δδ //  

                                  〉〈= n
k nxv /  

                                  ( )nnv=  

( )( ) ( )nnvnv =∗δ     donc q=∗δ  opérateur de dérivation. 

 

2.3.3 Opérateurs et suites d’Appell 
 

Proposition 4 
     Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1) ( )DgR ω=  où  D  désigne l’opérateur de dérivation. 

2) DRRD =  

3) ( ) ( )xRnPxRP nn ,, 1−=′  et ( ) nxRPn ≤,deg  

4) qq xRx  ωϖ=  et  ( ) ( ) xt

n

n

n etg
n
txP .

!0
ω=∑

∞

=

 

5) vvR ωϖ=∗  pour Av∈  
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Preuve  

- Soit R un opérateur sur P tel que ( )DgR ω= alors R commute avec l’opérateur de 

dérivation ( théorème 3 ) donc DRRD = . 

- supposons que DRRD = alors : 

       ( )xRDPDRx n
n ,=  

                  ( )xRPn ,′=  

                  nRDx=  

                  1−= nRnx  

                  1−= nnRx  

                  ( )xnPn 1−=  

 

D’autre part : 

1.01. DRRD ==  ainsi  ( ) KxRPR ∈= ,1 0  et ( ) nxRPn ≤,deg . 

- Supposons que ( ) ( )xRnPxRP nn ,, 1−=′  et ( ) nxRPn ≤,deg  alors ; 

( ) ( ) ( )0,,
0

1 n

x

nn PdRnPxRP += ∫ − ξξ  

la suite ( )xRPn ,  est déterminée par la donnée de la suite ( ) nnP ω=0   

Soit ( )Dgω=Γ  alors : 

 ( ) qq xDgx ω=Γ  

         qxωϖ=  

         ( )xPq ,Γ=  

Comme ( )Dgω=Γ  donc il satisfait à la condition 3 avec ( ) ( )nPn ω=Γ 0,   

d’où  ( )DgR ω=  ce qui donne qq xRx  ωϖ= . 

- Supposons que qq xRx  ωϖ= alors : 

〉〈=〉〈 ∗ nn RxvxvR //  

                ( ) ( ) 〉〈= −

=
∑ jn

n

j

n
j xjv

0

/ ω  

                ( ) ( ) ( )jnvj
n

j

n
j −= ∑

=0

ω  

                〉〈= nxv / ωϖ  ce qui donne vvR  ωϖ=∗ . 
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- Supposons que vvR  ωϖ=∗  alors : 

〉〈=〉〈 ∗ nn xvxvR //  ωϖ  

               ( ) 〉〈= nxDgv ω/              

               〉〈= nRxv /  pour tout Av∈       

donc ( ) nn xDgRx ω=   ce qui donne ( )DgR ω= .                   

□ 

 

Définition 9  

     Un opérateur d’Appell est un opérateur R de la forme ( )Dgω  avec 0=ωord . 

La suite ( ) q
q xxP  ωϖ=  est dite d’Appell.  

La suite  ( )xRPq ,  forme une base de P. 

 

Corollaire 3  

      L’ensemble { }0;11 =∈= ωordERG  des opérateurs d’Appell forme un sous groupe 

commutatif ( pour la composition ) de l’algèbre E . 

 

 

En effet : 

Si ( )DgR ω= alors ( )DgR ω′
− =1  avecω′  étant l’inverse de Hurwitz de ω  et  

( ) q
q xxRP  ϖω′=− ,1 . 

 

Corollaire 4  

     Soit  ( )xPn ,ω  une suite d’Appell alors : 

Les suites { }INjf j ∈   ,ωϖ  et  ( ){ }INnxPn ∈   ,,ω   forment des bases de A et P duales.  

 

Preuve  

( ) 〉′〈=〉′〈 n
n xxP  ωϖωωω /,/      

                       ( ) ( ) ( )∑
=

−′=
n

oj

n
j jnj ωω    

                       ( )( )nωωϖ ′=     

                       ( )nf0=   
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( ) 〉〈=〉′〈 n
jnj xfxPf /,/ ωϖω   

                                nj ,δ=                                                                                              □                                    

 

Identité d’Appell  (découle de l’identité binomiale) 

         

           Soit ( ) ( )xPxP nn ,ω=  une suite d’Appell, alors  

( ) ( ) ( )∑
=

−=+
n

j
j

jnn
jn xPyyxP

0
  et 

( ) ( )q
q yxyxP +=+ ωϖ  

                qq yx   ϖωϖ=  

                 ( ) q
q yxP  ϖ=        [ ( ) qqq yxyx  ϖ=+   (Formule du binôme)]. 

 

2.3.4 Opérateurs Ombraux 
 

Théorème 9 [1] 
       Soit  AA →:φ    

φ  est un automorphisme de l’algèbre de Hurwitz A si et seulement s’il existe une suite u 

d’ordre un telle que ( ) uvv o=φ . 

 

Preuve  

Soit u tel que ord u = 1  

On a : 

( ) ( ) ( )uvuvuvv ooo 2121 ϖϖ =  et uvu o=  est l’inverse, donc l’application uvv o→  est bien un 

automorphisme de l’algèbre de Hurwitz. 

Si φ  est un automorphisme de A,φ  conserve l’ordre donc il est continu pour l’ordre. 

Soit ( )1fu φ=  

j
j f

j
f  

1!
1 ϖ=  ce qui donne ( ) ufu

j
f j

j
j o==  

!
1 ϖφ  

( ) ( ) ( )∑∑ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

j
j

j
j ufjvfjvv oφφ  

                                 uv o= .                                                                                                    □ 
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Soit Γ  un automorphisme de A , alors, comme Γ  conserve l’ordre; c’est l’adjoint d’un 

opérateur λ  de P ; ∗=Γ λ . 

 

Proposition 5 
     Soitλ  un élément de l'algèbre E .Les propriétés suivantes sont équivalentes :  

1) ∗λ est un automorphisme de A. 

2) uvv o=∗λ , ord u = 1. 

3) uxx qq o=λ , ord u = 1. 

4) ( )xPx q
q =λ  et ( ) ( ) ( ) ( )( )txg

n
txPtg u

n

n

nxPq
exp

!0

== ∑
∞

=

. 

5) ( ) ( ).
1

,∑
=

=
n

k
kn

k
q xBxxP  

Preuve  

 Soit Γ  un automorphisme de A, ∗=Γ λ avecλ  étant un opérateur de P. 

( ) uvv o=Γ , ord u = 1 et Av∈ . 

  Soit ( ) .q
q xxP λ=  

( ) 〉〈=〉〈 ∗ n
n xvxPv // λ  

                〉〈= nxuv /o  

                ( )nuv o=  

                ( ) ( )∑
=

=
n

k
kn uBkv

1
,  

                ( )∑
=

〉〈=
n

k

k
kn xvuB

1
, /   

                ( )〉〈= ∑
=

n

k
kn

k uBxv
1

,/  

( ) ( )∑
=

=
n

k
kn

k
n uBxxP

1
,  

          ( )nuxq o=   Et uxx qq o=λ .                   

□ 

Définition 10  
    Un opérateurλ  qui vérifie ces propriétés est dit un opérateur ombral. 

La suite ( )xPq définie par ( ) uxxP q
q o=  avec ord u = 1 est la suite associée à u  
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Corollaire 5  
     Les opérateurs ombraux forment un sous groupe de l’algèbre des opérateurs de P. 

 

Preuve  
Soient λ  et Γ deux opérateurs ombraux. 

uxx qq o=λ  

       ( )xPq ,λ=  

et vxx qq o=Γ  

la composition λoΓ  sera défini par : 

( )xPn=Γ λo  

( ) ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
Γ= ∑

=

n

k

k
knn xuBxP

1
,  

          ( ) ( )∑∑
==

=
k

j

j
jk

n

k
kn xvBuB

1
,

1
,  

 

Comme ( ) ( ) ( )vBuBuvB =o   

On aura : 

( ) ( )∑
=

=
n

r

r
rnn xuvBxP

1
, o  

et alors  

( ) uvxx qq ooo =Γ λ  

λoΓ  est un opérateur ombral, et 1−λ  est associé à u .                   

□ 

 

Proposition 6  
    L’application u→λ  définit un isomorphisme du groupe des opérateurs ombraux sur le 

groupe  { }1;1 =∈=Ω orduAu  ( pour la composition des suites ) du groupe des suites d’ordre 

un. 

 

Corollaire 6  

     Soitλ  un opérateur ombral, uxx qq o=λ  avec ord u = 1 alors, la suite ( ) uxxP q
q o=          

forme une base de P dont la base duale est uf j o . 
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Preuve  

1=uord  ainsi { }Ν∈juf j ,o  est une base de A,de plus  

( ) ( ) 〉〈=〉〈 ∑
=

k
j

n

k
knnj xufuBxPuf //

1
, oo  

                        ( ) ( )kufuB j

n

k
kn o.

1
,∑

=

=          

                         ( ) ( )∑∑
==

=
j

l
lj

n

k
kn uBuB

1
,

1
, .    

                         jn,δ= .                                                                              □ 
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         Opérateurs                                                                          Automorphismes                  
          Ombraux                           isomorphisme                                       de 
             Sur P                                                                                             P* 
  
 Opérateur linéaires                                                                 Opérateurs linéaires 
         sur P                                                                                               sur P* 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                          P* 
 
 
 
 
 
                                                                                                          reformulation                   
                               P                              isomorphisme                       en termes 
                                              de suites 
                  
 
 
                                                                            A 
 
 
 
 
 
 
 
 
      Endomorphismes                                                                Endomorphismes                    
                  de P                                     isomorphisme                 continus de P* 
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2.3.5 Opérateurs Shift Ombraux  

 
Les opérateurs de dérivation de A forment une classe particulière ( )AD  d’opérateurs :   

( )AD∈Γ   alors : 

       
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )vuvuvu

vuvu
ΓΓΓ

ΓΓΓ
   ϖϖϖ +=

+=+
              

Une dérivation Γ  sur A se prolonge de manière unique en une dérivation sur le corps de 

Hurwitz H, et ( )HD  est un H-espace vectoriel de dimension un.  

L’opérateur shift T sur A est une dérivation sur A, donc pour ( )AD∈Γ , il existe H∈α  tel que  

       ( ) Tuv  αϖ=Γ . 

Pour ( ) AAord ⊂Γ≥ ,0α .Si Γ  est surjective, il existe Au∈  

       ( ) 0fTvu ==  αϖΓ  

Ainsi ; 0=αord  et 1=ordu . 

 

Proposition 7  

    Les dérivations sur A sont de la forme ( ) Tvvv  αϖ=Γa   avec 0≥αord . 

 

Définition 11  
     Une dérivation Γ  sur A défini par Tv αϖ  est surjective si 0=αord . 

 

L’opérateur Γ  est continu pour la valuation définie par l’ordre donc il existe un opérateurλ   

sur P tel que ∗=Γ λ .   

 

Proposition 8 
    Si Γ  est une dérivation surjective sur A, alors  

       ( ) ( ) uTvuv oo =Γ . 

Preuve  

 Soit Γ  une dérivation surjective sur A, Au∈  tel que  ( ) 0fu =Γ  alors, 

       ( )
( )

( ) uf
j

u
j

uuf j

jj

j oo 1

1  

! 1! −

−

=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ=Γ

ϖϖ

 

La continuité deΓ  donne : 
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       ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

∞

=0

.
j

j ufjvuv oo ΓΓ   

                     ( )∑
∞

=
−=

0
1.

j
j ufjv o  

                     ( ) uTv o= . 

Soit λ  un opérateur ombral défini par  

       ( )xPuxRx q
qq == o  

alors  

       ( ) ( ) ( )〉〈=〉Γ〈 − xPufxPuf njnj // 1 oo  ;   ∗=Γ λ  

                                      ( )〉〈= xPuf nj λ/o . 

{ }INjuf j ∈,o  est une base duale de ( ){ }INjxPn ∈,  

alors  

         ( ) ( )〉〈=〉〈 +− xPufxPuf njnj 11 // oo  

D’où  

         ( ) ( )xPxP nn 1+=λ .                   

□ 

 

Définition 12  

    L’opérateur λ  défini par ( ) ( )xTPxP qq =λ  est appelé opérateur shift ombral de P. 

 

Proposition 9 

    Il y a une bijection entre l’ensemble ( )ADS  des dérivations surjectives sur A et l’ensemble 

des opérateurs shift ombraux sur P. Si ( )ADS∈Γ , 

       ( ) Tvv  αϖ=Γ  ; 0=αord  

alors, ∗=Γ ϑ  avec ( )Dgmx αθ o=  ,  ( ) ( )xPxP nn 1 +=θ . 

 

Preuve  

Soit ( ) uxxP q
q o=  la suite associée à l’opérateur ombralλ . 

       ( )xPx q
q =λ  

Soit θ   l’opérateur de P défini par ( ) ( )xPxP nn 1 +=θ  

( ) uxPx q
q o=  donne : 
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( ) ( )∑
=

=
n

k
kkn

n xPuBx
1

, .. θθ  

        ( ) ( )∑
=

+=
n

k
kkn xPuB

1
1, .  

        ( ) ( )nuxPq o1+=  

D’où  

( ) uxPx q
q o1 +=θ  

( ) ( )uxTxP q
q o=+1  

            ( ) uTxxPq  ϖ=  

( )( ) uuTuxx qq oo   ϖθ =  

       ( )uuTxq o ϖ=  

 

Soit ( ) uuT o=β   alors ( )qq xxx  βϖθ .=  

( ) q
x

q xDgmx . βθ o=  

Donc, ( )Dgmx βθ o=  

Il en résulte que  

( ) TDg oβθ =∗  

( ) Tvv  βϖθ =∗  

1fuu =o  implique que  ( ) 0fTuuuT = ϖo  

β  est alors inversible dans A , donc d’ordre zéro, d’inverse Tu  et ∗θ  est une dérivation 

surjective sur A.                   

□ 
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     Opérateurs Shift – Ombraux                                           Opérateurs Ombraux 

                           sur P                                                                      sur P 

                λ Pn (x) = Pn+1 (x)                                                           λ xn = Pn (x) 

          (λ injectif non surjectif )                                                    (λ bijectif ) 

                                          Opérateurs linéaires sur P 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

                                                          isomorphisme 
                                                            λ              λ* 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                 Dérivations                                                           Automorphismes 
                 Surjectives                                                                        de 
                   sur P*                                                                            P* 
    

 

                                Opérateurs linéaire 
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2.3.6  Opérateurs et suites de Sheffer  
 
Soit G1 le groupe des opérateurs d’Appell. 

Si 1G∈λ  alors il existe une suite ω  d’ordre zéro tel que ( )Dgωλ =     

qq xx  ωϖλ =   et ( ) vv  ωϖλ =∗ . 

 

Soit G2 le groupe des opérateurs ombraux. 

Si 2G∈λ  alors il existe une suite u d’ordre un tel que uxx qq o=λ     

( ) uvv o=∗λ . 

 

Soit G le groupe des opérateurs inversibles sur P. 

 

Définition 13  
    Un Opérateur de Sheffer est le  composé d’un opérateur d’Appell et d’un opérateur ombral. 

Siλ est un Opérateur de Sheffer alors, la suite  ( ) q
q xxS λ= est dite de sheffer. 

 

Etude de composé d’un opérateur d’Appell et d’un opérateur ombral  
 

Proposition 10 

     Soit 11 G∈λ , 22 G∈λ et 21 λλλ o= . 

Alors, il existe 11 G∈Γ   tel que  12 Γ= oλλ  

 

Preuve  

Soient 11 G∈λ , 22 G∈λ avec 21 λλλ o=  

( )∑
=

=
n

k

k
kn

n xuBx
1

,1λλ . 

       ( )( )( )∑
=

=
n

k

q
kn kxuB

1
, .  ωϖ  

       ( ) ( )nuxq o ωϖ= . 

 

 

D’où : 

( ) uxx qq o ωϖλ =  
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       ( ) ( )uxu q oo ϖω=  

       ( )uxq oϖω1=  avec uxq o=1ω  

 

Soit ( ) 11
GDg ∈ω   

( )Dg
12 ωλ o . ( )( )nxx qn  ϖωλ 12=  

                          ( ) ( )∑
=

−=
n

j

jn
j xjn

0
12 ωλ    

                          ( ) ( )( )( )∑
=

−=
n

j

qn
j juxjn

0
1 oω  

                          ( )( )nuxq oϖω1=  

 Donc  

         ( ) ( )DgDg 122 ωω λλλ oo ==         

Ainsi  

Il suffit de prendre   ( )Dg 1ω=Γ  avec uxq o=1ω .                   

□ 

D’où le corollaire : 

 

Corollaire 7  

     Si uxx qq
uu o== λλλ ,2  , 

alors   ( ) ( )DgDg uuu ooo ωω λλ =  

Ainsi  

 ( ) ( ) uuu DgDg λλ ωω ooo =     

 

Corollaire 8  

     Les opérateurs de sheffer forment un groupe G3 et 12213 .. GGGGG ==       

 (composé des sous groupes dans G) . 

 

Corollaire 9  
    Le composé de deux opérateurs de sheffer est un opérateur de sheffer. 

 

En effet : 

Soient : { }0  ,0 =∈=Ω ωω ordA  et { }1   ,1 =∈=Ω orduAu  
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et soit  u,ωλ  un opérateur de sheffer défini comme suit : 

                     

              310 G→Ω×Ω  

                  ( ) ( ) uu Dgu λλωϖ ωω oa =,  

on a : 

( ) ( )
22112211 ,, uuuu DgDg λλλλ ωωωω oooo =  

                     ( ) ( )
21121 uuu DgDg λλωω ooo o=  

                     ( )
12121 )( uuu Dg oo o λωϖω=  

                     
33 ,uωλ=  

avec ( )1213 uoωϖωω =  et 123 uuu o=  

 

Remarque  

Si λ  est un opérateur de sheffer, ( ) uu Dg λλλ ωω o== ,  et ( ) ( ) ( )uxuxxS qq
q oo ϖωλλ ==,  

 

Proposition 11  

     Soit u,ωλλ =  un opérateur de sheffer alors les suites ( ){ }INjuf j ∈′     ,oϖω   et  

( ){ }INnxsn ∈     ,,λ  forment des bases de A et P duales. 

 

Preuve  

( ) ( ) ( ) 〉′〈=〉′〈 uxufuxuf q
j

q
j oooo // ϖωϖωωϖϖω      

                                         〉〈= uxuf q
j oo /  

uf j o étant la base duale de uxq o        ( ( ) ( )( )nuxxP q
n o= ) 

donc  

qj
q

j uxuf ,/ δ=〉〈 oo .                   

□ 
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Identité de sheffer  
 Soit ( )xsn  une suite de sheffer, alors  

( ) ( ) ( ) ( )ysxPyxs
n

j
jnj

n
jn ∑

=
−=+

0
 

En effet : 

( ) ( )( )uyxyxs q
n o+=+   ϖω  

               ( )( )uyx qq o   ϖϖω=  

               ( ) ( )uyux qq oo ϖωϖ=  

 

Conclusion  
           On obtient, à travers cette étude, des familles remarquables de polynômes caractérisés 

par des opérateurs λ  ou ∗λ  et pour les suites associées à des opérateurs d’Appell, Ombraux ou 

de Sheffer, la forme explicite permet d’obtenir diverses propriétés [9]. 

 

Exemples 
1)  Pn(x)=xn est la suite associée à l’opérateur delta  f(t)=t 

2)  (x)n = x(x-1)…..(x-n+1)  est associée à l’opérateur f(t)=et-1 

3)  les polynômes de Bernoulli Bn(x) forment une suite d’Appell pour l’opérateur g(t) =
t

et 1−  

Bn(t) = n
t x

e
t

1−
 

k
x

k

k t
k

xB∑
=0 !

)(
= xt

t e
e

t
1−

 (fonction génératrice) 

x=0 

k

k

k t
k

B∑
∞

=0 !
)0(

= 
1−te

t  

Bn(0) sont les nombres de Bernoulli 

Les polynômes de Bernoulli  bn(x) de seconde espèce forment un suite de Sheffer pour   : 

g(t) = 
1−te

t  

f(t) = et-1 

bn(x) = n

t

x
t

e )(1−  

(et-1)bn(x) = nbn-1(x) 
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bn(0) = <
t

et 1−  / (x)n> nombres de Bernoulli de seconde espèce . 

k

k

k t
k

xb∑
∞

=0 !
)(

 = nt
t

t )1(
)1log(

+
+

fonction génératrice de bn(x) 

x=0 

k

k

k t
k

b∑
∞

=0 !
)0(

 = 
)1log( t

t
+

. 
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Chapitre 3 

 
 

Calcul Ombral Non Archimédien 
 

 
 
           Soit K un corps valué complet ultramétrique contenant Qp, dont la valuation notée v est 

associée à une valeur absolue notée ,où )( +− ∈= R ρ ρx xv 0 < ρ < 1. 

On note C(Zp→ K) l’espace des fonctions continues sur Zp, qui est un espace de Banach muni 

de la norme de la convergence uniforme { } ,)(sup  ZP∈xxff   =
∞

. 

Soit I l’opérateur identique dans C(Zp→ K). 

L’opérateur de translation E et sa généralisation Eα sont définis sur C(Zp→ K) comme suit : 

(Ef)(x)  =  f(x+1) 

(Eα f)(x)  =  f(x +α),  α ∈ZP 

L’opérateur de différence ∆ sur C(Zp→ K) est défini par : 

(∆f)(x)  =   f(x +1) − f(x) 

             =  (Ef)(x) − f(x) 

Cet opérateur  ∆ possède la propriété suivante : 

Si q est un polynôme de degré n dans K [x] alors  ∆q est un polynôme de degré n −1. 

But  
On se propose d’adapter les fondements du calcul ombral classique au cas p-adique . On 

s’intéressera aux opérateurs qui commutent avec l’opérateur de translation et ainsi des 

théorèmes et résultats importants nous permettront d’établir une certaine analogie  du calcul 

ombral entre le cas classique et le cas p-adique. 
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3.1 Théorème de Mahler [8]  

 

Soit  K comme défini précédemment. 

Posons B0(x) =1, 
!

)1()2)(1()(
n

nxxxxxBn
+−−−

=
L  

                                       = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
n
x

 ; n 1≥   

Les polynômes Bn(x) sont appelés polynômes binomiaux. 

Remarque  

    L’opérateur ∆ appliqué aux polynômes binomiaux Bn(x) joue un rôle analogue à l’opérateur 

D (de dérivation) appliqué aux polynômes
!i

xi

 . 

En effet : 

.1
)!1(!!

0)(

1
1

,0
0

11
0 ≥

−
==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−−

i
i
x

i
ix

i
xDxD

i
i
x

i
xx

iii

  ;      ,    

   ;                          ∆∆

 

Théorème 1  

    Soit  f : ZP → K  une fonction continue,  posons ( ) )0(fa k
k ∆= , alors |ak|→0 et la 

série∑
≥0k

kk Ba  converge uniformément sur ZP vers f. De plus ;  k
k

af
0

sup
≥

∞
= . 

Preuve [8]  

 

Définition 1  

    Une famille (ei) d’éléments de C (Zp→ K) forme une base orthonormale pour C (Zp→ K) si 

tout élément f de C (Zp→ K) possède une unique représentation  i
i

ii foùeff    ∑
∞

=

=
0

∈ K  

et |fi|→0 lorsque i→+∞ et si i
i

ff
0

sup
≥

∞
= .  

Soit E un espace de Banach non archimédien sur un corps K valué non archimédien .Soient  
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e1 , e2 ,…, ek une suite finie ou infinie d’éléments de E. On dira que cette suite est orthogonale si 

{ }kieeee iikk ,,1 ,  max2211 KK ==+++ αααα pour tout k∈ IN et pour tout α1,α2,…,αk dans K. Si la 

suite est infinie on aura { } , K,2,1max
0

==∑
∞

=

iee ii
i

ii αα  pour tout α1,α2,…,αk dans K tel que 

0lim =∞+ ii α . La suite orthogonale e1, e2,…,ek est dite orthonormale si 1=ie  pour tout i. 

 

Remarque  

La suite Bn(x)  est une base orthonormale de C (Zp→ K). 

  

On s’intéresse aux opérateurs linéaires qui commutent avec l’opérateur de translation E. Soit Q 

un tel opérateur, comme les polynômes binomiaux Bn(x)  = K1,0=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
n

n
x

 ; forment une base de  

C (Zp→ K), on étudiera l’action de l’opérateur Q sur Bn. Posons bn=(QBn)(0). 

  

3.2 Opérateurs linéaires continus sur C(Zp→ K)  

3.2.1 Opérateurs linéaires qui commutent avec l’opérateur de         

         translation ( opérateurs de composition )   

Théorème 2 ( de Van –Hamme )  

    Si Q est un opérateur linéaire continu qui commute avec l’opérateur de translation E, alors 

la suite (bn) est bornée dans K et Q est uniquement déterminé par la suite (bn). 

 

Un opérateur linéaire Q qui commute avec l’opérateur de translation admet un développement 

sous la forme . 
0
∑
∞

=

∆=
i

ii
ibQ  Inversement, tout opérateur de la forme ∑

∞

=0i

i
ib ∆ avec (bi) suite 

bornée dans K, est linéaire, continu et commute avec l’opérateur de translation E, de plus :    

{ }     n
n

bQ
0

sup
≥

= ,                [[{ })(Z;  ,,0 inf  p KCffJQfJQ →∈≤∞∈=
∞∞

 

Preuve du théorème 2 

Soit (bn) une suite bornée dans K et soit f un élément de C (Zp→ K). 
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On définit un opérateur Q sur  C (Zp→ K) par : 

          (Qf)(x)= ∑
∞

=

∆
0

))((
n

n
n xfb                                                                           (1) 

Comme 
∞⎯→⎯n

lim 0))(( =∆ xfn  uniformément, (1) converge uniformément sur ZP et définit une 

fonction continue Qf sur Zp. 

L’opérateur Q est linéaire et commute avec E car EE ∆=∆ . Q est continu car 

fQf ≤ (max nb ). 

Réciproquement : 

Pour montrer que pour tout opérateur Q qui commute avec E il existe une suite bornée telle que 

(1) soit vérifié, on a besoin des lemmes suivants : 

 

Lemme 1  

    Si f : Zp→ K  est une fonction continue et si ∆n+1f = 0, alors f est un polynôme de degré 

inférieur ou égal à n. 

 

Preuve  
On procède par récurrence sur n. 

Si 0=∆f  alors f(x+1) = f(x) pour tout x dans Zp ce qui implique que f est constante donc le cas  

n = 0 est vérifié. 

Supposons que la relation est vraie à l’ordre n, c’est à dire 01 =∆ + fn  avec f étant une fonction 

continue. 

             ∆n+1f = ∆n(∆f) = 0 

f∆  s’écrit sous la forme  

            ∑
−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=∆

1

))((
n

ok
k k

x
axf                                                                                   (2) 

comme l’opérateur ∆vérifie la relation 

            ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∆
k
x

k
x

1
, k 1≥   

 

Il en résulte que les polynômes de la forme f(x) = ( )∑
−

=
+

1

1
n

ok
k k

xa + c satisfont la relation (2), ce sont 

les seules fonctions continues satisfaisant (2) et telles que gf ∆=∆ , alors  

f(x) = g(x) + c d’où f est un polynôme de degré inférieur ou égal à n.                  

□ 
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Lemme 2  
    Soit P un polynôme de degré n à coefficients dans K et soit Q un opérateur  tel que   

QE = EQ, alors QP est un polynôme de degré inférieur ou égal à n. 

 

Preuve  

EQ = QE implique que QQ ∆=∆  car EE ∆=∆ , ce qui donne Q Qnn 11 ++ ∆=∆ . 

Le degré de P est égal à n implique que 01 =+ Pn∆ et alors 0)()( 11 =∆=∆ ++ PQQP nn   

et le lemme1 implique que QP est un polynôme de degré inférieur ou égal à n.                   

□ 

 

Lemme 3  
    Si QE = EQ, l’entier m = degP – degQP est le même pour tout P dans K[x] qui n’appartient 

pas au noyau de Q. 

 

Preuve  
Examinons le noyau de l’opérateur Q. Supposons que P est un polynôme qui appartient à kerQ, 

QP = 0. 

Comme Q( P∆ ) = ∆ (QP) = 0 alors P∆  est un élément de kerQ, de la même manière on trouve 

que PP 32 ,∆∆ , … sont des éléments de kerQ. Comme Q est un opérateur linéaire, kerQ 

contiendra tous les polynômes de degré inférieur ou égal au degré de P. 

Si kerQ contenait les polynômes de degré arbitraire on aurait K[x]⊂  kerQ alors il n’ y aurait 

rien à démontrer. 

De ce fait, kerQ contient des polynômes de degré strictement inférieur à un entier m. Soit P un 

polynôme tel que degP = n ≥  m, on affirme que degré (QP) = n-m. 

En effet ;  

degré ( 1+−∆ mn P) = m-1  ce qui donne Q( 1+−∆ mn P) = 0 et alors 1+−∆ mn (QP) = 0 et le lemme1 

implique que degré QP≤  n-m. 

Supposons que degré QP = r < n-m ce qui donne 1+∆r (QP) = 0 et Q( 1+∆r P) = 0 mais  

deg( 1+∆r P) = n-r-1 > m-1 et alors kerQ contiendrait les polynômes de degré supérieur à m-1 ce 

qui contredit la définition de m d’où degré (QP) = n-m.                                                                       

□ 
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Corollaire 1  
    Si KerQ contient Bm-1 alors Q augmente le degré de tout polynôme d’au moins m. 

 

Revenons à la démonstration du théorème : 

Soit Q un opérateur continu sur C (Zp→ K) tel que QE = EQ construisons une suite bornée (bn)  

et montrons que (1) est vérifiée. 

Soit I l’opérateur identique de C (Zp→ K). On définit b0 par QB0 = b0, Ker(Q-b0I) contient B0 et 

le corollaire 1 implique que Q - b0I  augmente le degré de tout polynôme d’au moins un alors  

(Q - b0I)B1 est constant, on définit b1 par (Q – b0I)B1= b1 alors ker(Q – b0I – b1∆ ) contient B1 et 

ainsi de suite on aura défini b0, b1,…, bn-1 avec (Q – b0I - ∑
−

=

∆
1

1

n

i

i
ib ) contient  

Bn-1 et le corollaire implique que (Q – b0I - ∑
−

=

∆
1

1

n

i

i
ib )Bn est constant donc on peut définir bn par :  

 bn = (Q – b0I -∑
−

=

∆
1

1

n

i

i
ib )Bn  

comme ( i∆ Bn)(x) = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− in
x

i≥1 , on peut écrire  

 bn = Q ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
n
x

- ( )in
xb

n

i
i −∑

−

=

1

0
. 

Reste à montrer que la suite (bn) est bornée. 

La norme de l’opérateur Q vérifie fQQf  ≤  et alors ),...,,max( 110 −≤ nn bbbQb  

comme QQBb ≤= 00    on déduit par récurrence sur n que Qbn ≤  d’où (bn) est bornée. Par 

construction de la suite (bn)  on remarque que ker (Q – b0I - ∑
∞

=

∆
1n

n
nb ) contient K [ ]x  c’est-à-dire 

(Q – b0I - ∑
∞

=

∆
1n

n
nb ) K [ ]x  = 0 et comme K [ ]x  est dense dans C (Zp→ K). On aura :  

(Q – b0I - ∑
∞

=

∆
1n

n
nb ) = 0 donc Q = b0I + ∑

∞

=

∆
1n

n
nb d’où la relation (1).                                            

□ 

 

Définition 2  

    L’expression Q = b0I + ∑
∞

=

∆
1n

n
nb  est dite la ∆ -expansion de l’opérateur Q, on écrit 

∑
∞

=

=
0n

n
nbQ ∆  . 



51
 

 

Définition 3  

    Un opérateur delta est un opérateur linéaire continu sur C(Zp→ K) 

 qui commute avec l’opérateur de translation E et tel que le polynôme Qx est constant différent 

de zéro. 

 

Définition 4 (dérivation de Pincherle) 

    La dérivation de Pincherle d’un opérateur Q est l’opérateur Q′ = Qx – xQ. 

 

Propriétés   

    Soit Q∈ C (Zp→ K) alors ;  

- Si Q = ∑
∞

=

∆
0n

n
nb alors Q′= (∑

∞

=

−∆
1

1

n

n
nnb )(1+∆ ) 

-  (Q1+Q2) ′ = Q′1+ Q′2 . 

- (Q1Q2) ′ = Q′1 Q2 + Q1 Q′2 . 
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3.2.2 Système de polynôme de base pour les opérateurs qui  

         commutent  avec la translation 

 
Définition 5  
    Un système de polynôme de base correspondant à un opérateur Q qui commute avec la 

translation E,et tel que Qx différent de zéro, est un système de polynômes (qn) satisfaisant : 

1- degré qn = n         ,     n ≥  0 

2- Qqn = qn-1                  ,      n ≥1 

3-  q0    = 1, qn(0)=0  ,      n ≥1 

 

Le système (qn) est encore appelé suite de polynômes de base associée à l’opérateur Q qui 

commute avec l’opérateur de translation E. 

La suite (qn) est unique et constitue une base de C(Zp→ K). 

 

Théorème 3 [14]  

    Soit Q un opérateur linéaire continu sur C(Zp→ K) tel que : 

 b0 = 0, 1b = 1, nb ≤  1 pour n≥  2, alors : 

      a) il existe une unique suite de polynômes qn(x) tel que Qqn = qn-1 , deg (qn) = n qn(0)=0  

          pour  n ≥1 et q0 =1. 

      b) toute fonction continue f : Zp→ K possède un développement convergeant uniformément,      

         de la forme   

f(x) = )0)((max),()0()(
0

fQfxqfQ n

nn
n

n =∑
∞

=

 . 

Remarque  

L’opérateur Q donné est un opérateur delta. (car 1b = 1). 

 

Preuve 
1-Unicité de qn 

Soit P un polynôme de degré n et (qi) une suite de polynômes satisfisant la                   

condition a) du théorème, les qi forment une base de K[x] donc, P(x) =∑
=

n

i
ii qc

0

. 

Qqi = qi-1 et qi(0) = 0 impliquent que Qrp = ∑
=

−

n

ri
rii qc et (Qrp) = cr,  alors   
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P(x) = ∑
=

n

i
i

i xqPQ
0

).()0)((   

Supposons que (rn) est une autre suite satisfaisant la condition a), alors 

rn(x) = ∑
=

n

i
in

i xqrQ
0

)()0)(( . 

On a (Qirn)(0) = 0 pour i = 0,1, …, n-1 et (Qnrn)(0) = 1 d’où rn = qn. 

 

2- définition de qn 

Soit l’opérateur Q =∑
∞

=

∆
1n

n
nb ,on définit deux opérateurs R et S à partir de la  série formelle 

∑
∞

=1n

n
ntb = 

∑
∞

=0

1

n

n
nta

tb
     

à partir du dénominateur r(t) =  ∑
∞

=0n

n
nta  on construit la série formelle 1 - 

)(
)('

tr
ttr  =∑

∞

=0n

n
ntc  

on pose 

R = ∑
∞

=

∆
0n

n
na et S = ∑

∞

=

∆
0n

n
nc . 

les conditions 1b = 1 et 1≤nb  impliquent que 1≤na  et 1≤nc de plus a0 = c0 =1, 

on définit qn par qn(x) = b-
1

n S Rn ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
n
x

, n 1≥ . 

qn(x) ainsi définie satisfait la condition a) du théorème. 

La ∆ -expansion de R-1 possède des coefficients bornés, donc on peut écrire Q = b1∆R-1, 

ainsi,  

(Qqn)(x) = [(b1∆R-1) qn](x) 

    = b-
1

(n-1)∆ SRn-1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
n
x

 

     = b-
1

(n-1) SRn-1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−1n
x

 

    = qn-1(x), 

 

a0 = c0 = 1 permet d’écrire SRn = 1+∑
∞

=1

,
i

i
id ∆ en remplaçant dans la définition de qn on obtient 

qn(x) = 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∑
=

−
n

i
i

n

n
x

d  
n
x

b
0

1 1
, donc le degré de qn = n et qn(0) = b1

-ndn. 
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reste à montrer que dn = 0. 

Dans un développement de la forme {1 - t
)(
)('

tQ
tQ }Q(t)n = Q(t)n - 

dt
d

n
t (Q(t)n), Q est une 

série formelle quelconque et dn est le coefficient de tn. 

Ainsi, pour voir que dn = 0 il suffit d’écrire Q(t)n comme une série formelle et de substituer  

cela dans la formule. 

La série formelle Q(t) correspond en fait à l’opérateur R considéré comme une série delta. 

Les inégalités 1≤na  et 1≤nc  impliquent que 1≤nd  ainsi 1)( ≤xqn  et alors  

l’opérateur défini par Tx = ∑
∞

=0

)(
n

n
n Qxq est continu. 

Faisons opérer Tx sur un polynôme p(y) de K[x], on obtient (Txp)(y)= )(y)p(x) (Qq
m

n

n
n∑

=0

  

comparons ce développement à P(x) = )()0)((
0
∑
=

m

n
n

n xqPQ  alors, en remplaçant p(x) par  

p(x+y) on aura : (Txp)(y) = p(x+y), ce qui implique que l’opérateur Tx et l’opérateur de  

translation Ex coïncident sur K[x], et comme Tx et Ex sont continus et comme K[x] est  

dense dans C (Zp→ K), Tx et Ex coïncident sur tout l’espace donc :  

Ex = ∑
∞

=0

)(
n

n
n Qxq et en faisant opérer Ex sur une fonction continue f(y) on obtient :  

f(x+y) = )()(
0
∑
∞

=n

n
n yfQxq . Pour y = 0 on obtient le développement souhaité. 

∑
∞

=

=
0

0
n

n
n (x)) qf(Q  f(x) )0)((max fQ n

n
≤  car 1≤(x)qn alors )0)((max fQf n

n
≤ . 

De même 

∑
∞

=

=
1

))(())((
n

n
n xfbxQf ∆ fxfn

n
≤≤ ))((max ∆  car 1≤nb  

ainsi, fQf ≤  et ffQ n ≤ , donc f)f)((QetffQ)f)((Q n

n

nn ≤≤≤ 0max    0   

d’où la formule : 

)0)((max fQf n

n
=  

reste à montrer la convergence uniforme. Ecrivons Qn sous la forme Qn = T n∆  

où T = 1,
0

≤∆∑
∞

=
i

i

i
i αα  ,alors  fTfetf(Tf)(x) ≤≤   , donc  

0lim =≤=≤ f∆etf∆fT∆fQf)(y)(Q n

n

nnnn , d’où le résultat.                   

□ 
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Théorème 4  

    Soit Q un opérateur delta tel que 1)0(1 == QBQ , soit α  un élément fixé dans Zp et (Pn) la 

suite polynomiale associée à l’opérateur Q. 

1) Soit T un opérateur sur C(Zp→ K) et posons dn = (TPn) ).(α  Si T est linéaire, continu et 

commute avec E alors la suite (dn) est bornée et T = ∑
∞

=0n

n
nQd . 

2) Si (dn) est une suite bornée, alors l’opérateur défini par T = ∑
∞

=0n

n
nQd est linéaire, 

continu et commute avec E, de plus, dn = (TPn)(α  ). 

 

Remarque  

La définition d’un opérateur delta sur C (Zp→ K) reste la même que dans le cas classique. 

 

Commentaire  
    le théorème cité ci-dessus est analogue au théorème de Van-Hamme, pour un opérateur delta 

Q de  norme un avec 1)0(1 =QB . Si α  est un élément fixé dans Zp, (Pn) la suite polynomiale 

associée à Q et (dn) (n = 0, 1, 2…) une suite bornée dans K, on peut associer un opérateur T  

à cette suite telle que (TPn)( α ) = dn. Pour cela, on définit T de la manière suivante : 

(Tf)(x) = ∑
∞

=0

))((
n

n
n xfQd  où Q0 = I, f∈ C (Zp→ K). 

Si l’opérateur Q commute avec l’opérateur de translation E alors T est linéaire et commute avec 

E. f∈ C(Zp→ K) et (Qnf)(x) tend vers zéro uniformément, la série converge uniformément et 

définit une fonction continue Tf.  

 { }
∞≥

∞
≤ fQ d Tf n

n
n 0
sup { } d f nsup

∞
≤  et T est ainsi continu. 

 

 

Définition 6   

    L’expression  T = ∑
∞

=0i

i
iQd est dite la  Q-expansion de l’opérateur T. 

 

     Le corps K étant un sur corps valué complet de Qp , Les opérateurs aux différences finies sur 

C(Zp→ K), sont comme dans le cas des opérateurs de composition ou encore des opérateurs 
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delta, peuvent s’exprimer comme des séries, dans le cas p-adique ce sont des séries de la forme 

Q = ∑
≥0n

n
nb ∆  qui convergent simplement dans l’espace des opérateurs linéaires continues . De 

plus  

||Q|| = n
n

b
0

sup
≥

 

Dans le cas purement algébrique, les opérateurs delta à partir desquels on peut construire des 

bases qui sont formées de polynômes de type binomial (qn) sont ceux dont le développement en 

série U = ∑
≥0 !n

n

n
a Dn ,(D étant la dérivation usuelle des polynômes) satisfait  a0 = 0  et  a1≠0,  

la condition qui lie base et opérateur est Uqn = nqn-1. 

Dans le cas p-adique, on peut construire des bases orthonormales formées de polynômes de 

type binomial  (qn) à partir d’opérateurs aux différences finies  Q = ∑
≥0n

n
nb ∆ , la condition qui 

existe entre opérarteur et base  est Qqn = qn-1, on supposera alors b0 = 0 et b1 = 1 et donc  

||Q|| = 1. 

 

 

Définition 7   (Suites de polynômes de type binomial)  

    On dit que la suite 0)( ≥nnq ⊂ K[X] est une suite de polynômes de type binomial 

Si q0 = 1, d 0qn = n, n 1≥ , qn(x+y) = ∑
=+ nji

ji yqxq )()( , n≥0 dans K[X,Y]. 

Remarque  

Si 0)( ≥nnq ⊂ K[x] est une suite de polynômes de type binomial, alors : 

1) qn(0)=0 , n 1≥  

2) 0)( ≥nnq  est une base du K- espace vectoriel K[x] 

3) Posant pour α∈K et q∈ K[x], Eαq(x)=E(x+α), On a Eαqn=∑
=

−

n

j
jjn qq

0

)(α  
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3.3 Formes linéaires sur C(Zp→ K)  
 

           Soit K<<T>> l’algèbre des séries formelles à coefficients bornés dans K 

K<<T>> = {f(t) = n

n
nta∑

≥0
∈ K[[T]] / an ∈K et sup |an| < ∞+ }  

Soit C(Zp→ K)′ l’espace de Banach dual de l’espace C (Zp→ K). Considérons un élément de  

C (Zp→ K)′, L : C (Zp→ K) → K, on désigne par <L/f(x)> l’action de la forme linéaire L sur un 

élément de C (Zp→ K). 

On pose <L/Bn(x)>=L(n) qui définit une suite bornée dans K. La série de Cauchy  

f(t) = n

n
nta∑

≥0
∈ K<<T>> définit une forme linéaire par <f(t)/Bn(x)> = a(n) bornée dans K . 

Toute forme linéaire L dans C (Zp→ K)′ s’écrit sous la forme d’une série de Cauchy par  

fL (t) = ∑
≥0k

<L/Bn(x)>tk 

Donc toute série formelle dans K<<T>> définit une forme linéaire dans C(Zp→ K)′ 

et réciproquement, d’où le théorème : 

 

Théorème 5 

L’application L→fL(t) définit un isomorphisme d’espaces vectoriels de C(Zp→ K)′ sur 

K<<T>>. ainsi, K<<T>> désignera en même temps l’algèbre des séries formelles à coefficients 

bornés dans K et l’espace des formes linéaires sur C(Zp→ K)′ et alors l’espace C(Zp→ K)′ est 

muni d’une structure d’algèbre par cet isomorphisme .  
∞l (N,K) muni du produit de convolution ∗  est une algèbre commutative intègre et appelée 

Algèbre des suites bornées ( algèbre de convolution ) . Soit fu(t) la série de Cauchy associée à la 

suite u . 

Ainsi, C(Zp→ K)′ muni du produit de Convolution ∗  a une structure d’algèbre unitaire d’unité 

ε0 où ε0(f) =f(0) 

Cette algèbre est appelée algèbre de Banach ou encore algèbre des mesures bornées  

p-adique qu’on notera M(Zp →K), pour u, v ∈  M(Zp →K) on a : 

 

<u∗ v , f>=<u, <v,Exf>> où Exf(y)=f(x+y) 

 

 

 

 



58
 

 
                         isomorphisme 
u∈ C(Zp→ K)′                          Su(T)∈K<<T>> 
 
 
 
                                         < u , Bn > = u(n) ∈ ∞l (N,K)   
                                           suite associée 
 

 

 
Théorème 6 

     L’algèbre M(Zp→ K) est isométriquement isomorphe à l’algèbre des séries formelles à 

coefficients bornés K<<T>> 

K<<T>> = { +∞<=∈=
≥≥

∑   , ]][[ n
nn

n
n aSTKTaS

00
sup }. 

Preuve  

Comme les polynômes Bn(x) forment une base orthonormale de C(Zp→ K), l’espace  

M (Zp→ K) est isométriquement isomorphe à l’espace des suites bornée ∞l (N,K).  

µ : C(Zp→ K) → K ; µ sera parfaitement déterminée par son action sur la base (Bn)n∈N ,  on fait 

correspondre à µ la suite (<µ,Bn>)n∈N ∈ K. 

Soit x∈ Zp ,on sait que ExBn(y)=Bn(x+y)= ( ) ( )∑
=+ nji

ji yBxB  .Ainsi ,pour u,v ∈ M (Zp→ K), on a 

< nBvu ,∗ > = < u,< v, ExBn >> =  ∑
=+

>><<
nji

ji v, Bu, B  alors, posant   

Su(T)  =∑
≥

><
0

,
n

nBu Tn    et  Sv(T) = n

n
jBv T

0
   ,  ∑

≥

>< , on obtient : 

Su(T) Sv(T) = n
n

n nji
i BvBu T   ,     ,  

0
><><∑ ∑

≥ =+

 

                    = .  (T)vuS ∗                                                                                                                   □ 

 

 

3.4  Opérateurs linéaires continus sur C(Zp→ K) 

3.4.1  Opérateurs aux différences finies  

Considérons W (Zp→ K) = { }pxxp ZxEQQEKZLQ ∈=→∈  , ;  ))C(( oo  

Les éléments de W (Zp→ K) sont appelés opérateurs aux différences finies. 

W (Zp→ K) est une sous algèbre de Banach unitaire de l’algèbre L(C(Zp→ K)) des 

endomorphismes continus de l’espace de Banach C(Zp→ K). 
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Théorème 7 ( de Van der Put ) 

    Les algèbres W (Zp→ K) et  M (Zp→ K) sont isométriquement isomorphes. 

Preuve  

W(Zp→ K) est une sous algèbre de L(C(Zp→ K)) = End C (C(Zp→ K)).Considérons l’opérateur 

 Q ∈ End C (C(Zp→ K)).On définit une application linéaire θ : 

                   θ : End C (C(Zp→ K)) → M (Zp→ K) 

                                                 Q    → θQ = )  ( 0εQt  : C(Zp→ K) → K 

                                                                                       )  ( 0εQt (f) → ) 0(fQt  

et ||θQ||  = ||Q||. 

soit θ1 la restriction de θ à W(Zp→ K) :  

θ1 : W(Zp→ K)  → M(Zp→ K) 

associons à u ∈ M(Zp→ K) l’endomorphisme linéaire ϕ(u) de C(Zp→ K) défini par  

ϕ(u)(f)(s) = < u , Es f > ,s∈ Zp ,f∈ C(Zp→ K). ϕ(u) est continue et l’application  

ϕ : M(Zp→ K) → L(C(Zp→ K)) est linéaire et continue vérifiant ||ϕ(u)||  ≤ ||u||. De plus  

Exϕ(u)(f)(s) = < u , Ex+s f> = < u , Es(Exf) > = ϕ(u)(Exf)(s) avec  s,x ∈ Zp,  donc  

Ex oϕ(u) = ϕ(u) oEx ce qui donne  ϕ(u)∈ W(Zp→ K). 

Soit u ∈ M(Zp→ K) et f∈ C(Zp→ K) on a : 

<θ1 oϕ(u), f > = ϕ(u)(f)(0) = < u , E0f > = < u , f >, donc θ1 oϕ(u) = u et θ1oϕ = id. 

d’autre part , si Q ∈ W(Zp→ K), on a ϕoθ1(Q)(f) = <θ1(Q), Esf > = Q(Esf)(e) = Q(Eef) = Qf 

donc ϕoθ1(Q) = Q et ϕoθ1 = id. 

On a, ϕ(ε0)(f)(s) = <  ε0, Es f > = f(s) et donc ϕ(ε0) = id. 

Pour u et v ∈ M(Zp→ K) et f∈ C(Zp→ K) ; 

ϕ(u∗ v)(f)(s) = <  u∗ v , Esf >=<  u, < v ,Ex (Esf )>>= <  u , ϕ(v)(Esf )(t)> 

                     = <  u , Es ϕ(v)(f)(t)>=ϕ(u)(ϕ(v)(f))(s) 

Ainsi ϕ( u∗ v)=ϕ(u)oϕ(v).  ce qui donne que ϕ est un isomorphisme d’algèbres.                         

□ 
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Corollaire 2 

    Soient Q∈ W(Zp→ K) et u∈ M(Zp→ K), alors tQ(u)=u∗ θ1(Q) 

Preuve 

ϕ(tQ(u)(f)(s) = < tQ(u) , Esf >=< u,QEsf > =  <  u , Es Q(f )>=ϕ(u)(Q(f))(s) = ϕ(u)oQ(f)(s) 

donc  ϕ(tQ(u) )=  ϕ(u)oQ 

comme θ1 et ϕ sont des isomorphismes d’algèbres, réciproques l’un de l’autre  

on a tQ(u) = θ1 (ϕ(u)oQ) = u∗ θ1 (Q).                                                                                           

□ 

 

Théorème 8 

    Soit K un sur corps valué complet de Qp. 

On a les isomorphismes d’algèbres unitaires   : 

W(Zp→ K) ≈ M(Zp→ K) ≈ K<<T>> 

Preuve 

Découle des théorèmes précédents. 

Corollaire 3 

    Soit Q=∑
≥0n

n
nb ∆ ∈ W(Zp→ K) 

1) Q est inversible si et seulement si ||Q||=|b0|≠ 0 

2) Q est isométrique bijective si et seulement si ||Q||=|b0|=1 

 

Remarque 

Si Q est un opérateur linéaire continu qui commute avec la translation, alors Q possède un 

inverse qui est aussi, continu et qui commute avec la translation si et seulement si  

||Q||=|b0|≠ 0,  

si |b0|=1  ,  ||Q|| = ||Q-1||=1 = |Q-1B0(0)|. 
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Conclusion  
A l’aide de la loi de composition  des  opérateurs linéaires sur un espace vectoriel, définie par 

Van-Hamme, on a eu un isomorphisme avec un sous espace des séries formelles K<<T>> muni 

de la loi de Cauchy habituelle et aussi avec les mesures bornées M(Zp→ K) ( dual de l’espace 

des fonctions continue Zp) muni du produit de convolution, en fait on travaille avec trois 

espaces différents que l’on se permet d’identifier . 

On a noté au passage que pour les polynômes binomiaux ( Bn) on avait  

Bn(x+y) = ∑
=+ nji

ji yBxB )()( , (Bq(x+y) = Bq(x) ∗ Bq(y)) la différence avec le cas pûrement 

algébrique est que sur l’espace des polynômes C[x] la base que l’on prend habituellement est 

celle formée par les monômes xn et on avait alors (x+y)n = ∑
=+ nji

jin
j yxc ,  

((x+y)q = )) ( qq yx ω . 

Le calcul ombral classique utilise l’opérateur de dérivation, tandis que dans le cas p-adique, on 

utilise l’opérateur aux différences. 

L’algèbre des mesures bornées p-adiques M(Zp→ K) est isomorphe à l’algèbre des séries 

formelles à coefficients bornés, ainsi, lorsque le corps K n’est pas sphériquement complet, les 

automorphismes continus de C(Zp→ K)′ sont bien définis à partir des automorphismes continus 

de coalgèbre de C(Zp→ K) . 

Dans la suite de notre étude, on s’intéressera à la définition des opérateurs Ombraux, d’Appell 

et de Sheffer. 

Les opérateurs d’Appell dans notre cas ne sont que les opérateurs inversibles de W(Zp→K) 

Les opérateurs Ombraux sont des opérateurs tels que leurs transposés sont des automorphismes 

de C(Zp→ K)′. 

Les opérateurs de Sheffer s’obtiennent à partir du composé d’un opérateur d’Appell et d’un 

opérateur Ombral. Ainsi, on s’intéressera d’abord à la description des morphismes continus de 

l’algèbre des mesures p-adique sur Zp. 
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3.4.2 Rappels d’analyse fonctionnelle 
 

Défintion 8 
    Un corps valué ultramétrique K est sphériquement complet, si toute suite décroissante de 

boules a une intersection non vide 

Par exemple ; tout corps K de valuation discrète complet est sphériquement complet. Par 

contre le corps Cp  (le complété de la clôture algébrique de Qp), n’est pas sphériquement 

complet [5] 

Dual et bidual d’espaces de Banach  
- D’une façon générale si  u : E → F  est un homomorphisme continu entre espaces de Banach, 

alors tu : F′→ E′  est linéaire continu, avec || tu|| = ||u|| 

Malheureusement en analyse ultramétrique, si le corps de base n’est pas sphériquement 

complet, il existe des espaces de Banach ultramétrique dont le dual topologique est réduit à ⎨0⎬ 

(sphériquement complet = maximalement complet) 

- Soit E un espace de Banach, ϕf : E → K l’application définie par  

ϕf (x) = < f,x >, f∈E′. 

Soit E’ le dual de E (muni de la norme duale||f|| = Sup|< f,x >|)/ ||x || 

et soit E′′ son bidual c’est à dire le dual de E′ ( muni de la norme ||ξ||=Sup|<ξ,f>| )/||f|| 

On a une injection canonique J : E → E′′.   

Pour x fixé dans E, l’application f →< f,x > constitue une forme linéaire continue sur E’, c’est à 

dire un élément de E′′, noté Jx, on a donc   : 

< Jx,f >E′′,E′’ = < f ,x>E′,E , ∀x∈E, ∀f∈E′. 

A l’aide de J on peut toujours identifier E à un sous espace de E′′ 

Espace Réflexifs  
- Un espace de Banach E (ultramétrique) est pseudo-réflexif si l’application canonique 

J : E → E′′  est isométrique et réfléxif si de plus cette application canonique est bijective. 

Lorsque E est réflexif on identifie implicitement E et E′′ (à l’aide de l’isomorphisme J) 

E réflexif ⇔E′ réflexif 

- Lorsque K n’est pas sphériquement complet, C( ZP→ K ) est réflexif [5] 

 

Théorème 9 (de Banach)  
    Soient E et F deux espaces de Banach sur un corps valué complet non discret 

||x|| ≠ 0 

||f||≠ 0 
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Si u est une application linéaire continue bijective de E sur F, alors u est isomorphisme 

d’espaces de Banach (l’application réciproque u-1 de u est linéaire et continue) 

 

3.4.3 Automorphismes continus d’algèbre de K<<X>>  
3.4.3.1 Endomorphismes linéaires continus de coalgèbre de C(ZP→ K ) 
 

Définitions 9 
-  Soit K un corps valué ultramétrique complet. 

Un espace de Banach ultramétrique H sur K est une coalgèbre de Banach s’il existe deux 

applications linéaires   : 

       c :  H →  H⊗H       (coproduit) 

       σ :  H→K               ( counité de H ) 

telles que   : 

1-  (c⊗ idH)o c = (idH⊗ c)o c 

2-  (idH⊗ σ)o c = idH = (σ⊗ idH) o c et  ||σ|| = 1 

où  idH  est  l’a application identique de H  . 

-  Pour a∈H, ||a|| ≤ ||c(a)|| ≤ ||c|| ||a||, c est une isométrie si et seulement si ||c|| = 1 

pour toute coalgèbre de Banach H, l’espace de Banach H '( dual ), muni du produit de 

convolution a' ∗b' = ( a'⊗ b' )oc est une algèbre normée unitaire d’unité σ et  

|| a' ∗b'||≤ ||c|| ||a'|| ||b'||. 

 

-  Dans notre cas H = C(Zp→ K)  . 

un endomorphisme linéaire continu φ de l’espace de Banach C(Zp→ K) est un endomorphisme 

continu de coalgèbre de si co φ = (φ⊗ φ )o c  . 

Le coproduit c est défini comme suit   : 

Пo c(f) (x,y) = f (x+y) = Ex  f (y)  où  П :  C(Zp→ K) ⊗  C(Zp→ K)  →  C(Zp×Zp→K)  est un 

isomorphisme d’algèbre défini par  П( f⊗ g )(s,t) = f(s)g(t) 

et le counité est défini par  σ(f) = f(0)  . 

 

On va donc donner une description des endomorphismes continus de coalgèbre de C(Zp→ K)  .  

Comme conséquence, on obtient, lorsque K est algébriquement clos et non sphériquement 

complet, les endomorphismes d’algèbre des fonctions analytiques bornées dans le disque unité 

de K. 

^ 

^ 
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Lemme 4 

    Le sous groupe multiplicatif du groupe des caractères continus de C(Zp→ K) correspond 

bijectivement au disque ( unité ) ouvert D-(0,1) de K . Tout caractère χα de Zp ans K s’écrit sous 

la forme :   χα (x) = (1+ α)x = ∑
≥0

)(
n

n
n xBα    avec |α|<1 

 

Preuve 
Soit f = ∑

≥0n
nn Ba  un caractère continu de Zp dans K, c(f) = f⊗ f  et σ(f) = f(0) = 1 

Ainsi, c(f) = ∑∑
=+≥

⊗
nji

ji
n

n BBa
0

 

                 = j
ji

iji BBa ⊗∑
≥

+
0,

  

                = ∑
≥

⊗
0, ji

jiji BBaa   

avec   f(0)=a0 = 1 et ai + j = ai aj , 0, ≥∀ ji  

d’où  an = a1an-1, 1≥∀n   et par itération an = a1
n,  1≥∀n    

comme 
+∞→n

lim an = 0 =
+∞→n

lim a1 
n    on a  |a1|<1 et f = n

n

n Ba∑
≥0

1  

il en résulte que pour x∈Zp  ,  f(x) = n

n
a

n
x

1
0

 ∑
≥

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 , on pose α = a1 

et on obtient le résultat  . 

soit φ un endomorphisme continu de coalgèbre de C(Zp→ K). 

pour tout caractère χα  on a co φ (χα) = φ(χα )⊗ φ(χα) 

ainsi φ(χα) et un caractère ou φ(χα) = 0.                                                                                           

□ 

 

Proposition 1 

    Soit φ ≠ 0 un endomorphisme continu de coalgèbre de C(Zp→ K) , alors ; 

φ (B0) = χα = ∑
≥0n

n
n Bα  , pour α∈K tel que |α| < 1  et  φ(B1) = αχα

⋅
+ 1

1

1
B

c  

Preuve [4] 
 

Lemme 5 

    Soit φ un endomorphisme continu de coalgèbre de C(Zp→ K) (φ ≠ 0), alors  || φ || = 1 
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Preuve 
On rappelle que l’algèbre des mesures p-adiques sur Zp muni du produit de convolution   : 

u∗ v = (u⊗ v) o c, est isomorphe à l’algèbre K<<X>> des séries formelles S = ∑
≥0n

n
n Xb  telles 

que  ||S|| = +∞≥ pnn bSup 0  et la norme de K<<X>> est multiplicative . 

Soit φ un endomorphisme continu de coalgèbre de C(Zp→ K), alors tφ ( transposé de φ ) est un 

endomorphisme continu d’algèbre de K<<X>>, avec tφ(1)=1 (φ ≠ 0) 

En particulier, pour 0≥n , on a || tφ(x) ||n = || tφ(x)n|| = || tφ(xn)||≤ || tφ|| ||xn|| = || tφ|| 

et || tφ(x)|| ≤ || tφ||1/n  ,  1≥∀n . Ainsi  || tφ(x)||≤ 1 et || tφ(xn)|| ≤ 1  , 0≥∀n  

Posons tφ(x) =∑
≥0i

i
i xb , on a || tφ(x)|| = 10 ≤≥ ii bSup  

tφ(xn) = tφ(x)n = ∑
≥0

)(
i

i
i xnb  avec  bi(n) = ∑

=+++ iiii
ii

n

n
bb

...21

1
.....  

et || tφ(xn)|| = 1)(0 ≤≥ nbSup ii   ,  1≥∀n  

1≥∀n  ,  tφ(1) = ∑
≥0

)0(
i

i
i xb   avec  bi(0) = δ0,i 

pour m≥ 0, on a φ(Bm) = ∑
≥0

,
l

llm Bα  avec  
+∞→l

lim αm,l = 0   

alors αm,n = <xn , φ(Bm) > =  < tφ(xn) , Bm > = bm(n)  ,  0≥∀n  

comme || φ(Bm)|| = nmnSup ,0 α≥ = 1)(0 ≤≥ nbSup mn , 0≥∀m  

d’après la proposition précédente, on a :  φ(B0) = χα = B0 + ∑
≥1l

l
l Bα  

donc || φ(B0)|| = 1, il en résulte que || φ|| = )(0 mm BSup ϕ≥ =1 

de plus on a   :  b0 = < tφ(x) , B0 > =  < x , φ(B0) > = α  ce qui donne |b0|<1.                                  

□ 

 

Remarque 

L’espace de Banach C(Zp→ K) possède la propriété de pseudo-réflexivité, ainsi, || tφ|| = || φ||  et 
ttφ= φ 

 

3.4.3.2 Substitution avec des éléments dans  K<<X>> 
     

           Soit Λ l’anneau de valuation de K et M l’idéal maximal de Λ, l’anneau Λ[[X]] des séries 

formelles à coefficients dans Λ est un anneau local d’idéal maximal N = M + X Λ[[X]]  . 

Λ[[X]] est la boule fermée ( unité ) de l’algèbre K<< X>>  
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Soit  u = n

n
n Xb∑

≥0
∈  M + XΛ[[X]]  ,  b0 = α ∈M  et  |bn| ≤ 1  ,  1≥∀n  . 

un=  ∑
≥0

)(
n

i
i Xnb  avec  bi (n) = ∑

=+++ iiii
ii

n

n
bb

...21

1
..... . 

 

Proposition 2 

i)  soit u =∑
≥0n

n
n Xb ∈  N = M + X Λ[[X]] alors la double suite (bi(n))(n,i)∈ IN× IN vérifie  

+∞→n
lim bi(n) = 0, pour i fixé 

ii)  pour tout S = ∑
≥0n

n
n Xa ∈  K<< X>> et n∈IN  ,  γn = ∑

≥0

)(
l

nl lba  converge dans K . 

la composition de S avec u est définie en posant Sou = ∑
≥0n

n
n Xγ et  Sou∈  K<< X>> avec 

||Sou||≤ ||S|| 

iii)  soient  S, T∈  K<< X>>  et  u, v∈N  on a   : 

(S+T)ou = Sou + Tou  ,  (S.T) ou = Sou.Tou  et  (Sou) o v = So  (uo v) 

pour u fixé dans N, on définit en posant pour S∈  K<< X>> , ψu(S) = Sou, un endomorphisme  

continu d’algèbre de K<< X>> de norme ||ψu|| = 1 . 

de plus, N = M + X Λ[[X]] muni de la loi de composition o  est un monoide d’unité X  

 

Preuve 

i)  soit u =∑
≥0n

n
n Xb ∈  N = M + X Λ[[X]],  et  α = b0  , α∈M donc  |α|< 1 

par définition bi(n) = ∑
=+++ iiii

ii
n

n
bb

...21

1
.....  

soit n un entier tel que ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
2
n i≥  .  soit ( i1 ,….. in )  tel que i1 + ….+ ij + …+ in = i 

le nombre d‘entiers j , nj ≤≤1  tel que ij = 0  est supérieur à ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
2
n  

ainsi 
nii bb ....

1
 = ∏

=

n

j
i j

b
1

= 
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

≠
∏ 2

0

n

i
i

j

j
b α   donc   : 

|bi(n)| = | ∑
=+++ iiii

ii
n

n
bb

...21

1
..... | 

nn iiiiii bb ...max
121 ... =+++≤ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

≠
=+++ ∏≤ 2

0
...21

max
n

i
iiiii

j

jn
b α  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

≤ 2
n

α  

comme  |α|< 1 on obtient  
+∞→n

lim bi(n) = 0   

ii)  soit S =  ∑
≥0n

n
n Xa ∈  K<< X>>   ,   on a ||S|| = nn aSup 0≥  
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soit u =  ∑
≥0n

n
n Xb  et ul = ∑

≥0
)(

n

n
n Xlb  .  comme  |al bn(l) |≤ ||S|| . |bn(l)|  .  on déduit de i) que  

+∞→l
lim al bn(l) = 0   

ainsi γn = ∑
≥0

)(
l

nl lba converge dans K et |γn | )(sup 0 lba nll≥≤ ≤ ||S|| 

donc la série formelle ∑
≥0n

n
n Xγ  appartient à K<< X>>  avec || ∑

≥0n

n
n Xγ ||≤ ||S|| 

iii) si S = ∑
≥0

1

n

n
n Xa , T = ∑

≥0

2

n

n
n Xa ∈K<<X>> ; 

(S+T)ou = ( ) n

n
n

l
ll Xlbaa∑ ∑

≥ ≥

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

0 0

21 )( = Sou + T ou 

Soit i , j ∈IN  ,  ui+j = ui . uj  alors  bn(i+j)= ∑
=+ nts

ts jbib )()(  , 0≥∀n  

donc : 

(S.T) ou =  n

n
n

l lji
ji Xlbaa∑ ∑ ∑

≥ ≥ =+
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0 0

21 )(  

             = ∑∑∑
≥ ≥ ≥

+
0 0 0

21 )(
n i j

n
nji Xjibaa  

             = ∑∑∑ ∑
≥ ≥ ≥ =+0 0 0

21 )()(
n i j

n

nts
tsji Xjbibaa   

             =  n

j
tj

n nts i
si Xjbaiba ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∑∑ ∑ ∑
≥≥ =+ ≥ 0

2

0 0

1 )()(  

             =  n

n nts
ts X∑ ∑

≥ =+

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

0

21γγ  = (Sou).(Tou) 

 

par récurrence on obtient (Sou)n = Snou  ,  0≥∀n ,  S∈K<<X>>  ,  u∈N 

soit u = ∑
≥0n

n
n Xb   ,  v = ∑

≥0n

n
n Xc ∈N  avec b0 = α  ,  c0 = β ∈M 

en posant uo v =  ∑
≥0n

n
n Xd , on a dn = ∑

≥0
)(

l
nl lcb  avec  cn(l) = ∑

=+++ nnnn
nn

l

l
cc

...21

1
.....  

ainsi c0(l) =  ∑
=+++ 0...21

1
.....

l

l
nnn

nn cc = βl  et  d0 = ∑
≥0l

l
lb β  avec   : 

|d0|≤
l

ll b β0sup ≥ = max ( |b0| , sup |bl| |β|l ) ≤max(|α| , |β|) <1 

donc uo v∈N 

(u o v)n = ∑
≥0

)(
i

i
i Xnd = un o v  

un o v = i

i l
il Xlcnb∑ ∑

≥ ≥

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

0 0
)()(  ,  di(n) = ∑

≥0
)()(

l
il lcnb  
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et on a  So (uo v) = n

n l
nl Xlda∑ ∑

≥ ≥

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

0 0
)(   

                          =  ∑∑ ∑
≥ ≥ ≥0 0 0

)()(
n l j

n
njl Xjclba  

                         = n
n

n j l
jl Xjclba )()(

0 0 0
∑∑ ∑
≥ ≥ ≥

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛  

                        = n

n j
nj Xjc∑ ∑

≥ ≥
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0 0
)(γ   

                        = (S ou)o v  . 

Ainsi, 

pour u fixé dans N, ψu(S) = Sou  ,  S∈K<<X>> ,  on définit sur K<<X>> un endomorphisme 

continu d’algèbre avec || ψu(S)||≤ ||S|| ∀ S∈K<<X>> et ψu(1) = 1  . 

la loi de composition o  est associative donc ( N , o  ) est un monoide avec uoX = u = Xou 

pour S = ∑
≥0n

n
n Xa ∈K<<X>>, les coefficients γn de Sou sont définis par : 

γ0 = a0  et pour n≥ 1, γn = ∑
=

n

l
nl lba

1
)(  .  Ceci est la théorie de substitution usuelle en séries 

formelles.                                                                                                                                         

□ 

 

Corollaire 4 

    Soit u = n

n
n Xb∑

≥0
=  α + U∈  N = M + XΛ[[X]]  ,  avec α ∈M  et U = n

n
n Xb∑

≥1
∈  XΛ[[X]] 

alors u est inversible dans ( N , o  ) si et seulement si U est inversible ou autrement dit si  |bn| 

=1 . 

De plus u<-1> = U<-1>(X-α) où u<-1> désigne le o -inverse de u. 

et les endomorphismes d’algèbres associés  ψu et ψU de K<<X>> sont isométriques et bijectifs 

d’inverse ψu<-1> respectivement ψU<-1> 

 

Remarque 
-  si K est algébriquement clos, l’algèbre  K<<X>> est isomorphe à l’algèbre Ab(D-(0,1)) des 

fonctions analytiques bornées sur le disque ouvert unité  

 D-(0,1) = { x ∈  K  /  |x| < 1  } =M de K 

-  tout endomorphisme continu ψ d’algèbre ( ψ ≠ 0) de K<<X>> vérifie ψ(1) = 1  et  ||ψ||=1 
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Proposition 3 
    Soit ψ un endomorphisme continu d‘algèbre de K<<X>>, alors il existe un élément  

u∈  N = M + XΛ[[X]] tel que ψ = ψu sous la condition ψ faiblement * continu au sens indiqué ci 

dessous ; 

la topologie faible * sur K<<X>> et la topologie localement convexe définie par la semi norme 

||S||F = ><
∈

fS
Ff

  ,max  où F est un élément de l’ensemble Fp des sous ensembles finis de  

C(Zp →K) ainsi, ψ est faiblement * continu si et seulement si pour ε>0 et F∈Fp, il existe 

Gε∈Fp et ηε >0  tel que||S||Gε <ηε implique ||ψ(S)||F < ε. 

 

3.4.3.3 Description des endomorphismes continus de coalgèbre de  

            C(Zp →K) 
            

Soit φ ≠ 0 un endomorphisme continu de coalgèbre de C(Zp→ K) .  

On a vu que φ(B0) = ∑
≥0l

l
l Bα  avec |α|<1 et ||φ|| = 1 

en posant tφ(X) = ∑
≥0n

n
n Xb on a bn = < tφ(X)  , Bn> , |bn| 0,1 ≥∀≤ n  

en particulier b0 = <X , φ(B0) >=α  ,  |α|<1 

de plus tφ(X) = u∈  N = M + XΛ[[X]]  et  tφ = ψu car tφ est faiblement * continu. 

 

Théorème 10 

    Il y a une correspondance bijective entre l’ensemble End.coalg(C(Zp→ K))  des 

endomorphismes continus de coalgèbres de C(Zp→ K) et l’idéal maximal N = M + XΛ[[X]] de 

l’anneau des séries formelles Λ[[X]]  . 

De plus, cette correspondance est un isomorphisme de monoides de End.coalg(C(Zp→ K)) 

muni de la loi de composition des opérateurs linéaires et N muni de la loi de substitution des 

séries formelles  . 

 

Preuve 

i)  soit φ∈  End.coalg(C(Zp→ K)) , tφ(X) ∈  N ( vu précédemment )  . 

Réciproquement, soit 0≠ u =  ∑
≥0n

n
n Xb = α +  ∑

≥1n

n
n Xb ∈N, pour n 0≥ , un =  ∑

≥0
)(

m

m
m Xnb  
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où  bm(n)  = ∑
=+++ mmmm

mm
n

n
bb

...21

1
.....  et    

+∞→n
lim bm(n)  = 0 , 0≥∀m  

ainsi, pour 0≥m , la série de fonctions ∑
≥0

)(
n

nm Bnb = φ(Bm) converge dans C(Zp→ K). de plus, 

 || φ(Bm)||≤ 1 . 

par linéarité et continuité on définit un endomorphisme linéaire continu φ de C(Zp→ K) tel que  

|| φ ||≤ 1 

comme b0(n)=αn, on a φ(B0)= ∑
≥0

0 )(
n

nBnb =B0 + ∑
≥1n

n
n Bα =χα 

donc  ||φ(B0)||=1 et || φ||=1  

d’autre part pour m≥ 0,     i , j ≥ 0, on a ∑
=+

=+
mts

tsm jbibjib )()()(   

donc coφ(Bm) = ∑
≥0

)()(
n

nm Bcnb = ∑ ∑
≥ =+

⊗
0

)(
n nji

jim BBnb = ∑∑
≥ ≥

⊗+
0 0

)(
i j

jim BBjib  

                       = ∑ ∑ ∑
=+ ≥ ≥

⊗
mts i j

jtis BjbBib
0 0

)()(  =  ∑
=+

⊗
mts

ts BB )()( ϕϕ  = (φ⊗ φ)oc(Bm) 

par linéarité et continuité on obtient coφ = (φ⊗ φ) o c 

cet endomorphisme continu de coalgèbre est bien déterminé par u et on a tφ(X) = u 

ii) soient φ1 et φ2 deux endomorphismes continus de coalgèbre de C(Zp→ K) et soient u et v les 

séries formelles associées  . 

la composition φ1 oφ2 des opérateurs φ1 et φ2 définit encore un endomorphisme de coalgèbre  . 

d’autre part on a  t(φ1oφ2) (X)= tφ2 (tφ1(X)) = tφ2 (u)=uo v 

donc l’élément t(φ1oφ2)(X) de N est associé au composé φ1 oφ2 et t(φ1oφ2)(X) = uo v  . 

Ainsi, l’application  φ →  tφ(X) = u  est un isomorphisme de monoides.                                     □ 

 

Remarques 

Un endomorphisme φ de coalgèbre de C(Zp→ K) est bijectif si et seulement si sa série 

formelle associée tφ(X) = u ∈N est inversible pour la loi de substitution des séries  . 

Théorème 11 
    Soit K un corps valué complet (Qp ⊂K) qui n’est pas sphériquement complet alors le 

transposé tψ de tout endomorphisme continu ψ d‘algèbre de K<<X>> est un endomorphisme 

de coalgèbre de C(Zp→ K) 

 

Preuve 
On suppose que K est non sphériquement complet ; ( Qp ⊂K) alors l’espace K<<X>>' dual de 

K<<X>> est égal à  C(Zp→ K) . 

(Relation de réflexivité de C(Zp→ K)   ’’ résultat de M .Van der Put ’’ ) 
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Ainsi, il suffit de montrer que si ψ∈Alg(K<<X>>) alors tψ∈End.coalg(C(Zp→ K)) 

On a ψo tc = tc o  (ψ⊗ ψ) alors, pour S,T∈  K<<X>> et f∈  C(Zp→ K) on a  

< tc o  (ψ⊗ ψ)(S⊗ T) , f > = < (ψ⊗ ψ)(S⊗ T) , c(f) >  

                                         = < ψ(S)⊗ψ(T) ,∑
≥

⊗
1j

jj gf  > 

                                         = ∑
≥

〉〈〉〈
1

)(, )(,
j

j
t

j
t gTfS ψψ  

                                         = < (S⊗ T) , ( tψ⊗ tψ) o c(f) >  

ainsi, < ψo  tc(S⊗ T) , f > = < S⊗ T, co  tψ( f ) >  

                                         = < tc o  (ψ⊗ψ)(S⊗ T) , f >  

                                         = <S⊗ T , ( tψ⊗ tψ) o c(f ) > 

donc : < S⊗ T , (co tψ – ( tψ⊗ tψ) o c)(f) > = 0  ,  ∀ S,T∈  K<<X>> 

 

de plus si g∈  C(Zp→ K) ⊗  C(Zp→ K), on a g = ∑
×∈

⊗
NNnm

nmnm BBa
),(

, , alors si <S⊗ T , g>= 0, 

pour tous S,T∈  K<<X>> on a <Xm⊗Xn , g>= am,n= 0 0, ≥∀ nm  c’est à dire que  g = 0 

il en résulte que : (cοtψ – ( tψ⊗ tψ) οc)(f) = 0  ,  pour tout  f  donc cοtψ = ( tψ⊗ tψ) οc.                 

□ 

 

Corollaire 5 
    Soit K un corps valué complet (extension de Qp) qui est algébriquement clos et non 

sphériquement complet,  alors tout endomorphisme d’algèbre ψ de l’algèbre Ab(D-(0,1)) des 

fonctions analytiques bornées dans le disque ouvert D-(0,1) dans K est continu et est de la 

forme  

ψ (g) = g ou , où u est une fonction analytique u : D-(0,1) →  D-(0,1) 

 
 
3.4.4 Opérateurs Ombraux et opérateurs d’Appell 

Opérateurs Ombraux 
 
Théorème 12 
 

    Soit ψu :  K<<X>> →  K<<X>> 

ψu est un automorphisme de l’algèbre  K<<X>> des séries formelles à coefficients borné si et 

seulement s’il existe un élément u ∈  N = M + XΛ[[X]] ( u inversible dans (N, o ) ) tel que   : 

ψu (S) = S ou 

^ 
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de plus   : 

si u = n

n
n Xb∑

≥0
∈  N  et  S = n

n
n Xa∑

≥0
∈  K<<X>> alors   : 

ψu (S) = S ou =  n

n
n X∑

≥0
γ  où  γn = ∑

≥0
)(

l
nl lba  et   bi (l) = ∑

=+++ iiii
ii

l

l
bb

...21

1
..... . 

 

Proposition 4 

    Soit φ∈End.coalg(C(Zp→ K)) 

Les propriétés suivantes sont équivalentes   : 

1) tφ est un automorphisme de K<<X>> 

2) tφ(S) = Sou  avec  |b1| = 1  où  u = ∑
≥0n

n
n Xb  

3) φ(Bm) = ∑
≥0

,
l

llm Bα  avec   
+∞→l

lim αm,l = 0   

 

Définition 10 
    Un opérateur qui vérifie ces propriétés est dit opérateur Ombral 

 

Opérateurs d’Appell 
 

Proposition 5 
    Soit Q∈W(Zp →K) 

Les propriétés suivantes sont équivalentes   : 

 

1) Q = gu (∆) = n

n
nb ∆∑

≥0
 

2) tQ(u) = u∗θ1(Q)  avec u ∈  M(Zp →K),  et   θ1  défini précédemment  

3) Q∆ = ∆Q 

 

Définition 11 
    Un opérateur  qui vérifie ces propriétés et qui est inversible dans W(Zp →K) est dit 

opérateur d’Appell  . 

 

Remarque 
La condition Q inversible ( d’inverse continu ) dans W(Zp →K) s’exprime par la condition   : 

||Q|| = Sup |bn| = |b0| ≠ 0 
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3.5  Reformulation en termes de suites 
     

Soit K un sur corps complet ultramétrique de Qp. 

L’espace des suites bornées  ∞l (IN , K ) muni du produit de convolution ∗ a une structure 

d’algèbre commutative, intègre appelé algèbre de convolution  . 

pour u∈  ∞l (IN , K ) on note fu(X) = ∑
∞

=0
)(

n

nXnu ∈  K[[X]] 

(u1∗u2)(n) = ∑
=+ nji

juiu )()( 21  

L’espace C(Zp→ K) est muni de la base (Bn)n 0≥  

{ fj  ,  j∈IN } est une base de C(Zp→ K)' duale de la base  (Bn)n 0≥  

Dual de C(Zp →K)  

Une forme linéaire u sur C(Zp→ K) est déterminée par ses valeurs sur la base (Bn)n 0≥  

<u / Bn> = u(n) 

le dual  C(Zp→ K)' de C(Zp→ K) est muni d’une structure d’algèbre par isomorphisme avec 

l’algèbre de convolution   

<u1∗u2 / Bn> = ∑
=

− 〉〈〉〈
n

j
jnj BuBu

0
21 / /  

ainsi, M(Zp →K) est isomorphe à ( ∞l (IN , K ) ,∗  ) 

 

3.5.1  Endomorphisme de  C(Zp →K) 

     

           L(C(Zp→ K)) est l’algèbre ( pour la composition ) des endomorphismes continus de 

l’espace de Banach C(Zp→ K) .  Un élément Q de L(C(Zp→ K)) est déterminé par son action 

sur la base (Bn)n 0≥ , on a 

Q Bn(x) = bn(Q,x)∈  C(Zp→ K) 

 

 

M(Zp →K) ≈  W(Zp →K) ≈K<<T>> 

 

                                                                   ~                                 Correspondance 

                                                       Isomorphisme 

                                                                                          ∞l (IN , K ) 
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l’opérateur de différence ∆ ∈W( Zp →K) 

∆Bn = Bn-1 

∆Bq = f1∗Bq 

En effet   : 

f1∗Bq = ∑
=

−

q

k
kqBkf

0
1 )(   avec  fj(n) = 1  pour j=n  et fj(n)=0 sinon. 

pour u ∈ ∞l (IN , K ) ; 

fu(∆) = ∑
≥

∆
0

)(
j

jju  ∈W( Zp →K) 

fu(∆).Bq = u∗Bq  et  fu(∆)Bn =  ∑
=

−

n

j
jnBju

0
)(  

 

Théorème 13 

    Soit Φ :  ( ∞l (IN , K ), ∗  )  →  ( ∞l (IN , K ) ,∗  ) 

Φ est un automorphisme de l’algèbre de convolution ( ∞l (IN , K ), ∗  ) si et seulement s’il existe 

une suite bornée u d’ordre 1 telle que  : 

Φ(v)=vou 

(v1∗  v2)ou = (v1ou)∗ (v2 ou)  ,  u = vou<-1> est l’inverse  . 

 

-  les opérateurs de la forme Q=gu(∆) avec ord u=0 ( Q inversible dans W(Zp →K)) forment un 

groupe appelé groupe des opérateurs d’Appell  . 

-  les automorphismes Φ de ( ∞l (IN , K ) ,∗  ) sont donc de la forme v → vou  ,  ord u=1, les 

opérateurs dont ils sont adjoints sont appelés opérateurs ombraux  . 

 

3.5.2  Opérateurs d’Appell 
 

Proposition 6 
Les propriétés suivantes sont équivalentes   : 

1)  Q = gu (∆) = n

n
nu ∆∑

≥0
)(  

2)  Q∆ = ∆Q 

3)  ∆(un(Q,x))=un-1(Q,x)  et  d° un(Q,x) ≤  n 
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4)  QBq=u∗Bq 

5)  Qtv = v∗u 

en effet   : 

pour v∈  ( ∞l (IN , K ),∗  )  et  gu(∆)∈  W(Zp →K)  on a   : 

<v / gu(∆)Bn> = <v /∑
=

−

n

j
jnBju

0
)( > =   ∑

=

−
n

j
jnvju

0
)()(  = < u ∗ v / Bn > 

 

Définition 12 
    Les opérateurs Q = gu(∆) inversibles dans W(Zp →K) sont les opérateurs d’Appell  . 

La suite u∗Bq est dite suite d’Appell. 

 

Corollaire 6 
    Les opérateurs d’Appel forment un sous groupe commutatif (pour la composition) de 

l’algèbre W(Zp →K). 

  
  
  
 
3.5.3  Opérateurs Ombraux 
     

Pour u∈  ( ∞l (IN , K ), ∗ ) ,  ord u≥ 1 et v∈  ( ∞l (IN , K ) ,∗ ) 

gv(gu(x)) définit une série formelle notée gvou (x) 

ufk
g ο (x) = gu

k(x)    

en notant u∗ k la puissance kème de u dans ( ∞l (IN , K ),∗  ) 

fkou = u∗ k 

gu
k(x) = ∑

≥kn

n
kn xuc )(,  

fk ou (n) = cn,k(u) 

v ou = ∑
∞

=0

))((
k

k ufkv ο   et  vou (n) = ∑
=

n

k
kn uckv

1
, )()(  

soit Φ un automorphisme de  ( ∞l (IN , K ),∗  ) 

Φ est l’adjoint d’un opérateur de W(Zp →K) 

Φ(v) = v ou  avec ord u =1 

soit aq(x) = QBq 

<v / an(x)> =< Qtv / Bn> = <v ou / Bn>  
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                   = (vou)(n) =  ∑
=

n

k
kn uckv

1
, )()(  

                   =  ∑
=

n

k
kn uc

1
, )( <v / Bk> 

                   = < v / ∑
=

n

k
knk ucB

1
, )( > 

d’où  an(x) =  ∑
=

n

k
knk ucB

1
, )( = Bq ou(n) 

 

Proposition 7 
    Soit Q∈  W (Zp →K ),  les propriétés suivantes sont équivalentes   : 

1) Qt est un automorphisme de  ( ∞l (IN, K),∗ ) 

      2)  Qtv = vou  ,  ord u=1 

3)  QBq = Bq ou  ,  ord u=1 

4)  QBq = aq(x) 

5)  aq(x) = ∑
=

n

k
knq ucB

1
, )(  

Définition 13 
    Un opérateur qui vérifie ces propriétés est dit un opérateur ombral. 

La suite aq(x) = Bq ou est dite suite associée à Q. 

 

Corollaire 7 
Les opérateurs ombraux forment un sous groupe de l’algèbre W(Zp →K)  . 

 

 

3.5.4  Opérateurs de Sheffer 
 
    

Soit G1 le groupe des opérateurs d’Appell 

Q∈G1 ∃⇔ w , ord w = 0  ,  Q = gw(∆) 

           ⇔  QBq = w∗Bq 

     ⇔ Qtv = w∗ v 

soit G2 le groupe des opérateurs ombraux 

Q∈G2 ∃⇔ u , ord u=1  ,  QBq = Bq o u  

     ∃⇔ u  ,  ord u=1 , Qtv=v o u  
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soit G le groupe des opérateurs inversibles dans W(Zp →K)  

 

Proposition 8 
    Soit Q1∈G1,  Q2∈G2  et  Q=Q1 oQ2 

Alors il existe Φ1∈G1 tel que Q=Q2 o  Φ1 

 

Preuve 

QBn = Q1( k

n

k
kn Buc∑

=1
, )( ) = ))(()(

1
, kBwuc q

n

k
kn ∗∑

=

= (w∗Bq)o u (n) 

D’où   : 

QBq = (w∗Bq) o u = (w o u )∗  (Bq o u ) = w1∗  (Bq o u ),  w1 = Bq o u  

Comme   : 

Q2 ogw1(∆)Bn = Q2(w1∗Bq)(n) =  Q2 ∑
=

−
n

j
jBjnw

0
1 )( =  ))( )((

0
1 juBjnw

n

j
qο∑

=

− = w1∗  

(Bq o u )(n) 

Q = g w(∆) oQ2 = Q2 o  gw1(∆).                                                                                                        

□ 

 

Corollaire 8 
    Si Q2 = Qu  ,  QuBq = Bq o u  alors   : 

gw (∆)oQu = Qu o  gwo u  (∆) 

gwo u  (∆) = Qu ogw(∆) oQu . 

 

 

Définition 14 
    Un opérateur de Sheffer est le composé d’un opérateur d’appell et d’un opérateur ombral. 

Si Q est un opérateur de Sheffer, la suite Sq(x) = QBq est dite suite de Sheffer. 

 

Corollaire 9 
    Les opérateurs de Sheffer forment un groupe G3 et G3 = G1. G2 = G2. G1 
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Composition d’opérateurs de Sheffer 
     

Soit H0 = {w ∈  ( ∞l (IN , K ) , ∗  ) , ord w = 0  } 

H1 = {u ∈  ( ∞l (IN , K ) , ∗  ) , ord u = 1  } 

H0×H1  →  G3 

 (w∗u) →  Qw,u = gw(∆)oQu 

Qw1,u1 oQw2,u2 = gw1(∆)oQu1 ogw2(∆)oQu2  

                        = gw1(∆) ogw2ou1(∆) oQu1 oQu2  

                        = gw1∗  (w2ou1)(∆) oQu2ou1 

                        = Qw3,u3 

avec  w3 = w1∗ (w2 ou1)  ,  u3 = u2 ou1 

si on pose w1=a1ou1  ,  a1 =w1 o 1u   alors  w3 =(a1∗w2)ou1. 
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