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INTRODUCTION

Le calcul Ombral, consistait de 1850 a 1970 essentiellement en des techniques de
manipulation de suites mais dont la rigueur mathématique manquait: En 1940, le
mathématicien Bell essayait de convaincre la communauté mathématique d’accepter le calcul
Ombral comme étant un outil mathématique.

En 1970, le mathématicien Gian Carlo-Rota a commencé a construire un fondement pour
cette théorie, basé sur les idées de fonctionnelles linéaires, d’opérateurs linéaires et leurs
adjoints

Le but de notre travail est d’établir une certaine analogie entre le calcul Ombral classique

(Algébrique) et le calcul Ombral non archimédien (p-adique).

Dans le chapitre 1 :

Nous donnerons quelques rappels et définitions sur I’ensemble des suites.

Dans le chapitre 2 :

Nous ferons une synthése du calcul Ombral dans le cas algébrique tel que reformulé par
B.Benzaghou en utilisant I’algebre de Hurwitz.

Dans le chapitre 3 :

Nous introduirons le calcul Ombral non archimédien en faisant une synthése des travaux de
Ann-Verdoodt, Bertin-Diarra et de Lucien Van-Hamme explicitant des résultats analogues au
cas classique. Ensuite, nous reformulerons quelques résultats utilisant 1’algébre de convolution

et ainsi nous construirons des opérateurs déja définis dans le cas classique.

Soit K un corps de caractéristique zéro.
Pour le calcul Ombral « classique », on étudie les formes linéaires sur I’espace des polyndomes
K][x]. Cet espace est isomorphe au dual de ’espace vectoriel K[x], dual que 1’on peut identifier a
I’espace des suites d’éléments de K. On le munit d’une structure d’algeébre par le produit de
Hurwitz. On considére les opérateurs sur K[x] et leurs adjoints. Tout opérateur qui commute

avec les translations s’écrit de maniére unique sous la forme :



A=f(D)= Za—';D” ou D est ’opérateur de dérivation dans I’anneau des polynomes K[x]

n=0
Notons que I’opérateur aux différences A est reli¢ a D grace a la formule de Taylor pour les

polyndmes par la formule

A= Z%D” = (exp (D)) -1 eton a aussi

nx] b
D=> (- Ly log (id + A).

n=1 n
La suite de polynomes de base associée a A (voir plus loin) est la suite de polynomes
I, =m!B, ; Iy,(x)=m!/B,(x)=x(x-1)....(x—-m+1)

De plus, tout opérateur de composition A peut s’écrire de fagon unique sous la forme

I=f(A)= Z%A” avec b, =AIT,(0) .

1 . . .
Avec la formule D = Z (-=1)"" =A"=log (id + A) on voit aussi que D est un opérateur linéaire
n

n=1
du sous espace vectoriel dense K[x] de C (Z, — K) mais ne peut se prolonger en un opérateur

continu de C (Z,— K) car alors ce serait un élément de W(Z,— K), ce qu’il n’est pas . En effet,

si ’on désigne par | |, la valeur absolue p-adique, ona Sup, ., +00

1
[,
(N’est pas borné).

Ainsi, on peut définir des analogues p-adiques en utilisant I’opérateur aux différences au lieu de

I’opérateur de dérivation.

La théorie du calcul Ombral est basée sur des techniques de manipulations de suites, orientées
par les applications visées (construction de bases, généralisation de certaines congruences ...)
Ainsi,
Lors de notre étude, la démarche pour définir le calcul Ombral est :

- Prendre un espace de fonctions

- Définir des opérateurs sur cet espace

- A certains opérateurs, on peut associer des suites de polynomes de base

- Obtenir des développements en série pour certaines fonctions.



Chapitre 1

Définitions et notations

1.1 Généralités sur I’ensemble des séries formelles

Les séries formelles jouent un rdle prédominant dans le calcul Ombral.

Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro.
F= {f(t)= Zaktk;ak IS K}
k=0

L’ensemble Fmuni de I’addition usuelle D a,t* + > b,t" = (a, +b, )
k=0

k=0 k=0
© 0 ) k
etdela multiplication(z aktkj(Zbktkj = z Zaibk_i t*,
k=0 k=0 k=0\_j=0 =
a une structure d’algebre appelée algebre des séries formelles en la variable ¢ ou algebre de

Cauchy.

Définition 1
L ordre d’une série f(t) noté o(f(t)) est le plus petit entier k pour lequel le coefficient de t*

ne s ‘annule pas.

On pose :
o( f(t)) =+ pour f(r) =

On a les relations suivantes :
o f(t) ge) =0 (/) + 0 (g(t))
o(f(t)+ g(r)) = minfo( £ (r)). o(g (1))}



Proposition 1

La série f (1) est inversible (pour la multiplication) d’inverse noté (1) si et seulement si

o(f()) = 0.

Si fi(?) est une suite dans F avec o(f, () — o lorsque & — oo alors de toute série de la forme

g = ibktk on peut construire la série ibkfk (t)

k=0 k=0
En particulier, si fi(?) = (f (1)) avec 0( f (t)) >1, alors la composition des deux séries g(2) et f (1)

est définie par

g(f()=2 b (1)

k=0

0

etona:

o(g(f(2))) = olg(t))e(/ (¢))

Proposition 2

La série f (1) est inversible (pour la composition) d’inverse noté f (t) si et seulement si

o(f(t)=1.

Définition 2
Une serie f (t) vérifiant 0( f (t)) =l est appelée série delta.

Si f () est une série delta, alors la suite (f(¢))* forme une base pour .
Ainsi ;

Pour toute série g () dans F, il existe une unique suite de constantes a; telle que :

s)=>a () 0

Définition 3

(1) est appelée la représentation delta de la série formelle g (1) de T.



Remarque
ord f définit une valuation sur ’anneau F (intégre).

Une série delta est une uniformisante et (1) est un développement de Hensel.
1.2 Généralités sur les ensembles de suites

Soit K un corps commutatif. On note :
Z(K)={u:Z— K}

Suppu={n, u(n)#0,ueZ(K)}
ord u = Inf Supp u= o(u)
SK)={u, ordu>-o}
Sy(K)={ueS(K), ou)=0}
f(K)={ ueS,(K), Supp u fini }

S (K) muni de I’addition usuelle u + v, est un K-espace vectoriel
fie S(K) définis par f; (n) = 0 j,., jeZ

ord u est une valuation sur S (K).

00

Tout ¢élément de Sy (K) s’écrit sous la formeu = Zu( j ) f; » les fj forment une base topologique
=0

de Sy (K) muni de la topologie définie par I'ordre. S (K) est le complété de f (K) dans cette
topologie.

n

A chaque suite u € S(K) on peut associer sa série génératrice f, (x) = Zu(n)x

Lorsque K est un corps de caractéristique zéro, nous associons a chaque suite u € S, (K ) sa

série génératrice exponentielle g, (x) = Zilf)x” .
n>0 n



1.3 Produit de suites

On peut définir divers produits sur S (K)
1.3.1 Le produit point par point (u.v)n)= u(n)v(n) munit S (K) dune structure de K-algébre
commutative, non intégre, que nous notons (K ).

Le produit correspondant sur les séries génératrices

S (x)= £, ()% £, () = D ulnpoln ke’

n

est appelé produit de Hadamard des séries formelles.

1.3.2  Au produit usuel des séries formelles f, (x). £, (x)est associe un produit de suites u * v

défini par

et donc

(u * v)(n) = Zu(z )v( j ) (appelé produit de convolution)

i+j=n

Le produit usuel £, (x) £, (x) est appelé produit de Cauchy.

1.3.3 Lorsque K est un corps commutatif de caractéristique zéro, alors pour u € S, (K ) ;le

produit de Cauchy des séries génératrices exponentielles détermine une suite par :

2, (1), (x)= g,0.(x)

avee

i+j=n
appelé produit de Hurwitz des suites u et v.

Sy (K), muni du produit de Hurwitz, est une algébre commutative intégre notée 4, (K)et

appelée algebre de Hurwitz (4, (K)= A).



1.4 Composition des suites

Pouru € S,(K), ordu>1, ve S,(K) ; (g, o g, Nx) définit une série formelle qui sera notée

oo (x) Ona:
ord(vou)=(ordv)ordu)

(Vl +V2)°“ = (Vl °”)+(V2 Ou)

1
€)= L gl(0). k20

Lorsque ord v>0, vo u(n) = Zn:v(k)Bn’k (u) ou B, (u) =B, (u1 ,...,u,Hk_l).
k=1
Les B, , () sont les polynémes exponentiels partiels de Bell.

@k

Pour k>0, f, cu= ou u”"est la puissance k “™*de u dans 4 .

La dérivation 7" d’une série composée est donnée par :

T(vou)=(Tvou)wTu.

Si u est une suite d’ordre 1, il existe une suite u d’ordre 1 telle que :

uou=uou=e,

u est la suite réciproque de u et g- (x) est la série réciproque de g, (x)

Pour o € K*, notons «* la suite a"(n)z a",pour a =0,a? = f,, alors
g0, (x)=explag, (x)), a’ou=1"0(au).

Les suites d’ordre 1 forment un groupe pour la composition, d’élément neutre f, .

Pour ord u >1, lqou=ijou

Jj=0

1 eukn) =25, )= 7. 0)
LesY, (u) sont les polyndmes exponentiels complets de Bell.
Définition 4
L opérateur shift (translation) est défini sur S, (K )par :
Tu(n) = u(n +1).
L opérateur dérivation q est défini sur S, (K )par :

qu(n) = nu(n).

10



But

e On se propose de faire une synthése du Calcul Ombral dans le cas classique et de
reformuler ses résultats fondamentaux en utilisant le produit de Hurwitz et la

composition des suites.

Soit K [x] = P I’espace des polyndmes a coefficients dans un corps commutatif K de
caractéristique zéro. P est muni de sa base d’espace vectoriel canonique {x" ,NE N}.
Soit P =1L, (P,K) = dual de I’espace P muni de la base {fj,j € N} avec (f,,x")=96,

J

ou J, ;est le symbole de Kronecker.

P* seraidentifi¢ a S,(K).

e Nous allons étudier quelques opérateurs opérant sur P, définir des structures d’algebre

sur P*, établir des isomorphismes avec I’algébre de Hurwitz qui nous permettra alors de

définir des suites de polyndomes de base associes aux opérateurs considérés.

11



L’idée de base du calcul ombral consiste a relier une suite o = ()

Chapitre 2

Calcul Ombral Classique

(dans un anneau 4

n=0

commutatif unitaire intégre, éventuellement un anneau de polynome) a la base canonique

(x” )nzo de A[x] par une application linéaire ® : P— A telle que ®(x") = a, . Certaines propriétés,

comme les congruences, se définissent trés bien par® ;

par exemple si f(x)=g(x)mod.mA[x], alors ® (f(x))= @ (g(x))mod.mA.Ceci explique I’intérét

du calcul ombral dans la théorie des congruences [6].

Dans notre étude du calcul ombral, on adoptera les étapes suivantes :

Prendre un espace de fonctions.
Définir un ensemble d’opérateurs qui agissent sur cet espace.

A certains opérateurs, on peut associer une suite de polynome de base P, (x)

Développer les fonctions de départ en une série f/(x) = ZC(I’I)Pn (x).

Etude de ces développements.

12



2.1 Formes linéeaires sur P

Dans la suite P =K[x] et u € §,(K)

Soit L un élémentde P*,L: P > K .

On désigne par (L/ P(x) ) I’action de la forme linéaire L sur un élément de P. L sera
parfaitement déterminée par son action sur une base de P.

On pose (L/x") = L(n) qui définit une suite.

On a : pour L et M deux éléments de P~ ;

(L+M /P(x)y=(L/P(x))+(M/P(x))

et (cL/P(x)) = ¢(L/P(x)) pour ce K .

La série de Hurwitz par (1) = Zw: Lk)t k définit une forme linéaire par
! io k!

i(—t /x" )—u( )
k=0
Pourn >0, (¢t /x") =nld,,

Pour p(x)e P, (t*/ p(x)) = p(k)(O).

Toute forme linéaire L dans P" peut s’écrire sous la forme d’une série de Hurwitz

1, )= 3, L5,

En effet :
(f,(2)/x"y =(L/x"y ainsi f, ()=

d k ) .
Donc toute série formelle de la forme f Z%t dans F définit une forme linéaire L dans
k=0

P* par(L/x") =u(k) et réciproquement.

D’ou le théoréme :

Théoréme 1
L’application L — f, (t) définit un isomorphisme d’espaces vectoriels de P sur F.
Preuve
Soient L et M deux formes linéaires dans P*, L = M si et seulement si
(L /x"*y=(M /x") pourtout k>0 quiest encore vérifié si et seulement si

£, (¢)= £,, (t) donc I"application est bijective.

13



De plus :

L+M/x*y ,
fL+M() Z<+k—|x>

S(L/xY) o oM /X
o K i K

:fL(t)"'fM(t)'

et pour tout c € K ;

:i(cL/x i
=0

Ainsi, ¥ désignera en méme temps 1’algebre des séries formelles f, (t) et I’espace des formes

linéaires L sur P et alors I’espace P" est muni d’une structure d’algébre par cet isomorphisme.

On appellera F I’algébre ombrale et on pourra encore définir le calcul ombral comme étant

I’étude de cette algebre.

2.1.1 Reformulation en termes de suites dans A

Soit £, (¢) la série de Hurwitz associée a la suite u avec ord u> 0 .

Soit @ une forme linéaire sur P avec (@w/x") = w(n), alors
9

Le dual P*de P est muni d’une structure d’algébre par isomorphisme avec 1’algébre de Huwitz
A.

Etona:

(waw, 1 xy =Y (Ko, 1 x7){w, /377 (1)

14



LeP Isomorphisme g, (t)e F
D —

A

Isomorphisme

v

ucA,ordu >0

La relation (1) peut s’écrire:

Proposition 1

Soient f, (¢) et Lo, (t) dans F alors :

(o (g, () x") = Z( K., (€)1 g, (0 )

avec .

S (t) et Lo, (¢)sont respectivement les séries de Hurwitz associées a o, et @, .

Preuve

Tout élément de F peut s’écrire sous la forme :

7.()= kz:()(f(f)/x>k

INO"R0 mo[ko(mkf 1)/ e, "">j%

(o (0)g,, () x") = Z("kf ) xt Mg, (6)/x").

Proposition 2

La série f,(t) est une forme linéaire inversible si et seulement si (f,(¢)/1) # 0.

Preuve

<fu (t)/ 1> #0 implique que O(qu (l)) =0

15



2.2 Opérateurs linéaires sur P et endomorphisme de P

Soit £ I’algebre (pour la composition) des applications linéaires de P dans P. Un élément R

de E est déterminé par son action sur la base {x” ,nelIN }

On pose Rx" = P,(R,x)e P.

Définition 1
L opérateur linéaire E,, sur P défini par(E,P)x)=P(x+a), a €K

est appelé opérateur de translation.

Définition 2
Un opérateur delta o est un endomorphisme linéaire de P vérifiant :

1. 6 commute avec toute translation E .

2. 5(x) =ce K" (constante non nulle).

Proposition 3
Soit & un opérateur delta sur P, alors

1. 8(a)=0 pour toute constante dans K.

2. Si P est un polynéme non constant, alors degré(5 P) = (degré P) - 1.

Remarque
e L’opérateur de dérivation D est un opérateur delta, plus généralement,

I’opérateur E£,D = DE, est un opérateur delta.

e Toute série formelle en D (d’ordre un), 6 = chD" =¢,D+...eK[[D]], ¢, %0

i>1

définit un opérateur (delta).

16



2.2.1 Systéme de polynomes de base des opérateurs delta

Définition 3
Un systeme de polynomes de base correspondant a un opérateur delta 6 est un systeme de
polynomes (P,) satisfaisant :
1. degréP,=n, n>0

2. 0P =nP

n-1°

nx1
3. Pb=LP(0)=0,n>1
Le systeme ( P,) est encore appelé suite de polynomes de base associée a I’opérateur delta.

La suite ( P,) est unique et constitue une base de P.

Définition 4

Une suite de polynome (P,) est appelée suite polynomiale si le degré de P, est n pour tout

n

nelN.

La base canonique (x” )nZO est associée a I’opérateur de dérivation

D:P—> P, f(x)~ f'(x)
et la base de Pochlammer ((x), )nzo définie par {(

est associée a I"opérateur de différence finie A
A:P 5P, flx)~ fx+1)-f(x)
L’application ¢, qui relie ces deux bases, relie de maniére naturelle les opérateurs associés :
B (x), )= Blln), (x),) = (), B(x),.) = () 5"
correspond a la k “™ dérivée de ¢((x), ) , par linéarité on aura
p A =D"¢, c’estadire :
#(A* £(x))= D*¢(f(x)) pour tout polynéme f(x)e P.
On peut encore remarquer que les polyndmes de Bell (définis par ¢(x” )) sont associés a
Iopérateur V = log(1 + D), car ;
B,(x)=1et pour tout n>1,B,(0)=0
et VB, (x)=log(l+ D)(x" )= plog(l+A)x" = g(nx"" )= nB, , (x)

avec: e =1+ A

17



k n
exp(D)x" = ZD—x" = Z@x"_k = (x+ 1) = (1 + A)x".
>0 k! >0 k!
Remarque

On peut résumer les différentes bases rencontrées avec les opérateurs delta associés par le

diagramme commutatif suivant :

¢
(x), > X’ B, (x)

A Lj\ D Lj\ v

£ -8,
n(‘x)n—l nx d an—l X

v

Théoréme 2 ( Développement de Taylor généralisé )

Soit & un opérateur delta et (P, )sa suite associée. Alors

fae )= 2T Wp () r e kli]-p

k>0 k'
Preuve
. A .
Ecrivons P, sous la forme P, = Z%Pk ou tous les coefficients de Py sont nuls sauf
k<n .
pour P,.

Pour toute combinaison linéaire f'des P, et par linéarité on obtient :

f=25k(f)(O)Pk

i K

en remplagant f par la translation £_f , on aura

Exfzzwpk

o K

_yE. (5* £ o) P

o Kk

(E.f)Xy)= f(x+y).Doule résultat. O

18



Identite binomiale

Toute suite de polyndmes de base d’un opérateur delta satisfait I’identité :
P,1(X+y)= Z(Z)Pk(x)Pn—k(y) avec 6"P, =n!F, =n!
0<k<n
Définition 5
Un endomorphisme R de P qui commute avec les translations E, est appelé un opérateur

de composition.

Théoréme 3 [8]
Soit R un endomorphisme de P. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. R commute avec la translation E.

2. R commute avec toute translation E .

3. Pour tout opérateur deltad , R peut étre écrit sous la forme d’une série formelle eno ;

R=p(5)< K[4]

4. R commute avec la dérivation RD = DR

5. R commute avec tout opérateur delta.

Preuve

e Supposons que 1/ est vérifié, le développement de Taylor donne :

E f (x x + n z f
k>0
I’hypothése RE = ER implique que :
k
ERf =RE,f =Y fO(n)™

n
k=0 k!

posons g = Rf et considérons le polynéme a deux variables :

F(x,y)= )= F9( )&

k=0

F (x, n) =0 pour tout n et tout x

en fixant X et en examinant le polynome en y, on aura F =0
ainsi,

E,g—RE,f =0 donc E Rf —RE f =0 pour tout f, d’ou 2/.

e Supposons que 2/ est vérifié.

19



Soient R un opérateur de composition etd un opérateur delta.

Le théoréme du développement de Taylor généralisé donne :

Eyf( flx+y)= 25 ( ) ou (P, )est la suite associé¢e a & .
k=0
Ona
P,
Ef=2000)

k>0
en appliquant I’opérateur de composition R on aura
RP, )
ERf =RE,f =3 = =611 ()

on fixe x (x = 0) et on fait varier y :

7)) =, 7)0) = (v, £10) - T 50 1)

Rf — z (RPk )(0) 5(k)f

k>0 k!
D’ou
R=Y (R’;;)(O)w < k[5).
k>0 .

Les coefficients du développement de 1’opérateur R en tant que série formelle en ¢ (de la
forme R = Za .0, ) sont donnés par :
(RP,Y0)
a, =————=.
k!

(7" J0)

k!

2

Remarquons que pour la dérivation D, a, =

Les implications 3/ =4/, 4/ =5/, 5/ = 6/et 2/ =1/ étant évidentes, reste & montrer que
6/ implique 2/.
e Supposons que 6/ est vérifié.

Soit & un opérateur delta ; le théoréme du développement de Taylor généralisé donne :

forty) = 36 f(x )”"(”

k=0

)= 36" f(x )pk(y)

k>0
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Py P (y)
E f= z&‘kfkk—! ainsi £, = zkk—!é'k.

k=0 k=0
Ce qui implique que toute translation peut étre représentée comme une série formelle en un
opérateur delta. Donc, si un opérateur commute avec I’opérateur delta, il commutera avec toute
translation.

|

Remarque

. . ) . o
1. Tout Operateur R qui commute avec les tranSIatlonS peut s’écrire R = Zan —' avec
n20

a, =[RP,(x)] _, € K, en particulier a, = Oet a, # 0si R est un opérateur delta.

n

Tout polynome f (x) € P admet le développement f (x + y) = Z&'(J})Pn (x)
n!

n=0
(ce qui généralise le développement de Taylor).

Les polynomes (P, (x) vérifient 1’identité¢ binomiale et réciproquement, toute base

polynomiale de type binomial peut étre associée a un opérateur delta.

2. Les opérateurs delta sont des opérateurs de composition d’ordre 1.

Dans la suite de notre étude, nous nous intéresserons aux opérateurs qui commutent avec la
dérivation.

On désigne par D* I’opérateur la dérivation k™ sur P, alors :

DEy" — (”)kxnik k<n
0 k>n

. o ulk : o
et la série £, (D)= ZMD" définit un opérateur linéaire sur P par :
k=0

£k =3 (1l

k=0
On désigne par f,(D)P(x) I’action de I’opérateur £, (D)sur un polynéme P(x).
Ainsi, nous avons le résultat suivant :

Un ¢élément de F joue trois roles ;

1. Une série de Hurwitz formelle £, (¢).
2. Une forme linéaire (un élément de P") agissant par(f, (t)/ x")=u(n).

3. Un opérateur linéaire agissant par f, (t).P(x): f..(D).P(x).
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2.2.2 Composition Ombrale

Soit R un opérateur dans £
Rx" =P (R,x) (Suite de polynomes)
A chaque opérateur R de E on associe sa suite de polyndmes dans S, ( p) et a la composition

R, o R, d’opérateurs de E, correspond la suite de polyndmes P, (R2 oR,, x) définie par

x):ZPq (R)x
R,oR,,x)= z J(R)P(R,,x)

Définition 6
L’opération Pq oR,,x) Z (R,)P.(R,,x) dans S,(p) est appelée la composition
ombrale de suites de polynomes, et sera notée
Pq(RZ ORI’X): Pq(Rl’x)®Pq(R2’x)
Ainsi,

L’application R+ P, (R,x) définit un isomorphisme d’algebre de E = (EndP,o) sur I’algébre

& =(5,(P)®).

L’opérateur de dérivation D appartient a E.

Soit E, ={Re EtelqueR=g,(D); we 4}

Eest une sous algebre commutative de ’algebre £ dont I’image dans & est la sous algebre
commutative &; = {Pq (0,x)= 0@ x";0 € A}

Dans &;, P (a)l, )®P (a)z, ) P (a) oo, ,X )

Ainsi ;

L’application @ P, (a), x) = ww x? définit un isomorphisme de ’algébre de Hurwitz 4 sur

I’algebre ;.
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isomorphisme

E = (EndP,o) ~ £ =(5,(P)®)
U U
Ei » = 5 M
isomorphisme
En effet :
q
fioxt =Y () (k)x avee f,(k)=5,,

k=0
a9 _ {9 )91
fi@ x —(1)"

fiwx! = gx'”

donc :

q q
Dx? = fio x
Dx" = nx""

Pour we 4, g, (D) = ia)(])—'j appartient a £
=0 J:

g, (D)xq = oo x*

n

g,(D)x" = (1 ()"

7=0
et
£,,(D)g,,(D)= g0, (D)

P, (4, 0 2,,x)= 0,00, x*

2.2 Opérateurs linéaires sur P et leurs adjoints

2.3.1 Opérateurs linéaires continus sur P’

Théoréeme 4

Si R est un opérateur linéaire sur P* satisfaisant la condition o (Rf ‘ (t)) — oo lorsque

o(f,(t) > 0, alors :

Riakfk (t)= iakak (), pour toute suite f,(t) vérifiant o(f,(t))— o lorsque k — .
k=0 k=0

23



Preuve
Supposons que o (£, (¢)) = o

Soit p(x) un polyndéme dans P, pour tout >0 ona:

<R§akfk (1)) plx) = <Rk”zoakfk () ple) +(R 3 a, £,,(0)/ pl(x)

k=n+1

La condition o (£, (¢)) = oo implique que :

o(iakfk(t)j—)oo pour n — o0,

k=n+1

Et la condition o (Rf, (t)) = o lorsqueo (£, (¢)) = co implique que o (R i a, f, (t)j — ©

k=n+1
Ainsi, pour n assez grand tel que o (Rfk (t))) deg p(x) pour k)n

On aura

<R§akfk<f>/p(x>>=<R:zoakfk<r>/p<x)>
:<:zoakzefk<z>/p<x>>

= (i a,Rf, (t)/p(x)} . O

Définition 7 (Continuité pour [’ordre)

J4 . 14 . * . . . r . . .
Un opérateur linéaire R sur P~ est continu si et seulement si R vérifie la condition :

o(Rfk(t))—>oo lorsque o(fk(t))—)oo,

2.3.1.1 Automorphismes et dérivations sur P

Théoréeme 5

Si R est un automorphisme de P*, alors R préserve Uordre o(Rf,(t))= (7, (t)) pour tout

£, (t) dans P".
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Preuve

Soit R un automorphisme de P*. Montrons d’abord que Rf,(¢)est inversible si et seulement si
£, (t) est inversible.

Supposons que f, (¢)soit inversible d’inverse £, ()™ alors

R, (OR(f, ()" )= R(£,(1)£, ()" )= R1 =1 (Car R est un automorphisme)

donc Rf,(t)est inversible d’inverse Rf,(¢)”

La réciproque est établie en utilisant R~ .

Ainsi,

o (Rf, (¢))= 0si et seulement si o (f, ()= 0

Si f,(t)=t;0(Rt)>1

Supposons queo (Rt )1 et soitg, () P".

g.(0) peut s"écrire sous Ia forme g, (1) = g, +1¢, (1)

eto(Rrg, ()= o(RiRg, (1))2 o(RE)1 ce qui implique que Rg,(r)=g, +Rlig, (t))#1

donc il n’existe pas g, (t)e P" tel que Rg,(t)=1¢, ce qui contredit la surjection de R , ainsi
o(Rt)=t.

Finalement ;

Si o(£,()=k alors £,(1)=r"g,(t) ot o(g,(r))=0

avec o (Rtk ) =k pour tout k>0

|

Corollaire 1

. * .
Les automorphismes de P~ sont continus.

Définition 8
Un opérateur linéaired sur P est une dérivation sur P” si

o/, (g, (0)= 1, (0)0g, (e)+ ()0, (¢) pour tour £,(¢) et g,(¢) dans P".
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Théoréeme 8

Si O est une dérivation surjective sur P* alors 0¢=0 pour toute constante ¢ dans K et
o(0f,(¢))=k—1 lorsque o(f,(¢) =k >1.
Preuve

Soit & une dérivation surjective sur P* .
01=01>=01+01 alors 01=0,ce qui donne que oc =0 pour toute constante c dans K.
Soitg,(t)e P*, g,(t) s’écritsous la formeg, (t)=g, +1g, (¢) alors:
og,(1)=10g, (1)+ g, (t)or.
La surjectivité de & et o(tdg, ()21 impliquent queo (dr)=0.
Ainsi,
Si o(f,(t))=k>1alors f,(t)=1t"g,(¢) ot o(g,(¢))=0et alors
o (0f, (1)) = o(t*og, (c)+ kt* g, (ot )=k —1 .

|

Corollaire 2

roo. . . . * .
Les dérivations surjectives de P sont continues

2.3.2 Opérateurs adjoints

. , ., . .. , * , .
Si R est un opérateur linéaire sur P, son adjoint R" est un opérateur sur P~ défini par :

(R £,(t)! p(x)) = (£, (¢)/ Rp(x)) pourtout p(x) dans Pet f,(¢) dans P".

Théoreme 7

r . r . * B} o e 3y 4 . r. .
Un opérateur linéaire R sur P~ est ’adjoint d’un opérateur linéaire R sur P si et seulement

si R est continu.

Preuve

. , « gy e * r
Soient R un opérateur linéaire sur P~ et ¥ un opérateur sur P.

Supposons que R=V"
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Soit o (f, () — o et montrons qu’alors o (Rf, (£)) = o
Pour tout entiern > 0, il existe un entierk, tel que pour k)k,
o(f,(t))degVx’ 0< j <n
Ainsi ;
Rf )/ 2"y =" £ (0)/ xT)
= (fule) v’y
=0 pour k)k, et 0< j<n
et alors o (Rf ‘ (t)) — o donc R est continu.

Réciproquement :

Supposons que R est continu et soit /" un opérateur sur P défini par :

k n
er o (R
= K

pour k assez grand , o (Rtk bn alors :

(Re“/x") i _ (Rt /x”) o
Zow TH o

D’autre part :
V"I x"y =" 1vx")

k n
k=0 k'

= (Rt" /x")
Ainsi: 7"t" = Rt" pour tout m >0 et comme Vet R sont continus alors V" f, ()= R, (¢)
pour tout £, (¢) dans P".

D’ou: R=V"

O

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 8
L’application R — R* définit un isomorphisme d’espaces vectoriels de [’espace des

’ . 7. » ’ .. . *
opérateurs linéaires sur P vers ['espace des opérateurs linéaires continus sur P~ .
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Exemple
Soit m_:P—>P I’opérateur de multiplication par x
xn = mxxn :xn+l
m':A— A

v, v, ,eneffet:

n+l >

(m, v, /x"y={v, /mx")
— <Vk /x11+1>
=v

n+l *

(mx*vXn) =v(n+1),donc m,~ =T opérateur shift de A.

Soit xizézP—>P
dx

X" x—x" =nx".
dx

0 :A—> A4
v, > nv,
En effet; (57v, /x") =(v, /")
=(v, /nx")
= nv(n)

(5 vXn) =mv(n) donc 8" =g opérateur de dérivation.
2.3.3 Opérateurs et suites d’Appell

Proposition 4
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) R=g, (D) ou D désigne 'opérateur de dérivation.
2) RD=DR

3) P (R,x)=nP

n—1

(R,x) et degP,(R,x)<n
4) Rx'=wwm x et iPn (x)t—n' =g, (t)e"
n=0 n.

5) R'v=wawv pour ve A

28



Preuve

- Soit R un opérateur sur P tel que R=g, (D) alors R commute avec 1’opérateur de
dérivation ( théoréme 3 ) donc RD = DR.
- supposons que RD = DR alors :
DRx" = DP,(R, x)
=P, (R%)
= RDx"

n-1

= Rnx
— nRxn—l
= nPn—l (x)

D’autre part :
RD.1=0=DR.1 ainsi Rl=P,(R,x)eK et degP,(R,x)<

- Supposons que P,,'(R,x) nP,_ (R,x) et deg P,(R,x)<n alors ;

n—1

B (R.x)= [P, (R.EWE + P, 0)

la suite P,(R,x) est déterminée par la donnée de la suite P,(0)= o

n n

Soit T' =g, (D) alors :
Ix' =g, (D)’
= wwx’
=P (T,x)
Comme I' = g_(D) donc il satisfait a la condition 3 avec P,(I",0)= w(n)
d’ot R=g,(D) ce qui donne Rx? = ww x*.
- Supposons que Rx? = wa@ x?alors :

(R*v/x")=(v/Rx")

R
= Z( Yol (i~ j)

=(wwv/x") ce quidonne R'v=wav.
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- Supposons que R*v = ww@ v alors :
(R*v/x")y ={wwv/x")
= (v/g,(DK")
=(v/Rx") pour tout v e 4

donc Rx" =g (D)x" ce qui donne R=g,(D)

Définition 9
Un opérateur d’Appell est un opérateur R de la forme g, (D) avec ordw =0.
La suite P, (x) =wa x? est dite d’Appell.

La suite P, (R, x) forme une base de P,

Corollaire 3
L’ensemble G, :{R eEl;orda)zO} des opérateurs d’Appell forme un sous groupe

commutatif ( pour la composition ) de [’algebre E .

En effet :

Si R=g,(D)alors R™' =g, (D) avec ' étant I’inverse de Hurwitz de o et

P (R_l,x)= o'wx?.

q

Corollaire 4

Soit P,(w,x) une suite d’Appell alors :

Les suites {a)w S, JeIN } et {Pn (a),x), nelN } forment des bases de A et P duales.

Preuve

(@' P(0,x)) ={0'| 0w x")
=3 (ol (- )

= (w@ 0'\n)
= /o (”)
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(@'a f,1P(o,x)=(f,/x")

= 5_/,,, O

Identité d’Appell (découle de ’identité binomiale)

P, (x+ y)= a)w(x + y)q
=wa x'o y’

=P (x)zy’ [ (x+y) =x'@y? (Formule du bindme)].

2.3.4 Opérateurs Ombraux

Théoréeme 9 [1]
Soit ¢p: A —> A
@ est un automorphisme de [’algebre de Hurwitz A si et seulement s’il existe une suite u

d’ordre un telle que ¢(v)=vou.

Preuve

Soit u tel que ord u =1

Ona:

(@ v,)ou= (v, ou)a(v, ou) et u=vou est’inverse, donc I’applicationv — vou est bien un
automorphisme de 1’algeébre de Hurwitz.

Si ¢ est un automorphisme de A, ¢ conserve 1’ordre donc il est continu pour I’ordre.

Soit u = ¢(f;)

/; :l.fle ce qui donne ¢(fj):l.uwf =f,ou
¢(V)=¢[Zv(j)fj]=2v(j)fjou
=vou. -
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Soit I' un automorphisme de A4 , alors, comme I" conserve 1’ordre; c’est ’adjoint d’un

opérateur A de P; ' =A4".

Proposition 5

Soit A un élément de l'algebre E .Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) X est un automorphisme de A.
2) Av=vou,ordu=1.
3) AxP=x"ou,ordu=1.

4 Ax'=P,(x) etgP =2 —'—exp(xgu(t)).

5) P Z)can .

Preuve
Soit I' un automorphisme de 4, I' = 1" avec A étant un opérateur de P.
F(v):vou,ordu= letve A.
Soit P, (x) = Ax?.
(/P (x))=(Av/x")
={vou/x")

= vou(n)

n

Il

<
—~
o)

[S3)
=
~

<
~

k=1

=x% ou(n) Et Ax?t =x"ou
Définition 10

Un opérateur A qui vérifie ces propriétes est dit un opérateur ombral.

La suite P, (x)définie par P, (x)=x" ou avec ord u = I est la suite associée a u
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Corollaire 5

Les opérateurs ombraux forment un sous groupe de l’algebre des opérateurs de P.

Preuve
Soient A et I' deux opérateurs ombraux.
Ax? =x%ou
=P, (/1, x)
et [x? =x%ov
la composition I'o A sera défini par :

FoAd=P(x)

n

Comme B(v ° u) = B(u)B(v)

On aura :

et alors

(Foﬂ)x" =x%ovou

S|

r -1 s \
el est un opérateur ombral, et A est associé a

|

Proposition 6
L application A — u définit un isomorphisme du groupe des opérateurs ombraux sur le
groupe Q, = {u € A;ordu = 1} ( pour la composition des suites ) du groupe des suites d’ordre

un.

Corollaire 6

Soit A un opérateur ombral, Ax? = x? ou avec ord u = I alors, la suite Pq (x) =x%ou

Jorme une base de P dont la base duale est f, ou .
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Preuve

ordu =1 ainsi {fj oul,je N} est une base de 4,de plus

(foi B () =Y B, (uXf, ot/ x)
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Opérateurs Automorphismes
Ombraux isomorphisme de ]
Sur P P*
Opérateur linéaires /Opérateurs linéaires
‘sur P sur P*
P‘k
reformulation
P isomorphisme en termes
de suites
A
e
Endomorphismes Endomorphismes
de P isomorphisme continus de P*
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2.3.5 Opérateurs Shift Ombraux

Les opérateurs de dérivation de A forment une classe particuliere D(A) d’opérateurs :
e D(4) alors:

F(u+v)= F(u)+F(v)
F(uwv)= F(u)wv+uwf(v)

Une dérivation I' sur 4 se prolonge de maniére unique en une dérivation sur le corps de

Hurwitz H, et D(H ) est un H-espace vectoriel de dimension un.

L’opérateur shift T sur A est une dérivation sur A, donc pourI” € D(A) , 1l existe € H tel que
r (v) =awTu.

Pour orda > 0,T(4)c A.Si T est surjective, il existe u € 4
F(u)= awTv=f,

Ainsi ; orda =0 et ordu =1.

Proposition 7

Les dérivations sur A sont de la forme v F(v) =aw v avecordoa =0.

Définition 11

Une dérivation T sur A défini par aw@ Tv est surjective siorda = 0.

L’opérateur T est continu pour la valuation définie par [’ordre donc il existe un opérateur A

sur P tel quel’ = A"

Proposition 8
Si T est une dérivation surjective sur A, alors
F(vou)z (Tv)ou.
Preuve
Soit I' une dérivation surjective sur 4, u € 4 tel que T'(u)= f, alors,
@ (j-1)

u®’ u
U eu)= F( J! J: Gty T

La continuité de” donne :
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Soit A un opérateur ombral défini par
Rx" =x"ou = P,(x)
alors
(C(f, 0u)/ P(e)=(f,, ou/P(x)y : T=14
=(f; oul AP,(x) .
\f, ou, j € IN| est une base duale de {P,(x), j € IN}

alors

(fiaoul P(x)y=(f,oulP,,(x)
D’ou

AP,(x)=P,.,(x)

Définition 12
L'opérateur A défini par AP, (x) =TF, (x) est appelé opérateur shift ombral de P.

Proposition 9

11y a une bijection entre ’ensemble D(A) des dérivations surjectives sur A et l’ensemble
des opérateurs shift ombraux sur P. Si T € D(A),
F(v)= aw1v ; orda =0
alors, T =9" avec @=m_og,(D), 6P, (x)=P,, (x).

n

Preuve

Soit P, (x)=x? o la suite associée a I’opérateur ombral 4 .
Ax? =P, (x)
Soit @ 1’opérateur de P défini par 8 P,(x)= P, (x)

x* =P (x)ou donne :
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0x" =03 B, ()P, (x)
k=1

= kz:,Bn,k (”)-Pk+1 (x)
= P,,,(x)ou(n)

D’ou
Ox' =P, (x)ou
By (x)=7(x" o7)

= xP, (x)& Tu
00 =((x* o) Ti)ou

=xqw(mou)

Soit = (Tw)ou alors ? = x.(ﬂw x")

Ox! =m_ o gﬁ(D).xq

Donc, @ =m_ o gﬂ(D)

Il en résulte que

0" =g,(D)oT

0*(v)= pao Tv

u ou = f, implique que (Tﬁou)w Tu=f,

[ est alors inversible dans 4 , donc d’ordre zéro, d’inverse Tu et 6" est une dérivation

surjective sur A.

O
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Opérateurs Shift — Ombraux Opérateurs Ombraux

sur P sur P
AP, (x) =P, (x) Ax"=P, (x)
(4 injectif non surjectif’) (4 bijectif')

Opérateurs linéaires sur P

isomorphisme

AT > A%
Dérivations Automorphismes
Surjectives de
sur P* P*

Opérateurs lineéaire
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2.3.6 Opérateurs et suites de Sheffer

Soit G| le groupe des opérateurs d’ Appell.

Si 4 € G, alors il existe une suite @ d’ordre zéro tel que 4 =g, (D)

' =oax! et F(v)=oav.

Soit G, le groupe des opérateurs ombraux.

Si A € G, alors il existe une suite # d’ordre un tel que Ax? =x? ou

2(v)=vour.
Soit G le groupe des opérateurs inversibles sur P.

Définition 13
Un Opérateur de Sheffer est le composé d’un opérateur d’Appell et d’un opérateur ombral.

Si A est un Opérateur de Sheffer alors, la suite S, (x) = Ax? est dite de sheffer.

Etude de composé d’un opérateur d’Appell et d’un opérateur ombral

Proposition 10
SoitA € G, A, e GyetA=4,04,.

Alors, il existe I', € G, tel que A=A, T

Preuve

Sotent A, € G,, 4, € G,avec A =4, 04,

Ax" = ZIZH:BM (i )x" .
k=1

- ZB @)oo x k)

= (a)w xq)oﬁ(n).

D’ou:

Ax? = (a)wxq)oft
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=(a)o1,7)w(xq oﬁ)

= a)lw(xq Ob_l) avec @, =x7 ou

Soit g, (D)e G,

Aog, (D).x" =2, (a)lw x? Xn)
= ﬂzg(j’)a’l(n _J')xj
(o= o<

= a)lw(x" ° L_an)

Donc
2=g,(D)ody =228, (D)
Ainsi
11 suffit de prendre r=g, (D)

|

D’ou le corollaire :

Corollaire 7

Si 4, =A,Ax" =x"ou,
alors g, (D)o A, =4, 0g,.(D)
Ainsi

gon(D): /’LE ng(D)O/’Lu

Corollaire 8

avec ® =X

Les opérateurs de sheffer forment un groupe Gs et G, = G,.G, = G,.G,

(composé des sous groupes dans G) .

Corollaire 9

Le composé de deux opérateurs de sheffer est un opérateur de sheffer.

En effet :
Soient: Q,={we 4, ordo=0}et Q ={ucd, ordu=1}
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etsoit A,, un opérateur de sheffer défini comme suit :

u

Q,xQ, = G,
(0ou) > 2, = g,(D)o 4,
ona:
oris ® Hnay = &0 (D)o 4, 0 2, (D) 4,
=g, (D)eg,,., (D)o 4, °A,

= ga)lw(a)zoul )(D)o ﬁ'uzoul

3 ,Uz

avec w,; = a)lw(a)2 oul) et u, =u, ou,

Remarque

Si A est un opérateur de sheffer, 1 =4, = g, (D)o A, et S, (A,x)=Ax? =(wo ﬁ)w(xq ° Z/_l)

Proposition 11

Soit A=A4,, un opérateur de sheffer alors les suites {a)'w(fjou), je]N} et

SU

{s,(1,x), nelIN} forment des bases de A et P duales.

Preuve
@ u) 0w (v <) =@ aly, o) <t o
= (f, oulx" oif)
f, ouétant la base duale de x* oir  ( P,(x)=(x" ow)n))
donc
(f,oulxtoit)=5,,

|
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Identité de sheffer

Soit s, (x) une suite de sheffer, alors

5,0+ 3)=3()P, (x)s,, ()

=0
En effet :
s,(x+y)= a)w((x+y)q oﬁ)

=a)w((xquq)oﬁ)

= a)w(x” ° ﬁ)za(y‘f ° LT)

Conclusion
On obtient, a travers cette étude, des familles remarquables de polyndmes caractérisés

par des opérateurs A ou A° et pour les suites associées a des opérateurs d’Appell, Ombraux ou

de Sheffer, la forme explicite permet d’obtenir diverses propriétés [9].

Exemples
1) P.(x)=x" est la suite associée a I’opérateur delta f{z)=¢
2) (x)n =x(x-1).....(x-n+1) est associée a I’opérateur f{t)=¢'-1

e —1

3) les polynomes de Bernoulli B,(x) forment une suite d’Appell pour 1’opérateur g(z) =

¢
Bu(t) = x"
(t) o
5 B : .
> (x)tk =L g (fonction génératrice)
k=0 k! et _1
x=0

B,(0) sont les nombres de Bernoulli
Les polyndomes de Bernoulli b,(x) de seconde espéce forment un suite de Sheffer pour :

t

g = —
e —1
1) =é-1
but) =& L),

t
(e'-1)b,(x) = nb,_i(x)
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e —1

b,(0) =< / (X)r> nombres de Bernoulli de seconde espece .
b . .

> (x)t" = ! (1+1)" fonction génératrice de b,(x)

i k! log(1+¢)

x=0

$hO, 1
i k! log(1+¢)
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Chapitre 3

Calcul Ombral Non Archimédien

Soit K un corps valué complet ultramétrique contenant Q,, dont la valuation notée v est

associée a une valeur absolue notée |x| =p"ou peR*,0<p<1.

On note C(Z,— K) I’espace des fonctions continues sur Z,, qui est un espace de Banach muni

,xel, }

de la norme de la convergence uniforme || f ||00 = sup{ | f(x)

Soit I I’opérateur identique dans C(Z,— K).
L’opérateur de translation E et sa généralisation E, sont définis sur C(Z,— K) comme suit :
(ENx) = fx+1)
(Eof)x) = fix +a), a €Zp
L’opérateur de différence A sur C(Z,— K) est défini par :
(ANx) = fx +1) - fx)
= (EN() - fix)
Cet opérateur A possede la propriété suivante :

Si g est un polyndome de degré n dans K [x] alors Ag est un polynome de degré n —1.
But

On se propose d’adapter les fondements du calcul ombral classique au cas p-adique . On
s’intéressera aux opérateurs qui commutent avec 1’opérateur de translation et ainsi des
théoremes et résultats importants nous permettront d’établir une certaine analogie du calcul

ombral entre le cas classique et le cas p-adique.
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3.1 Théoréme de Mahler [8]

Soit K comme défini précédemment.

x(x—1D)(x=2)--(x—n+1)
n!

Posons By(x)=1, B, (x) =

Les polynomes B,(x) sont appelés polyndmes binomiaux.
Remarque

L’opérateur A appliqué aux polyndomes binomiaux B,(x) joue un role analogue a 1’opérateur

D (de dérivation) appliqué aux polynémes% .
i!

En effet :
X X X
i) li-1
i . -1 i—1
D=0 , DX |=2 =X >l
i) -1

Theéoreme 1

Soit f:Zp — K une fonction continue, posonsa, = (AkfXO), alors |ax| =0 et la

sérieZakBk converge uniformement sur Zp vers f. De plus ; ||f||00 = sup|ak |
k=0 k20

Preuve [8]

Définition 1
Une famille (e;) d’éléments de C (Zy—> K) forme une base orthonormale pour C (Z,—> K) si

tout élément f de C (Zy,—> K) possede une unique représentation [ = Z fie, ou f, eK
i=0

et |fi| =0 lorsque i—+coet si ||f||eo = sup|fi|.
20

Soit E un espace de Banach non archimédien sur un corps K valué non archimédien .Soient
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er, ez,..., exune suite finie ou infinie d’éléments de E. On dira que cette suite est orthogonale si

,i=l1,.. .,k}pour tout ke IN et pour tout a,,a,,...,0rdans K. Si la

||0{1€1 +onex+.. .+(Zk€k||:maX {“0{[6;

[+ o)
Z a;e,

i=0

suite est infinie on aura = maxmaiei || Jd=12,... } pour tout a;,ay, ...,0rdans K tel que

Jdim _a, =0. La suite orthogonale e;, e, ...,e; est dite orthonormale si ||el.|| =1 pour tout i.

Remarque

La suite B,(x) est une base orthonormale de C (Z,— K).

On s’intéresse aux opérateurs linéaires qui commutent avec I’opérateur de translation E. Soit O

. . X
un tel opérateur, comme les polyndmes binomiaux B, (x) =( ] ;n=0,1...forment une base de
n

C (Z,—~ K), on étudiera I’action de I’opérateur Q sur B,. Posons b,=(0B,)(0).

3.2 Opérateurs linéaires continus sur C(Z,— K)

3.2.1 Opérateurs linéaires qui commutent avec l’opérateur de
translation ( opérateurs de composition )

Théoréme 2 (de Van —Hamme )

Si Q est un opérateur linéaire continu qui commute avec l’opérateur de translation E, alors

la suite (b,) est bornée dans K et Q est uniquement déterminé par la suite (b,).

Un opérateur linéaire Q qui commute avec 1’opérateur de translation admet un développement

sous la forme Q= ZbiAii. Inversement, tout opérateur de la forme ZbiAi avec (b;) suite
i=0 i=0

bornée dans K, est linéaire, continu et commute avec 1’opérateur de translation E, de plus :

ol=sww{l}.  fol=inrbrelallon, <A.ir < c@, - K}

Preuve du théoreme 2

Soit (b,) une suite bornée dans K et soit f un élément de C (Z,— K).
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On définit un opérateur Q sur C (Z,— K) par :
(D)= D b, (A )(x) (1)
n=0
Comme lim (A" f)(x)=0 uniformément, (1) converge uniformément sur Zp et définit une

fonction continue Qf sur Z,.

L’opérateur Q est linéaire et commute avec E car FEA = AE . Q est continu car
o] <7 (max{p, ).

Réciproquement :

Pour montrer que pour tout opérateur Q qui commute avec E il existe une suite bornée telle que

(1) soit vérifié, on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 1

Sif: Zy,—> K est une fonction continue et si A" =0, alors f est un polynéme de degré

inférieur ou égal a n.

Preuve
On procede par récurrence sur 7.
Si Af =0 alors f(x+1) = f{x) pour tout x dans Z, ce qui implique que fest constante donc le cas
n =0 est vérifié.
Supposons que la relation est vraie a ’ordre n, ¢’est a dire A" / = 0 avec f étant une fonction
continue.

A =AY =0

Af s’écrit sous la forme

AN =2 a, @ @)

comme ’opérateur Avérifie la relation

{eL )

n-l1
Il en résulte que les polyndmes de la forme f(x) = Zak(k)frl)Jr c satisfont la relation (2), ce sont
k=0

les seules fonctions continues satisfaisant (2) et telles que Af = Ag, alors
ftx) = gx) + ¢ dou f est un polyndme de degré inférieur ou égal a n.

O
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Lemme 2

Soit P un polynéme de degré n a coefficients dans K et soit Q un opérateur tel que

QFE = EQ, alors QP est un polynome de degré inférieur ou égal a n.

Preuve
EQ = OF implique que QA = AQ car EA = AE, ce qui donne QA" = A""'Q.
Le degré de P est égal a n implique que A" P = 0et alors A" (QP) = Q(A""'P) =0

et le lemmel implique que QP est un polynome de degré inférieur ou égal a n.

|

Lemme 3

Si QF = EQ, I’entier m = degP — degQP est le méme pour tout P dans K[x] qui n’appartient

pas au noyau de Q.

Preuve

Examinons le noyau de I’opérateur Q. Supposons que P est un polynome qui appartient a kerQ,
QP =0.

Comme Q(AP) = A(QP) =0 alors AP est un ¢lément de kerQ, de la méme maniére on trouve
que A°P,A’P , ... sont des éléments de kerQ. Comme Q est un opérateur linéaire, kerQ
contiendra tous les polyndomes de degré inférieur ou égal au degré de P.

Si kerQ contenait les polynomes de degré arbitraire on aurait K[x]c kerQ alors il n’ y aurait
rien a démontrer.

De ce fait, kerQ contient des polynomes de degré strictement inférieur a un entier m. Soit P un
polynome tel que degP = n > m, on affirme que degré (QP) = n-m.

En effet ;

degré (A" P) = m-1 ce qui donne Q(A"™""' P) = 0 et alors A" (QP) = 0 et le lemmel
implique que degré QP < n-m.

Supposons que degré OP = r < n-m ce qui donne A™"' (OP) =0 et O(A"™"' P) = 0 mais

deg( A" P) = n-r-1>m-1 et alors kerQ contiendrait les polyndmes de degré supérieur a m-1 ce
qui contredit la définition de m d’ou degré (QP) = n-m.

|
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Corollaire 1

Si KerQ contient B,,.; alors Q augmente le degré de tout polynéome d’au moins m.

Revenons a la démonstration du théoréme :

Soit O un opérateur continu sur C (Z,— K) tel que OE = EQ construisons une suite bornée (b,)
et montrons que (1) est vérifiée.

Soit I I’opérateur identique de C (Z,— K). On définit b, par OBy = by, Ker(Q-byl) contient B et
le corollaire 1 implique que Q - bpl augmente le degré de tout polyndome d’au moins un alors

(O - bol)B; est constant, on définit by par (Q — byl)B;= b, alors ker(Q — byl — b; A) contient B; et

n—1
ainsi de suite on aura défini by b; ..., b,.; avec (Q — byl - ZbiA’ ) contient
i=1

n—1
B,.; et le corollaire implique que (Q — byl - Zb,. A )B, est constant donc on peut définir b, par :

i=1

n—1
by =(0Q—bol -Y_ b,A')B,
i=1

. X
comme (A B,)(x) = ( J i>1, on peut écrire
n—i

bnzgm- gb(n{i).

Reste a montrer que la suite (b,) est bornée.

b

)

La norme de I’opérateur Q vérifie ||Qf ||S||Q|| || f || et alors |bn|£max(]|Q|[,|bo

,..lbn—l”)

comme |b,|=|0B,| < on déduit par récurrence sur n que |b | < d’ou (b,) est bornée. Par
b =[0B,] <[] P que [b,| <[Q] dotr (b,

construction de la suite (b,) on remarque que ker (Q — byl - an A" ) contient K [x] c’est-a-dire

n=1

(O — byl - an A")K [x] =0 et comme K [x] est dense dans C (Z,— K). On aura :
n=1

(Q—bol - Y b,A")=0donc Q=bgl + D b,A" d’0u la relation (1).

n=l1 n=1

|

Définition 2

L’expression Q = byl + anA" est dite la A -expansion de [’opérateur Q, on écrit

n=l

0-Sha

n=0
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Définition 3
Un opérateur delta est un opérateur linéaire continu sur C(Z,—» K)

qui commute avec [’opérateur de translation E et tel que le polynome QOx est constant différent

de zero.

Définition 4 (dérivation de Pincherle)

La dérivation de Pincherle d’un opérateur Q est ’'opérateur Q' = Ox — xQ.
Propriétés
Soit Qe C (Z,— K) alors ;
- Si0= anA” alors Q'= (Z”bnAH )1+A)
n=0 n=1

- (0170 "= Q07+ 07%.
- (0102 '=Q010:+0:10%.
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3.2.2 Systéme de polynome de base pour les opérateurs qui

commutent avec la translation

Définition 5
Un systeme de polynome de base correspondant a un opérateur Q qui commute avec la
translation E, et tel que Qx différent de zéro, est un systeme de polynomes (q,) satisfaisant :
1- degréq,=n , o n=0
2- Oqn = qn-1 , nz21
3- qo =1,q.(0)=0, n2=>1I

Le systeme (g,) est encore appelé suite de polyndmes de base associée a 1’opérateur O qui

commute avec I’opérateur de translation E.

La suite (g,) est unique et constitue une base de C(Z,— K).

Theoréme 3 [14]
Soit Q un opérateur linéaire continu sur C(Zy—> K) tel que :

bo=0, |b|=1,

b}’l

< I pourn> 2, alors :

a) il existe une unique suite de polynomes q(x) tel que Qq, = qn.1 , deg (q,) = n q,(0)=0
pour n >1etqy=I.

b) toute fonction continue f : Z,—» K posséde un développement convergeant uniformément,

de la forme

169 = (0" 1)0g, (),

/|| =max|©" /)0)|.

Remarque

L’opérateur Q donné est un opérateur delta. (car |b1| =1).

Preuve
1-Unicité de g,

Soit P un polyndbme de degré n et (g) une suite de polynomes satisfisant Ila

condition a) du théoréme, les ¢; forment une base de K[x] donc, P(x) ZZciqi .
i=0

0qi = q..1 et g;(0) = 0 impliquent que Q'p = ZCiql._r et (O'p) = c,, alors

i=r
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P(x) =) (Q'P)(0)g,(x).

i=0
Supposons que (7,) est une autre suite satisfaisant la condition a), alors
ra®) = D (0'r,)(0)g,(x).

i=0

Ona (Q'r,)(0)=0pouri=0,1, ...,n-1 et (Q"r,)(0)=1d 00 r, - gp.

2- définition de g,

Soit ’opérateur Q = an A" ,on définit deux opérateurs R et S a partir de la série formelle

n=1

2 bt
bntn = 0 1
n=1 Zantn

n=0

. . , . < , ) L. tr'(t -
a partir du dénominateur r(t) = Z a,t" on construit la série formelle 1 - (—()) ZZ c,t"
n=0 r(t n=0

on pose

R= ianA" etS= ian” .
n=0

n=0
les conditions |b1| =1let |bn| <1 impliquent que |an| <let |cn| <ldeplusay=cp=1,

x
on définit g, par g,(x) = b ;" SR" (,J ‘n>1.

¢n(x) ainsi définie satisfait la condition a) du théoréme.

La A -expansion de R™' posséde des coefficients bornés, donc on peut écrire O = b; AR,

ainsi,

(Qg,)(x) = [(b; AR™) g,](x)
vimrase()
= b, SR™! [,,: J
= qn-1(%),

ap= cp= 1 permet d’écrire SR" = l+z d l.Ai , en remplagant dans la définition de ¢, on obtient
i=1

X U X )
gu(x) = b, {( J + Zd,{ J} donc le degré de ¢, = n et ¢,(0) = b;"d,,.
n i=0 n-—
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reste a montrer que d, = 0.
: 0'(n) n n td n
Dans un développement de la forme {1 - t=—=}0(t)" = O(t)" - —— (Q(t)"), O est une
o) ndt
série formelle quelconque et d, est le coefficient de 7".
Ainsi, pour voir que d, = 0 il suffit d’écrire Q(¢)" comme une série formelle et de substituer
cela dans la formule.
La série formelle Q(7) correspond en fait a I’opérateur R considéré comme une série delta.

d, <1 ainsi

Les inégalités |an| <let |cn| <1 impliquent que q, (x)| <1 etalors

I’opérateur défini par Ty = an (x)Q" est continu.
n=0

Faisons opérer Ty sur un polynome p(y) de K[x], on obtient (Typ)(y)= z q,(x) (Q"p)»)

n=0

comparons ce développement a P(x) = Z (Q"P)(0)g, (x) alors, en remplagant p(x) par
n=0

p(x+y) on aura : (Typ)(y) = p(x+y), ce qui implique que I’opérateur Ty et I’opérateur de

translation Ey coincident sur K[x], et comme Ty et Ex sont continus et comme K[x] est

dense dans C (Z,— K), T et Ex coincident sur tout I’espace donc :

Ex= z q,(x)Q" et en faisant opérer E, sur une fonction continue f() on obtient :
n=0

fx+y) = an (x)Q" f(y). Pour y = 0 on obtient le développement souhaité.

n=0

f] = [30"110) 4,6| < max|(Q" /(0] car |q, (v} < Talors | < max|(©" /)(0).

De méme

(0F)(x)| = < max|(A" )(x)| < | /] car b, |<1

3 b, (A f)()

o"f

ainsi, o'f

ol <A1 et

|<|7], done @ Hc0)| <|

|<17] et maxjo" peo)| <]
d’ou la formule :
|1 = max|©" /)(0)

reste a montrer la convergence uniforme. Ecrivons Q" sous la forme Q" = T A"

al.| <1 ,alors |(Tﬂ(x)| < ||f|| et”]f” < ||f

o0
ouT= Zal.A’, , donc
i=0

0" perf <o’ 1| = (a1 < 4" Flertimlas

‘et lim|
n

‘ =0 , d’ou le résultat.

|

54



Théoréme 4
Soit Q un opérateur delta tel que ||Q|| = |QBl (0)| =1, soit o un élément fixé dans Z,, et (P,) la
suite polynomiale associée a l’opérateur Q.

1) Soit T un opérateur sur C(Zy—> K) et posons d, = (TP,) (a). Si T est linéaire, continu et

commute avec E alors la suite (d,) est bornée et T = z do".
n=0

2) Si (d,) est une suite bornée, alors [’opérateur défini par T = Zan" est linéaire,
n=0

continu et commute avec E, de plus, d, = (TP,)(« ).

Remarque

La définition d’un opérateur delta sur C (Z,— K) reste la méme que dans le cas classique.

Commentaire
le théoréme cité ci-dessus est analogue au théoréme de Van-Hamme, pour un opérateur delta

Q de norme un avec |QB1 (0)| =1. Si a est un élément fixé dans Z,, (P,) la suite polynomiale

associée a Q et (d,) (n=0, 1, 2...) une suite bornée dans K, on peut associer un opérateur T
a cette suite telle que (7P,)( ) = d,. Pour cela, on définit 7 de la maniére suivante :

_ S n N0
(TN(x) = 3.d, (0" [)(x) ou 0" =1, fe C(Zy— K).

n=0

Si I’opérateur Q commute avec 1’opérateur de translation E alors 7 est linéaire et commute avec
E. fe C(Zy— K) et (Q"f)(x) tend vers zéro uniformément, la série converge uniformément et
définit une fonction continue 7f.

”Tf”m < Sllp{|dn }S ||f||on Sup{ |dn| } et T est ainsi continu.
n20 ©

o'f

Définition 6

L’expression T = Zd ,0" est dite la Q-expansion de l'opérateur T.

i=0

Le corps K étant un sur corps valué complet de Q, , Les opérateurs aux différences finies sur

C(Z,—~ K), sont comme dans le cas des opérateurs de composition ou encore des opérateurs
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delta, peuvent s’exprimer comme des séries, dans le cas p-adique ce sont des séries de la forme

0= anA" qui convergent simplement dans 1’espace des opérateurs linéaires continues . De
n20

plus
10l = sup|b, |

n20
Dans le cas purement algébrique, les opérateurs delta a partir desquels on peut construire des

bases qui sont formées de polyndmes de type binomial (g,) sont ceux dont le développement en

;o a , e N P
série U = E —’;D” ,(D étant la dérivation usuelle des polynomes) satisfait ay=0 et a;#0,
n20 1

la condition qui lie base et opérateur est Ug, = ng,.;.

Dans le cas p-adique, on peut construire des bases orthonormales formées de polyndomes de

type binomial (g,) a partir d’opérateurs aux différences finies Q = anA” , la condition qui
n20

existe entre opérarteur et base est Og, = ¢,.;, on supposera alors by =0 et b; = 1 et donc

1911 = 1.

Définition 7 (Suites de polynomes de type binomial)

On dit que la suite (q,),,, © K[X] est une suite de polynomes de type binomial

Sigo=1d%,=n n21, g,(x+y) = Zqi(x)qj(y), n20dans K[ X,Y].

i+ j=n
Remarque
Si (g,),s0< K[x] est une suite de polyndomes de type binomial, alors :
1) g.(0)=0,n2>1

2) (q,),s estune base du K- espace vectoriel K[x]

3) Posant pour aeK et g € K[x], Eqg(x)=E(x+ ), On a annZan_ (@)g;

J=0
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3.3 Formes linéaires sur C(Z,— K)

Soit K<<T>> I’algebre des séries formelles a coefficients bornés dans K

K<<T>>={fi)= Y a,t" € K[[T]]/ a, €K et sup |a,| <+ o0}

20
Soit C(Z,— K)' I’espace de Banach dual de I’espace C (Z,— K). Considérons un élément de
C(Z,—~ K)',L: C(Z,—~ K) — K, on désigne par <L/f(x)>1’action de la forme linéaire L sur un
¢lément de C (Z,— K).

On pose <L/Bn(x)>=L(n) qui définit une suite bornée dans K. La série de Cauchy

§(0) ZZ a,t" € K<<T>> définit une forme linéaire par <f{t)/B,(x)> = a(n) bornée dans K .
n20

Toute forme linéaire L dans C (Z,— K)' s’€crit sous la forme d’une série de Cauchy par

fa®=> <L/B,x)>t*

k20
Donc toute série formelle dans K<<T>> définit une forme linéaire dans C(Z,— K)'

et réciproquement, d’ou le théoréme :

Théoréme 5

L’application L—fi(t) définit un isomorphisme d’espaces vectoriels de C(Z,— K)' sur
K<<T>>. ainsi, K<<T>> désignera en méme temps 1’algebre des séries formelles a coefficients
bornés dans K et I’espace des formes linéaires sur C(Z,— K)' et alors I’espace C(Z,— K)' est
muni d’une structure d’algebre par cet isomorphisme .

[* (N,K) muni du produit de convolution * est une algébre commutative intégre et appelée
Algébre des suites bornées ( algébre de convolution ) . Soit f,(2) la série de Cauchy associée a la
suite u .

Ainsi, C(Z,—> K)' muni du produit de Convolution * a une structure d’algebre unitaire d’unité
g0 ou go(f) =f(0)

Cette algebre est appelée algebre de Banach ou encore algebre des mesures bornées

p-adique qu’on notera M(Z, —K), pour u, v € M(Z, »K)ona:

<y*vy ,f>=<u, <V,E,\,f>> ou E;J()/)Zf(ery)
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isomorphisme
ue C(Zy—> K) «——» Sy(T)eK<<T>>

'\ !

<u, B,>=u(n) €l” (N,K)
suite associée

Théoréme 6
L’algebre M(Zy,— K) est isométriquement isomorphe a [’algébre des séries formelles a
coefficients bornés K<<T>>

K<<T>>={S=Y a,T" € K[[T]],|S| = sup|a,| <+ .
n20

n20

Preuve

Comme les polynomes B,(x) forment une base orthonormale de C(Z,— K), I’espace

M (Z,— K) est isométriquement isomorphe a 1’espace des suites bornée /* (N, K).

u: C(Z,— K) — K ; u sera parfaitement déterminée par son action sur la base (B,),en, on fait
correspondre a  la suite (<p,B,>)nen € K.

Soit xe Z, ,on sait que EB,(y)=B,(x+y)= ZBi (x)Bj (y) .Ainsi ,pour u,v € M (Z,—> K), on a

i+ j=n

<u*v,B,>=<u<v,EB,>>= ) <u, B ><v, B, > alors, posant

i+j=n

SUT) =D <u,B, >T" et S(T)= Y <v,B, >T", on obtient :

n20 n20
SUT)SUT)=>_ > <u,B><v,B, >T"
n20i+j=n
=S, (T). O

3.4 Opérateurs linéaires continus sur C(Z,— K)
3.4.1 Opérateurs aux différences finies
Considérons W (Z,— K) = 10 € L(C(Z, — K)) ;E,cQ=0Q°E, ,xeZ,|

Les éléments de W (Z,— K) sont appelés opérateurs aux différences finies.

W (Z,— K) est une sous algebre de Banach unitaire de I’algebre L(C(Z,— K)) des

endomorphismes continus de I’espace de Banach C(Z,— K).
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Théoreme 7 (de Van der Put)

Les algébres W (Z,— K) et M (Z,— K) sont isométriquement isomorphes.
Preuve
W(Z,— K) est une sous algebre de L(C(Z,— K)) = End ¢ (C(Z,— K)).Considérons I’opérateur
Q € End ¢ (C(Z,— K)).On définit une application linéaire O :
0 : End ¢ (C(Zy— K)) = M (Z,— K)
0 —60="0(¢) C(ZL>K)—K
'0(&,)(H— "0 f(0)
et 00| =|Ol-
soit 01 la restriction de 0 &8 W(Z,— K) :
01: W(Z,—> K) —» M(Z,— K)
associons a u € M(Z,— K) I’endomorphisme linéaire ¢(u) de C(Z,— K) défini par
ow)(f)(s)=<u,E > se Z, fe C(Z,— K). ¢(u) est continue et I’application
¢ : M(Z,— K) — L(C(Z,— K)) est linéaire et continue vérifiant ||p(u)|| < ||u||. De plus
Exo(u)(f)(s) = <u, Evis f> = <u, E(Eyf) > = ¢(u)(Eyf)(s) avec s,x € Z,, donc
Exo@(u) = @(u) o Ex ce qui donne ¢(u)e W(Z,— K).
Soitu € M(Z,— K) et fe C(Zy,—> K)ona:
<0100(u), f>=0(u)()(0)=<u,Eyf>=<u,f> donc0;0¢p(u)=uectdop=id.
d’autre part , si 0 € W(Z,— K), ona ¢ 6:(Q)(f) = <6:1(Q), B> = O(Ey)(e) = Q(Eef) = Of
donc @ 0;(Q)=Q et @o0; =1id.
On a, o(&)(f)(s) =< &, Es f>=£(s) et donc ¢(g) = id.
Pouruetv e M(Zy— K) et fe C(Z,— K) ;
P V)()(s) =< urv, Ef>=< u, <v E (Ef>>=< u, o(v)(ES)>
=< u, Esov)(D(0)>=0)(@(M)(N)(s)

Ainsi @( u*v)=@(u)o ¢(v). ce qui donne que ¢ est un isomorphisme d’algebres.

O
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Corollaire 2
Soient Qe W(Z,— K) et ue M(Z,— K), alors ‘Q(u)=u* 0,(Q)
Preuve
o(‘QW(H(s) =<'O@) , Bf >=<u,QBf>= < u, E; O )>=0u)(Q(H)(s) = o(u) o O(f)(s)
done @('Q() )= p(u)Q
comme 0; et @ sont des isomorphismes d’algébres, réciproques I’un de I"autre

on a 'Qu) =01 (p(u)° Q) = ux6; (0).

|

Théoréme 8
Soit K un sur corps valué complet de Q.
On a les isomorphismes d’algebres unitaires :
W(Zy—> K) = M(Z,— K) = K<<T>>
Preuve
Découle des théoremes précédents.

Corollaire 3

Soit 0= "b,A" € W(Zy—> K)

n20
1) Q est inversible si et seulement si ||Q||=|bg| % 0

2) Q est isométrique bijective si et seulement si ||Q||=|bo|=1

Remarque

Si Q est un opérateur linéaire continu qui commute avec la translation, alors Q possede un

inverse qui est aussi, continu et qui commute avec la translation si et seulement si
||O11=[bol # 0,

silb=1 , |0]| = |Q"'|=1 = |07 By(0)!.
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Conclusion

A T’aide de la loi de composition des opérateurs linéaires sur un espace vectoriel, définie par
Van-Hamme, on a eu un isomorphisme avec un sous espace des séries formelles K<<T>> muni
de la loi de Cauchy habituelle et aussi avec les mesures bornées M(Z,— K) ( dual de I’espace
des fonctions continue Z,) muni du produit de convolution, en fait on travaille avec trois
espaces différents que 1’on se permet d’identifier .

On a noté au passage que pour les polyndmes binomiaux ( B,) on avait

Bu(x+y) = ZBi(x)B ()5 (By(xty) = By(x) * By(y)) la différence avec le cas plrement

i+ j=n
algébrique est que sur I’espace des polynomes C[x] la base que I’on prend habituellement est

celle formée par les mondmes x" et on avait alors (x+y)" = Y. c¢,"x'y’,

i+ j=n
(xty)' = (x'@ y*)).

Le calcul ombral classique utilise I’opérateur de dérivation, tandis que dans le cas p-adique, on
utilise I’opérateur aux différences.

L’algebre des mesures bornées p-adiques M(Z,— K) est isomorphe a I’algebre des séries
formelles a coefficients bornés, ainsi, lorsque le corps K n’est pas sphériquement complet, les
automorphismes continus de C(Z,— K)' sont bien définis a partir des automorphismes continus
de coalgebre de C(Z,— K) .

Dans la suite de notre étude, on s’intéressera a la définition des opérateurs Ombraux, d’Appell
et de Sheffer.

Les opérateurs d’ Appell dans notre cas ne sont que les opérateurs inversibles de W(Z,—K)

Les opérateurs Ombraux sont des opérateurs tels que leurs transposés sont des automorphismes
de C(Z,— K)'.

Les opérateurs de Sheffer s’obtiennent a partir du composé d’un opérateur d’Appell et d’un
opérateur Ombral. Ainsi, on s’intéressera d’abord a la description des morphismes continus de

’algebre des mesures p-adique sur Z,,.
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3.4.2 Rappels d’analyse fonctionnelle

Défintion 8

Un corps valué ultramétrique K est sphériquement complet, si toute suite décroissante de
boules a une intersection non vide
Par exemple ; tout corps K de valuation discréte complet est sphériquement complet. Par
contre le corps C, (le complété de la cloture algébrique de Q),), n’est pas sphériquement
complet [5]
Dual et bidual d’espaces de Banach
- D’une fagon générale si u : E — F est un homomorphisme continu entre espaces de Banach,
alors '‘u : F'— E' est linéaire continu, avec || ‘ul| = ||u||
Malheureusement en analyse ultramétrique, si le corps de base n’est pas sphériquement
complet, il existe des espaces de Banach ultramétrique dont le dual topologique est réduit a0 ¢
(sphériquement complet = maximalement complet)
- Soit E un espace de Banach, ¢,: E — K I’application définie par
Qr(x) =< fx>,feE'
Soit E’ le dual de E (muni de la norme duale||f|| = ﬁ)l(l‘wf Of,x >/ x|
et soit E"" son bidual ¢’est a dire le dual de E’' ( muni de la norme ||§||=Sup|<&./>| )/|/f]|
On a une injection canonique J : E — E"". e
Pour x fixé dans E, I’application f —< f,x > constitue une forme linéaire continue sur E’, c’est a
dire un élément de E”’, noté Jx, on a donc
<Ixf>p" g =<fx>t'p, VxeE, VfeE'.
A I’aide de J on peut toujours identifier E a un sous espace de E”
Espace Réflexifs
- Un espace de Banach E (ultramétrique) est pseudo-réflexif si I’application canonique
J:E — E" estisométrique et réfléxif si de plus cette application canonique est bijective.
Lorsque E est réflexif on identifie implicitement E et E” (a I’aide de 1’isomorphisme J)
E réflexif <E' réflexif

- Lorsque K n’est pas sphériquement complet, C( Zp— K ) est réflexif [5]

Théoréme 9 (de Banach)

Soient E et F deux espaces de Banach sur un corps valué complet non discret
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Si u est une application linéaire continue bijective de E sur F, alors u est isomorphisme

d’espaces de Banach (I’application réciproque u” de u est linéaire et continue)

3.4.3 Automorphismes continus d’algébre de K<<X>>

3.4.3.1 Endomorphismes linéaires continus de coalgébre de C(Zp— K )

Définitions 9
- Soit K un corps valué ultramétrique complet.
Un espace de Banach ultramétrique H sur K est une coalgebre de Banach s’il existe deux
applications linéaires
c: H—> H€>§H (coproduit)
o: H>K ( counité de H )
telles que :
1- (c®idy)oc = (idu®c)oc
2- (idu®oc)oc =idy = (c®idy) ocet ||o|| =1
ou idy est l'a application identique de H .

- Pour aeH, ||a|| <[lc(@)]| <|lc]| ||a

, C est une isométrie si et seulement si ||c|| = 1
pour toute coalgebre de Banach H, [’espace de Banach H '( dual ), muni du produit de
convolution a’ *b' = (a'® b' )oc est une algebre normée unitaire d’'unité o et

[Fa" =b[<[lel| {la'l] [51]

- Dans notre cas H = C(Z,— K) .

un endomorphisme linéaire continu ¢ de l’espace de Banach C(Z,—> K) est un endomorphisme
continu de coalgebre de si co p = (p® ¢ )oc .

Le coproduit c est défini comme suit :

IHoc(f) (xy) =f(x+y) =E. f(y) ou Il : C(Z,— K) &) C(Zy—> K) — C(Z,xZ,—K) estun
isomorphisme d’algebre défini par I1(f® g )(s,t) = f(s)g(t)

et le counité est défini par o(f) =f(0) .

On va donc donner une description des endomorphismes continus de coalgebre de C(Z,— K) .
Comme conséquence, on obtient, lorsque K est algébriquement clos et non sphériquement

complet, les endomorphismes d’algebre des fonctions analytiques bornées dans le disque unité
de K.
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Lemme 4
Le sous groupe multiplicatif du groupe des caracteres continus de C(Z,—» K) correspond
bijectivement au disque (‘unité ) ouvert D"(0,1) de K . Tout caractere y, de Z, ans K s’écrit sous

la forme : y, (x) = (I+ a)" = Za”Bn (x) avec|a|<I

n=0

Preuve

Soit /= Zaan un caractére continu de Z, dans K, c(f) = f®f eto(f) = f(0) = 1

n=0

Ainsi, c(f)= D a, Y B, ®B,

n>0 i+j=n

=Y a, B, ®B,

J 1
i,j>0

= Y a,a;B,®B,

i
i,j>0

avec f(0)=ap=1eta;+;=aa;, Vi,j =0

d’ou a, = aja,.;, Yn>1 et paritération a, = a,", Vn>1

comme lima,=0=1lima;" ona |a]<l etf= Zal"B,

n
n—»+o0 n—»+o
n=0

X
il en résulte que pour xe Z, , f(x) = Z( ]al" , ON PoOse 0. = a;
n=0
et on obtient le résultat .
soit @ un endomorphisme continu de coalgebre de C(Z,— K).

pour tout caractere ¥, on a co @ (Xo) = ()Xo ) ® O(Xa)
ainsi @(,) et un caractére ou @(y,) = 0.

O

Proposition 1
Soit ¢ # 0 un endomorphisme continu de coalgebre de C(Z,— K) , alors ;

G

o (Bo) = ya = ZQ”Bn , pour a€K tel que |a| < 1 et ¢(B;) = " B -y,
n=0 ta

Preuve [4]

Lemme 5

Soit ¢ un endomorphisme continu de coalgebre de C(Z,—> K) (¢ #0), alors || ¢ ||=1
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Preuve
On rappelle que I’algébre des mesures p-adiques sur Z, muni du produit de convolution :

u*v=(u®v)oc, est isomorphe a I’algebre K<<X>> des séries formelles S = anX " telles

n=0

que |[[S||= Sup,.,|b,| < +oo et la norme de K<<X>> est multiplicative .

Soit ¢ un endomorphisme continu de coalgébre de C(Z,—> K), alors ‘¢ ( transposé de ¢ ) est un
endomorphisme continu d’algébre de K<<X>>, avec '¢(1)=1 (p #0)

En particulier, pourn 2 0, ona || ‘o(x) ||" = || 'o(x)"|| = | ‘oM < ‘oIl X" = [ o]

et ‘o)l <[l'gl"™ , Va>1. Ainsi ||'o()<1et]'o(x")| <1 , Vn>0

Posons '¢(x) =Y b,x', ona ||'¢(x)|| = Sup,.,|b,| <1

20

'o(x") ="p(x)" = D b.(n)x" avec bn)= > b, ...b,

>0 iy iy oA, =i

et [|'o(x")| = Sup b, () <1, Vn21

Vn=1, 'o(1)= D b,(0)x" avec b{0) =35,

i0

pour m>0, on a ¢(B,) = Zam B, avec lim om;=0
>0 ’ [—+00

alors Omp = <x", O(B,) >= <'¢(x"), Byp>=bu(n) , Vn=0

comme || (P(Bm)H = SuanO am,n = SuanO bm (n)| <1 H Vm 2 0

d’apres la proposition précédente, on a : ¢(By) =y, = By + Za’B,

1~1

o(B,)|=1

deplusona : by=<'9(x),By>= <x, p(By) >=a ce qui donne |hy<lI.

donc || ¢(By)|| = 1, il en résulte que || ¢|| = Sup, .,

|

Remarque
L’espace de Banach C(Z,— K) posséde la propriété de pseudo-réflexivité, ainsi, || ‘|| = || ¢|| et

“o=¢
3.4.3.2 Substitution avec des éléments dans K<<X>>
Soit A I’anneau de valuation de K et M 1’idéal maximal de A, I’anneau A[[X]] des séries

formelles a coefficients dans A est un anneau local d’idéal maximal N = M + X A[[X]] .

A[[X]] est la boule fermée (unité ) de I’algebre K<< X>>
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Soit u=>'b,X"€ M+XA[[X]] , by=a €M et |b)| <1, Va>1.

n=0

u'= D b(mX' avec bi(n)= Y b, .b, .

n=0 Iy +iy+.. 4, =1

Proposition 2

1) soitu = anX” e N =M + X A[[X]] alors la double suite (bi(n))u,i) e wx v Vérifie

nz0
lim bi(n) =0, pour i fixé
n—>+00
i) pour tout S = ZanX" € K<<X>>etnelN , y,= Za,bn (!) converge dans K .
n=0 120

la composition de S avec u est définie en posant Sou = Z y,X" et Soue K<< X>>avec

>0
ISeul|<IS]

iii) soient S, Te K<< X>> et u,veN ona :

(S+T)ou=Sou+Tou , (ST)ou=SouTou et (Sou) cv=So (uov)

pour u fixé dans N, on définit en posant pour S€ K<< X>> , y,(S) = Sou, un endomorphisme
continu d’algébre de K<< X>> de norme ||y,||=1 .

de plus, N =M + X A[[X]] muni de la loi de composition o est un monoide d unité X

Preuve

i) soitu=Y b X" e N=M+XA[[X]], et a=by ,aeM donc |o/<

n=0

par définition b(n)= D b, ...,

I+ +. i, =i

le nombre d‘entiersj, 1 < j <n tel que i;=0 est supérieur a {E}

ainsi b, ...b, = ﬁbi/ = Hb,./aM donc
=l

i;#0

|a|[ﬂ < |0¢|H

|b1(n)| - | Zbil ""'bin | = maxl.] tiy i, =i ‘bil "‘bi,, ‘ = maXz‘|+i2+..A+in=i

P

| I bi
J
i_,¢0

comme |o/< 1 on obtient lim bj(n) =0
n—-+wo

i) soitS= > a,X" € K<<X>> , onallS||= Sup,.,

n=0

al’l
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soit u = anX” etu = an (HX" . comme |a; by(]) |<||S]|| . |ba(l)] . on déduit de 1) que

n=0 n=0

lim a; by(1) =0

ainsi y, = Za ,b, (1) converge dans K et |y, | <sup,,,

120

<|ISll

donc la série formelle z y, X" appartient a K<< X>> avec || 27nX RN

n=0 n=0

iii)siS=Ya, X", T=Ya’X" eK<<X>>;

n=0 n=0
(S+T)ou = Z[Z(all n a,z)bn(l)))(”z Sou+Tou
n>0 \_ />0

Soiti,j €IN , u'” =u'. 4/ alors by(i+j)= D b (0)b,(j), Vn=0

S+t=n

donc :

(8.T)ou= Z[ (Za a, Jb(l)}Y

= ZZZailajzbn @i+ HXx"

n20 20 j20

D3 > a'a Y b ()b, (HX"

n=0 i>0 j>0 S+t=n

22 (Zailbs (i)j[Za b, ( j)jX"

n=0 s+t=n \ i=0 Jj=0

Z(Zyﬁ#]}f" = (Sou)(Tou)

n20 \ s+t=n

par récurrence on obtient (Sou)"=S"ou , Vn>0, SeK<<X>> , ueN

soit u = anX” L, V= ZCan eN avechp=a , co=p eM

n>0 n>0
en posant uov = Za’nX", onad, = Zb,cn (l) avec cu(l) = chl ..... c,
n=0 120 ny+ny+.An=n
ainsi co(/) = chl ..... ¢, =P et do= Zbl B avec
ny+ny+..+n;=0 >0

!
|do| < sup .o |b, || 8] = max (|bo| , sup |b) Bl') <max(jaf, [B]) <1
donc uove N

(uov)" = Zdl.(n)Xi =u"ov

>0

w'ov= Z[sz (e, (1) X', din) =D b, (n)c, (1)

20 \ /=0 120
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etona So(uov)= Z(Za,dn(l) "

n20 \ />0

= > > a,).b;(De,(HX"

n20 >0 >0

- zz(za,b,m X

n>0 j20 \ 10

- 3[Zren

=(Sou)ov .
Ainsi,
pour u fixé dans N, y,(S) = Sou , Se K<<X>>, on définit sur K<<X>>un endomorphisme
continu d’algebre avec || v, (S)||<||S]| V Se K<<X>>ety,(1)=1 .
la loi de composition o est associative donc ( N, o ) est un monoide avec uo X =u = Xou

pour S = Z a,X" e K<<X>>, les coefficients v, de Sou sont définis par :

n=0
Yo=ay etpourn>1,y,= Za b, (1) . Ceci est la théorie de substitution usuelle en séries
=1
formelles.

|

Corollaire 4

Soitu= Y b,X"= a+Ue N=M + XA[[X]] , aveca eM etU= > b X" e XA[[X]]

n>0 n>1
alors u est inversible dans (N, o ) si et seulement si U est inversible ou autrement dit si |b,|

=1.

> <-1> <\ <-1> ro. .
=U""(X-0) ouu ~~ designe le o-inverse de u.

De plus u™"
et les endomorphismes d’algebres associés , et yy de K<<X>> sont isométriques et bijectifs

d’inverse .1~ respectivement yy<.i>

Remarque

- si K est algébriquement clos, I’algebre K<<X>> est isomorphe a I’algebre A,(D(0,1)) des
fonctions analytiques bornées sur le disque ouvert unité

DO0,1)={xe K/ |x|<] }=MdeK

- tout endomorphisme continu y d’algebre (v # 0) de K<<X>> vérifie y(1) =1 et ||y|=1
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Proposition 3

Soit y un endomorphisme continu d ‘algebre de K<<X>>, alors il existe un élément
ue N=M + XA[[X]] tel que y =y, sous la condition y faiblement * continu au sens indiqué ci
dessous ;

la topologie faible * sur K<<X>> et la topologie localement convexe définie par la semi norme

|IS||F = max |< S, f >| ou F est un élément de [’ensemble F, des sous ensembles finis de
feF

C(Z, = K) ainsi, y est faiblement * continu si et seulement si pour >0 et FeF), il existe

GeeFpet n.>0 tel que||S||ge <1, implique ||y(S)||r < €.

3.4.3.3 Description des endomorphismes continus de coalgébre de

CZ, ->K)

Soit ¢ # 0 un endomorphisme continu de coalgébre de C(Z,— K) .

Onavuque ¢(By) = ) a'B, avec |o]<1 et ||o] = 1

>0

en posant ‘¢(X) = anX” onab,=<'¢(X) ,B,>, |b|<1,Vn =0

n=0
en particulier by = <X, ¢(By) >=a , |a/<l

de plus '¢(X) =ue N=M + XA[[X]] et ‘¢ =y, car 'p est faiblement * continu.

Théoréme 10

1l'y a une correspondance bijective entre [’ensemble End.coalg(C(Z,— K)) des
endomorphismes continus de coalgebres de C(Z,—> K) et l’idéal maximal N =M + XA[[X]] de
[’anneau des séries formelles A[[X]] .
De plus, cette correspondance est un isomorphisme de monoides de End.coalg(C(Z,— K))

muni de la loi de composition des opérateurs liné¢aires et N muni de la loi de substitution des

séries formelles .

Preuve
i) soit e End.coalg(C(Zy— K)) , '¢(X) € N ( vu précédemment ) .
Réciproquement, soit 0+ u = anX" =0+ anX" eN,pourn>0,u" = me (n)X™

n=0 n=1 m=0
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ot bu(n) = Db, ...bh, et limbyn) =0, Vm=>0

my+my+..Am, =m

ainsi, pour m > 0, la série de fonctions me (n)B, = ¢(B,,) converge dans C(Z,— K). de plus,

n=0

| oBu)l[<1.
par linéarité et continuité on définit un endomorphisme linéaire continu ¢ de C(Z,— K) tel que
o<1

comme by(n)=0", on a ¢(By)= Zbo (n)B, =By + Za”Bn =Yy

n=0 n>l1

donc [lp(Bo)|[=1 et || o[=1
d’autre part pour m>0, i,;j 20,ona b, (i+))= st @b, (j)

S+t=m

donc co@(B,) = D b, (n)c(B,)= Db, (n) D B,®B,=> > b, (i+/)B ®B,

nz0 n=0 i+j=n i20 j=0
= > >b,0)B,®Y b())B, = Y. p(B,)®p(B,) =(¢® 9)oc(Bm)
s+t=m 20 j=0 s+t=m

par linéarité et continuité on obtient co@ = (@ ® @)oc

cet endomorphisme continu de coalgébre est bien déterminé par u et on a '¢(X) = u

ii) soient ¢; et ¢, deux endomorphismes continus de coalgébre de C(Z,— K) et soient u et v les
séries formelles associées .

la composition @; o @, des opérateurs @; et ¢, définit encore un endomorphisme de coalgebre .
d’autre part on a ‘(10 @) (X)="02 (‘¢1(X)) = "9s (u)=uov

donc I’élément ‘(g o ¢2)(X) de N est associé au composé @ o ¢z et ‘(10 g2)(X) = uov .

Ainsi, application @ — ‘¢(X) = u est un isomorphisme de monoides. o

Remarques

Un endomorphisme ¢ de coalgebre de C(Z,— K) est bijectif si et seulement si sa série
formelle associée '¢(X) = u €N est inversible pour la loi de substitution des séries .

Théoréeme 11

Soit K un corps valué complet (Op < K) qui n’est pas sphériquement complet alors le

transposé "y de tout endomorphisme continu v d‘algébre de K<<X>> est un endomorphisme

de coalgebre de C(Z,—> K)

Preuve

On suppose que K est non sphériquement complet ; (Q, < K) alors I’espace K<<X>>'dual de
K<<X>>estégala C(Zy—> K).

(Relation de réflexivité de C(Z,—> K) ’’ résultat de M .Van der Put *’)
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Ainsi, il suffit de montrer que si y e Alg(K<<X>>) alors 'y € End.coalg(C(Z,~ K))
Onayo'c='co (y® ) alors, pour S,Te K<<X>>etfe C(Z,— K)ona
<'co (y®Y)SAT),f>=<(y®Y)(S®T), c(f) >

=<y(S)®w(T).) [, ®g, >

7>

= DU W (INT (g,

21
=<(S®T), ('y®'y) oc(f) >
ainsi, <yo ¢(S®T),f>=<S®T, co 'y(f)>
=<'co (y®Y)(SOT), >
=<S®T, ('y®'y) oc(f) >
donc: <S®T, (co'y — ('y®'y) oc)(f) >=0 , VS, Te K<<X>>

de plus si ge C(Z,— K) ® C(Z,— K),onag= Za B, ®B, ,alorssi<S®T, g>=0,

mun—"m

(m,n)eNxN
pour tous S,Te K<<X>>ona<X"®X", g>=an,=0 Vm,n>0 c’est a dire que g=0
il en résulte que : (co'y — ("w® 'y) oc)() =0 , pour tout f donc co'y = ('y® ‘y) oc.

O

Corollaire 5

Soit K un corps valué complet (extension de Q,) qui est algébriquement clos et non
sphériguement complet, alors tout endomorphisme d’algebre v de l’algebre Ay(D (0,1)) des
fonctions analytiques bornées dans le disque ouvert D (0,1) dans K est continu et est de la
forme

v (g) = gou, ou u est une fonction analytique u : D" (0,1) — D(0,1)

3.4.4 Opérateurs Ombraux et opérateurs d’Appell

Opérateurs Ombraux

Théoréeme 12

Soit y, : K<<X>> — K<<X>>
wy est un automorphisme de I’algebre K<<X>> des séries formelles a coefficients borné si et

seulement s’il existe un élément u € N =M + XA[[X]] (u inversible dans (N, ) ) tel que :
Wy (S) = Sou
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de plus
siu= anX” e NetS= ZQnX” e K<<X>> alors

n>0 n>0

Yu (S) =Sou= Y y,X" o0 ya= Y ab,(I) et bi()= Db, .b, .

n>0 >0 iy +iy+o. i =i

Proposition 4

Soit ¢ € End.coalg(C(Zy— K))
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) ‘¢ est un automorphisme de K<<X>>

2) '(S)=Sou avec [bj|=1 ou u= Y b X"

n=0

3) o(Bn) = Zam,,B, avec ll_1)1+n°0 O, = 0
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Définition 10

Un opérateur qui vérifie ces propriétés est dit opérateur Ombral

Opérateurs d’Appell

Proposition 5
Soit Qe W(Z, >K)

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

) 0=g, (D)= bA

n=0
2) 'O(w) = u*0,(Q) avecu € M(Z, —K), et 0, défini précédemment
3) OA=AQ

Définition 11
Un opérateur qui vérifie ces propriétés et qui est inversible dans W(Z, — K) est dit

opérateur d’Appell .

Remarque

La condition Q inversible ( d’inverse continu ) dans W(Z, — K) s’exprime par la condition :

191l = Sup [ba] = [bo| #0
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3.5 Reformulation en termes de suites

Soit K un sur corps complet ultramétrique de Q.

L’espace des suites bornées [” (IN, K ) muni du produit de convolution * a une structure

d’algebre commutative, inteégre appelé algébre de convolution .

pour ue [”(IN, K ) onnote f,(X) = D u(n)X" e K[[X]]
n=0

(urxu)() = D u, (D, ()

i+j=n
L’espace C(Z,— K) est muni de la base (B,),> 0
{fi , jeIN } est une base de C(Z,— K)' duale de la base (B,),> 0
Dual de C(Z, — K)
Une forme linéaire u sur C(Z,— K) est déterminée par ses valeurs sur la base (B,),> 0
<u/B,> =u(n)
le dual C(Z,— K)' de C(Z,— K) est muni d’une structure d’algebre par isomorphisme avec

I’algébre de convolution

<u1*u2/Bn>: Z<u1 /Bj><u2 /Bn—j>

Jj=0

ainsi, M(Z, — K) est isomorphe a ( [* (IN, K ) ,* )
3.5.1 Endomorphisme de C(Z, —K)

L(C(Z,— K)) est I’algebre ( pour la composition ) des endomorphismes continus de
I’espace de Banach C(Z,— K). Un élément QO de L(C(Z,— K)) est déterminé par son action

sur la base (B,),> 0, on a
O Bu(x) = by(Q.x)€ C(Zy— K)
M(Z, >K) ~ W(Z, > K) =K<<T>>
~ Correspondance

Isomorphisme

I”(IN, K )
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I’opérateur de différence A e W( Z, ->K)

ABn = Bn-]
AB, = f1* B,
En effet :

q
fixB,= Zﬁ(k)Bq-k avec fi(n) =1 pourj=n et f(n)=0 sinon.

pouru € [”(IN, K ) ;
Sl D) =D u()HN eW(Z, >K)

720

FAD).By = uxB, et fu&B,= Y u(j)B, ,

Théoréme 13
Soit®: ([”(N,K), *) —> (I"(IN,K),* )
@ est un automorphisme de [’algebre de convolution (I” (IN, K ), * ) si et seulement s il existe

une suite bornée u d’ordre 1 telle que :
@D(v)=vou

(vi* vo)ou = (viou)* (vaou) , u=vou" " estinverse .

- les opérateurs de la forme O=g,(A) avec ord u=0 ( Q inversible dans W(Z, — K)) forment un
groupe appelé groupe des opérateurs d’Appell .
- les automorphismes ® de ( /” (IN, K ) ,* ) sont donc de la forme v —>vou , ord u=1, les

opérateurs dont ils sont adjoints sont appelés opérateurs ombraux .

3.5.2 Opérateurs d’Appell

Proposition 6

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) O=gu(B) = u(mA'

2) OA=AQ
3) Aun(Q,x))=u,1(0,x) et d° u,(Qx) < n
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4) OB,=u*B,
5) Ov=v*u
en effet :

pourve ([*(IN,K) * ) et g(A)e W(Z, >K) ona :

</ GMB> =<0 I3 u()B, > = Y (Vi) =<uv/B,>

Jj=0 J=0

Définition 12
Les opérateurs Q = gu(A) inversibles dans W(Z, — K) sont les opérateurs d’Appell .
La suite u* B, est dite suite d’Appell.

Corollaire 6

Les opérateurs d’Appel forment un sous groupe commutatif (pour la composition) de

l"algebre W(Z, —K).

3.5.3 Opérateurs Ombraux

Pourue (I["(IN,K), *), ordu>letve ([ (IN,K) ,*)
2v(gu(x)) définit une série formelle notée g, (x)

g (™ =8/

ennotant u~ ¥ la puissance k™ de u dans ( [” (IN, K ), * )
frou =u k

guk(x) = ch,k (u)x"

n2k

Jeou (n) = cpi(u)
vou = iv(k)(fkou) et vou (n) = Zn:v(k)cn,k(u)

k=0 k=1
soit ® un automorphisme de ( [* (IN, K ), * )
® est I’adjoint d’un opérateur de W(Z, — K)
®(v) =vou avec ord u =1
soit ay(x) = OB,

<v/au(x)> =< Qv/B,> = <vou/B,>
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n

= vow(n) = Y k), (u)

k=1

= ch,k (u)<v/By>

k=1

=<vy/ ZBkC”’k (u)>

k=1

d’ou a,(x) = ZB,{cn,k (u) = Byou(n)
k=1

Proposition 7
Soit Qe W (Z, > K ), les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) O est un automorphisme de (1” (IN, K), *)
2) Ov=vou , ordu=I
3) OB, =Bsou , ordu=I
4) 0B, = a,(x)

5) au) = Y B,c,, (u)

Définition 13
Un opérateur qui vérifie ces propriétés est dit un opérateur ombral.

La suite ay(x) = B,ou est dite suite associée a Q.

Corollaire 7

Les opérateurs ombraux forment un sous groupe de I’algebre W(Z, - K) .

3.5.4 Opérateurs de Sheffer

Soit G; le groupe des opérateurs d’ Appell
Q0eG < Iw,ordw=0, 0=g.A)
< OB, =w*B,
& 0v=wxy
soit G; le groupe des opérateurs ombraux
0eG, & 3Ju,ordu=1, OB, =B,ou

< 3u, ordu=1, Qv=vou
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soit G le groupe des opérateurs inversibles dans W(Z, —K)

Proposition 8

Soit 01€Gy, 0,€Gy et 0=0Q;00>
Alors il existe @€ G tel que Q=00 D

Preuve

0B, = 01( Y, (D)B,) = Y, @)0w* B)) = (whB,)o i (u

D’ou :
OB, = (wxByo i = (woti )% (Byo &) =wi* (Byoit), wy =Byt

Comme :

020 8u1(B)B, = Ox(wr* By)() = Os Y (n= B, = Yo (n= )B,ow)=wr»

(Byo u)(n)
Q=g wD) oQ>=0s0 gui(A).
O

Corollaire 8

Si0:=0., OuBy=Byou alors :
Gw (B)° 0y = 0ue guour (B)
Gwotr (A) = Qi °guw(A) o Q.

Définition 14
Un opérateur de Sheffer est le composé d’un opérateur d’appell et d’un opérateur ombral.

Si Q est un opérateur de Sheffer, la suite Sy(x) = OB, est dite suite de Sheffer.

Corollaire 9

Les opérateurs de Sheffer forment un groupe Gz et G3 = G1. G, = Gy. G
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Composition d’opérateurs de Sheffer

SoitHy={we (["(IN,K), *),ordw=0 }
H={ue (["(IN,K),*),ordu=1 }
HoxH;, — Gs
WHu) = Quwu=guw(B)oQu
Owiur © Owzuz = gwi(B) © Quro gw2(B) © Quz

= 8wi(B) ° gwzoui(B) © Quio Quz

= gwi* w2ou)(D) © Quzour

= Owsu3

avec wiz = wyk (Waouy) , Uz = uUzou

sion pose w;=ajou; , a; =wyo u, alors wz =(a;=wy)ou;.
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