
N� d�ordre : 33/2008 - M/ MT

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

MINISTÈRE DE L�ENSEIGNEMENT SUPÉRIEUR ET DE LA

RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITÉ DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE

HOUARI BOUMEDIENNE
FACULTÉ DESMATHÉMATIQUES

MEMOIRE

Présenté pour l�obtention du diplôme de MAGISTER

EN MATHEMATIQUES

Spécialité : Analyse : Équations aux Dérivées Partielles

Par

MENNI Saliha

THÈME

STABILISATION DU SYSTÈME ANISOTROPE DE LA

THERMOÉLASTICITÉ PAR LE FEEDBACK NATUREL

Soutenu publiquement, le 30/06 /2008, devant le jury composé de :

Mr. D. TENIOU Professeur U.S.T.H.B. Président.

Mr. A. HEMINNA Professeur U.S.T.H.B. Directeur de thèse.

Mr. T. ALI ZIANE Maître de Conférences U.S.T.H.B. Examinateur.

Melle. D. HAMROUN Maître de Conférences U.S.T.H.B. Examinateur.

Mr. A. KHEMMOUDJ Docteur d�état U.S.T.H.B. Examinateur.

Melle. O. ZAIR Maître de Conférences U.S.T.H.B. Examinateur.



Remerciements

Je tiens en premier lieu à exprimer mes plus vifs remerciements à mon Directeur de

thèse, Professeur A. Heminna, pour l�intéressant sujet qu�il m�a proposé. Je lui suis égale-

ment reconnaissante pour la con�ance qu�il ma accordée. Il m�est impossible de lui exprimer

toute ma gratitude en seulement quelques lignes.

Je tiens à avouer ma profonde gratitude et mes remerciements les plus vifs à Monsieur

D. Teniou, Professeur à l�U.S.T.H.B. pour m�avoir fait l�honneur de présider le jury de

cette thèse.

Mes remerciements tout aussi vifs vont à Messsieurs T. Ali ziane et A. Khemmoudj

et Mesdames O. Zair et D. Hamroun qui ont accepté de faire partie de mon jury.

Mes derniers et profonds remerciements vont à mes chers parents, pour leur soutien et

leur con�ance en moi, ainsi qu�au reste de la famille, sans oublier mes amis et tous ceux

qui ont contribué de près ou de loin à ma formation.

i



Stabilisation du système anisotrope de la
thermoélasticité par le feedback naturel

Résumé

Nous étudions dans ce mémoire la stabilisation du système anisotrope de la thermoélasticité

avec une condition (naturelle) de Neumann sur une partie du bord, et une condition de

Dirichlet sur l�autre partie, à l�aide de feedbacks non linéaires, l�un interne et l�autre frontière.

La démarche utilisée consiste à montrer la stabilisation exponentielle du système linéaire en

établissant une inégalité intégrale, obtenue par la technique de Bey et al [1]; la stabilisation

du système non linéaire s�en déduit grâce aux résultats de S. Nicaise [23].

Mots-clés : Élasticité, thermoélasticité, stabilisation, feedback, anisotrope.
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Introduction

On peut dater les débuts de l�élasticité à 1678, avec la célèbre loi de Hooke (c�est-à-dire,

le tenseur des contraintes est une fonction linéaire du tenseur des déformations), c�est une

loi qui régit les petites déformations.

L�élasticité se trouve aujourd�hui à la croisée de disciplines variées et intéresse aussi bien les

mathématiciens que les physiciens ou les mécaniciens.

La résolution des problèmes de mécanique des milieux continus exige la connaissance

de lois mathématiques modélisant le comportement local du matériau sous l�action des

contraintes auxquelles il est soumis; ces lois vont relier les quantités �ij dé�nissant l�état

des contraintes, aux quantités "ij caractérisant la déformation.

De nombreux phénomènes apparaissant en mécanique sont modélisés par des équations aux

dérivées partielles qui prennent en compte les di¤érentes caractéristiques du problème.

Dans notre étude, nous nous intéressons à un problème de contrôle qui est la stabilisation

du système anisotrope(1) de la thermoélasticité par des fonctions non linéaires du feedback(2)

naturel.

Soit 
 un ouvert borné non vide de Rn; n � 1; de frontière � de classe C2. On note

� = (�1; :::; �n)
T la normale unité sortante.

Pour x0 2 Rn �xé on pose : m (x) = x � x0; x 2 Rn et on considère la partition de la
frontière � (voir Figure.1) suivante :

�1 = fx 2 � : m (x) :� (x) � 0g ; (0.0.1)

�2 = fx 2 � : m (x) :� (x) > 0g : (0.0.2)

A�n d�éviter des problèmes de régularité des solutions là où les conditions au bord

changent, nous supposons que
��1 \ ��2 = ?: (0.0.3)

(1)Anisotrope - Se dit d�un corps dont les propriétés physiques ou mécaniques varient selon les directions.
(2)Le feedback (La rétroaction) est l�action en retour d�un e¤et sur le dispositif qui lui a donné naissance.

C�est à dire que la sortie (à une date antérieure) fait partie des éléments de la commande du dispositif.
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Introduction

Figure. 1. Un exemple de domaine 
:

Comme nous imposons une condition au bord de Dirichlet pour la température � et des

conditions mixtes pour le déplacement u (voir le système (P1) ci-dessous); le problème de
régularité de la solution de notre système se réduit à celui du système de l�élastodynamique.

Nous renvoyons donc à [4] pour le traitement de cas ��1 \ ��2 6= ? (cas des polygones).
Le problème étudié est le système anisotrope de la thermoélasticité avec des feedbacks

interne et frontière non linéaires :

(P1)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

u00 � div� (u) + �r� + f (u0) = 0; dans 
� R+;
�0 ��� + �divu0 = 0; dans 
� R+;
� = 0; sur �� R+;
u = 0; sur �1 � R+;
� (u) :� + au+ g (u0) = 0; sur �2 � R+;
u (x; 0) = u0; u

0 (x; 0) = u1; � (x; 0) = �0; dans 
:

u (x; t) : déplacement du point x 2 
 à l�instant t:
� (x; t) : température du point x 2 
 à l�instant t:
� (u) = (�ij (u))1�i;j�n : tenseur des contraintes :

�ij (u) = aijkl"kl (u) ;

(avec la convention de sommation par rapport aux indices répétés).

" (u) est le tenseur linéarisé des déformations donné par :

"ij (u) =
1

2
(@jui + @iuj) ; @i =

@

@xi
:

Les coe¢ cients aijkl sont dans l�espace W 1;1 (
) et véri�ent la condition de symétrie suiv-

ante:

aijkl = ajikl = aklij; sur 
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Introduction

et satisfont la condition d�ellipticité suivante (avec un certain � > 0) :

aijkl"ij"kl � �"ij"ij; sur 
 (0.0.4)

pour tout tenseur symétrique "ij.

Les composantes du champ vectoriel div� (u) sont données par :

(div� (u))i = @j�ij (u) ; i = 1; :::; n:

Les paramètres de couplage � et � sont supposés strictement positifs.

La fonction a � a (x) est non négative sur �2 et a (x) 2 C1 (�2) :
Les fonctions g (u) = (g1 (u) ; :::; gn (u))

T et f (u) = (f1 (u) ; :::; fn (u))
T sont continues et

satisfont

f (0) = g (0) = 0; (0.0.5)

et les conditions de monotonie

(g (x)� g (y)) : (x� y) � 0; 8x; y 2 Rn; (0.0.6)

(f (x)� f (y)) : (x� y) � 0; 8x; y 2 Rn: (0.0.7)

La stabilisation du système de la thermoélasticité sans feedback a été analysée dans

"Lebeau, G. Zuazua" [14] et peut ne pas être garantie pour certains domaines car

l�amortissement produit par l�équation de la chaleur n�est pas su¢ sant. Dés lors il est

naturel d�étudier la stabilisation de ce système en ajoutant d�autres termes d�amortissement.

Ce problème a été étudié par plusieurs auteurs. Citons les traveaux de : Hansen, S.W.(1992),

Liu, W.J, Zuazua, E.(2001), Munoz Rivera, J.E, (1993, 1997) ( [8, 17, 18, 19, 25,

26, 24])...etc.

En (2001) Liu, W.J, et Zuazua, E. [18], ont obtenu, dans le cas f = 0 un résultat de

décroissance exponentielle, polynomiale ou logarithmique, pour certaines non linéarités de

g.

Ils ont considéré le cas isotrope(1) avec une condition au bord qui n�est pas naturelle.

Le terme

� (u) :�

est remplacé par

�
@u

@�
+ (�+ �) div (u) �

(1)Un corps est dit isotrope lorsqu�il présente les mêmes propriétés physiques dans toutes les directions.
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où � et � sont les coe¢ cients de Lamé.

Remarquons que

�ij (u) :�j = �
@ui
@�

+ (�+ �) div (u) �i + �

�
@uj
@xi

�j �
@uj
@xj

�i

�
:

En (2005), dans [10] Heminna et al. ont généralisé ces résultats au cas anisotrope,

avec f 6= 0, avec la condition au bord naturelle, c�est ce dernier travail qui répond à une

question posée par Liu, W.J, et Zuazua, E dans leur article [18] que nous étudions dans

notre mémoire.

La décroissance exponentielle du problème linéaire est établie en montrant des inégalités

intégrales comme dans Liu, W.J [17] ou dans Bey, R; Heminna, A; Loheac, JP.[1],

pour traiter le terme (� (u) :�) en travaillant en coordonnées locales.

Le cas non linéaire se déduit du cas linéaire en utilisant le résultat théorique établi dans

S. Nicaise [23]. Les résultats de [23] garantissent en fait que, si le système linéaire a

une décroissance exponentielle, alors le système non linéaire est automatiquement stable, le

taux de décroissance pouvant être exprimé en fonction des propriétés de la non linéarité.

Rappelons que la démarche de [23] utilise le principe de Liu dans un cadre abstrait et une

inégalité intégrale appropriée. Plus précisément le principe de Liu consiste à estimer l�énergie

du système non linéaire direct en utilisant le système rétrograde linéaire avec donnée �nale

égale à la valeur �nale de la solution du système non linéaire direct à donnée initiale nulle.

Cette estimation se fait en utilisant la stabilité exponentielle du problème rétrograde linéaire

et certaines inégalités intégrales.Dans ce travail on adopte le plan suivant :

Le premier chapitre est consacré aux dé�nitions et aux rappels de quelques notions de

base d�analyse fonctionnelle, et quelques résultats préliminaires de géométrie intrinsèque

pour les surfaces.

Dans le second chapitre, nous utilisons la technique de Bey et al. [1] qui permet de mon-

trer la décroissance exponentielle de l�énergie du système anisotrope de la thermoélasticité

par des contrôles interne et frontière linéaires. Ce chapitre comporte deux sections.

Dans la section 2.1, on étudie l�existence, l�unicité et la régularité des solutions du

système anisotrope de la thermoélasticité avec des contrôles interne et frontière linéaires,

en utilisant la théorie des semi-groupes linéaires, et on s�intéresse dans la section 2.2 à

la stabilité exponentielle de l�énergie de ce système, en établissant une inégalité intégrale,

obtenue par la technique de Bey et al. [1].
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La stabilisation du système anisotrope de la thermoélasticité par des feedbacks interne

et frontière non linéaires sera étudiée dans le troisième chapitre. Ce chapitre comporte

trois sections.

Dans la section 3.1, on étudie l�existence et l�unicité des solutions du système, en

utilisant la théorie des semi-groupes non linéaires, ensuite, on s�intéresse dans la section

3.2 à la régularité des solutions.

On va donner dans la section 3.3 le résultat principal de stabilisation donné par le

théorème 3.3.1 . Pour démontrer ce résultat on aura besoin de présenter le résultat théorique

de S. Nicaise [23], qui est l�objet de la sous-section 3.3.1.

Onmontre, alors, dans la sous-section 3.3.2 que la stabilisation du système non linéaire

s�en déduit grâce au résultat de S. Nicaise (cf.[23]).

Les résultats exposés dans ce mémoire ont été obtenus par Heminna. A, Nicaise. S,

Sene. A dans [10].
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Chapitre 1

Rappels généraux et dé�nitions

1.1 Quelques outils d�analyse fonctionnelle

Nous n�avons pas l�intention de présenter ici la théorie des espaces de Sobolev en toute

généralité. Nous allons simplement introduire les notions de base, su¢ santes pour la com-

préhension de notre problème, en renvoyant à la bibliographie pour les démonstrations de

ces notions de base, (par exemple pour les théorèmes de trace).

Les notions introduites dans cette section seront utilisées dans les chapitres ultérieurs; nous

rappellerons au moment opportun les résultats les plus élaborés sur les espaces de Sobolev

dont nous aurons besoin, (pour cette section voir [6, Chapitre 1]).

1.1.1 Espaces de Sobolev

Soit 
 un ouvert de Rn, on introduit les espaces suivants(1) :

1. Lp (
) est l�espace des (classes de) fonctions f mesurables telles que (p étant donné

avec 1 � p � 1) :

jf jLp(
) =
�R


jf (x)jp dx

�1=p
<1 si 1 � p <1, (1.1.1)

jf jL1(
) = sup
x2


ess: jf (x)j <1 si p =1, (1.1.2)

Muni de la norme (1.1.1) si p 6= 1 et (1.1.2) si p = 1, Lp (
) est un espace de
Banach; si p = 2, L2 (
) est un espace de Hilbert, le produit scalaire correspondant à

la norme (1.1.1) (où p = 2) est donné par

(f; g) =

Z



f (x) g (x) dx. (1.1.3)

(1)Toutes les fonctions considérées sont à valeurs réelles.

6



1.1. Quelques outils d�analyse fonctionnelle

2. D (
) est l�espace des fonctions C1 et à support compact dans 
. Etant donné

une suite 'j 2 D (
) on dira que 'j �! 0 dans D (
) si :

(i) 9K (compact) �xé tel que K �� 
, supp'j � K; 8j;

(ii) 8�, D�'j �! 0 uniformément sur 
 où l�on a posé :

D�' =
@�1+:::+�n

@x�11 :::@x
�n
n

', � = f�1; :::; �ng 2 Nn. (1.1.4)

3. D 0 (
) est l�espace des distributions sur 
 c�est-à dire l�espace des formes f : ' �!
(f; ') linéaires continues surD (
) (c�est-à-dire, (f; '�) �! 0 si '� �! 0 dansD (
)).

On dira que fj �! f dans D 0 (
) si (fj; ') �! (f; ') ; 8' 2 D (
).

4. Si f 2 D 0 (
) on dé�nit D�f 2 D 0 (
) ; (et cela 8 � 2 Nn) par

(D�f; ') = (�1)j�j (f;D�') ; 8' 2 D (
) avec j�j = �1 + :::+ �n. (1.1.5)

En outre, l�application linéaire f �! D�f de D 0 (
) �! D 0 (
) est continue.

Espace de Sobolev Wm;p (
)

On appelle �espace de Sobolev d�ordre m sur Lp (
) �que l�on note Wm;p (
) l�espace

dé�ni par

Wm;p (
) = fvj v 2 Lp (
) , D�v 2 Lp (
) , j�j � mg . (1.1.6)

Muni de la norme

jvjWm;p(
) =

 P
0�j�j�m

jD�vjpLp(
)

!1=p
si 1 � p <1,

jvjWm;1(
) = max
0�j�j�m

jD�vjL1(
) si p =1:

(1.1.7)

Wm;p (
) est un espace de Banach.

Le cas p = 2 est fondamental, on posera

Wm;2 (
) = Hm (
) , (1.1.8)

muni du produit scalaire

(u; v)Hm(
) = (u; v)m;
 =
X
j�j�m

(D�u;D�v)L2(
) ; (1.1.9)

et on note

jvjm;
 = (v; v)
1
2
m;
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1.1. Quelques outils d�analyse fonctionnelle

la norme correspondante.

Hm (
) est un espace de Hilbert.

Premier théorème de traces

On prendra garde que, sauf en dimension 1, une fonction v deH1 (
) n�est pas nécessaire-

ment continue sur 
, ni a fortiori sur 
; on peut néanmoins, et c�est absolument essentiel

pour les applications, dé�nir la trace de v sur la frontière � de 
 (1). Nous ferons l�hypothèse.


 est un ouvert borné dont la frontière � est une variété de dimension (n� 1)
continûment di¤érentiable, 
 étant localement d�un seul côté de �: (1.1.10)

On désigne par C 1
�


�
l�espace des fonctions continûment di¤érentiables dans 
, on

montre alors (voir par exemple Lions-Magenes [16, Chapitre 1]) que C 1
�


�
est dense dans

H1 (
).

Pour v 2 C 1
�


�
on posera

0v = v=� . (1.1.11)

On note

L2 (�) = ff j f mesurable et de carré sommable sur � pour la mesure d�g

muni du produit scalaire

(f; g)� =

Z
�

fgd�.

On montre alors (voir Lions-Magenes [16]).

Théorème 1.1.1 Sous l�hypothèse (1.1.10), on peut dé�nir de façon unique la trace 0v

pour v 2 H1 (
) de façon que 0v coïncide avec la dé�nition usuelle (1.1.11) si v 2 C 1
�


�
;

0v 2 L2 (�) et l�application v �! 0v est linéaire continue de H
1 (
) �! L2 (�).

Remarque 1.1.1 L�application v �! D�v est linéaire continue de H j�j+1 (
) �! H1 (
);

on peut donc dé�nir

0 (D
�v) ; j�j � m� 1 si v 2 Hm (
) . (1.1.12)

En fait, puisque la connaissance de v sur �(2) entraîne celle de ses dérivées tangentielles sur

�, il est préférable de remplacer l�ensemble des dérivées apparaissant dans (1.1.12) par les

dérivées normales d�ordre � m� 1

v =
�
v=� = @0v; @v/ @�; :::; @m�1v

�
@�m�1 2

�
L2 (�)

�m
(des normales d�ordre quelconque) si v 2 Hm (
)

	
.

(1)Plus généralement sur une variété régulière de dimension n� 1 contenue dans 
.
(2)� régulière voir l�hypothèse (1.1.10).
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1.1. Quelques outils d�analyse fonctionnelle

Remarque 1.1.2 On désigne par H1
0 (
) le noyau de 0 ie

H1
0 (
) =

�
vj v 2 H1 (
) , 0v = 0

	
,

plus généralement

Hm
0 (
) = fvj v 2 Hm (
) , v = 0g .

On a

Hm
0 (
) est un sous-espace fermé de H

m (
) .

Donc Hm
0 (
) est un espace de Hilbert pour la structure induite par celle de H

m (
).

Remarque 1.1.3 On montre (cf.[16]) que D (
) est dense dans Hm
0 (
). Alors toute forme

linéaire continue sur Hm
0 (
) s�identi�e à une distribution sur 
.

On désigne par H�m (
) l�espace dual de Hm
0 (
) dans cette identi�cation, alors

Hm
0 (
) ,! L2 (
)

�
= H0 (
)

�
,! H�m (
) .

A�n de caractériser l�espace image de H1 (
) par 0, on introduit quelques notions

supplémentaires.

Les espaces Hs (
), s non nécessairement entier

Dans le cas particulier où 
 = Rn,
On désigne par S (Rn) l�espace des fonctions C1 à décroissance rapide ainsi que toutes

leurs dérivées ie (8k 2 N, 8� 2 Nn : jxjk jD�f (x)j �!
jxj�!1

0), on munit S (Rn) des

semi-normes �
f 7�! sup

x2Rn

�
jxjk jD�f (x)j

�
, k 2 N, � 2 Nn

�
.

On peut dé�nir Hm (Rn) par la transformation de Fourier. Si v est une fonction continue à
support compact, sa transformée de Fourier F (v) est dé�nie par

v̂ (�) = F (v) (�) =

Z
Rn
exp (�2i�x � �) v (x) dx, où � = (�1; :::; �n) et x � � =

nX
i=1

xi�i.

On peut dé�nir Hm (Rn) (voir [16, Théorème 1.2]) par (1.1.6) ou par

Hm (Rn) =
n
vj v 2 S 0 (Rn) ,

�
1 + j�j2

�m=2
v̂ 2 L2

�
Rn�
�o

où S 0 (Rn) est l�espace dual de S (Rn), muni de la topologie duale forte.
Alors il est naturel de poser la dé�nition suivante :

Hs (Rn) =
n
vj v 2 S 0 (Rn) ,

�
1 + j�j2

�s=2
v̂ 2 L2

�
Rn�
�o

9



1.1. Quelques outils d�analyse fonctionnelle

qui est un espace de Hilbert pour la norme

jvjHs(Rn) =
����1 + j�j2�s=2 v̂���

L2(Rn)

qui est équivalente à celle dé�nie par (1.1.9) lorsque s = m.

Lorsque H0 (Rn) = L2 (Rn) est identi�é à son dual, on a

(Hs (Rn))0 � H�s (Rn) :

Remarque 1.1.4 Les espaces Hs (Rn) ont la propriété de �localisation�suivante :

8' 2 D (Rn) , 'v 2 Hs (Rn) ; 8v 2 Hs (Rn) et l�application v �! 'v

est linéaire continue de Hs (Rn) �! Hs (Rn) .
(1.1.13)

Cette dernière propriété permet de dé�nir Hs (�), pour tout réel s.

Soit Oj; j = 1; :::; k une famille d�ouverts bornés de Rn; recouvrant �; tels que pour chaque
j, il existe une application indé�niment di¤érentiable

x! 'j (x) = y

de Oj ! Q =
�
y= y = fy0; yng 2 Rn�1 � R; jy0j < 1; � 1 < yn < 1

	
telle que 'j soit inversible, l�application y ! '�1j (y) = x étant également indé�niment

di¤érentiable de Q ! Oj; l�application 'j envoyant

Oj \ 
! Q+ = fy= y 2 Q, yn > 0g ;

(resp. Oj \ C �
! Q� = fy= y 2 Q, yn < 0g ; resp Oj \ �! Q\ fyn = 0g).
En outre, les relations de comptabilité suivantes ont lieu: si Oj \ Oi 6= ?;
il existe un homéomorphisme Jij indé�niment di¤érentiable et à jacobien positif de

'i (Oi \ Oj) sur 'j (Oi \ Oj) tel que

'j (x) = Jij ('i (x)) ; 8x 2 Oi \ Oj:

Soit f�jg une partition de l�unité sur � ayant les propriétés:8><>:
�j 2 D (�) = espace des fonctions indé�niment di¤érentiables sur �;

�j à support compact dans Oj \ �;
kP
j=1

�j = 1 sur �:

Si v est une fonction donnée sur � (par exemple sommable) on décompose

v =

kX
j=1

�jv;

10



1.1. Quelques outils d�analyse fonctionnelle

puis l�on dé�nit

'�j (�jv) (y
0; 0) = (�jv)

�
'�1j (y0; 0)

�
; (y0; 0) 2 Q \ fyn = 0g :

Comme �j est à support compact dans Oj \ �; la fonction '�j (�jv) est à support compact
dans Q \ fyn = 0g et donc on peut considérer aussi '�j (�jv) comme dé�nie dans Rn�1y0 en

la prolongeant par zéro hors de Q\ fyn = 0g.
L�application linéaire v ! '�j (�jv) est continue de L

1 (�) ! L1
�
Rn�1y0

�
de D (�) !

D
�
Rn�1y0

�
et se prolonge par continuité en une application linéaire continue de D 0 (�)

! D 0 �Rn�1y0

�
.

On pose alors la dé�nition, valable pour s réel de signe quelconque

Hs (�) =
�
v= '�j (�jv) 2 Hs

�
Rn�1y0

�
; j = 1; :::; k

	
: (1.1.14)

Grâce au caractère local de Hs
�
Rn�1y0

�
(cf.(1.1.13) ) on voit que la dé�nition (1.1.14) est

indépendante du choix du système de cartes locales
�
Oj; 'j

	
et de la partition de l�unité

f�jg :
On peut ensuite prendre comme norme

jvjHs(�) =

 
kX
j=1

��'�j (�jv)��2Hs
�
Rn�1
y0

�
! 1

2

(1.1.15)

les di¤érentes normes (1.1.15) sont équivalentes.

Deuxième théorème de traces

On peut maintenant compléter le théorème 1.1.1 par le

Théorème 1.1.2 Sous les hypothèses du théorème 1.1.1, l�application v �! 0v est linéaire

continue et surjective de H1 (
) �! H
1
2 (�).

Pour la preuve voir par exemple Lions-Magenes [16].

Théorème 1.1.3 D
�
�

�
est dense dans Hm (
) :

Théorème 1.1.4 L�application trace

1 : H2 (
) �! H
1
2 (@
)

v 7! @v

@�
= 1v = @�v

est linéaire continue et surjective.

La formule de Green pour le Laplacien

8u 2 H2 (
) ; 8v 2 H1 (
) ;

Z



�uvdx = �
Z



rurvdx+
Z
�

v@�ud�; (1.1.16)

où @�u = 1u est la dérivées normale de u sur @
 = �.
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1.1. Quelques outils d�analyse fonctionnelle

1.1.2 Espaces de fonctions à valeurs vectorielles

Soit X un espace de Banach de norme notée j :jX ; on désigne par Lp (0; T ;X) (p � 1 ou
p = +1) l�espace des (classes de) fonctions t �! f (t) mesurables de ]0; T [ �! X (pour la

mesure dt), telles que

jf (t)jLp(0;T ;X) =
�Z T

0

jf (t)jpX dt
�1=p

<1; (p 6=1),

jf (t)jL1(0;T ;X) = sup ess:
t2(0;T )

jf (t)jX <1.

C�est un espace de Banach.

On désigne par D 0 (]0; T [ ; X) l�espace des distributions sur ]0; T [ à valeurs dans X,

dé�ni par

D 0 (]0; T [ ;X) = L (D (]0; T [) ;X) ,

où, de façon générale L (Y ;X) désigne l�espace des applications linéaires continues de

Y �! X, si Y = X on note L (X).

À une fonction f 2 Lp (0; T ;X) correspond une distribution ~f sur ]0; T [ à valeurs dans X,
dé�nie par

~f (') =

Z T

0

f (t)' (t) dt, ' 2 D (]0; T [) ,

(ce qui dé�nit bien une application ' �! ~f (') linéaire continue de D (]0; T [) �! X).

L�application f �! ~f est une injection; on identi�era f et ~f . En outre, si f �! 0 dans

Lp (0; T ;X) alors ~f �! 0 dans D 0 (]0; T [ ;X), c�est-à-dire ~f (') �! 0; 8' 2 D (]0; T [).

On a alors :

Lp (0; T ; X) � D 0 (]0; T [ ;X) , avec injection continue.

Pour f 2 D 0 (]0; T [ ;X), on dé�nit dkf
�
dtk = f (k) pour k 2 N par

f (k) (') = (�1)k f
�
'(k)

�
; 8 ' 2 D (]0; T [)

ce qui dé�nit f (k) comme élément de D 0 (]0; T [ ;X). En outre, l�application f �! f (k) est

linéaire continue de D 0 (]0; T [ ;X) dans lui-même.

SoientX et Y deux espaces de Banach avecX � Y avec injection continue à image dense.

Soit v 2 Lp (0; T ;X); alors dv/ dt 2 D 0 (]0; T [ ;X) donc, en particulier (puisqueD 0 (]0; T [ ;X) �
D 0 (]0; T [ ;Y )) : dv/ dt 2 D 0 (]0; T [ ;Y ).

Supposons alors que

dv/ dt 2 Lq (0; T ;X) ; (1 � q � 1) .
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1.2. Résultats préliminaires

Alors la fonction v est, après modi�cation éventuelle sur un ensemble de mesure nulle,

continue de [0; T ] �! Y .

En particulier, pour V , H deux espaces de Hilbert sur R, de norme respectives j:jV , j:jH
tels que :

V � H; V dense dans H,

identi�ant H a son dual, on obtient :

V � H � V 0:

Soit alors v avec

v 2 L2 (0; T ; V ) et dv/ dt 2 L2 (0; T ; V 0) .

On montre alors (voir Lions-Magenes [16, Chapitre 1]) que, après modi�cation éventuelle

sur un ensemble de mesure nulle, la fonction t �! v (t) est continue de [0; T ] �! H.

1.2 Résultats préliminaires

1.2.1 Equations de la mécanique en élasticité linéaire

On considère un solide occupant dans l�espace un volume 
; où 
 est un ouvert borné de

Rn à frontière � = �1 [ �2 avec �1 de mesure non nulle.
Ce solide est soumis à des forces de volume de densité f = (fi) ; i = 1; :::; n; et des forces

de surface de densité g = (gi) ; i = 1; :::; n

fi : 
! Rn; et gi : �2 ! Rn:

Sous l�e¤et de ces forces, le solide se déforme. On note u (M) le vecteur déplacement au

point M de �
: u = (ui) ; i = 1; :::; n; ui : 
! R:
On suppose que la partie �1 est �xée, (encastrée).

On considérera donc des champs de déplacement compatibles avec cette condition d�encastrement

(ui = 0 sur �1; i = 1; :::; n) :

Loi de comportement

On désigne par " (u) = ("ij (u)) ; i; j = 1; :::; n avec

"ij (u) =
1

2

�
@uj
@xi

+
@ui
@xj

�

13



1.2. Résultats préliminaires

le tenseur des déformations linéarisé associé au champ de déplacement u = (ui) :

On note � (u) = (�ij (u)), i; j = 1; :::; n; le tenseur symétrique des contraintes.

La loi de comportement du matériau que l�on considère est celle de l�élasticité linéaire

anisotrope qui se traduit par :

�ij (u) =
nX

k;l=1

aijkl"kl (u) : (1.2.1)

Les coe¢ cients aijkl sont de classe C2
�
�

�
et véri�ent la condition de symétrie :

aijkl = aklij = ajikl; (1.2.2)

et la condition d�ellipticité :

il existe une constante � > 0 telle que :

aijkl"ij"kl � �"ij"ij (1.2.3)

pour tout x 2 
, et tout tenseur symétrique "ij:

Espaces des déplacements admissibles

On note
�
H1
�1
(
)
�n
l�espace des déplacements v = (vi) ; i = 1; :::n appartenant à

l�espace de Sobolev (H1 (
))
n et à trace nulles sur �1 c�est-à-dire :�

H1
�1
(
)
�n
=
�
v 2

�
H1 (
)

�n
; v = 0 sur �1

	
�
H1
�1
(
)
�n
est un espace de Hilbert pour la norme naturelle :

kvk(H1
�1
(
))

n =

 
nX
i=1

kvik2H1(
)

! 1
2

: (1.2.4)

Inégalité de Korn (cf.[6])

Il existe une constante C1 > 0 (dépendant seulement de 
) telle que :

nX
i;j=1

@uj@xi

2
L2(
)

� C1

nX
i;j=1

k"ij (u)k2L2(
) ; 8u 2
�
H1
�1
(
)
�n
: (1.2.5)

Inégalité de Poincaré

Il existe une constante C2 > 0 (dépendant seulement de diamètre de 
) telle que :

kuk2L2(
) � C2

nX
i=1

 @u@xi
2
L2(
)

; 8u 2 H1
�1
(
) : (1.2.6)
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1.2. Résultats préliminaires

Normes équivalentes sur
�
H1
�1
(
)
�n

Les inégalités (1.2.5) et (1.2.6), montrent que :

u! ktrn (" (u) " (u))kL2(
) =
 

nX
i;j=1

k"ij (u)k2L2(
)

! 1
2

(1.2.7)

dé�nit sur
�
H1
�1
(
)
�n
une norme équivalente à la norme dé�nie par (1.2.4).

Inégalité de Jensen (cf.[27] )

Dé�nition 1.2.1 Une fonction ', à valeurs réelles, dé�nie sur un intervalle ]a; b[ où �1 �
a < b � 1 est dite convexe si l�inégalité

' ((1� !) s+ !t) � (1� !)' (s) + !' (t) (1.2.8)

est véri�ée pour tous nombres s, t, ! tels que a < t < b, a < s < b, 0 � ! � 1.
La relation (1.2.8) est aussi équivalente à l�inégalité

' (t)� ' (s)

t� s
� ' (�)� ' (t)

� � t
(1.2.9)

pour tous a < s < t < � < b.

On a l�inégalité de Jensen suivante :

Lemme 1.2.1 Soit f 2 L1 (�) (où � � R est une partie mesurable et mes (�) < 1), et
telle que a < f (x) < b pour tout x 2 � (les cas a = �1 et b = +1 ne sont pas exclus).

Soit ' une fonction convexe sur ]a; b[, alors :

'

�
1

mes (�)

Z
�

f (x) dx

�
� 1

mes (�)

Z
�

' � f (x) dx. (1.2.10)

Remarque 1.2.1 Puisque, ' est concave si et seulement si (�') est convexe, alors on a
l�inégalité de Jensen pour les fonctions concaves '

1

mes (�)

Z
�

' (f (x)) dx � '

�
1

mes (�)

Z
�

f (x) dx

�
.

Preuve. On a :

a � 1

mes (�)

Z
�

f (x) dx � b.

15



1.2. Résultats préliminaires

Posons t =
1

mes (�)

Z
�

f (x) dx. Si � est la borne supérieure de l�ensemble des quotients

de gauche de (1.2.9), où a < s < t, � est inférieur où égal à tous les quotients de droite de

(1.2.9), pour tout � 2 ]t; b[. On en déduit que :

' (s) � ' (t) + � (s� t) ; (a < s < b) .

En remplaçant s par f (x), on trouve :

' (f (x)) � ' (t) + � (f (x)� t) , pour tout x 2 �. (1.2.11)

La fonction ' étant continue, '�f est mesurable. En intégrant les deux membres de (1.2.11)
par rapport à x, on obtient :Z

�

' (f (x)) dx � mes (�)' (t) + �

Z
�

f (x) dx�mes (�) �t.

D�où le résultat (1.2.10).

1.2.2 Traces sur des ensembles particuliers

Soit 
 un ouvert borné de Rn de frontière � assez régulière.

Lemme 1.2.2 On considère l�espace :

H1 (div�;
) =
�
v 2

�
H1 (
)

�n
: div� (v) 2

�
L2 (
)

�n	
que l�on munit de la norme :

kvkH1(div�;
) =
�
kvk2(H1(
))n + kdiv� (v)k

2
(L2(
))n

� 1
2

D
�
�
;Rn

�
est dense dans H1 (div�;
) :

Preuve. Soit v 2 H1 (div�;
) et f = v � div� (v) 2 (L2 (
))n ; on considère ffkg �
D
�
�
;Rn

�
telle que :

fk ! f dans
�
L2 (
)

�n
et fgkg � D (�;Rn) telle que :

gk ! v=� dans
�
H

1
2 (�)

�n
Soit vk la solution du problème :(

vk � div�
�
vk
�
= fk; dans 
;

vk=� = gk; sur �:
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1.2. Résultats préliminaires

On a :
�
vk
	
� D

�
�
;Rn

�
(
vk � v � div�

�
vk � v

�
= fk � f�

vk � v
�
=� = gk � g

ce problème admet une solution unique
�
vk � v

�
2 (H1 (
))

n avec:

vk � v

(H1(
))n

� C

�
kfk � fk(L2(
))n + kgk � gk�

H
1
2 (�)

�n
�

d�où :

vk ! v dans
�
H1 (
)

�n
et

div�
�
vk
�
! div� (v) dans

�
L2 (
)

�n
donc

vk ! v dans H1 (div�;
) :

Corollaire 1.2.1 L�application :

L : D
�
�
;Rn

�
!

�
H� 1

2 (�)
�n

v 7! (� (v) :�) =�

se prolonge de façon unique en une application continue :

H1 (div�;
)!
�
H� 1

2 (�)
�n

et pour tout élément w 2 (H1 (
))
n et tout élément v 2 H1 (div�;
) ; on a :

h� (v) :�; wi�
H� 1

2 (�)
�n
;
�
H
1
2 (�)

�n =
Z



(w:div� (v) + � (w) : " (v)) dx

� (w) : " (v) = tr (� (w) " (v)) =

nX
i;j=1

�ij (w) "ij (v) :

Preuve. Soit w 2 D
�
�

�
. D�après le théorème 1.1.2, pour tout ' 2

�
H

1
2 (�)

�n
; il

existe un relèvement v 2 (H1 (
))
n tel que ' = v=� et

kvk(H1(
))n � c k'k�
H
1
2 (�)

�n :
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1.2. Résultats préliminaires

On dé�nit ainsi un relèvement R par :

R :
�
H

1
2 (�)

�n
! (H1 (
))

n

' 7! R' = v

avec

(R')=� = ':

Et soit

Lw :
�
H

1
2 (�)

�n
! R

' 7! hLw;'i�
H� 1

2 (�)
�n
;
�
H
1
2 (�)

�n =

Z
�

(� (w) :�)R'd�:

Montrons d�abord que Lw 2
�
H� 1

2 (�)
�n
:

D�après la formule de Green, on a :����hLw;'i�H� 1
2 (�)

�n
;
�
H
1
2 (�)

�n
���� = ����Z

�

(� (w) :�)R'd�

����
=

����Z



(� (w) : " (R') +R'div� (w)) dx

���� :
D�où il existe une constante positive C telle que :����hLw;'i�H� 1

2 (�)
�n
;
�
H
1
2 (�)

�n
���� � C

h
kwk(H1(
))n kR'k(H1(
))n + kdiv� (w)k(L2(
))n kR'k(L2(
))n

i
� C

h
kwk(H1(
))n + kdiv� (w)k(L2(
))n

i
: kR'k(H1(
))n :

De la continuité de R, on obtient :����hLw;'i�H� 1
2 (�)

�n
;
�
H
1
2 (�)

�n
���� � C 0 kwkH1(div�;
) : k'k�H 1

2 (�)
�n

ce qui prouve que :

Lw 2
�
H� 1

2 (�)
�n

et

kLwk�
H� 1

2 (�)
�n � C kwkH1(div�;
)

donc l�application :

L : w 2 D
�
�

�
! Lw 2

�
H� 1

2 (�)
�n

est bornée sur D
�
�

�
muni de la norme de H1 (div�;
) ; elle peut donc être prolongée

d�après le lemme 1.2.2 par densité en une application linéaire continue de H1 (div�;
) dans�
H� 1

2 (�)
�n
:
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1.2. Résultats préliminaires

Lemme 1.2.3 Soit H (div�; 
) l�espace dé�ni par :

H (div�;
) =
�
v 2

�
L2 (
)

�n
; div� (v) 2

�
L2 (
)

�n	
muni de la norme :

kvkH(div�;
) =
�
kvk2(L2(
))n + kdiv� (v)k

2
(L2(
))n

� 1
2

on peut dé�nir une application continue :

H (div�; 
) !
�
H� 1

2 (�)
�n
�
�
H�3=2 (�)

�n
v 7!

�
v=�; (� (v) :�)=�

�
:

Preuve. * Soient w 2
�
H3=2 (�)

�n
et ~w 2 (H2 (
))

n (un relèvement continu) véri�ant :

~w=� = w et (� ( ~w) :�)=� = 0:

Pour v 2 H (div�;
) ; on pose :

h~1v; wi =
Z



( ~wdiv� (v)� vdiv� ( ~w)) dx:

On montre que le terme de droite ne dépend pas du relèvement ~w; il su¢ t pour cela de

prouver que ce terme est nul si ~w est un élément de (H2
0 (
))

n
:

Ce terme est nul si ~w est un élément de D (
;Rn) et par densité il sera nul pour tout élément
de (H2

0 (
))
n
; on a :

jh~1v; wij � k ~wk(L2(
))n kdiv� (v)k(L2(
))n + kvk(L2(
))n kdiv� ( ~w)k(L2(
))n
� C

�
kdiv� (v)k(L2(
))n + kvk(L2(
))n

�
k ~wk(H2(
))n

� C kwk(H3=2 (�))
n kvkH(div�;
)

~1v est donc un élément de
�
H�3=2 (�)

�n
et on a :

k~1vk(H�3=2(�))
n � C kvkH(div�;
)

~1 est donc continue de H (div�;
) dans
�
H�3=2 (�)

�n
, et si v est régulière on a :

~1v = (� (v) :�)=� :

* Soient w 2
�
H

1
2 (�)

�n
et ~w 2 (H2 (
))

n (un relèvement continu) véri�ant :

~w=� = 0 et (� ( ~w) :�)=� = w
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1.3. Rappels sur les opérateurs et les semi-groupes

pour v 2 H (div�;
) ; on pose :

h0v; wi�H� 1
2 (�)

�n
;
�
H
1
2 (�)

�n =
Z



(vdiv� ( ~w)� ~wdiv� (v)) dx:

On véri�e, comme précédemment, que 0 est bien dé�nie et on a :

j(0v; w)j � C kwk�
H
1
2 (�)

�n kvkH(div�;
)
0v est donc un élément de

�
H� 1

2 (�)
�n
et on a :

k0vk�H� 1
2 (�)

�n � C kvkH(div�;
)

0 est continue de H (div�; 
) dans
�
H� 1

2 (�)
�n
et si v est régulière on a :

0v = v=�:

Remarque 1.2.2 Pour tout élément w 2 (H2 (
))
net tout élément v 2 H (div�;
) on a :

hv; � (w) :�i�
H� 1

2 (�)
�n
;
�
H
1
2 (�)

�n�h� (v) :�; wi(H�3=2(�))
n
;(H3=2(�))

n =

Z



(vdiv� (w)� wdiv� (v)) dx:

1.3 Rappels sur les opérateurs et les semi-groupes

Dans ce paragraphe, on suppose que X est un espace de Hilbert. Sa norme est notée k:kX :,
L(X) ensemble des opérateurs linéaires et continues sur X:

Dé�nition 1.3.1 Un opérateur linéaire dans X est un couple (D;A) où D est un sous-

espace vectoriel de X et A : D ! X est une application linéaire. On dit que A est borné si

kAxkX reste borné lorsque u 2 fx 2 D; kxkX � 1g : Dans le cas contraire, A est dit non

borné.

Dé�nition 1.3.2 Si (D;A) est un opérateur linéaire dans X, le graphe de A est un espace

vectoriel dé�ni par :

G (A) = f(u; f) 2 X �X; u 2 D; f = Aug :

Dé�nition 1.3.3 Un semi-groupe continu (fortement) sur X est une fonction

T : R+ �! L(X)

t 7�! T (t)
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1.3. Rappels sur les opérateurs et les semi-groupes

qui véri�e les propriétés suivantes :

� T (0) = IX ;

� T (t+ s) = T (t)T (s); pour tout t, s � 0;
� lim
t!0+

kT (t)u� uk = 0; pour tout u 2 X:
On dit que fT (t); t � 0g est un semi-groupe de classe C 0 ou un C 0�semi-groupe.

Théorème 1.3.1 Soit fT (t); t � 0g un C 0�semi-groupe sur un espace de Hilbert X. On
a:

� 9M � 1, 9w > 0 telle que :

kT (t)k �M exp(wt); pour tout t � 0:

� Soit w0 = inf
t>0

�
1

t
ln kT (t)k

�
; on a :

w0 = lim
t!+1

�
1
t
ln kT (t)k

�
w0 est appelé le type du semi-groupe T (t):

Dé�nition 1.3.4 Soit fT (t); t � 0g un C0�semi-groupe sur un espace de Hilbert X.
Le générateur in�nitésimal de fT (t); t � 0g est l�opérateur non borné en général dé�ni par8>>>><>>>>:

D(A) =

�
u 2 X; lim

t�!0+
T (t)u� u

t
existe

�
;

et

Au = lim
t�!0+

T (t)u� u

t
; u 2 D(A):

Dé�nition 1.3.5 Un opérateur (linéaire) A dans X est dit dissipatif si on a :

8u 2 D(A); 8� > 0; ku� �AukX � kukX : (1.3.1)

A est dit m-dissipatif si A est dissipatif et pour tout � > 0; l�opérateur (I � �A) est surjectif,

c�est à dire :

8f 2 X; 8� > 0; 9u 2 D(A); (I � �A)u = f: (1.3.2)

Opérateurs non bornés dans un espace de Hilbert

Dans ce paragraphe, X désigne un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté (: ; :)

et de la norme associée noté k:k. Si A est un opérateur linéaire dans X de domaine dense,

la formule :

G(A�) = f(v; ') 2 X �X; 8(u; f) 2 G(A); (v; f) = ('; u)g (1.3.3)
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1.3. Rappels sur les opérateurs et les semi-groupes

dé�nit un opérateur linéaire A� (l�adjoint de A) de domaine :

D(A�) = fv 2 X; 9c > 0; j(Au; v)j � c kuk ; 8u 2 D(A)g (1.3.4)

et on a :

(A�v; u) = (v; Au) ; 8v 2 D(A�); 8u 2 D(A): (1.3.5)

Proposition 1.3.1 A est dissipatif dans X si et seulement si (Au; u) � 0; 8u 2 D(A):

Dé�nition 1.3.6 Soit A : D(A) � X �! X un opérateur linéaire non-borné, on dit que :

� A est monotone si :
(Au; u) � 0; 8u 2 D(A): (1.3.6)

� A est maximal si l�application :

(I + A) : D(A) �! X

u 7�! (I + A)u:
(1.3.7)

est surjective.

Dé�nition 1.3.7 Soit A : D (A) � X �! X un opérateur non linéaire, on dit que :

� A est monotone si :

(A (u� v) ; u� v) � 0; 8u; v 2 D (A) : (1.3.8)

� A est maximal monotone si A est monotone et R (I + A) = X:

Soit X un espace de Banach de dual X 0. Sa norme est notée k:kX :

Dé�nition 1.3.8 On dit que A : X �! X 0 est hémicontinu si l�application

t 7! hA (u+ tv) ; wiX0;X est continue sur R; 8u; v; w 2 X:

Dé�nition 1.3.9 On dit que A : X �! X 0 est coercif si

hAu; uiX0;X

kukX
! +1; lorsque kukX ! +1:

Dé�nition 1.3.10 On dit que A : X �! X 0 est borné si pour toute partie S bornée dans

X l�image A (S) est bornée dans X 0:

Théorème 1.3.2 ([27, Corollaire 2.2]) Soit A : X ! X 0 un opérateur non linéaire; si A

est monotone, hémi-continu, borné et coercif, alors A est surjectif.
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1.3. Rappels sur les opérateurs et les semi-groupes

1.3.1 Semi-groupe engendré par un opérateur m-dissipatif

Théorème 1.3.3 (cf.[2]) (de Hille Yosida) Soit A un opérateur (linéaire) maximal monotone

dans un espace de Hilbert X. Alors pour tout u0 2 D(A); il existe une fonction:

u 2 C1 ([0;+1[ ;X) \ C0 ([0;+1[ ;D(A)) (1)

unique, telle que: 8<:
du

dt
+ Au = 0, dans [0;+1[ ;

u (0) = u0; donnée initiale.

De plus, on a:

ku (t)kX � ku0kX et

dudt (t)
 = kAu (t)k � kAu0k ; 8t � 0:

Théorème 1.3.4 (cf. [3, 12, 27]) Soit A un opérateur (non linéaire) maximal monotone

dans un espace de Hilbert X. Alors pour tout u0 2 D (A); il existe une solution, (au sens

faible)

u 2 C
�
R+; X

�
unique, telle que : 8<:

du

dt
+ Au = 0, dans [0;+1[ ;

u (0) = u0; donnée initiale.
(1.3.9)

De plus, si v0 2 D (A) et v est la solution correspondante de (1.3.9), alors la fonction

t 7! ku (t)� v (t)kX est décroissante sur R+.
Si u0 2 D (A) ; alors la solution (dite forte)

u 2 W 1;1 �R+; X� ;
et la fonction t 7! kAu (t)kX est dé�nie partout et est décroissante sur R+:

Remarque 1.3.1 Si A est un opérateur linéaire, alors D (A) = X:

(1)L�espace D (A) est muni de la norme du graphe jvj + jAvj ou de la norme Hilbertienne équivalente�
kvk2 + kAvk2

� 1
2

.
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1.4. Problèmes variationnels abstraits

1.4 Problèmes variationnels abstraits

Soit X un espace de Hilbert sur R, de norme k:k ; de dual X 0 et de norme duale k:k� :

8f 2 X 0; kfk� = sup
v2X; v 6=0

f(v)

kvk : (1.4.1)

Soit a une forme bilinéaire sur X �X et l un élément de X 0: On pose le problème :

Chercher u 2 X tel que :

8v 2 X; a (u; v) = l (v) : (1.4.2)

Lemme 1.4.1 (Lax-Milgram). On suppose que a est continue et coercive sur X �X :

c�est à dire qu�il existe des constantes positives M > 0 et � > 0 telles que :

8v 2 X; 8u 2 X; ja (u; v)j �M kuk kvk ;
8v 2 X; a (v; v) � � kvk2 :

(1.4.3)

Alors le problème (1.4.2) a une solution unique u et :

kuk � 1

�
klk� ; (1.4.4)

c�est-à-dire que l�application u 7�! l est un isomorphisme de X sur X 0.

1.5 Rappels sur la géométrie di¤érentielle pour les sur-

faces

On s�intéresse dans ce paragraphe aux notions fondamentales permettant de calculer la

dérivée d�une fonction, d�un champ de vecteurs, ou d�un endomorphisme dé�nis sur une

surface (cf. [13], [28]).

1.5.1 Paramétrisation

Soit � une surface plongée dans l�espace R3 rapporté à une base orthonormée, on trans-
forme un ouvert b� du plan �O; �1; �2� en la surface � par une carte régulière ' = ('1; '2; '3).
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1.5. Rappels sur la géométrie di¤érentielle pour les surfaces

1.5.2 La normale et le plan tangent

En chaque point m de �; on dé�nit deux vecteurs tangents à � par :

a� (m) =
@'

@��
�
'�1 (m)

�
; � = 1; 2: (1.5.1)

Les vecteurs a1 (m) et a2 (m) sont supposés linéairement indépendants. La normale unitaire

à � en chaque point m est dé�nie par :

� (m) = � =
a1 ^ a2
ka1 ^ a2k

; (1.5.2)

où ^ (respectivement k:k) désigne le produit vectoriel (respectivement la norme euclidienne).
Le plan tangent à � en m engendré par les vecteurs a1 (m) et a2 (m) est noté Tm (�) :

1.5.3 Base duale

En général, la base fa� (m)g = fa1 (m) ; a2 (m)g du plan tangent Tm (�) n�est ni
orthogonale, ni normée. On est donc amené à utiliser la cobase ou base duale notée

fa� (m)g = fa1 (m) ; a2 (m)g dé�nie par :

a� (m) :a� (m) = ��� (1.5.3)

où ��� est le symbole de Kronecker, �; � = 1; 2:

a� (m) ; � = 1; 2 est une forme linéaire sur le plan tangent.

1.5.4 Tenseur métrique

On dé�nit le tenseur métrique de la surface � associé à la carte ' par :

g�� = (a�; a�) ; �; � = 1; 2 (1.5.4)

où (:; :) désigne le produit scalaire dans R3: On note jgj le déterminant de ce tenseur.

1.5.5 Le transposé d�un vecteur

Soit v = v1a1+v
2a2 un vecteur arbitraire du plan Tm (�) tangent enm à �; on lui associé,

par le produit scalaire de R3; une forme linéaire (vecteur transposé) :

�v = v1a
1 + v2a

2: (1.5.5)

Les v� sont les composantes contravariantes et les v� sont les composantes covariantes.

On a :

v� = g�1v
1 + g�2v

2; � = 1; 2: (1.5.6)
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1.5. Rappels sur la géométrie di¤érentielle pour les surfaces

1.5.6 Intégration sur �

jgj
1
2 représente l�aire du parallélogramme construit à partir des vecteurs a1 (m) et a2 (m); si

f est une fonction scalaire dé�nie sur � on a :Z
�

f (m) d� =

Z
�̂

(f � ')
�
�1; �2

�
jgj

1
2 d�1d�2: (1.5.7)

1.5.7 Dérivation sur une surface

Dérivée d�une fonction scalaire

Soit f une fonction scalaire dé�nie sur � et su¢ samment régulière; sa dérivée est une

forme linéaire sur l�espace tangent dé�nie par :

@mf =
2X

�=1

@f

@��
a� =

2X
�=1

f;�a
�: (1.5.8)

Le transposé de @mf noté @mf est un vecteur appelé gradient tangentiel de f dé�ni par :

@mf =
2X

�=1

v�a� = rTf (1.5.9)

avec :

v� =
2P
�=1

g��
@f

@��
=

2P
�=1

g��f;�:

où g�� est le tenseur métrique dual de g�� tel que :

2P
�=1

g��g�� = ���; �; � = 1; 2: (1.5.10)

1.5.8 Opérateur de projection

On désigne par � (m) l�opérateur de projection orthogonale de R3 sur le plan tangent
Tm (�) en m à �. Si v (m) est un vecteur de R3, � (m) v (m) (au point m de �) est un

vecteur de Tm (�) tel que :

(v (m)� � (m) v (m) ; z) = 0; 8z 2 Tm (�) : (1.5.11)

Le transposé de la normale � (m) est la forme linéaire notée par � (m) qui véri�e la relation

suivante :

Id3 = � (m) + � (m) � (m); (1.5.12)
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1.5. Rappels sur la géométrie di¤érentielle pour les surfaces

où Id3 désigne l�identité dans R3.
� (m) � (m) est la projection orthogonale sur la droite engendrée par � (m).

On désigne par C le transposé d�un endomorphisme C de R3dé�ni par :

8y; z 2 R3; (Cy; z) =
�
Cz; y

�
: (1.5.13)

On véri�e que � est symétrique, c�est-à-dire � (m) = � (m) pour tout m 2 �.
Tout champ v (m) dé�ni sur �, peut être décomposé en une composante tangentielle vT (m) =

� (m) v (m) et une composante normale v� (m) = � (m) :v (m) et on a :

v (m) = vT (m) + v� (m) � (m) ; m 2 �: (1.5.14)

1.5.9 Dérivée d�un champ tangentiel

Soit vT un champ régulier de vecteurs tangents à � :

m 2 � �! vT (m) = v� (m) a� (m) 2 Tm (�) :

On dé�nit la dérivée de vT sur � par :

@mvT =
2X

�=1

@vT
@��

:a� =
2X

�=1

v;� a
� (1.5.15)

c�est un endomorphisme qui applique le plan tangent dans R3 et non pas dans le plan tangent
lui même.

On introduit les symboles de Christo¤el ���� par :

�a�;� =

2X
�=1

����a�; �; � = 1; 2 (1.5.16)

où

a�;� =
@2'

@��@��
= a�;�:

Ce qui prouve que :

���� = �
�
��:

Si on pose vT = v�a�, on obtient :

@mvT =
2P

�=1

�
v�a�

�
;�
:a�

=
2P

�=1

 
2P
�=1

�
v�;�a� + v�a�;�

�!
a�
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1.5. Rappels sur la géométrie di¤érentielle pour les surfaces

la dérivée covariante du champ vT sur � et par dé�nition �@mvT , elle applique le plan tangent

dans lui même et on a :

�@mvT =
2P

�=1

2P
�=1

v�;��a�:a
� +

2P
�=1

2P
�=1

v��a�;�:a
�

=
2P

�=1

2P
�=1

v�;�a�:a
� +

2P
�=1

2P
�=1

v�����a�:a
�

=
2P

�=1

2P
�=1

�
v�;� + �

�
��v

�
�
a�:a

�:

Lemme 1.5.1 La dérivée du tenseur métrique g�� est donnée par :

g��;� = �
�
��g�� + �

�
��g��: (1.5.17)

Preuve. De (1.5.4), on a :

g��;� = (a�;�; a�) + (a�; a�;�)

et de (1.5.16), on obtient :

g��;� = (�a�;�; a�) + (a�; �a�;�)

=
�
����a�; a�

�
+
�
a�; �

�
��a�

�
= ����g�� + �

�
��g��;

ce qui donne (1.5.17).

1.5.10 Opérateur de courbure

On dé�nit l�opérateur de courbure de la surface � par :

@m� =

2X
�=1

@�

@��
a� (1.5.18)

puisque
@�

@��
(� = 1; 2) est un élément du plan tangent, il existe des scalaires b�� tels que :

@�

@��
= �

2X
�;�=1

b��a�:

Et donc

@m� = �
2X

�;�=1

b��a�:a
�: (1.5.19)

Cet opérateur applique le plan tangent dans lui même.

28
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Lemme 1.5.2 L�opérateur de courbure @m� est symétrique.

Preuve. Pour � = 1; 2; on a :

�:a� = (�; a�) = 0:

D�où : �
@�

@��
; a�

�
+ (�; a�;�) = 0:

On pose : b�� =
2P
�=1

g��b
�
�; (�; � = 1; 2); on obtient :

b�� = (�; a�;�)

ce qui prouve en particulier que b12 = b21: Alors :

8y; z 2 Tm (�) : y = y�:a�; z = z�:a�:

On a :
((@m�) y; z) = �

�
b��a�:a

�:a�y
�; z�a�

�
= �b�� (a�; a�) y�:z�

= �b��y�z�

= (y; (@m�) z) :

Ce qui montre que l�endomorphisme de courbure @m� est symétrique.

1.5.11 Dérivée d�un champ normal

On note par v�� un champ normal; on a par dé�nition :

@m (v��) = �@mv� + v�@m�:

1.5.12 Dérivée d�un champ de vecteurs sur �

Lemme 1.5.3 Soit v un champ de vecteurs dé�ni sur �; on a :

@mv = �@mvT � �vT@m� + �@mv� + v�@m�:

Preuve. D�après (1.5.14), on a :

@mv = @mvT + @m (v��)

= @mvT + �@mv� + v�@m�:
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De (1.5.12), il vient :

@mv = �@mvT + ��@mvT + �@mv� + v�@m�:

En�n :

@m (�vT ) = �@mvT + �vT@m�

= 0;

puisque ��vT = 0, on obtient :

@mv = �@mvT � ��vT@m� + �@mv� + v�@m�:

1.5.13 Expression de la divergence

Expression de la divergence d�un champ de vecteurs sur une surface �

La divergence du champ de vecteurs tangents à � :

vT = v1a1 + v2a2

est un champ scalaire dé�ni sur � par :Z
�

zdivT (vT ) d� = �
Z
�

(@mz) vTd�; pour tout z 2 D (�) ; (1.5.20)

où D (�) désigne l�ensemble des fonctions indé�niment dérivables sur � à support compact.

Expression de la divergence d�un champ d�endomorphismes sur une surface �

Désignons par �t un champ d�endomorphismes du plan tangent à la surface �.

Posons :

�t = ��� :a
�a�:

(on a utilisé la convention de sommation par indice répété).

La divergence tangentielle du champ �t est un champ de formes linéaires sur Tm (�), noté

divT �t et dé�ni par:Z
�

divT �t:vTd� = �
Z
�

tr2 (�t:�@mvT ) d�; pour tout vT 2 D (�; T (�)) ; (1.5.21)

où tr2 désigne la trace d�un endomorphisme du plan tangent dans lui même etD (�; T (�)) désigne

l�espace des champs tangents à � dont les composantes dans la base de Tm (�) sont dans

D (�) :
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Lemme 1.5.4 Pour tout champ scalaire � dé�ni sur � et tout champ tangent vT supposés

réguliers, on a :

(@m�) vT = tr (vT@m�) et divTvT = tr (�@mvT ) :

Preuve. Si vT = v�a� = v1a1 + v2a2; on a :

a� (vT@m�) a� = a1 (vT@m�) a1 + a2 (vT@m�) a2 = tr (vT@m�) :

On calcule d�abord vT@m� :

vT (@m�) = (v�a�)

�
@�

@��
a�
�
; � = 1; 2; � = 1; 2

=
�
v1a1 + v2a2

�� @�

@�1
a1 +

@�

@�2
a2
�

= v�
@�

@��
a�a

�:

D�où :

a� (vT@m�) a� = v�@��;

mais :

tr (vT@m�) = a� (vT@m�) a�

ce qui montre que :

tr (vT@m�) = a� (vT@m�) a� = v�@��:

D�autre part :

(@m�) vT = (@��) a
� (v�a�)

=
@�

@�1
v1 +

@�

@�2
v2

= (@��) v
�:

Alors :

tr (vT@m�) = (@m�) vT

ce qui montre la première relation.

Soit  2 D (�) un champ scalaire; d�après (1.5.20), on a (d�après la première relation du

lemme 1.5.4 ) : Z
�

 divTvTd� = �
Z
�

(@m ) vTd� = �
Z
�

tr (vT@m ) d�:
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Comme

@m ( vT ) = vT@m +  (@mvT )

ce qui donne par projection :

�@m ( vT ) = vT@m +  � (@mvT )

et puisque vT 2 Tm (�) et  est un champ scalaire, alors :Z
�

 divTvTd� = �
Z
�

tr (�@m ( vT )) d� +

Z
�

 tr (� (@mvT )) d�: (1.5.22)

Si �T est un champ régulier d�endomorphismes du plan tangent à � et vT un champ tangent

régulier; (1.5.21) donne :Z
�

divT �TvTd� = �
Z
�

tr (�T� (@mvT )) d�:

En particulier, si on prend �T = i2 est l�identité du plan tangent, il vient :Z
�

divT i2vTd� = �
Z
�

tr (� (@mvT )) d�:

Donc (1.5.22) s�écrit :Z
�

 divTvTd� =

Z
�

 divT i2vTd� +

Z
�

 tr (� (@mvT )) d�:

Soit wT 2 D (�; T (�))

on prend z 2 D (�) ; z = 1 sur suppwT :

Par dé�nition de divTwT ; on a :Z
�

divTwTd� =

Z
�

zdivTwTd� = �
Z
�

(@mz)wTd�

= 0

d�où
Z

�

divTwTd� = 0:

Donc pour tout wT 2 D (�; T (�)) ; on a :Z
�

(divT i2)wTd� = �
Z
�

tr (� (@mwT )) d� = �
Z
�

divTwTd� = 0

d�où
Z

�

(divT i2)wTd� = 0:

Par conséquent

divTvT = tr (� (@mvT ))

ce qui montre la deuxième relation.
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1.5.14 Déformations et contraintes

Soit v : 
 ! R3 un champ assez régulier; on désigne par rv son gradient ; on a sur �
(cf. [13], [28]) :

rv = �@mvT� + v� (@m�) + �@�vT +
�
@mv� � (@m�) vT + � (@�v�)

�
��:

Le tenseur des déformations " (v) peut être écrit comme suit :

" (v) = "T (v) + �"S (v) + "S (v) �� + "� (v) ��; sur �; (1.5.23)

avec :
2"T (v) = � (@mvT )� + �@mvT� + 2v�@m�;

2"S (v) = @�vT + @mv� � (@m�) vT ;
"� (v) = @�v� :

(1.5.24)

où (@m�) est l�opérateur de courbure de �:

De façon analogue on peut écrire :

� (v) = �T (v) + ��S (v) + �S (v) � + �� (v) ��; sur �; (1.5.25)

où �T (v) est un champ d�endomorphismes du plan tangent, �S (v) un champ tangent et

�� (v) un champ scalaire. Plus précisément, on a :8>><>>:
�T (v) = �� (v)�;

�S (v) = �� (v) �;

�� (v) = ��� (v) �;

(1.5.26)

Remarque 1.5.1 Soit v 2 (H1 (
))
3
; en utilisant les formules (1.5.23) -(1.5.24) et (1.5.25),

on obtient :

" (v) : " (v) = "T (v) : "T (v) + 2 j"S (v)j2 + j"� (v)j2 ; sur � (1.5.27)

et

� (v) : " (v) = �T (v) : "T (v) + 2�S (v)"S (v) + �� (v) "� (v) ; sur �: (1.5.28)

Remarque 1.5.2 @mv� est le gradient tangentiel de v� ; il sera noté aussi rTv� :
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1.5. Rappels sur la géométrie di¤érentielle pour les surfaces

1.5.15 Espaces fonctionnels sur la surface �

Espace L2 (�)

L2 (�) est l�espace des fonctions f : �! R telle que �f = f � ' 2 L2
�
�̂
�
(�̂ ouvert de R2),

où ' = ('1; '2; '3) est une carte régulière.

On pose :

kfk2L2(�) =
Z
�

jf j2 dm =

Z
�̂

�� �f ��2 jgj 12 d�1d�2;
où g est le tenseur métrique.

Espace L2 (�; T (�))

Un champ

vT : � ! T (�)

m ! vT (m) = v1 (m) a1 (m) + v2 (m) a2 (m) 2 Tm (�)

est dans L2 (�; T (�)) si v� 2 L2 (�) pour � = 1; 2:
On pose alors :

kvTk2L2(�;T (�)) =
Z
�

�vTvTdm =

Z
�

2X
�=1

v�v
�dm; (1.5.29)

où v� = g��v
�:

La norme dé�nie par (1.5.29) est équivalente à la norme dé�nie par :

2X
�=1

kv�k2L2(�) :

Espace H1 (�)

C�est l�espace des fonctions f : � ! R de L2 (�) telles que @mf est dans L2 (�; T (�)) :

On pose alors :

kfk2H1(�) = kfk
2
L2(�) +

@mf2L2(�;T (�)) : (1.5.30)

On note H1
0 (�) le sous-espace des fonctions de H

1 (�) nulles sur le bord @� de �: C�est aussi

la fermeture de D (�) dans H1 (�) muni de la norme dé�ni par (1.5.30).

Espace H1
0 (�; T (�))

Un champ vT = v1a1 + v2a2 est dans l�espace H1
0 (�; T (�)) si v� est dans H

1
0 (�) pour

� = 1; 2:
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1.5. Rappels sur la géométrie di¤érentielle pour les surfaces

On pose alors :

kvTk2H1
0 (�;T (�))

=

2X
�=1

kv�k2H1
0 (�)

:

On munit H1 (�; T (�)) de la norme :

kvTk2H1(�;T (�)) =
2X

�=1

kv�k2H1(�) : (1.5.31)

Espaces des endomorphismes symétriques du plan tangent

On note LS (Tm (�)) l�espace des endomorphismes symétriques :

�T : Tm (�)! Tm (�)

muni de la norme dé�nie par :

k�Tk2LS(Tm(�)) = tr2 (�T �T ) :

A un champ de vecteurs tangents

vT : �! T (�)

on associe un champ d�endomorphismes symétriques

"T (vT ) : � ! LS (T (�))
m 7�! "T (vT ) (m) 2 LS (Tm (�))

dé�ni par :

"T (vT ) =
1

2

�
�
@vT
@m

+
@vT
@m

�

�
:

Espace L2 (�; LS (T (�)))

Un champ

�T : �! LS (T (�))

est dans L2 (�; LS (T (�))) si la fonction

[tr2 (�T �T )]
1=2 : �! R+

est dans L2 (�) :

On pose alors :

k�Tk2L2(�; LS(T (�))) =
[tr2 (�T �T )]1=22

L2(�)
:

Remarque 1.5.3 Si vT 2 H1 (�; T (�)) ; alors : "T (vT ) 2 L2 (�; LS (T (�))) :
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Espace H2
0 (�)

Une fonction f : �! R est dans H2 (�) (respectivement dans H2
0 (�)) si la fonction

�f = f � ' : �! R est dans l�espace de Sobolev H2
�
�̂
�
(respectivement dans H2

0

�
�̂
�
).

Si f est dans H2 (�) alors
�
@ �f

@m

�
est dans H1 (�; T (�)) :

Proposition 1.5.1 (cf. [1]) L�expression k:k1 dé�nie par :

kvTk1 =
�Z

�

�
jvT j2 + "T (v) : "T (v)

�
d�

� 1
2

est une norme sur H1 (�; T (�)) équivalente à la norme dé�nie en (1.5.31).

Preuve. Il su¢ t de prouver l�existence d�une constante C > 0 telle que :

kvTkH1(�;T (�)) � C kvTk1, 8vT 2 H1 (�; T (�)) :

S�il n�en était pas ainsi, il existerait une suite
�
vkT
	
� H1 (�; T (�)) véri�ant :vkTH1(�;T (�))

= 1; 8k 2 N

vkT ! 0 dans L2 (�; T (�))

"T
�
vkT
�
! 0 dans L2 (�; LS (T (�))) :

On pose :

vkT = vk1a1 + vk2a2 et vk�;� =
@vk�

@��
;

on obtient :

vk�;� + g��g��v
k�
;� ! 0 dans L2 (�)

avec �; � = 1; 2; sommation par rapport à l�indice répété et où
�
g��
�
1��;��2 est le tenseur

inverse du tenseur métrique.

En omettant l�indice k et en posant :

A�� = v�;� + g��g��v
�
;�:

En prenant � = �; on obtient :

v1;1 + v2;2 ! 0 dans L2 (�) :

On a :

g�rA
�
� = g�r

�
v�;� + g��g��v

�
;�

�
= g�rv

�
;� + g��v

�
;r ! 0 dans L2 (�) :
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En prenant (�; r) = (1; 1) ; (�; r) = (2; 2) et (�; r) = (2; 1) ; on obtient les limites suivantes

dans L2 (�) : 8>>>>><>>>>>:
g11v

1
;1 + g12v

2
;1 ! 0 dans L2 (�) ;

g22v
2
;2 + g21v

1
;2 ! 0 dans L2 (�) ;

g11v
1
;2 + g22v

2
;1 ! 0 dans L2 (�) ;

v1;1 + v2;2 ! 0 dans L2 (�) :

(1.5.32)

posons : wT = gvT ; où g est le tenseur métrique, wT a pour composantes :

w� = g��v
�, � = 1; 2

de �
v1; v2

�
! 0 dans L2 (�)� L2 (�)

il vient : �
w1; w2

�
! 0 dans L2 (�)� L2 (�) :

Les limites (1.5.32) donnent :

w1;1; w
2
;2 et w2;1 + w1;2 tendent vers 0 dans L2 (�) :

L�inégalité de Korn dans l�ouvert �̂ montre alors que�
w1; w2

�
! 0 dans H1 (�)�H1 (�) :

D�où : �
v1; v2

�
! 0 dans H1 (�)�H1 (�) :

Ce qui contredit la dé�nition de la suite
�
vkT
�
k�0.
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Chapitre 2

Stabilisation exponentielle du système

anisotrope de la thermoélasticité par

des contrôles interne et frontière

linéaires égaux au feedback naturel

Dans ce chapitre, on s�intéresse à l�étude de la stabilisation exponentielle du système

anisotrope de la thermoélasticité par des contrôles interne et frontière linéaires égaux au

feedback naturel, en établissant une inégalité intégrale obtenue par la technique de Bey R

et al.[1].

Nous introduisons d�abord quelques notations et hypothèses utilisées dans ce chapitre.

Soit 
 un ouvert borné non vide de Rn; n � 1; de frontière � de classe C2: On note

� = (�1; :::; �n)
T le vecteur unitaire normal extérieur à �:

Pour x0 2 Rn �xé, on dé�nit la fonction m (x) = x� x0; x 2 Rn et on considére la partition
de la frontière � suivante :

�1 = fx 2 �; m (x) :� (x) � 0g ; (2.0.1)

�2 = fx 2 �; m (x) :� (x) > 0g : (2.0.2)
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2.1. Existence, unicité et régularité des solutions

Nous considérons le système anisotrope de la thermoélasticité avec des contrôles interne et

frontière linéaires

(P)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

u00 � div� (u) + �r� + u0 = 0; dans 
� R+;
�0 ��� + �divu0 = 0; dans 
� R+;
� = 0; sur �� R+;
u = 0; sur �1 � R+;
� (u) :� + au+ u0 = 0; sur �2 � R+;
u (:; 0) = u0; u0 (:; 0) = u1; � (:; 0) = �0; dans 
:

où R+ = [0;+1), u0 = @u

@t
; u = u (x; t) = (u1 (x; t) ; :::; un (x; t)) désigne le vecteur déplace-

ment, � = � (x; t) la température et � le tenseur des contraintes dé�ni par :

�ij (u) = aijkl"kl (u) :

" (u) est le tenseur linéarisé des déformations donné par :

"ij (u) =
1

2
(@jui + @iuj) ; @i =

@

@xi
:

Les coe¢ cients aijkl sont dans l�espace W 1;1 (
) et véri�ent la condition de symétrie suiv-

ante:

aijkl = ajikl = aklij; sur 
;

(tous les indices vont de 1 à n), et satisfont la condition d�ellipticité suivante :

9� > 0 : aijkl"ij"kl � �"ij"ij; sur 
 (2.0.3)

pour tout tenseur symétrique "ij.

Les composantes du champ vectoriel div� (u) sont données par :

(div� (u))i = @j�ij (u) = �ij;j (u) .; i = 1; :::; n:

Les paramètres de couplage � et � sont supposés strictement positifs.

La fonction a � a (x) est non négative sur �2 et a (x) 2 C1 (�2) :

2.1 Existence, unicité et régularité des solutions

On s�intéresse dans ce paragraphe à l�étude de l�existence, de l�unicité et de la régularité

de la solution du système (P) ; basée sur la théorie des semi-groupes linéaires [2], en le
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2.1. Existence, unicité et régularité des solutions

ramenant à une équation d�évolution du premier ordre.

Dans ce qui suit, on suppose que :

mes (�1) > 0 ou a (x) > 0; 8x 2 �2; (2.1.1)

��1 \ ��2 = ?: (2.1.2)

On dé�nit les espaces de Hilbert suivants :

H1
�1
(
) = fu 2 H1 (
) ; u = 0 sur �1g ;

W =
�
H1
�1
(
)
�n � (L2 (
))n ;

H =W�L2 (
) :

Les espaces
�
H1
�1
(
)
�n
; (L2 (
))

n et L2 (
) sont munis des normes suivantes (respective-

ment) :

kuk2(H1
�1
(
))

n =

Z



� (u) : " (u) dx+

Z
�2

a juj2 d�;

kuk2(L2(
))n =

Z



juj2 dx;

kuk2L2(
) =
�

�

Z



juj2 dx:

Proposition 2.1.1 L�expression k:k(H1
�1
(
))

n dé�nie par :

kuk(H1
�1
(
))

n =

�Z



� (u) : " (u) dx+

Z
�2

a juj2 d�
�1=2

est une norme équivalente à la norme usuelle de (H1 (
))
n.

Preuve. On montre qu�il existe une constante C > 0 telle que :

kuk(H1(
))n � C kuk(H1
�1
(
))

n ; 8u 2
�
H1
�1
(
)
�n
:

Pour cela, on distingue deux cas suivants :

1er Cas : Si a (x) � 0; 8x 2 �2 et mes (�1) > 0; on a :

kuk(H1
�1
(
))

n =

�Z



� (u) : " (u) dx

�1=2
:

Pour montrer que la norme k:k(H1
�1
(
))

n est équivalente à la norme usuelle de (H1 (
))
n on

suppose le contraire; nous aurons une suite (wk)k de
�
H1
�1
(
)
�n
telle que :

1

k
kwkk(H1(
))n > kwkk(H1

�1
(
))

n :
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Si on pose :

vk =
wk

kwkk(H1(
))n
;

on obtient :

kvkk(H1(
))n = 1; 8k 2 N� (2.1.3)

et

kvkk(H1
�1
(
))

n <
1

k
: (2.1.4)

Puisque 
 est un ouvert borné deRn de frontière régulière, l�injection canonique de (H1 (
))
n

dans (L2 (
))n est compacte; on peut donc extraire de la suite (vk)k une sous suite notée

encore (vk)k telle que :

vk ! v; dans
�
L2 (
)

�n
:

De plus, la continuité de l�injection canonique de (L2 (
))n dans (D 0 (
))n montre que

vk ! v; dans (D 0 (
))
n
:

Et d�après la continuité de la dérivation de D 0 (
) dans D 0 (
) ; on a :

"ij (vk)! "ij (v) ; dans D 0 (
) : (2.1.5)

De (2.1.4) et (2.0.3), il vient que :

"ij (vk)! 0; dans L2 (
) :

La continuité de l�injection

L2 (
) ,! D 0 (
)

montre que

"ij (vk)! 0; dans D 0 (
) : (2.1.6)

En vertu de l�unicité de la limite dans D 0 (
) ; on conclut de (2.1.5) et de (2.1.6) que :

"ij (v) = 0; dans D 0 (
) ;

par conséquent

"ij (v) = 0 2 L2 (
) :

D�où :

v = 0:

41



2.1. Existence, unicité et régularité des solutions

En e¤et, "ij (v) = 0, v est un déplacement rigide.

Posons :

R =
�
v 2

�
H1 (
)

�n
; "ij (v) = 0; 1 � i; j � n

	
:

Lorsque n = 2; on véri�e que toute fonction v 2 R est localement de la forme

v1 (x) = a1 + bx2; v2 (x) = a2 � bx1

où a1; a2 et b sont des constantes. D�où :

R = fv; 9a1; a2; b 2 R; v1 (x) = a1 + bx2; v2 (x) = a2 � bx1g

si n = 2: Lorsque n = 3; on véri�e de même

R =
�
v 2

�
H1 (
)

�n
; v (x) = a+ b ^ x; a; b 2 Rn; x 2 


	
:

En Mécanique, R est dit ensemble des déplacements rigides de 
: La seule fonction v de R
qui s�annule en deux points distincts de R2 lorsque n = 2 (respectivement en trois points non
alignés de R3 lorsque n = 3) est la fonction v = 0: Puisque mes(�1) > 0, alors l�ensemble

des déplacements rigides appartenant à
�
H1
�1
(
)
�n
est réduit à f0g : Par conséquent v = 0:

Finalement, comme 8>><>>:
vk ! v; dans (L2 (
))

n
;

et

"ij (vk)! "ij (v) ; dans L2 (
) :

avec v = 0:

Alors :

vk ! 0; dans
�
H1 (
)

�n
ce qui est impossible puisque

kvk(H1(
))n = lim
n!1

kvkk(H1(
))n = 1:

2�eme Cas : La démonstration est analogue si a (x) 6= 0; 8x 2 �2; et mes (�1) = 0:

L�espace W étant muni de la norme naturelle :

k(u; v)k2W =

Z



�
jvj2 + � (u) : " (u)

�
dx+

Z
�2

a juj2 d�:

Dans toute la suite, on utilisera la norme de l�énergie sur H, k(:; :; :)kH dé�nie par :

k(u; v; �)k2H = k(u; v)k
2
W + k�k

2
L2(
)
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pour (u; v; �) 2 H.
L�énergie de la solution (u; �) du système (P) est dé�nie par :

E (t) = E (u; �; t) =
1

2
k(u (t) ; u0 (t) ; � (t))k2H

ou encore

E (t) = E (u; �; t) =
1

2

Z



�
ju0j2 + � (u) : " (u) +

�

�
j�j2
�
dx+

1

2

Z
�2

a juj2 d�: (2.1.7)

On désigne par h:; :i la dualité entre
�
H1
�1
(
)
�n
et
��
H1
�1
(
)
�n�0

et entre H1
0 (
) etH

�1 (
).

De plus, on considère les opérateurs :

A :
�
H1
�1
(
)
�n ! ��

H1
�1
(
)
�n�0

(2.1.8)

dé�ni par :

hAu; vi = (u; v)(H1
�1
(
))

n ; 8u; v 2
�
H1
�1
(
)
�n
: (2.1.9)

avec :

(u; v)(H1
�1
(
))

n =

Z



� (u) : " (v) dx+

Z
�2

au:v d�; 8u; v 2
�
H1
�1
(
)
�n
: (2.1.10)

A0 : H
1
0 (
)! H�1 (
) (2.1.11)

dé�ni par :

hA0u; vi = (u; v)H1
0 (
)

=

Z



ru � rv dx; 8u; v 2 H1
0 (
) : (2.1.12)

Le théorème de représentation de Riesz assure queA etA0 sont des isomorphismes isométriques

de
�
H1
�1
(
)
�n
vers

��
H1
�1
(
)
�n�0

et H1
0 (
) vers H

�1 (
) respectivement.

On introduit aussi l�opérateur B0 de
�
H1
�1
(
)
�n
dans

��
H1
�1
(
)
�n�0

par :

hB0u; vi =
Z



u:v dx+

Z
�2

u:v d�; 8u; v 2
�
H1
�1
(
)
�n
:

L�opérateur B0 est bien dé�ni de
�
H1
�1
(
)
�n
dans

��
H1
�1
(
)
�n�0

:

Dans ce qui suit, on note par (:; :) le produit scalaire dans L2 (
) ou (L2 (
))n ; et par k:k
la norme dans L2 (
) ou (L2 (
))n :

En utilisant les opérateurs A; A0 et B0, on peut transformer le problème (P) en problème de
Cauchy. Pour cela, on multiplie la première équation du système (P) par v 2

�
H1
�1
(
)
�n
;
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2.1. Existence, unicité et régularité des solutions

et on intègre formellement par partie sur 
; ce qui conduit à :

0 =

Z



[u00 � div� (u) + �r� + u0] :vdx

0 =

Z



u00vdx�
Z



v:div� (u) dx+

Z



(�r�:v) dx+
Z



u0vdx

0 =

Z



u00vdx�
Z



vi
@

@xj
�ij (u) dx+

Z



(�r�:v) dx+
Z



u0vdx

0 =

Z



u00vdx+

Z



@vi
@xj

�ij (u) dx�
Z
�2

(vi�j:�ij (u)) d� +

Z



(�r�:v) dx+
Z



u0vdx

0 =

Z



u00vdx+

Z



� (u) : " (v) dx�
Z
�2

(� (u) :�) vd� +

Z



(�r�:v) dx+
Z



u0vdx

comme � (u) :� = �au� u0 sur �2; on a :

0 =

Z



u00vdx+

Z



� (u) : " (v) dx+

Z
�2

au:vd� +

Z
�2

u0vd� +

Z



(�r�:v) dx+
Z



u0vdx

ce qui donne

hu00; vi+ hAu; vi+ hB0u0; vi+ h�r�; vi = 0

d�où :

u00 + Au+B0u
0 + �r� = 0 dans

��
H1
�1
(
)
�n�0

. (2.1.13)

De la même manière, si on multiplie la seconde équation du système (P) par v 2 H1
0 (
) et

si on intègre formellement par partie sur 
, on obtient :

�0 + A0� + �divu0 = 0 dans H�1 (
) : (2.1.14)

Alors les équations (2.1.13), (2.1.14) donnent :8>><>>:
u00 + Au+B0u

0 + �r� = 0, sur R+;
�0 + A0� + �divu0 = 0; sur R+;
u (0) = u0; u0 (0) = u1; � (0) = �0:

On remarque que la condition au bord sur �1 dans (P) est prise en charge par la dé�nition
de
�
H1
�1
(
)
�n
:

On pose : � = (u; v; �) 2 V et on considère l�opérateur linéaire non borné

A : V ! V 0

avec V =
�
H1
�1
(
)
�n � �H1

�1
(
)
�n �H1

0 (
) ; dé�ni par :

A� = (�v; Au+B0v + �r�; A0� + �divv) :
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Le système (P) s�écrit :

(P 0)
(
�0 +A� = 0; sur R+;
� (0) = (u0; u1; �0) :

Si (u; �) est une solution (su¢ samment régulière) du système (P), alors � (t) 2 V et A� (t) 2
H, pour tout t > 0: Ceci nous amène à dé�nir :

D (A) =
�
(u; v; �) 2 H; v 2

�
H1
�1
(
)
�n
; � div� (u) + v 2 (L2 (
))n ;

� 2 (H2 (
) \H1
0 (
)) ; � (u) :� + au+ v = 0 sur �2g

Remarque 2.1.1 On a : u 2
�
H1
�1
(
)
�n

et div� (u) 2 (L2 (
))n (ie u 2 H1 (div�;
));

alors on peut dé�nir (� (u) :�)=�2 comme élément de
�
H�1=2 (�2)

�n
; et on a la formule de

Green suivante (voir corollaire 1.2.1 ) :

h� (u) :�; wi�
H� 1

2 (�)
�n
;
�
H
1
2 (�)

�n =
Z



(wdiv� (u) + � (w) : " (u)) dx; 8w 2
�
H1
�1
(
)
�n
:

(2.1.15)

Nous allons étudier dans la proposition suivante la régularité des éléments de D (A) :

Proposition 2.1.2 Le domaine D (A) est donné par :

D (A) =
�
(u; v; �) 2

�
H1
�1
(
)
�n � �H1

�1
(
)
�n � (H2 (
) \H1

0 (
)) ; u 2 (H2 (
))
n
;

� (u) :� + au+ v = 0 sur �2g

et la norme jjj:jjjD(A) dé�nie sur D (A) par :

jjj(u; v; �)jjjD(A) =
�
kuk2(H2(
))n + kvk

2

(H1
�1
(
))

n + k�k2H2(
)

� 1
2

est équivalente à la norme k:kD(A) dé�nie par :

k(u; v; �)kD(A) =
�
kuk2(H1

�1
(
))

n + kvk2(H1
�1
(
))

n + kdiv� (u)k2(L2(
))n + k�k
2
H2(
)

� 1
2
:

Remarque 2.1.2 Si � = (u; v; �) 2 D (A) ; alors : Au+B0v = �div� (u) + v:

En e¤et, pour tout w 2
�
H1
�1
(
)
�n
; on a :

hAu+B0v; wi[(H1
�1
(
))

n
]
0
;(H1

�1
(
))

n =

Z



� (u) : " (w) dx+

Z
�2

auwd� +

Z



vwdx+

Z
�2

vwd�

=

Z
�2

(� (u) :�)wd��
Z



w:div� (u) dx+

Z
�2

auwd� +

Z



vwdx+

Z
�2

vwd�

= �
Z



w:div� (u) dx+

Z



vwdx;

= (�div� (u) + v; w) = h�div� (u) + v; wi[(L2(
))n]0;(L2(
))n
= h�div� (u) + v; wi[(H1

�1
(
))

n
]
0
;(H1

�1
(
))

n :

D�où : Au+B0v = �div� (u) + v:
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Preuve. On désigne par C une constante positive assez grande.

Montrons que D (A) = D0; avec

D0 =
�
(u; v; �) ; u 2

�
H2 (
) \H1

�1
(
)
�n
; v 2

�
H1
�1
(
)
�n
; � 2 (H2 (
) \H1

0 (
)) =

� (u) :� + au+ v = 0 sur �2g :

On sait que D0 � D (A) ; il reste à montrer que D (A) � D0:

Pour cela, soit (u; v; �) 2 D (A) ; montrons que u 2 (H2 (
))
n
:

Soient F = �div� (u)+v 2 (L2 (
))n et h = (�au� v)=�2, alors pour tout w 2
�
H1
�1
(
)
�n
;

on obtient :

hF;wi[(H1
�1
(
))

n
]
0
;(H1

�1
(
))

n =

Z



� (u) : " (w) dx+

Z
�2

au:wd� +

Z



vwdx+

Z
�2

vwd�;

8w 2
�
H1
�1
(
)
�n

ceci prouve que u est une solution faible du problème :8>><>>:
�div� (u) + v = F dans 
;

u = 0 sur �1;

� (u) :� = h sur �2:

Comme �div� (u) + v 2 (L2 (
))
n
; alors u 2 H1 (div�; 
) ; d�après le corollaire1.2.1,

(� (u) :�)=�2 est dé�nie comme élément de
�
H�1=2 (�2)

�n
:

D�autre part,

� (u) :� = �au� v 2
�
H1=2 (�2)

�n
; car u; v 2

�
H1
�1
(
)
�n

à partir de là, les résultats classiques de la régularité elliptique montrent que u 2 (H2 (
))
n
:

et

kuk(H2(
))n � C

�
ku� div� (u)k(L2(
))n + kau+ vk�

H
1
2 (�2)

�n
�

� C
�
kuk(H1

�1
(
))

n + kvk(H1
�1
(
))

n + kdiv� (u)k(L2(
))n
�

ce qui permet d�avoir l�équivalence des normes. En e¤et, soit (u; v; �) 2 D (A)�
kuk2(H2(
))n + kvk

2

(H1
�1
(
))

n + k�k2H2(
)

� 1
2 � C

�
kuk2(H2(
))n + kdiv� (u)k

2

(L2(
))n

+ kvk2(H1
�1
(
))

n + k�k2H2(
)

� 1
2
:

De plus,

kuk(H2(
))n � C

�
ku� div� (u)k(L2(
))n + kau+ vk�

H
1
2 (�2)

�n
�

� C
�
kuk(H1

�1
(
))

n + kvk(H1
�1
(
))

n + kdiv� (u)k(L2(
))n
�
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d�où : �
kuk2(H2(
))n + kvk

2

(H1
�1
(
))

n + k�k2H2(
)

� 1
2 � C

�
kuk2(H2(
))n + kdiv� (u)k

2

(L2(
))n

+ kvk2(H1
�1
(
))

n + k�k2H2(
)

� 1
2
:

Proposition 2.1.3 A est un opérateur maximal monotone sur H.

Preuve. i) A est monotone.
Soit � = (u; v; �) 2 D (A) ; on a :
hA�; �iH = hA (u; v;�) ; (u; v;�)iH

= h(�v; Au+B0v + �r�; A0� + �divv) ; (u; v; �)iH
= h(�v; Au+B0v + �r�) ; (u; v)iW +

�

�
(A0� + �divv; �)L2(
)

= (�v;u)(H1
�1
(
))

n + (Au+B0v + �r�; v)(L2(
))n +
�

�
(A0� + �divv; �)L2(
)

= (�v; u)(H1
�1
(
))

n +

Z



(Au+B0v + �r�) :vdx+ �

�

Z



(A0� + �divv) �dx

= (�v;u)(H1
�1
(
))

n + hAu; vi+ hB0v;vi+ h�r�; vi+
�

�

Z



(A0� + �divv) �dx

puisque hAu; vi = (u; v)(H1
�1
(
))

n ; on obtient :

hA�; �iH = hB0v; vi+ h�r�; vi+
�

�

Z



(A0� + �divv) :� dx

=

Z



jvj2 dx+
Z
�2

jvj2 d� + �

Z



v:r� dx+ �

�

Z



jr�j2 dx+ �

Z



�:divv dx:

On intègre �
Z



�divv dx par partie, on obtient :

�

Z



�divv dx = �

Z
�

� (v:�) d�� �

Z



v:r�dx:

Donc on aura :

hA�; �iH =
Z



jvj2 dx+
Z
�2

jvj2 d� + �

Z



v:r� dx+ �

�

Z



jr�j2 dx� �

Z



r�:v dx

d�où :

hA�; �iH =
Z



jvj2 dx+
Z
�2

jvj2 d� + �

�

Z



jr�j2 dx � 0:

Ce qui montre que l�opérateur A est monotone.
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ii) A est maximal.

On montre, maintenant, que l�opérateur (I +A) est surjectif de D (A) dans H.
Soit F = (';  ; �) 2 H, cherchons un élément � = (u; v; �) 2 D (A) véri�ant :

�+A� = F

�+A� = F () (u; v; �) + (�v; Au+B0v + �r�; A0� + �divv) = (';  ; �)

,

8>><>>:
u� v = ';

v + Au+B0v + �r� =  ;

� + A0� + �divv = �:

(2.1.16)

Comme (u; v; �) 2 D (A) ; d�après la remarque 2.1.2, on a :(
Au+B0v = �div� (u) + v;

A0� = ���:

Donc le système (2.1.16) devient :8>><>>:
u� v = ';

v � div� (u) + v + �r� =  ;

� ��� + �divv = �:

(2.1.17)

La première équation du (2.1.17) donne :

v = u� '

en remplaçant v dans la deuxième et la troisième équation du (2.1.17), on trouve :8>><>>:
2u� div� (u) + �r� =  + 2'; (1)

� ��� + �divu = � + �div'; (2)

� (u) :� = �au� u+ ':

(2.1.18)

Donc il su¢ t de trouver un élément (u; �) 2
�
H2 (
) \H1

�1
(
)
�n � (H2 (
) \H1

0 (
)) qui

véri�t (2.1.18).

En multipliant (1) par une fonction u1 2
�
H1
�1
(
)
�n
et (2) par une fonction �1 2 H1

0 (
) ;

en intégrant par parties sur 
 et en faisant la somme membre à membre, on trouve :Z



2u:u1dx+

Z



� (u) : " (u1) dx+ �

Z



r�:u1dx+
�

�

Z



�:�1dx+ �

Z



�1divudx

+
�

�

Z



r�:r�1dx+
Z
�2

au:u1d� +

Z
�2

u:u1d� =

Z



�
( + 2')u1 +

�
�

�
� + �div'

�
�1

�
dx

+

Z
�2

':u1d�:
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Cette dernière égalité s�écrit :

a [(u;�) ; (u1; �1)] = L (u1; �1)

avec8>>>>>>>><>>>>>>>>:

a [(u;�) ; (u1; �1)] =

Z



2uu1dx+

Z



� (u) : " (u1) dx+ �

Z



r�:u1dx+
�

�

Z



��1dx

+ �

Z



�1divudx+
�

�

Z



r�:r�1dx+
Z
�2

auu1d� +

Z
�2

uu1d�

et

L (u1; �1) =

Z



�
( + 2')u1 +

�
�

�
� + �div'

�
�1

�
dx+

Z
�2

':u1d�:

Posons V0 =
�
H1
�1
(
)
�n �H1

0 (
) :

� Montrons que a [(:; :) ; (:; :)] est coercive sur V0 � V0:

Soit (u; �) 2 V0

a [(u; �) ; (u; �)] = 2

Z



juj2 dx+ kuk2(H1
�1
(
))

n +

Z
�2

juj2 d� + �

�

Z



�
j�j2 + jr�j2

�
dx

� C
�
kuk2(H1

�1
(
))

n + k�k2H1
0 (
)

�
d�où la coercivité de a [(:; :) ; (:; :)] sur V0 � V0:

� Montrons que a [(:; :) ; (:; :)] est continue sur V0 � V0:

Soient (u; �) ; (u1; �1) 2 V0, on a :

ja [(u; �) ; (u1; �1)]j = 2
Z



juu1j dx+
Z



� (u) : " (u1) dx+

Z
�2

a juu1j d�

+

Z
�2

juu1j d� + �

Z



ju1r�j dx+
�

�

Z



j��1j dx+
�

�

Z



jr�:r�1j dx+ �

Z



j�1divuj dx

� 2 kuk(L2(
))n : ku1k(L2(
))n +
Z



� (u) : " (u1) dx+

Z
�2

a juu1j d�

+ kuk(L2(�2))n : ku1k(L2(�2))n + � kr�kL2(
) : ku1k(L2(
))n +
�

�
k�k : k�1k

+
�

�
kr�k : kr�1k+ � kuk(L2(
))n : kr�1kL2(
) :

La proposition 2.1.1 donne:

ja [(u;�) ; (u1; �1)]j � C kuk(H1
�1
(
))

n : ku1k(H1
�1
(
))

n + �C k�kH1
0 (
)

ku1k(H1
�1
(
))

n

+
�

�
k�kH1

0 (
)
k�1kH1

0 (
)
+ �C kuk(H1

�1
(
))

n k�1kH1
0 (
)

où C est une constante positive.

Par conséquent

ja [(u; �) ; (u1; �1)]j � C
�
kuk(H1

�1
(
))

n + k�kH1
0 (
)

��
ku1k(H1

�1
(
))

n + k�1kH1
0 (
)

�
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d�où la continuité de a [(:; :) ; (:; :)] sur V0 � V0:

L (:; :) est linéaire et continue. En e¤et,

Soit (u1; �1) 2 V0; on a:

jL (u1; �1)j =
����Z



�
( + 2')u1 +

�
�

�
� + �div'

�
�1

�
dx+

Z
�2

':u1d�

����
� C

�
ku1k(H1

�1
(
))

n + k�1kH1
0 (
)

�
d�où la continuité de L (:; :) :

L�application du lemme de Lax Milgram assure l�existence et l�unicité d�un élément

(u; �) 2 V0 tel que :

a [(u; �) ; (u1; �1)] = L (u1; �1) ; 8 (u1; �1) 2 V0

qui est équivalent àZ



(2uu1 + � (u) : " (u1) + �r�:u1) dx+
Z
�2

(au+ u)u1d� =

Z



( + 2')u1dx

+

Z
�2

'u1d�; 8u1 2
�
H1
�1
(
)
�n (2.1.19)

�

�

Z



��1dx+ �

Z



�1divudx+
�

�

Z



r�:r�1dx =
Z



�
�

�
� + �div'

�
�1dx; 8�1 2 H1

0 (
)

(2.1.20)

Si on prend u1 2 (D (
))n et �1 2 D (
) ; on obtient :

h2u� div� (u) + �r�; u1i = h + 2'; u1i ; 8u1 2 (D (
))n

et

h� ��� + �divu; �1i = h� + �div'; �1i ; 8�1 2 D (
)

d�où :

2u� div� (u) + �r� =  + 2'; dans (D 0 (
))
n (2.1.21)

et

� ��� + �divu = � + �div'; dans D 0 (
) : (2.1.22)

Comme

�div� (u) = ( + 2')� 2u� �r� 2
�
L2 (
)

�n
alors u 2 H1 (div�; 
) et d�après le corollaire 1.2.1, (� (u) :�)=�2 est dé�nie comme élément

de
�
H�1=2 (�2)

�n
:

De la formule de Green (2.1.15), il vient queZ



� (u) : " (u1) dx = h� (u) :�; u1i�
H� 1

2 (�)
�n
;
�
H
1
2 (�)

�n �
Z



u1div� (u) dx
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on remplace cette intégrale dans l�équation (2.1.19), et en utilisant (2.1.21), on trouve:Z
�2

(au+ u)u1d� + h� (u) :�; u1i�
H� 1

2 (�)
�n
;
�
H
1
2 (�)

�n =
Z
�2

'u1d�; 8u1 2
�
H1
�1
(
)
�n

donc

(au+ u) + � (u) :� = '; sur �2

prenons v = u� ' nous trouvons alors:

� (u) :� + au+ v = 0; sur �2

puisque

�div� (u) 2
�
L2 (
)

�n
et � (u) :� = �au� v 2

�
H1=2 (�2)

�n
, car u; v 2

�
H1
�1
(
)
�n

alors les résultats classiques de la régularité elliptique, montrent que u 2 (H2 (
))
n
:

Donc pour tout (';  ; �) 2 H, il existe (u; v; �) 2 D (A) tel que

(I +A) (u; v; �) = (';  ; �) :

D�où A est maximal.

Remarque 2.1.3 � A (opérateur linéaire) est maximal monotone, alors A est fermé à

domaine dense.

� A est maximal monotone, alors (�A) engendre un C 0�semi-groupe de contractions T sur
H.

À partir des propositions 2.1.2 et 2.1.3, on en déduit le théorème d�existence, d�unicité

et de la régularité des solutions suivant [2] :

Théorème 2.1.1 Supposons que les conditions (2.0.1) et (2.0.2) sont satisfaites.

Alors on a :

i) Pour toute donnée initiale (u0;u1; �0) 2 H le problème (P) admet une solution (au sens
faible) unique (u; �) qui véri�e :

(u; u0; �) 2 C
�
R+;H

�
\ L1

�
R+;H

�
:

De plus, il existe une constante C > 0 telle que :

kukL1(R+;(H1
�1
(
))

n
) + ku

0kL1(R+;(L2(
))n) + k�kL1(R+;L2(
)) � C
�
ku0k(H1

�1
(
))

n

+ ku1k(L2(
))n + k�0kL2(
)
�
:
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ii) Si (u0;u1; �0) 2 D (A), alors la solution (u; �) (dite forte) du problème (P) véri�e :

(u; u0; �) 2 C1
�
R+;H

�
\ C0

�
R+; D (A)

�
: (2.1.23)

De plus,
u 2 L1

�
R+;

�
H2 (
) \H1

�1
(
)
�n�

;

u0 2 L1
�
R+;

�
H1
�1
(
)
�n�

;

u00 2 L1
�
R+; (L2 (
))n

�
;

� 2 L1 (R+; (H2 (
) \H1
0 (
))) ;

�0 2 L1 (R+;L2 (
)) :

et il existe une constante C > 0 telle que :

kukL1(R+;(H2(
))n) + ku0kL1(R+;(H1
�1
(
))

n
) + k�kL1(R+;H2(
)) � C

�
ku0k(H2(
))n

+ ku1k(H1
�1
(
))

n + k�0kH2(
)

�
:

Preuve. i) Soit (u0;u1; �0) 2 H, la théorie des semi-groupes assure l�existence et l�unicité
de la solution :

� (t) = (u (t) ; u0 (t) ; � (t)) 2 C (R+;H)
= T (t)� (0)

du problème : 8>><>>:
� = (u; u0; �)

�0 (t) = �A� (t) ; t > 0

� (0) = (u0;u1; �0)

où T (t) est le C 0�semi-groupe de contraction engendré par l�opérateur (�A) :
Dire que (u; u0; �) 2 C0 (R+;H) ; revient à dire :

u 2 C0
�
R+;

�
H1
�1
(
)
�n�

u0 2 C0
�
R+;

�
L2 (
)

�n�
� 2 C0

�
R+;L2 (
)

�
et

k� (t)kH � k� (0)kH ; 8t � 0

avec
k� (t)kH = k(u (t) ; u0 (t) ; � (t))kH

=
�
ku (t)k2(H1

�1
(
))

n + ku0 (t)k2(L2(
))n + k� (t)k
2
L2(
)

�1=2
=

p
2 (E (u; �; t))1=2
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et
k� (0)kH = k(u (0) ; u0 (0) ; � (0))kH

=
�
ku (0)k2(H1

�1
(
))

n + ku0 (0)k2(L2(
))n + k� (0)k
2
L2(
)

�1=2
=

p
2 (E (u; �; 0))1=2 :

Alors pour tout t � 0, on a:

kuk2
L1(R+;(H1

�1
(
))

n
) + ku

0k2L1(R+;(L2(
))n) + k�k
2
L1(R+;L2(
)) � C

�
ku0k2(H1

�1
(
))

n

+ ku1k2(L2(
))n + k�0k
2
L2(
)

�
avec C = 1:

ii) L�opérateur A est maximal monotone. Alors le théorème de Hille Yosida assure pour
tout (u0;u1; �0) 2 D (A) l�existence et l�unicité de la solution forte � (t) = (u (t) ; u0 (t) ; � (t))
du problème : 8>><>>:

� = (u; u0; �) ;

�0 (t) = �A� (t) ; sur R+;
� (0) = (u0;u1; �0) :

On pose :  (t) = �0 (t) ; alors  est solution (faible) du problème de Cauchy(
 0 (t) = �A (t) ;
 (0) = �A� (0) 2 H:

donc

 2 C
�
R+;H

�
\ L1

�
R+;H

�
c�est-à-dire :

(u0; u00; �0) 2 C
�
R+;H

�
\ L1

�
R+;H

�
:

Comme (u; u0; �) 2 D (A) ; alors u (t) 2
�
H1
�1
(
) \H2 (
)

�n
; � (t) 2 H2 (
) \H1

0 (
) :

Comme

k� (t)kH + kA� (t)kH � k�0kH + kA�0kH ;

la proposition 2.1.2, montre que

ku (t)k(H2(
))n + ku0 (t)k(H1
�1
(
))

n + k� (t)kH2(
) � C
�
ku0k(H2(
))n

+ ku1k(H1
�1
(
))

n
: + k�0kH2(
)

�
, 8t � 0

d�où :

(u; u0; u00; �; �0) 2 L1
�
R+;

�
H1
�1
(
) \H2 (
)

�n � �H1
�1
(
)
�n � (L2 (
))n

�
�
H1
�1
(
) \H2 (
)

�
� L2 (
)

�
:

53



2.2. Stabilisation exponentielle du système

2.2 Stabilisation exponentielle du système

Le but principal de ce paragraphe est d�établir une inégalité intégrale comme dans [1] et

[17] qui permet d�obtenir la décroissance exponentielle de l�énergie du système (P).
Rappelons le système (P)

(P)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

u00 � div� (u) + �r� + u0 = 0; dans 
� R+;
�0 ��� + �divu0 = 0; dans 
� R+;
� = 0; sur �� R+;
u = 0; sur �1 � R+;
� (u) :� + au+ u0 = 0; sur �2 � R+;
u (:; 0) = u0; u0 (:; 0) = u1; � (:; 0) = �0; dans 
:

Introduisons d�abord quelques notations et hypothèses utilisées par la suite :

Pour x = (x1; :::; xn) ; x0 = (x01; :::; x0n) 2 Rn: On pose :

R0 = max
x2�


 
nX
k=1

(xk � x0k)
2

! 1
2

:

On désigne par  et �0 les plus petites constantes positives telles que :Z
�2

juj2 d� � 2
�Z




� (u) : " (u) dx+

Z
�2

a juj2 d�
�
; 8u 2

�
H1
�1
(
)
�n

et

kuk2(L2(
))n � �20

�Z



� (u) : " (u) dx+

Z
�2

a juj2 d�
�
; 8u 2

�
H1
�1
(
)
�n
:

On suppose qu�il existe m < 2 tel que :

mp@p (aijkl) "ij"kl � maijkl"ij"kl (2.2.1)

pour tout tenseur symétrique "ij; où mp (x) = xp � x0p et @p (aijkl) =
@aijkl
@xp

:

On rappelle un résultat technique qui nous sera d�une grande utilité pour la suite (cf.[12]) :

Lemme 2.2.1 Soit E : R+ ! R+ une fonction continue décroissante. Soit !1 > 0.

Supposons que E satisfait la relation

8t � 0;
Z +1

t

E (s) ds � 1

!1
E(t): (2.2.2)

Alors E véri�e l�estimation de décroissance suivante :

8t � 0; E (t) � E (0) exp (1� !1t) : (2.2.3)
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Remarque 2.2.1 Comme E est décroissante, (2.2.3) est vraie si t � 1

!1
. Il su¢ t donc de

démontrer que (2.2.3) est vraie pour t � 1

!1
.

Preuve. Soit

h : R+ ! R+; h (t) =

Z +1

t

E (s) ds

h est bien dé�nie, décroissante, positive et de classe C1 sur R+.
D�après (2.2.2), h satisfait l�inéquation di¤érentielle suivante :

8t � 0; h0 (t) + !1h (t) � 0:

Soit

T0 := sup ft : h (s) > 0 sur [0; t]g : (2.2.4)

(T0 vaut éventuellement +1). Pour tout t < T0; on a :

h (t) > 0; 8t < T0 et
h0 (t)

h (t)
� �!1;

donc

8 0 � t < T0; h (t) � h (0) exp (�!1t) �
1

!1
E (0) exp (�!1t) : (2.2.5)

Notons que, puisque h (t) = 0 si t � T0, cette relation reste vraie pour tout t:

Soit � > 0. Comme E est positive et décroissante, on déduit de la dé�nition de h et de

l�estimation précédente que

8t � �; E (t) � 1

�

Z t

t��
E (s) ds � 1

�
h (t� �) � 1

!1�
E (0) exp (!1�) exp (�!1t) :

La meilleure constante �, c�est-à-dire celle qui donne la plus petite valeur à la quantité
exp (!1�)

!1�
; est � =

1

!1
: Ainsi

8t � 1

!1
; E (t) � E (0) exp (1� !1t) :

Ceci achève la preuve du lemme 2.2.1.

Voici maintenant le résultat sur la stabilisation exponentielle du problème (P) :

Théorème 2.2.1 Soient �1 et �2 donnés par (2.0.1) et (2.0.2) et satisfaisant (2.1.1) et

(2.1.2). On suppose que les coe¢ cients aijkl véri�ent (2.0.3) et (2.2.1). Alors il existe une

constante ! > 0 telle que pour tout (u0; u1; �0) 2 H l�énergie E (u; �; t) associée à la solution

(u; �) du problème (P) véri�e :

8t � 0; E (u; �; t) � E (u; �; 0) exp (1� !t) . (2.2.6)
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2.2.1 Preuve du théorème de stabilisation exponentielle (théorème

2.2.1 )

La preuve du théorème 2.2.1 est basée sur une identité fondamentale (proposition 2.2.2 )

donnée par la méthode des multiplicateurs décrite dans [12]. On commencera par prouver

l�estimation (2.2.6) pour des données initiales régulières, c�est à dire (u0; u1; �0) 2 D (A), on
déduit alors le résultat pour les solutions faibles à l�aide d�un argument de densité. Lorsqu�on

considère des données initiales régulières, la validité des calculs est acquise à l�aide de la

régularité de la solution (u; �) donnée par (2.1.23) du théorème 2.1.1.

Notre but est d�appliquer le lemme 2.2.1 à l�énergie de la solution de (P) : Pour démontrer
le théorème 2.2.1, on aura besoin de quelques résultats préliminaires.

Commençons par démontrer que le système (P) est dissipatif.

Proposition 2.2.1 Pour tout (u0; u1; �0) 2 D (A) ; l�énergie du système (P) est décrois-
sante et on a :

E (T )� E (S) = ��
�

Z T

S

Z



jr�j2 dxdt�
Z T

S

Z
�2

ju0 (t)j2 d�dt�
Z T

S

Z



ju0 (t)j2 dxdt;

80 � S < T <1:

(2.2.7)

Preuve. Pour (u0; u1; �0) 2 D (A) ; E (:) est dérivable et

E 0 (t) =

Z



�
u0u00 + � (u) : " (u0) +

�

�
�:�0
�
dx+

Z
�2

au:u0d�

=

Z



(div� (u)� �r� � u0)u0dx+

Z



� (u) : " (u0) dx

+
�

�

Z



�: (�� � �divu0) dx�
Z
�2

(� (u) :� + u0)u0d�;

ensuite tenant compte de la régularité de u (x; t) et � (x; t) par rapport à x, des intégrations

par parties faisant appel aux conditions aux limites donnent :

E 0 (t) =

Z



(div� (u)� �r� � u0)u0dx+

Z
�2

(� (u) :�)u0d��
Z



u0div� (u) dx

+
�

�

Z



� (�� � �divu0) dx�
Z
�2

(� (u) :�)u0d��
Z
�2

ju0j2 d�

= �
Z



ju0j2 dx� �

�

Z



jr�j2 dx�
Z
�2

ju0j2 d� � 0

d�où E est décroissante. Intégrant entre S et T on trouve (2.2.7).
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Les deux lemmes suivants seront utiles pour la preuve du théorème 2.2.1.

On dé�nit le multiplicateur suivant :

M (u) = 2 (m:r)u+
�
(n� 1) + m

2

�
u

où m est dé�ni par (2.2.1).

Lemme 2.2.2 Soit (u; �) une solution forte de (P). Il existe � > 0 tel que

kM (u) (t)k(L2(
))n � �E (t) ; 8t � 0:

Preuve. On calcule kM (u) (t)k(L2(
))n :

kM (u) (t)k2(L2(
))n =
Z



�
j2 (m:r)uj2 + (n� 1)2 juj2 + 2mu (mr)u

+2 (n� 1)mr
�
juj2
�
+ (n� 1) m juj

2 +
2m
4
juj2
�
dx

=

Z



�
j2 (m:r)uj2 + (1� n2) juj2

�
dx+ 2 (n� 1)

Z
�2

m:� juj2 d�

+

Z
�2

mm:� juj
2 d�� n

Z



m juj
2 dx+

Z



�
(n� 1) m juj

2 +
2m
4
juj2
�
dx

=

Z



�
j2 (m:r)uj2 +

�
1� n2 +

(m � 4) m
4

�
juj2
�
dx

+

Z
�2

m:� (2 (n� 1) + m) juj
2 d�

� 4R20
Z



jruj2 dx+ C1 (m)

Z



juj2 dx+R0C1 (m)

Z
�2

juj2 d�:

Par l�inégalité de Korn, on peut avoir le plus petit nombre positif R1 (dépend de m et

C1 (m)) qui véri�e pour tout u 2
�
H1
�1
(
)
�n

4R21

�Z



� (u) : " (u) dx+

Z
�2

a juj2 d�
�
� 4R20

Z



jruj2 dx+ C1 (m)

Z



juj2 dx

+R0C1 (m)

Z
�2

juj2 d�:

Ce qui entraîne que

kM (u) (t)k2(L2(
))n � 4R21

�Z



� (u) : " (u) dx+

Z
�2

a juj2 d�
�

� 8R21E (t)

d�où :

kM (u) (t)k2(L2(
))n � �E (t) ; avec � = 8R21 > 0.
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Lemme 2.2.3 Soit (u; �) une solution forte du système (P). Il existe une constante positive
C telle que : Z T

0

Z
�2

a juj2 d�dt � C

�
E (0) + �

Z T

0

E (t) dt;

pour tout � > 0 et tout T > 0:

Preuve. Nous procédons comme dans [1] ou [12]. On désigne par C une constante

positive assez grande.

Pour t � 0; on considère la fonction z = z (t) ; solution du problème(
div� (z) = 0; dans 
;

z = u; sur �:
(2.2.8)

z s�écrit sous la forme z = w+u; où w 2 (H1
0 (
))

n est la solution du problème variationnelZ



� (w) : " (v) dx = �
Z



� (u) : " (v) dx; 8v 2
�
H1
0 (
)

�n
:

On remarque que Z



� (w) : " (v) dx =

Z



� (z � u) : " (v) dx

= �
Z



� (u) : " (v) dx; 8v 2
�
H1
0 (
)

�n
ce qui donne Z




� (z) : " (v) dx = 0; 8v 2
�
H1
0 (
)

�n
: (2.2.9)

En prenant v = z � u dans (2.2.9), on obtient :Z



� (z) : " (u) dx =

Z



� (z) : " (z) dx � 0: (2.2.10)

La solution z du problème (2.2.8) est obtenue par transposition. La fonction z véri�e

l�identité : Z



fz dx = �
Z
�

z (� (vf ) :�) d�; 8f 2
�
L2 (
)

�n
(2.2.11)

où vf 2 (H1
0 (
) \H2 (
))

n est la solution du problème(
�div� (vf ) = f dans 
;

vf = 0 sur �
(2.2.12)

ou sous forme variationnelleZ



� (vf ) : " (v) dx =

Z



fv dx; 8v 2
�
H1
0 (
)

�n
: (2.2.13)
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En fait (2.2.11) est la dé�nition par dualité de z: On considère la forme linéaire

L : (L2 (
))
n ! R

f 7�! �
Z
�2

u (� (vf ) :�) d�

L est continue. Il existe z 2 (L2 (
))n unique tel que

L (f) =

Z



fz dx; 8f 2
�
L2 (
)

�n
:

En e¤et, d�après (2.2.9), on a :Z



� (z) : " (vf ) dx = 0 =

Z



� (vf ) : " (z) dx:

Comme le bord � est de classe C2; la régularité elliptique montre que vf 2 (H2 (
))
n car

f 2 (L2 (
))n et vf 2 (H1
0 (
))

n
; ce qui donne

�
Z



zdiv� (vf ) dx+

Z
�2

z (� (vf ) :�) d� = 0

(2.2.11) découle alors de (2.2.12).

En prenant f = z dans (2.2.11), on obtient :Z



jzj2 dx = �
Z
�2

u (� (vz) :�) d� �

kuk(L2(�2))n k� (vz) :�k(L2(�2))n :

On a:

kvzk(H2(
))n � k kzk(L2(
))n ; où k est une constante positive (2.2.14)

l�estimation (2.2.14) et le théorème standard de trace donnent :

k� (vz) :�k(L2(�2))n � k1 kzk(L2(
))n ; pour une constante k1 positive

donc on aura : Z



jzj2 dx � k1 kzk(L2(
))n kuk(L2(�2))n :

En simpli�ant par kzk(L2(
))n ; on obtient :

kzk2(L2(
))n � c0 kuk2(L2(�2))n (2.2.15)

où c0 est une constante positive indépendante de u.

D�autre part, en dérivant par rapport à t; on voit que z0 est solution du problème(
div (� (z0)) = 0; dans 
;

z0 = u0; sur �
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d�où : Z



jz0j2 dx � c0

Z
�2

ju0j2 d� (2.2.16)

où c0 est une constante positive.

Pour 0 < T <1; on pose :

QT = 
� (0; T ) ; �T = �� (0; T ) ;

�1T = �1 � (0; T ) ; �2T = �2 � (0; T )

On multiplie la première équation de (P) par z; puis on intègre par parties sur QT en tenant
compte des conditions aux bords dans (P) et (2.2.8); on obtient :Z

QT

(zu00 + � (z) : " (u) + �z:r� + zu0) dxdt+

Z
�2T

u (au+ u0) d� = 0.

Une intégration par parties par rapport à t et (2.2.10) donnent :Z
�2T

a juj2 d� � �
Z
�2T

uu0d� +

Z
QT

z0u0dxdt� �

Z
QT

z:r�dxdt�Z
QT

u0z dxdt�
�Z




zu0dx

�T
0

:

Soit �0 > 0: L�inégalité de Young, les estimations (2.2.15), (2.2.16) et l�identité (2.2.7),

donnent :

�
Z
�2T

uu0d� � �0

Z
�2T

juj2 d� + 1

4�0

Z
�2T

ju0j2 d�

� �0
2

�Z
QT

� (u) : " (u) dxdt+

Z
�2T

a juj2 d�
�
+
1

4�0

Z
�2T

ju0j2 d�

� 2�0
2

Z T

0

E (t) dt+
1

4�0
E (0) : (2.2.17)

Z
QT

z0u0dxdt � �0

Z
QT

ju0j2 dxdt+ 1

4�0

Z
QT

jz0j2 dxdt

� 2�0

Z T

0

E (t) dt+
c0
4�0

Z
�2T

ju0j2 d�

� 2�0

Z T

0

E (t) dt+
c0
4�0

E (0) : (2.2.18)

��
Z
QT

z:r� dxdt � �2

4�0

Z
QT

jr�j2 dxdt+ �k21

Z
QT

jzj2 dxdt

� ��

4�0
E (0) + �0k

2
1

Z
�2T

juj2 d�

� ��

4�0
E (0) + 2c0�0

2

Z T

0

E (t) dt: (2.2.19)
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�
Z
QT

zu0 dxdt � �0

Z
QT

jzj2 dxdt+ 1

4�0

Z
QT

ju0j2 dxdt

� 2c0�0
2

Z T

0

E (t) dt+
1

4�0
E (0) : (2.2.20)

�
�Z




zu0dx

�T
0

=

�Z



zu0dx

�0
T

� kz (0)k ku0 (0)k+ 1
2

�
ku (T )k2 + ku0 (T )k2

�
� E (0) + c0

2E (T )

�
�
1 + c0

2
�
E (0) : (2.2.21)

On obtient l�estimation du lemme 2.2.3 avec

C =

�
1

2
+
c0
4
+
��

4
+ 2

�
1 + c0

2
�� �

22 + 2 + 4c0
2
�

en faisant la somme de (2.2.17) à (2.2.21), et en prenant

�0 =
�

22 + 2 + 4c02
:

Ceci achève la preuve du lemme 2.2.3.

La proposition suivante nous donne une identité fondamentale pour la démonstration de

notre résultat de stabilité.

Proposition 2.2.2 Toute solution forte (u; �) du système (P) véri�e l�identité:

(2� m)

Z T

0

E (t) dt = � [(u0;M (u))
]
T
0 +

Z
�2T

�
(m:�) ju0j2 +

�
2� m
2

�
a juj2

�
d�dt

�
Z
QT

u0:M (u) dxdt� �

Z
QT

r�:M (u) dxdt+

�
2� m
2

�
�

�

Z
QT

j�j2 dxdt

+

Z
�T

[(� (u) :�) :M (u)�m:� (� (u) : " (u))] d�dt

+

Z
QT

mp@p (aijkl) "ij (u) "kl (u) dxdt� m

Z
QT

� (u) : " (u) dxdt:

(2.2.22)

Preuve. On utilise la technique des multiplicateurs (cf.[12, 15]); on multiplie la première

équation de (P) par :

M (u) (t) = 2 (m:r)u+
�
n� 1 + m

2

�
u:

Puis on intègre sur QT ; on obtient :Z
QT

u00:M (u) dxdt�
Z
QT

div (� (u)) :M (u) dxdt+

Z
QT

�r�:M (u) dxdt+

Z
QT

u0:M (u) dxdt = 0:

(2.2.23)
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On calcule chacun des termes.

� Z
QT

u00:M (u) dxdt = [(u0;M (u))
]
T
0
�
Z
QT

u0
h
2 (m:r)u0 +

�
(n� 1) + m

2

�
u0
i
dxdt

= [(u0;M (u))
]
T
0 � 2

Z
QT

u0imk@ku
0
idxdt�

�
(n� 1) + m

2

�Z
QT

ju0j2 dxdt

= [(u0;M (u))
]
T
0 �

Z
QT

mk@k ju0j2 dxdt�
�
(n� 1) + m

2

�Z
QT

ju0j2 dxdt

= [(u0;M (u))
]
T
0 + n

Z
QT

ju0j2 dxdt�
�
(n� 1) + m

2

�Z
QT

ju0j2 dxdt

�
Z
�2T

(m:�) ju0j2 d�dt:

On a doncZ
QT

u00:M (u) dxdt = [(u0;M (u))
]
T

0
+

�
2� m
2

�Z
QT

ju0j2 dxdt�
Z
�2T

(m:�) ju0j2 d�dt:

(2.2.24)

��Z
QT

M (u) :div (� (u)) dxdt =

Z
�T

(� (u) :�)M (u) d�dt�
Z
QT

� (u) : " (M (u)) dxdt

=

Z
�T

(� (u) :�) :M (u) d�dt�
Z
QT

�ij (u) @j

h
2mp@pui +

�
n� 1 + m

2

�
ui

i
dxdt

=

Z
�T

(� (u) :�) :M (u) d�dt� 2
Z
QT

�ij (u) @j (mp@pui) dxdt

�
�
n� 1 + m

2

�Z
QT

�ij (u) "ij (u) dxdt

=

Z
�T

(� (u) :�) :M (u) d�dt� 2
Z
QT

� (u) : " (u) dxdt

�
�
n� 1 + m

2

�Z
QT

� (u) : " (u) dxdt� 2
Z
QT

�ij (u)mp@p"ij (u) dxdt

=

Z
�T

(� (u) :�) :M (u) d�dt�
�
n+ 1 +

m
2

�Z
QT

� (u) : " (u) dxdt

�
Z
QT

mp@p (� (u) : " (u)) dxdt+

Z
QT

mp@p (aijkl) "ij (u) "kl (u) dxdt

=

Z
�T

(� (u) :�) :M (u) d�dt�
�
n+ 1 +

m
2

�Z
QT

� (u) : " (u) dxdt

+n

Z
QT

� (u) : " (u) dxdt�
Z
�T

m:� (� (u) : " (u)) d�dt+

Z
QT

mp@p (aijkl) "ij (u) "kl (u) dxdt;

d�où :Z
QT

M (u) div (� (u)) dxdt =

Z
�T

[(� (u) :�)M (u)�m:� (� (u) : " (u))] d�dt

�
�
1 +

m
2

�Z
QT

� (u) : " (u) dxdt+

Z
QT

mp@p (aijkl) "ij (u) "kl (u) dxdt;
(2.2.25)
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(2.2.23), (2.2.24) et (2.2.25) permettent d�obtenir :

[(u0;M (u))
]
T
0 +

�
2� m
2

�Z
QT

ju0j2 dxdt�
Z
�2T

(m:�) ju0j2 d�dt

+

Z
QT

u0:M (u) dxdt+

Z
�T

[m:� (� (u) : " (u))� (� (u) :�) :M (u)] d�dt

+
�
1 +

m
2

�Z
QT

� (u) : " (u) dxdt+

Z
QT

�r�:M (u) dxdt

�
Z
QT

mp@p (aijkl) "ij (u) "kl (u) dxdt = 0;

ce qui donne�
2� m
2

�Z
QT

�
ju0j2 + � (u) : " (u)

�
dxdt = �m

Z
QT

� (u) : " (u) dxdt

� [(u0;M (u))
]
T
0 +

Z
�2T

(m:�) ju0j2 d�dt� �

Z
QT

r�:M (u) dxdt

+

Z
�T

[(� (u) :�)M (u)�m:� (� (u) : " (u))] d�dt

�
Z
QT

u0:M (u) dxdt+

Z
QT

mp@p (aijkl) "ij (u) "kl (u) dxdt;

ou encore

(2� m)

Z T

0

E (t) dt = � [(u0;M (u))
]
T
0 +

Z
�2T

�
(m:�) ju0j2 +

�
2� m
2

�
a juj2

�
d�dt

� �

Z
QT

r�:M (u) dxdt+

�
2� m
2

�
�

�

Z
QT

j�j2 dxdt

+

Z
QT

mp@p (aijkl) "ij (u) "kl (u) dxdt�
Z
QT

u0:M (u) dxdt

� m

Z
QT

� (u) : " (u) dxdt+

Z
�T

[(� (u) :�) :M (u)�m:� (� (u) : " (u))] d�dt

on obtient alors l�identité

(2� m)

Z T

0

E (t) dt = � [(u0;M (u))
]
T
0
+

Z
�2T

�
(m:�) ju0j2 +

�
2� m
2

�
a juj2

�
d�dt

�
Z
QT

u0:M (u) dxdt� �

Z
QT

r�:M (u) dxdt+

�
2� m
2

�
�

�

Z
QT

j�j2 dxdt

+

Z
�T

[(� (u) :�) :M (u)�m:� (� (u) : " (u))] d�dt

�m
Z
QT

� (u) : " (u) dxdt+

Z
QT

mp@p (aijkl) "ij (u) "kl (u) dxdt:

Ceci achève la preuve du proposition 2.2.2.

Dans le reste de ce paragraphe on cherchera des estimations adéquates pour chaque

terme de l�identité (2.2.22) dans le but de parvenir à une inégalité de la formeZ T

0

E (t) dt � CE (0) ; 8T > 0
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2.2. Stabilisation exponentielle du système

où C est une constante qui ne dépend pas de T ; en faisant tendre T vers +1, on déduit

l�inégalité
Z +1

0

E (t) dt � CE (0) puis le lemme 2.2.1 (ce qui est possible puisque le système

est invariant par translation) nous donnera

E (t) � E (0) exp

�
1� t

C

�
; 8t � 0:

L�identité (2.2.22) de la proposition 2.2.2 est équivalente à

(2� m)

Z T

0

E (t) dt =
6X
i=1

Ii;

avec :
I1 = � [(u0;M (u))
]

T
0 ;

I2 =

Z
�2T

�
m:� ju0j2 +

�
2� m
2

�
a juj2

�
d�dt;

I3 = �
Z
QT

u0:M (u) dxdt;

I4 = ��
Z
QT

r�:M (u) dxdt+

�
2� m
2

�
�

�

Z
QT

j�j2 dxdt;

I5 =

Z
�T

[(� (u) :�) :M (u)�m:� (� (u) : " (u))] d�dt;

I6 =

Z
QT

mp@p (aijkl) "ij (u) "kl (u) dxdt� m

Z
QT

� (u) : " (u) dxdt:

Il reste à estimer chaque terme Ij, j = 1; :::; 6.

* Estimations de I1 et I3 :

Pour t � 0 et � > 0 �xé, on a :Z



u0 (t) :M (u) (t) dx � 1

2�
ku0 (t)k2(L2(
))n +

�

2
kM (u)k2(L2(
))n :

D�après le lemme 2.2.2 et la proposition 2.2.1, il existe deux constantes positives k1 et k3

telles que :

I1 � 1

2�
ku0 (t)k2(L2(
))n jT0 +

��

2
E (t) jT0

�
�
1

�
+
��

2

�
E (0)

� k1E (0)

d�où :

I1 � k1E (0) ; avec k1 =

�
1

�
+
��

2

�
> 0: (2.2.26)
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2.2. Stabilisation exponentielle du système

Et d�autre part, on a :

I3 = �
Z
QT

u0:M (u) dxdt

� 1

2�

Z
QT

ju0j2 dxdt+ ��

2

Z T

0

E (t) dt

� k3
�
E (0) + k3�

Z T

0

E (t) dt

d�où :

I3 �
k3
�
E (0) + k3�

Z T

0

E (t) dt: (2.2.27)

* Estimation de I2 :

I2 =

Z
�2T

�
m:� ju0j2 +

�
2� m
2

�
a juj2

�
d�:

Comme R0 = max
x2�


�
nP
k=1

(xk � x0k)
2

� 1
2

et k�k = 1; alors :

I2 � R0

Z
�2T

ju0j2 d� +
�
2� m
2

�Z
�2T

a juj2 d�

d�après le lemme 2.2.3, il existe une constante positive k2 telle que :

I2 � R0

Z
�2T

ju0j2 d� + k2
�
E (0) + �

Z T

0

E (t) dt

� R0E (0) +
k2
�
E (0) + �

Z T

0

E (t) dt

� k4E (0) + �

Z T

0

E (t) dt

d�où :

I2 � k4E (0) + �

Z T

0

E (t) dt; avec k4 =

�
R0 +

k2
�

�
> 0: (2.2.28)

* Estimation de I4 :

I4 = ��
Z
QT

r�:M (u) dxdt+

�
2� m
2

�
�

�

Z
QT

j�j2 dxdt

= �2�
Z
QT

r�: (m:r)u dxdt� �
�
n� 1 + m

2

�Z
QT

r�:u dxdt

+

�
2� m
2

�
�

�

Z
QT

j�j2 dxdt:

L�inégalité de Young et la dé�nition de R0 donnent :

I4 � �2R20
�

Z
QT

jr�j2 dxdt+ �

Z
QT

jruj2 dxdt+ �2

4�

�
n� 1 + m

2

�2 Z
QT

jr�j2 dxdt

+�

Z
QT

juj2 dxdt+
�
2� m
2

�
�

�

Z
QT

j�j2 dxdt:
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2.2. Stabilisation exponentielle du système

D�après l�inégalité de Poincaré, il existe une constante positive �0 telle que :Z
QT

j�j2 dxdt � �20

Z
QT

jr�j2 dxdt; 8� 2 H1
0 (
)

donc

I4 �
"
��
�
n� 1 + m

2

�2
4�

+
��R20
�

+

�
2� m
2

�
�20

#Z
QT

�

�
jr�j2 dxdt

+�

Z
QT

�
juj2 + jruj2

�
dxdt:

L�identité (2.2.7) donne :

I4 � k5E (0) + �

Z
QT

�
juj2 + jruj2

�
dxdt; où k5 est une constante positive. (2.2.29)

Donc il nous reste à majorer le dernier terme de (2.2.29).

On a : Z
QT

juj2 dxdt � �2
�Z

QT

� (u) : " (u) dxdt+

Z
�2T

a juj2 d�
�

� 2�2
Z T

0

E (t) dt: (2.2.30)

On sait de ([15], p.231), qu�il existe 1 > 0 tel que :Z
QT

jruj2 dxdt � 1

�Z
QT

� (u) : " (u) dxdt+

Z
�2T

juj2 d�
�
; 8u 2

�
H1 (
)

�n
Si a (x) 6= 0; alors 9k0 > 0 tel que a (x) � k0; où k0 = inf

x2�2
a (x) ; (car �2 est compacte et

a (:) est continue)

alors on aura Z
�2T

a juj2 d� � k0

Z
�2T

juj2 d�

par conséquentZ
QT

jruj2 dxdt � 0
�Z

QT

� (u) : " (u) dxdt+

Z
�2T

a juj2 d�
�
; 8u 2

�
H1
�1
(
)
�n

d�où : Z
QT

jruj2 dxdt � 20
Z
QT

E (t) dt (2.2.31)

où 0 = max
�
1;

1
k0

�
> 0.

Les estimations (2.2.30) et (2.2.31) donnent :

�

Z
QT

�
juj2 + jruj2

�
dxdt � �

�
2�2 + 20

� Z T

0

E (t) dt:
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2.2. Stabilisation exponentielle du système

Finalement, on obtient :

I4 � k5E (0) + �k05

Z T

0

E (t) dt (2.2.32)

où k5 et k05 sont deux constantes positives.

* Estimation de I5 :

L�estimation de I5 est basée sur l�utilisation des coordonnées locales comme dans [1] ou

[10].

On a :

I5 =

Z
�T

[(� (u) :�) :M (u)�m:�� (u) : " (u)] d�

=

Z
�1T

[(� (u) :�) :M (u)�m:�� (u) : " (u)] d�

+

Z
�2T

[(� (u) :�) :M (u)�m:�� (u) : " (u)] d�:

On pose :

J1 =
Z
�1T

[(� (u) :�) :M (u)�m:�� (u) : " (u)] d�

et

J2 =
Z
�2T

[(� (u) :�) :M (u)�m:�� (u) : " (u)] d�:

� Considérons le terme J1:
On a :

M (u) = 2 (m:r)u+
�
n� 1 + m

2

�
u

et

ru = �@TuT� + u� (@T�) + �@�uT +
�
@Tu� � (@T�)uT + � (@�u�)

�
��, sur �:

La condition au bord de Dirichlet sur �1 donne

M (u) = 2 (m:r)u

et

ru = �@�uT + � (@�u�) ��; sur �1:

Calculons 2 (m:r)u; on aura :

2m:ru = 2m:
�
�@�uT + � (@�u�) ��

�
= 2 ((@�uT ) �� + � (@�u�) ��) : (mT +m��)

= 2m:�@�u
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2.2. Stabilisation exponentielle du système

d�où :

M (u) = 2m:�@�u; sur �1: (2.2.33)

Ensuite, on a (voir chapitre des rappels)

" (u) = "T (u) + �"S (u) + "S (u) �� + "� (u) ���; sur �

avec :

2"T (u) = � (@TuT )� + �@TuT� + 2u�@T�;

2"S (u) = @�uT +rTu� � (@T�)uT ; (2.2.34)

"� (u) = @�u� :

De façon analogue on peut écrire :

� (u) = �T (u) + ��S (u) + �S (u) �� + �� (u) ��; sur �:

La condition au bord de Dirichlet sur �1 donne

"T (u) = 0; et 2"S (u) = @�uT ; sur �1

et

� (u) :� = �S (u) + �� (u) :�; sur �1: (2.2.35)

Calculons (� (u) :�) :M (u) ; en utilisant (2.2.33) et (2.2.35), on obtient :

(� (u) :�) :M (u) = M (u) :
�
� (u) :�

�
; sur �1

= 2 (m:�@�u) :
�
�S (u) + �� (u) :��

�
; sur �1

= 2m:�
�
�S (u)@�uT + �� (u) @�u�

�
; sur �1:

On a aussi :

� (u) : " (u) = �T (u) : "T (u) + 2�S (u)"S (u) + �� (u) "� (u) :

La condition au bord de Dirichlet sur �1 donne :

� (u) : " (u) = 2�S (u)"S (u) + �� (u) "� (u)

puisque "� (u) = @�u� et 2"S (u) = @�uT ; sur �1; alors :

� (u) : " (u) = �S (u)@�uT + �� (u) @�u� ; sur �1

68



2.2. Stabilisation exponentielle du système

donc

(� (u) :�) :M (u) = 2m:�� (u) : " (u) ; sur �1:

En remplaçant cette dernière identité dans J1; on obtient :

J1 =

Z
�1

[2m:�� (u) : " (u)�m:�� (u) : " (u)] d�

=

Z
�1

m:�� (u) : " (u) d�:

Comme m:� � 0 sur �1 et � (u) : " (u) � 0, on en déduit que

J1 � 0: (2.2.36)

� Considérons, maintenant, le terme J2:
La condition au bord sur �2 donne :Z

�2

(� (u) :�) :M (u) d� = �
Z
�2

2 (au+ u0) : (m:r)ud��
�
n� 1 + m

2

�Z
�2

u: (au+ u0) d�

alors

J2 = �
Z T

0

Z
�2

2 (au+ u0) : (m:r)ud�dt�
�
n� 1 + m

2

�Z T

0

Z
�2

u (au+ u0) d�dt

�
Z T

0

Z
�2

m:�� (u) : " (u) d�dt:

Cette identité, l�estimation (2.2.36), la condition d�ellipticité (2.0.3) et l�expression (1.5.27)

(voir page 33) permettent d�obtenir :

I5 � C

Z
�2T

�
juj2 + ju0j2

�
d��

Z T

0

Z
�2

2 (au+ u0) : (m:r)ud�dt

�k�
Z T

0

Z
�2

�
"T (u) : "T (u) + 2 j"S (u)j2 + j"� (u)j2

�
d�dt (2.2.37)

où C désigne ici et dans la suite une constante positive assez grande indépendante de u.

k est une constante positive telle que m:� � k > 0; sur �2:

Il s�agit maintenant de majorer l�intégrale
Z T

0

Z
�2

2 (au+ u0) : (m:r)u d�dt:

Posons :

I1=
Z T

0

Z
�2

2au: (m:r)u d�dt; et I2 =
Z T

0

Z
�2

2u0: (m:r)u d�dt:

� On commence par estimer le terme

I1=
Z T

0

Z
�2

2au: (m:r)u d�dt:
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2.2. Stabilisation exponentielle du système

En remarquant que :

u: (m:r)u = 1

2
m:r

�
juj2
�

nous obtenons :

u: (m:r)u = 1

2
rT

�
juj2
�
:mT +m�uT : (@�uT ) +m�u� (@�u�) ; sur �2:

En e¤et,

u: (m:r)u =
1

2
m:r

�
juj2
�

=
1

2
mT :rT

�
juj2
�
+
1

2
m�@� juj2

=
1

2
mT :rT

�
juj2
�
+
1

2
m�@�

�
juT j2 + ju� j2

�
=

1

2
rT

�
juj2
�
:mT +m�uT : (@�uT ) +m�u� (@�u�) ; sur �2:

On aura donc

I1=
Z T

0

Z
�2

�
arT

�
juj2
�
:mT + 2am�uT : (@�uT ) + 2am�u� (@�u�)

�
d�dt:

On majore successivement les termes de droite de l�égalité ci-dessus.

Pour le premier terme, on utilise la formule de GreenZ T

0

Z
�2

arT

�
juj2
�
:mT d�dt = �

Z T

0

Z
�2

juj2 divT (amT ) d�dt;

et on obtient : ����Z T

0

Z
�2

arT

�
juj2
�
:mT d�dt

���� � C

Z T

0

Z
�2

juj2 d�dt: (2.2.38)

Pour le second terme, on utilise l�expression de "S (u) (voir l�identité (2.2.34) ) et on

obtient :

m�uT : (@�uT ) = m�uT : (2"S (u)) +m�uT : (@T�)uT �m�uT :rTu� ; sur �2:

L�inégalité de Young donne :����Z T

0

Z
�2

4am�uT :"S (u) d�dt

���� � �1 Z T

0

Z
�2

j"S (u)j2 d�dt+
C

�1

Z T

0

Z
�2

juT j2 d�dt (2.2.39)

pour �1 > 0; qui sera choisi plus loin.

Comme m� et @T� sont bornés, alors :����Z T

0

Z
�2

2am�uT : (@T�)uT d�dt

���� � C

Z T

0

Z
�2

juT j2 d�dt: (2.2.40)
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La formule de Green et des intégrations par parties donnent :Z T

0

Z
�2

am�uT :rTu� d�dt = �
Z T

0

Z
�2

u�divT (am�uT ) d�dt

= �
TZ
0

Z
�2

am�u�divTuTd�dt�
Z T

0

Z
�2

u�rT (am�) :uTd�dt:

La proposition 1.5.1 et l�inégalité de Young donnent :����Z T

0

Z
�2

2am�u�divT (uT ) d�dt

���� � �1 kuTk21 + C

�1

Z T

0

Z
�2

juj2 d�dt

et ����Z T

0

Z
�2

2am�uT :rTu�d�dt

���� � �1 Z T

0

Z
�2

"T (uT ) : "T (uT ) d�dt+
C

�1

Z T

0

Z
�2

juj2 d�dt;

(2.2.41)

Pour le dernier terme, on utilise l�inégalité de Young, on obtient :����Z T

0

Z
�2

2am�u� :@�u�d�dt

���� � �1 Z T

0

Z
�2

j@�u� j2 d�dt+
C

�1

Z T

0

Z
�2

ju� j2 d�dt: (2.2.42)

Finalement, les estimations (2.2.38) -(2.2.42) donnent :

jI1j � �1
Z T

0

Z
�2

�
j@�u� j2 + "T (uT ) : "T (uT ) + j"S (u)j2

�
d�dt+

C

�1

Z T

0

Z
�2

juj2 d�dt:

(2.2.43)

� On estime ensuite le terme

I2 =
Z T

0

Z
�2

2u0: (m:r)u d�dt:

L�expression du gradient en coordonnées locales donne :

u0: (m:r)u = u0T : (@TuT )mT + (u�u
0
T � u0�uT ) : (@T�)mT +

u0�rTu� :mT +m� (u
0
T :@�uT + u0� (@�u�)) ; sur �2:

Les termes qui posent problème sont

u0�rTu� :mT et m�u
0
T :@�uT :

Les autres sont estimés à l�aide de l�inégalité de Young.

En e¤et, comme m et @T� sont bornés, alors :����Z
�2

2u0T : (@TuT )mT d�

���� � �1
2
kuTk21 +

2C

�1

Z
�2

ju0T j
2
d�; (2.2.44)����Z

�2

2 (u�u
0
T � u0�uT ) : (@T�)mT d�

���� � C

�Z
�2

juj2 d� +
Z
�2

ju0j2 d�
�
; (2.2.45)����Z

�2

2m�u
0
�@�u�d�

���� � �1

Z
�2

j@�u� j2 d� +
C

�1

Z
�2

ju0j2 d�: (2.2.46)
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i) Pour le terme

u0�rTu� :mT

on utilise les coordonnées locales, remarquant que �2 est une variété compacte de dimension

(n� 1) ; nous introduisons un nombre �ni de cartes locales (U1; '1) ; :::;
�
Uk1 ; 'k1

�
recouvrant

�2 ainsi qu�une partition de l�unité associée (#1; :::; #k1) : Nous avons :Z
�2

2u0�rTu� :mTd� =

k1X
j=1

Z
Uj

2#ju
0
�rTu� :mTd�:

On va considérer une des intégrales en omettant l�indice j:
R
U
2#u0�rTu� :mTd�:

On écrit :

mT =

n�1X
i=1

miai; où ai (x) =
@'

@�i
�
'�1 (x)

�
; i = 1; :::; n� 1:

Notons g le tenseur métrique associé à la carte locale (U;') ; fa1; :::; an�1g est une base du
plan tangent.

jgj = jdet (g)j et W = '�1 (U) ; on obtient :Z
U

2#u0�rTu� :mTd� =

Z
W

2 (# � ') (u0� � ')
 
n�1X
i=1

@ (u� � ')
@�i

mi

!
jgj

1
2 d�1:::d�n�1:

Remarquons que # � ' est continue à support compact, v� = u� � ' est un élément de

H
1
2 (W ) et il existe C > 0 telle que :

kv�kH 1
2 (W )

� C ku�kH 1
2 (U)

:

On considère les deux sous-ensembles de W suivant :

W+ =
��
�1; :::; �n�1

�
2 W = m1

�
�1; :::; �n�1

�
> 0
	
;

W� =
��
�1; :::; �n�1

�
2 W = m1

�
�1; :::; �n�1

�
< 0
	
:

On a :Z
W

2 (# � ') v0�
@v�

@�1
m1 jgj

1
2 d�1:::d�n�1 =

Z
W+

2 (# � ') v0�
@v�

@�1
m1 jgj

1
2 d�1:::d�n�1

+

Z
W�

2 (# � ') v0�
@v�

@�1
m1 jgj

1
2 d�1:::d�n�1:

On pose :  =
�
(# � ')m1 jgj

1
2

� 1
2
dans W+; alors on aura :Z

W+

2 (# � ') v0�
@v�

@�1
m1 jgj

1
2 d�1:::d�n�1 =

Z
W+

2 2v0�
@v�

@�1
d�1:::d�n�1

=

Z
W+

2 v0�
@ ( v�)

@�1
d�1:::d�n�1 �

Z
W+

 (jv� j 2)0
@ 

@�1
d�1:::d�n�1:

(2.2.47)
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2.2. Stabilisation exponentielle du système

Estimons les deux termes du second membre de (2.2.47).

Pour le dernier terme, on a :Z T

0

Z
W+

 
�
jv� j 2

�0 @ 
@�1

d�1:::d�n�1 =

�Z
W+

 
�
jv� j 2

� @ 
@�1

d�1:::d�n�1
�T
0

:

Il existe une constante positive C indépendante de u et de t telle que :����Z
W+

 
�
jv� j 2

� @ 
@�1

d�1:::d�n�1
���� � C

Z
�2

juj2 d�

� C

Z
�

juj2 d�:

Les théorèmes standards des traces montrent queZ
�

juj2 d� � C kuk2(H1(
))n :

D�après l�inégalité de Poincaré et l�inégalité de Korn, il existe une constante positive C

(indépendante de u et de t) telle que :

kuk2(H1(
))n � CE (t) :

La décroissance de l�énergie donne (voir la proposition 2.2.1 )����Z T

0

Z
W+

 
�
jv� j 2

�0 @ 
@�1

d�1:::d�n�1
���� � CE (0) :

Revenons, maintenant, au premier terme de (2.2.47).

Remarquons que  est à support compact dans W+; et:  = 0 sur @W+:

On dé�nit la fonction G par :

G =

(
 v� ; dans W+ � R+;
0; dans (Rn�1 nW+ )� R+:

On a : Z
W+

2 v0�
@ ( v�)

@�1
d�1:::d�n�1 =

Z
Rn�1

2G0
@G

@�1
d�1:::d�n�1:

Soit Ĝ la transformée de Fourier de G par rapport à �1; alors :Z
W+

2 v0�
@ ( v�)

@�1
d�1:::d�n�1 =

Z
Rn�1

4i��1Ĝ0Ĝd�1d�2:::d�n�1

ce qui impliqueZ T

0

Z
W+

2 v0�
@ ( v�)

@�1
d�1:::d�n�1dt =

�Z
Rn�1

2i��1
���Ĝ���2 d�1d�2:::d�n�1�T

0
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2.2. Stabilisation exponentielle du système

mais ����Z
Rn�1

�1

���Ĝ���2 d�1d�2:::d�n�1���� � C1 kGk2
H
1
2 (Rn�1)

� C ku�k2
H
1
2 (�2)

:

La décroissance de l�énergie donne (voir la proposition 2.2.1 ) :����Z T

0

Z
W+

2 v0�
@ ( v�)

@�1
d�1:::d�n�1dt

���� � CE (0) :

Pour l�intégrale dans W� on remplace ' par ~' dé�nie par ~'
�
�1; :::; �n�1

�
= �

�
�1; :::; �n�1

�
et on procède comme ci-dessus, on obtient des résultats similaires concernant les termes

contenant m2; :::;mn�1:

Finalement, la dé�nition et la décroissance de l�énergie donnent :����Z T

0

Z
�2

2u0�rTu� :mTd�dt

���� � CE (0) : (2.2.48)

ii) Pour le terme

m�u
0
T :@�uT

on utilise l�expression de "S (u) (voir l�identité (2.2.34) ) pour écrire :

m�u
0
T : (@�uT ) = m�u

0
T : (2"S (u)) +m�u

0
T : (@T�)uT �m�u

0
T :rTu� ; sur �2:

Les deux premiers termes sont estimés par l�inégalité de Young. En e¤et,����Z
�2

4m�u
0
T :"S (u) d�

���� � �1 Z
�2

j"S (u)j2 d� +
C

�1

Z
�2

ju0T j
2
d� (2.2.49)

et ����Z
�2

2m�u
0
T : (@T�)uTd�

���� � C

Z
�2

�
ju0T j

2
+ juT j2

�
d�: (2.2.50)

Pour le terme (m�u
0
T :rTu�) ; on utilise une intégration par parties qui donne :Z T

0

Z
�2

m�u
0
T :rTu�d�dt =

�Z
�2

m�uT :rTu�d�

�T
0

�
Z T

0

Z
�2

m�uT : (rTu
0
�) d�dt

=

�Z
�2

m�uT :rTu�d�

�T
0

+

Z T

0

Z
�2

u0�divT (m�uT ) d�dt:

Estimons maintenant les termes du second membre de l�égalité ci-dessus.

Le lemme 1.5.4 (voir la page 31), donne la relation :

divT (m�uT ) = m�divTuT + uT :rTm� :
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2.2. Stabilisation exponentielle du système

donc on aura : Z T

0

Z
�2

u0�divT (m�uT ) d�dt =

Z T

0

Z
�2

m�u
0
�divTuTd�dt+Z T

0

Z
�2

u0�uT :rTm�d�dt:

La proposition 1.5.1 (voir la page 36) et l�inégalité de Young donnent :����Z T

0

Z
�2

u0�divT (m�uT ) d�dt

���� � �1 Z T

0

Z
�2

"T (uT ) : "T (uT ) d�dt+
C

�1

Z T

0

Z
�2

�
ju0j2 + juj2

�
d�dt:

(2.2.51)

Il reste à estimer le terme Z
�2

m�uT (t) :rTu� (t) d�:

Pour cela, on considère la fonction � 2 H1 (�2) solution de

� ��T � = divTuT (t) ; sur �2:

Comme divTuT (t) appartient à H�1=2 (�2) ; alors � appartient à H3=2 (�2) ; et on a :

k�kH3=2(�2)
� C kdivTuT (t)kH�1=2(�2)

� C kuT (t)kH1=2(�2)
: (2.2.52)

De plus, la formulation variationnelle du problème précédent montre que

k�kH1(�2)
� C kuT (t)kL2(�2) : (2.2.53)

La dé�nition de � et la formule de Green donnent :Z
�2

m�uT (t) :rTu� (t) d� = �
Z
�2

u� (t) divT (m�uT (t)) d�

= �
Z
�2

u� (t)uT (t) :rTm�d��
Z
�2

u� (t)m�divT (uT (t)) d�

= �
Z
�2

u� (t)uT (t) :rTm�d��
Z
�2

u� (t)m��d� +

Z
�2

u� (t)m��T �d�:

L�inégalité de Cauchy-Schwarz et l�estimation (2.2.53) donnent :����Z
�2

u� (t)rTm� :uT (t) d� +

Z
�2

u� (t)m��d�

���� � C

Z
�2

ju (t)j2 d�: (2.2.54)

Finalement, comme (��T ) est un opérateur auto-adjoint non négatif, alors on peut écrire

�
Z
�2

u� (t)m� (�T �) d� =

Z
�2

(��T )
1=4 (u� (t)m�) (��T )

3=4 �d�:
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2.2. Stabilisation exponentielle du système

L�inégalité de Cauchy-Schwarz et l�estimation (2.2.52) donnent :������
Z
�2

u� (t)m� (�T �) d�

������ � C ku� (t)m�kH1=2(�2)
k�kH3=2(�2)

� C kuk2H1=2(�2)
: (2.2.55)

Les théorèmes standards de traces et la dé�nition de l�énergie montrent que����Z
�2

2m�uT (t) :rTu� (t) d�

���� � CE (t) ;

comme l�énergie est décroissante, on a :�Z
�2

2m�uT :rTu�d�

�T
0

� CE (0) : (2.2.56)

Les estimations (2.2.51) et (2.2.56) donnent :����Z T

0

Z
�2

2m�u
0
T :rTu�d�dt

���� � CE (0) +
C

�1

Z T

0

Z
�2

ju0j2 d�dt+ �1
Z
�2

kuTk21 dt: (2.2.57)

Les estimations (2.2.44), (2.2.45), (2.2.46), (2.2.48), (2.2.49), (2.2.50) et (2.2.57), montrent

que

jI2j � �1

Z T

0

Z
�2

�
"T (uT ) : "T (uT ) + j"S (u)j2 + j@�u� j2

�
d�dt

+
C

�1

Z T

0

Z
�2

�
juj2 + ju0j2

�
d�dt+ CE (0) (2.2.58)

pour tout �1 > 0:

En introduisant les estimations (2.2.43) et (2.2.58) dans l�estimation (2.2.37), on obtient:

I5 � k6

�
E (0) +

Z
�2T

�
juj2 + ju0j2

�
d�dt

�
+

2�1

Z T

0

Z
�2

�
"T (uT ) : "T (uT ) + j"S (u)j2 + j"� (u�)j2

�
d�dt

�k�
Z T

0

Z
�2

�
"T (u) : "T (u) + 2 j"S (u)j2 + j"� (u�)j2

�
d�dt (2.2.59)

pour k6 > 0 et tout �1 > 0:

Comme

"T (u) = "T (uT ) + "T (u��) = "T (uT ) + u�@T�; sur �

alors :

"T (u) : "T (u) = "T (uT ) : "T (uT ) + 2"T (uT ) : "T (u��) + "T (u��) : "T (u��) ; sur �2:
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2.2. Stabilisation exponentielle du système

En utilisant l�estimation

j"T (uT ) : "T (u��)j � �1"T (uT ) : "T (uT ) + (4�1)�1 "T (u��) : "T (u��)

on obtient :

"T (u) : "T (u) � (1� 2�1) "T (uT ) : "T (uT ) +
�
1� 1

2�1

�
"T (u��) : "T (u��) ; sur �2:

Comme

"T (u��) : "T (u��) = u2� (@T� : @T�)

alors Z
�2

"T (u��) : "T (u��) d� � C

Z
�2

ju� j2 d�:

L�estimation (2.2.59) s�écrit alors :

I5 � k6E (0) + k7

Z T

0

Z
�2

�
juj2 + ju0j2

�
d�dt

+2�1

Z T

0

Z
�2

�
"T (uT ) : "T (uT ) + j"S (u)j2 + j"� (u�)j2

�
d�dt

�k�
Z T

0

Z
�2

�
(1� 2�) "T (uT ) : "T (uT ) + 2 j"S (u)j2 + j"� (u�)j2

�
d�dt

ou encore

I5 � k6E (0) + k7

Z T

0

Z
�2

�
juj2 + ju0j2

�
d�dt+Z T

0

Z
�2

[(2�1 (k� + 1)� k�)�
"T (uT ) : "T (uT ) + 2 (�1 � k�) j"S (u)j2 + (2�1 � k�) j"� (u�)j2

��
d�dt

(2.2.60)

pour k6; k7 > 0 et tout �1 > 0.

Pour �1 assez petit l�estimation (2.2.60) donne :

I5 � k6E (0) + k7

Z T

0

Z
�2

�
juj2 + ju0j2

�
d�dt: (2.2.61)

Le lemme 2.2.3 et l�estimation (2.2.61) donnent :

I5 �
�
k6 +

k8
�

�
E (0) + k7

Z
�2T

ju0j2 d� + �

Z T

0

E (t) dt: (2.2.62)

Finalement, 9k9 > 0 telle que :

I5 �
�
k6 +

k8
�
+ k9

�
E (0) + �

Z T

0

E (t) dt: (2.2.63)
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2.2. Stabilisation exponentielle du système

* Estimation de I6 :

I6 =

Z
QT

mp@p (aijkl) "ij (u) "kl (u) dxdt� m

Z
QT

� (u) : " (u) dxdt:

D�après la dé�nition de m donné par (2.2.1) on a :

I6 � 0: (2.2.64)

Finalement, les estimations (2.2.26), (2.2.28), (2.2.27), (2.2.32), (2.2.63) et (2.2.64) donnent

:

(2� m)

Z T

0

E (t) dt �
�
k1 +

k3 + k8
�

+ k4 + k5 + k6 + k9

�
E (0)

+� (2 + k3 + k05)

Z T

0

E (t) dt:

Comme m < 2; en prenant

� 2
�
0;

(2� m)

2 + k3 + k05

�
:

On conclut que : Z T

0

E (t) dt � C1E (0)

où

C1 =

�
k1 +

k3+k8
�
+ k4 + k5 + k6 + k9

�
2� m � � (2 + k3 + k05)

k4 = R0 +
k2
�
:

En faisant tendre T vers +1, on déduit l�inégalitéZ +1

0

E (t) dt � C1E (0) :

Ensuite, en appliquant le lemme 2.2.1, on obtient :

E (t) � E (0) exp (1� !1t) ; 8t � 0: (2.2.65)

avec !1 = 1
C1
:

Comme les constantes ne dépendent pas de la solution forte (u; �), on prouve à l�aide d�un

argument de densité que cette estimation reste vraie pour toute solution faible (u; �) :

soit (u0; u1; �0) 2 H, et (u; �) la solution faible associée. Comme D (A) est dense dans H,
il existe une suite (up0; u

p
1; �

p
0) dans D (A) qui converge dans H vers (u0; u1; �0) : Soit (up; �

p)
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2.2. Stabilisation exponentielle du système

la solution forte du problème (P) associée à la donnée initiale (up0; u
p
1; �

p
0) : A p �xé, on peut

utiliser l�estimation (2.2.65).

8t � 0, E (up (t) ; �p (t)) � E (up (0) ; �p (0)) exp (1� !t) : (2.2.66)

Or, la suite (up0; u
p
1; �

p
0) véri�e

E (up (0) ; �p (0)) =
1

2
k(up0; u

p
1; �

p
0)k

2
H ! E (u (0) ; � (0)) ; quand p! +1

D�autre part, en utilisant la décroissance de l�énergie du problème linéaire, on obtient :

E ((up (t) ; �p (t))� (u (t) ; � (t))) � E ((up (0) ; �p (0))� (u (0) ; � (0)))

d�où :

E (up � u; �p � �)! 0; dans L1
�
R+
�

c�est-à-dire :

up ! u; dans L1
�
R+;

�
H1
�1
(
)
�n�

;

�p ! �; dans L1
�
R+; H1

0 (
)
�
:

Ainsi, l�inégalité (2.2.66) donne :

8t � 0; E (u; �; t) � E (u0; �0; 0) exp (1� !t) :

Ce qui termine la démonstration du théorème 2.2.1.
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Chapitre 3

Stabilisation du système anisotrope

de la thermoélasticité par des

feedbacks interne et frontière non

linéaires

Nous nous intéressons dans ce chapitre à la stabilisation d�un système anisotrope de

la thermoélasticité par des fonctions non linéaires du feedback naturel. La démarche util-

isée consiste à montrer la stabilisation exponentielle du système linéaire en établissant une

inégalité intégrale, obtenue par la technique de Bey et al. (cf.[1]) (voir chapitre 2 ); la

stabilisation du système non linéaire s�en déduit grâce au résultat de S. Nicaise (cf.[23]).

Nous introduisons d�abord quelques notations et hypothèses utilisées dans ce chapitre.

Soit 
 un ouvert borné non vide de Rn; n � 1; de frontière � de classe C2: On note

� = (�1; :::; �n)
T le vecteur unitaire normal extérieur à �:

Pour x0 2 Rn �xé, on pose : m (x) = x � x0; x 2 Rn et on considère la partition de la
frontière � suivante :

�1 = fx 2 �; m (x) :� (x) � 0g ; (3.0.1)

�2 = fx 2 �; m (x) :� (x) > 0g : (3.0.2)
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3.1. Existence et unicité de la solution

On considère maintenant le système anisotrope de la thermoélasticité avec feedbacks l�un

interne et l�autre frontière non linéaires :

(P1)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

u00 � div� (u) + �r� + f (u0) = 0; dans 
� R+;
�0 ��� + �divu0 = 0; dans 
� R+;
� = 0; sur �� R+;
u = 0; sur �1 � R+;
� (u) :� + au+ g (u0) = 0; sur �2 � R+;
u (:; 0) = u0; u

0 (:; 0) = u1; � (:; 0) = �0; dans 
:

où u = u (x; t) = (u1 (x; t) ; :::; un (x; t)) désigne le vecteur déplacement, � = � (x; t) la

température.

Les paramètres de couplage � et � sont supposés strictement positifs.

La fonction a � a (x) est non négative sur �2 et a (x) 2 C1 (�2) :
Les fonctions g (u) = (g1 (u) ; :::; gn (u))

T et f (u) = (f1 (u) ; :::fn (u))
T sont continues et

satisfont

f (0) = g (0) = 0; (3.0.3)

et les conditions de monotonie

(g (x)� g (y)) : (x� y) � 0; 8x; y 2 Rn; (3.0.4)

(f (x)� f (y)) : (x� y) � 0; 8x; y 2 Rn: (3.0.5)

On suppose qu�il existe deux constantes positives Cf et Cg telles que :

jf (x)j � Cf (1 + jxj) ; 8x 2 Rn; (3.0.6)

jg (x)j � Cg (1 + jxj) ; 8x 2 Rn: (3.0.7)

3.1 Existence et unicité de la solution

On s�intéresse dans ce paragraphe à l�étude de l�existence et de l�unicité de la solution du

système (P1) ; basée sur la théorie des semi-groupes non linéaires [3, 12, 27], en le ramenant
à une équation d�évolution du premier degré.

Dans ce qui suit, on suppose que :

mes (�1) > 0 ou a (x) > 0; 8x 2 �2; (3.1.1)

��1 \ ��2 = ?: (3.1.2)
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3.1. Existence et unicité de la solution

On désigne par h:; :i la dualité entre
�
H1
�1
(
)
�n
et
��
H1
�1
(
)
�n�0

et entre H1
0 (
) et H

�1 (
).

On considère les opérateurs :

A :
�
H1
�1
(
)
�n ! ��

H1
�1
(
)
�n�0

dé�ni par :

hAu; vi = (u; v)(H1
�1
(
))

n ; 8u; v 2
�
H1
�1
(
)
�n

avec

(u; v)(H1
�1
(
))

n =

Z



� (u) : " (v) dx+

Z
�2

au:v d�; 8u; v 2
�
H1
�1
(
)
�n
: (3.1.3)

A0 : H
1
0 (
)! H�1 (
)

dé�ni par :

hA0u; vi = (u; v)H1
0 (
)

=

Z



ru:rv dx; 8u; v 2 H1
0 (
) : (3.1.4)

Le théorème de représentation de Riesz assure queA etA0 sont des isomorphismes isométriques

de
�
H1
�1
(
)
�n
vers

��
H1
�1
(
)
�n�0

et H1
0 (
) vers H

�1 (
) respectivement.

On considère aussi l�opérateur non linéaire B0 de
�
H1
�1
(
)
�n
dans

��
H1
�1
(
)
�n�0

dé�ni par :

hB0u; vi =
Z



f (u) :v dx+

Z
�2

g (u) :v d�; 8u; v 2
�
H1
�1
(
)
�n
: (3.1.5)

Lemme 3.1.1 Si les fonctions f et g véri�ent (3.0.6) et (3.0.7). Alors l�opérateur B0 est

bien dé�ni de
�
H1
�1
(
)
�n
dans

��
H1
�1
(
)
�n�0

:

Preuve. On désigne par C une constante positive assez grande.

Pour u; v 2
�
H1
�1
(
)
�n
; on a :

hB0u; vi =
Z



f (u) :v dx+

Z
�2

g (u) :v d�:

En utilisant (3.0.6) et (3.0.7) et les applications continues

H1
�1
(
) � H1 (
) ,! H

1
2 (�) � L2 (�2)

on trouve :

jhB0u; vij =
���R
 f (u) :v dx+ R�2 g (u) :v d���� � C

h�R


jf (u)j2 dx

� 1
2 :
�
jvj2 dx

� 1
2

+
�R

�2
jg (u)j2 d�

� 1
2
:
�R

�2
jvj2 d�

� 1
2

�
� C

h�
1 +

�R


juj2 dx

� 1
2

�
kvk(H1

�1
(
))

n

+

�
1 +

�R
�2
juj2 dx

� 1
2

�
kvk(H1

�1
(
))

n

�
� C

h
1 + kuk(H1

�1
(
))

n

i
kvk(H1

�1
(
))

n :
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Ce qui montre que B0u 2
��
H1
�1
(
)
�n�0

pour tout u 2
�
H1
�1
(
)
�n
:

En suivant les mêmes démarches de la section 2.1 du chapitre 2, et en utilisant les

opérateurs A; A0 et B0; on réduit le système (P1) à une équation d�évolution du premier
degré.

Alors le système (P1) s�écrit :8>><>>:
u00 + Au+B0u

0 + �r� = 0; sur R+;
�0 + A0� + �divu0 = 0; sur R+;
u (0) = u0; u0 (0) = u1; � (0) = �0:

(3.1.6)

On pose : � = (u; u0; �) et on considère l�opérateur non linéaire A : H ! H,
avec H =

�
H1
�1
(
)
�n � (L2 (
))n � L2 (
) ; dé�ni par :

A� = (�u0; Au+B0u
0 + �r�; A0� + �divu0) :

Le système (3.1.6) se réécrit :

(P2)
(
�0 +A� = 0; sur R+;
� (0) = (u0; u1; �0) :

Si (u; �) est une solution (su¢ samment régulière) du système (P1) ; alors �(t) et A� (t) sont
des éléments de H, pour tout t > 0. Ceci nous amène à dé�nir :

D (A) =
�
(u; v; �) 2 H; v 2

�
H1
�1
(
)
�n
, Au+B0v 2

�
L2 (
)

�n
, � 2 H2 (
) \H1

0 (
)
	

A (u; v; �) = (�v; Au+B0v + �r�; A0� + �divv) :

Proposition 3.1.1 Sous les hypothèses (3.0.3), (3.0.4), (3.0.5), (3.0.6), (3.0.7) et (3.1.1),

l�opérateur A est maximal monotone sur H =
�
H1
�1
(
)
�n � (L2 (
))n � L2 (
) :

Preuve. i) A est monotone :

Soient �1 =
�
u1; v1; �1

�
; �2 =

�
u2; v2; �2

�
2 D (A) ; on a :


A�1 �A�2; �1 � �2
�
H =



A
�
u1; v1;�1

�
�A

�
u2; v2;�2

�
;
�
u1; v1;�1

�
�
�
u2; v2; �2

��
H

= (v2 � v1; u1 � u2)(H1
�1
(
))

n +
�
A (u1 � u2) +B0v

1 �B0v
2 + �r

�
�1 � �2

�
; v1 � v2

�
(L2(
))n

+
�
A0
�
�1 � �2

�
+ �div (v1 � v2) ; �1 � �2

�
= (B0v

1 �B0v
2; v1 � v2) +

�

�

r ��1 � �2
�2

=

Z



(f (v1)� f (v2)) : (v1 � v2) dx+

Z
�2

(g (v1)� g (v2)) : (v1 � v2) d� +
�

�

r ��1 � �2
�2
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3.1. Existence et unicité de la solution

puisque (f (v1)� f (v2)) : (v1 � v2) � 0 et (g (v1)� g (v2)) : (v1 � v2) � 0; 8v1; v2 2 Rn;
alors on obtient :


A
�
u1; v1;�1

�
�A

�
u2; v2;�2

�
;
�
u1; v1;�1

�
�
�
u2; v2;�2

��
H � 0:

L�opérateur A est donc monotone.
ii) A est maximal :

Montrons la surjectivité de l�opérateur (I +A) de D (A) sur H =
�
H1
�1
(
)
�n� (L2 (
))n�

L2 (
) :

Soit (';  ; �) 2 H, cherchons un élément (u; v; �) 2 D (A) véri�ant :

(I +A) (u; v; �) = (';  ; �) :

(I +A) (u; v; �) = (';  ; �) () (u; v; �)+(�v; Au+B0v + �r�; A0� + �divv) = (';  ; �)

c�est-à-dire : 8>><>>:
u� v = ';

v + Au+B0v + �r� =  ;

� + A0� + �divv = �:

(3.1.7)

La première équation du système (3.1.7) donne :

u = v + ':

En reportant u dans la deuxième équation du système (3.1.7), on trouve :8<: v + Av +B0v + �r� =  � A'; dans
��
H1
�1
(
)
�n�0

;
�

�
� +

�

�
A0� + �divv =

�

�
�; dans H�1 (
) ;

(3.1.8)

avec  2 (L2 (
))n ; A' 2
��
H1
�1
(
)
�n�0

donc  � A' 2
��
H1
�1
(
)
�n�0

:

Alors pour montrer que (I +A) est surjectif de D (A) sur H, il su¢ t de montrer que
l�opérateur non linéaire

A1 :
�
H1
�1
(
)
�n �H1

0 (
)!
��
H1
�1
(
)
�n�0 �H�1 (
)

est surjectif, où A1 est dé�ni par :

A1 (v; �) =
�
v + Av +B0v + �r�; �

�
� +

�

�
A0� + �divv

�
:

Montrons donc la surjectivité de l�opérateur A1 :
Lemme 1 : L�opérateur A1 :

�
H1
�1
(
)
�n�H1

0 (
)!
��
H1
�1
(
)
�n�0�H�1 (
) est surjectif.
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3.1. Existence et unicité de la solution

Preuve La preuve de ce lemme est basée sur le théorème 1.3.2 (voir page 22).

Posons V0 =
�
H1
�1
(
)
�n �H1

0 (
) :

� A1 est monotone :
Soient

�
v1; �1

�
;
�
v2; �2

�
2 V0; on a :


A1
�
v1; �1

�
�
�
v2; �2

�
;
�
v1; �1

�
�
�
v2; �2

��
V 00 ;V0

= hv1 � v2; v1 � v2i
+ hA (v1 � v2) ; v1 � v2i+ hB0v1 �B0v

2; v1 � v2i[(H1
�1
(
))

n
]
0
;(H1

�1
(
))

n

+


�r

�
�1 � �2

�
; v1 � v2

�
+
�

�



�1 � �2; �1 � �2

�
+
�

�



A0
�
�1 � �2

�
; �1 � �2

�
+�


div (v1 � v2) ; �1 � �2

�
= k(v1 � v2)k2 + k(v1 � v2)k2(H1

�1
(
))

n +

Z



(f (v1)� f (v2)) : (v1 � v2) dx

+

Z
�2

(g (v1)� g (v2)) : (v1 � v2) d� +
�

�

��1 � �2
�2

comme

(f (x)� f (y)) : (x� y) � 0; 8x; y 2 Rn

(g (x)� g (y)) : (x� y) � 0; 8x; y 2 Rn

alors 

A1
�
v1; �1

�
�
�
v2; �2

�
;
�
v1; �1

�
�
�
v2; �2

��
V 00 ;V0

� 0

d�où A1 est monotone.
� A1 est coercive :
Soit (v; �) 2 V0; on a :

hA1 (v; �) ; (v; �)iV 00 ;V0 = kvk
2
(L2(
))n + kvk

2

(H1
�1
(
))

n + hB0v; vi+
�

�
h�; �i+ �

�
hA0�; �i

� C
�
kvk2(H1

�1
(
))

n + k�k2H1
0 (
)

�
puisque hB0v; vi � 0 (car B0 est monotone et B00 = 0).
� A1 est borné : la bornitude de A1 découle des propriétés de f et g (3.0.6) et (3.0.7).
� A1 est hémicontinu :
Soient

�
v1; �1

�
;
�
v2; �2

�
et (v; �) 2 V0; on a :


A1
��
v1; �1

�
+ t
�
v2; �2

��
; (v; �)

�
= hv1 + tv2; vi+ hA (v1 + tv2) ; vi+ hB0 (v1 + tv2) ; vi

+�


r
�
�1 + t�2

�
; v
�
+
�

�



�1 + t�2; �

�
+
�

�



A0
�
�1 + t�2

�
; �
�
+ � hdiv (v1 + tv2) ; �i :

On veut démontrer que

lim
t!t0



A1
��
v1; �1

�
+ t
�
v2; �2

��
; (v; �)

�
=


A1
�
v1; �1

�
+ t0

�
v2; �2

�
; (v; �)

�
; t0 2 R
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3.1. Existence et unicité de la solution

pour tout
�
v1; �1

�
;
�
v2; �2

�
et (v; �) 2 V0; pour cela, il su¢ t de montrer que B0 est hémi-

continu, c�est-à-dire :

lim
t!t0



B0
�
v1 + tv2

�
; v
�
=


B
�
v1 + t0v

2
�
; v
�
; pour tout v1; v2; v 2

�
H1
�1
(
)
�n
:

Par dé�nition

B0
�
v1 + tv2

�
; v
�
=

Z



f
�
v1 + tv2

�
:vdx+

Z
�2

g
�
v1 + tv2

�
:vd�; 8v1; v2; v 2

�
H1
�1
(
)
�n

comme f et g sont continues, il vient que pour tout v1; v2; v 2
�
H1
�1
(
)
�n

g
�
v1 + tv2

�
! g

�
v1 + t0v

2
�
; quand t! t0 p:p sur �;

f
�
v1 + tv2

�
! f

�
v1 + t0v

2
�
; quand t! t0 p:p sur 
:

D�autre part, f et g véri�ent les propriétés (3.0.6) et (3.0.7) .

L�application du théorème de la convergence dominée de Lebesgue donne :

lim
t!t0

�Z



f
�
v1 + tv2

�
:vdx+

Z
�2

g
�
v1 + tv2

�
:vd�

�
=

Z



f
�
v1 + t0v

2
�
:vdx+

Z
�2

g
�
v1 + t0v

2
�
:vd�

d�où :

lim
t!t0



B0
�
v1 + tv2

�
; v
�
=


B0
�
v1 + t0v

2
�
; v
�
; pour tout v1; v2; v 2

�
H1
�1
(
)
�n
:

Ce qui entraîne que A1 est hémicontinu.
Une application du théorème 1.3.2 montre que A1 est surjectif, c�est-à-dire :

A1V0 = V 0
0

alors, pour tout
�
 � A';

�

�
�

�
2 V 0

0 ; il existe (v; �) 2 V0 solution du problème (3.1.8).

Reste à montrer que u 2
�
H1
�1
(
)
�n
; � 2 H2 (
) et Au + B0v 2 (L2 (
))n : Pour cela, la

première équation du système (3.1.7) donne :

u = v + '

comme v 2
�
H1
�1
(
)
�n
et ' 2

�
H1
�1
(
)
�n
; alors u 2

�
H1
�1
(
)
�n
;

par conséquent

(u; v; �) 2
�
H1
�1
(
)
�n � �H1

�1
(
)
�n �H1

0 (
) :

De plus,

A0� = � � � � �divv 2 L2 (
) ;
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car � 2 L2 (
) ; v 2
�
H1
�1
(
)
�n
et � 2 H1

0 (
) : D�autre part, on a :

hA0�; ui = (�; u)H1
0 (
)

=

Z



r�:rudx; 8�; u 2 H1
0 (
)

Soit ' 2 D (
) , on a:

hA0�; 'i = hr�;r'i ; 8' 2 D (
)

= �h��; 'i ; 8' 2 D (
)

d�où :

A0� = ��� dans D 0 (
)

comme �� 2 L2 (
) et � 2 H1
0 (
) ; alors � 2 H2 (
) ; il s�ensuit que

� 2 H2 (
) \H1
0 (
) :

De la deuxième équation du système (3.1.7), il vient que

Au+B0v =  � v � �r� 2
�
L2 (
)

�n
car  2 (L2 (
))n et v 2

�
H1
�1
(
)
�n
;

Finalement, pour tout (';  ; �) 2 H; il existe (u; v; �) 2 D (A) tel que :

(I +A) (u; v; �) = (';  ; �)

donc l�opérateur (I +A) est surjectif. Par conséquent, A est maximal.
Ceci achève la preuve du proposition 3.1.1.

3.2 Densité et régularité

Nous allons étudier dans cette section la régularité de la solution du système (P1) :

Proposition 3.2.1 Sous les hypothèses (3.0.3), (3.0.4), (3.0.5), (3.0.6), (3.0.7) et (3.1.1),

on a :

D (A) =
�
(u; v; �) 2

�
H1
�1
(
)
�n � �H1

�1
(
)
�n � �H2 (
) \H1

0 (
)
�
;

�div� (u) + f (v) 2
�
L2 (
)

�n
; � (u) :� + au+ g (v) = 0 dans

�
H�1=2 (�2)

�no
:
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3.2. Densité et régularité

Remarque 3.2.1 Pour (u; v; �) 2 D (A) ; div� (u) 2 (L2 (
))n (c�est à dire u 2 H1 (div�;
));

alors d�après le corollaire 1.2.1, (� (u) :�)=�2 est dé�nie comme élément de
�
H�1=2 (�2)

�n
:

Comme u; v 2
�
H1
�1
(
)
�n
et g satisfait (3.0.7), alors au+g (v) 2 (L2 (�2))n ; la condition au

bord � (u) :�+au+g (v) = 0 a un sens dans
�
H�1=2 (�2)

�n
et de plus, (� (u) :�) 2 (L2 (�2))n :

Preuve. On montre que D (A) = D1; avec

D1 =
�
(u; v; �) 2

�
H1
�1
(
)
�n � �H1

�1
(
)
�n � �H2 (
) \H1

0 (
)
�
;

�div� (u) + f (v) 2
�
L2 (
)

�n
; � (u) :� + au+ g (v) = 0 dans

�
H�1=2 (�2)

�no
:

� D (A) � D1;

Soit (u; v; �) 2 D (A) ; alors Au+B0v 2 (L2 (
))n ;
or

hAu+B0v; wi[(H1
�1
(
))

n
]
0
;(H1

�1
(
))

n =

Z



� (u) : " (w) dx+

Z
�2

(au+ g (v)) :wd�

+

Z



f (v) :wdx, 8w 2
�
H1
�1
(
)
�n
:

Si on prend w dans D (
;Rn) , on obtient :

�div� (u) + f (v) = Au+B0v 2
�
L2 (
)

�n
ce qui montre que u 2 H1 (div�;
) : D�après le corollaire 1.2.1, (� (u) :�)=�2 est dé�ni comme

élément de
�
H�1=2 (�2)

�n
: Pour w 2

�
H1
�1
(
)
�n
on a :

h� (u) :�; wi(H�1=2(�2))
n
;(H1=2(�2))

n =

Z



(wdiv� (u) + � (w) : " (u)) dx

hAu+B0v; wi[(H1
�1
(
))

n
]
0
;(H1

�1
(
))

n = �
Z



wdiv� (u) dx+ h� (u) :�; wi(H�1=2(�2))
n
;(H1=2(�2))

n

+

Z
�2

(au+ g (v)) :wd� +

Z



f (v) :wdx

comme

�div� (u) + f (v) = Au+B0v 2
�
L2 (
)

�n
alors :

� (u) :� + au+ g (v) = 0; dans
�
H�1=2 (�2)

�n
d�où :

(u; v; �) 2 D1:
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3.2. Densité et régularité

Réciproquement, Soit (u; v; �) 2 D1; pour w 2
�
H1
�1
(
)
�n
on a :

hAu+B0v; wi[(H1
�1
(
))

n
]
0
;(H1

�1
(
))

n =

Z



� (u) : " (w) dx+

Z
�2

au:wd�

+

Z



f (v) :wdx+

Z
�2

g (v) :wd�

comme u 2 H1 (div�;
) ; d�après le corollaire 1.2.1, (� (u) :�)=�2 est dé�ni comme élément

de
�
H�1=2 (�2)

�n
et on a :

h� (u) :�; wi(H�1=2(�2))
n
;(H1=2(�2))

n =

Z



(wdiv� (u) + � (w) : " (u)) dx

d�où :

hAu+B0v; wi[(H1
�1
(
))

n
]
0
;(H1

�1
(
))

n = h� (u) :�; wi(H�1=2(�2))
n
;(H1=2(�2))

n �
Z



w div� (u) dx

+

Z
�2

(au+ g (v)) :wd� +

Z



f (v) :wdx

= �
Z



wdiv� (u) dx+

Z



f (v) :wdx; 8w 2
�
H1
�1
(
)
�n

hAu+B0v; wi[(H1
�1
(
))

n
]
0
;(H1

�1
(
))

n =

Z



(f (v)� div� (u)) :wdx; 8w 2
�
H1
�1
(
)
�n

d�où :

Au+B0v = �div� (u) + f (v) dans
��
H1
�1
(
)
�n�0

:

Comme

�div� (u) + f (v) 2
�
L2 (
)

�n
alors

Au+B0v 2
�
L2 (
)

�n
d�où :

(u; v; �) 2 D (A) :

Proposition 3.2.2 Sous les hypothèses (3.0.3), (3.0.4), (3.0.5), (3.0.6), (3.0.7) et (3.1.1),

D (A) est dense dans H:

Preuve. On procède comme dans [12]; posons :

D0 =
�
(u; v; �) 2

�
H1
�1
(
)
�n � �H1

�1
(
)
�n � �H2 (
) \H1

0 (
)
�
; u 2

�
H2 (
)

�n
;

� (u) :� + au+ g (v) = 0 sur �2g
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3.2. Densité et régularité

et

D =
�
(u; v; �) 2

�
H1
�1
(
)
�n � �H1

0 (
)
�n � �H2 (
) \H1

0 (
)
�
; u 2

�
H2 (
)

�n
;

� (u) :� + au = 0 sur �2g :

Comme g (0) = 0, alors D � D0.

* On montre que D est dense dans H:
Pour montrer que D est dense dans H, il su¢ t de montrer que

W0 =
�
(v1; v2) 2

�
H1
�1
(
)
�n � �H1

0 (
)
�n
; v1 2

�
H2 (
)

�n
; � (v1) :� + av1 = 0 sur �2

	
est dense dans

�
H1
�1
(
)
�n � (L2 (
))n :

Posons : H =
�
H1
�1
(
)
�n � (L2 (
))n :

Soit (v1; v2) 2 H tel que :

((v1; v2) ; (w1; w2))H = 0, 8 (w1; w2) 2 W0

ou encore :

(v1; w1)(H1
�1
(
))

n + (v2; w2)(L2(
))n = 0, 8 (w1; w2) 2 W0:

Si on prend w1 = 0 et w2 2 (H1
0 (
))

n
; alors (0; w2) 2 W0; on obtient : (v2; w2)(L2(
))n = 0,

8w2 2 (H1
0 (
))

n
; ce qui donne v2 = 0 (par densité de (H1

0 (
))
n dans (L2 (
))n).

Il reste (v1; w1)(H1
�1
(
))

n = 0 pour tout élément w1 de
�
H2 (
) \H1

�1
(
)
�n
qui véri�e :

� (w1) :� + aw1 = 0; sur �2: (3.2.1)

La relation

(v1; w1)(H1
�1
(
))

n = 0

s�écrit : Z



� (v1) : " (w1) dx+

Z
�2

av1w1d� = 0;

une intégration par parties sur 
 donne :

�
Z



v1div� (w1) dx+

Z
�2

v1 (� (w1) :� + aw1) d� = 0; 8w1 2
�
H2 (
) \H1

�1
(
)
�n
;

on obtient : Z



v1div� (w1) dx = 0

pour tout élément w1 de
�
H2 (
) \H1

�1
(
)
�n
qui véri�e (3.2.1) .

Montrer que v1 = 0; revient à montrer que l�application :

W0 ! (L2 (
))
n

(w1; w2) 7! �div� (w1)
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est surjective.

Pour cela, on prend h 2 (L2 (
))n ; on résoud le problème :8>><>>:
�div� (w1) = h dans 
,

w1 = 0 sur �1,

� (w1) :� + aw1 = 0 sur �2;

dont la formulation variationnelle estZ



� (w1) : " (w) dx+

Z
�2

aw1:wd� =

Z



hw dx; 8w 2
�
H1
�1
(
)
�n

d�après le lemme de Lax Milgram, ce problème admet une solution unique w1 2
�
H1
�1
(
)
�n
:

En e¤et, on pose : 8>>>><>>>>:
a (w1; w) =

Z



� (w1) : " (w) dx+

Z
�2

aw1:wd�;

et

L (w) =

Z



hwdx:

� a (:; :) est bilinéaire.
� Montrons que a (:; :) est continue sur

�
H1
�1
(
)
�n � �H1

�1
(
)
�n
:

Soient w1; w 2
�
H1
�1
(
)
�n
:

ja (w1; w)j =
����Z



� (w1) : " (w) dx+

Z
�2

aw1:wd�

����
� C kw1k(H1

�1
(
))

n kwk(H1
�1
(
))

n

d�où la continuité de a (:; :) :

� Montrons que a (:; :) est coercive sur
�
H1
�1
(
)
�n � �H1

�1
(
)
�n
.

Soit w 2
�
H1
�1
(
)
�n
, on a :

a (w;w) =

Z



� (w) : " (w) dx+

Z
�2

a jwj2 d�

= kwk2(H1
�1
(
))

n

d�où la coercivité.

� L (:) est linéaire sur
�
H1
�1
(
)
�n
.

� L (:) est continue sur
�
H1
�1
(
)
�n
.

D�après le corollaire 1.2.1, (� (w1) :�)=�2 est dé�ni comme élément de
�
H�1=2 (�2)

�n
et on a

:

� (w1) :� = �aw1 2
�
H1=2 (�2)

�n
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les résultats classiques de régularité elliptique montrent que w1 2 (H2 (
))
n
:

On a (w1; w2) 2 W0; 8w2 2 (H1
0 (
))

n
; ce qui prouve la surjectivité de l�application

W0 ! (L2 (
))
n

(w1; w2) 7! �div� (w1)

d�où v1 = 0 et W0 est dense dans H:

* On montre maintenant que D0 � D (A) :
Soit (u; v; �) 2 D0; alors u 2 (H2 (
))

n et donc div� (u) 2 (L2 (
))n :
De plus (�div� (u) + f (v)) 2 (L2 (
))n ; d�après la proposition 3.2.1, on obtient :

(u; v; �) 2 D (A)

par conséquent, D0 � D (A) et D (A) est dense dans H.
Ce qui termine la preuve de la proposition 3.2.2.

Proposition 3.2.3 Si g (x1; :::; xn) = (g1 (x1) ; :::; gn (xn)) est continue, globalement lip-

schitzienne, alors :

D (A) = D0

et la norme jjj:jjjD(A) dé�nie sur D (A) par :

jjj(u; v; �)jjjD(A) =
�
kuk2(H2(
))n + kvk

2

(H1
�1
(
))

n + k�k2H2(
)

� 1
2

est équivalente à la norme k:kD(A) dé�nie par :

k(u; v; �)kD(A) =
�
kuk2(H1

�1
(
))

n + kvk2(H1
�1
(
))

n + kdiv� (u)k2(L2(
))n + k�k
2
H2(
)

� 1
2
:

Preuve. On désigne par C une constante positive assez grande.

D�après la preuve de la proposition 3.2.2, on a D0 � D (A) :
Reste à montrer que D (A) � D0:

Soit (u; v; �) 2 D (A) ; on montre que u 2 (H2 (
))
n
; pour cela, il su¢ t de montrer que

g (v)=�2 2
�
H1=2 (�2)

�n
(car on a (�div� (u) + f (v)) 2 (L2 (
))n et u; v 2

�
H1
�1
(
)
�n
;

alors on peut appliquer les résultats de régularité elliptique au problème8>><>>:
�div� (u) + f (v) = F; dans 
;

u = 0; sur �1;

� (u) :� = �au� g (v) ; sur �2:
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3.2. Densité et régularité

Montrons alors que g (v) 2 (H1 (
))
n

comme g (x1; :::; xn) = (g1 (x1) ; :::; gn (xn)) est globalement lipschitzienne et g (0) = 0;

alors il existe c1 > 0 telle que :

jg (x)j � c1 jxj ; 8x 2 Rn

d�où : Z



jg (v)j2 dx � c21

Z



jvj2 dx < +1:

D�autre part, on a :

@i (gj (v)) =

nX
k=1

@kgj@ivk

alors

jr (g (v))j2 =

�����j=nPj=1 �g0j (vj)�2 i=nPi=1 (@ivj)2
�����

� C jrvj2

ce qui donne : Z



jr (g (v))j2 dx � C

Z



jrvj2 dx < +1

d�où :

g (v) 2
�
H1 (
)

�n
et donc g (v)=�2 2

�
H1=2 (�2)

�n
:

et par conséquent

kg (v)k(H1(
))n � C kvk(H1(
))n

donc u 2 (H2 (
))
n et

kuk(H2(
))n � C
�
ku� div� (u)k(L2(
))n + kau+ g (v)k(H1=2(�2))

n

�
� C

�
kuk(H1

�1
(
))

n + kvk(H1
�1
(
))

n + kdiv� (u)k(L2(
))n
�
:

Ce qui donne l�équivalence des normes.

À partir des propositions 3.1.1, 3.2.2 et 3.2.3, on en déduit le théorème d�existence,

d�unicité et de régularité des solutions suivant (cf.[3, 12, 27]) :

Théorème 3.2.1 Soient �1 et �2 dé�nis par (3.0.1) et (3.0.2) et satisfaisant (3.1.1) et

(3.1.2). On suppose que les aijkl véri�ent (2.0.3) et (2.2.1). On suppose de plus que les

fonctions f et g véri�ent (3.0.3), (3.0.4), (3.0.5), (3.0.6) et (3.0.7). Alors, on a :

i) Pour toute donnée initiale (u0;u1; �0) 2 H le problème (P1) admet une solution, (au sens
faible), unique (u; �) véri�ant :

(u; u0; �) 2 C
�
R+; H

�
:
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De plus, si (v0; v1; � 0) 2 H et (v;�) est la solution correspondante alors on a, pour tout

t 2 [0;+1)

k(u (t) ; u0 (t) ; � (t))� (v (t) ; v0 (t) ; � (t))kH � k(u0; u1; �0)� (v0; v1; � 0)kH

continuité par rapport aux données.

ii) Si (u0;u1; �0) 2 D (A), alors la solution (u; �) (dite forte) du problème (P1) véri�e :

(u; u0; �) 2 W 1;1 �R+ ; H� \ L1 �R+ ; D (A)� :
De plus, si g est globalement lipschitzienne telle que g (x1; :::; xn) = (g1 (x1) ; :::; gn (xn)),

alors la solution (u; �) du problème (P1) possède la propriété de régularité plus forte suivante:

u 2 L1
�
R+;

�
H2 (
) \H1

�1
(
)
�n�

;

u0 2 L1
�
R+;

�
H1
�1
(
)
�n�

;

u00 2 L1
�
R+; (L2 (
))n

�
;

� 2 L1 (R+; (H2 (
) \H1
0 (
))) ;

�0 2 L1 (R+;L2 (
)) :

3.3 Stabilisation du système anisotrope de la thermoélas-

ticité par des feedbacks interne et frontière non

linéaires.

L�objectif de cette section est de donner un résultat de stabilisation du système anisotrope

de la thermoélasticité par des feedbacks interne et frontière non linéaires.

Rappelons le système anisotrope de la thermoélasticité avec des dissipations interne et

frontière non linéaires

(P1)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

u00 � div� (u) + �r� + f (u0) = 0; dans 
� R+;
�0 ��� + �divu0 = 0; dans 
� R+;
� = 0; sur �� R+;
u = 0; sur �1 � R+;
� (u) :� + au+ g (u0) = 0; sur �2 � R+;
u (:; 0) = u0; u

0 (:; 0) = u1; � (:; 0) = �0; dans 
:

Théorème 3.3.1 Soient �1 et �2 données par (3.0.1) et (3.0.2) et véri�ant (3.1.1) et

(3.1.2). On suppose que les aijkl véri�ent (2.0.3) et (2.2.1). On suppose que les fonctions
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f et g satisfont (3.0.3), (3.0.4), (3.0.5), (3.0.6) et (3.0.7) ainsi que les inégalités :

g (x) :x � d jxj2 ; 8x 2 Rn; jxj � 1 (3.3.1)

jxj2 + jg (x)j2 � G (g (x) :x) ; 8x 2 Rn; jxj � 1 (3.3.2)

jxj2 + jf (x)j2 � G (f (x) :x) ; 8x 2 Rn; jxj � 1 (3.3.3)

où d est une constante positive et G : [0;+1)! [0;+1) est une fonction concave stricte-
ment croissante telle que G (0) = 0: Alors, il existe une constante � > 0; des constantes r1;

r2 et un temps T1 > 0 (dépendant de � ; E (0) ; j�2j ; j
j) tels que l�énergie de toute solution
de (P1) véri�e :

E (t) � r2G

�
	�1 (r1t)

r1�t

�
; 8t � T1; (3.3.4)

où 	 est donnée par :

	(t) =

Z +1

t

1

� (s)
ds

avec � (s) = �R1G
�1
�
s

r2

�
et R1 = min (j�2j ; j
j) :

Remarque 3.3.1 Le théorème 3.3.1 reste vrai si f = 0 et g véri�e les hypothèses précé-

dentes (cas d�un feedback frontière uniquement) ou si �2 = ? et f véri�e les hypothèses

précédentes ( cas d�un feedback interne).

Pour démontrer le théorème 3.3.1, on aura besoin du résultat théorique de S. Nicaise

[23].

3.3.1 Un résultat abstrait de stabilisation

Dans cette sous-section on rappelle le résultat théorique de S. Nicaise [23] qui montre,

sous certaines conditions, que si un système linéaire abstrait est exponentiellement stable,

alors le système non linéaire associé est automatiquement stable, le type de décroissance

dépend des propriétés de la non linéarité.

La méthode de ce résultat est basée sur les principes de D.L. Russell et de Liu.

Le principe de D. L. Russell permet d�obtenir, sous certaines conditions, la contrôlabilité

du système rétrograde à partir de la stabilisation du système direct.

ou encore la contrôlabilité d�un système réversible à partir de sa stabilisation.

Le principe de Liu consiste à estimer l�énergie du système non linéaire direct en utilisant

le système rétrograde linéaire avec donnée �nale égale à la valeur �nale de la solution du

système non linéaire direct à donnée initiale nulle.
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Cette estimation se fait en utilisant la stabilité exponentielle du problème rétrograde linéaire

et certaines inégalités intégrales.

On considère deux espaces de Hilbert réels H et V munis des produits scalaires respectifs
(:; :)H, (:; :)V et tels que l�injection de V dans H soit continue à image dense.

On identi�e H à son dual H0; on obtient le diagramme standard :

V ,! H = H0 ,! V 0:

On considère deux opérateurs de V dans V 0 :
� un opérateur linéaire borné A1
� un opérateur, (non linéaire), B:
On dé�nit ensuite deux opérateurs, (non linéaires), A+ et A�:

D
�
A�
�
= fv 2 V = (� A1 +B) v 2 Hg ; (3.3.5)

A�v = (� A1 +B) v; 8v 2 D
�
A�
�
: (3.3.6)

Dans toute la suite, on fera les hypothèses suivantes :

A+ est maximal monotone; (3.3.7)

A� est maximal monotone, (3.3.8)

D
�
A+
�
est dense dans H, (3.3.9)

D
�
A�
�
est dense dans H; (3.3.10)

hA1u; ui = 0; 8u 2 V ; (3.3.11)

hBu; ui � 0; 8u 2 V : (3.3.12)

où h:; :i désigne la dualité entre V 0 et V :
L�opérateur A+ sera noté A.
La théorie des semi-groupes non linéaires (cf.[27]) permet de montrer que le problème

d�évolution : 8<:
@u

@t
+ A1u+Bu = 0; dans H; t � 0;

u (0) = u0;
(3.3.13)

posséde une solution, (faible), unique u 2 C (R+;H) pour tout u0 2 H et si v (t) est la

solution correspondante à la donnée initiale v0 2 H; alors :

ku� vkL1(R+;H) � ku0 � v0kH :
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Pour u0 2 D (A) ; le problème (3.3.13) posséde une solution, (forte)

u 2 W 1;1 �R+;H� \ L1 �R+; D (A)�
telle que u (t) 2 D (A) ; pour tout t � 0:
L�énergie du système, dé�nie par :

E (t) = 1

2
ku (t)k2H (3.3.14)

est décroissante.

Pour u0 2 D (A) ; on a :

E (S)� E (T ) =
Z T

S

hBu (t) ; u (t)i dt; 80 � S < T <1: (3.3.15)

d

dt
E (t) = �hBu (t) ; u (t)i ; 8t � 0: (3.3.16)

L�identité (3.3.15) se prolonge, par densité, aux solutions faibles.

En e¤et, Soit u0 2 H,
Comme D (A) est dense dans H; alors il existe fun0g � D (A) telle que un0 ! u0 dans H.
Soit un la solution du problème (3.3.13) correspondant à la donnée initiale un0 ; alors :

En (S)� En (T ) =
Z T

S

hBun (t) ; un (t)i dt;

d�autre part, si u est la solution correspondante à la donnée initiale u0 2 H, alors :

kun � ukL1(R+;H) � kun0 � u0kH

d�où :

un ! u dans L1
�
R+ ; H

�
ce qui entraîne que

En (S)� En (T )! E (S)� E (T ) ;

donc
Z T

S

hBun (t) ; un (t)i dt converge vers
Z T

S

hBu (t) ; u (t)i dt:

Remarque 3.3.2 On a les mêmes résultats pour A�; avec la même expression de l�énergie
et la même identité (3.3.15) pour u0 2 D (A�) :

On introduit la notion d�estimation de stabilité.
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Dé�nition 3.3.1 On dit que le couple (A1; B) véri�e l�estimation de stabilité s�il existe

T > 0 et deux constantes positives C1; C2 (qui peuvent dépendre de T ) avec C1 < T telles

que Z T

0

E (t) dt � C1E (0) + C2

Z T

0

hBu (t) ; u (t)i dt (3.3.17)

pour toute solution u de (3.3.13).

La décroissance de l�énergie et l�identité (3.3.15) permettent de montrer que cette dé�-

nition est équivalente à :

Lemme 3.3.1 Le couple (A1; B) véri�e l�estimation de stabilité si et seulement s�il existe

T > 0 et une constante positive C (qui peuve dépendre de T ) tels que

E (T ) � C

Z T

0

hBu (t) ; u (t)i dt (3.3.18)

pour toute solution u de (3.3.13).

Preuve. ))
Comme E (t) est décroissante, alors (3.3.17) implique

TE (T ) �
Z T

0

E (t) dt � C1E (0) + C2

Z T

0

hBu (t) ; u (t)i dt

l�identité (3.3.15) donne

TE (T ) � C1E (T ) + (C1 + C2)

Z T

0

hBu (t) ; u (t)i dt

d�où :

E (T ) � C1 + C2
T � C1

Z T

0

hBu (t) ; u (t)i dt

qui n�est autre que (3.3.18) avec C =
C1 + C2
T � C1

; (C1 < T ) :

(=)
La monotonie de E (t) permet d�écrire :Z T

0

E (t) dt � TE (0) :

De l�identité (3.3.15), il vient queZ T

0

E (t) dt � T

2
E (0) + T

2
E (0)

� T

2
E (0) + T

2

�
E (T ) +

Z T

0

hBu (t) ; u (t)i dt
�
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et comme

E (T ) � C

Z T

0

hBu (t) ; u (t)i dt

alors, on aura : Z T

0

E (t) dt � T

2
E (0) + T

2
(C + 1)

Z T

0

hBu (t) ; u (t)i dt

qui n�est autre que (3.3.17).

L�estimation de stabilité est équivalente à la stabilité exponentielle de (3.3.13). donnée

par le théorème suivant:

Théorème 3.3.2 Le couple (A1; B) véri�e l�estimation de stabilité si et seulement s�il existe

deux constantes positives M et ! telles que :

E (t) �Me�!tE (0) ; 8t � 0 (3.3.19)

pour toute solution u de (3.3.13).

Preuve. Supposons que l�estimation de stabilité est véri�ée. De (3.3.15) et (3.3.18), on

obtient :

E (T ) � C (E (0)� E (T ))

d�où :

E (T ) � E (0) ;

avec  =
C

C + 1
< 1:

En appliquant cette estimation dans l�intervalle [(m� 1)T; mT ], m = 1; 2; 3; :::; (ce qui

est possible puisque le système est invariant par translation), on obtient :

E (mT ) � E ((m� 1)T ) � :::: � mE (0) ; m = 1; 2; 3; :::

donc on a :

E (mT ) � e�!mTE (0) ; m = 1; 2; 3; :::

avec ! = 1
T
ln
�
1


�
> 0:

Pour t > 0 arbitraire, il existe m � 1 tel que (m� 1)T < t � mT . La décroissance de

l�énergie donne :
E (t) � E ((m� 1)T ) � e�!(m�1)TE (0) =

e!T e�!mTE (0) � 1


e�!tE (0) :
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Réciproquement, si (3.3.13) est exponentiellement stable, alors (3.3.15) permet d�avoirZ T

0

E (t) dt � TE (0) = TE (T ) + T

Z T

0

hBu (t) ; u (t)i dt

� TMe�!TE (0) + T

Z T

0

hBu (t) ; u (t)i dt

en prenant T assez grand pour que Me�!T < 1; on obtient :Z T

0

E (t) dt � C1E (0) + C2

Z T

0

hBu (t) ; u (t)i dt;

avec C1 = TMe�!T < T et C2 = T; qui n�est autre que (3.3.17).

D�après le principe deRussell, la stabilité exponentielle du système (3.3.13) implique la

contrôlabilité exacte du système correspondant à (�A1), avec un contrôle dans L2 (0; T ; U) ;
U étant un espace de Hilbert réel tel que V s�injecte continûment dans U .
On désigne par IU l�application de V dans U et par IU l�application de V dans V 0 dé�nie
par :

hIUu; vi := (IUu; IUv)U , 8u; v 2 V.

Pour u0 2 H, on cherche un temps T > 0 et un contrôle J 2 L2 (0; T ; U) tels que la solution
u du problème 8<:

@u

@t
� A1u = J , dans V 0; t � 0;

u (0) = u0;
(3.3.20)

véri�e

u (T ) = 0: (3.3.21)

On rappelle le théorème 4.1 de contrôlabilité démontré par S. Nicaise dans [23].

Théorème 3.3.3 On suppose que les conditions (3.3.7) à (3.3.12) sont véri�ées pour le cou-

ple (A1; IU) et que le couple (A1; IU) véri�e l�estimation de stabilité. Pour T > 0 assez grand

et pour u0 2 H, il existe un contrôle J 2 L2 (0; T ; U) tel que la solution u 2 C ([0; T ] ;H)
de (3.3.20) véri�e (3.3.21).

Preuve. On contrôle le problème rétrograde; pour cela, on remplace la condition

�(A1; IU) véri�e l�estimation de stabilité �par �(�A1; IU) véri�e l�estimation de stabilité �.
Pour p0 2 H, on cherche K 2 L2 (0; T ; U) tel que la solution p 2 C ([0; T ] ;H) du problème8<:

@p

@t
+ A1p = K; dans V 0; t � 0

p (T ) = p0

(3.3.22)
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véri�e :

p (0) = 0: (3.3.23)

On résoud le problème (3.3.22), (3.3.23) en utilisant les systèmes rétrograde et direct avec

le feedback linéaire IU .
Pour f0 2 H, on considère f 2 C ([0; T ] ;H) la solution unique du problème :8<:

@f

@t
+ A1f � IUf = 0; dans H; t � 0;

f (T ) = f0:
(3.3.24)

Comme (�A1; IU) véri�e l�estimation de stabilité, on a :

E (f (t)) �Me�!(T�t)E (f0) : (3.3.25)

On considère ensuite g 2 C ([0; T ] ;H) la solution unique du problème :8<:
@g

@t
+ A1g + IUg = 0; dans H; t � 0;

g (0) = f (0) :
(3.3.26)

On pose : p = g � f . D�après (3.3.24) et (3.3.26), la fonction p véri�e (3.3.22) avec

K = �IUg � IUf: (3.3.27)

On considère ensuite l�opérateur linéaire � : H ! H dé�ni par

� (f0) = g (T ) :

On montre que k�kL(H,H) �
p
d avec d =Me�!T < 1 pour T assez grand, ce qui prouvera

que (�� I) est inversible.

L�estimation (3.3.25) donne :

k�f0k2H = kg (T )k2H = 2E (g (T )) � 2E (g (0)) =

2E (f (0)) � 2Me�!TE (f0) = d kf0k2H

d�où k�k �
p
d.

Pour p0 2 H, il existe f0 2 H tel que

p0 = (�� I) f0 = g (T )� f (T ) = p (T ) (3.3.28)

donc p véri�e (3.3.22) et (3.3.23):

Il nous reste maintenant à véri�er que K 2 L2 (0; T ; U) :
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D�après (3.3.15), on a :

E (f (T ))� E (f (0)) =

Z T

0

kIUf (t)k2U dt

E (g (0))� E (g (T )) =

Z T

0

kIUg (t)k2U dt

la somme donne :Z T

0

�
kIUf (t)k2U + kIUg (t)k

2
U
�
dt = (E (f (T ))� E (g (T ))) � 1

2
kf0k2H = E (f (T ))

d�où : Z T

0

�
kIUf (t)k2U + kIUg (t)k

2
U
�
dt � 1

2

(I � �)�1 p02 (3.3.29)

� 1

2
�
1�

p
d
�2 kp0k2H

donc K 2 L2 (0; T ; U) et on a :

kKkL2(0;T ; U) �
1

p
2
�
1�

p
d
� kp0kH

ce qui prouve que l�application linéaire(
H !L2 (0; T ; U)
p0 7! K

est continue.

3.3.2 Stabilisation du problème non linéaire

On suppose que l�espace des contrôles est donné par :

U =
JQ
j=1

Uj; j = 1; :::; J 2 N� (3.3.30)

Uj : sous espace fermé de L2
�
Xj; �j

�Nj .�
Xj; Aj; �j

�
: espace mesurable tel que �j (Xj) <1.

On donne des fonctions

gj : RNj ! RNj ; j = 1; :::; J

telles que

(gj (x)� gj (y)) : (x� y) � 0; 8x; y 2 RNj ; (monotonie) (3.3.31)

gj (0) = 0; (3.3.32)

jgj (x)j � M (1 + jxj) ; 8x 2 RNj (3.3.33)
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où M est une constante positive.

Et on suppose que l�opérateur B est donné par :

hBu; vi =
JX
j=1

Z
Xj

gj

�
(IUu)j (xj)

�
: (IUv)j (xj) d�j (xj) ; 8u; v 2 V. (3.3.34)

* On montre que hBu; ui � 0; 8u 2 V.
Soit u 2 V ; on a :

hBu; ui =
JX
j=1

Z
Xj

gj

�
(IUu)j (xj)

�
: (IUu)j (xj) d�j (xj)

comme gj (x) :x � 0, 8x 2 RNj et (3.3.31), alors :

hBu; ui � 0; 8u 2 V.

* On montre, maintenant, que B est bien dé�ni.

Soit u; v 2 V ;

jhBu; vij =
�����
JX
j=1

Z
Xj

gj

�
(IUu)j (xj)

�
: (IUv)j (xj) d�j (xj)

�����
� kg (IUu)k k(IUv)k :

La condition (3.3.33), donne :

jhBu; vij � M (1 + jIUuj) k(IUv)k

� C kukV kvkV :

où C est une constante positive. D�où B est bien dé�ni.

Remarque 3.3.3 Les conditions (3.3.31), (3.3.32) et (3.3.33) sont véri�ées pour gj (x) = x

correspondant au contrôle linéaire Bu = IUu:

On rappelle une inégalité intégrale obtenu dans [5].

Théorème 3.3.4 Soit E : [0;+1)! [0;+1) une fonction décroissante telle que :Z 1

S

� (E (t)) dt � TE (S) ; 8S � 0; (3.3.35)
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avec T > 0 et � une fonction convexe, strictement croissante, de [0;+1) dans [0;+1) telle
que � (0) = 0.

Alors il existe t1 > 0 et c1 dépendant de T et E (0) tels que :

E (t) � ��1
�
	�1 (c1t)

c1Tt

�
; 8t � t1; (3.3.36)

où 	 est dé�nie par :

	(t) =

Z 1

t

1

� (s)
ds; 8t > 0: (3.3.37)

La conséquence de cette inégalité pour le système (3.3.13) est le

Théorème 3.3.5 On suppose que les hypothèses (3.3.7) à (3.3.12) sont véri�ées pour les

couples (A1; B) et (A1; IU). Soient gj; j = 1; :::; J véri�ant les conditions (3.3.31) à (3.3.33)
ainsi que

gj (x) :x � m jxj2 ; 8x 2 RNj : jxj � 1; (3.3.38)

jxj2 + jgj (x)j2 � G (gj (x) :x) ; 8x 2 RNj : jxj � 1; (3.3.39)

où m est une constante positive et G : [0;+1)! [0;+1) est une fonction concave stricte-
ment croissante telle que G (0) = 0.

Si le couple (�A1; IU) véri�e l�estimation de stabilité, alors il existe c2; c3 > 0 et T1 > 0

(dépendant de T; E (0) ; �j (Xj) ; j = 1; :::; J) telles que :

E (t) � c3G

�
	�1 (c2t)

c2Tt

�
; 8t � T1 (3.3.40)

pour toute solution u de (3.3.13), où 	 est donnée par :

	(t) =

Z 1

t

1

� (s)
ds; 8t > 0

pour � dé�nie par

� (s) = T�G�1
�
s

c3

�
; (3.3.41)

avec � = min
j=1;:::;J

�j (Xj) :

Preuve. La lettre C désignera des constantes diverses.

Comme D (A) est dense dans H et l�énergie continue par rapport aux données initiales (on

peut supposer que u0 2 D (A)); pour cela, il su¢ t de montrer (3.3.40) pour des données
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dans D (A) :
Soit alors u la solution forte de (3.3.13). On considère p la solution du problème :8>>><>>>:

@p

@t
+ A1p = K = �IUg � IUf; dans V 0; 8t � 0;

p (T ) = u (T ) ;

p (0) = 0:

(3.3.42)

avec T > 0 su¢ samment grand pour avoir la contrôlabilité. À partir de (3.3.13) et (3.3.42)

on peut écrire :

h@tu+ A1u+Bu; piV 0 ;V + h@tp+ A1p�K; uiV 0;V = 0;

ou de manière équivalente :

(@tu; p)H + (@tp; u)H + hA1u; piV 0;V + hA1p; uiV 0;V + hBu; piV 0;V � hK; uiV 0;V = 0:

D�après l�hypothèse (3.3.11), on a :

hA1(u+ p); u+ piV 0;V = 0

ce qui donne

hA1u; piV 0;V + hA1p; uiV 0;V = 0

d�où :

(@tu; p)H + (@tp; u)H + hBu; piV 0;V � hK; uiV 0;V = 0: (3.3.43)

En intégrant entre 0 et T; on obtient :

(u (T ) ; p (T ))H � (u (0) ; p (0))H +
Z T

0

�
hBu; piV 0;V � hK; uiV 0;V

�
dt = 0:

Les dé�nitions de K et B donnent :

(u (T ) ; p (T ))H�(u (0) ; p (0))H =
Z T

0

(K; IUu)U�
JX
j=1

Z
Xj

gj

�
(IUu)j (xj)

�
: (IUp)j (xj) d�j (xj) dt:

Comme p (T ) = u (T ) et p (0) = 0; alors :

2E (T ) =
Z T

0

(K; IUu)U dt�
JX
j=1

Z T

0

Z
Xj

gj

�
(IUu)j (xj)

�
: (IUp)j (xj) d�j (xj) dt:

Une application de l�inégalité de Cauchy -Schwarz donne :

2E (T ) � kKkL2(0;T ;U) kIUukL2(0;T ;U)+kIUpkL2(0;T ;U)

 
JX
j=1

Z T

0

Z
Xj

���gj �(IUu)j (xj)����2 d�j (xj) dt
! 1

2

:

(3.3.44)

105



3.3. Stabilisation du système anisotrope de la thermoélasticité par des feedbacks interne et
frontière non linéaires.

L�estimation (3.3.29) et la condition p (T ) = u (T ) donnent :Z T

0

�
kIUf (t)k2U + kIUg (t)k

2
U
�
dt � 1�

1�
p
d
�2E (T ) :

Avec l�estimation précédente, la dé�nition de K et p = g � f; on obtient :Z T

0

kK (t)k2U dt � 4�
1�

p
d
�2E (T ) ;

Z T

0

kIUp (t)k2U dt � 4�
1�

p
d
�2E (T ) :

Si on insère ces estimations dans (3.3.44), on arrive à :

E (T ) � 1�
1�

p
d
�2
 

JX
j=1

Z T

0

Z
Xj

����(IUu)j (xj)���2 + ���gj �(IUu)j (xj)����2� d�j (xj) dt
!
:

(3.3.45)

On pose :

�+j =
n
(x; t) 2 Xj � (0; T ) =

���(IUu)j (x; t)��� > 1o ;
��j =

n
(x; t) 2 Xj � (0; T ) =

���(IUu)j (x; t)��� � 1o :Z T

0

Z
Xj

����(IUu)j (xj)���2 + ���gj �(IUu)j (xj)����2� d�j (xj) dt = I+j + I�j ;

avec

I+j :=

Z
�+j

����(IUu)j (xj)���2 + ���gj �(IUu)j (xj)����2� d�j (xj) dt;
et

I�j :=

Z
��j

����(IUu)j (xj)���2 + ���gj �(IUu)j (xj)����2� d�j (xj) dt:
Les conditions (3.3.38) et (3.3.33) donnent :

jgj (x)j2 � jgj (x)jM (1 + jxj) � 2M jgj (x)j jxj

� 2M

jxj jgj (x)j jxj
2 � 2M

jmj
jgj (x)j
jxj gj (x) :x

� 2M2

jmj

�
1 + jxj
jxj

�
gj (x) :x �

4M2

jmj gj (x) :x

ce qui donne :

I+j � C

Z
�+j

(IUu)j (xj) :gj

�
(IUu)j (xj)

�
d�j (xj) dt
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la monotonie de gj, la dé�nition de B et l�égalité

E (0)� E (T ) =
Z T

0

hBu (t) ; u (t)i dt

donnent :

I+j � C (E (0)� E (T )) : (3.3.46)

On obtient de façon analogue :

I�j � C

Z
��j

G
�
(IUu)j (xj) :gj

�
(IUu)j (xj)

��
d�j (xj) dt

� C

Z T

0

Z
Xj

G
�
(IUu)j (xj) :gj

�
(IUu)j (xj)

��
d�j (xj) dt:

L�inégalité de Jensen (voir le lemme.1.2.1 ) donne :

I�j � T�j (Xj)G

 
1

T�j (Xj)

Z T

0

Z
Xj

(IUu)j (xj) :gj

�
(IUu)j (xj)

�
d�j (xj) dt

!
:

On rappelle queZ T

0

hBu (t) ; u (t)i dt = E (0)� E (T ) =
X
j

Z T

0

Z
Xj

(IUu)j (xj) :gj

�
(IUu)j (xj)

�
d�j (xj) dt

et G est strictement croissante.

Ceci permet d�avoir :

I�j � T�j (Xj)G

�
E (0)� E (T )
T�j (Xj)

�
: (3.3.47)

De (3.3.46) et (3.3.47), on obtient :

E (T ) � C

�
E (0)� E (T ) +G

�
E (0)� E (T )

T�

��
;

où G est monotone et C est une constante positive qui dépend de T; max
j2J

�j (Xj) et � =

min
j2J

�j (Xj) :

En écrivant E (0) = E (0)� E (T ) + E (T ) ; on obtient :

E (0) � C

�
E (0)� E (T ) +G

�
E (0)� E (T )

T�

��
: (3.3.48)

On a :
E (0)� E (T )

T�
= �

E (0)
T�

avec

0 � � =
E (0)� E (T )

E (0) � 1:
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Comme G est concave et G (0) = 0; on obtient :

G

�
E (0)� E (T )

T�

�
� E (0)� E (T )

E (0) G

�
E (0)
T�

�
d�où :

E (0)� E (T )
T�

� E (0)
T�

G

�
E (0)
T�

��1
G

�
E (0)� E (T )

T�

�
: (3.3.49)

? Si
E (0)
T�

� 1; la concavité de G et G (0) = 0 donnent :

G

�
E (0)
T�

�
� E (0)

T�
G (1)

qui, avec (3.3.49), donne

E (0)� E (T )
T�

� (G (1))�1G
�
E (0)� E (T )

T�

�
: (3.3.50)

? Si
E (0)
T�

> 1; la croissance stricte de G donne :

G

�
E (0)
T�

�
> G (1)

qui, avec (3.3.49), donne :

E (0)� E (T )
T�

� E (0)
T�

(G (1))�1G

�
E (0)� E (T )

T�

�
: (3.3.51)

Des estimations (3.3.50) et (3.3.51), on déduit l�estimation :

E (0)� E (T )
T�

� (G (1))�1max
�
1; E(0)

T�

�
G

�
E (0)� E (T )

T�

�
; (3.3.52)

l�estimation (3.3.48) s�écrit :

E (0) � C0G

�
E (0)� E (T )

T�

�
; (3.3.53)

où C0 est une constante positive dépendant de T; E (0) ; max
j
�j (Xj) ; et min

j
�j (Xj).

En appliquant l�estimation sur [t; t+ T ] au lieu de [0; T ] ; on obtient :

E (t) � C0G

�
E (t)� E (t+ T )

T�

�
= ��1 (E (t)� E (t+ T )) ; 8t � 0; (3.3.54)

où � est dé�nie par

� (S) = T�G�1
�
S

C0

�
:

108



3.3. Stabilisation du système anisotrope de la thermoélasticité par des feedbacks interne et
frontière non linéaires.

D�où :

� (E (t)) � E (t)� E (t+ T )

qui donne : Z N

S

� (E (t)) dt �
Z N

S

E (t) dt�
Z N

S

E (t+ T ) dt =Z N

S

E (t) dt�
Z N+T

S+T

E (t) dt =

Z S+T

S

E (t) dt�
Z N+T

N

E (t) dt �

TE (S)� TE (N + T ) � TE (S)

En faisant tendre N vers l�in�ni, on obtient :Z 1

S

� (E (t)) dt � TE (S) ; 8S � 0:

On conclut alors grâce au théorème 3.3.4.

3.3.3 Démonstration du théorème de stabilisation (théorème 3.3.1

Suivant le résultat théorique de S. Nicaise [23] donné dans la sous-section 3.3.1, la

stabilisation du système non linéaire (P1) se réduit à la stabilisation exponentielle du système
linéaire associé (qui est le système (P)).
Rappelons que l�énergie de la solution du système (P1) est donnée par :

E (t) =
1

2
k(u; u0; �)k2H =

1

2

Z
�2

a juj2 d� + 1
2

Z



�
ju0j2 + � (u) : " (u) +

�

�
j�j2
�
dx:

Nous allons mettre le système (P1) sous la forme abstraite (3.3.13).

Remarque 3.3.4 Nous avons

H =
�
H1
�1
(
)
�n � �L2 (
)�n � L2 (
) ;

V =
�
H1
�1
(
)
�n � �H1

�1
(
)
�n �H1

0 (
) :

Identi�er H et H0 revient à identi�er le premier
�
H1
�1
(
)
�n
et
��
H1
�1
(
)
�n�0

:

Nous aurons alors

V 0 =
�
H1
�1
(
)
�n � ��H1

�1
(
)
�n�0 �H�1 (
)

On pose : � = (u; v; �) et on dé�nit les opérateurs :(
A1 : V ! V 0

� 7! A1� = (�v; Au+ �r�; �divv)
(3.3.55)
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(
B : V ! V 0

� 7! B� = (0; B0v ; A0�)
(3.3.56)

On dé�nit deux opérateurs (non linéaires), A+ et A� :

D
�
A�
�
= f� 2 V / (�A1 +B)� 2 Hg : (3.3.57)

A�� = (�A1 +B)�; 8� 2 D
�
A�
�
: (3.3.58)

L�opérateur A+ sera noté A.
Les opérateurs A; A0; B0 ont été dé�nis par (3.1.3) -(3.1.5) .

Pour

� = (u; v; �) ; �? = (u?; v?; �?) 2 D (A1 +B)

on a :

hB�; �?iV 0;V = h(0; B0v; A0�) ; (u?; v?; �?)iV 0;V
= hB0v; v?i+ hA0�; �?i :

En tenant compte de la norme de H, on obtient :

hB�; �?iV 0;V =
Z
�2

g (v) :v?d� +

Z



(f (v) :v? +r�:r�?) dx:

Nous allons véri�er que les hypothèses d�application du théorème abstrait (théorème

3.3.5 ) de S. Nicaise sont satisfaites. Pour cela, nons commençons par le résultat suivant :

Lemme 3.3.2 Sous les hypothèses (3.0.3), (3.0.4), (3.0.5), (3.0.6) et (3.0.7). L�opérateur

B0 est monotone, hémicontinu, borné et B00 = 0:

Preuve.

B0 est monotone.

Soient u; v 2
�
H1
�1
(
)
�n
; on a :

hB0 (u� v) ; (u� v)i = hB0u�B0v; u� vi

=

Z
�2

g (u� v) : (u� v) d� +

Z



f (u� v) : (u� v) dx � 0

puisque f (x� y) : (x� y) � 0 et g (x� y) : (x� y) � 0; 8x; y 2 Rn; alors on obtient :

hB0 (u� v) ; (u� v)i � 0:
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D�où B0 est monotone.

B0 est hémi-continu: (voir la preuve du lemme 1, page 87).

B0 est borné : la bornitude de B0 découle des propriétés de f et g (3.0.6) et (3.0.7).

B00 = 0; car f (0) = g (0) = 0:

Théorème 3.3.6 Si B0 est monotone, hémicontinu, borné et B00 = 0; alors les hypothèses

suivantes :
A� est maximal monotone;
D (A�) est dense dans H,
hA1�; �i = 0; 8� 2 V ;
hB�; �i � 0; 8� 2 V.

sont véri�ées pour le couple (A1; B) ; où h:; :i désigne la dualité entre V 0 et V :

Preuve. � A� est un opérateur maximal monotone: la démonstration est analogue à
celle de la proposition 3.1.1.

� Pour démontrer que D (A�) est dense dans H, il su¢ t de montrer que D (A) dense dans
H; grâce à l�équivalence

(u; v; �) 2 D (A), (�u; v;��) 2 D
�
A�
�
:

La démonstration de D (A) est dense dans H est analogue à celle de la proposition 3.2.2.

� hA1�; �i = 0; 8� 2 V.
Soit � = (u; v; �) 2 V ; on a :

hA1�; �iV 0;V = h(�v; Au+ �r�; �divv) ; (u; v; �)iV 0;V
= (�v; u)(H1

�1
(
))

n + hAu; vi[(H1
�1
(
))

n
]
0
;(H1

�1
(
))

n

= (�v; u)(H1
�1
(
))

n + (u; v)(H1
�1
(
))

n

= 0:

D�où :

hA1�; �i = 0; 8� 2 V.

� hB�; �i � 0; 8� 2 V.
Soit � = (u; v; �) 2 V ; on a :

hB�; �iV 0;V = h(0; B0v; A0�) ; (u; v; �)iV 0;V
= hB0v; vi[(H1

�1
(
))

n
]
0
;(H1

�1
(
))

n + hA0�; �iH�1(
);H1
0 (
)

=

Z
�2

g (v) :vd� +

Z



f (v) :vdx+

Z



r�:r�dx � 0
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puisque g (x) :x � 0 et f (x) :x � 0; 8x 2 Rn:
D�où :

hB�; �iV 0;V � 0; 8� 2 V :

La démonstration du théorème 3.3.1 revient à montrer que le système linéaire

(P)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

u00 � div� (u) + �r� + u0 = 0; dans 
� R+;
�0 ��� + �divu0 = 0; dans 
� R+;
� = 0; sur �� R+;
u = 0; sur �1 � R+;
� (u) :� + au+ u0 = 0; sur �2 � R+;
u (:; 0) = u0; u

0 (:; 0) = u1; � (:; 0) = �0; dans 
:

associé au système (P1) est exponentiellement stable. Alors cette condition est su¢ sante
pour pouvoir appliquer le théorème 3.3.5.

Il reste à dé�nir l�espace de Hilbert U et les opérateurs IU et IU pour mettre le système
(P) sous forme abstraite.
Rappelons que

H =
�
H1
�1
(
)
�n � �L2 (
)�n � L2 (
)

V =
�
H1
�1
(
)
�n � �H1

�1
(
)
�n �H1

0 (
) :

Tenant compte de (3.3.15) et (2.2.7), on prend

U =
�
L2 (�2)

�n � �L2 (
)�n � �L2 (
)�n
et on dé�nit l�opérateur (

IU : V ! U
IU (u; v; �) =

�
v=�2 ; v;r�

�
:

et l�opérateur

IU : V ! V 0

par

hIU (u; v; �) ; (u?; v?; �?)iV 0;V = (IU (u; v; �) ; IU (u
?; v?; �?))U ;

: =

Z
�2

vv?d� +

Z



vv?dx+
�

�

Z



r�:r�?dx:
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En fait (P) s�écrit sous forme abstraite :(
�0 + (�A1 + IU)� = 0;
� (0) = (u0; u1; �0) :

On rappelle que

D
�
A�
�
= f� 2 V : (�A1 + IU)� 2 Hg ;

A�� = (�A1 + IU)�; 8� 2 D
�
A�
�
:

La linéarité du système (P) permet d�obtenir la caractérisation suivante deD (�A1 + IU)

D (�A1 + IU) =
�
(u; v; �) 2 V : u 2

�
H2 (
) \H1

�1
(
)
�n
; � 2

�
H2 (
) \H1

0 (
)
�

� (u) :� + au+ v = 0 sur �2g .

Dans le chapitre 2 (cas linéaire) on a démontré que le système (P) est exponentiellement
stable, alors le théorème 3.3.2 assure que le couple (�A1; IU) véri�e l�estimation de stabilité
(3.3.17). À partir de là, l�application du théorème 3.3.5 montre la stabilité du système

(P1).
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Exemples :

1. Si on suppose que f = 0; et que g véri�e (3.0.3), (3.0.4), (3.0.7), (3.3.1), (3.3.2), ainsi

que :

x:g (x) � c0 jxjp+1 ; 8 jxj � 1;

jg (x)j � C0 jxj� ; 8 jxj � 1;

où c0; C0 sont des constantes positives, � 2 (0; 1] et p � �. Alors en faisant le choix

G (s) = s
2

q+1 et q =
p+ 1

�
� 1

on trouve :

a) Si p = � = 1; alors q = 1 et G (s) = s ce qui entraîne que 	�1 (t) = e�t; on obtient

donc une décroissance exponentielle.

b) Si p + 1 > 2�; alors 	�1 (t) = t
2

1�q ; on obtient alors une décroissance de l�ordre

t�
2�

p+1�2� .

2. Supposons que f = 0 et g (�) = exp
�
� 1
j�j2p

�
�

j�j2 pour j�j assez petit et pour p > 0:
Alors (voir [5, exemple 2.4])

�:g (�) = h
�
j�j2
�
; pour j�j assez petit,

avec h (s) = exp
�
�1
sp

�
véri�e les conditions suivantes :

�:g (�) � h
�
j�j2
�
; jg (�)j � C0 j�j� 8 j�j � 1 (3.3.59)

où C0 est une constante positive, � 2 (0; 1] et h est une fonction de [0; 1]! R continue,
strictement croissante et convexe telle que :

lim
s!0+

h (s)

s�
= 0; si � = 1: (3.3.60)

D�après la condition(3.3.2), on a :

j�j2 + jg (�)j2 � G (g (�) :�) ; 8 j�j � 1;

pour � = 1

jg (�)j2 � C20 j�j
2 ; 8 j�j � 1

ceci implique que

j�j2 + jg (�)j2 �
�
1 + C20

�
j�j2 ;
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et comme h est une fonction croissante et convexe sur [0; 1] ; alors h�1 est concave et

G (h (s)) =
�
1 + C20

�
s

ceci équivaut à dire que

G (s) = Ch�1 (s) ; où C =
�
1 + C20

�
est une constante positive.

d�où :

h�1 (s) =
1

jlog sj
1
p

;

ce qui entraîne que

G (s) =
C

jlog sj
1
p

:

où C est une constante positive. En appliquant le théorème 3.3.1 , nons obtenons une

décroissance de la forme

E (t) � C

jlog tj
1
p

;

3. De la même manière que dans l�exemple (2), supposons que f = 0; et g (�) =

exp
�
� exp

�
1

j�j2p

��
�

j�j2 pour j�j assez petit et p > 0.
Alors

�:g (�) = h
�
j�j2
�

pour j�j assez petit,

avec h (s) = exp
�
� exp

�
1

sp

��
véri�e les conditions (3.3.59) et (3.3.60) avec � = 1):

G (s) =
C

jlog jlog sjj
1
p

;

où C est une constante positive. En appliquant le théorème 3.3.1 , nons obtenons une

décroissance de la forme

E (t) � C

jlog jlog tjj
1
p

:
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Conclusion

Le problème abordé dans ce mémoire, est le système anisotrope de la thermoélasticité

avec condition (naturelle) de Neumann sur une partie du bord, et condition de Dirichlet sur

l�autre partie, à l�aide de feedbaks non linéaires, l�un interne et l�autre frontière, dont nous

avons abordé, dans un premier lieu, les questions d�existence, d�unicité et de la régularité

des solutions, et ensuite, nous nous sommes intéressé au problème de stabilisation.

En utilisant la technique des multiplicateurs, on a montré dans le cas linéaire que la

solution décroit exponentiellement dans l�espace d�énergie H.
Dans le cas non linéaire, en utilisant un principe général de Russell et de Liu, S. Nicaise

[23] a montré dans un cadre général, que la dissipation et la stabilité exponentielle par un

feedback linéaire impliquent des estimations de stabilité par un feedback non linéaire, ce qui

établit un lien direct entre les deux cas.

Cette étude ouvre la voie à de nombreuses questions, notamment:

- Étude de la stabilisation dans le cas d�une action frontière linéaire de type mémoire

agissant sur la condition de Neumann.

- Étude de la stabilisation dans le cas d�une action interne ou frontière non linéaire de

type mémoire.
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