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Stabilisation du systéme anisotrope de la
thermoélasticité par le feedback naturel

Résumé

Nous étudions dans ce mémoire la stabilisation du systéme anisotrope de la thermoélasticité
avec une condition (naturelle) de Neumann sur une partie du bord, et une condition de
Dirichlet sur 'autre partie, 4 ’aide de feedbacks non linéaires, I'un interne et ’autre frontiére.
La démarche utilisée consiste & montrer la stabilisation exponentielle du systéme linéaire en
établissant une inégalité intégrale, obtenue par la technique de Bey et al [1]; la stabilisation
du systéme non linéaire s’en déduit grace aux résultats de S. Nicaise [23].
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Introduction

On peut dater les débuts de ’élasticité a 1678, avec la célébre loi de Hooke (c’est-a-dire,
le tenseur des contraintes est une fonction linéaire du tenseur des déformations), c’est une
loi qui régit les petites déformations.

L’¢élasticité se trouve aujourd’hui a la croisée de disciplines variées et intéresse aussi bien les
mathématiciens que les physiciens ou les mécaniciens.

La résolution des problémes de mécanique des milieux continus exige la connaissance
de lois mathématiques modélisant le comportement local du matériau sous l'action des
contraintes auxquelles il est soumis; ces lois vont relier les quantités o;; définissant I’état
des contraintes, aux quantités ¢;; caractérisant la déformation.

De nombreux phénomeénes apparaissant en mécanique sont modélisés par des équations aux
dérivées partielles qui prennent en compte les différentes caractéristiques du probléme.
Dans notre étude, nous nous intéressons a un probléme de controle qui est la stabilisation
du systéme anisotrope!!) de la thermoélasticité par des fonctions non linéaires du feedback(®
naturel.

Soit 2 un ouvert borné non vide de R”, n > 1, de frontiére I' de classe C?. On note
v=(v1,...,vn)" la normale unité sortante.

Pour zy € R" fixé on pose : m(z) = & — x9; = € R™ et on considére la partition de la

frontiere I" (voir Figure.1) suivante :
I'' = {zel': m(x).v(x) <0}, (0.0.1)
I'y = {zel': m(z).v(z)>0}. (0.0.2)
Afin d’éviter des problémes de régularité des solutions la ou les conditions au bord

changent, nous supposons que
['Nly=0. (0.0.3)

(1) Anisotrope - Se dit d’un corps dont les propriétés physiques ou mécaniques varient selon les directions.
(2)Le feedback (La rétroaction) est Paction en retour d’un effet sur le dispositif qui lui a donné naissance.

C’est a dire que la sortie (a une date antérieure) fait partie des éléments de la commande du dispositif.
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Figure. 1. Un exemple de domaine (2.

Comme nous imposons une condition au bord de Dirichlet pour la température 6 et des

conditions mixtes pour le déplacement u (voir le systéme (P;) ci-dessous), le probléme de

régularité de la solution de notre systéme se réduit a celui du systéeme de 1’élastodynamique.

Nous renvoyons donc & [4] pour le traitement de cas I'; N Ty # @ (cas des polygones).

Le probléme étudié est le systéme anisotrope de la thermoélasticité avec des feedbacks

interne et frontiére non linéaires :

(W' — divo (u) +aVOo+ f(u) =0, dans

0" — AO + Bdivu’ = 0, dans
P 0 =0, sur
u =0, sur
o(u).v+au+g ) =0, sur

u(z,0) =wug, v (z,0) =uq, 0(x,0) =06, dans

u(z,t) : déplacement du point x €  a l'instant ¢.
0 (z,t) : température du point = € Q a l'instant t.

o (u) = (o4 (u))1<ij<n : tenseur des contraintes :
oij (u) = aijuen (v)

(avec la convention de sommation par rapport aux indices répétés).

¢ (u) est le tenseur linéarisé des déformations donné par :

0
8.’171' ’

1
Sij (u) = 5 (aju, + &u]) y (91 =

QxRT,
Q xR,
I' x RT,
I x RT,
Iy x RT,
Q.

Les coefficients a;;;; sont dans 1’espace W (Q) et vérifient la condition de symétrie suiv-

ante:

Qijkl = QAjikl = Qklij, Sur Q
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et satisfont la condition d’ellipticité suivante (avec un certain 6 > 0) :
Qijki€ijERL > 0€ij€ij, sur € (0.0.4)

pour tout tenseur symétrique ¢;;.

Les composantes du champ vectoriel divo (u) sont données par :
(diUO’ (U))Z = 83'0'1']' (U) s 1= 1, oy N

Les parameétres de couplage « et § sont supposés strictement positifs.
La fonction a = a (z) est non négative sur I'y et a (z) € C* (Ty).
Les fonctions ¢ (u) = (g1 (u), ..., gn (u))T et f(u)=(f1(u),.., fn (u))T sont continues et

satisfont
f(0)=yg(0) =0, (0.0.5)

—gW).(x—y)>0, Vzx, yeR" (0.0.6)
(f(x)=f) - (x—y) >0, Vz, yeR" (0.0.7)

La stabilisation du systéme de la thermoélasticité sans feedback a été analysée dans
"Lebeau, G. Zuazua" [14] et peut ne pas étre garantie pour certains domaines car
I’amortissement produit par I’équation de la chaleur n’est pas suffisant. Dés lors il est
naturel d’étudier la stabilisation de ce systéme en ajoutant d’autres termes d’amortissement.
Ce probléme a été étudié par plusieurs auteurs. Citons les traveaux de : Hansen, S.W.(1992),
Liu, W.J, Zuazua, E.(2001), Munoz Rivera, J.E, (1993, 1997) ( [8, 17, 18, 19, 25,
26, 24])...etc.

En (2001) Liu, W.J, et Zuazua, E. [18], ont obtenu, dans le cas f = 0 un résultat de
décroissance exponentielle, polynomiale ou logarithmique, pour certaines non linéarités de
g.

Ils ont considéré le cas isotrope(!) avec une condition au bord qui n’est pas naturelle.
Le terme
o(u).v

est remplacé par
ou

ha, + (A4 p) div (u) v

(Un corps est dit isotrope lorsqu’il présente les mémes propriétés physiques dans toutes les directions.
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ol A et u sont les coefficients de Lamé.

Remarquons que

auj auj )

8ui .
0ij (u) vy = g+ (A + ) div (u) vi + (ax,’/j ~ 5 Vi
i j

En (2005), dans [10] Heminna et al. ont généralisé ces résultats au cas anisotrope,
avec [ # 0, avec la condition au bord naturelle, c’est ce dernier travail qui répond & une
question posée par Liu, W.J, et Zuazua, E dans leur article [18] que nous étudions dans
notre mémoire.

La décroissance exponentielle du probléme linéaire est établie en montrant des inégalités
intégrales comme dans Liu, W.J [17] ou dans Bey, R; Heminna, A; Loheac, JP.[1],
pour traiter le terme (o (u).v) en travaillant en coordonnées locales.

Le cas non linéaire se déduit du cas linéaire en utilisant le résultat théorique établi dans
S. Nicaise [23]. Les résultats de [23] garantissent en fait que, si le systéme linéaire a
une décroissance exponentielle, alors le systéme non linéaire est automatiquement stable, le
taux de décroissance pouvant étre exprimé en fonction des propriétés de la non linéarité.
Rappelons que la démarche de [23] utilise le principe de Liu dans un cadre abstrait et une
inégalité intégrale appropriée. Plus précisément le principe de Liu consiste & estimer 1’énergie
du systéme non linéaire direct en utilisant le systéme rétrograde linéaire avec donnée finale
égale a la valeur finale de la solution du systéme non linéaire direct & donnée initiale nulle.
Cette estimation se fait en utilisant la stabilité exponentielle du probleme rétrograde linéaire
et certaines inégalités intégrales.Dans ce travail on adopte le plan suivant :

Le premier chapitre est consacré aux définitions et aux rappels de quelques notions de
base d’analyse fonctionnelle, et quelques résultats préliminaires de géométrie intrinseéque
pour les surfaces.

Dans le second chapitre, nous utilisons la technique de Bey et al. [1] qui permet de mon-
trer la décroissance exponentielle de 1’énergie du systéme anisotrope de la thermoélasticité
par des controles interne et frontieére linéaires. Ce chapitre comporte deux sections.

Dans la section 2.1, on étudie 'existence, 1'unicité et la régularité des solutions du
systéme anisotrope de la thermoélasticité avec des controles interne et frontiére linéaires,
en utilisant la théorie des semi-groupes linéaires, et on s’intéresse dans la section 2.2 a
la stabilité exponentielle de I’énergie de ce systéme, en établissant une inégalité intégrale,

obtenue par la technique de Bey et al. [1].
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La stabilisation du systéme anisotrope de la thermoélasticité par des feedbacks interne
et frontiére non linéaires sera étudiée dans le troisiéme chapitre. Ce chapitre comporte
trois sections.

Dans la section 3.1, on étudie l'existence et 'unicité des solutions du systéme, en
utilisant la théorie des semi-groupes non linéaires, ensuite, on s’intéresse dans la section
3.2 a la régularité des solutions.

On va donner dans la section 3.3 le résultat principal de stabilisation donné par le
théoréeme 3.3.1 . Pour démontrer ce résultat on aura besoin de présenter le résultat théorique
de S. Nicaise [23], qui est I'objet de la sous-section 3.3.1.

On montre, alors, dans la sous-section 3.3.2 que la stabilisation du systéme non linéaire
s’en déduit grace au résultat de S. Nicaise (cf.[23]).

Les résultats exposés dans ce mémoire ont été obtenus par Heminna. A, Nicaise. S,
Sene. A dans [10].



Chapitre 1

Rappels généraux et définitions

1.1 Quelques outils d’analyse fonctionnelle

Nous n’avons pas l'intention de présenter ici la théorie des espaces de Sobolev en toute
généralité. Nous allons simplement introduire les notions de base, suffisantes pour la com-
préhension de notre probléme, en renvoyant & la bibliographie pour les démonstrations de
ces notions de base, (par exemple pour les théorémes de trace).

Les notions introduites dans cette section seront utilisées dans les chapitres ultérieurs; nous
rappellerons au moment opportun les résultats les plus élaborés sur les espaces de Sobolev

dont nous aurons besoin, (pour cette section voir [6, Chapitre 1]).

1.1.1 Espaces de Sobolev

Soit © un ouvert de R™, on introduit les espaces suivants) :

1. LP(Q) est 'espace des (classes de) fonctions f mesurables telles que (p étant donné

avec 1 <p < 0) :
1 .
ooy = (Jolf @) dz)'" <00 si 1<p< oo, (1.1.1)
[l = supess. |f(z)] < oo si p =00, (1.1.2)
xe

Muni de la norme (1.1.1) si p # oo et (1.1.2) si p = oo, LP(Q2) est un espace de
Banach; si p = 2, L? (Q) est un espace de Hilbert, le produit scalaire correspondant &

la norme (1.1.1) (ou p = 2) est donné par

(f.9) = / f(2)g (x) de. (1.1.3)

() Toutes les fonctions considérées sont a valeurs réelles.
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2. 2(Q) est espace des fonctions € et a support compact dans . Etant donné
une suite ; € 7 (€2) on dira que ¢; — 0 dans Z (Q2) si :
(i) 3K (compact) fixé tel que K CC €, suppp; C K, Vj;
(i) Ya, D%p; — 0 uniformément sur 2 ot 'on a posé :

aa1+~~~+an

Drp=2
L T

a={ay,..,a,} € N". (1.1.4)

bt

7' () est 'espace des distributions sur €2 c¢’est-a dire I'espace des formes f : ¢ —
(f,¥) linéaires continues sur 7 (12) (c’est-a-dire, (f,¢,) — 0sip, — 0dans Z (2)).
On dira que f; — f dans 2’ () si (fj, ) — (f, ), Vo € Z(Q).

4.  SifeZ2'(Q) ondéfinit D*f € ' (Q), (et cela V a € N") par
(Df, @) = (=) (f,D%), Voe 2(Q) avec |a|=ai+..+a,  (1.15)
En outre, 'application linéaire f — D*f de ' (2) — 2’ (Q2) est continue.

Espace de Sobolev WP (Q)

”

On appelle ” espace de Sobolev d’ordre m sur L? (2) 7 que I'on note W™P (§2) I'espace

défini par

W (Q) = {v] ve LP(Q), D € LP(Q), |a| <m}. (1.1.6)

Muni de la norme

1/p
s < > |D°‘v|1£p(ﬂ)> si 1 <p < oo,

0<|a|<m (1.1.7)
|U|Wma°0(Q) - 0§In|a&|]§m |DaU|LOO(Q) si p = O0.
Wm™P (§2) est un espace de Banach.
Le cas p = 2 est fondamental, on posera
Wm2(Q) = H™(9Q), (1.1.8)
muni du produit scalaire
(1, 0) gy = (U, V) g = Z (D%u, D) 2 » (1.1.9)

laj<m

et on note

IV

|U|m,Q = (U7 U)m,Q
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la norme correspondante.
H™ () est un espace de Hilbert.

Premier théoréme de traces

On prendra garde que, sauf en dimension 1, une fonction v de H! (€2) n’est pas nécessaire-
ment continue sur €2, ni a fortiori sur Q; on peut néanmoins, et c’est absolument essentiel

pour les applications, définir la trace de v sur la frontiére I de Q (V). Nous ferons ’hypothése.

Q2 est un ouvert borné dont la frontiére I" est une variété de dimension (n — 1)
continfiment différentiable, Q2 étant localement d’un seul coté de I'. (1.1.10)

On désigne par ¢* (ﬁ) ’espace des fonctions contintiment différentiables dans ©, on
montre alors (voir par exemple Lions-Magenes [16, Chapitre 1]) que ¢ (€2) est dense dans
H' ().

Pour v € ¢ (©2) on posera
Yol = Vr . (1.1.11)

On note
L*(I') = {f| f mesurable et de carré sommable sur I' pour la mesure dI'}

muni du produit scalaire
() = [ fodr.
r

On montre alors (voir Lions-Magenes [16]).

Théoréme 1.1.1 Sous l'hypothése (1.1.10), on peut définir de facon unique la trace v
pour v € H* (Q) de fagon que v coincide avec la définition usuelle (1.1.11) siv € €* (Q);
Yov € L2 (T) et Uapplication v — ~yyv est linéaire continue de H' () — L*(T).

Remarque 1.1.1 L’application v — D%v est linéaire continue de H'®H! (Q) — H' (Q);
on peut donc définir

Yo (D)5 |la]<m—1sive H" (). (1.1.12)

En fait, puisque la connaissance de v sur T'?) entraine celle de ses dérivées tangentielles sur
T, il est préférable de remplacer l'ensemble des dérivées apparaissant dans (1.1.12) par les

dérivées normales d’ordre < m — 1

v = {vr =0, Iv/,.., 0" v/ € (L*(T))™ (des normales d’ordre quelconque) siv € H™ (€

(UPlus généralement sur une variété réguliere de dimension n — 1 contenue dans €.

)T réguliere voir ’hypothése (1.1.10).
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Remarque 1.1.2 On désigne par H} () le noyau de v, ie
1 (@) = {v] ve H' (), 7q=0},

plus généralement

H"(Q)={v| ve H"(Q), yv=0}.

On a
H{" () est un sous-espace fermé de H™ () .

Donc Hi" (Q) est un espace de Hilbert pour la structure induite par celle de H™ (£2).

Remarque 1.1.3 On montre (cf.[16]) que 2 (2) est dense dans H{" (2). Alors toute forme
linéaire continue sur Hi" () s’identifie a une distribution sur Q.

On désigne par H=™ (Q) Uespace dual de H" () dans cette identification, alors
Hg' (@) = L*(Q) (= H(Q)) = H™(Q).

Afin de caractériser espace image de H' () par vy, on introduit quelques notions
supplémentaires.

Les espaces H® (), s non nécessairement entier

Dans le cas particulier ou €2 = R",

On désigne par . (R™) 'espace des fonctions € a décroissance rapide ainsi que toutes
leurs dérivées ie (Vk € N, Va € N* : |z[F|D*f (z)] — 0), on munit .# (R") des

|| —00

semi-normes

{r— sw (et 1077 @), bem aenr).

z€eR™

On peut définir H™ (R") par la transformation de Fourier. Si v est une fonction continue a

support compact, sa transformée de Fourier % (v) est définie par
(&) =7 (v) (&) = /n exp (—2imz - §)v(x)de, on € = (&,...,&,) e x-&= zn:xlfz
i=1
On peut définir H™ (R™) (voir [16, Théoréme 1.2]) par (1.1.6) ou par
H™ (R") = {v| ve s (R, (1+ 7)o e 12 (Rg)}

ou .' (R") est l'espace dual de . (R"), muni de la topologie duale forte.

Alors il est naturel de poser la définition suivante :

H* (R") = {v| ve s ®RY, (1+[¢?) %0 e 12 (R?)}
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qui est un espace de Hilbert pour la norme

ey = | (L+167)7 5

lv
L2 (Rn)

qui est équivalente a celle définie par (1.1.9) lorsque s = m.
Lorsque H° (R") = L? (R") est identifi¢ & son dual, on a

(H* (R™)) = H*(R").
Remarque 1.1.4 Les espaces H® (R™) ont la propriété de "localisation” suivante :

Voe 2(R"), pve H*(R"), Yve H*(R™) et lapplication v — v

(1.1.13)
est linéaire continue de H* (R") — H*® (R").

Cette derniére propriété permet de définir H* ('), pour tout réel s.
Soit O;, j =1, ..., k une famille d’ouverts bornés de R", recouvrant I', tels que pour chaque

7, il existe une application indéfiniment différentiable
z— () =y

derﬁQ:{y/y:{yﬁyn}ERnflXR, 1y | < 1, —1<yn<1}

telle que ¢, soit inversible, I'application y — go;l (y) = = étant également indéfiniment

différentiable de Q — Oj; I'application ¢; envoyant
0,NQ— Q" ={y/yeQ, y,>0},

(resp. O;NCA— Q- ={y/y€ Q, y, <0}, resp O; NT — QN {y, = 0}).
En outre, les relations de comptabilité suivantes ont lieu: si O; N O; # &,
il existe un homéomorphisme .J;; indéfiniment différentiable et & jacobien positif de
©; (0; N O;) sur p; (0; NO;) tel que
v (x) = Jij (0; (x)) Ve e O;N0;.
Soit {;} une partition de 'unité sur I" ayant les propriétés:
a; € D (I') = espace des fonctions indéfiniment différentiables sur T',

k
a; a support compact dans O; NI, >  a; =1sur I
j=1

Si v est une fonction donnée sur I' (par exemple sommable) on décompose

k
v = E v,
j=1

10



1.1. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

puis 'on définit

©; (aj0) (¢, 0) = (a50) (95 (4/,0)) . (¥,0) € QN {y, =0}
Comme «; est a support compact dans O; NI, la fonction ¢} (a;v) est & support compact
dans Q N {y, = 0} et donc on peut considérer aussi ¢} (a;v) comme définie dans RZ,_l en
la prolongeant par zéro hors de Q N {y, = 0}.
L’application linéaire v — ¢ (a;v) est continue de L'(I') — L' (R}') de 2(I') —
9 (RZTI) et se prolonge par continuité en une application linéaire continue de 2’ (T)
— 7' (R)) .
On pose alors la définition, valable pour s réel de signe quelconque

H*(T) = {v/ ¢ (av)e H* (R)7Y), j=1,.,k}. (1.1.14)

Gréce au caracteére local de H® (RZT ") (cf.(1.1.13) ) on voit que la définition (1.1.14) est

indépendante du choix du systéme de cartes locales {(’)j, goj}et de la partition de I'unité

{ay}.

On peut ensuite prendre comme norme

k
’U|HS(F) = (Z ‘80; (a;v)
j=1

les différentes normes (1.1.15) sont équivalentes.

2

. (R,L/_1)> (1.1.15)

Deuxiéme théoréme de traces

On peut maintenant compléter le théoréeme 1.1.1 par le

Théoréme 1.1.2 Sous les hypothéses du théoréme 1.1.1, l’application v — ~y,v est linéaire

continue et surjective de H* () — Hz (T).
Pour la preuve voir par exemple Lions-Magenes [16].
Théoréme 1.1.3 7 (Q) est dense dans H™ () .

Théoréme 1.1.4 L’application trace

v HE(Q) — Hz (09)

v
v =g, T Nv= oy
est linéaire continue et surjective.
La formule de Green pour le Laplacien
Yue H*(Q), Yoe H' (Q), / Auvdr = — / VuVudx +/v@l,udf, (1.1.16)
Q Q r

ou d,u = y,u est la dérivées normale de u sur 0€2 =T'.

11



1.1. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

1.1.2 Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

Soit X un espace de Banach de norme notée | .|; on désigne par L” (0,7;X) (p > 1 ou
p = +00) lespace des (classes de) fonctions ¢ — f (t) mesurables de |0, 7] — X (pour la

mesure dt), telles que

T 1/p
rf<t>er<o,T;X>=(/o \f(t)\%;dt) < o0, (p+ o),

|f <t>’L°°(O,T;X) =supess. [f (t)[x < oc.
te(0,T)

C’est un espace de Banach.
On désigne par 2’ (]0,T[; X) l'espace des distributions sur |0,7[ & valeurs dans X,
défini par
7'(0,T[; X) =2 (2(0,T)); X),

ou, de fagon générale Z (Y; X) désigne l'espace des applications linéaires continues de
Y — X,s1Y = X on note .Z (X).
A une fonction f € L? (0,T; X) correspond une distribution f sur ]0,77 & valeurs dans X,

définie par .
f«o):/o Ft)eWydt, o€ 2(0,T)),

(ce qui définit bien une application ¢ — f () linéaire continue de Z (]0,T]) — X).
L’application f — f est une injection; on identifiera f et f. En outre, si f — 0 dans
LP(0,T;X) alors f — 0 dans 2’ (]0,T[; X), c’est-a-dire f (¢) — 0, Yo € 2(]0,T]).
On a alors :

LP(0,T; X)C 2'(]0,T[; X), avec injection continue.

Pour f € 2'(]0,T[; X), on définit d*f/ dt* = f%® pour k € N par

FO () = (=1 f (W), Ve z(0,T))

ce qui définit f*) comme élément de 2’ (]0,T[; X). En outre, 'application f — f®*) est
linéaire continue de 2’ (]0,7[; X) dans lui-méme.

Soient X et Y deux espaces de Banach avec X C Y avec injection continue & image dense.
Soit v € L? (0,T; X); alors dv/ dt € 2' (]0,T[; X) donc, en particulier (puisque 2’ (]0,T[; X) C
7' (10, T[;Y)) : dv/dt € ' (]0,T[;Y).

Supposons alors que

dv/dt € L7(0,T; X), (1<g< ).

12



1.2. Résultats préliminaires

Alors la fonction v est, aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle,
continue de [0,7] — Y.
En particulier, pour V', H deux espaces de Hilbert sur R, de norme respectives |.|,,, |.| 5
tels que :
V C H, V dense dans H,

identifiant H a son dual, on obtient :
VCcHCV.

Soit alors v avec
ve L*(0,T; V) et dv/dte L*(0,T; V).

On montre alors (voir Lions-Magenes [16, Chapitre 1]) que, aprés modification éventuelle

sur un ensemble de mesure nulle, la fonction ¢ — v (¢) est continue de [0, 7] — H.

1.2 Reésultats préliminaires

1.2.1 Equations de la mécanique en élasticité linéaire

On considere un solide occupant dans ’espace un volume (2, ou €) est un ouvert borné de
R™ & frontiere I' = I'y UT'y avec I'; de mesure non nulle.
Ce solide est soumis a des forces de volume de densité f = (f;), i =1,...,n, et des forces

de surface de densité g = (¢;), i =1,....,n
fi:Q—=R" et g :y —R"

Sous l'effet de ces forces, le solide se déforme. On note u (M) le vecteur déplacement au
point M de Q. v = (u;), i=1,..,n, u;: Q—R

On suppose que la partie I'; est fixée, (encastrée).

On considérera donc des champs de déplacement compatibles avec cette condition d’encastrement

(u; =0 sur IT'y, i=1,...,n).

Loi de comportement

On désigne par € (u) = (g5 (u)), i, j =1,....,n avec
1 8Uj 8u2
fu (W) =3 (8:@- * axj>

13




1.2. Résultats préliminaires

le tenseur des déformations linéarisé associé au champ de déplacement u = (u;) .
On note o (u) = (045 (w)), 4,j =1,...,n, le tenseur symétrique des contraintes.
La loi de comportement du matériau que 'on considére est celle de 1’élasticité linéaire

anisotrope qui se traduit par :

Oij (u) = Z Qi kI € kL (u) . (121)

k=1
Les coefficients a,ji; sont de classe C? (Q) et vérifient la condition de symétrie :
Qijkl = Qlij = Qjiki, (1.2.2)

et la condition d’ellipticité :

il existe une constante 6 > 0 telle que :
Aijki€ijERL = 0E4jE¢; (1.2.3)

pour tout z € €2, et tout tenseur symétrique ¢;;.

Espaces des déplacements admissibles

On note (H3 (2))" Despace des déplacements v = (v;), @ = 1,..n appartenant a

I'espace de Sobolev (H! (Q))" et a trace nulles sur I'; c’est-a-dire :
(Hlll (Q))n = {U S (Hl (Q))n, v=0 sur Fl}

(Hll ) (Q))n est un espace de Hilbert pour la norme naturelle :

2

||U||(H1£1(Q))" = (Z ||Ui||§{1(ﬂ)> : (1.2.4)
=1

Inégalité de Korn (cf.[6])

11 existe une constante C; > 0 (dépendant seulement de Q) telle que :

n

>

1,j=1

2

aU,]‘
81‘,‘

<O Y ey (W72, Yu e (Hp, ()" (1.2.5)
)

L2(Q i,j=1

Inégalité de Poincaré

Il existe une constante Cy > 0 (dépendant seulement de diameétre de §2) telle que :

n

2
||U||L2(Q) < Z

i=1

2

ou
6?:131»

. YueH (). (1.2.6)

L2(Q)
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1.2. Résultats préliminaires

Normes équivalentes sur (H} (Q))"

Les inégalités (1.2.5) et (1.2.6), montrent que :
2
u — |[try (e (u) & ()] 120 (Z leis ()72 ) (1.2.7)
4,7=1

définit sur (H{, (€2))"une norme équivalente & la norme définie par (1.2.4).

Inégalité de Jensen (cf.[27] )

Définition 1.2.1 Une fonction p, o valeurs réelles, définie sur un intervalle Ja, b ot —oo <

a < b < oo est dite convexe si l’inégalité
e((1—w)s+wt) <(1—w)p(s)+wel(t) (1.2.8)

est vérifiée pour tous nombres s, t, w tels que a <t <b,a<s<b, 0 <w<1.

La relation (1.2.8) est aussi équivalente a l'inégalité

pt)—w(s) o v(m)=p(t)
t—s - T—1

(1.2.9)
pour tous a < s <t <71 <b.
On a l'inégalité de Jensen suivante :

Lemme 1.2.1 Soit f € L' (X) (ou ¥ C R est une partie mesurable et mes (3) < oo), et
telle que a < f(x) < b pour tout x € ¥ (les cas a = —oo0 et b = +00 ne sont pas exclus).

Soit ¢ une fonction conveze sur |a,bl, alors :

<mes /f dl“) < m/szf(w)dw- (1.2.10)

Remarque 1.2.1 Puisque, ¢ est concave si et seulement si (—p) est convexe, alors on a

linégalité de Jensen pour les fonctions concaves ¢

s [et@a e (o [ rwa).

Preuve. On a :
1

agm/zf(x)dxgb.
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1.2. Résultats préliminaires

1
mes (X)
de gauche de (1.2.9), ou a < s < t, § est inférieur ou égal a tous les quotients de droite de

Posons t =

/ f(x)dx. Si [ est la borne supérieure de ’ensemble des quotients
b

(1.2.9), pour tout 7 € |t,b[. On en déduit que :
p(s)ze)+P(s—1t); (a<s<b).
En remplacant s par f (z), on trouve :

o(f(@)>pt)+p(f(x)—t), pour tout z € X. (1.2.11)

La fonction ¢ étant continue, po f est mesurable. En intégrant les deux membres de (1.2.11)

par rapport & x, on obtient :

/290 (f (z))dz > mes (X) ¢ (t) + B/Ef (z) dz — mes () St.

D’ou le résultat (1.2.10). =

1.2.2 Traces sur des ensembles particuliers

Soit €2 un ouvert borné de R" de frontiére I' assez réguliére.

Lemme 1.2.2 On considére [’espace :
H' (dive, Q) = {v e (H' ()" : diva (v) € (L* ()"}

que l’on munit de la norme :

1
2

2 . 2
1l vy = (02 + v )11z e

2 (Q,R") est dense dans H* (divo, Q).

Preuve. Soit v € H! (divo,Q) et f = v — divo (v) € (L?(Q))", on considére {fy} C
9 (Q, R”) telle que :
fr — f dans (L*(Q))"

et {gr} € 2 (I',R") telle que :
gr — v/p dans (H% (F))n
Soit v* la solution du probléme :

{ vk — dive (Uk) = fr, dans Q,

v*/r =g, sur T.

16



1.2. Résultats préliminaires

On a : {Uk} cC9 (Q,R")

{vk—v—dwa(v —v)=fi—f
(v =v) fr =gk — g

ce probléme admet une solution unique (v* — v) € (H' (2))" avec:

I el < € 1= A + 1o~ sl oy

d’ou :
v* — v dans (H' ()"
et
divo (v*) — divo (v)  dans (L (Q))"
donc
" — v dans H'(divo,Q).
u

Corollaire 1.2.1 L’application :

se prolonge de facon unique en une application continue :
H' (divo, Q) — <H—% (F))
et pour tout élément w € (H' ()" et tout élément v € H' (divo,Q), on a :

(o (v) ‘V’w>(H—%(r))",<H%(F))" = /Q (w.dive (v) + o (w) : € (v)) dx

o(w):e()=tr(o( Z oij (w)eij (v

4,7=1

Preuve. Soit w € ¥ (Q) . D’apres le théoreme 1.1.2, pour tout ¢ € (H% (F)> , il
existe un relévement v € (H' (Q2))" tel que ¢ = v/ et

1ol < €Dl 3 oy

17



1.2. Résultats préliminaires

On définit ainsi un relevement R par :
R: (HED) = (1 (@)
¢ — Rp=wv
avec
(RSO)/F =

Et soit

Montrons d’abord que Lw € (H*% (F))n.

D’apreés la formule de Green, on a :

/F(a (w) ) RgodI“

. (o (w) : e (Ry) + Rpdive (w)) dx

0y e

D’ou il existe une constante positive C' telle que :

IN

C [HwH(Hl(Q))" ||R<P||(H1(Q))” + |[divo (w)H(L2(Q))” [ Rell

(L2@)"

)
< C [HwH(Hl(Q))” + [|dive (w)”(m(g))”} : HRSOH(Hl(Q))" :

De la continuité de R, on obtient :

KE0) -1y by S € W0l 16l 3

ce qui prouve que :
Lw e (H—% (r))
et
2] ey < €l
donc I'application :
LiweP(Q) — Lwe (H—%(r))

est bornée sur 7 (Q) muni de la norme de H' (divo,); elle peut donc étre prolongée

d’apres le lemme 1.2.2 par densité en une application linéaire continue de H! (divo,2) dans
1

(H‘i (r))n. -
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1.2. Résultats préliminaires

Lemme 1.2.3 Soit H (divo, Q) lespace défini par :
H (dive,Q) = {v e (L*()"; divo (v) € (L*(2))"}
muni de la norme :
2 . 2 %
lrasvor = (1olza@yy + Ildive @Iz
on peut définir une application continue :
H (divo, Q) — (H*% (r))" x (H-32(I))"
v o <U/]_“, (o (v) .V)/F> .

Preuve. * Soient w € (H*?(I))" et @ € (H?(2))" (un relévement continu) vérifiant :
wr=w et (o(w).v),=0.
Pour v € H (divo, ), on pose :
(A0, w) = /Q(wdiva (v) — vdive (0)) dx.

On montre que le terme de droite ne dépend pas du relévement w, il suffit pour cela de
prouver que ce terme est nul si @ est un élément de (HZ (2))".

Ce terme est nul si w est un élément de Z (2, R™) et par densité il sera nul pour tout élément
de (H2 (Q))",on a :

VAN

[(F1v, w)] ||U~}||(L2(Q))” |divo (U)||(L2(Q))n + ||U||(L2(Q))" |divo (@)”(B(Q))”

¢ (Hdiva (U)H(L?(Q))" + ||UH(L2(Q))") HwH(m(n))”

IA

< C||w||(H3/2(r))" ||U||H(diw,ﬂ)

v est donc un élément de (H=3/2(T'))" et on a :
||§/1'U||(H*3/2(F)>" <C ||U||H(diva79)
7, est donc continue de H (divo, Q) dans (H=3/2(T))", et si v est réguliere on a :
Yo = (o (v) .v).
* Soient w € <H% (F))n et w € (H%(Q))" (un relévement continu) vérifiant :

wr=0 et (o(0).v),y=uw
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1.3. Rappels sur les opérateurs et les semi-groupes

pour v € H (divo,Q), on pose :

(700, w)(H_%(F))n’(H%(P)Y = /Q (vdivo (W) — wdivo (v)) dz.
On vérifie, comme précédemment, que 7, est bien définie et on a :

[(yov, w)| < C HwH(Iﬁ(F))" 10l 11 aive.02
7oV est donc un élément de (H_% (F))n et on a :
ool ey < C Mol
Yo st continue de H (divo, §2) dans <H’% (F))n et si v est réguliére on a :
Yol = U)r.

[

Remarque 1.2.2 Pour tout élément w € (H? (Q2))"et tout élément v € H (dive,Q) on a :

(v,0 (W) 'V>(H—%(F))7L,(H%(F))"_<U (v).v, w)(H,;:,/Q(F))n?(Hg/z(F))" = /Q (vdive (w) — wdive (v)) dz.

1.3 Rappels sur les opérateurs et les semi-groupes

Dans ce paragraphe, on suppose que X est un espace de Hilbert. Sa norme est notée ||.|| y .,

L(X) ensemble des opérateurs linéaires et continues sur X.

Définition 1.3.1 Un opérateur linéaire dans X est un couple (D, A) o D est un sous-
espace vectoriel de X et A: D — X est une application linéaire. On dit que A est borné si
|Az||y reste borné lorsque w € {x € D, ||z||y <1}. Dans le cas contraire, A est dit non

borné.

Définition 1.3.2 Si (D, A) est un opérateur linéaire dans X, le graphe de A est un espace

vectoriel défini par :
GA) ={(u, /) e X xX, weD, f=Au}.
Définition 1.3.3 Un semi-groupe continu (fortement) sur X est une fonction

T: RY — LX)
t — T(t)
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1.3. Rappels sur les opérateurs et les semi-groupes

qui vérifie les propriétés suivantes :

e 7'(0) = Iy,

o T'(t+s)=T(t)T(s), pourtoutt, s> 0,
o tl_i)I(J)a+ IT(t)u —ul| =0, pour tout u € X.

On dit que {T'(t), t >0} est un semi-groupe de classe €° ou un €°—semi-groupe.

Théoréme 1.3.1 Soit {T'(t), t > 0} un €°—semi-groupe sur un espace de Hilbert X. On
a:

e JM > 1, Jw > 0 telle que :

|IT(t)]| < M exp(wt),  pour toutt > 0.
Soit inf ! In ||T(t)||
[ ] = — s
oit wo = inf | ~In , 0N a
wy = lim (%ln ||T(t)H)
t—+o00
wy est appelé le type du semi-groupe T(t).

Définition 1.3.4 Soit {T'(t), t > 0} un C°—semi-groupe sur un espace de Hilbert X .

Le générateur infinitésimal de {T'(t), t > 0} est l'opérateur non borné en général défini par

T(Hu —
D(A) = {u € X, lim W existe} :

t—s0t
et
T)u —
Au = lim M

t—s0F t

: u € D(A).
Définition 1.3.5 Un opérateur (linéaire) A dans X est dit dissipatif si on a :
Yu e D(A), VA>0, |u—AAul|y > |Ju]y- (1.3.1)

A est dit m-dissipatif si A est dissipatif et pour tout X > 0, Uopérateur (I — NA) est surjectif,
c’est a dire :

Vie X, YA>0, Jue D(A), (I-XA)u=f. (1.3.2)
Opérateurs non bornés dans un espace de Hilbert

Dans ce paragraphe, X désigne un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté (. ,.)
et de la norme associée noté ||.||. Si A est un opérateur linéaire dans X de domaine dense,

la formule :

G(A") ={(v, ) € X x X, V(u, ) € G(A), (v, [) = (p,u)} (1.3.3)
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1.3. Rappels sur les opérateurs et les semi-groupes

définit un opérateur linéaire A* (I’adjoint de A) de domaine :
DAY ={ve X, J¢>0, [(Au,v)| <cllul|, Yue D(A)} (1.3.4)

eton a:

(A*v,u) = (v, Au), Vv e D(A"), Vue D(A). (1.3.5)
Proposition 1.3.1 A est dissipatif dans X si et seulement si (Au,u) <0, VYué€ D(A).

Définition 1.3.6 Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire non-borné, on dit que :

- A est monotone si :

(Au,u) >0, Vue€ D(A). (1.3.6)
- A est maximal si Uapplication :

(I+A): DA — X

(1.3.7)
u — (I + A)u.
est surjective.
Définition 1.3.7 Soit A: D (A) C X — X un opérateur non linéaire, on dit que :
- A est monotone si :
(A(lu—v), u—v) >0, Yu,veD(A). (1.3.8)

- A est mazimal monotone si A est monotone et R (I + A) = X.
Soit X un espace de Banach de dual X’. Sa norme est notée ||.|| y .
Définition 1.3.8 On dit que A : X — X' est hémicontinu si l'application
t— (A(u+tv),w)x 5 est continue sur R, Vu,v,w € X.

Définition 1.3.9 On dit que A : X — X' est coercif si

<Au7 u>X’,X

— 400, lorsque ||ully, — +oo.
[l x

Définition 1.3.10 On dit que A : X — X' est borné si pour toute partie S bornée dans
X Uimage A (S) est bornée dans X'.

Théoréme 1.3.2 ([27, Corollaire 2.2]) Soit A : X — X' un opérateur non linéaire, si A

est monotone, hémi-continu, borné et coercif, alors A est surjectif.
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1.3. Rappels sur les opérateurs et les semi-groupes

1.3.1 Semi-groupe engendré par un opérateur m-dissipatif

Théoréme 1.3.3 (cf.[2]) (de Hille Yosida) Soit A un opérateur (linéaire) mazximal monotone

dans un espace de Hilbert X. Alors pour tout ug € D(A), il existe une fonction:
u € C* ([0, 4+o00[; X) N C° ([0, +o00[; D(A)) V)

unique, telle que:

d
d—ltL + Au =0, dans [0,+0c0],
u (0) = up, donnée initiale.

De plus, on a:

du
% 0] = 1) < Jawl, vezo

e @)l < luoll et ]

Théoréme 1.3.4 (cf. [3, 12, 27]) Soit A un opérateur (non linéaire) mazimal monotone

dans un espace de Hilbert X. Alors pour tout uy € D (A), il existe une solution, (au sens
faible)
ueC (R X)

unique, telle que :

d
d_;b + Au =0, dans [0,+o0],

u (0) = uy, donnée initiale.

(1.3.9)

De plus, si vg € D (A) et v est la solution correspondante de (1.3.9), alors la fonction
t—lu(t)—v(t)||y est décroissante sur R*.

Siug € D (A), alors la solution (dite forte)
ueWh® (R, X),

et la fonction t — ||Au (t)|| est définie partout et est décroissante sur R,

Remarque 1.3.1 Si A est un opérateur linéaire, alors D (A) = X.

(1’espace D (A) est muni de la norme du graphe |v| 4+ |Av| ou de la norme Hilbertienne équivalente
1
2

(ol + f14)®)
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1.4. Problémes variationnels abstraits

1.4 Problémes variationnels abstraits

Soit X un espace de Hilbert sur R, de norme ||.||, de dual X’ et de norme duale ||.||, :
Vie X', |fll,= sup M (1.4.1)
T vex, w0 [0
Soit a une forme bilinéaire sur X x X et [ un élément de X’. On pose le probléme :
Chercher u € X tel que :
Yo e X, a(u,v)=1(v). (1.4.2)

Lemme 1.4.1 (Laz-Milgram). On suppose que a est continue et coercive sur X X X :

c’est a dire qu’il existe des constantes positives M > 0 et a > 0 telles que :

voe X, Vue X, la(uv)] <M lul ol

g (1.4.3)
Yoe X, a(v,v) > alv]”.
Alors le probléeme (1.4.2) a une solution unique u et :
Jull < - il (1.44)
u — 4.
= a * )

c’est-a-dire que Uapplication uw —— [ est un isomorphisme de X sur X'.

1.5 Rappels sur la géométrie différentielle pour les sur-

faces

On s’intéresse dans ce paragraphe aux notions fondamentales permettant de calculer la
dérivée d’une fonction, d’'un champ de vecteurs, ou d’'un endomorphisme définis sur une
surface (cf. [13], [28]).

1.5.1 Paramétrisation

Soit I' une surface plongée dans I’espace R? rapporté & une base orthonormée, on trans-

forme un ouvert I du plan (O, £l 52) en la surface I' par une carte réguliére ¢ = (¢y, ©9, ©3)-
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1.5. Rappels sur la géométrie diftérentielle pour les surfaces

1.5.2 La normale et le plan tangent

En chaque point m de I'; on définit deux vecteurs tangents a I' par :

A (M) = g—gi (¢="(m)), a=12 (1.5.1)

Les vecteurs a; (m) et ay (m) sont supposés linéairement indépendants. La normale unitaire
a I en chaque point m est définie par :

(ll/\ag

(1.5.2)

vim)=v=——"—,
(m) =V = o A ]

ol A (respectivement ||.||) désigne le produit vectoriel (respectivement la norme euclidienne).

Le plan tangent & I en m engendré par les vecteurs a; (m) et as (m) est noté T,, (T') .

1.5.3 Base duale

En général, la base {a,(m)} = {a1(m),as(m)} du plan tangent T, (I') n’est ni
orthogonale, ni normée. On est donc amené & utiliser la cobase ou base duale notée

{a® (m)} = {a' (m),a® (m)} définie par :
a® (m) .ag (m) = 3 (1.5.3)

ou g3 est le symbole de Kronecker, a, 3 = 1,2.

a® (m), a = 1,2 est une forme linéaire sur le plan tangent.

1.5.4 Tenseur métrique
On définit le tenseur métrique de la surface I' associé a la carte ¢ par :
GJap = (aaa aﬁ) ’ C“?ﬂ =1,2 (154)

ou (.,.) désigne le produit scalaire dans R3. On note |g| le déterminant de ce tenseur.

1.5.5 Le transposé d’un vecteur

Soit v = v'a; +v%ay un vecteur arbitraire du plan 7, (T') tangent en m a T'; on lui associé,

par le produit scalaire de R?, une forme linéaire (vecteur transposé) :
N 2
U =wvia + vaa”. (1.5.5)

Les v® sont les composantes contravariantes et les v, sont les composantes covariantes.
On a:
1 2
Va = Ja1¥ + Ga2V", a=12 (1.5.6)
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1.5. Rappels sur la géométrie diftérentielle pour les surfaces

1.5.6 Intégration sur I

1
|g|? représente I'aire du parallélogramme construit & partir des vecteurs a; (m) et as (m); si

f est une fonction scalaire définie sur I on a :

/F f (m)dr = /F (f o) (€1.€%) gl detde?. (15.7)

1.5.7 Dérivation sur une surface

Dérivée d’une fonction scalaire
Soit f une fonction scalaire définie sur I' et suffisamment réguliére; sa dérivée est une

forme linéaire sur I'espace tangent définie par :

O f = Zl %a“ = Zl faa®. (1.5.8)

Le transposé de 0, f noté 0,,f est un vecteur appelé gradient tangentiel de f défini par :

2
Onf =) 1% =Vrf (1.5.9)
a=1
avec :
2 of 2
a af _ af
vt =29 5 = 2 9 s
62:31 o¢" 5o ’
ot g°? est le tenseur métrique dual de g, tel que :
2
> 995 = 07, a,p =12 (1.5.10)
B=1

1.5.8 Opérateur de projection

On désigne par 7 (m) Popérateur de projection orthogonale de R? sur le plan tangent
T (T) en m a T. Siwv(m) est un vecteur de R3, 7 (m)v (m) (au point m de I') est un

vecteur de T, (I") tel que :

(v(m) —m(m)v(m),z) =0, Vze T, (). (1.5.11)

Le transposé de la normale v (m) est la forme linéaire notée par v (m) qui vérifie la relation

suivante :

Ids =m(m)+v(m)v(m

~—

(1.5.12)

Y
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1.5. Rappels sur la géométrie diftérentielle pour les surfaces

ot Ids désigne I'identité dans R3.
v (m) v (m) est la projection orthogonale sur la droite engendrée par v (m).

On désigne par C' le transposé d’un endomorphisme C de R3défini par :
Yy, z € R, (Cy,z) = (ﬁz,y) ) (1.5.13)

On vérifie que 7 est symétrique, c¢’est-a~dire 7 (m) = 7 (m) pour tout m € I.
Tout champ v (m) défini sur I', peut étre décomposé en une composante tangentielle vy (m) =

7 (m) v (m) et une composante normale v, (m) =7 (m).v(m) et on a :

v(m) = vr (m) + v, (m)v(m), m e . (1.5.14)

1.5.9 Dérivée d’un champ tangentiel

Soit vy un champ régulier de vecteurs tangents a I :
meT — v (m) =v"(m)a, (m) € T,, (T).

On définit la dérivée de vr sur I' par :

2 2

0

OV = azz.aa = E Vyq @ (1.5.15)
a=1

a=1
c’est un endomorphisme qui applique le plan tangent dans R? et non pas dans le plan tangent

lui méme.

On introduit les symboles de Christoffel Fgﬂ par :

2

Tap =Y DTagar, o f=1,2 (1.5.16)

A=1
ou
0%
Uog = ————= = (5.
Ce qui prouve que :
A A
o = T3,

Si on pose vy = vﬁaﬂ, on obtient :

[0}

Mm

Omvr = (Uﬁ(lg)’a aQ

2
(Z (v8 ag + vﬁag,a)> a®
4=1

Q
Il
—

I
Ml\.’)

Q
Il
—
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1.5. Rappels sur la géométrie diftérentielle pour les surfaces

la dérivée covariante du champ vy sur I' et par définition 7d,,vr, elle applique le plan tangent

dans lui méme et on a :

2 2
mOnor = >, > vlmag.a® + Y Y vPnag..a®

Lemme 1.5.1 La dérivée du tenseur métrique gop est donnée par :
Gop = Longas + T3uGan. (1.5.17)
Preuve. De (1.5.4), on a :
o = (Gayu; ag) + (aa, ap,)
et de (1.5.16), on obtient :

Gopu = (Tau, ag) + (aa, Tag,)
= (T, ag) + (aa, T3,02)

= T2, + 3,90,

ce qui donne (1.5.17). =

1.5.10 Opérateur de courbure

On définit 'opérateur de courbure de la surface I" par :

v
OV =Y —za (1.5.18)
a=1 ag
) ov o .
puisque e (a = 1,2) est un élément du plan tangent, il existe des scalaires b° tels que :
9 2
—Va = — Z bgag.
85 a,f=1
Et donc )
Onv =— Y _ blag.a®. (1.5.19)
a,f=1

Cet opérateur applique le plan tangent dans lui méme.
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1.5. Rappels sur la géométrie diftérentielle pour les surfaces

Lemme 1.5.2 L’opérateur de courbure 0,,v est symétrique.
Preuve. Pour a =1,2; on a:
V.a, = (v, aq) =0.
v
(555 o) + 02 a0s) =0
2
On pose :  bag = Y_ gaublyy (o, B =1,2), on obtient :
pn=1
bap = (v, o)
ce qui prouve en particulier que by = by;. Alors :

Vy, z€ T, (I'):  y=9y"%a,, 2z=2%0,.

On a
(Omv)y, 2) = —(blag.a.auy”, 2 ay)
= b5 (ag, ay)y*.2?
= _ba)\yaz)\
= (Y, (Omr) 2).

Ce qui montre que I’endomorphisme de courbure J,,v est symétrique. m

1.5.11 Dérivée d’un champ normal

On note par v,v un champ normal; on a par définition :

Om (V) = V00, + 0,0V

1.5.12 Dérivée d’un champ de vecteurs sur I'

Lemme 1.5.3 Soit v un champ de vecteurs défini sur I'; on a :
OV = O U — VU0V + V0 v, + 0,0,V .
Preuve. D’apres (1.5.14), on a :
Omv = Opur + O (V1)

= O,vr + vO,v, + v,0,1.
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1.5. Rappels sur la géométrie diftérentielle pour les surfaces

De (1.5.12), il vient :
OV = O, U + VDO, U + V0,V + 1,0,V.
Enfin :

Om (Dvr) = DOy + 070V

puisque vvr = 0, on obtient :

Om¥ = TOWUT — VUTOmV + VOV, + U, 0m V.

1.5.13 Expression de la divergence
Expression de la divergence d’un champ de vecteurs sur une surface I
La divergence du champ de vecteurs tangents a I" :
vp = vla,l + v2a2
est un champ scalaire défini sur I" par :
/zdz’vT (vp)dl’ = — / (O z) vpdl, pour tout z € Z(I') , (1.5.20)
r r

ou 7 (I') désigne ’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur I' & support compact.

Expression de la divergence d’un champ d’endomorphismes sur une surface I

Désignons par ¢, un champ d’endomorphismes du plan tangent a la surface I'.

Posons :
¢, = Cg.aﬁ (g .
(on a utilisé la convention de sommation par indice répété).
La divergence tangentielle du champ ¢, est un champ de formes linéaires sur 7, (I'), noté
divr(, et défini par:

/divTCt.deF =— / try ((,.mOmur) dl, pour tout vy € Z (I',T(T)) , (1.5.21)
r r

ol try désigne la trace d'un endomorphisme du plan tangent dans lui méme et 2 (I, T' (I") ) désigne

I'espace des champs tangents a I' dont les composantes dans la base de T, (I') sont dans

2() .
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1.5. Rappels sur la géométrie diftérentielle pour les surfaces

Lemme 1.5.4 Pour tout champ scalaire n défini sur I' et tout champ tangent vy supposés

réguliers, on a :
(Omn) vr = tr (VrOmn) et divpur = tr (mOpvr) .
Preuve. Si vr = v%a, = v'a; + v?as, on a :
a® (VrOmn) ae = a* (VrOmn) a1 + a® (VrOMn) ag = tr (VrO,n) .
On calcule d’abord v70,,n :

vt (amn) = (Uaaa) (ﬂaﬁ> ) a = 17 2; 5 = 17 2

o€?
= (vlal + U2a2) (%al + 5_!2&2)
0
= vo‘—naaa’@
P
D’ou :
a® (v7r0mn) o = V041,
mais :

tr (UTamn) =a” (UTamn) Qg
ce qui montre que :
tr (vr0y,n) = a® (V7rOmN) aq = VOun.
D’autre part :
Omm)vr = (93n) a” (v¥a,)
an an
= —1U1 + 8_521]2
= (0anm) v™.
Alors :
tr (vrOy,n) = (Omn) vr

ce qui montre la premiére relation.
Soit ¢ € Z (') un champ scalaire; d’apreés (1.5.20), on a (d’apres la premiére relation du
lemme 1.5.4 ) :

di dl' = — O, dl’ = — o) dT'.
/F Ydivur / (O o1 / tr (0rOt)
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1.5. Rappels sur la géométrie diftérentielle pour les surfaces

Comme

8m (’;Z)UT) = vTé?m@D + @ZJ (8mvT)

ce qui donne par projection :
TOm (Vo) = 0700 + Y1 (Opvr)

et puisque vy € T,, (I') et 1) est un champ scalaire, alors :

/ Wdivpupdl = — / tr (w0, (Yor)) dT + / wtr (x (Bvr)) dT. (1.5.22)

Si 77 est un champ régulier d’endomorphismes du plan tangent a I' et vy un champ tangent

régulier; (1.5.21) donne :

/diUTTTUTdF = — / tr (TTTI' (8mvT)) dr'.
r

r

En particulier, si on prend 77 = iy est 'identité du plan tangent, il vient :

/divTigdeF = —/tr (7 (Opvr)) dl.
r

r

Donc (1.5.22) s’écrit :
/¢divTdeF = /wdisz'gdeF—l—/wtr (7 (Opvr)) dT.
r r r

Soit wy € 2 (T, T (T))
on prend z € Z(T') , z =1 sur suppwr.

Par définition de divrwr, on a :

/dz'vaTdF = /zdivaTdF = —/(5)mz) wpdl
r r r
0

d’ou / divaTdF = 0.
r
Donc pour tout wy € Z (I',T(I")) , on a:

/ (divyis) wpdl = — / tr (m (Opwr)) dl' = — / divpwpdl =0
r r

r

d’ou / (diUT’ig) U}TdF =0.
r
Par conséquent

divrvr = tr (7 (Omvr))

ce qui montre la deuxiéme relation. m
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1.5. Rappels sur la géométrie diftérentielle pour les surfaces

1.5.14 Déformations et contraintes

Soit v: Q — R3 un champ assez régulier; on désigne par Vv son gradient ; on a sur I'
(cf. [13], [28]) :

Vv = m0pvrm + v, (Omv) + vo,ur + (val, — (OmV) v + v (81,11,,)) .

Le tenseur des déformations € (v) peut étre écrit comme suit :

e(w)=er(v)+ves(v)+es()v+e, (v)vr, sur T, (1.5.23)

avec :
2er (V) = T(Omur) T + TORVUrT + 20,0V,

255 (U) = aI/UT + amvu - (amy) v, (1524)
e, (v) = 0Oy,
ot (0p,v) est I'opérateur de courbure de I'.

De facon analogue on peut écrire :

o) =or @) +vos)+os(w)v+0,(v)vy, sur T, (1.5.25)

ol o (v) est un champ d’endomorphismes du plan tangent, o (v) un champ tangent et

0, (v) un champ scalaire. Plus précisément, on a :

o(v)v, (1.5.26)

Remarque 1.5.1 Soitv € (H* (Q))*; en utilisant les formules (1.5.23) -(1.5.24) et (1.5.25),

on obtient :
() :e(w) =ep (v) 1 ep (V) +2les (W) + |e, (0)|*,  sur T (1.5.27)

et

o(w):e()=o0r®):er(v)+205(v)es (v)+0,(v)e, (v), sur T. (1.5.28)

Remarque 1.5.2 0,,v, est le gradient tangentiel de v,, il sera noté aussi Vuv,.
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1.5. Rappels sur la géométrie diftérentielle pour les surfaces

1.5.15 Espaces fonctionnels sur la surface I
Espace L? (")

L? () est 'espace des fonctions f : I' — R telle que f = f o € L? (f) (T ouvert de R?),
ol ¢ = (py, Py, P3) est une carte réguliere.

On pose :
12, L
1y = [ 11 dm = [ 7 gl dg'agt
ol g est le tenseur métrique.
Espace L* (I, T (T"))
Un champ

vp: ' — T(D)

m — wvp(m)=v!(m)ay (m)+v*(m)ay (m) € Ty, (T')

est dans L2 (T, T (T)) si v, € L*(T') pour a = 1, 2.

On pose alors :
2
”'UT”iﬁ(F’T(F)) = /@Tdem: /FZvavo‘dm, (1.5.29)
r a=1

ol Vy = gagvﬁ.

La norme définie par (1.5.29) est équivalente a la norme définie par :

2
2
Z Hva”p(r) .
a=1

Espace H' (T

C’est lespace des fonctions f:I' — R de L*(T) telles que ,,f est dans L? (T, T (T)).

On pose alors :
2 2 2
||f||H1(F) - ||f||L2(F) + HameLQ(F,T(F)) . (1.5.30)

On note H} (T') le sous-espace des fonctions de H' (T') nulles sur le bord OI' de I'. C’est aussi
la fermeture de Z (T') dans H! (T') muni de la norme défini par (1.5.30).

Espace H] (I',T ("))

Un champ vy = v'a; + v2ay est dans V'espace H} (I',T (T')) si v, est dans H} (T') pour
a=1,2.
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On pose alors :
2
2 2
HUTHH(%(F,T(F)) = Z HUQHH(%(F) )
a=1

On munit A (T',7 (T')) de la norme :
2
HUTH?{l(F’T(F)) = Z ||Ua||ip(r) . (1.5.31)
a=1

Espaces des endomorphismes symétriques du plan tangent
On note Lg (T, (I')) I'espace des endomorphismes symétriques :
77 T (T) — T, (1)
muni de la norme définie par :
172112 7,y = tr2 (T777)

A un champ de vecteurs tangents
Ut r—1T (F)

on associe un champ d’endomorphismes symétriques

er(vp): T —  Lg(T(T))
m +—— er(vr)(m) € Lg (T, (T))

1/ 0 our
ertn)= 5 (<G + ).

défini par :

Espace L*(I'; Lg (T (I')))

Un champ
TT © F—>£5(T(F))

est dans L2 (T; L (T (T))) si la fonction
[trs (rr77)]/?: T — RY

est dans L% (T).

On pose alors :

12|

2
Il cocra = |lira (a2

Remarque 1.5.3 Sivp € H' (I, T (")), alors : ex (vr) € L*(T; Lg (T (T))).
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Espace HZ (T)

Une fonction f:T — R est dans H?(T') (respectivement dans Hg (T')) si la fonction
f=foyp:I' >R est dans 'espace de Sobolev H? (f) (respectivement dans HZ (f‘))

Si f est dans H?(T") alors <g—7{1) est dans H* (T, T (T)).

Proposition 1.5.1 (cf. [1]) L’expression ||.||, définie par :

2
forll = ([ (erf* +0 ) 520 ) ar)
r
est une norme sur H' (U, T (T)) équivalente a la norme définie en (1.5.31).

Preuve. 1l suffit de prouver 'existence d’une constante C' > 0 telle que :
||UT||H1(F,T(F)) < Cllorlly, Yvr € H'(T,T(T)).

S’il n’en était pas ainsi, il existerait une suite {v%} c H' (T, T (I)) vérifiant :

=1, Vk € N

||U§“||H1(F,T(F))
v — 0 dans  L*([,T(T))

er (V§) — 0 dans L*(T, Ls(T(T))).

On pose :
a,Uka
k k1 k2 ko
VU =0"a1 +v"ay et vz = ——,
on obtient :
ko Aa ku 2

v+ g vy — 0 dans L7 (T)

avec «, 3 = 1,2, sommation par rapport a l'indice répété et ou (gA“)1 ap<2 est le tenseur

inverse du tenseur métrique.

En omettant 'indice k et en posant :
Af = v+ gmg,g,ﬁvfﬁ\.
En prenant o = /3, on obtient :
vy +v%y — 0 dans L*(T).
On a:

garAg = Gar (U,Oé + g/\agﬁuvf;\)
= GaV%+ g — 0 dans L*(D).
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En prenant (3,7) = (1,1), (8,7) =(2,2) et (8,7) =(2,1), on obtient les limites suivantes
dans L*(T) :

guvi + g0y — 0 dans L*(D),
vy + gov, — 0 dans L%(T),
o202 T 9ot () (1.5.32)
91105 + goov3 — 0 dans L*(I),
v+ 0% — 0 dans L*(T).

\

posons : wr = gur, ou g est le tenseur métrique, wr a pour composantes :
we = gaﬁvﬁ, a=1,2

de
(v',v*) = 0 dans L*(I') x L*(T")

il vient :
(w',w®) — 0 dans L*(T') x L*(T).

Les limites (1.5.32) donnent :

w}l, w?Q et w?l + w}Q tendent vers 0 dans L*(I).

L’inégalité de Korn dans I'ouvert I’ montre alors que
(w',w?) — 0 dans H'(T') x H' ().

D’ou :
(v',v*) — 0 dans H' () x H'(I).

Ce qui contredit la définition de la suite (%) ]

k>0"
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Chapitre 2

Stabilisation exponentielle du systéme
anisotrope de la thermoélasticité par
des controdles interne et frontiére

linéaires égaux au feedback naturel

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de la stabilisation exponentielle du systéme
anisotrope de la thermoélasticité par des controles interne et frontiére linéaires égaux au
feedback naturel, en établissant une inégalité intégrale obtenue par la technique de Bey R
et al.[1].

Nous introduisons d’abord quelques notations et hypotheses utilisées dans ce chapitre.
Soit € un ouvert borné non vide de R, n > 1, de frontiere I' de classe C2. On note
v=(v1,.., z/n)T le vecteur unitaire normal extérieur a I'.

Pour zy € R” fixé, on définit la fonction m (z) = x — xg, * € R™ et on considére la partition

de la frontiére I' suivante :

I'={zel, m(z)v(z) <0}, (2.0.1)

Fy={zel, m(z).v(z)>0}. (2.0.2)
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2.1. Existence, unicité et régularité des solutions

Nous considérons le systéme anisotrope de la thermoélasticité avec des controles interne et

frontiére linéaires

v’ — divo (u) + aVe +u =0, dans Q x RT,

0" — A + Bdivu’ = 0, dans Q x R*,

0=0, sur I'x RT,
(P)

u =0, sur I'y x RT,

o(u).v+au+u =0, sur Ty x R,

u(.,0)=wug, v (,0)=uy, 60(,0)=0, dans Q.

0
ou Rt =[0,4+00), v/ = a—:f

ment, § = 0 (z,t) la température et o le tenseur des contraintes défini par :

s, u=u(z,t) = (ug (z,t),...;u, (z,t)) désigne le vecteur déplace-

O'Z'j (U) = aijklskl (u) .

e (u) est le tenseur linéarisé des déformations donné par :

0

1
Eij ('U,) = 5 (@ul + &uj) s 61

Les coefficients a;;i; sont dans ’espace W oo (Q) et vérifient la condition de symétrie suiv-
ante:

Qijkl = Qjikl = Qklij, Sur Q,

(tous les indices vont de 1 a n), et satisfont la condition d’ellipticité suivante :
36 > 0: Qijki€ifEkl > 58@'6@', sur (203)

pour tout tenseur symétrique &;;.

Les composantes du champ vectoriel divo (u) sont données par :
(divo (u)), = 0;045 (u) = 0455 (u)., i=1,..,n.

Les parameétres de couplage a et § sont supposés strictement positifs.

La fonction a = a () est non négative sur I'; et a (z) € C (Ty).

2.1 Existence, unicité et régularité des solutions

On s’intéresse dans ce paragraphe a ’étude de 'existence, de I'unicité et de la régularité

de la solution du systéme (P), basée sur la théorie des semi-groupes linéaires [2], en le
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2.1. Existence, unicité et régularité des solutions

ramenant a une équation d’évolution du premier ordre.

Dans ce qui suit, on suppose que :

mes(I'1) >0 ou a(z) >0, Vrel,, (2.1.1)
[[NTy=0o. (2.1.2)

On définit les espaces de Hilbert suivants :

H{ () ={ueH'(Q), u=0 sur I'1},
W = (Hf, (9)" x (L* ()",
H=WxL*(Q).
Les espaces (Ht (Q))", (L?(Q))" et L*(£2) sont munis des normes suivantes (respective-

ment) :

HuH%Hl @) = o(u):e(u)dr+ [ aludrl,
ry Q

>
2 2
||uH(L2(Q))" = ul” d,
Q
«a 2
lull; = — [ |[u["dz.
L2(Q) 6 0

Proposition 2.1.1 L’ezpression HH(H% @)" définie par :
1

gy = ([ car+ [ apfar) :

est une norme équivalente & la norme usuelle de (H* (Q2))".

Preuve. On montre qu’il existe une constante C' > 0 telle que :

lull g @y = © ||u||(H%1(Q))”7 Vu € (Hy, ()"

Pour cela, on distingue deux cas suivants :

1" Cas : Sia(x)=0,Ve €'y et mes(I'y) >0, 0na:

ol oy = ([ 0022w

Pour montrer que la norme ||.|| (1L ()" est équivalente & la norme usuelle de (H*' (2))" on
1

suppose le contraire; nous aurons une suite (wy), de (Hll1 (Q))n telle que :

1
T Wil @y > ||wk||(H%1(ﬂ))" '
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Si on pose :
Wy,
v = —————,
HwkH(Hl(Q))"
on obtient :
okl groyr =1, Yk €N (2.1.3)
et
1
Hka(H%I(Q))" < 7 (2.1.4)

Puisque 2 est un ouvert borné de R™ de frontiére réguliére, 'injection canonique de (H* (£2))"
dans (L? (2))" est compacte; on peut donc extraire de la suite (vy), une sous suite notée
encore (vy), telle que :

vy — v, dans (L*(Q))".

De plus, la continuité de I'injection canonique de (L? (2))" dans (2’ (2))" montre que
v — v, dans (2'(Q))" .
Et d’apres la continuité de la dérivation de 2’ (2) dans 2’ (Q2) , on a :
gij (vg) — €5 (v), dans 2'(Q) . (2.1.5)
De (2.1.4) et (2.0.3), il vient que :
gij (o) — 0,  dans L*(9).

La continuité de I'injection

L? Q) — 2'(Q)

montre que

gij (vg) — 0, dans 2'(Q) . (2.1.6)

En vertu de I'unicité de la limite dans 2’ (2) , on conclut de (2.1.5) et de (2.1.6) que :
gij (v) =0, dans 2'(Q) ,

par conséquent
€ij (U) =0¢€ L2 (Q) .

D’ou :
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En effet, ¢;; (v) =0 < v est un déplacement rigide.

Posons :
R={ve (H'(Q)"; e;)=0, 1<i, j<n}.

Lorsque n = 2, on vérifie que toute fonction v € R est localement de la forme
v1 (z) = a1 + bry, vy (x) = ag — bay
ol ay, as et b sont des constantes. D’ou :
R ={v; Ja1, as, bER, vy (x) =a; +bxs, vy(x)=as—br}
si n = 2. Lorsque n = 3, on vérifie de méme
R={ve(H' ()" v(i)=a+bAz, abeR" z€Q}.

En Mécanique, R est dit ensemble des déplacements rigides de 2. La seule fonction v de R
qui s’annule en deux points distincts de R? lorsque n = 2 (respectivement en trois points non
alignés de R? lorsque n = 3) est la fonction v = 0. Puisque mes(I';) > 0, alors ’ensemble
des déplacements rigides appartenant a (H%1 (Q))n est réduit & {0} . Par conséquent v = 0.
Finalement, comme

v — 0, dans (L2 (Q))",

et

gij () — €45 (v), dans L%(Q).
avec v = 0.
Alors :

vp — 0, dans (H' (Q))n

ce qui est impossible puisque
HUH(HI(Q))” = nh_{lolo ||UkH(H1(Q))“ =1L

2m¢ Cas : La démonstration est analogue si a (z) # 0, Vo € Ty, et mes (I'1) = 0.
]

L’espace W étant muni de la norme naturelle :
(u,0)|I%), = /Q [|v|2 + 0 (u) e (u)] do +/F alul*dr.
2

Dans toute la suite, on utilisera la norme de I'énergie sur H, ||(.,.,.)||,, définie par :

2 2 2
(w0, 0) |3, = [I(w, v)lly + 101720

42



2.1. Existence, unicité et régularité des solutions

pour (u,v,0) € H.

L’énergie de la solution (u, ) du systéme (P) est définie par :
1
E(t)= B (u,6,t) = 5 | (w(®), o' (t),0 0)ly
ou encore

E(t):E(u,Q,t):%/

Q

{]u’\Q +o(u):e(u)+ % ]9]2} dr + % /r2 aluf’dl.  (2.1.7)

On désigne par (., .) la dualité entre (Hp, (Q))" et [(HE (2))"] et entre H{ (Q) et H' ().

De plus, on considére les opérateurs :

!/

A (HE ()" — [(H, ()] (2.1.8)

défini par :

(Au,v) = (u,v)( ) Vu, v € (Hp, ()", (2.1.9)

Hi (@)

avec

(uw)(H%l(Q))n = /Qa (u) : e (v)de + /1“2 awvdl,  Vu, v € (Hp (Q))". (2.1.10)

Ag: HY (Q) — HH(Q) (2.1.11)

défini par :
(Ao, v) = (1, ) gy ey = / Vu-Vode, Yu, ve H(Q). (2.1.12)
Q
Le théoréme de représentation de Riesz assure que A et Ag sont des isomorphismes isométriques
de (HE ()" vers [(HE (2))"]" et HY (Q) vers H~' () respectivement.
On introduit aussi 'opérateur By de (HE, (Q))n dans [(H}, (Q))n]/ par :

(Byu, v) :/u.vdx—l—/ wwdl, Vu, ve (HE ()".
Q Iy

!/

L’opérateur By est bien défini de (HE, (€2))" dans [(HE, (2))"] .
Dans ce qui suit, on note par (.,.) le produit scalaire dans L? (2) ou (L?(Q))"; et par ||.]|
la norme dans L2 (Q) ou (L? (Q))".

En utilisant les opérateurs A, Ag et By, on peut transformer le probléme (P) en probléme de

Cauchy. Pour cela, on multiplie la premiére équation du systéme (P) par v € (H% ) (Q))n ,
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2.1. Existence, unicité et régularité des solutions

et on integre formellement par partie sur €2, ce qui conduit a :

O:/ [u" — dive (u) + aVe + u'] wdx

0:7 u”vda:—/ v.divo (u) d:v—l—/ (aVo.v) d9:+/ wvdz
0 Q 0 0

O:/ u”vdx—/ Vi=— 0 oij (u )da:—i—/ (aVG.v)dx—i—/ u'vdx
Q o O Q Q

0=/u”vdw+/ O, ——045 (u d:z:— (vivj.oi (u ))dF—i—/ (aV@.v)dm—l—/u’vdm
Q o O; Q

F Q
O:/ u"vdx+/ (u) dx—f vdF+/ (aV@.v)dm+/ wvdx
0 Q 0 Q

comme o (u).v = —au —u' sur I's, on a:

OZ/U"vd:B+/a(u) e (v) d:v—l—/ au.vdF+/ u'vdF+/(aV6’.v) d:B—I—/u'vdx
Q Q Ty Ty Q2

Q

ce qui donne
(u",v) + (Au,v) + (B, v) + (aVh,v) =0
d’ou :
u" + Au+ Bou' +aV0 =0 dans [(HL, (Q))n]/ (2.1.13)

De la méme maniére, si on multiplie la seconde équation du systéme (P) par v € H} (Q) et

si on intégre formellement par partie sur €2, on obtient :
0" + Ao + Bdivy’ =0 dans H ' (Q). (2.1.14)
Alors les équations (2.1.13), (2.1.14) donnent :

u” + Au + Bou' + aVO = 0, sur RT,
0" + Aol + Bdivu’ = 0, sur RT,
u(0) =wug, u(0)=uy, 6(0)="0b.

On remarque que la condition au bord sur I'y dans (P) est prise en charge par la définition
de (HE, ()",

On pose : ¢ = (u,v,0) €V et on considére 'opérateur linéaire non borné
A: V-V
avec V = (HE (Q))" x (HE, ()" x HE (), défini par :

Ap = (—v, Au+ Bov + oV, A+ pdivv) .
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Le systéme (P) s’écrit :
, ¢+ Ap = 0, sur RT,
.
¢(0) = (uo,u1,00).

Si (u, #) est une solution (suffisamment réguliére) du systéme (P), alors ¢ () € V et A (t) €

‘H, pour tout ¢t > 0. Ceci nous amene & définir :
D(A) = {(u,v,0) € H, ve (HE ()", —divo(u)+ve (L*(Q)",
e (H*(Q)NHQ), ocwvtau+v=0 sur Ty}
Remarque 2.1.1 Ona: ue€ (HL ()" et divo(u) € (L*(Q))" (ie u € H' (divo,2)),
alors on peut définir (o (u).v), comme élément de (H1/? (Fg))n7 et on a la formule de

Green suivante (voir corollaire 1.2.1 ) :

(o (u).v, w)(H,%(F))ny(H%(F))n = /Q (wdive (u) + o (w) : € (u)) dx, vw € (Hp, ()"
(2.1.15)

Nous allons étudier dans la proposition suivante la régularité des éléments de D (A) .

Proposition 2.1.2 Le domaine D (A) est donné par :

D (A) = {(u,v.0) € (HE, ()" x (H}, ()" x (H*(Q) N H (), ue (H(Q)",
o(u).v+au+v=0 sur Ty}

et la norme |||.|[| 4y définie sur D (A) par :

=

2 2 2 2
|||(uav79)’”D(A) = (”u”(H?(Q))" + ”UH(H%l(Q))n + H9HH2(Q)>

est équivalente a la norme ||.|| 4 définie par :

=

. 2
H(uvvae)HD(A) = <HUH?HILI(Q))" + HUH?H%l(Q))" + ||divo (U)H?LQ(Q))” + Hﬂﬁp(g)) :
Remarque 2.1.2 Si ¢ = (u,v,0) € D(A), alors : Au+ Byv = —divo (u) + v.

En effet, pour tout w € (H{, ()", on a :

(Au+ BO'U,w>[(H1£1(Q)>n]/7(H%‘1(Q))n = /Qa(u) ce(w)dx —|—/

T

:/ (J(u).y)wdf—/ w.diva(u)dm—i—/ auwdf+/ vwdm+/ vwdl
o Q Ty Q 'y

=— [ w.divo (u)dz+ [ vwdz,
Q 0

= (=divo (u) + v, w) = (=divo (u) + v, W) 2y (12(0)"

auwdF+/ dex—l—/ vwdl’
2 Q s

= (—divo (u) + v, w>[(H%l(ﬂ))"]',(H%l(Q))n '

D’ou : Au+ Byv = —divo (u) + v.
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Preuve. On désigne par C' une constante positive assez grande.

Montrons que D (A) = Dy, avec

Do = {(u,v,0), we (H*(Q)NH ()", ve (HL (Q)", 0 (H* ()N H(Q)/
o(u).v+au+v=0 surI's}.

On sait que Dy C D (A); il reste & montrer que D (A) C Dj.
Pour cela, soit (u,v,6) € D (A), montrons que u € (H*(2))".
Soient F' = —divo (u)+v € (L*(Q))" et h = (—au — v) p,, alors pour tout w € (Hp, ()",

on obtient :

(F, w>[(H%1(Q))n],’<H%1(Q))n = /Qo(u) ce(w)dx +/

au.wdF+/ vwda:+/ vwdl,
FQ Q F2

vw € (HE, ()"
ceci prouve que u est une solution faible du probléme :
—divo (u) +v=F dans €,

u=20 sur I'y,

o(u).v=nh sur Iy.

Comme —divo (u) +v € (L?(Q))", alors u € H'(divo, Q), d’aprés le corollairel.2.1,
(0 (u) V), est définie comme élément de (H=Y2(Iy))".

D’autre part,

n

o(u).v=—au—ve (H/ (Fg))n, car u,v € (Hp, (Q))

a partir de 13, les résultats classiques de la régularité elliptique montrent que u € (H? (2))".

et

< C (HUH(H%I(Q))n + ||U||(H111(Q))n + || divo (u)||(L2(Q))”)

ce qui permet d’avoir I’équivalence des normes. En effet, soit (u,v,0) € D (A)
1
2 2 2 2 2 . 2
(el + 101y, oy + 160ey) ™ 2 € (Il + ldive (),
2 2
ol oy + 161y
De plus,

HuH(HQ(Q))n <C <Hu — divo (U)H(L2(Q))" + |lau + U“(H%(FQ)YL)

< O (Il gy, ayy + Mol g oy + dive (@)l zzqanye)
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d’otu :
%
2 2 2 2 .
(s ayye + 101y oy + 100agey) ™ < € (IullEzgayye + lldivo @,

2
g, ) + Hequm))

Proposition 2.1.3 A est un opérateur maximal monotone sur H.

Preuve. i) A est monotone.
Soit ¢ = (u,v,0) € D(A);on a:
(A, 0)y = (A(w,0,0), (u,v,0))s,
= ((—v, Au+ Bov+ aVe, Ayf + Bdwv) (u,v,0))4
= ((—=v, Au+ Bov +aVi), (u,v)),, + 3 (AOH + Bdivv, 0)p2 o
(— v,u)( (@) + (Au+ Bov + aVl, v)2qn + % (Aol + Bdivv, 0) ;2
g/g (Aol + Bdivv) Odx

g
QA :
+ 3 /Q( ot + Bdivv) Odx

= (-, u)(H1 @)" / (Au+ Byv 4+ V) .vdz +
Ty Q

— (—U,U)(H% @)+ (Au, v) + (Bov,v) + (aV0, v)
puisque (Au,v) = (u, v)(H% @)"» i obtient :

(Ad, d),, = (Bov,v) + (aVO,v) + g/ (Aof + Bdivw) .0 dx
B Ja

= /|U|2d$—|— |v\2dr+a/u.v9dx+9/ |v9|2dx+a/ 0.divv dz.
Q T2 Q B Q Q

On integre « / Odivv dx par partie, on obtient :

Q
a/ Qdivvdl’:a/é’(v.y) dF—a/ v.Vldz.
Q r Q

Donc on aura :

(Ao, d)4y /|v| dx + v dF+a/vV0da:+ /|V9| dw—a/V@vdm
Ty Q0

d’ou :
(Ad, d)4, /|v| dr+ [ |v]*dl + = /|V9| dx > 0.
s

Ce qui montre que l'opérateur A est monotone.
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ii) A est maximal.
On montre, maintenant, que 'opérateur (I + A) est surjectif de D (A) dans H.
Soit F' = (p,1,&) € H, cherchons un élément ¢ = (u,v,0) € D (A) vérifiant :

o+ Ap=F

dp+Ap = F <= (u,v,0)+ (—v, Au+ Bov +aVl, Ayf + Bdivv) = (p,1,§)
u—v=g,
& v+ Au+ Bov + aV =1, (2.1.16)
0 + A + Bdive = £.

Comme (u,v,0) € D (A), d’apres la remarque 2.1.2, on a :

Au+ Byv = —divo (u) + v,
Al = —AF.

Donc le systéme (2.1.16) devient :

U—v=0e,
v —divo (u) + v+ oV =, (2.1.17)
0 — A0 + Bdivv = &.

La premiére équation du (2.1.17) donne :
v=u—¢

en remplacant v dans la deuxiéme et la troisiéme équation du (2.1.17), on trouve :

2u — divo (u) + aVe = + 2o, (1)
0 — AO + Bdivu = £ + Bdivyp, (2) (2.1.18)
o(u).v=—au—u+ .

Donc il suffit de trouver un élément (u, ) € (H? () N HE, ()" x (H*(Q) N H} (Q)) qui
vérifit (2.1.18).
En multipliant (1) par une fonction u; € (HE (22))" et (2) par une fonction 6, € Hg (),

en intégrant par parties sur {2 et en faisant la somme membre & membre, on trouve :

/Zu.uldx—i—/ o(u):e(u) d:v—i-a/ VG.U]_dCE_'_g/ 9.91dx+oz/ 01 divudx
Q 0 Q B Ja 0

—l—g/ VO.Vo,dx —|—/ au.u dl’ —|—/ w.udl :/ {(1/1 +2p)u; + (gf + adivw) 91] dx
B Ja Ty Iy Q B

+ / w.updl.
I
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Cette derniére égalité s’écrit :
al(u,0), (u1,01)] = L (u1,0)

avec

( al(u,0), (ug,61)] = /2uu1dx—|—/ a(u):e(ul)dx—l—oz/ V@.uldqug/ 001dx
Q Q Q BJa
+ o« / Gldivuda:+% / V0.V0dx + / auudT + / wiy dT
Q Q

PQ F2
et

L (uy,61) = /Q [w +2p)u; + <%§ + ozdivgo) 91] dx +/F w.udl.

\
Posons Vo = (H}, ()" x H ().

e Montrons que a|(.,.), (., .)] est coercive sur Vy x Vj.
Soit (u, ) € Vg

ol(.0). (0] = 2 [ P dr+ulfy o) / a5 [ (0 1907)
> C (Il @y + 1813

d’ou la coercivité de a(.,.), (.,.)] sur Vp x V4.
e Montrons que a[(.,.), (.,.)] est continue sur Vj x Vj:

Soient (u,#), (ug,6;) € Vo, on a :

a[(u,0), (u1,91)1|_2/ |uu1|dx+/ (u) : (ul)dx+/ o [ty dT
I
]uulldl“—l—oz/ w1 V| dx + — /\991\da:+ /|V9 VGl\daH—oz/ |01 divu| dx

1)

g2||u||(L2(Q))n.||u1H(L2(Q))n+/Qa(u) :5(u1)dm—i—/r o Juaiy | dT
2

+ ||U||(L2(r2))" : ||u1||(L2(I‘2))” ta ||V9||L2(Q) : ||u1||(L2(Q))" + E 161 - 116 ]
o
5 IVOI- V0L + el ey - VO 2y -

La proposition 2.1.1 donne:

la[(u0), (u,0)]] < C ||u||(H1 )" ||u1||( (@) +aC ||9||H3(Q) ||U1||(H%1(Q))"
(0%
T 5 1o 11y + @C el g oy 1011y )

ou (' est une constante positive.

Par conséquent

al(a.6) , (ur, 0] < C (Ilull g, oy + 100 ) (Il oy + 102 en)
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d’ou la continuité de a[(.,.), (.,.)] sur Vi x V4.
L (.,.) est linéaire et continue. En effet,

Soit (uy,6,) € Vo, on a:

|L (u1,0h)] =

/ [W +2p)u; + <g§ + adw(p) 01} dx —I—/ go.uldl“
Q 6 )
< O (lutl gy, @y + 1011y

d’ou la continuité de L (.,.).
L’application du lemme de Lax Milgram assure l'existence et 1'unicité d’un élément

(u,0) € Vy tel que :
al(u,0),(ur,01)] = L(u1,61), V(w,b1)eV

qui est équivalent a

/Q(zuuﬁa(u);5(u1)+aw_ul)dx+/

I

(au + u) udl = / (¢ + 2¢) uydx
Q

+/ purdl’,  Vuy € (HE, (Q))n
I

(2.1.19)

g/%ldx—l—oz/Qldivudx—kg/V@.Vé’ldx:/ <g§+o¢divg0) 0dx, V0, € Hy ()
B Ja Q B Ja o \0

(2.1.20)
Si on prend u; € (2(Q))" et ; € 2 () , on obtient :
(2u — divo (u) + aVl, u) = (Y +2¢, uy), Yus € (Z2(Q))"
et
(0 — AO + Bdivu, 01) = (€ + Bdive, 01), V0, € Z(Q)
d’ou :
2u — divo (u) +aVl = +2¢p, dans (2'(Q))" (2.1.21)
et
6 — AO + fdivu = & + fdive, dans 2'(Q) . (2.1.22)
Comme

—divo (u) = (¢ + 2¢) — 2u — aVl € (L? (Q))n

alors u € H' (divo, Q) et d’apreés le corollaire 1.2.1, (0 (u) .v) p, est définie comme élément
de (H=Y2(Iy))".
De la formule de Green (2.1.15), il vient que

/QO' (u) : e (uy)de = (o (u).v, u1>(H,%(F))n7<H%(F)>n — /Quldwa (u) dx
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on remplace cette intégrale dans 1’équation (2.1.19), et en utilisant (2.1.21), on trouve:

/F2 (au + u) udl' + (o (u) .v, u1><H7%(F))n7<H%(F)>n = /1“2 pudl, Vu, € (Hp, ()"

donc

(au+u) +o(u).v=yp, sur Iy
prenons v = u — ¢ nous trouvons alors:
o(u).v+au+v=0, sur I'y
puisque
—divo (u) € (L* ()" et o(u).v=—au—v€ (H1/2 (I’Q))n, car u, v € (Hf (Q)"

alors les résultats classiques de la régularité elliptique, montrent que u € (H? (Q2))" .

Donc pour tout (¢,v,&) € H, il existe (u,v,0) € D (A) tel que

(I+A) (u,v,@) = (907w,f)~

D’ou A est maximal.

Remarque 2.1.3 o A (opérateur linéaire) est maximal monotone, alors A est fermé a
domaine dense.

o A est mazimal monotone, alors (—A) engendre un €°—semi-groupe de contractions T sur

H.

A partir des propositions 2.1.2 et 2.1.3, on en déduit le théoréme d’existence, d’unicité

et de la régularité des solutions suivant [2] :

Théoréme 2.1.1 Supposons que les conditions (2.0.1) et (2.0.2) sont satisfaites.
Alors on a :
t) Pour toute donnée initiale (uouy,00) € H le probléme (P) admet une solution (au sens

faible) unique (u,0) qui vérifie :
(u, u,0) € C(RY, H)NL® (R*,H).
De plus, il existe une constante C' > 0 telle que :
HUHLOO(R-"-;(HIEI(Q))n) + HUIHLOO(R'*';(L?(Q))”) + HeHLoo(R+;L2(Q)) <C (HUOH(HII,I(Q))n

F lluallz2 @y + 100l 12y
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1) Si (upuq,0y) € D (A), alors la solution (u,8) (dite forte) du probléeme (P) vérifie :
(u,u/,0) € C* (RT,H) N C° (R*, D (A)) . (2.1.23)

De plus,
ue L™ (RY; (H?(Q) N HE (2)"),
W e I (R (Y, ()"
u” e L™ (R+ (L? (2)) ) ,
0 € L= (R (H2(Q) N HE (),
0 € L™ (RT; L? ().

et il existe une constante C' > 0 telle que :

[ull poo et a2 (2 T HU,HLoo(w (e, @)") T 100l Lo e+ 12 (02)) < € (HUOH(H2(Q))
+ el g ooy + 10ll e -

Preuve. i) Soit (ug u1,00) € H, la théorie des semi-groupes assure I’existence et I'unicité

de la solution :

o(t) = (u(t),u'(t),0(t) € C (R, H)
= T(t)¢(0)
du probléme :
¢ = (u,u,0)
¢ (t)=—-A¢(t), t>0
¢ (0) = (uo,u1,0o)

ou T (t) est le ¢°—semi-groupe de contraction engendré par I'opérateur (—.A) .

Dire que (u,u’,0) € C° (R*;H), revient a dire :

u e C° (R (Hr, (2)")
e CO(RY(L2()")
0 € C°(RY;L*(Q))

et
¢ (D)l < Ml@(0)[ly,  VE=0

avec

1o (Dl = N(u(t),u (2),0())l o
= (IO e+ 1 O+ 10 @)
= \/E(E (u7 97t))1/2
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et
[0 (0)]l, = [[(u(0),u(0),0(0))]5

1/2
- (HMU)H%H%AQ))” + 114" (0)Il2(py + 116 (O)”i?(m)
= V2(E (u,b, 0))1/2 :

Alors pour tout ¢t > 0, on a:

||uHi°°(R+;(H1£I(Q))n) + ||U/||ioo(R+;(L2(Q))") + ||9||ioo(R+;L2(Q)) <cC (||U0||fg%1(g))”
gy + 19013 )
avec C' = 1.

ii) L’opérateur A est maximal monotone. Alors le théoréme de Hille Yosida assure pour
tout (up u1,6p) € D (A) I'existence et I'unicité de la solution forte ¢ (t) = (u (t),u’ (t),0 (t))
du probléme :

¢ = (u,u,0),

¢'(t) = —Ag(t), sur R,

¢ (0) = (uo,u1,6) .
On pose : 9 (t) = ¢’ (t), alors 1 est solution (faible) du probléme de Cauchy

{ () = = A (1),

¥ (0) =—Ad(0) e H.
donc
Y eC(RY,H)NL® (R, H)
c’est-a-dire :
(v, u",0') € C(R*,H) N L™ (R*,H).

Comme (u,v/,0) € D (A), alors u(t) € (HE (Q)NH2(Q))", 0(t) € H*(Q) N HE ().
Comme

19 Dl + 1A @)l < lidolly + [[Adol5

la proposition 2.1.2, montre que
[ (O] g2y + 1/ (t)H(H;I(Q))" + 10 Ol g2 < € <HU0H(H2(Q))"
+ ||U1||(H111(Q))7L, + ||90||H2(Q)) , VE>0
d’ou :
(i, 0,0) € Lo (R (HA (Q) 1 H2 ()" x (HE, (2)" % (L* ()"
x (HE ()N H?(Q)) x L* ().
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2.2. Stabilisation exponentielle du systéme

2.2 Stabilisation exponentielle du systéme

Le but principal de ce paragraphe est d’établir une inégalité intégrale comme dans [1] et
[17] qui permet d’obtenir la décroissance exponentielle de I’énergie du systeme (P).
Rappelons le systéme (P)

(

u" — dive (u) + aVe +u' =0, dans Q x RT,
0 — AG + pdivu’ = 0, dans Q x RY,
0 =0, sur I' x RT,
(P)
u=0, sur I'; x R,
o(u).v+au+u =0, sur Ty x R,
[ u(,0) =wug, u'(,0)=uy, 6(,0)=0, dans €.

Introduisons d’abord quelques notations et hypotheses utilisées par la suite :

Pour © = (21, ...,x,), =0 = (%01, ..., Ton) € R™. On pose :

RO - I}C’lég( (Z (.fk — $0k)2> .

k=1

On désigne par v et Ay les plus petites constantes positives telles que :

[ r <2 (/Qa(u) :5(u)dx+L2a|u|2dF), Vu e (B (Q)"

||U||?L2(Q))n <\ (/Qa(u) e (u)de +/1“ a|u|2dF> : Vu € (Hp, ()"

On suppose qu’il existe v,, < 2 tel que :

MpOp (ki) €ijERL < Vi Qijki€ijERL (2.2.1)

8aijkl
Ox,,

On rappelle un résultat technique qui nous sera d’une grande utilité pour la suite (cf.[12]) :

pour tout tenseur symétrique ;;, ou m, () =z, — zop €t 0y (A1) =

Lemme 2.2.1 Soit E : Rt — RY une fonction continue décroissante. Soit w; > 0.

Supposons que E satisfait la relation

o0 1
vVt >0, / E(s)ds < —E(t). (2.2.2)
t w1
Alors E vérifie l'estimation de décroissance suivante :
Vit >0, E(t)<E(0)exp(l—wit). (2.2.3)
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2.2. Stabilisation exponentielle du systéme

1
Remarque 2.2.1 Comme E est décroissante, (2.2.3) est vraie sit < —. Il suffit donc de
W1

1
démontrer que (2.2.3) est vraie pourt > —.
w1

Preuve. Soit .
h:RT — RT, h(t):/ E (s)ds
¢

h est bien définie, décroissante, positive et de classe C* sur R*.

D’aprés (2.2.2), h satisfait I'inéquation différentielle suivante :
Vit >0, A (t)+wih(t) <O0.

Soit
To :=sup{t: h(s)>0 sur [0,t]}. (2.2.4)

(Ty vaut éventuellement +o00). Pour tout ¢ < T, on a :
W (1)
h(t) >0, Vi <Tp et —— < —
( ) ) o € h(t) > —Wr,
donc

VO<t<Ty hit)<h(0)exp(—wt) < wiE (0) exp (—wit) (2.2.5)

Notons que, puisque h (t) = 0 si t > Tp, cette relation reste vraie pour tout t.
Soit € > 0. Comme FE est positive et décroissante, on déduit de la définition de h et de

I’estimation précédente que

1 [ 1 1
Vi>e, E(t) < —/ E(s)ds < -h(t—¢€) < —F(0)exp (wi€) exp (—wit) .
€ Ji_e € wie

La meilleure constante ¢, c’est-a-dire celle qui donne la plus petite valeur a la quantité

exp (wi€ .
#, est e = —. Ainsi
Wwi€ w1

V> L E()<E0)exp(l—wit).
w1

Ceci acheve la preuve du lemme 2.2.1. m

Voici maintenant le résultat sur la stabilisation exponentielle du probléme (P).

Théoréme 2.2.1 Soient I'y et I's donnés par (2.0.1) et (2.0.2) et satisfaisant (2.1.1) et
(2.1.2). On suppose que les coefficients a;jp vérifient (2.0.3) et (2.2.1). Alors il existe une
constante w > 0 telle que pour tout (ug, uq,0p) € H Uénergie E (u,0,t) associée a la solution
(u,0) du probléme (P) vérifie :

Vit >0, FE(u,0,t)<FE(u,0,0)exp(l—wt). (2.2.6)
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2.2.1 Preuve du théoréme de stabilisation exponentielle (théoréme

2.2.1)

La preuve du théoréme 2.2.1 est basée sur une identité fondamentale (proposition 2.2.2 )
donnée par la méthode des multiplicateurs décrite dans [12]. On commencera par prouver
I'estimation (2.2.6) pour des données initiales réguliéres, c’est a dire (ug, u1,6y) € D (A), on
déduit alors le résultat pour les solutions faibles & ’aide d’un argument de densité. Lorsqu’on
considére des données initiales réguliéres, la validité des calculs est acquise a ’aide de la
régularité de la solution (u, ) donnée par (2.1.23) du théoréme 2.1.1.

Notre but est d’appliquer le lemme 2.2.1 & 1’énergie de la solution de (P) . Pour démontrer
le théoréme 2.2.1, on aura besoin de quelques résultats préliminaires.

Commencons par démontrer que le systéme (P) est dissipatif.

Proposition 2.2.1 Pour tout (ug,u1,6y) € D (A), Uénergie du systéme (P) est décrois-

sante et on a :

E(T)—E(S):—%/ST/leafd:pdt—/ST F2|u( )2 drdt — / /|u )2 dadt,

VO< S < T < oo.
(2.2.7)

Preuve. Pour (ug,ui,0p) € D (A), E(.) est dérivable et

E' (t):/Q{u’u”—i—o( ):5(u’)+%9.9'}dz+/r au.u'dl’

:/Q(dwa(u)—aV@—u’)u’dx—i—/Qo(u):5(u’)dm

(0% .y . A
+E/Q(9.(A9—Bdwu)dx /Fg(a(u).quu)udF,

ensuite tenant compte de la régularité de u (x,t) et 6 (x,t) par rapport a x, des intégrations

par parties faisant appel aux conditions aux limites donnent :

E() = /Q (dive (u) — aV0 — o) o'z + /

I

(o (u).v) u/dF—/u’diva (u) dx
Q
+9/9(A9—5dwu’) da:—/ (0 (u) ) u'dl — [ || dr
6 Q Ty 1)
- —/\U’Fdx—ﬁ/yvm?dx— W/ dr <0
Q /6 Q o

d’oil E est décroissante. Intégrant entre S et 17" on trouve (2.2.7). =
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Les deux lemmes suivants seront utiles pour la preuve du théoréeme 2.2.1.

On définit le multiplicateur suivant :
M () = 2(m.V)u+ ((n—1)+7—m)u

ol v,, est défini par (2.2.1).

Lemme 2.2.2 Soit (u,0) une solution forte de (P). Il existe n > 0 tel que
I8 () Ol gy < nE (D), Vi 0

Preuve. On calcule || M (u) (t)|| 120y -

19 ) ) = [ (20n9) (1= 2l + 23,00 (09
2
F200 = ) m¥ (Juf) + (0= Dol + 22 ol ) da

:/Q(yzm.vmfﬂl—n?) ) de+2(n—1) | mwluld

I

2
—l—/ v |ul? dl — n/ Yo ul? da +/ ((n — 1)y, Jul> + %" ]u\2> dx
I 0 0
4
_ / (|2 (m.V)ul* + (1 2 W) |u|2) dx
0

+ [ mrv@2mn—-1)+7,)u*dl
1)

§4R§/Q]Vu|2dx+01 (vm)/ﬂ|u|2dm+RoC'1 (vm)/F fuf? dT".

Par l'inégalité de Korn, on peut avoir le plus petit nombre positif R; (dépend de m et

C1 (v,,)) qui vérifie pour tout u € (HE (Q2))"

4R? (/ o (u) : e (u) d:E—I—/ a|u|2dF> > 4R3/ \Vu|? dz + Cy (”ym)/ lu|® da
Q T, Q Q

Iy
Ce qui entraine que
M 0 Ol < 48 ([ oot [ aluar)
< S8RIE(t)
d’ou :
1M () (D)E 20y S E (L), avec n=8R; > 0.
|
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Lemme 2.2.3 Soit (u, ) une solution forte du systéme (P). Il existe une constante positive

C telle que :
T C T
/ / alul® dldt < —E(O)—i—e/ E (t)dt,
0 JI, € 0

pour tout € > 0 et tout T > 0.

Preuve. Nous procédons comme dans [1] ou [12]. On désigne par C' une constante
positive assez grande.

Pour ¢ > 0, on considére la fonction z = z (), solution du probléme

(2.2.8)

divo (z) =0, dans €,
Z = u, sur I

2z s’écrit sous la forme z = w+u, ou w € (H} (©2))" est la solution du probléme variationnel

/Qa(w):5(v)da::—/90(u):5(v)dx, Vo € (Hy (92))".

On remarque que

ce qui donne
/Qa (2) re(v)dz =0, Yoe (Hy(R)". (2.2.9)

En prenant v = z — u dans (2.2.9), on obtient :

/ o(z):e(u)de = / o(z):e(z)dz > 0. (2.2.10)
Q Q

La solution z du probléme (2.2.8) est obtenue par transposition. La fonction z vérifie
I'identité :
/fz dx = —/ (o (vy).v)dl,  Vfe (L*(Q)" (2.2.11)

ou vy € (H} (Q) N H?(2))" est la solution du probléme

—divo (vg) = f dans (, (2.2.12)
vy =0 sur I’
ou sous forme variationnelle
/ o(vf) e (v)de = / fodz, Vv e (Hy(Q)". (2.2.13)
Q Q
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En fait (2.2.11) est la définition par dualité de z. On considére la forme linéaire
L:(I2(Q) — R
f — —/ u (o (vy).v)dl
T2

L est continue. 1l existe 2 € (L*(2))" unique tel que
L(f)= / fzdx, Vfe(L*(Q))".
Q

En effet, d’aprés (2.2.9), on a :

/Qa(z):5(vf)dx:0:/a(vf):5(z)dx.

Q

Comme le bord T est de classe C?, la régularité elliptique montre que vy € (H?(Q2))" car
fe(L?(Q)" et vy € (H}(Q))", ce qui donne

—/deiva(vf)dx—f—/ 2 (0 (vg) ) dT =0

I
(2.2.11) découle alors de (2.2.12).
En prenant f = z dans (2.2.11), on obtient :

/Q|Z!2dx——/rzu(a(vz).u)drg

||u||(L2(F2))” o (v2) -V||(L2(r2))" :
On a:

vall a2y < N2l g2y o0 k est une constante positive (2.2.14)

I'estimation (2.2.14) et le théoréeme standard de trace donnent :
o (va) il L2ryyyn < Frllzllp2@yn » Pour une constante ki positive

donc on aura :
2
/Q (2 do < k12l oy 1l oy -

En simplifiant par |[z[|;2q))» , on obtient :

2 2
HZ||(L2(Q))” < ¢ ||u||(L2(1"2))" (2215)

ol ¢y est une constante positive indépendante de wu.

D’autre part, en dérivant par rapport a t, on voit que 2z’ est solution du probléme

div(o(2')) =0, dans €,
Z =, sur I
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d’ou :
/ 12|*de < ¢y [ |u/)?dD (2.2.16)
Q Iy
ol ¢y est une constante positive.
Pour 0 < T < 0o, on pose :
QT = QX(O,T), ZT:FX(O,T),
EIT = Fl X (O,T), E2T = FQ X (O,T)

On multiplie la premiére équation de (P) par z, puis on intégre par parties sur ()7 en tenant

compte des conditions aux bords dans (P) et (2.2.8); on obtient :

/ (zu" 4+ 0 (2) :e(u) + az.VO + zu') dedt + / u(au+u")dS = 0.

T Yot

Une intégration par parties par rapport a t et (2.2.10) donnent :

/ alufde < —/ uu'dZ—l—/ z’u'dmdt—a/ 2.VOdxdt —
Yor o T T

T

/ 'z dxdt — [/ zu'daz] )
T Q 0

Soit €y > 0. L’inégalité de Young, les estimations (2.2.15), (2.2.16) et 'identité (2.2.7),

donnent :
1
—/ wu'dy < 60/ ul® d¥ + — u/|* dx
Yor Yor 460 Sor

1
< ey? (/ o (u) : e (u)dzdt —|—/ alul’ dZ) + 4—60/ /[* d%
T EQT E2T

T
< 26072/ E(t)dt+4iE(0). (2.2.17)
0

€0

1
/ Zudrdt < e / |/ * dedt + — 1’| dadt
T T 4eo Qr

T
< 260/ E(t)dt+46—OE(0). (2.2.18)
0 €0

Oé2

—a/ 2.VO dedt < — |V0|2da:dt+ek%/ |2|? dadt
Qr 4e Qr T

IN

460

af r
Y E (0) + 2c0e07 / B () dt. (2.2.19)
4eo 0

a—ﬁE (0) + eokf/ lul?> d¥
Yor

IA
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1
—/ zu/ dedt < 60/ |2|? daedt + — /| dadt
Qr T 4eg Qr
r 1
< 2cpep7? / E(t)dt+-—EFE(0). (2.2.20)
0 460
T 0 1 )
2
| [awas| =[] <@ @1+ 5 (@ e @)
Q 0 Q T 2
< E(0)+coy*E(T)
< (14 cv?) E(0). (2.2.21)

On obtient 'estimation du lemme 2.2.3 avec

C= (%+%+%+2(1+6072)) (29" + 2+ deo?)

en faisant la somme de (2.2.17) & (2.2.21), et en prenant

€
292 4+ 2+ degy?

€o

Ceci achéve la preuve du lemme 2.2.3. =
La proposition suivante nous donne une identité fondamentale pour la démonstration de

notre résultat de stabilité.

Proposition 2.2.2 Toute solution forte (u,0) du systéme (P) vérifie 'identité:

(2-7,) /OTE(t) dt = — (', M ()T + /22T ((m.z/) W+ (%) . |u\2> drdt

—/ uw' .M (u) dedt — « “
Qr Qr

VO.M (u) dxdt + (—2 _27’”) E/Q 0% dadt
+ , [(o (u).v) .M (u) —m.v(o(u):e(u)dldt

+ mp0p (i) €ij (1) gy (w) dadt — ym/ o (u) : e (u) dxdt.
Qr T
(2.2.22)

Preuve. On utilise la technique des multiplicateurs (cf.[12, 15]); on multiplie la premiére

équation de (P) par :

M(u)(t):2(m.V)u+(n—1+%)u.

Puis on intégre sur )7, on obtient :

/ W' M (u) dadt— / div (o (u)) .M (u) dadi+ / aVO.M (u) drdt+ / o M (u) dadt = 0.

' : (2.2.23)
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On calcule chacun des termes.

*

2

/ uw’ M (u) dxdt = [(u', M (u))Q]OT - /Q u [2 (m.V)u' + ((n -1+ h) u’} dxdt
= [(v/, M (u))ﬂ]g — 2/ umyOpuldrdt — ((n —-1)+ 7—m> o W/ |? dadt

T

0
Qr
= [(v/, M (u))Q]OT + n/ o/ |? dadt — ((n —1)+ —m) / |/ |” daxdt
Qr 2 Qr

_ / (m.v) [/ dTdt.
Yo

= [(u/, M (u))g)! — m0 || dedt — ((n —-1)+ —) o |u'|* dxdt
g

On a donc

2_
/ ' M (u) dedt = [(u/, M (u)g)! + <%> |u’|2d:cdt—/ (m.v) |u'|? dTdt.
T Qr Sor
(2.2.24)

ok
)

M (u) dUdt — / oi; (u) 0, [2mp(9pui + (n -1+ %”) uz} dxdt

M (

— (n -1+ 7m> /Q oij (u) i (u) dedt
_ / (o () ) .M (u) dTdt — 2/ o (u) : = (u) dadt

Er T

- <n -1+ 77’”) / o(u): e (u)dedt — 2/ oij (u) myopeij (u) dudt

:/ (o (u) .v).M (u)dldt — <n+ 1+ 77"1) o (u) : e (u)dzdt
Py Qr

—/Q my0, (0 (u) @ € (u)) dedt + o M0y (Giji) €ij (W) e (w) dadt
:/ (o (u).v). M (u)dldt — <n+1+%> /QTJ(U):e(u)dxdt

n o(u):e(u)drdt — m.v(o(u):e(u))dld M0y (Qijir) €i5 (1) e (u) dadt,
o [ o) zudedt— [ oo e )ardt s | mgd, () 2 (o) () dade
d’ou :
M (u) div (o (u)) dzdt :/ (o (u).v) M (u) —m.w(o(u):e(u)]dldt

Qr X1 (2.2.25)

B <1 - %n) / o (u):e(u)dedt + [ mp0p (aijm) €ij (u) e (u) davd,
Qr Qr
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(2.2.23), (2.2.24) et (2.2.25) permettent d’obtenir :

[, M (u)) )T + (2_%) /T |u’\2d.rdt—/22T (m.v) || dTdt

+/ uw' .M (u) dxdt —|—/ m.v(o(u) :e(u) — (o (u).v).M(u)]dldt

X

+ (1 + %n) /QT o (u) : e (u)dedt + / ) aVo.M (u) dxdt

— my0p (aiji) €ij (w) gy () dxdt = 0,
Qr

ce qui donne

<2 _27m> /T (| + o (u) : £ (u)) dedt = —'ym/ o (u) : & (u) dudt

T

— (', M (u))Q}g + /2 (m.v) |u’|2 dldt — a/Q VO.M (u) ddt

—|-/Z (o (u) .v) M (u) —m.v(o(u) :e(u))]dl'dt
W .M (u) dx

/; T
ou encore

2= [ BO@= -+ [ (s (27) ot ) ava

2 —
—a/ VO.M (u) dmdt+( 2%”) E 0P dadt

dt + my0p (k) €i5 (1) €xy (u) dxdt,
Qr

B Jaor

+ / MmOy (Gijii) €ij (W) € (w) dadt — uw' .M (u) dxdt
Qr Qr

- ’ym/ o(u) : e (u)dedt + / (o (u) .v) .M (u) —m.v(o(u):e(u))]dldt

Qr Zr

on obtient alors l'identité

(2—~ ) /OTE(t) dt = — [(of, M (w))g)" + /zn ((m.y) | + (%) a |u|2> drdt

_/ u' .M (u) dzdt — « VO.M (u) dxdt + (2 _2%”) g/ 10| da:dt

T Qr 5
+/2 [(o (u).v).M(u) —mw(o(u):e(u)dldt
—’ym/ o(u) : e (u)dedt + mp0p (Gijrr) €ij (W) ey (w) dadt.
T Qr

Ceci achéve la preuve du proposition 2.2.2. =

Dans le reste de ce paragraphe on cherchera des estimations adéquates pour chaque

terme de l'identité (2.2.22) dans le but de parvenir a une inégalité de la forme

T
/ E()dt<CE(0), ¥T>0
0
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ou (' est une constante qui ne dépend pas de T’; en faisant tendre 7" vers 400, on déduit
+oo

'inégalité / E (t)dt < CFE(0) puis le lemme 2.2.1 (ce qui est possible puisque le systéme

0
est invariant par translation) nous donnera

E () < E(0) exp <1—%), Vi > 0.

L’identité (2.2.22) de la proposition 2.2.2 est équivalente a

=) [ B@ya=31.

avec :

L= —[(, M (u)gly

0>

9 _
I = / (m.y ' + (%) a |u|2> dUdt,
Sor

I3 = — uw' .M (u) dzdt,
Qr 2 N )
I = —« /QT VO.M (u) dzdt + (T) E/T 10]” dxdt,
I = /Z (o (u) ) M (u) — mov (o (u) : & (u))] dTdt,
Is = MmOy (aijm) €ij (1) gy (w) dadt — ’ym/ o (u) : e (u) dxdt.
Qr T

Il reste a estimer chaque terme [;, j = 1,...,6.
* Estimations de I; et I5:

Pourt > 0 et € > 0 fixé, on a :

1 2 €
0 @) 0o < 5l 0y + 5 1M )

D’apres le lemme 2.2.2 et la proposition 2.2.1, il existe deux constantes positives k; et ks

telles que :
1 / 2 T € T
I < 2 [ ()] z2(09)" o "‘?E(t) lo
1  en
< -+— | E(0
< (;+9)r0
< kE(0)
d’ou
1 en
I <k EQ), avec k=/[|-+ 5 > 0. (2.2.26)
€
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2.2. Stabilisation exponentielle du systéme

Et d’autre part, on a :

I; = —/ uw' .M (u) dedt
Qr
Qr

IN

1 T
= |u'|2dxdt+ﬂ/ E () dt
2e 2 Jo

T

IN

%E(O)—i—kge/ B () dt

d’ou : .
k
I; < 2E(0) + kge/ E () dt. (2.2.27)
€ 0

* Estimation de I :

9 _
I, = / (m.l/ |u’\2 + (—Vm) a |u]2) dy.
Yor 2

Comme Ry = max (Z () — xok)2> et |v]| =1, alors :

e k=1

2 —
I < RO/ /|2 dS + (ﬁ) / aluf? ds
EQT 2 EQT

d’apres le lemme 2.2.3, il existe une constante positive ks telle que :

N[

T
L < RO/ |u'|2dz+@E(0)+e/ E(t)dt
Sor € 0
]C T
< ROE(O)+—2E(O)+6/ E(t)dt
€ 0

< k4E(O)+e/TE(t)dt

d’ou :

T k
I < k4E(0) + e/ E(t)dt, avec ky= (Ro + —2) > 0. (2.2.28)

0 €

* Estimation de I, :
9 _
Iy = —a VO.M (u) dzdt + ( 7m> g/ 0% ddt
Qr 2 & T
= 2w Vo.(m.V)u dxdt — « (n -1+ 7—m) Vo.u dzdt
Qr 2 Qr

2_7m Q 2

L’inégalité de Young et la définition de Ry donnent :

22 2 9
L < @M / |V¢9|2dmdt—|—e/ \Vul? dedt + & (n 14 7-’“) / V0 dwdt
€ . . 4e 2 .

9 _
+6/ lul? dxdt + (ﬂ) g/ 10|? dadt.
Qr 2 B Qr
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2.2. Stabilisation exponentielle du systéme

D’apres I'inégalité de Poincaré, il existe une constante positive \q telle que :
/ 0% dzdt < Ag/ V0> dedt, VO € HL(Q)
T T
donc

Iy <

— 14 Im)? 2 /9_
af (n—1+ 1) +Oz/6’Ro+ T | )2 / Vo dedt
4e € 2 T s

—i—e/ (luf® + |Vul?) dzdt.
T
L’identité (2.2.7) donne :

I4 < ksE (0) + 6/ (\u!Q +|Vu|?) dzdt,  ou ks est une constante positive.  (2.2.29)

T

Donc il nous reste & majorer le dernier terme de (2.2.29).

Ona:
/ > dedt < N (/ a(u):s(u)dmdt—l—/ a|u\2d2>
T T Sor

T
< 2\ / E (t)dt. (2.2.30)
0
On sait de ([15], p.231), qu’il existe v; > 0 tel que :

/T |Vl dedt <, (/T o (u) : e (u) drdt + /22T |u|2d2) . Vue (H'()"

Sia(z) # 0, alors Jkg > 0 tel que a(z) > ko, ou kg = ian a(z), (car I'y est compacte et
zela

a (.) est continue)

alors on aura

/ aluf’ de > kzo/ lu|? dx
Sor Sor

par conséquent

/ \Vu|? dedt < ' (/ o(u):e(u) dxdt+/ a ]u|2d2> . Vue (HE, ()"
T T Yor

d’ou :
/ |Vu|2dxdt§27’/ E(t)dt (2.2.31)
T T

ol 7 = max (71, Z—;) > 0.
Les estimations (2.2.30) et (2.2.31) donnent :

T
e/ (Ju® + |Vul?) dmdt§6(2A2+27’)/ E (t)dt.
Qr 0

66



2.2. Stabilisation exponentielle du systéme

Finalement, on obtient :
T
Iy < ksE (0) + ek, / B () dt (2.2.32)
0

ol ks et ki sont deux constantes positives.
* Estimation de I; :

L’estimation de I5 est basée sur I'utilisation des coordonnées locales comme dans [1] ou
[10].

Ona:
L = /ET (o () ) M () — movo () : = ()] dS
_ /E (0 () ) M () = () ) 2
+ /Z ) ) M () = v o) ()]
On pose

T = /Z (o () ) M () — mvo (u) : = (u)] d5
et

Jo = /2 [(o(u).v).M(u) —mwo (u) : € (u)] dE.

- Considérons le terme J;.

On a:

M(u)z?(m.V)u+<n—1+77m>u

et
Vu = m0purm + u, (Orv) + vd,ur + (% — (Orv)ur +v (&,u,,)) v, sur I.
La condition au bord de Dirichlet sur I'; donne
M (u) =2(m.V)u

et
Vu = vi,ur + v (0u,) v, sur I'y.
Calculons 2 (m.V)u, on aura :
2m.Vu = 2m. (vd,ur + v (d,u,) V)
= 2((Oyur) v+ v (Oyu,) P) . (mp + m,v)

= 2m.vo,u
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2.2. Stabilisation exponentielle du systéme

d’ou :
M (u) =2m.vd,u, sur I'y. (2.2.33)

Ensuite, on a (voir chapitre des rappels)

e(u) =er(u) +ves(u) +es(u)v+e, (u)ve, sur I’
avec :

2er (u) = w (Opug) ™ + TOrurm™ + 2u,0rv,
265 (u) = OVUT + VTU,, — (8TI/) ur, (2234)

e, (u) = dyu,.

De facon analogue on peut écrire :

o(u)=or(u) +vos(u)+os(u)v+o,(u)vy, sur T.
La condition au bord de Dirichlet sur I'y donne
er (u) =0, et 25 (u)=0up, sur I'y

et
o(u).v=o0gu)+o,(u).v, sur I (2.2.35)

Calculons (o (u).v) .M (u), en utilisant (2.2.33) et (2.2.35), on obtient :

(o0 (u).v).M(u) = M (u). (W) , sur Iy

= 2(m.voyu). (T{u)jt o, (u) .17) , sur Iy

= 2m.uv (05 (w)d,ur + o, (u) &,u,,) . sur I'y.

On a aussi :

o(u):e(u)=or(u):er(u)+20s (u)es (u) + o, (u) e, (u).

La condition au bord de Dirichlet sur I'y donne :

o(u):e(u) =205 (u)es (u) + o, (u)e, (u)
puisque ¢, (u) = dyu, et 2e5 (u) = dyur, sur I'y, alors :

o(u):e(u) =o0g(w)o,ur+ o, (u)dyu,, sur I'y
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2.2. Stabilisation exponentielle du systéme

donc

(o (u).v).M(u)=2m.vo (u) :e(u), sur Iy.
En remplacant cette derniére identité dans 7;, on obtient :
Ji = / 2m.vo (u) : e (u) —m.vo (u) : € (u)]dl’
r

= m.vo (u) : e (u)dl.

IN]

Comme m.v < 0sur I'y et o (u):e(u) >0, on en déduit que
J < 0. (2.2.36)

- Considérons, maintenant, le terme 75.

La condition au bord sur I's donne :

/FQ(U(U).I/).M(u)dF:—AZQ(au+u').(m.V)udF— <n—1—|—77m> A2u.(au+u')df

T
—/ / 2(au+u’).(m.V)udth— n—1+— // (au + u') dl'dt
0 Fz F2
T

_:/; FQWLVU(U);g(u)dth

alors

Cette identité, I'estimation (2.2.36), la condition d’ellipticité (2.0.3) et 'expression (1.5.27)
(voir page 33) permettent d’obtenir :

T
I; < C’/ <|u|2+|u’|2 dE—/ /2(au+u’).(m.V)udth
o 0 Iy
_ka/ / er () < ep (u) + 2 |es ()2 + e, (w)[?) dTdt (2.2.37)
1)

ou C' désigne ici et dans la suite une constante positive assez grande indépendante de wu.

k est une constante positive telle que m.v > k > 0, sur I's.

Il s’agit maintenant de majorer I'intégrale / / 2 (au+u') . (m.V)udl'dt.

Posons :

T T
Ilz/ / 2au. (m.V)udldt, et Iy = / / 2u’. (m.V)u dUdt.
0 F2 0 Fz

¢ On commence par estimer le terme

T
L:/ / 2au. (m.V)u dl'dt.
o Jry
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2.2. Stabilisation exponentielle du systéme

En remarquant que :

u. (m.V)u = %m.V (|U|2)

nous obtenons :

1
u. (m.V)u = EVT (|u|2) mp + myur. (O,ur) + myu, (O,u,) , sur I's.

En effet,
u.(mV)u = %m.v (|U|2)
_ %mT_vT (lul?) + %my&, Jul?
_ %mwwqm%+%mﬁAWﬂ%H%ﬁ
= %VT (|U’2) my +myur. (yur) + myty, (Syu,),  sur T,

On aura donc
T
I1:/ / (aVT (’UE) mp + 2amyur. (&,UT) + 2amyu, (8”””)) dr'dt.
0 T2

On majore successivement les termes de droite de 1’égalité ci-dessus.

Pour le premier terme, on utilise la formule de Green

T T
/ / aVr (Ju*) .mp dTdt = —/ lul? divy (amy) dUdt,
0 Fg 0 F2

et on obtient : .
< C/ |u|? dTdt. (2.2.38)
0 Ty

T
/ / aVr (|u|2) .mp dldt
0o Jry

Pour le second terme, on utilise 'expression de g (u) (voir l'identité (2.2.34) ) et on

obtient :
myur. (Oyur) = myur. (2e5 (w)) + myur. (Opv) ur — myur.NVyu,, sur Is.

L’inégalité de Young donne :

T T T
/ / damyur.cs (1) dth‘ <6, / les (u)|? drdt+ & / url?dTdt  (2.2.39)
0 I 0 1) 01 0 I

pour 6 > 0, qui sera choisi plus loin.

Comme m, et Orv sont bornés, alors :

T T
/ / 2am,ur. (Orv) ur dth‘ < C/ |uT|2 dl'dt. (2.2.40)
0 s 0 >
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La formule de Green et des intégrations par parties donnent :

T T
/ /amyuT.VTul, dl'dt = —/ /u,,divT (am,ur) dldt
0o Jr, 0o Jr,
T T
= —// am,,ul,divTquth—/ /ul,VT (am,,) .updldt.
LT o Jr,

La proposition 1.5.1 et I'inégalité de Young donnent :

T C T
/ / 2am,,u, divy (ur) dth‘ < 0, ||lurl’ + —/ / |u|* dTdt
0 I'a 01 0 Ts

2am, ur. VTquth‘ < 01/ / er (ur) : er (ur) dUdt + —/ |u|2df‘dt,
(2.2.41)

s

Pour le dernier terme, on utilise I'inégalité de Young, on obtient :

2am,u,,.0,u,dldt

T C T
gol/ |0,,ul,|2dth+—/ lu, |>dTdt.  (2.2.42)
0 Ty 01 0 Ty

1)
Finalement, les estimations (2.2.38) -(2.2.42) donnent :

T
|11\§91/ / (182 + er (ur) : er (ur) + |es () det+—/ (uf? dTdt.
0 T2 I
(2.2.43)

e On estime ensuite le terme

T
I, = / / 2u'. (m.V) u dUdt.
0 Jry

L’expression du gradient en coordonnées locales donne :
u'.(mNV)u = wp. (Oprur) mr + (uyuy — w,ur) . (Orv) my +
ul N, .my + my, (Wp.0yur +ul, (0,u,)),  sur Dy
Les termes qui posent probléme sont
u,Vru,mp et  myup.0,ur.

Les autres sont estimés a ’aide de I'inégalité de Young.

En effet, comme m et Orv sont bornés, alors :

0, 2C

/Qu’T.((?TuT)mT ar| < ||uT||l e || I (2.2.44)
FQ 1 F2

/ 2 (uyulp — uur) . (Opv)mp dl| < C (/ u?dl + [ || dF> . (2.2.45)
rs Ts T,

C
/ ol dyu,dl| < 01 [ [0u,|Pdl + = [ |o/]?dl. (2.2.46)
Iy I 61 Jr,
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2.2. Stabilisation exponentielle du systéme

i) Pour le terme

u., NV ru,.my

on utilise les coordonnées locales, remarquant que I'y est une variété compacte de dimension
(n — 1), nous introduisons un nombre fini de cartes locales (U1, ¢y) , ..., (Us,, ¢, ) Tecouvrant

[’y ainsi qu’une partition de 1'unité associée (¥, ..., 9k, ) . Nous avons :
k1
/ 2u!, Vru, mpdl = Z/ 20u, N pu, mpdl.
Ta . Uj

On va considérer une des intégrales en omettant 'indice j: fU 20u, Vru, mpdl.

On écrit :
n—1 ' agp
mr = izlmzai, ou aj; (ZE) = (9_5’ (gp_l (:1:)) , 7= 1, ey — 1.
Notons ¢ le tenseur métrique associé a la carte locale (U, ¢), {ai, ..., a,—1} est une base du
plan tangent.

lg] = |det (g)] et W = ¢~ (U), on obtient :
n—1 a(u o ) L
/ 20u!, N pu,, mpdl = / 2(0 0 @) (U, 0¢) Z”—i@mz g2 de*...demt.
U w —~ 0
Remarquons que 9 o ¢ est continue & support compact, v, = u, o ¢ est un élément de

Hz (W) et il existe C > 0 telle que :

On considére les deux sous-ensembles de W suivant :
wr o= {(¢, ... ) ew St (¢, > 0),
w- = {(¢,..." ) ew /mt (¢ .., <0}
On a:

,8’()1, 1 n— !/
/2(19090)% tm! gl det. g = / 2(0o¢p)u,
W o€

W+

+/2(ﬁo¢)v;

m' |g|? dt...de"

m!|g|? det...de" Y.

1
On pose : 1) = ((19 op)m! |g|%> * dans W, alors on aura :

| 2000 uZmt gl dg e = [ 2 Sthagt. g
Wt /3 W+ o¢!

:/ %vLW 2 get L gent — / v (ol >’a¢d5 den 1,
W aE!

(2.2.47)
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Estimons les deux termes du second membre de (2.2.47).

Pour le dernier terme, on a :

//W ’8—%5 g {/Ww(lv,,wafd& g 1]:

Il existe une constante positive C' indépendante de u et de ¢ telle que :

‘/ dg et < 0/ |u|* dT
I

< C [ |ufdr.

Les théorémes standards des traces montrent que

/ W2 dT < C [[ul By

D’aprés I'inégalité de Poincaré et 'inégalité de Korn, il existe une constante positive C

(indépendante de u et de t) telle que :
HUH?Hl(Q))" <CE(t).

La décroissance de I’énergie donne (voir la proposition 2.2.1 )

’awdg dE"Y < CE(0).

W+

Revenons, maintenant, au premier terme de (2.2.47).

Remarquons que 1) est & support compact dans W, et: ¢ =0 sur OW™.
On définit la fonction G par :

o Yv,, dans WT x RT,
0, dans (R"'\WT)xR".

,8(wvy) 1 n—1 ,0G n-1
det. dent = &gt d
/W 2uu, S e /R2 vt

Soit G la transformée de Fourier de G par rapport a £;; alors :

/ Qwv,’,aw?”)dfl...dﬁn’l: / 4imn' G'Gdntde?...den !
W+ ag Rn—1

ce qui implique

T

/OT /W+ 2¢v'ya(a?f”)d§1...d§”‘ldt: [/Rl 2! )@)anldfz...dg"—lh
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mais
1 n—1 2
[ me] anagtas | <Gl o < Clluly,
La décroissance de 1’énergie donne (voir la proposition 2.2.1 ) :
2, )dg AE™ ldt‘ < CE(0).
w+

Pour l'intégrale dans W~ on remplace ¢ par ¢ définie par @ (51, cey 5”_1) =¢ (fl, cey 5"‘1)
et on procéde comme ci-dessus, on obtient des résultats similaires concernant les termes
n—1

contenant m?, ..., m

Finalement, la définition et la décroissance de I’énergie donnent :

2/ Vo, mpdldt| < CE (0). (2.2.48)

I

ii) Pour le terme

my .0, ur

on utilise 'expression de eg (u) (voir I'identité (2.2.34) ) pour écrire :
myuy. (Our) = myuy. (25 (u)) + mywy. (Orv) ur — myup. Vru,, sur Ds.

Les deux premiers termes sont estimés par 'inégalité de Young. En effet,

/ dmyup.es (u) dF‘ <6, / leg (u)[* dT" + Hg |utr)? dT (2.2.49)
s I Iy

1

/ 2yl (9rv) updl| < C/ (\u'T\2+ \uT\Q) dr. (2.2.50)
T'o 1)

Pour le terme (m,u/..Vru,), on utilise une intégration par parties qui donne :
T T T
/ myup. Vru,dldt = [ myuT.VTul,dF} —/ myup. (Vrul,) dUdt
0 FQ Fz 0 0 Fz

T T
= [ myuT.VTul,dF} +/ /u;divT (myur) dUdt.
Ty 0 I

Estimons maintenant les termes du second membre de I’égalité ci-dessus.

Le lemme 1.5.4 (voir la page 31), donne la relation :

divy (myur) = mydivpur + up.Vym,,.
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donc on aura :

T T
/ / u, divy (m,ur) dldt = / myu, divpupdldt +
0o Jr, 0

I
T
//u'VuT.VTdeth.
0o Jr,

La proposition 1.5.1 (voir la page 36) et I'inégalité de Young donnent :

T T o (7
/ / w, divy (myur) df‘dt' < 01/ / er (ur) : er (ur) dth+—/ / (|u'|2 + |u|2) dl’dt.
0o Jr 0o Jr 01 Jo Jr,
(2.2.51)

Il reste a estimer le terme

myur (t) .Vru, (t)dl.

T2

Pour cela, on consideére la fonction ¢ € H' (T'y) solution de
C — ATC = diUTUT (t) s sur FQ.
Comme divrur (t) appartient & H—1/2(I';), alors ¢ appartient a H*?2 (T'y), et on a :

ISl ger2ry < Clldivrur ()] -1,
< Cllur Ol e, - (2.2.52)

De plus, la formulation variationnelle du probléme précédent montre que

La définition de ( et la formule de Green donnent :

myur (t) .Voyu, (t)dl = — / u, (t) divy (myur (t)) dl

I r

= _/r uy, () up (1) .VTm,,dF—/F u, (t) mydivy (ur (t)) dU
_ / wy (#) up (£) Vymydl — / w, (#) myCdT + / wy (#) My ApCdT,

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et 1’estimation (2.2.53) donnent :

/F w (t) Vrmup (1) dT + /

I

u, (t) m,,(df‘ <C [ |u(t)]dr. (2.2.54)

s

Finalement, comme (—Ar) est un opérateur auto-adjoint non négatif, alors on peut écrire

- / o (t)my (AgC) d = / (—Ar)Y* (uy (£ my) (—Ag)¥/* ¢

I
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz et I’estimation (2.2.52) donnent :

/uu(t)mu(ATC)dF < Cllu (&) mull gyegeyy €N sz,
1)

2
< Cllullrer, -

Les théorémes standards de traces et la définition de I’énergie montrent que

/F oy (£) Vot (1) dF‘ <CE®),

comme |’énergie est décroissante, on a :

T

[/ le,uT.VTu,,dF] < CE(0).
1)

0

Les estimations (2.2.51) et (2.2.56) donnent :

(2.2.55)

(2.2.56)

T T
/ / 2m,,u'T.VTu,,dth‘ <cEO+< / W2 dTdt + 6, / lurl2de.  (2.2.57)
0 I'y 01 0 T2 I's

Les estimations (2.2.44), (2.2.45), (2.2.46), (2.2.48), (2.2.49), (2.2.50) et (2.2.57), montrent

que

T
1Zo| < 91/ / (€T (ur) : er (ur) + |es (w))* + |0Vuy|2) dl'dt
0o Jr,

T
+9/ / (juf? + o) drdt + CE (0)
0. Jo Jr,

pour tout 61 > 0.

(2.2.58)

En introduisant les estimations (2.2.43) et (2.2.58) dans 'estimation (2.2.37), on obtient:

Iy < ke <E(O)+/ <|u|2—|—|u'|2) dth)+
Yo

201/0 /F (er (ur) s er (ur) + |es (W) + |e, (u,,)\Q) dl’dt

—ké/o /1“ (e7 (u) s er (u) +2es (W) + |e, (uy)|2) drdt

pour kg > 0 et tout 8; > 0.
Comme

er (u) = er (ur) + er (u,v) = er (ur) + u,Orv, sur T

alors :

er (u) s er (u) = er (ur) : er (up) + 2er (ur) : er (wv) + e (wv) @ e (wv),

76
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En utilisant ’estimation

ler (ur) : er (uyv)| < Orer (ur) = e (ur) + (4601) ' er (uyv) = ep (uyv)

on obtient :
1
er (u) rer(u) > (1 —201)er (ur) : er (ur) + <1 — ﬁ) r(uv) s er (uyv), sur DIy
1
Comme
er (u,v) : er (uyv) = u2 (Opv : Opv)
alors

/aT(uy) er (upr)d0 < C [ Juy P dT.
Iy

1)

L’estimation (2.2.59) s’écrit alors :
T
L < kE(0) +I<:7/ / (juf + o) dras
o Jr
’ 2 2
—|—291/ / (er (ur) s er (ur) + |es (w)|* + |e, (w)|”) dDdt
o Jry

—k;é/ /P (1= 20) er (ur) - o7 (ur) + 2]es (W) + |o (w,)[?) dTdt

ou encore
T
1“2

/ / (26, (k6 + 1) k6) (2.2.60)
(e (ur) : 7 (ur) + 2 (61 — k6) |es (u )+ (20 — k6) e, (ul,)]2)} drdt

pour kg, k7 > 0 et tout 8; > 0.

Pour 6, assez petit I'estimation (2.2.60) donne :

T
Is < kgE (0) + k7/ / <|u|2 + |u'|2) ddt. (2.2.61)
0 Ts

Le lemme 2.2.3 et l'estimation (2.2.61) donnent :

T
I5 < (kﬁ + @> E(0) + k7/ u/)? dY + 6/ E (t)dt. (2.2.62)
€ Sor 0

Finalement, dkg > 0 telle que :

I; < (kS + % + kg) E(0) + e/OTE (t) dt. (2.2.63)
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2.2. Stabilisation exponentielle du systéme

* Estimation de I :

Is = my0p (aijr) €15 (1) gy (w) dadt — 7m/ o (u) : € (u) dxdt.
Qr T
D’apres la définition de +,, donné par (2.2.1) on a :
Is < 0. (2.2.64)

Finalement, les estimations (2.2.26), (2.2.28), (2.2.27), (2.2.32), (2.2.63) et (2.2.64) donnent

k3 + ks

T
0

T
+e (2+k3+kg)/ E(t)dt.
0

Comme 7,, < 2, en prenant

ee]o, 2=m) [

24 ks + K
On conclut que : .
/ E(t)dt < CLE (0)
0
ou
(ky + BtEs 4 By + ks + ki + ko)
2—7,, —€(2+ks+ ki)

k
k4:RO+§.

Cy =

En faisant tendre 7" vers 400, on déduit 'inégalité

/+OOE(t)dt§ClE(O).

Ensuite, en appliquant le lemme 2.2.1, on obtient :
E(t)<E(0)exp(l—wit), Vt>0. (2.2.65)

avec wy = c%

Comme les constantes ne dépendent pas de la solution forte (u, #), on prouve a l’aide d’un
argument de densité que cette estimation reste vraie pour toute solution faible (u, ) :

soit (ug,u1,00) € H, et (u,0) la solution faible associée. Comme D (A) est dense dans H,

il existe une suite (up, u?, 05) dans D (A) qui converge dans H vers (ug, u1, 6p) . Soit (u?, 6)
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2.2. Stabilisation exponentielle du systéme

la solution forte du probléme (P) associée a la donnée initiale (uf), uf, 05). A p fixé, on peut

utiliser 'estimation (2.2.65).
Vi>0, E(uP(t),0°(t) < Eu”(0),0"(0))exp(1—wt). (2.2.66)
Or, la suite (ug, uf,0) vérifie
E (u”(0),67(0)) = % (g, uf, 5)ll5; — E (u(0),6(0)), quand p — +o0

D’autre part, en utilisant la décroissance de 1’énergie du probleme linéaire, on obtient :

E((w?(t),0° (1) = (u(t),0(1) < E((u”(0),67(0)) = (u(0),6(0)))

d’ou :
EW —u, 6 —0)—0, dans L™ (RY)

c’est-a-dire :

wo— dans L™ (RY, (H{, (Q))n) )
0}7 — 07 dans LOO (R+) H(} (Q)) :

Ainsi, l'inégalité (2.2.66) donne :
Vit >0, E(u,0,t) < E(ug,0,0)exp(l—wt).

Ce qui termine la démonstration du théoréme 2.2.1.
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Chapitre 3

Stabilisation du systéme anisotrope
de la thermoélasticité par des
feedbacks interne et frontiére non

linéaires

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la stabilisation d’un systéme anisotrope de
la thermoélasticité par des fonctions non linéaires du feedback naturel. La démarche util-
isée consiste a montrer la stabilisation exponentielle du systéme linéaire en établissant une
inégalité intégrale, obtenue par la technique de Bey et al. (cf.[1]) (voir chapitre 2 ); la
stabilisation du systéme non linéaire s’en déduit grace au résultat de S. Nicaise (cf.[23]).

Nous introduisons d’abord quelques notations et hypotheses utilisées dans ce chapitre.
Soit  un ouvert borné non vide de R, n > 1, de frontiére I' de classe C?. On note
v=(v1,...,vy)" le vecteur unitaire normal extérieur a T
Pour zy € R" fixé, on pose : m(x) = v — xp; © € R™ et on considére la partition de la

frontiere I' suivante :

I'' = {zel, m(z).v(z) <0}, (3.0.1)
I'y = {zel', m(z).v(z)>0}. (3.0.2)
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3.1. Existence et unicité de la solution

On considére maintenant le systéme anisotrope de la thermoélasticité avec feedbacks 1'un

interne et Pautre frontiére non linéaires :

(W' — dive (u) +aVo+ f(u') =0, dans Q x Rt
0 — AO + Bdivu’ = 0, dans € x RY,
0 =0, sur ' x RT,
(P1)
u =0, sur 'y x RT,
o(u).v+au+g(u) =0, sur Iy x RT,
u(.,0)=wug, v (.,0) =uy, 0(.,0) =0y, dans €.

\
ou u = u(x,t) = (ug(x,t),...,u, (z,t)) désigne le vecteur déplacement, § = 0 (z,t) la
température.

Les parameétres de couplage « et S sont supposés strictement positifs.

La fonction a = a (z) est non négative sur I'y et a (z) € C* (T'y).

Les fonctions ¢ (u) = (g1 (u), ..., gn (u))T et f(u)=(fi(w),...[n (u))T sont continues et

satisfont

f(0)=g(0)=0, (3.0.3)

et les conditions de monotonie
(g(x)—9W) . (x—y) = 0, Va,yeR” (3.0.4)
(f@)—f).(x—y) = 0, VryeR" (3.0.5)

On suppose qu’il existe deux constantes positives C; et C; telles que :

=
&
AN

Cr(1+]z]), VzeR" (3.0.6)
lg(z)] < C,(1+|z]), VzeR™ (3.0.7)

3.1 Existence et unicité de la solution

On s’intéresse dans ce paragraphe a I’étude de I'existence et de I'unicité de la solution du
systéme (P;), basée sur la théorie des semi-groupes non linéaires [3, 12, 27], en le ramenant
a une équation d’évolution du premier degré.

Dans ce qui suit, on suppose que :

mes(I'1) > 0 ou a(zr)>0, Vaely, (3.1.1)
N, = o. (3.1.2)
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3.1. Existence et unicité de la solution

On désigne par (.,.) la dualité entre (H}, (€2))" et [(H}, (Q))n}/ et entre H} () et H1 (Q).

On considére les opérateurs :

A (HL ()" — [(HE @)

défini par :
(Au,v) = (u,v)(H%l(Q))n , Vu,v e (Hp ()"
avec
(u, U)(Hl @) = / o(u):e(v)de +/ auwvdl,  Vu,v € (Hp (Q))". (3.1.3)
Q Ty
Ag: HY (Q) — HH(Q)
défini par :

(Aou, v) = (u,v) ga(q) = / Vu.Vvdz, Yu,v € Hy (). (3.1.4)
Q
Le théoréme de représentation de Riesz assure que A et Aj sont des isomorphismes isométriques
de (H} (Q))" vers [(H{, (Q))n}/ et Hy (Q) vers H™ ! (Q) respectivement.
On considére aussi I'opérateur non linéaire By de (HE (Q2))" dans [(H}, (Q))n}/ défini par :
(Bou, v) /f v dx —i—/ (w).v dl, Vu,v€ (HE ()", (3.1.5)
I

Lemme 3.1.1 Si les fonctions [ et g vérifient (3.0.6) et (3.0.7). Alors l'opérateur By est

!/

bien défini de (H} (Q))" dans [(HE ()] .

Preuve. On désigne par C' une constante positive assez grande.
Pour u, v € (H{, ()", ona:

(Bou, v) — /f vdaz—l—/ (u) v dT".
En utilisant (3.0.6) et (3.0.7) et les applications conthues
HE () € H' (Q) — Hz () C L?(Ty)
on trouve :
[(Bow, )| = [ fo f () 0 do+ i, g (w) v | < € [( fQ|f W2 dz)? . (jo] dx)?
# (o P ar) (o, o ar)’|
<c[(1+ (Jolo? dx)é) o1l g oy

(14 (fy P ar)) ol o, o]
< C [+ Nl g, gy Wl g ey -
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3.1. Existence et unicité de la solution

Ce qui montre que Byu € [(H}, (Q))n], pour tout u € (H}, (2))". =

En suivant les mémes démarches de la section 2.1 du chapitre 2, et en utilisant les

opérateurs A, Ay et By, on réduit le systéme (P;) a une équation d’évolution du premier

degré.

Alors le systéme (P;) s’écrit :

u” + Au+ Bou' + oV =0, sur RT,
0" 4+ Aol + Bdivu’ = 0, sur RT,
u(0) = ug, o (0)=wuy, 6(0)=0.

On pose : ¢ = (u,u’,0) et on considére I'opérateur non linéaire A : H — H,
avec H = (HE ()" x (L* ()" x L?(Q), défini par :

Ap = (—u', Au+ Bou' + aVi, Agf + fdivu') .
Le systéme (3.1.6) se réécrit :

() {¢'+A¢ = 0, sur RT,
¢ (O) = (Uo, Uy, 90) .

(3.1.6)

Si (u, 6) est une solution (suffisamment réguliére) du systéme (P;), alors ¢(t) et A¢p (t) sont

des éléments de ‘H, pour tout t > 0. Ceci nous améne & définir :

n

D(A) = {(u,v,0) e H, ve (H ()", Au+ By € (L* ()

A (u,v,0) = (—v, Au+ Byv + oV, A + Bdivv) .

) NS H2(Q>HH3 (Q)}

Proposition 3.1.1 Sous les hypothéses (3.0.3), (3.0.4), (3.0.5), (3.0.6), (3.0.7) et (3.1.1),
lopérateur A est mazimal monotone sur H = (HE (€2))" x (L*(2))" x L?(Q).

Preuve. i) A est monotone :
Soient ¢' = (u',v',0'), ¢* = (u?,0v*%,6°) € D(A), ona:

<Aqb1 — Ap?, o' — ¢2>H = <A (ul,vlﬁl) - A (u2,v2,92) , (ul,vlﬁl) — (uQ,v2,02)>

= (v? — vt ul — u2)<H% @)" + (A (u! — u?) + Bov' — Bov? +aV (0" — 6%)
+ (4o (6" — 6°) + Bdiv (v* —2?), ' — 6?)
= (Bov' — Bov?, v! — %) + g IV (6" - 6%)|”

:/Q(f(v1>—f(vQ)).(Ul—UQ)dQJ—l-/

1)
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3.1. Existence et unicité de la solution

puisque (f (v') — f(v?).(v' —v?) > 0 et (g(v') —g(v?)). (v} —0?) >0, W', v? € R,

alors on obtient :
<A (u17U1791) ) (u27v2’92) 7 (u17v1’91) _ (u2,v2,92)>H > 0.

L’opérateur A est donc monotone.

ii) A est maximal :

Montrons la surjectivité de Popérateur (I +.A) de D (A) sur H = (HE ()" x (L (€2))" x
L*(Q).

Soit (p,1,&) € H, cherchons un élément (u,v,6) € D (A) vérifiant :

(I +'A) (U,U,@) - <¢7¢7€)'

(I +A) (u,v,0) = (0,9,8) <= (u,0,0)+(=v, Au+ Bov +aVl, A + fdive) = (¢, 9, )

c’est-a-dire :
u—v =,
v+ Au + Byv + oV = 1), (3.1.7)
0 + Ao + Bdivv = &.

La premiére équation du systéme (3.1.7) donne :
uU=v-+ .

En reportant u dans la deuxiéme équation du systéme (3.1.7), on trouve :

!/

v+ Av+ Bov+aVl = ¢ —Ap, dans [(HE (Q)"],

a, o« o
—0+ —Af + adive = —=¢, dans H'(Q),

avec ¢ € (L? ()", Ap € [(HE, (2))"] donc ¢ — Ap € [(HE ()]
Alors pour montrer que (I + A) est surjectif de D (A) sur H, il suffit de montrer que

(3.1.8)

I'opérateur non linéaire
Az (HE ()" x HE(Q) — [(HE, ()] x H(Q)
est surjectif, ou A; est défini par :
a a .
Ay (v,0) = (U + Av + Bov + Ve, 59 + BAOQ + oadwv) )

Montrons donc la surjectivité de 'opérateur A; :
Lemme 1 : L'opérateur A, : (HE, (Q))" x HY (Q) — [(HE, (2))"] x H1(Q) est surjectif.
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3.1. Existence et unicité de la solution

Preuve La preuve de ce lemme est basée sur le théoréme 1.3.2 (voir page 22).
Posons V, = (HE, ()" x HE ().
e A, est monotone :
Soient (v',6"), (v?,6%) € Vo, on a:
1 gl 2 p2 1 gl 2 p2 ll a2 1 2
(A (v1,60Y) — (v%,6%), (1, 0") — (v ’9)>V0',V0_<U — v ot —0?)

1 2 1 2 1 2 ot 2
AW =07, v = %)+ (Bov' = Bov®, v =) o)) (1 @)

+{aV (0" —6?), Ul—v2>+%<91—92, 61—92>+%<A0 (0" = 6%, 0" — 0?)
+a (div (v' —v?), 6" —6%)
=t = A+ 16" = Mgy + [ (@) = F02). 07 =02 d

Q

[ ) =g 0t = ar + S (6 - 67|

2

(fx)=fW) . (x—y) > 0, Vz, yecR"
(g@x)—9W).(x—-y) > 0, Vi, yecR"
alors
(A1 (1,81) = (267) (21.0) = (2, 87))y 20

d’ou A; est monotone.

e A, est coercive :

Soit (v,0) € Vp, on a :

Q

5 <A007 0>

o
(s (0,0, (0.0, = oy + Nl anye + (Bovoo) + 5 46.6) +
> C (10l g, ey + 1003 c)

puisque (Byv,v) > 0 (car By est monotone et By0 = 0).

o A, est borné : la bornitude de A; découle des propriétés de f et g (3.0.6) et (3.0.7).
o A, est hémicontinu :

Soient (v',0'), (v?,6°) et (v,0) € Vo, on a :

(A1 [(v1,0") +t (0%,6%)], (v,0)) = (V' + tv?, v) + (A (v" + t0?), v) + (By (v' + 1v?), v)
+a (V (0" +10°), v) + % (0" + 6%, 6) + % (Ao (0 +16%), 0) + a (div (v} +1?), ).

On veut démontrer que

lim <A1 [(01,91) +1t (1)2,92)} ,(v,0)> = <.A1 (vl,ﬁl) + 1o (02,92) , (v, 9)> , to € R

t—to
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3.1. Existence et unicité de la solution

pour tout (v',0'), (v2,6%) et (v,0) € Vo, pour cela, il suffit de montrer que By est hémi-

continu, c’est-a-dire :

lim <BO (Ul + tv2) , U> = <B (vl + tOUZ) ,v>, pour tout v, v? v € (H%1 (Q))n

t—to

Par définition

(By (v' + tv?) ,v) = / f (0" + t0?) wda +/ g (v' +t0?) wdl, Yo', v?, v e (HE, ()"
Q 2

comme f et g sont continues, il vient que pour tout v!, v% v € (Hll1 (Q))n

g (vl + th) — g (vl + t0v2) , quand t —ty p.p surl,
f (vl + tv2) — f (vl + tov2) , quand t —ty p.p sur €.

D’autre part, f et g vérifient les propriétés (3.0.6) et (3.0.7) .

L’application du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue donne :

lim [/ f(v' + t0*) vda —|—/ g (v' + tv?) .vdF] = / f (0" +tv?) .vdx—l—/ g (v' + tov?) vdl
Q Ty Q r

t—to 2

d’ou :

lim (B, (v + tv®) ,v) = (By (v! + tev?) ,v),  pour tout v', v*, v e (Hp, (Q))n

t—to

Ce qui entraine que A; est hémicontinu.

Une application du théoréme 1.3.2 montre que A; est surjectif, c’est-a-dire :

AiVo = Vg

a
g
Reste a4 montrer que u € (H{ (Q2))", 0 € H*(Q) et Au+ Byv € (L*(2))". Pour cela, la

alors, pour tout (¢ — Ao, 5) € Vy, il existe (v, 0) € V4 solution du probléme (3.1.8).

premiére équation du systéme (3.1.7) donne :
U=v-+

comme v € (H ()" et ¢ € (HE, ()", alors u € (HE, ()",
par conséquent
(u, v, 0) € (Hp ()" x (Hp, (2))" x Hy ().

De plus,
Ao = &€ — 0 — Bdivv € L* (),
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3.2. Densité et régularité

car { € L*(Q), v € (HE, ()" et 0 € H (). D’autre part, on a :

<A09,U> = (97 u)H&(Q)

_ /V@.Vudx, Vo, u e HE (D)
Q

Soit ¢ € Z () , on a:

<A097 90> - <V(97 V(,O> ) VSO € “@ (Q)
= _<A9790>7 \V/QDG@(Q)

d’ou :
Apf = —A0 dans 2'(Q)

comme Af € L? (Q) et € H} (), alors § € H*(Q), il s’ensuit que
0c H*(Q)NH(Q).
De la deuxiéme équation du systéme (3.1.7), il vient que

Au+ Byv =1 —v —aVl € (L* ()"

n

car ¢ € (L?(Q))" et v e (HE ()",
Finalement, pour tout (p,,§) € H, il existe (u,v,0) € D (A) tel que :

<I+'A) (U,U,G) - <¢7¢7€)

donc lopérateur (I 4+ A) est surjectif. Par conséquent, A est maximal.

Ceci acheve la preuve du proposition 3.1.1. =

3.2 Densité et régularité
Nous allons étudier dans cette section la régularité de la solution du systeme (P;) .

Proposition 3.2.1 Sous les hypothéses (3.0.3), (3.0.4), (3.0.5), (3.0.6), (3.0.7) et (3.1.1),

on a :

D(A) = {(u,v,0) € (Hp ()" x (HE (2)" x (H?(Q2) N Hy (),
—divo (u) + f (v) € (L*(Q))", o(u).v+au+g()=0 dans (H/? (Fz))n} .
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3.2. Densité et régularité

Remarque 3.2.1 Pour (u,v,0) € D (A), divo (u) € (L?(Q))" (c’est a direu € H* (divo, Q)),
alors d’apres le corollaire 1.2.1, (0 (u) .v) p, est définie comme €élément de (H1/? (Fg))n.
Commeu, v € (H} (Q))" et g satisfait (5.0.7), alors au+g (v) € (L*(T'2))", la condition au
bord o (u) .v+au+g (v) = 0 a un sens dans (H=1/2 ()" et de plus, (o (u).v) € (L*(I'2))".

Preuve. On montre que D (A) = Dy, avec

Dy = {(u,v,0) € (HE (Q)" x (H, ()" x (H* () N Hy (Q)),
—divo (u) + f (v) € (L*(Q))", o(u).v+au+g(v)=0 dans (H '/ (Fg))n} :

oD (A) C Dl,
Soit (u,v,0) € D (A), alors Au + Byv € (L? (Q))",

or

(Au+ Bov,w>[(H1 @) (L @) = / o(u):e(w)dr+ / (au+ g (v)) .wdl
1 AR Q Ty
+/ f)awdz, Yw € (HE ()"
Q
Si on prend w dans Z (2, R") , on obtient :

—divo (u) + f (v) = Au+ Byv € (L? (Q))n

ce qui montre que u € H' (divo,(2) . D’apres le corollaire 1.2.1, (0 (u) .v) p, est défini comme
élément de (H /2 (Fg))n. Pour w € (H{, ()" ona:

(o (u) .1/,w)(H,l/Q(m»n’(Hl/Q(FQ))n = /Q (wdive (u) + o (w) : € (u)) dx

(Au + Byv, w>[(H%1(Q))n]/7(H%1 @y = /deiva (u)dzx + (o (u) .v, w>(H_l/Q(FQ))n«HUQ(H))n

+/F2 (au+g(v))-wdr+/9f(v) wdz

comme
—divo (u) + f (v) = Au+ Bov € (L* (Q))"
alors :
o(u).v+au+g(w)=0, dans (H_1/2 (Pg))n
d’ou :

(u,v,0) € D;.
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3.2. Densité et régularité

Réciproquement, Soit (u,v,0) € Dy, pour w € (H%1 (Q))n on a:
(Au + BO,U’U})[(Hlll(Q))n],,(Hl @) = / (u) : e (w)dx + /1“2 auw.wdl’

| +Q/Q f (v) wda + / g (v) wdl

I

comme u € H' (divo,Q), d’apres le corollaire 1.2.1, (o (u) .v) /T, est défini comme élément
de (H7Y/2(Iy))" et on a :

(o (u) .v, w>(H_l/g(m))n’(m/z(m))" = /Q (wdive (u) + o (w) : € (u))dx

d’ou :

(Au + Bov,w>[(H%1(Q))n],7<H%1(Q)>n = (o (u) .V,w>(H_1/2(1—\2))n’(H1/2(F2)>" - /Qw divo (u) dx

+/F2 (au+g(v)).wdr+/gf(v) wdz
_ —/dez'va (u) dx+/ﬂf(v) wdz, Yw e (HE ()"

n

(A Bt ) e ] (i 1) = /Q (f (v) — divo () wde, Yw e (HL ()
d’ou :
Au+ Bov = —divo (u) + f (v) dans [(H], (Q))n}'

Comme
—divo (u) + f (v) € (L*(Q))"
alors
Au+ By € (L* ()"
d’ou :
(u,v,0) € D(A).
]

Proposition 3.2.2 Sous les hypothéses (3.0.3), (3.0.4), (3.0.5), (3.0.6), (3.0.7) et (3.1.1),
D (A) est dense dans H.

Preuve. On proceéde comme dans [12]; posons :

Dy = {(u,v,0) € (HE, ()" x (HE, ()" x (H* ()N Hy (), ue (H*(Q)",

o(u).v+au+g((v) =0 sur I's}
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3.2. Densité et régularité

et

D = {(uv.0) € (H ()" x (H} ()" x (H (@) N H (), ue (H ()",
o(u).v+au=0 sur I'y}.
Comme ¢ (0) =0, alors D C D.

* On montre que D est dense dans H.

Pour montrer que D est dense dans H, il suffit de montrer que
Wy = {(Ul,Ug) € (Hll1 (Q))n X (H& (Q))n, v € (H2 (Q))n, o(v1).v+avy =0 sur Fg}
est dense dans (HE (9))" x (L*(2))".
Posons : H = (H} (Q))" x (L*())".
Soit (vy,v9) € H tel que :
((v1,02), (w1, w2)) y =0,V (wy,w2) € Wy
ou encore :
(017101)(1{111(9))” + (U27w2)(L2(Q))” =0, V(wi,ws) € W

Si on prend w; = 0 et wy € (HE ()", alors (0,wy) € Wo; on obtient : (v2, w2) 12y = 0,
Vw, € (Hg (2))", ce qui donne vy = 0 (par densité de (Hj (2))" dans (L?(Q2))").

11 reste (vy, wl)(H% @) = 0 pour tout élément wy de (H* () N H}, (Q))" qui vérifie :

o(wy).v+aw, =0, sur Iy. (3.2.1)

La relation
(Ul, wl)(H%l(Q)yz = 0
s’écrit :
/ g ('Ul) S (’U)1> dx + / (l’Ul'LUldF = 0,
Q Iy

une intégration par parties sur 2 donne :
- / vidivo (wq) dz + / v (0 (wy) .v + awy) dl' = 0, vw, € (H* (Q) N Hy ()",
Q )
on obtient :
/ vidivo (wq) dz =0
Q
pour tout élément wy de (H?(Q) N HE (Q))" qui vérifie (3.2.1) .
Montrer que v; = 0, revient & montrer que ’application :
Wo = (L2(Q)"

(w1, ws) +— —divo (wy)
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est surjective.

Pour cela, on prend h € (L2 (€))"; on résoud le probléme :

—divo (wy) = h dans (2,
w; =0 sur I'y,

o(wy).v+aw; =0 sur Iy,

dont la formulation variationnelle est
/O’(U]l) e (w) d$+/ aw;.wdl’ = / hw dz, Vw € (Hp ()"
Q Ty Q

d’apres le lemme de Lax Milgram, ce probléme admet une solution unique w; € (H%1 (Q))n )

En effet, on pose :

a(wl,w):/ o (wy) :5(w)dx+/ aw;.wdl’,
Q Iy
et

L(w) = /Q hwdz.

e a(.,.) est bilinéaire.
e Montrons que a(.,.) est continue sur (H{ ()" x (H} (Q))
Soient wy, w € (H, (2))" :

n

ja (wi,w)| =

/a(wl) :5(w)dx—|—/ awl.wdf‘
Q Iy
< il

n

HE (9)) w”(H%l(ﬂ))”

d’ou la continuité de a (.,.) .
e Montrons que a(.,.) est coercive sur (HE ()" x (HE, ()"
Soit w € (H}, ()", on a:
a(w,w) = /a(w) : 5(w)da:—|—/ a |w|* dl
Q

I

d’ou la coercivité.
e L (.) est linéaire sur (H} (Q))"
e L(.) est continue sur (H}, (Q))

D’apres le corollaire 1.2.1, (0 (wy) .v) , est défini comme élément de (H~'/2 (T2))" et on a

n
n

o(w).v=—aw; € (H1/2 (Fg))
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les résultats classiques de régularité elliptique montrent que w;, € (H? (Q2))" .

On a (wy,wy) € Wy, Ywy € (Hg (2))", ce qui prouve la surjectivité de I'application

Wo = (L2(Q)"
(w1, wy) +— —divo (w)
d’ou v; = 0 et Wy est dense dans H.
* On montre maintenant que Dy C D (A).
Soit (u,v,0) € Dy; alors u € (H?(R2))" et donc divo (u) € (L? ()" .
De plus (—divo (u) + f (v)) € (L?(Q))", d’aprés la proposition 3.2.1, on obtient :

(u,v,0) € D(A)

par conséquent, Dy C D (A) et D (A) est dense dans H.
Ce qui termine la preuve de la proposition 3.2.2.

Proposition 3.2.3 Si g (x1,...,x,) = (g1 (1), ..., 9n (z)) est continue, globalement lip-

schitzienne, alors :

et la norme |||.||| p4) définie sur D (A) par :

=

2 2 2 2
[ (w, v, ) pay = (HUH(HQ(Q))" + ”UH(H%l(Q))" + H9HH2(Q)>

est équivalente a la norme ||.|| 54y définie par :

N|=

2 2 . 2 2
v Ol = (lellfag, oy + 100, gy + ive (@) gy + 161

Preuve. On désigne par C' une constante positive assez grande.
D’apres la preuve de la proposition 3.2.2, on a Dy C D (A).
Reste a montrer que D (A) C Dy.
Soit (u,v,0) € D(A), on montre que u € (H*(Q2))"; pour cela, il suffit de montrer que

9()r, € (HY2(Ty))" (car on a (—divo (u) + f (v)) € (L*(R)" et u,v € (HE ()",

alors on peut appliquer les résultats de régularité elliptique au probléme

—divo (u) + f (v) = F, dans (2,
u=0, sur I'y,

o(u).v=—au—g(v), sur I's.
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Montrons alors que g (v) € (H* (Q))"
comme ¢ (z1,...,2,) = (g1 (x1), ..., gn (x,)) est globalement lipschitzienne et g (0) = 0,

alors il existe ¢; > 0 telle que :
lg(z)| <erlz], VreR"

d’ou :
/ lg (0)]> dz < c?/ v|? dz < 400,
Q Q

D’autre part, on a :

0: (g5 (v)) = Y Org;Oin
k=1

alors
VP = X (g 0)" T @)
< C |V

ce qui donne :
/ IV (g ()] da < C/ IVo|* dz < +o0
d’ou : ' "
g(v) € (H' ()" et donc 9()r, € (H*? (FQ))H.
et par conséquent
lg )|y < C lloll a1 gy
donc u € (H?*(2))" et

lull gz < C <||U = divo (u)l| 2@y + llau+g (”)||(H1/2<F2>)">
c (HUH(H;I(Q))” + |’UH(H§1(Q))” + || divo (U)H(L2(Q))"> :

IA

Ce qui donne I’équivalence des normes. m
A partir des propositions 3.1.1, 3.2.2 et 3.2.3, on en déduit le théoreme d’existence,

d’unicité et de régularité des solutions suivant (cf.[3, 12, 27]) :

Théoréme 3.2.1 Soient I'y et 'y définis par (3.0.1) et (3.0.2) et satisfaisant (3.1.1) et
(3.1.2). On suppose que les a;;i vérifient (2.0.3) et (2.2.1). On suppose de plus que les
fonctions f et g vérifient (3.0.83), (3.0.4), (3.0.5), (3.0.6) et (3.0.7). Alors, on a :

i) Pour toute donnée initiale (uouy,00) € H le probléme (Py) admet une solution, (au sens

faible), unique (u,0) vérifiant :

(u,u,0) € C (RY; H).
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De plus, si (vo,v1,70) € H et (v,7) est la solution correspondante alors on a, pour tout

t € [0,4+00)

1w (@), 0 (), 0(£) = (v (£), 0" (), 7 (0)) ]Iy < [l(uo0,ua,00) = (vo,v1, 7o) [l

continuité par rapport auxr données.
1) Si (up u1,0p) € D (A), alors la solution (u,0) (dite forte) du probléeme (Py) vérifie :

(u,u,0) € W (R 5 H) N L™ (RY; D(A)).

De plus, si g est globalement lipschitzienne telle que g (x1,...,x,) = (g1 (1), ., gn (1)),

alors la solution (u, ) du probléme (Py) posséde la propriété de régularité plus forte suivante:

u e L™ (R (H? (Q) N HE, ()"),
u'€ L (RY (Hy, (2)").

u" € L= (R (L*(Q2)"),

0 € L (RY; (H* () N Hy (),

0 € L° (RT; L? (Q)).

3.3 Stabilisation du systéme anisotrope de la thermoélas-

ticité par des feedbacks interne et frontiére non
linéaires.

L’objectif de cette section est de donner un résultat de stabilisation du systéme anisotrope
de la thermoélasticité par des feedbacks interne et frontiére non linéaires.
Rappelons le systéeme anisotrope de la thermoélasticité avec des dissipations interne et

frontiére non linéaires

;

v’ — divo (u) +aVeo + f (u') =0, dans Q x R,

0" — A + Bdivu’ = 0, dans Q x RY,

0 =0, sur I'x RT,
(P1)

u =0, sur 'y x RT,

o(u).v+au+g(u) =0, sur Ty x RT,

u(.,0) =wug, v (.,0) =uy, 0(.,0) =0y, dans €.

\

Théoréme 3.3.1 Soient I'y et I'y données par (3.0.1) et (3.0.2) et vérifiant (3.1.1) et
(3.1.2). On suppose que les a;jp vérifient (2.0.3) et (2.2.1). On suppose que les fonctions
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[ et g satisfont (3.0.3), (3.0.4), (3.0.5), (3.0.6) et (3.0.7) ainsi que les inégalités :

g(x).z > dlz|*, VzeR", lz] > 1 (3.3.1)
2>+ |g(@)> < G(g(z).x), VreR" lz| <1 (3.3.2)
2>+ |f () < G(f(z).x), VzeR" 2| < 1 (3.3.3)

ot d est une constante positive et G : [0,400) — [0,400) est une fonction concave stricte-
ment croissante telle que G (0) = 0. Alors, il existe une constante T > 0, des constantes 11,
ro et un temps Ty > 0 (dépendant de T, E (0), |I's|, |2]) tels que I’énergie de toute solution

de (Py) vérifie :
pt (7"175)
17t

E(t) <G < ) . Vi>T, (3.3.4)

ou V¥ est donnée par :

+oo
U (t) :/t % (S)ds

avec ® (s) = TR G <;) et Ry =min (|, |Q]).
2

Remarque 3.3.1 Le théoréme 3.3.1 reste vrai si [ = 0 et g vérifie les hypothéses précé-

dentes (cas d’un feedback frontiére uniquement) ou si I's = @ et f vérifie les hypothéses

précédentes ( cas d’un feedback interne).

Pour démontrer le théoreme 3.3.1, on aura besoin du résultat théorique de S. Nicaise

23].

3.3.1 Un résultat abstrait de stabilisation

Dans cette sous-section on rappelle le résultat théorique de S. Nicaise [23] qui montre,
sous certaines conditions, que si un systéme linéaire abstrait est exponentiellement stable,
alors le systeme non linéaire associé est automatiquement stable, le type de décroissance
dépend des propriétés de la non linéarité.

La méthode de ce résultat est basée sur les principes de D.L. Russell et de Liu.

Le principe de D. L. Russell permet d’obtenir, sous certaines conditions, la contrélabilité
du systeme rétrograde a partir de la stabilisation du systéme direct.

ou encore la controlabilité d’un systéme réversible & partir de sa stabilisation.

Le principe de Liu consiste a estimer 1’énergie du systéme non linéaire direct en utilisant
le systéme rétrograde linéaire avec donnée finale égale & la valeur finale de la solution du

systéme non linéaire direct & donnée initiale nulle.
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Cette estimation se fait en utilisant la stabilité exponentielle du probléme rétrograde linéaire
et certaines inégalités intégrales.

On considére deux espaces de Hilbert réels H et V munis des produits scalaires respectifs
(., )3 (1, -)y, et tels que I'injection de V dans ‘H soit continue & image dense.

On identifie H a son dual H’; on obtient le diagramme standard :
VoH=H V.

On considére deux opérateurs de V dans V' :
e un opérateur linéaire borné A,
e un opérateur, (non linéaire), B.

On définit ensuite deux opérateurs, (non linéaires), A" et A™:

D(A*) = {veV/ (A +B)veH]}, (3.3.5)
A*v = (£ 44+ B)v, WVveD(AY). (3.3.6)

Dans toute la suite, on fera les hypothéses suivantes :

AT est maximal monotone, (3.3.7)
A~ est maximal monotone, (3.3.8)
D (A") est dense dans H, (3.3.9)
D (A™) est dense dans H, (3.3.10)
(Aju,u) = 0, Yuel, (3.3.11)
(Bu,u) > 0, Yu e V. (3.3.12)

ou (.,.) désigne la dualité entre V' et V.
L’opérateur A™* sera noté A.
La théorie des semi-groupes non linéaires (cf.[27]) permet de montrer que le probléme

d’évolution : 5
a_;L_FAlu{—Bu:O, dans H, t207

u (0) = uyp,

(3.3.13)

posséde une solution, (faible), unique v € C (R*,H) pour tout ug € H et si v (t) est la

solution correspondante a la donnée initiale vy € H, alors :

Ju — UHLoo(R+,H) < |luo — voll4, -
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Pour uy € D (A), le probléme (3.3.13) posséde une solution, (forte)
ue WhH (R*, H) N L= (R*, D (A))

telle que u (t) € D (A), pour tout ¢ > 0.

L’énergie du systéeme, définie par :

£(t) =5 lu ()3, (3:3.14)
est décroissante.
Pour ug € D (A), on a :
EW)-E(T) = /T (Bu (t),u(t))dt, Y0<S<T < . (3.3.15)
s
%5 (t) =—(Bu(t),u(t)), Vt>0. (3.3.16)

L’identité (3.3.15) se prolonge, par densité, aux solutions faibles.
En effet, Soit ug € 'H,
Comme D (A) est dense dans H, alors il existe {ug} C D (A) telle que uf — ug dans H.

Soit u" la solution du probléme (3.3.13) correspondant & la donnée initiale wug, alors :

£, (S) — &, (T) = / (Bur (1) " (1)) dt,

d’autre part, si u est la solution correspondante a la donnée initiale uy € H, alors :

Ju” — u”L°°(]R+,H) < [lug — uoll4
d’ou :
u" —u dans L~ (R+ ; ’H)

ce qui entraine que

En(S)=E,(T) = E(S)=E(T),

donc /s (Bu" (t),u" (t)) dt converge vers /S (Bu (t),u(t)) dt.

Remarque 3.3.2 On a les mémes résultats pour A, avec la méme expression de l’énergie

et la méme identité (3.3.15) pour ug € D (A™).

On introduit la notion d’estimation de stabilité.
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Définition 3.3.1 On dit que le couple (Ay, B) vérifie l'estimation de stabilité s’il existe
T > 0 et deux constantes positives Cy, Cy (qui peuvent dépendre de T') avec Cy < T telles

que
/ £ () dt < 1€ (0) + Oy / (Bu (t),u(t)) dt (3.3.17)

pour toute solution u de (3.5.13).

La décroissance de ’énergie et 'identité (3.3.15) permettent de montrer que cette défi-

nition est équivalente a :

Lemme 3.3.1 Le couple (A1, B) vérifie l'estimation de stabilité si et seulement s’il existe

T > 0 et une constante positive C' (qui peuve dépendre de T') tels que
T
E(T) < C’/ (Bu (t),u(t))dt (3.3.18)
0
pour toute solution u de (3.53.13).

Preuve. =)

Comme & (t) est décroissante, alors (3.3.17) implique
T T
TS(T)g/ S(t)dt§015(0)+02/ (Bu(t),u(t))dt
0 0

l'identité (3.3.15) donne

TE(T) < C1& (T) + (Cy + Cs) /O ' (Bu(t),u(t)) dt

d’ou : CoLC T
+ 02
T)< = B
e < gt [ (Bu). ) a
C1+ Cy
T—-C’

qui n’est autre que (3.3.18) avec C' = (Cy<T).

=)
La monotonie de € (t) permet d’écrire :
T
/ E(t)dt <TE(0).
0
De l'identité (3.3.15), il vient que
g T T
/ cwydt < Leo)+Le )
) 2 2

T T

< §€(O)+§ (5(T)+/OT(Bu(t),u(t))dt)
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et comme
E(T) gc/ (Bu(t) ,u(t)) dt

alors, on aura :

/Os(t)dtggg(o)+§(c+1>/o (Bu (), u(t)) dt

qui n’est autre que (3.3.17). =
L’estimation de stabilité est équivalente a la stabilité exponentielle de (3.3.13). donnée

par le théoréme suivant:

Théoréme 3.3.2 Le couple (A1, B) vérifie l’estimation de stabilité si et seulement s’il existe

deux constantes positives M et w telles que :
E(t) < Me™E(0), Vt>0 (3.3.19)
pour toute solution u de (3.5.13).

Preuve. Supposons que l'estimation de stabilité est vérifice. De (3.3.15) et (3.3.18), on
obtient :

d’ou :
E(T) <~€(0),
= <1
avec v =577
En appliquant cette estimation dans Uintervalle [(m — 1)T, mT], m = 1,2,3, ..., (ce qui

est possible puisque le systéme est invariant par translation), on obtient :
EMT)<~AE((m—-1)T)<....<ymE0), m=1,2,3,..
donc on a :
E(mT) <e“mTg(0), m=123,..
avec w = %ln (%) > 0.

Pour ¢ > 0 arbitraire, il existe m > 1 tel que (m —1)T <t < mT. La décroissance de

I’énergie donne :

EM)<E(m—-1)T) < e wm=Tg(0) =

eTemwmTe (0) < %e“"tg (0).
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Réciproquement, si (3.3.13) est exponentiellement stable, alors (3.3.15) permet d’avoir
T T
/ E()dt < TE(0) = TE(T) +T/ (Bu(t), u(t) dt
0 0

< TMe“TE(0)+T /O ' (Bu (t), u(t))dt

wT

en prenant 1" assez grand pour que Me " < 1, on obtient :

/OTg(t) dt < CLE (0) + Cs /OT (Bu(t), u(t))dt,

avec C; = TMe T < T et Cy = T, qui n’est autre que (3.3.17). =

D’apres le principe de Russell, la stabilité exponentielle du systéme (3.3.13) implique la
controlabilité exacte du systéme correspondant & (—A;), avec un controle dans L? (0, T; U) ,
U étant un espace de Hilbert réel tel que V s’injecte contintiment dans U.
On désigne par [;; Iapplication de V dans U et par Z;; 'application de V dans V' définie
par :

(Zyu, v) = (Iyu, Iyv),, , Yu,v € V.

Pour ug € H, on cherche un temps 7' > 0 et un controle J € L? (0, T; U) tels que la solution

u du probléme

%—Alu:J, dans V', t >0,
ot (3.3.20)
u (0) = uy,
vérifie
u(T) = 0. (3.3.21)

On rappelle le théoréme 4.1 de controlabilité démontré par S. Nicaise dans [23].

Théoréme 3.3.3 On suppose que les conditions (3.3.7) a (3.3.12) sont vérifiées pour le cou-
ple (A1, Zy) et que le couple (A1, Zy) vérifie lestimation de stabilité. Pour T > 0 assez grand
et pour ug € H, il existe un contréle J € L? (0, T; U) tel que la solution v € C ([0,T],H)
de (3.3.20) vérifie (3.3.21).

Preuve. On controle le probléme rétrograde; pour cela, on remplace la condition
“(Ay,Ty) vérifie lestimation de stabilité 7 par “(— Ay, Iy ) vérifie l'estimation de stabilité ”.
Pour py € H, on cherche K € L*(0,T; U) tel que la solution p € C ([0, T],H) du probléeme

dp

P Ap=K, dans)V', t>0

or TP s = (3.3.22)
p<T):P0
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vérifie :
p(0) =0. (3.3.23)
On résoud le probléme (3.3.22), (3.3.23) en utilisant les systémes rétrograde et direct avec

le feedback linéaire Z;,.

Pour fy € H, on considére f € C ([0,7],H) la solution unique du probléme :

af

— 4+ A f—-Iyf=0, d H, t>0,

g TS~ Tuf s (3.3.24)

F(T) = fo.
Comme (—A;,Zy) vérifie estimation de stabilité, on a :

E(f (1)) < Me“T0E (fy). (3.3.25)

On considere ensuite g € C ([0, 7], H) la solution unique du probléme :

@4—14 +7Zyg =0, dans H, t>0

or T W TAUI =5 = (3.3.26)

9(0) = f(0).
On pose : p =g — f. D’apres (3.3.24) et (3.3.26), la fonction p vérifie (3.3.22) avec
K =-Tyg — Ty f. (3.3.27)
On considére ensuite 'opérateur linéaire A : ' H — H défini par
A(fo) =9(T).

On montre que ||A|| cor) S Vd avec d = Me T < 1 pour T assez grand, ce qui prouvera
que (A — I) est inversible.
L’estimation (3.3.25) donne :

IAfollz, = llg (T)IIF, = 2€ (g (T)) < 2E (g(0)) =
28 (£(0) < 2Me“TE (fo) = d| foll?,

d’on ||A| < Vd.
Pour py € 'H, il existe fy € H tel que

po=A=1)fo=g(T) = f(T)=p(T) (3.3.28)

donc p vérifie (3.3.22) et (3.3.23).

Il nous reste maintenant & vérifier que K € L? (0,T; U) .
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D’apres (3.3.15), on a :
EGIN-EGO) = [ It O

E(g(0) — £ (g(T)) = / g (D112 dt

la somme donne :

Ot O+ Vg (013) e = (€ (7 (7)) = £ @ (7)) < 5 1ol = €4 (T))

d’ou :

| Ut @+ 1 @12) @t < 5110 =0 ol

IN

2
5 |1poll3

donc K € L*(0,T; U) et on a :

1 20,7 00 <

ce qui prouve que 'application linéaire
H—L?(0,T; U)
po— K

est continue. m

3.3.2 Stabilisation du probléme non linéaire
On suppose que 'espace des controles est donné par :

J
U=T114;, ij=1,.,JeN
j=1
U; : sous espace fermé de L? (Xj, ,uj)Nj

(Xj, A;, Mj) : espace mesurable tel que M (X;) < 0.
On donne des fonctions

gi RV RN =1.J

telles que

AV
o

(gj () —g; (v).(z —y) Vz,y € R, (monotonie)
g9;(0) = 0,

g (x)] < M(1+lz]), VzeR™
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ou M est une constante positive.

Et on suppose que 'opérateur B est donné par :

<B%vy:§:%;%(@m%@w)thj@ﬁm%@g, Vu,v € V. (3.3.34)

* On montre que (Bu,u) >0, Yu € V.
Soit v € V, on a :

(Bu,u) = EJ:/X 9j ((qu>j (%’)) (Lyw); (z5) dp; ()

comme g; (z).x >0, Vo€ R et (3.3.31), alors :
(Bu,u) >0, VYuel.

* On montre, maintenant, que B est bien défini.

Soit u,v € V,

[(Bu,v)| =

S [ o5 () @) -G, ) i )
< llg (T (R
La condition (3.3.33), donne :

[(Bu,v)| < M (1+ [Iyul) [[(Zv)]

IA

Cllully lolly -
ou C' est une constante positive. D’otut B est bien défini.

Remarque 3.3.3 Les conditions (3.3.81), (3.3.32) et (3.3.33) sont vérifiées pour g; (v) =

correspondant au controle linéaire Bu = Tyu.

On rappelle une inégalité intégrale obtenu dans [5].

Théoréme 3.3.4 Soit £ : [0, +00) — [0, +00) une fonction décroissante telle que :

/w¢w&»ﬁ§TS@% VS > 0, (3.3.35)
S
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avec T > 0 et ® une fonction conveze, strictement croissante, de [0, +00) dans [0,400) telle
que @ (0) = 0.
Alors il existe t1 > 0 et ¢; dépendant de T et € (0) tels que :

gt (Clt)
<o ———~ t>t 3.
Et) < < Tt >, vVt > ty, (3.3.36)
ou U est définie par :
>~ 1
U (t —/ ——ds, Vt>D0. 3.3.37
=/ 55 (3:337)

La conséquence de cette inégalité pour le systéme (3.3.13) est le

Théoréme 3.3.5 On suppose que les hypothéses (3.3.7) a (3.3.12) sont vérifiées pour les
couples (Ay, B) et (A1,Ty). Soient g;, j =1,...,J vérifiant les conditions (3.3.31) a (3.53.33)

arnst que

gi(x).x > mlz]*, VeeRY : |z[>1, (3.3.38)
lz] +|g; (2))° < G(g;(z).x), YereRM :|z]<1, (3.3.39)

ot m est une constante positive et G : [0, +00) — [0,400) est une fonction concave stricte-
ment croissante telle que G (0) = 0.

Si le couple (—Ay,Zy) vérifie l'estimation de stabilité, alors il existe co, c3 > 0 et T} > 0
(dépendant de T, £ (0), p; (X;), j=1,...,J) telles que :

pl (02t>

<
E (t) ~ CgG ( CQTt

> L VST (3.3.40)
pour toute solution u de (8.8.13), ou W est donnée par :

\Il(t):/tooﬁds, vVt >0

pour ® définie par
P (s) =TuG™* (—) , (3.3.41)

avec |1 = inin(],uj (X;).

-----

Preuve. La lettre C' désignera des constantes diverses.
Comme D (A) est dense dans H et 1’énergie continue par rapport aux données initiales (on

peut supposer que uy € D (A)), pour cela, il suffit de montrer (3.3.40) pour des données
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dans D (A) .

Soit alors u la solution forte de (3.3.13). On considére p la solution du probléme :
% +Ap=K=-Tyg —Iyf, dans V', Vt>0,
p(T) = u(T), (3.3.42)
p(0) =0.

avec T > 0 suffisamment grand pour avoir la controlabilité. A partir de (3.3.13) et (3.3.42)

on peut écrire :
(Oyu + Aju + Bu, p>v',v + (Op + A1p — K, u>v',v =0,
ou de maniére équivalente :
(O, )y + (Oip, W)y + (Aru, phyyy + (Aap, Wy gy + (B, phyyy — (K, )y, = 0.
D’aprés ’hypothese (3.3.11), on a :
<A1<U + p)a U+ P>vl,v =0

ce qui donne
(Aru, p)yry + (A1p, w)yy, =0
d’ou :
(O, Py + (Op, w)yy + (Bu, pyy, — (K, u)yyy, = 0. (3.3.43)
En intégrant entre 0 et T, on obtient :
T
(w(T),p (1)) = (w(0),p(0))y + / (¢Bus Dy = (K udyyy) dt =0,

Les définitions de K et B donnent :
() () w000 O = [ =3 [0y (G ) ) ) ) .
Comme p (T) = u (T) et p(0) = 0, alors -

26 (1) = [0, gt - Z [/ (), () - ), o) )

Une application de I'inégalité de Cauchy -Schwarz donne :

g () )|y () dt)
(3.3.44)

J T
26 (T) < 1K | ymioimaey I octllpoioma HIEebl paormas (Z / /X
j=170 j
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L’estimation (3.3.29) et la condition p (T") = u (T") donnent :

;25 (T).
(1-va)

Avec l'estimation précédente, la définition de K et p = g — f, on obtient :

[ s @01+ g 1) a <

/ NI A —yy

r 2
/0 |y (1) dt

A\
"o
=3

Si on insére ces estimations dans (3.3.44), on arrive a :

8(T)§< (Z/ / { (Bw), () 1|+, (([uu)j(xj)) Q}dﬂj(xj)dt)
(3.3.45)

On pose :

Z;r:{(:rt)EXx(OT /)[uu $t) }

Y, = {(:Ut)EX x (0,7T) /)[uu a:t‘g }

/ / { (fyu); () + g; (([uu)j(xj))r}duj(a:j)dt—[;r—{—[j,
1 o= LA, @+ o (e, ) [, o)

et

2
+

e {2

Les conditions (3.3.38) et (3.3.33) donnent :

oy () () [} oy ()

l9; (2)I"

IN

|g; ()] M (1 + |2|) < 2M |g; ()] []
|

2|]‘|4 g, (@) Jof? < 2LV @Iy

2M? (1 + ||
Im| \ ||

IN

im| ||

) gj(z) .z < %gj () .z

ce qui donne :
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la monotonie de g;, la définition de B et Iégalité

donnent :
I <C(E0)-&(T)). (3.3.46)

On obtient de fagon analogue :

I < O/z. G ((qu)j () .9; ((qu)j (xj)>) dp; () dt

IN

o [ ] & (than, ) g (tha ) s ey

L’inégalité de Jensen (voir le lemme.1.2.1 ) donne :

I < Ty, (X)) G (TM;(X) [ w0 (i, o) s o dt) .

On rappelle que
[ euwwwra=e0-em =3 [ [ ;@) (o (2) do )

et (G est strictement croissante.
Ceci permet d’avoir :

I; <Tu;(X;)G (%) . (3.3.47)

De (3.3.46) et (3.3.47), on obtient :
—&(T
£(T) gC{S(O)—S(T)JrG(M)},
T
ou GG est monotone et C' est une constante positive qui dépend de T max /i; (X;) et p =
je
min y1; ().
En écrivant £ (0) =€ (0) — & (1)) + £ (T) , on obtient :

£(0)<C {5 0)—E(T)+ G (%fm) } . (3.3.48)
On a
£0)-¢&(T) _ £(0)
Tu -@ Tu
avec ) e (0) e (T)
0<a= £0) <1
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Comme G est concave et G (0) = 0, on obtient :

G(smywwm)>5mg4xm0(emg

Tu - (0) Tp
d’ou :
EO)—E(T) _E(0) ,(EWO)\ ", [E0)—E(T)
SED OGS0 G (EU_EMY g

£(0
* Si T( ) < 1, la concavité de G et G (0) = 0 donnent :

W
£(0)\ _ £(0)
G(Tu)z Tqu

qui, avec (3.3.49), donne

%f@) <(@Ga)'a (%ﬂ@) . (3.3.50)
* Si gT(B) > 1, la croissance stricte de G donne :
6(£9) - a0
qui, avec (3.3.49), donne :
£ (0);5 (7) < ST(E) GG (%f@» . (3.3.51)

Des estimations (3.3.50) et (3.3.51), on déduit I'estimation :

EO -6 _ (1)) " max (1L52) ¢ <%f@)> , (3.3.52)

I'estimation (3.3.48) s’écrit :
£(0) < GG (M) , (3.3.53)

ott Cy est une constante positive dépendant de 7', £ (0) , max p; (X;) , et min p; (X).
j j
En appliquant l'estimation sur [t, ¢t 4+ 7] au lieu de [0, 7], on obtient :

ﬂﬂgaﬂ(g@_5f+ﬂ):®1@@%6&+T»,WZQ (3.3.54)

ou @ est définie par
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D’ou :

PEM))SER)-ERH+T)

qui donne :
/SN@(E(t))dt < /SNS(t)dt—/SNs(tJrT)dt:
/SNe(t)dt—[qN+T5(t)dt = /:+T5<t)dt—/N+Tg(t)dt§

TE(S)—T%(NJrT) < TE(S) )

En faisant tendre N vers 'infini, on obtient :
/ B (€ (1) dt < TE(S), VS >0.
s

On conclut alors grace au théoréme 3.3.4. =

3.3.3 Démonstration du théoréme de stabilisation (théoréme 3.3.1

Suivant le résultat théorique de S. Nicaise [23] donné dans la sous-section 3.3.1, la
stabilisation du systéme non linéaire (P;) se réduit a la stabilisation exponentielle du systéme
linéaire associé (qui est le systéme (P)).

Rappelons que I’énergie de la solution du systéme (P;) est donnée par :

1 1 1
E(t):§||(u,u',9)||31:§/r a|u|2dF+§/ﬂ{|u'|2+a(u):6(u)+%|9|2}d:p.

Nous allons mettre le systéme (P;) sous la forme abstraite (3.3.13).

Remarque 3.3.4 Nous avons

Ho= (HE, ()" x (B(9)" x L2(9),
Vo= (HL (@) x (HL ()" < H(9).

Identifier H et H’ revient & identifier le premier (H{ ()" et [(H}, (Q))n],

Nous aurons alors
!

V'= (Hr, ()" x [(Hr, (2))"] < H ()

On pose : ¢ = (u,v,0) et on définit les opérateurs :

AV =YV
{ e (3.3.55)

¢ +— Ao = (—v, Au+ oV, Bdivv)
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B:V -V
(3.3.56)
¢ — Bo = (0, Bov , Aob)
On définit deux opérateurs (non linéaires), A" et A~ :
D(A*) = {¢€V/ (A4 +B)oeH}. (3.3.57)
A*¢ = (£A1+B)¢, VYoe D(AY). (3.3.58)

L’opérateur A" sera noté A.
Les opérateurs A, Ay, By ont été définis par (3.1.3) -(3.1.5) .
Pour
o= (u,v,0), ¢ = (u",v*,0") € D (A + B)

on a :

<B¢7 ¢*>V/7V = <(0a BOUa AOQ) ) (u*7 U*a 9*)>V’,V
= <BU’U, U*> —+ <A00, 9*> .

En tenant compte de la norme de H, on obtient :

(Bo )y = |

I's

g (v) v*dl + /Q (f (v) V" +VO.VO) dx.

Nous allons vérifier que les hypotheses d’application du théoréme abstrait (théoréme

3.3.5 ) de S. Nicaise sont satisfaites. Pour cela, nons commengons par le résultat suivant :

Lemme 3.3.2 Sous les hypothéses (3.0.3), (3.0.4), (3.0.5), (3.0.6) et (3.0.7). L’opérateur

By est monotone, hémicontinu, borné et By0 = 0.

Preuve.

By est monotone.

n

Soient u, v € (HE (€2))", on a:

(Bo(u—v),(u—v)) = (Bou— Bov, u—v)
= /Fg(u—U).(u—U)dF—l—/Qf(u—v).(u—v)da:20

puisque f(z —y).(x —y) >0et g(z—y).(x —y) >0, Vz,y € R" alors on obtient :

(By(u—v),(u—wv)) >0.

110



3.3. Stabilisation du systéme anisotrope de la thermoélasticité par des feedbacks interne et
frontiére non linéaires.

D’ou B, est monotone.

By est hémi-continu: (voir la preuve du lemme 1, page 87).

By est borné : la bornitude de By découle des propriétés de f et g (3.0.6) et (3.0.7).
By0 =0, car f(0) =g¢(0) =0.

Théoréme 3.3.6 Si By est monotone, hémicontinu, borné et By0 = 0, alors les hypothéses

sutvantes :
A* est mazimal monotone,

D (A*) est dense dans 'H,
<A1¢a Qb) = 07 V¢ € Va
(Bo,¢) 20,  VoeV.

sont vérifiées pour le couple (A1, B), ou (.,.) désigne la dualité entre V' et V.

Preuve. e A* est un opérateur maximal monotone: la démonstration est analogue &
celle de la proposition 3.1.1.
e Pour démontrer que D (A*) est dense dans H, il suffit de montrer que D (A) dense dans

'H, grace a 1’équivalence
(u,v,0) € D(A) & (—u,v,—0) € D (A7).
La démonstration de D (A) est dense dans H est analogue a celle de la proposition 3.2.2.

b <A1¢a Qb) - 07 V¢ eV.
Soit ¢ = (u,v,0) €V, on a:

(A10,0)yy, = ((—v, Au+aVh, Bdivv), (u,v,0))
= (o) @)+ AG G @) (2, @)
= (- U?“)(H%I(Q))n +<U7U)(H§1(Q))”
= 0.
D’ou :
(A10,0) =0, YopeV.
o (Bo,¢) >0, VoeEV.
Soit ¢ = (u,v,0) € V, on a :
(Bo, Oy = ((0, Bov, Aob), (u,0,0)) 5,

{

(Bov, 01z (@) (i, @) T A O b0 1300

= / g (v) .vdl + / [ (v) wdx + / VO.Vodz > 0
T Q Q
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puisque g (z).x > 0et f(x).x >0, Vr € R™
D’ou :

(Bo, @)y >0, VoV,

La démonstration du théoreme 3.3.1 revient & montrer que le systeme linéaire

v’ — divo (u) + aVe +u' =0, dans Q x R*,

0 — AO + Bdivu’ = 0, dans Q x R*,

0 =0, sur I' x Rt
(P)

u=0, sur I'; x RT,

o(u).v+au+u =0, sur [y x R,

u(.,0) =wug, v (.,0) =uy, 0(.,,0) =0y, dans €.

\

associé au systéme (P;) est exponentiellement stable. Alors cette condition est suffisante

pour pouvoir appliquer le théoréme 3.3.5.

Il reste a définir ’espace de Hilbert U et les opérateurs I, et Z;; pour mettre le systéme
(P) sous forme abstraite.

Rappelons que
H o= (Hr, ()" x (L7 (Q))" x L*(2)
V. = (Hp, ()" x (Hr, (2))" x Hy (2).
Tenant compte de (3.3.15) et (2.2.7), on prend
U= (L*(I2))" x (L*(Q)" x (L*(Q)"

et on définit 'opérateur
Ly :V—-Uu
{ Iy (u,v,0) = (v/p2,v,V9) )
et 'opérateur
Ty :V —V

par

(Tu (u,0,0), (u,0",0%)yy, = (T (u,0,0), Iy (u*, 0%, 07)),,,

_ / wudl 4+ / vorde + & / VO.V0*dz.
T2 Q ﬁ Q
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En fait (P) s’écrit sous forme abstraite :

{ ¢+ (—AL+Tu) 6 =0,
¢ (0) = (uo,u1,6o) -
On rappelle que

D(Ai) == {ngVZ (:l:A1+Iu)¢EH},
Af¢ = (FAi+Ty) ¢, Ve D(AF).

La linéarité du systéme (P) permet d’obtenir la caractérisation suivante de D (+A; + Zy)

D(£A+Ty) = {(uw,v,0)€V: ue (H*(Q)NHL (Q)", 0 (H*(Q)NH;(Q)
o(u).v+au+v=0 sur I'y}.
Dans le chapitre 2 (cas linéaire) on a démontré que le systéme (P) est exponentiellement

stable, alors le théoréme 3.3.2 assure que le couple (— Ay, Zyy) vérifie 'estimation de stabilité

(3.3.17). A partir de la, application du théoréme 3.3.5 montre la stabilité du systéme
(Py).
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Exemples :

1. Si on suppose que f =0, et que g vérifie (3.0.3), (3.0.4), (3.0.7), (3.3.1), (3.3.2), ainsi

que :

rg(@) > el V]| <1,

g (@) < Colal”, Vx| <1,

ol ¢g, Cy sont des constantes positives, a € (0,1] et p > a. Alors en faisant le choix

on trouve :

a)Si p=a=1,alors ¢ =1 et G(s) = s ce qui entraine que ! (£) = e~*, on obtient
donc une décroissance exponentielle.

b) Sip+ 1 > 2a, alors U~ (¢) = tl%z, on obtient alors une décroissance de 1'ordre

__2a
t p+1—2a |

2. Supposons que f =0et g (§) =exp (—#,,) ﬁ pour |{] assez petit et pour p > 0.

Alors (voir [5, exemple 2.4])

£g€)=h(¢*), pour |¢| assez petit,

—1
avec h (s) = exp <—p) vérifie les conditions suivantes :
s

Eg€) >nh(I€P), g <Colel* VI <1 (3.3.59)

ou Cy est une constante positive, a € (0, 1] et A est une fonction de [0, 1] — R continue,
strictement croissante et convexe telle que :

lim h(s)

s—0t 8¢

=0, sia=1. (3.3.60)
D’apres la condition(3.3.2), on a :

P +1g (P <Gg(6).8), V¢ <,

pour a =1
g (I <CRlEl, Vg <t

ceci implique que
€ +1g ()" < (1+CF) lel’,

114



3.3. Stabilisation du systéme anisotrope de la thermoélasticité par des feedbacks interne et
frontiére non linéaires.

et comme h est une fonction croissante et convexe sur [0, 1], alors h™! est concave et
G(h(s)=(1+C)s
ceci équivaut a dire que

G(s)=Ch ' (s), ouC = (1+Cj) est une constante positive.

d’ou :
1
h_l (8) = T 1>
log 5|7
ce qui entraine que
C
G(s)= T
|log s|»

ou C' est une constante positive. En appliquant le théoréme 3.3.1 , nons obtenons une

décroissance de la forme

C
E(t) < T
log t[»
3. De la méme maniére que dans l'exemple (2), supposons que f = 0, et g(§) =

exp (— exp <|£‘%p>) @ pour |£] assez petit et p > 0.
Alors

(|§|2) pour [£| assez petit,

h
> vérifie les conditions (3.3.59) et (3.3.60) avec av = 1).

C

(8) = ———,
|log |log s||?

ou (' est une constante positive. En appliquant le théoréme 3.3.1 , nons obtenons une

décroissance de la forme

By —S
llog [log t||»
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Conclusion

Le probléme abordé dans ce mémoire, est le systéme anisotrope de la thermoélasticité
avec condition (naturelle) de Neumann sur une partie du bord, et condition de Dirichlet sur
I’autre partie, a I'aide de feedbaks non linéaires, I’'un interne et 'autre frontiére, dont nous
avons abordé, dans un premier lieu, les questions d’existence, d’unicité et de la régularité
des solutions, et ensuite, nous nous sommes intéressé au probléme de stabilisation.

En utilisant la technique des multiplicateurs, on a montré dans le cas linéaire que la
solution décroit exponentiellement dans I’espace d’énergie H.

Dans le cas non linéaire, en utilisant un principe général de Russell et de Liu, S. Nicaise
[23] a montré dans un cadre général, que la dissipation et la stabilité exponentielle par un
feedback linéaire impliquent des estimations de stabilité par un feedback non linéaire, ce qui
établit un lien direct entre les deux cas.

Cette étude ouvre la voie & de nombreuses questions, notamment:

- Etude de la stabilisation dans le cas d’une action frontiére linéaire de type mémoire
agissant sur la condition de Neumann.

- Etude de la stabilisation dans le cas d’une action interne ou frontiére non linéaire de

type mémoire.
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