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INTRODUCTION

Les origines du formalisme des files d’attente datent du début du XXème siècle et principale-

ment des travaux de deux mathématiciens : le mathématicien danois A.K. Erlang avec ses travaux

sur les réseaux téléphoniques et le russe A.A. Markov avec la création des modèles markoviens.

C’est en 1909 que les bases de la théorie des files d’attente sont lançées, grâce à l’article du

mathématicien danois A.K. Erlang "The theory of probabilities and telephone conversations". Les

premiers résultats sont variés : Erlang observe le caractère poissonnien des arrivées des appels à un

central téléphonique, et le caractère exponentiel des durées des appels ; il réussit à calculer de manière

relativement simple la probabilité d’avoir un appel rejeté. La notion d’équilibre stationnaire d’un

système d’attente est introduite pour la première fois.

A partir des années 30, les travaux de plusieurs mathématiciens tels que Molina, Fry, Pollaczek

aux Etats Unis, Kolmogorov et Khintchine en Russie, Palm en Suède, ou Crommelin en France

permettent à la théorie des files d’attente de se développer lentement. Les années 50 verront l’essor

important de la théorie des files d’attente. Les applications de ces travaux sont alors très pratiques et

concernent les disciplines de recherche opérationnelle et génie industriel.

5



U.S.T.H.B

Une file d’attente est un modèle mathématique d’un phénoméne d’attente. Compte tenu de

l’importance des phénoménes d’attente dans notre univers quotidien, des outils d’analyse de ces

phénomènes se sont naturellement développés au fil des années.

Les exemples de phénomènes d’attente dans les sociétés dites modernes sont nombreux. Cela

va des phénomènes les plus visibles, par exemple dans le domaine des transports (terrestre, aérien,...)

ou des services (banque, poste,...) aux phénomènes d’attente plus discrets que l’on retrouve dans

certains systèmes tels les réseaux téléphoniques, les systèmes informatiques...

Une fois introduits, le formalisme des files d’attente et les résultats associés se sont développés

comme une discipline très pratique dont l’objectif était de construire des modèles permettant de

prédire le comportement des systèmes fournissant un service à des demandes aléatoires.

Notre travail s’inscrit dans la continuité des études intensives menées dans le but de comprendre

et de rendre compte des difficultés des files d’attente avec rappels présentant des temps de service

non exponentiels à serveur non fiable.

Dès la fin des années 1940, des chercheurs ont mis en évidence les limites de la théorie classique

des files d’attente qui ne permettant pas d’expliquer le comportement stochastique des systèmes réels

de plus en plus complexes tels que les systèmes téléphoniques où des abonnés répétaient leurs appels

en recomposant le numéro plusieurs fois jusqu’à l’obtention de la communication.

Ce phénomène de répétition de demande de service a poussé certains chercheurs à étendre

le modèle d’attente classique à celui dit avec rappels, Cependant,l’influence de ce phénomène a été

longtemps négligée durant les decennies suivantes, Ce n’est que vers les années 1970 - 1980 qu’on a vu

un net regain d’intérét pour cette catégorie de modèles, avec l’avènement de nouvelles technologies,

notamment dans les systèmes de télécommunication

6



U.S.T.H.B

Les progrès récents dans ce domaine sont résumés dans les articles de synthèse Yang et

Templeton[15], Falin et Templeton[16] et Aissani[1].

Dans ce travail nous considérons une file d’attente 𝑀1, 𝑀2/𝐺1, 𝐺2/1 avec rappels et comportant

deux types de clients, les clients de type 1 sont prioritaires par rapport aux clients de type 2 et serveur

non fiable avec réparation de loi générale.

Dans le cas où le serveur est occupé le premier type de clients rejoint sa file d’attente, tandis

que le second type de clients rejoint l’orbite, et répète sa tentative après un temps aléatoire jusqu’à ce

qu’il parvienne à la zone de service.

Par la méthode de la variable supplémentaire nous obtenous des formules explicites et exploi-

tables des performances de ce système (temps moyen d’attente d’un client de type 1, et de type 2, le

nombre moyen de clients de type 1, et de type 2).

Enfin nous valorisons ce travail avec la simulation des files d’attente étudiés afin de confirmer

les résultats théoriques obtenus ; puis nous démontrons quelques relations existants entre les modèles

étudiés.

Ce mémoire comporte cinq chapitres :

1. Généralité sur les files d’attente.

2. Etude de la file d’attente M/G/1 avec rappels.

3. Etude de la file d’attente M/G/1 avec rappels et priorité.

4. Etude de la file d’attente M/G/1 avec rappels, priorité et panne.

5. Simulation des modèles étudiés de files d’attente.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions sur les files d’attente en général et

les files d’attente avec priorité en particulier.
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Le deuxième chapitre est consacré à l’étude des files d’attente M/G/1 avec rappels exponentiels.

Nous introduisons d’abord le modèle associé à ce type de files puis nous déduisons le système des

équations de Chapmann Kolmogorov et nous calculerons les mesures de performance de cette file

M/G/1 avec rappels exponentiels.

Le troisième chapitre,est basé sur l’étude des files d’attente M/G/1 avec rappels exponentiels

et priorité. Nous décrivons d’abord le modèle associé à ce type de files puis nous déduisons le système

des équations de Chapmann Kolmogorov et nous calculerons les mesures de performance de cette file

M/G/1 avec rappels exponentiels et priorité.

Le quatrième chapitre,est consacré sur l’étude des files d’attente M/G/1 avec rappels exponen-

tiels, priorité et serveur non fiable. Nous décrivons d’abord le modèle associé à ce type de files puis

nous déduisons le système des équations de Chapmann Kolmogorov et nous calculerons les mesures

de performance de cette file M/G/1 avec rappels exponentiels, priorité et panne.

Dans le dernier chapitre nous effectuons la simulation des modèles étudies de files d’attente

pour visualiser l’intérêt de cette approche et sa puissance, ainsi la validation des résultats trouvés

dans les chapitres précedents.
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CHAPITRE 1

GÉNÉRALITÉ SUR LES FILES D’ATTENTE

1.1 Introduction

La modélisation d’un système est l’opération par laquelle on établit un modèle d’un phénomène,

afin d’en proposer une représentation, interprétable, reproductible et simulable.

Les files d’attente constituent un formalisme de modélisation, largement utilisé pour l’évaluation des

performances des systèmes à événements discrets tels que les systèmes informatiques, les réseaux de

communication et les systèmes de production.

Ce modèle permet de représenter la notion de partage des ressources, où une ressource est

partagée entre plusieurs clients. Dans notre contexte, le partage des ressources représente la source

principale de la majorité des problèmes liés au dimensionnement. Comme le formalisme des files

d’attente permet de modéliser convenablement ce partage, la résolution du modèle généré va permettre,

à priori, de répondre à de nombreuses questions liées au dimensionnement.

Dans ce chapitre, nous allons présenter le formalisme des files d’attente. Nous commençons

dans une première section par introduire la notation de Kendall et la Formule de Little. Dans une

deuxième section, nous donnons les principaux résultats des files d’attente sur lesquels se basent notre

travail tels que les files 𝑀/𝑀/1, 𝑀/𝐺/1.

9
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1.2 Notion de Files d’attente

Un système d’attente simple ou station consiste en une file d’attente, appelée aussi buffer ou

tampon, et d’une station de service constituée d’une ou plusieurs ressources appelées serveurs. Des

entités dites clients ou travaux (jobs), générées par un processus d’arrivée externe, rejoignent la file

pour recevoir un service offert par l’un des serveurs. Une politique de service (généralement FIFO,

premier arrivée premier servi de la file) est adoptée pour servir les clients. A la fin du service, le client

quitte le système.

Ce système est caractérisé par :

Le nombre de serveurs,

la discipline de service,

la capacité de la file,

le processus des arrivées,

le processus de service.

Ces caractéristiques sont définies à travers la notation suivante, dite de Kendall

1.2.1 Notion de Kendall

Dans la théorie des files d’attente, la notation de Kendall est un standard utilisé pour décrire

un modèle de file d’attente. Une file d’attente s’écrit sous la forme 𝑇/𝑋/𝐾/𝐶/𝑚/𝑍 avec :

𝑇 : La distribution d’inter-arrivée des clients,

𝑋 : La distribution de service,

𝐾 : Le nombre de serveurs,

𝐶 : La capacité de la station,

𝑚 : Le nombre maximum de clients susceptibles d’arriver dans la file d’attente,

𝑍 : La discipline de service (FIFO, LIFO, PS).

10



U.S.T.H.B Généralité sur les files d’attente

𝑇 et 𝑋 peuvent être données par plusieurs types de distributions. En voici les plus répandues :

𝑀 : Loi de Poisson (Markovien ou sans mémoire).

𝐸𝑘 : Loi de Erlang à 𝐾 étages.

𝐷 : Loi constante (déterministe).

𝐻𝑘 : Loi hyperexponentielle d’ordre 𝑘.

𝐶𝑘 : Loi de Cox d’ordre 𝑘.

𝑃𝐻𝑘 : Loi de type « phase » à 𝑘 étages.

𝐺 : Loi générale.

𝐺𝐼 : Lois générales indépendantes.

1.2.2 Caractéristiques d’une file d’attente

Notons par :

𝑃𝑛 = Probabilité{ d’avoir n clients dans le système en régime stationnaire}

Processus d’arrivée

L’arrivée des clients, décrite par le symbole A, est définie à l’aide d’un processus stochastique

de comptage 𝑁𝑡 avec 𝑡 ≥ 0.

Définition1 : Soit 𝐴𝑛 la date d’arrivée du 𝑛𝑖è𝑚𝑒 client dans le système :

𝐴0 = 0 et 𝐴𝑛 = 𝑖𝑛𝑓(𝑡|𝑁𝑡 = 𝑛).

Soit 𝑇𝑛 le temps séparant l’arrivée du (𝑛 − 1)𝑖è𝑚𝑒 client et celle du 𝑛𝑖è𝑚𝑒 client. La loi de 𝑇𝑛 est la

distribution des inter-arrivées :

𝑇𝑛 = 𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1
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Définition2 : Un processus de comptage 𝑁𝑡 avec 𝑡 ≥ 0 est un processus de renouvellement si et

seulement si les variables aléatoires (𝑇𝑛)𝑛=1,2,... sont des variables indépendantes et identiquement

distribuées.

La loi de 𝑇 décrivant les durées d’inter-arrivées suffit alors pour caractériser le processus de

renouvellement.

Remarques : Notons que, lorsque les inter-arrivées sont de loi exponentielle, le processus des arrivées

est un processus de Poisson. Ce dernier est le processus le plus couramment employé pour caractériser

les processus des arrivées.

Processus de service

Le temps de service est défini par le temps séparant le début et de la fin du service. On note

𝑋𝑛 le temps de service du 𝑛𝑖è𝑚𝑒 client.

Remarques : La distribution du temps de service la plus couramment utilisée est la distribution

exponentielle, qui est caractérisée par la propriété sans mémoire.

Nombre de serveurs

Une file d’attente peut contenir un ou une infinité de serveurs. Dans le cas multiserveur, la

détermination de la distribution de service de chacun des serveurs est recommandée voire indispensable.

La plupart du temps, les serveurs sont considérés identiques et indépendants les uns des autres.

Capacité de la file

La capacité d’une file d’attente notée 𝐶 est le nombre de clients maximal qui peut se trouver

simultanément dans la file et les serveurs. Cette capacité peut être finie ou infinie. Par conséquent, si

un client arrive et qu’il y a déjà 𝐶 clients dans le système, le client peut être accepté ou rejeté suivant

la politique de débordement de la file d’attente.
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Dicsipline de service

L’objectif de la discipline de service est de déterminer l’ordre de service des clients dans la file

d’attente et leurs passages dans les serveurs, afin d’être servis. Les disciplines les plus courantes :

F.C.F.S(First In First Served) : Les clients sont servis dans leur ordre d’arrivée,

L.I.F.O(Last In First Served) : Le dernier client arrivé sera placé en tête de file pour être servi en

premier,

PS (Processor Sharing) : Cette discipline est définie pour modéliser des systèmes informatiques. Tous

les clients sont servis à tour de rôle. Chaque client effectue un quantum de temps très petit dans le

serveur et revient dans la file d’attente jusqu’à terminer complètement son service.

Random : un ordre aléatoire d’accès aux serveurs,

Dans cette première partie nous avons introduit la notation et les caractéristiques d’une file

d’attente simple qui nous permettra de modéliser les systèmes.

Certains modèles de files d’attente font usage de disciplines plus complexes reposant sur des

priorités de traitement. Un système peut également accepter la préemption d’un service, c’est-à-dire

l’interruption du service d’un client au profit d’un autre. Si un tel mode de fonctionnement est autorisé,

le service interrompu peut être simplement terminé plus tard (préemption resume) ou, alors être

recommencé depuis le début, le travail déja effectué étant perdu (préemption repeat).

1.2.3 Analyse des performances

Les files d’attente servent à analyser les performances du système modélisé. Cette analyse peut

être menée en étudiant le comportement du système selon deux axes :

1. Étude en régime transitoire : L’étude du régime transitoire permet de répondre à des questions de

performance qui sont liées à des instants donnés ou sur des périodes de court terme. Par exemple, ´

13



U.S.T.H.B Généralité sur les files d’attente

combien de clients demandant un service 𝑋 vont être servis durant la prochaine heure ? ˇ.

2. Étude en régime stationnaire ou permanent (dit aussi à l’équilibre) : consiste à vérifier si le système

tend vers un équilibre (en terme de probabilité) lorsque le temps croît (à long terme). Cette analyse

permet de répondre aux questions telles que : durant une longue période, quel est le taux moyen

d’occupation du serveur ?.

Pour étudier cela, des méthodes stochastiques sont utilisées. Elles consistent à estimer la

distribution du processus stochastique engendré par le modèle analysé, soit à un instant donné

(analyse transitoire), ou bien à long terme (à l’équilibre). Elles permettent de calculer les probabilités

pour que le système se trouve dans chacun des états du processus. Ces probabilités sont utilisées pour

le calcul des paramètres de performance.

Les modèles de files d’attente les plus simples à analyser sont les modèles markoviens (distribu-

tions exponentielles des inter-arrivées et service). Ceux-ci engendre une chaîne de Markov (d’où le

nom markovien).

Paramètres de performances en régime stationnaire

Différents paramètres de performance peuvent être défini puis calculé en régime transitoire ou

en régime permanent. En régime transitoire, les moyennes de ces paramètres sont calculés sur une

période d’observation finie [0, 𝑇𝑜𝑏𝑠]. Alors que dans le régime permanent, on s’intéresse aux limites de

ces paramètres lorsque 𝑇𝑜𝑏𝑠 tend vers l’infini, si cette dernière existe.

𝐷 : Le débit moyen c’est le nombre moyen des clients entrants ou sortants du système par unité

de temps. Dans le régime transitoire, le débit moyen d’entrée peut être différent du débit moyen de sor-

tie. Contrairement au régime permanent où le débit moyen de clients est le même en entrée qu’en sortie.

𝑈 : L’utilisation moyenne où le taux d’utilisation moyenne est défini comme le pourcentage

14
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pour lequel le système (le serveur) est occupé par rapport au temps d’observation.

𝑁 : Le nombre de clients moyen est le nombre moyen des client présents dans le système

pendant la période d’observation.

𝑊 : Le temps de réponse moyen est le temps de séjour moyen d’un client dans le système.

Pour un réseau de files d’attente, ces paramètres peuvent être calculés en considérant le réseau entier.

Par exemple le temps de réponse moyen d’un client sera le temps moyen nécessaire pour qu’un client

traverse tout le réseau. Dans le cas d’un réseau multi-classe, ce paramètre doit être calculé pour

chaque classe de client.

Stabilité

La stabilité d’un système est définie au régime stationnaire. On suppose qu’il n’y a ni création

ni destruction des clients. Cela implique que toute création de client correspond à une arrivée et toute

destruction correspond à un départ.

Cas d’une file simple :

Définition : En général une file d’attente simple (M/M/1) ayant un taux d’arrivée 𝜆, un taux de

service 𝜇 et un nombre de serveur 𝑘 est dite stable si et seulement si 𝜆 < 𝜇𝑥𝑘

Formule de Little

La formule de Little est une loi générale qui s’énonce comme suit : « le nombre moyen des

clients dans un système 𝑁 est égal au produit du débit du système 𝐷 par le temps moyen passé dans

le système par chaque client 𝑊 » .

Un client arrivant trouve en moyenne 𝑁 clients devant lui. Ce client partant laisse derrière lui 𝑊𝑥𝐷

clients. Donc dans l’état stationnaire :

15
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𝑁 = 𝐷 * 𝑊

L’importance de la formule de Little réside dans sa généralité.

De plus, cette loi ne concerne que le régime permanent. Elle n’impose aucune hypothèse ni sur

le système, ni sur les variables aléatoires qui le caractérisent.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéressons aux principaux résultats de performances

de quelques files d’attente classiques.

1.3 Files d’attente simples et principaux résultats

Nous présentons dans cette section les principaux résultats des files simples en partant du

modèle markovien jusqu’au modèle le plus général (où les inter-arrivées et les services sont arbitraires).

Nous allons nous limiter aux files et aux résultats dont on aura besoin dans la suite de ce manuscrit.

1.3.1 La file M/M/1

Cette file est caractérisée par le processus des arrivées poissoniens de taux 𝜆 et une durée de

service exponentielle de taux 𝜇.

On pose 𝜌 = 𝜆

𝜇
.

La file peut être considérée comme un processus de naissance et de mort, pour lequel :

𝜆𝑛 = 𝜆 si 𝑛 ≥ 0

𝜇𝑛=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜇 si n ̸= 0

0 si n=0
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Pour qu’il y ait un régime permanent il faut que 𝜌 < 1 :

𝑃0 = 1 − 𝜌

𝑃𝑛 = 𝑃0 × 𝜌𝑛

= (1 − 𝜌)𝜌𝑛

Tous les paramètres de performances sont calculés dans le cas où la file est stable (𝜆 < 𝜇,

c’est-à-dire 𝜌 < 1).

Taux d’utilisation du serveur 𝑈

Par définition, le taux d’utilisation est la probabilité pour que le serveur de la file soit occupé

𝑈 =
∑︁
𝑛≥1

𝑃𝑛

= 1 − 𝑃0

= 𝜌

17
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Nombre moyen de clients dans le système 𝐿

𝐿 =
∑︁
𝑛≥1

𝑛𝑃𝑛

=
∑︁
𝑛≥1

𝑛(1 − 𝜌)𝜌𝑛

= 𝜌

1 − 𝜌

Temps moyen de séjour W

Ce paramètre est obtenu en utilisant la Formule de Little :

𝑊 = 𝐿

𝜆
= 1

𝜇(1 − 𝜌)

qui peut se décomposer en :

𝑊 = 1
𝜇

+ 𝜌

𝜇(1 − 𝜌)

= 1
𝜇

+ 𝑊𝑞

On en déduit le temps moyen passé dans la file d’attente 𝑊𝑞 :

𝑊𝑞 = 𝜌

𝜇(1 − 𝜌)

Nombre moyen de clients dans la file d’attente 𝐿𝑞 :

18
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on a : 𝐿𝑞 = 𝐿 − (1 − 𝑃0)

et on a aussi :

𝐿𝑞 = 𝜆𝑊𝑞

= 𝜌2

𝜇(1 − 𝜌)

1.3.2 La file M/G/1

On revient à un système formé d’une file FIFO à capacité illimitée et d’un seul serveur. Le

processus d’arrivée des clients dans la file est toujours supposé poissonien de taux 𝜆 mais, maintenant,

le temps de service 𝑌 d’un client est distribué selon une loi qui n’est plus supposée exponentielle.

Ce système est connu sous le nom de file 𝑀/𝐺/1. En fait, on suppose implicitement que les services

successifs sont indépendants les uns des autres et distribués selon la même loi (donc les variables

aléatoires mesurant le temps de service des différents clients sont i.i.d.). Il faudrait alors parler d’une

file 𝑀/𝐺𝐼/1, 𝐺𝐼 faisant référence à des lois générales et indépendantes les unes des autres.

Une file simple comportant un unique serveur est stable si le nombre moyen de clients qui arrivent à

la file par unité de temps est inférieur au nombre moyen de clients que le serveur de la file d’attente

est capable de traiter, soit 𝜆 < 𝜇 où 𝜇 = 1
𝑚

est le taux moyen de service de la file (avec 𝑚 = 𝐸(𝑌 )).

Analyse du régime permanent : Méthode de la chaîne de Markov incluse

Pour étudier simplement ce système, le service n’étant plus exponentiel, il ne suffit donc plus

de savoir qu’un client est en service, pour prédire quand ce service va se terminer. Il faut en plus

savoir depuis combien de temps le service a commencé.

Par exemple, dans le cas d’un service déterministe de durée 10 secondes, si le service a commencé

depuis 2 secondes, il se terminera exactement dans 8 secondes alors que, s’il a commencé depuis 9

secondes, il se terminera au bout d’une seconde. Cette information est indispensable pour prédire
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l’évolution future de l’état du serveur, donc du système.

L’idée est de ne s’intéresser qu’à des instants particuliers de l’évolution du système 𝑡𝑘 =

𝐷𝑘+, 𝑘 = 1, 2, ..., correspondant aux instants de fin de service (instants juste après le départ d’un

client).

Considérons le processus (𝑁𝑘)𝑘≥1 = (𝑋𝑡𝑘)𝑘≥1 où 𝑋𝑡𝑘 est le nombre de clients juste après le

départ du 𝑘𝑖è𝑚𝑒 client.

Le processus (𝑁𝑘)𝑘≥1 est une chaîne de Markov ergodique pouvant être facilement étudiée.

En particulier, on pourra obtenir les probabilités 𝑃𝑛(𝑘) = 𝑃 (𝑁𝑘 = 𝑛) pour que le départ du

𝑘𝑖è𝑚𝑒 client laisse derrière lui 𝑛 clients, ainsi que 𝑃𝑛 = lim𝑘→∞ 𝑃𝑛(𝑘).

On va maintenant déterminer la matrice de transition 𝑃 = (𝑞𝑖,𝑗) de la chaîne de Markov (𝑁𝑘)𝑘≥1 dite

chaîne de Markov incluse du processus (𝑋𝑡)𝑡≥0.

On note 𝛼𝑐 la probabilité que 𝑐 clients arrivent pendant un temps de service. On a

𝛼𝑐 =
∫︀ ∞

0 𝑃 ([c arrivées pendant t ]|𝑌 = 𝑡)𝑓𝑌 (𝑡)𝑑𝑡 =
∫︀ ∞

0
(𝜆𝑡)𝑐

𝑐! exp (−𝜆𝑡)𝑓𝑌 (𝑡)𝑑𝑡

En effet, les arrivées sont poissoniennes de taux 𝜆. Si le temps de service était de durée

constante 𝑡, la probabilité pour que 𝑐 clients arrivent pendant un temps de service 𝑡 serait égale à
(𝜆𝑡)𝑐

𝑐! exp −𝜆𝑡, par définition du processus de Poisson. Comme le temps de service est distribué selon

une loi générale de densité 𝑓𝑌 , la durée de temps de service est égale à 𝑡 à 𝑑𝑡 près avec une probabilité

égale à 𝑓𝑌 (𝑡)𝑑𝑡.

Notons alors 𝑞𝑖,𝑗 la probabilité de transition de l’état 𝑖 vers l’état 𝑗. On a :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
q0,𝑗 = 𝛼𝑗 si 𝑗 ≥ 0

q𝑖,𝑗 = 𝛼𝑗−𝑖+1 si 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 + 1

q𝑖,𝑗 = 0 sinon
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En effet,

− si 𝑁𝑘 = 0, [𝑁𝑘+1 = 𝑗] correspond à l’arrivée de 𝑗 clients pendant le service du (𝑘 + 1)𝑖è𝑚𝑒 client ;

− si 𝑁𝑘 = 𝑖, on a [𝑁𝑘+1 = 𝑗] si 𝑁𝑘+1 − 𝑁𝑘 = 𝑗 − 𝑖, ce qui correspond à l’arrivée de 𝑗 − 𝑖 + 1 clients,

car il ne faut pas oublier que le (𝑘 + 1)𝑖è𝑚𝑒 client vient de partir.

La matrice de la chaîne de Markov incluse est donc :

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼0 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 . . .

𝛼0 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 . . .

0 𝛼0 𝛼1 𝛼2 𝛼3 . . .

0 0 𝛼0 𝛼1 𝛼2
. . .

0 0 0 𝛼0 𝛼1
. . .

... ... . . . . . . . . . . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
On pourrait montrer que cette chaîne de Markov est irréductible, apériodique et récurrente

positive si elle est stable (c’est-à-dire si 𝜆 < 𝜇). On peut alors affirmer que le vecteur �⃗� des probabilités

stationnaires existe et est solution du système 𝜋 = 𝜋 * 𝑃 (avec bien sur ∑︀
𝑛≥0 𝜋𝑛 = 1).

La chaîne de Markov (𝑁𝑘) est irréductible et admet donc une unique distribution stationnaire,

qui est aussi distribution limite de 𝑋𝑡. Le théorème suivant permet, entre autre, de déterminer 𝐿 :

Soit : 𝜋(𝑧) = ∑︀
𝑛≥0 𝜋𝑛𝑧𝑛 et 𝜋 = (𝜋0, 𝜋1, 𝜋2, ..., 𝜋𝑛, ...)

donc

(𝜋0, 𝜋1, 𝜋2, ..., 𝜋𝑛, ...)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼0 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 . . .

𝛼0 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 . . .

0 𝛼0 𝛼1 𝛼2 𝛼3 . . .

0 0 𝛼0 𝛼1 𝛼2
. . .

0 0 0 𝛼0 𝛼1
. . .

... ... . . . . . . . . . . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= (𝜋0, 𝜋1, 𝜋2, ..., 𝜋𝑛, ...)
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on a donc :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜋0 = 𝜋1𝛼0 + 𝜋0𝛼0

𝜋1 = 𝜋2𝛼0 + 𝜋1𝛼1 + 𝜋0𝛼1

𝜋2 = 𝜋3𝛼0 + 𝜋2𝛼1 + 𝜋1𝛼2 + 𝜋0𝛼2

...= . . . . . . . . . . . . . . .

𝜋𝑛 = 𝜋𝑛+1𝛼0 + 𝜋𝑛𝛼1 + 𝜋𝑛−1𝛼2 + . . . + 𝜋1𝛼𝑛 + 𝜋0𝛼𝑛

𝐴(𝑧) =
∑︁
𝑛≥0

𝛼𝑛𝑧𝑛

𝜋(𝑧) = 𝜋(0)𝐴(𝑧)(1 − 𝑧)
𝐴(𝑧) − 𝑧

On a

𝜋(1) = 1

𝜋(0) = 1 − 𝜆𝐸(𝑆) > 0

donc 𝜆𝐸(𝑠) < 1 est la condition de stabilité de cette file d’attente.

Taux d’utilisation du serveur est 𝑈 = 𝜆𝐸(𝑠).

Finalement

𝜋(𝑧) = (1 − 𝜌)𝐴(𝑧)(1 − 𝑧)
𝐴(𝑧) − 𝑧

Le nombre moyen des clients dans le système est calulé de cette façon :
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𝐿 = 𝜋′(1)

= 𝜌 + 𝜌2 + 𝜆2𝑣𝑎𝑟(𝑌 )
2(1 − 𝜌)

Temps moyen de séjour W

Ce paramètre est obtenu en utilisant la Formule de Little :

𝑊 = 𝐿

𝜆

= 1
𝜇

+ 𝜆
𝐸(𝑌 )2 + 𝑣𝑎𝑟(𝑌 )

2(1 − 𝜌)
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CHAPITRE 2

ETUDE DE LA FILE D’ATTENTE 𝑀/𝐺/1

AVEC RAPPELS

Les systèmes de files d’attente avec rappels sont caractérisés par la propriété qu’un clients qui

trouve à son arrivée tous les serveurs occupés quitte l’espace de service et rappelle ultérieurement à

des instants aléatoires. Entre deux rappels successifs, le client est dit "en orbite".

Ce chapitre est consacré à l’étude des files d’attente M/G/1 avec rappels exponentiels. Nous

décrivons d’abord le modèle associé à ce type de files puis nous déduisons le système des équations de

Chapmann Kolmogorov et nous calculerons les mesures de performance de quelques cas particuliers

tels que la file M/M/1 avec rappels exponentiels.

Voici un schéma qui représente la file d’attente M/G/1 avec Rappels :
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2.1 Description de la file d’attente M/G/1 avec Rappels

On considère un système formé d’une file d’attente de capacité infinie, et d’un unique serveur,

le processus d’arrivée est de poisson de taux 𝜆, la durée de service des clients est une variable aléatoire

de loi générale notée 𝐵(𝑥), de densité 𝑏(𝑥), de transformée de Laplace 𝛽*(𝑠) et des premiers moments

finis 𝛽𝑘 = (−1)𝑘𝛽*(𝑘)(0), 𝑘 = 1, 2.

La discipline d’accès au serveur à partir de l’orbite est gouvernée par une loi exponentielle avec

une intensité donnée par 𝑗𝜇 ( 𝜇 > 0), quand le nombre de clients en orbite est 𝑗 ∈ 𝑁 , comme cette

politique de rappels dépend du nombre de clients dans l’orbite, on l’appelle politique de rappel classique.

On suppose que les temps d’inter-arrivées, les temps de rappels, les temps de services sont

mutuellement indépendants.

L’état du système peut être décrit par le processus {𝑋(𝑡), 𝑡 ≥ 0} = {𝐶(𝑡), 𝑁(𝑡), 𝜉(𝑡), 𝑡 ≥ 0} où

𝐶(𝑡) : La variable aléatoire indiquant l’état du serveur à l’instant t :

𝐶(𝑡)=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 si le serveur est libre à l’instant t.

1 si le serveur est occupé à l’instant t.
𝑁(𝑡) : Le nombre de clients dans l’orbite à l’instant 𝑡.

𝐾(𝑡) : Le nombre de clients dans le système à l’instant 𝑡.

𝛽(𝑥) :l’intensité instantané du service donné quand le temps de service écoulé est 𝜉(𝑡)= 𝑥.

2.2 Distribution stationnaire des états du système

Notons la distribution stationnaire de l’état du système par :

𝑝0𝑛 = lim
𝑡→∞

𝑃{𝐶(𝑡) = 0 , 𝑁(𝑡) = 𝑛}

𝑝1𝑛(𝑥) = lim
𝑡→∞

𝑑

𝑑𝑥
𝑃{𝐶(𝑡) = 1 , 𝜉(𝑡) < 𝑥 , 𝑁(𝑡) = 𝑛}
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Dans cette section nous étudions les distribution stationnaire des états du système.

(𝜆 + 𝑛𝜇)𝑃0𝑛 =
∫︁ ∞

0
𝑃1𝑛(𝑥)𝛽(𝑥)𝑑𝑥 𝑛 ≥ 0 (1)

𝑃1𝑛′(𝑥) = −(𝜆 + 𝛽(𝑥))𝑃1𝑛(𝑥) + 𝜆(1 − 𝛿𝑛0)𝑃1𝑛−1(𝑥) 𝑛 ≥ 0 (2)

𝑃1𝑛(0) = 𝜆𝑃0𝑛 + (𝑛 + 1)𝜇𝑃0𝑛+1 𝑛 ≥ 0 (3)

où :

𝛽(𝑥) = 𝑏(𝑥)
1 − 𝐵(𝑥) et 𝛿𝑛0 est le produit de Kronecker.

Théorème 2.2.1 Si 𝜌 < 1, le système possède un régime stationnaire et les fonctions génératrices de

la distribution conjointe de l’état du serveur et le nombre de clients dans l’orbite sont données par :

𝑃0(𝑧) =
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃0𝑛

= (1 − 𝜌) exp
{︃

𝜆

𝜇

∫︁ 𝑧

1

1 − 𝐾(𝜐)
𝐾(𝜐) − 𝜐

𝑑𝜐

}︃
𝑃1(𝑧) =

∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃1𝑛

= 1 − 𝐾(𝑧)
𝐾(𝑧) − 𝑧

𝑃0(𝑧)

où : 𝜌 = 𝜆𝛽1.( réf [15])

Preuve

Nous définissons les fonctions génératrices suivantes :

𝑃0(𝑧) =
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃0𝑛 (1’)

𝑃1(𝑧, 𝑥) =
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃1𝑛(𝑥) (2’)
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En multipliant les deux membres de l’équations (2) par 𝑧𝑛, nous obtenons :

∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃 ′1𝑛(𝑥) =
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛(−(𝜆 + 𝛽(𝑥)))𝑃1𝑛(𝑥) +
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝜆𝑃1𝑛−1(𝑥)

= (−(𝜆 + 𝛽(𝑥)))𝑃1(𝑧, 𝑥) + 𝜆
∑︁
𝑛≥0

𝑧(𝑛−1+1)𝑃1𝑛−1(𝑥)

= (−(𝜆 + 𝛽(𝑥)))𝑃1(𝑧, 𝑥) + 𝜆𝑧
∑︁
𝑛≥0

𝑧(𝑛−1)𝑃1𝑛−1(𝑥)

= (−(𝜆 + 𝛽(𝑥)))𝑃1(𝑧, 𝑥) + 𝜆𝑧𝑃1(𝑧, 𝑥)

𝑃 ′1(𝑧, 𝑥) = (−𝜆 + 𝜆𝑧 − 𝛽(𝑥))𝑃1(𝑧, 𝑥) (4)

En multipliant les deux membres de l’équations (1) par 𝑧𝑛, nous obtenons :

∑︁
𝑛≥0

(𝜆 + 𝑛𝜇)𝑧𝑛𝑃0𝑛 =
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛
∫︁ ∞

0
𝑃1𝑛(𝑥)𝛽(𝑥)𝑑𝑥

∑︁
𝑛≥0

𝜆𝑧𝑛𝑃0𝑛 +
∑︁
𝑛≥0

𝑛𝜇𝑧𝑛𝑃0𝑛 =
∫︁ ∞

0

∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃1𝑛(𝑥)𝛽(𝑥)𝑑𝑥

𝜆
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃0𝑛 + 𝜇
∑︁
𝑛≥0

𝑛𝑧(𝑛−1+1)𝑃0𝑛 =
∫︁ ∞

0
𝛽(𝑥)

∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃1𝑛(𝑥)𝑑𝑥

𝜆𝑃0(𝑧) + 𝜇𝑧𝑃 ′0(𝑧) =
∫︁ ∞

0
𝛽(𝑥)𝑃1(𝑧, 𝑥)𝑑𝑥 (5)

En multipliant les deux membres de l’équations (3) par 𝑧𝑛, nous obtenons :

∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃1𝑛(0) =
∑︁
𝑛≥0

𝜆𝑧𝑛𝑃0𝑛 +
∑︁
𝑛≥0

(𝑛 + 1)𝜇𝑧𝑛𝑃0𝑛+1

𝑃1(𝑧, 0) = 𝜆𝑃0(𝑧) + 𝜇𝑃 ′0(𝑧) (6)

A partir de l’équation (4) nous obtenons :

𝑃1(𝑧, 𝑥) = 𝑃1(𝑧, 0)(1 − 𝐵(𝑥)) exp {−(𝜆 − 𝜆𝑧)𝑥} (7)
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En exploitant l’équation (7), l’équation (5) peut être écrite comme suit :

𝜆𝑃0(𝑧) + 𝜇𝑧𝑃 ′0(𝑧) =
∫︁ ∞

0
𝛽(𝑥)𝑃1(𝑧, 𝑥)𝑑𝑥

=
∫︁ ∞

0
𝛽(𝑥)𝑃1(𝑧, 0)(1 − 𝐵(𝑥)) exp {−(𝜆 − 𝜆𝑧)𝑥} 𝑑𝑥

= 𝑃1(𝑧, 0)
∫︁ ∞

0

𝑏(𝑥)
1 − 𝐵(𝑥)(1 − 𝐵(𝑥)) exp {−𝜆𝑥(1 − 𝑧)} 𝑑𝑥

= 𝑃1(𝑧, 0)
∫︁ ∞

0
exp {−𝜆𝑥(1 − 𝑧)} 𝑏(𝑥)𝑑𝑥

𝜆𝑃0(𝑧) + 𝜇𝑧𝑃 ′0(𝑧) = 𝑃1(𝑧, 0)𝛽*(𝜆(1 − 𝑧))

Posons maintenant 𝐾(𝑧) = 𝛽*(𝜆(1 − 𝑧))

𝜆𝑃0(𝑧) + 𝜇𝑧𝑃 ′0(𝑧) = 𝑃1(𝑧, 0)𝐾(𝑧) (8)

on soustrait à présent𝑃 ′0(𝑧) des équations (8) et (6) pour obtenir :

l’équation (6) devient : 𝑧𝑃1(𝑧, 0) − 𝑧𝑃 ′0(𝑧) = 𝜆𝑧𝑃0(𝑧)𝜇𝑧𝑃 ′0(𝑧) − 𝑧𝑃 ′0(𝑧)

l’équation (8) devient : 𝜆𝑃0(𝑧) + 𝜇𝑧𝑃 ′0(𝑧) − 𝑃 ′0(𝑧) = 𝐾(𝑧)𝑃1(𝑧, 0) − 𝑃 ′0(𝑧)

Soustrayons les deux membres de la formule (6) des deux membres de la formule (8) :

𝑃1(𝑧, 0)(𝐾(𝑧) − 𝑧) = 𝜆(1 − 𝑧)𝑃0(𝑧)

𝑃1(𝑧, 0) = 𝜆
1 − 𝑧

𝐾(𝑧) − 𝑧
𝑃0(𝑧) (9)

En remplaçant l’équation (9) dans l’équation (7) nous aurons :

𝑃1(𝑧, 𝑥) = 𝜆
1 − 𝑧

𝐾(𝑧) − 𝑧
𝑃0(𝑧)[(1 − 𝐵(𝑥)] exp {−𝜆𝑥(1 − 𝑧)} (10)
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Intégrons l’équation (10) et en utilisant la formule :

∫︁ ∞

0
exp(−𝑠𝑥)(1 − 𝐵(𝑥))𝑑𝑥 = (1 − 𝛽*(𝑠))

𝑠

nous aurons

∫︁ ∞

0
𝑃1(𝑧, 𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ ∞

0
𝜆

1 − 𝑧

(𝐾(𝑧) − 𝑧)𝑃0(𝑧)[(1 − 𝐵(𝑥)] exp {−𝜆𝑥(1 − 𝑧)} 𝑑𝑥

= 𝜆
1 − 𝑧

𝐾(𝑧) − 𝑧
𝑃0(𝑧)

∫︁ ∞

0
[(1 − 𝐵(𝑥)] exp {−𝜆𝑥(1 − 𝑧)} 𝑑𝑥

= 𝜆
1 − 𝑧

𝐾(𝑧) − 𝑧
𝑃0(𝑧)(1 − 𝛽*(𝜆(1 − 𝑧))

𝜆(1 − 𝑧)

= 1 − 𝛽*(𝜆(1 − 𝑧))
𝐾(𝑧) − 𝑧

𝑃0(𝑧)

𝑃1(𝑧) = 1 − 𝐾(𝑧)
𝐾(𝑧) − 𝑧

𝑃0(𝑧) (11)

Notons 𝜌 = 𝜆𝛽1 et passons à la limite

lim
𝑧→1

1 − 𝐾(𝑧)
𝐾(𝑧) − 𝑧

= 𝜆𝛽1

1 − 𝜆𝛽1
< ∞

Ce qui donne en exploitant : 𝑃0(1) + 𝑃1(1) = 1

𝑃0(1) = 1 − 𝜌

𝑃1(1) = 𝜌

En remplaçant l’équation (9) dans l’équation (8) nous aurons :

𝜆𝑃0(𝑧) + 𝜇𝑧𝑃 ′0(𝑧) = 𝜆
𝐾(𝑧) − 𝑧𝐾(𝑧)

𝐾(𝑧) − 𝑧
𝑃0(𝑧)

𝑃 ′0(𝑧) = 𝜆

𝜇
× 1 − 𝐾(𝑧)

𝐾(𝑧) − 𝑧
𝑃0(𝑧)

𝑃 ′0(𝑧)
𝑃0(𝑧) = 𝜆

𝜇
× 1 − 𝐾(𝑧)

𝐾(𝑧) − 𝑧
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qui a pour solution

∫︁ 𝑧

1

𝑃 ′0(𝑎)
𝑃0(𝑎) 𝑑𝑎 = 𝜆

𝜇

∫︁ 𝑧

1

1 − 𝐾(𝑎)
𝐾(𝑎) − 𝑎

𝑑𝑎

𝑙𝑛𝑃0(𝑧) − 𝑙𝑛𝑃0(1) = 𝜆

𝜇

∫︁ 𝑧

1

1 − 𝐾(𝑎)
𝐾(𝑎) − 𝑎

𝑑𝑎

exp
{︃

𝑙𝑛
𝑃0(𝑧)
𝑃0(1)

}︃
= exp

{︃
𝜆

𝜇

∫︁ 𝑧

1

1 − 𝐾(𝑎)
𝐾(𝑎) − 𝑎

𝑑𝑎

}︃

𝑃0(𝑧) = 𝑃0(1) exp
{︃

𝜆

𝜇

∫︁ 𝑧

1

1 − 𝐾(𝑎)
𝐾(𝑎) − 𝑎

𝑑𝑎

}︃

𝑃0(1) = 1 − 𝜌.

Finalement,nous avons

𝑃0(𝑧) = (1 − 𝜌) exp
{︃

𝜆

𝜇

∫︁ 𝑧

1

1 − 𝐾(𝑎)
𝐾(𝑎) − 𝑎

𝑑𝑎

}︃
(12)

𝑃1(𝑧) = 1 − 𝐾(𝑧)
𝐾(𝑧) − 𝑧

𝑃0(𝑧)
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2.3 Calculs des performances

Nombre moyen de clients dans l’orbite Soit 𝑄(𝑧) la fonction génératrice du nombre de clients

dans l’orbite :

𝑄(𝑧) =
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃 {𝑁(𝑡) = 𝑛}

=
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃 {𝑁(𝑡) = 𝑛 et 𝐶(𝑡) = 0 ou 𝐶(𝑡) = 1}

=
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃 {𝑁(𝑡) = 𝑛 et 𝐶(𝑡) = 0} +
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃 {𝑁(𝑡) = 𝑛 et 𝐶(𝑡) = 1}

=
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃 {𝑁(𝑡) = 𝑛 et 𝐶(𝑡) = 0} +
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃 {𝑁(𝑡) = 𝑛 − 1 et 𝐶(𝑡) = 1}

= 𝑃0(𝑧) + 𝑃1(𝑧)

= 𝑃0(𝑧) + 1 − 𝐾(𝑧)
𝐾(𝑧) − 𝑧

𝑃0(𝑧)

= 1 − 𝑧

𝐾(𝑧) − 𝑧
𝑃0(𝑧)

𝑄(𝑧) = 1 − 𝑧

𝐾(𝑧) − 𝑧
(1 − 𝜌) exp

{︃
𝜆

𝜇

∫︁ 𝑧

1
(1 − 𝐾(𝑎)
𝐾(𝑎) − 𝑎

)𝑑𝑎

}︃

Le nombre moyen de clients dans l’orbite est donné comme suit :

�̄� = 𝑄′(1)

�̄� = 𝜆2

1 − 𝜌
(𝛽1

𝜇
+ 𝛽2

2 )

où : 𝜌 = 𝜆𝛽1

Nombre moyen de clients dans le système
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Soit 𝑁(𝑧) la fonction génératrice du nombre de clients dans le système :

𝑁(𝑧) =
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃 {𝐾(𝑡) = 𝑛}

=
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃 {𝐾(𝑡) = 𝑛 et 𝐶(𝑡) = 0 ou 𝐶(𝑡) = 1}

=
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃 {𝐾(𝑡) = 𝑛 et 𝐶(𝑡) = 0} +
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃 {𝐾(𝑡) = 𝑛 et 𝐶(𝑡) = 1}

=
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃 {𝑁(𝑡) = 𝑛 et 𝐶(𝑡) = 0} +
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃 {𝑁(𝑡) = 𝑛 − 1 et 𝐶(𝑡) = 1}

= 𝑃0(𝑧) +
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛𝑃1,𝑛−1

= 𝑃0(𝑧) + 𝑧𝑃1(𝑧)

= 𝑃0(𝑧) + 𝑧
1 − 𝐾(𝑧)
𝐾(𝑧) − 𝑧

𝑃0(𝑧)

= 𝐾(𝑧) − 𝑧𝐾(𝑧)
𝐾(𝑧) − 𝑧

𝑃0(𝑧)

𝑁(𝑧) = 𝐾(𝑧) − 𝑧𝐾(𝑧)
𝐾(𝑧) − 𝑧

(1 − 𝜌) exp
{︃

𝜆

𝜇

∫︁ 𝑧

1

1 − 𝐾(𝑎)
𝐾(𝑎) − 𝑎

𝑑𝑎

}︃

Le nombre moyen de clients dans le système est donné par :

�̄� = 𝑁 ′(1)

�̄� = 𝜌 + 𝜆2

1 − 𝜌
(𝛽1

𝜇
+ 𝛽2

2 )

Probabilité que le serveur est occupé La probabilité que le serveur est occupé est obtenue comme

suit :

𝑃 {𝐶(𝑡) = 1} = 𝜌
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CHAPITRE 3

ETUDE DE LA FILE D’ATTENTE 𝑀/𝐺/1

AVEC RAPPELS ET PRIORITÉ

Nous introduisons dans ce chapitre la file M/G/1 avec rappels exponentiels et priorité large

(non préemptive), nous décrivons au début le modèle mathématique associé à cette file ainsi que leur

système des équations de Chapmann Kolmogorov, puis nous calculons les mesures de performance de

chaque type de clients, tels que le temps moyen d’attente des deux types des clients (prioritaires et

moins prioritaires), le nombre moyen de clients prioritaires dans la file et le nombre moyen de clients

moins prioritaires dans l’orbite.

Voici un schéma qui représente cette file d’attente :

33



U.S.T.H.B Etude de la file d’attente 𝑀/𝐺/1 avec rappels et priorité

3.1 Description de la file d’attente M/G/1 avec rappels et

priorité

On considère un système formé d’une file d’attente de capacité infinie, et d’un unique serveur,

Les clients prioritaires arrivent dans le système selon un processus de poisson de paramètre 𝜆1 > 0, A

l’arrivée d’un client, si le serveur est libre, le client sera pris en charge immédiatement. Dans le cas

contraire, il rejoint la file d’attente (de capacité illimité et discipline FIFO)( File classique M/G/1).

Les clients non prioritaire arrivent dans le système selon un processus de poisson de taux 𝜆2 > 0. A

l’arrivée d’un client non prioritaire, si le serveur est libre, le client en question est pris en charge. Dans

le cas contraire le client entre en orbite et devient source d’appels non prioritaire. Les durées de services

des deux types des clients sont des variables aléatoires positives et mutuellements indépendantes et

de lois générales différentes notées 𝐵1(𝑥) et 𝐵2(𝑥) respectivement, des densités 𝑏1(𝑥) et 𝑏2(𝑥), et des

transformées de Laplace 𝛽*
1(𝑠) et 𝛽*

2(𝑠) respectivement,et possédant les deux premiers moments finis

𝛽𝑘,1 = (−1)𝑘𝛽
*(𝑘)
1 (0) et 𝛽𝑘,2 = (−1)𝑘𝛽

*(𝑘)
2 (0),𝑘 = 1, 2.

La discipline d’accès au serveur à partir de l’orbite est gouvernée par une loi exponentielle avec

une intensité donnée par 𝑗𝜇 ( 𝜇 > 0), quand le nombre de clients en orbite est 𝑗 ∈ 𝑁 , comme cette

politique de rappels dépend du nombre de clients dans l’orbite, on l’appelle politique de rappel classique.

On suppose que les temps d’inter-arrivées, les temps de rappels, les temps de services sont

mutuellement indépendants.

L’état du système est décrit par le processus {𝑋(𝑡), 𝑡 ≥ 0} = {𝐶(𝑡), 𝑁1(𝑡), 𝑁2(𝑡), 𝜉1(𝑡), 𝜉2(𝑡), 𝑡 ≥ 0}

où

𝐶(𝑡) : La variable aléatoire indiquant l’état du serveur à l’instant t.

𝐶(𝑡)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0 si le serveur est libre à l’instant t.

1 si le serveur est occupé à l’instant t par un client de type 1.

2 si le serveur est occupé à l’instant t par un client de type 2.
𝐾1(𝑡) : Le nombre de clients de type 1 dans le système à l’instant t.
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𝐾2(𝑡) : Le nombre de clients de type 2 dans le système à l’instant t.

𝑁1(𝑡) : Le nombre de clients de type 1 dans la file d’attente à l’instant t.

𝑁2(𝑡) : Le nombre de clients de type 2 dans l’orbite à l’instant t.

𝛽1(𝑥) :l’intensité du service des clients de type 1 donné quand le temps de service écoulé est 𝜉1(𝑡)= 𝑥.

𝛽2(𝑥) :l’intensité du service des clients de type 2 donné quand le temps de service écoulé est 𝜉2(𝑡)= 𝑥.

3.2 Distribution stationnaire des états du système

Notons par :

𝑃0𝑛𝑚 = lim
𝑡→∞

𝑃{𝐶(𝑡) = 0 , 𝑁1(𝑡) = 𝑛 , 𝑁2(𝑡) = 𝑚}

𝑃1𝑛𝑚(𝑥) = lim
𝑡→∞

𝑑

𝑑𝑥
𝑃{𝐶(𝑡) = 1 , 𝜉1(𝑡) < 𝑥 , 𝑁1(𝑡) = 𝑛 , 𝑁2(𝑡) = 𝑚}

𝑃2𝑛𝑚(𝑥) = lim
𝑡→∞

𝑑

𝑑𝑥
𝑃{𝐶(𝑡) = 2 , 𝜉2(𝑡) < 𝑥 , 𝑁1(𝑡) = 𝑛 , 𝑁2(𝑡) = 𝑚}

Dans cette section nous étudions les distribution stationnaire des états du système(avec 𝑚 ≥ 0 ).

(𝜆1 + 𝜆2 + 𝑚𝜇)𝑃00𝑚 =
∫︁ ∞

0
(𝑃10𝑚(𝑥)𝛽1(𝑥) + 𝑃20𝑚(𝑥)𝛽2(𝑥))𝑑𝑥 𝑛 = 0 (1)

𝑃0𝑛𝑚 = 0 𝑛 ≥ 1,

𝑃 ′1𝑛𝑚(𝑥) = −(𝜆1 + 𝜆2 + 𝛽1(𝑥))𝑃1𝑛𝑚(𝑥) + 𝜆1(1 − 𝛿𝑛0)𝑃1𝑛−1𝑚(𝑥) + 𝜆2(1 − 𝛿𝑚0)𝑃1𝑛𝑚−1(𝑥) (2)

𝑃 ′2𝑛𝑚(𝑥) = −(𝜆1 + 𝜆2 + 𝛽2(𝑥))𝑃2𝑛𝑚(𝑥) + 𝜆1(1 − 𝛿𝑛0)𝑃2𝑛−1𝑚(𝑥) + 𝜆2(1 − 𝛿𝑚0)𝑃2𝑛𝑚−1(𝑥) (3)

𝑃1𝑛𝑚(0) = 𝜆1𝑃0𝑛𝑚𝛿𝑛0 +
∫︁ ∞

0
(𝑃1𝑛+1𝑚(𝑥)𝛽1(𝑥))𝑑𝑥 +

∫︁ ∞

0
(𝑃2𝑛+1𝑚(𝑥)𝛽2(𝑥))𝑑𝑥 𝑛 ≥ 0 (4)

𝑃2𝑛𝑚(0) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 𝑛 ≥ 1

𝜆2𝑃00𝑚 + (𝑚 + 1)𝜇𝑃00𝑚+1 𝑛 = 0 (5)

où :

𝛽𝑖(𝑥) = 𝑏𝑖(𝑥)
1 − 𝐵𝑖(𝑥) et 𝛿𝑛0 est le produit de Kronecker.
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Théorème 3.2.2 Si 𝜌 = 𝜌1 + 𝜌2 < 1, le système possède un régime stationnaire et les fonctions

génératrices de la distribution conjointe de l’état du serveur et le nombre des deux types de clients

dans la file d’attente et l’orbite respectivement sont données par :

𝑃0(𝑧2) =
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃0𝑛𝑚

= (1 − 𝜌1 + 𝜌2) × exp
{︃

1
𝜇

∫︁ 𝑧2

1

𝜆1 − 𝜆1ℎ(𝜐) + 𝜆2 − 𝜆2𝐾2(ℎ(𝜐), 𝜐)
𝐾2(ℎ(𝜐), 𝜐) − 𝜐

}︃
𝑑𝜐

𝑃1(𝑧1, 𝑧2) =
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃1𝑛𝑚(𝑥)

= [(𝜆1 − 𝜆1ℎ(𝑧2) + 𝜆2 − 𝜆2𝐾2(ℎ(𝑧2), 𝑧2))(𝐾2(𝑧1, 𝑧2) − 𝑧2)

−(𝜆1 − 𝜆1𝑧1 + 𝜆2 − 𝜆2𝐾2(𝑧1, 𝑧2))(𝐾2(ℎ(𝑧2), 𝑧2) − 𝑧2)]

×[(𝐾2(ℎ(𝑧2), 𝑧2) − 𝑧2)(𝑧1 − 𝐾1(𝑧1, 𝑧2))]−1

× 1 − 𝐾1(𝑧1, 𝑧2)
𝜆1 − 𝜆1𝑧2 + 𝜆2 − 𝜆2𝑧2

𝑃0(𝑧2)

𝑃2(𝑧1, 𝑧2) =
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃2𝑛𝑚

= 𝜆1 − 𝜆1ℎ(𝑧2) + 𝜆2 − 𝜆2𝑧2

𝐾2(ℎ(𝑧2), 𝑧2) − 𝑧2

× 1 − 𝐾2(𝑧1, 𝑧2)
𝜆1 − 𝜆1𝑧2 + 𝜆2 − 𝜆2𝑧2

𝑃0(𝑧2)

où : L’équation 𝑧1 = 𝐾(𝑧1, 𝑧2) admet une solution unique 𝑧1 = ℎ(𝑧2) dans l’intervalle [0, 1].

et :𝜌𝑖 = 𝜆𝑖𝛽𝑖,1.(p 189-190 réf [15])

Preuve

Nous présentons les trois fonctions génératrices :

𝑃0(𝑧1, 𝑧2) =
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃0𝑛𝑚 (1’)

𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) =
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃1𝑛𝑚(𝑥) (2’)

𝑃2(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) =
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃2𝑛𝑚(𝑥) (3’)
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En multipliant les deux membres de l’équations (1) par 𝑧𝑚
2 nous obtenons :

∑︁
𝑚≥0

(𝜆1 + 𝜆2 + 𝑚𝜇)𝑧𝑚
2 𝑃00𝑚 =

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑚
2

∫︁ ∞

0
(𝑃10𝑚(𝑥)𝛽1(𝑥) + 𝑃20𝑚(𝑥)𝛽2(𝑥))𝑑𝑥

𝜇𝑧2
∑︁
𝑚≥0

𝑚𝑧𝑚−1
2 𝑃00𝑚 = −(𝜆1 + 𝜆2)

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑚
2 𝑃00𝑚 +

∫︁ ∞

0
(

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑚
2 𝑃10𝑚(𝑥)𝛽1(𝑥)

+
∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑚
2 𝑃20𝑚(𝑥)𝛽2(𝑥))𝑑𝑥

𝜇𝑧2𝑃 ′0(𝑧2) = −(𝜆1 + 𝜆2)𝑃0(𝑧2) +
∫︁ ∞

0
(𝑃1(0, 𝑧2, 𝑥)𝛽1(𝑥) + 𝑃2(0, 𝑧2, 𝑥)𝛽2(𝑥))𝑑𝑥 (6)

En multipliant les deux membres de l’équations (2) par 𝑧𝑛
1 et 𝑧𝑚

2 nous obtenons :

∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃 ′1𝑛𝑚(𝑥) =
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

−(𝜆1 + 𝜆2 + 𝛽1(𝑥))𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃1𝑛𝑚(𝑥) +
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝜆1𝑧
𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃1𝑛−1𝑚(𝑥)

+
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝜆2𝑧
𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃1𝑛𝑚−1(𝑥)

= −(𝜆1 + 𝜆2 + 𝛽1(𝑥))
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃1𝑛𝑚(𝑥) + 𝜆1𝑧1
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛−1
1 𝑧𝑚

2 𝑃1𝑛−1𝑚(𝑥)

+𝜆2𝑧2
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚−1

2 𝑃1𝑛𝑚−1(𝑥)

= −(𝜆1 + 𝜆2 + 𝛽1(𝑥))𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) + 𝜆1𝑧1𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) + 𝜆2𝑧2𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 𝑥)

𝑃 ′1(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) = −(𝜆1 − 𝜆1𝑧1 + 𝜆2 − 𝜆2𝑧2 + 𝛽1(𝑥))𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) (7)

En multipliant les deux membres de l’équations (3) par 𝑧𝑛
1 et 𝑧𝑚

2 nous obtenons :

∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃 ′2𝑛𝑚(𝑥) =
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

−(𝜆1 + 𝜆2 + 𝛽2(𝑥))𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃2𝑛𝑚(𝑥) +
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝜆1𝑧
𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃2𝑛−1𝑚

+
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝜆2𝑧
𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃2𝑛𝑚−1

= −(𝜆1 + 𝜆2 + 𝛽2(𝑥))
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃2𝑛𝑚(𝑥) + 𝜆1𝑧1
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛−1
1 𝑧𝑚

2 𝑃2𝑛−1𝑚

+𝜆2𝑧2
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚−1

2 𝑃2𝑛𝑚−1

= −(𝜆1 + 𝜆2 + 𝛽2(𝑥))𝑃2(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) + 𝜆1𝑧1𝑃2(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) + 𝜆2𝑧2𝑃2(𝑧1, 𝑧2, 𝑥)

𝑃 ′2(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) = −(𝜆1 − 𝜆1𝑧1 + 𝜆2 − 𝜆2𝑧2 + 𝛽2(𝑥))𝑃2(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) (8)
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En multipliant les deux membres de l’équations (4) par 𝑧𝑛
1 et 𝑧𝑚

2 nous obtenons :

∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃1𝑛𝑚(0) = 𝜆1
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃00𝑚(𝑥)𝛿𝑛0 +
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

∫︁ ∞

0
𝑧𝑛

1 𝑧𝑚
2 𝑃1𝑛+1𝑚(𝑥)𝛽1(𝑥)𝑑𝑥

+
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

∫︁ ∞

0
𝑧𝑛

1 𝑧𝑚
2 𝑃2𝑛+1𝑚(𝑥)𝛽2(𝑥)𝑑𝑥

= 𝜆1𝑃0(𝑧2) + 1
𝑧1

∫︁ ∞

0

∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛+1
1 𝑧𝑚

2 (𝑃1𝑛+1𝑚(𝑥)𝛽1(𝑥)𝑑𝑥

+ 1
𝑧1

∫︁ ∞

0

∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛+1
1 𝑧𝑚

2 (𝑃2𝑛+1𝑚(𝑥)𝛽2(𝑥)𝑑𝑥

= 𝜆1𝑃0(𝑧2) + 1
𝑧1

∫︁ ∞

0
(𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) − 𝑃1(0, 𝑧2, 𝑥))𝛽1(𝑥)𝑑𝑥

+ 1
𝑧1

∫︁ ∞

0
(𝑃2(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) − 𝑃2(0, 𝑧2, 𝑥))𝛽2(𝑥)𝑑𝑥

𝑧1𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 0) = 𝜆1𝑧1𝑃0(𝑧2) +
∫︁ ∞

0
(𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) − 𝑃1(0, 𝑧2, 𝑥))𝛽1(𝑥)𝑑𝑥

+
∫︁ ∞

0
(𝑃2(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) − 𝑃2(0, 𝑧2, 𝑥))𝛽2(𝑥)𝑑𝑥 (9)

En multipliant les deux membres de l’équations (5) par 𝑧𝑚
2 nous obtenons :

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑚
2 𝑃2𝑛𝑚(0) = 𝜆2

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑚
2 𝑃00𝑚 + 𝜇

∑︁
𝑚≥0

(𝑚 + 1)𝑧𝑚
2 𝑃00𝑚+1

𝑃2(𝑧1, 𝑧2, 0) = 𝜆2𝑃0(𝑧2) + 𝜇𝑃 ′0(𝑧2) (10)

A partir de l’équations (7) nous obtenons :

𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) = 𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 0)[1 − 𝐵1(𝑥)] exp {−(𝜆1 − 𝜆1𝑧1 + 𝜆2 − 𝜆2𝑧2)𝑥} (11)

A partir de l’équations (8) nous obtenons :

𝑃2(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) = 𝑃2(𝑧1, 𝑧2, 0)[1 − 𝐵2(𝑥)] exp {−(𝜆1 − 𝜆1𝑧1 + 𝜆2 − 𝜆2𝑧2)𝑥} (12)
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En utilisons les équations (6) et (9), nous aurons :

𝜇𝑧2𝑃 ′0(𝑧2) + 𝑧1𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 0) =
∫︁ ∞

0
𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 𝑥)𝛽1(𝑥)𝑑𝑥 +

∫︁ ∞

0
𝑃2(𝑧1, 𝑧2, 𝑥)𝛽2(𝑥)𝑑𝑥

−(𝜆1 + 𝜆2 − 𝜆1𝑧1)𝑃0(𝑧2)

les deux équations (11) et (12) donnent :

𝜇𝑧2𝑃 ′0(𝑧2) + 𝑧1𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 0) =
∫︁ ∞

0
𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 0)[1 − 𝐵1(𝑥)] exp {−(𝜆1 − 𝜆1𝑧1 + 𝜆2 − 𝜆2𝑧2)𝑥} 𝛽1(𝑥)𝑑𝑥

+
∫︁ ∞

0
𝑃2(𝑧1, 𝑧2, 0)[1 − 𝐵2(𝑥)] exp {−(𝜆1 − 𝜆1𝑧1 + 𝜆2 − 𝜆2𝑧2)𝑥} 𝛽2(𝑥)𝑑𝑥

−(𝜆1 + 𝜆2 − 𝜆1𝑧1)𝑃0(𝑧2)

Nous avons : 𝛽*
𝑖 (𝑠) =

∫︀ ∞
0 exp[(−𝑠𝑥)]𝑏𝑖(𝑥)𝑑𝑥

Et posons maintenant 𝐾𝑖(𝑧1, 𝑧2) = 𝛽*
𝑖 (𝜆1 − 𝜆1𝑧1 + 𝜆2 − 𝜆2𝑧2)

𝐾2(𝑧1, 𝑧2)𝑃2(𝑧1, 𝑧2, 0) = [𝑧1 − 𝐾1(𝑧1, 𝑧2)]𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 0) + (𝜆1 − 𝜆1𝑧1 + 𝜆2)𝑃0(𝑧2) + 𝜇𝑧2𝑃 ′0(𝑧2) (13)

A partir de l’équations (10) nous pouvons éliminer 𝑃2(𝑧1, 𝑧2, 0) dans l’équation (13) comme suit :

𝜇(𝐾2(𝑧1, 𝑧2) − 𝑧2)𝑃 ′0(𝑧2) = (𝜆1 − 𝜆1𝑧1 + 𝜆2 − 𝜆2𝐾2(𝑧1, 𝑧2))𝑃0(𝑧2) + (𝑧1 − 𝐾1(𝑧1, 𝑧2))𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 0) (14)

On considère l’équation

𝑧1 − 𝐾1(𝑧1, 𝑧2) = 0 (15)

Nous pouvons réecrire comme suit :

𝑧1 − 𝛽1(𝑠 + 𝜆1 − 𝜆1𝑧1) = 0 (16)
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où : 𝑠 = 𝜆2 − 𝜆2𝑧2.

L’équation (15) a une racine unique 𝑧1 = ℎ(𝑧2) et la fonction ℎ(𝑧2) peut être vue comme la fonction

génératrice du nombre de clients de type 2 qui arrivent pendant la période d’occupation "busy period"

formé seulement par les clients de type 1 qui sont prioritaires. Il est facile de montrer cela :(voir réf

[15])

ℎ′(1) = 𝜆2𝛽1,1

(1 − 𝜌1)

ℎ′′(1) = 𝜆2𝛽1,2

(1 − 𝜌1)3

si 𝜌1 + 𝜌2 < 1 alors 𝐾2(ℎ(𝑧), 𝑧) = 𝑧 si et seulement si 𝑧 = 1. Maintenant nous pouvons remplaçer

𝑧1 = ℎ(𝑧2) dans l’équation (14) ce qui donne :

𝜇(𝐾2(ℎ(𝑧2), 𝑧2) − 𝑧2)𝑃 ′0(𝑧2) = (𝜆1 − 𝜆1ℎ(𝑧2) + 𝜆2 − 𝜆2𝐾2(ℎ(𝑧2), 𝑧2))𝑃0(𝑧2) (17)

Et

lim
𝑧→1

𝜆1 − 𝜆1ℎ(𝑧) + 𝜆2 − 𝜆2𝐾2(ℎ(𝑧), 𝑧)
𝐾2(ℎ(𝑧), 𝑧) − 𝑧

= 𝜆2(𝜌1 + 𝜌2)
1 − 𝜌1 − 𝜌2

< ∞

Donc la fonction :

𝜆1 − 𝜆1ℎ(𝑧) + 𝜆2 − 𝜆2𝐾2(ℎ(𝑧), 𝑧)
𝐾2(ℎ(𝑧), 𝑧) − 𝑧

est analytique dans le disque ouvert |𝑧| < 1 est continue dans le disque fermé |𝑧| ≤ 1.

La solution d’équation (17) est :

𝑃0(𝑧) = 𝑃0(1) exp
{︃

1
𝜇

∫︁ 𝑧

1

𝜆1 − 𝜆1ℎ(𝜐) + 𝜆2 − 𝜆2𝐾2(ℎ(𝜐), 𝜐)
𝐾2(ℎ(𝜐), 𝜐) − 𝜐

}︃
𝑑𝜐

Apartir des équations (10), (11), (12) et (14) nous obtenons :
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𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 0), 𝑃1(𝑧1, 𝑧2, 𝑥), 𝑃2(𝑧1, 𝑧2, 0) et 𝑃2(𝑧1, 𝑧2, 𝑥).

La condition de normalisation donne :

𝑃0(1) + 𝑃1(1, 1) + 𝑃2(1, 1) = 1.

𝑝0(1) = 1 − 𝜌1 − 𝜌2

Finalement,nous avons

𝑃0(𝑧) = (1 − 𝜌1 + 𝜌2) × exp
{︃

1
𝜇

∫︁ 𝑧

1

𝜆1 − 𝜆1ℎ(𝜐) + 𝜆2 − 𝜆2𝐾2(ℎ(𝜐), 𝜐)
𝐾2(ℎ(𝜐), 𝜐) − 𝜐

}︃
𝑑𝜐

𝑃1(𝑧1, 𝑧2) = [(𝜆1 − 𝜆1ℎ(𝑧2) + 𝜆2 − 𝜆2𝐾2(ℎ(𝑧2), 𝑧2))(𝐾2(𝑧1, 𝑧2) − 𝑧2)

−(𝜆1 − 𝜆1𝑧1 + 𝜆2 − 𝜆2𝐾2(𝑧1, 𝑧2))(𝐾2(ℎ(𝑧2), 𝑧2) − 𝑧2)]

×[(𝐾2(ℎ(𝑧2), 𝑧2) − 𝑧2)(𝑧1 − 𝐾1(𝑧1, 𝑧2))]−1

× 1 − 𝐾1(𝑧1, 𝑧2)
𝜆1 − 𝜆1𝑧2 + 𝜆2 − 𝜆2𝑧2

𝑃0(𝑧2)

𝑃2(𝑧1, 𝑧2) = 𝜆1 − 𝜆1ℎ(𝑧2) + 𝜆2 − 𝜆2𝑧2

𝐾2(ℎ(𝑧2), 𝑧2)

× 1 − 𝐾2(𝑧1, 𝑧2)
𝜆1 − 𝜆1𝑧2 + 𝜆2 − 𝜆2𝑧2

𝑃0(𝑧2)

3.3 Calculs des performances

Nombre moyen de clients de type 1 dans le système Le nombre moyen de clients de type

1 dans le système est donné par :

𝑁1 = 𝜆1(𝜆1𝛽1,2 + 𝜆2𝛽2,2)
2(1 − 𝜌1)

Nombre moyen de clients de type 2 dans le système

Le nombre moyen de clients de type 2 dans le système est donné par :

𝑁2 = 𝜆2(𝜆1𝛽1,2 + 𝜆2𝛽2,2)
2(1 − 𝜌1)(1 − 𝜌1 − 𝜌2)

+ 𝜆2(𝜌1 + 𝜌2)
𝜇(1 − 𝜌1 − 𝜌2)
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Probabilité que le serveur est occupé La probabilité que le serveur est occupé par l’un des

deux types de clients est obtenue comme suit :

𝑃 {𝐶(𝑡) = 1 ou 𝐶(𝑡) = 2} = 𝜌1 + 𝜌2

Probabilité que le serveur est occupé par un client de type 1 La probabilité que le serveur

est occupé par un client de type 1 est obtenue comme suit :

𝑃 {𝐶(𝑡) = 1} = 𝜌1

Probabilité que le serveur est occupé par un client de type 2 La probabilité que le serveur

est occupé par un client de type 2 est obtenue comme suit :

𝑃 {𝐶(𝑡) = 2} = 𝜌2
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CHAPITRE 4

ETUDE DE LA FILE D’ATTENTE 𝑀/𝐺/1

AVEC RAPPELS, PRIORITÉ ET PANNE

Dans ce chapitre nous étudions la file d’attente M/G/1 avec rappels, priorité non préemptive

et le serveur est sujet à des pannes actives, nous décrivons au début le modèle mathématique associé

à cette file ainsi que leur système des équations de Chapmann Kolmogorov, puis nous calculons les

mesures de performance de chaque type de clients (prioritaires et moins prioritaires), tels que le temps

moyen d’attente, le nombre moyen de clients prioritaires dans la file et le nombre moyen de clients

moins prioritairs dans l’orbite.

Voici un schéma qui représente cette file d’attente :
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4.1 Description de la file d’attente M/G/1 avec rappels,

priorité et panne

On considère un système formé d’une file d’attente de capacité infinie, et d’un unique serveur,

le processus des arrivées est Poissonnien de parametre 𝜆1 pour la classe prioritaire et 𝜆2 pour la

classe non prioritaire, la durée de service des deux types de clients est une variable aléatoire de loi

générale notée 𝐵(𝑥), de densité 𝑏(𝑥), et de transformée de Laplace 𝛽*(𝑠) et les premiers moments

finis 𝛽𝑘 = (−1)𝑘𝛽*(𝑘)(0), 𝑘 = 1, 2.

Le serveur est sujet à des pannes actives. Il tombe en panne après un temps aléatoire de loi expo-

nentielle de paramètre 𝜃, Lorsque le serveur tombe en panne, il est immédiatement réparé et le temps

requis pour la réparation est une variable aléatoire de loi générale notée 𝑅(𝑥), de densité 𝑟(𝑥), et de

transformée de Laplace 𝛾*(𝑠) et possédant les deux premiers moments finis 𝛾𝑘 = (−1)𝑘𝛾*(𝑘)(0), 𝑘 = 1, 2.

Notons que cette panne est bien particulière car elle provoque la perte d’un client en service et

après chaque réparation le serveur devient libre.

La discipline d’accès au serveur à partir de l’orbite est gouvernée par une loi exponentielle avec

une intensité donnée par 𝑗𝜇 ( 𝜇 > 0), quand le nombre de clients en orbite est 𝑗 ∈ 𝑁 , comme cette

politique de rappels dépend du nombre de clients dans l’orbite, on l’appelle politique de rappel classique.

On suppose que les temps d’inter-arrivées, les temps de rappels, les temps de services, les

temps de pannes et le temps de réparation sont mutuellement indépendants

L’état du système peut être décrit par le processus {𝑋(𝑡), 𝑡 ≥ 0} = {𝐶(𝑡), 𝑁1(𝑡), 𝑁2(𝑡), 𝜉1(𝑡), 𝜉2(𝑡), 𝑡 ≥ 0}
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où

𝐶(𝑡) : La variable aléatoire indiquant l’état du serveur à l’instant t.

𝐶(𝑡)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
I si le serveur est libre à l’instant t.

S si le serveur est occupé à l’instant t.

R si le serveur est en état de réparation à l’instant t.
𝐾1(𝑡) : Le nombre de clients de type 1 dans le système à l’instant t.

𝐾2(𝑡) : Le nombre de clients de type 2 dans le système à l’instant t.

𝑁1(𝑡) : Le nombre de clients de type 1 dans la file d’attente à l’instant t.

𝑁2(𝑡) : Le nombre de clients de type 2 dans l’orbite à l’instant t.

𝜉1(𝑡) : Représente le temps de service écoulé si 𝐶(𝑡) = 𝑆.

𝜉2(𝑡) : Représente le temps de réparation écoulé si 𝐶(𝑡) = 𝑅.

Chaîne de Markov induite

Soit 𝜏𝑛 une séquence qui représente des instants de fin de service ou fin de réparations, on

définit 𝜒𝑛 le temps de service géneralisé du 𝑛𝑖è𝑚𝑒 client qui correspond la durée de service et la durée

de réparation dans le cas où le serveur tombe en panne. 𝜒𝑛 sont des variables aléatoires indépondantes

i.i.d.

On note par 𝜒 la variable aléatoire représentant le service généralisé de fonction de répartition Φ(𝑥),

de densité 𝜑(𝑥) et de transformée de Laplace 𝜑*(𝑥) .

la distribution et l’espérance du service généralisé sont données par le théorème suivant :

Théorème 4.1.3

Φ(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0
[𝜃 ˜̄𝐵(𝑥)𝑅(𝑡 − 𝑥) + 𝑏(𝑥)] exp(−𝜃𝑥)𝑑𝑥 et 𝐸[𝜒] = (1 + 𝜃𝛾1) ˜̄𝐵(𝜃)
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Preuve

Φ(𝑡) = 𝑃 (𝜒 ≤ 𝑡) = 𝑃 (𝜒 ≤ 𝑡, 𝜉 ≤ 𝐵) + 𝑃 (𝜒 ≤ 𝑡, 𝜉 > 𝐵)

= 𝑃 (𝜉 + ℜ ≤ 𝑡, 𝜉 ≤ 𝐵) + 𝑃 (𝐵 ≤ 𝑡, 𝜉 > 𝐵)

=
∫︁ 𝑡

0
𝜃�̄�(𝑥)𝑅(𝑡 − 𝑥) exp(−𝜃𝑥)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑡

0
exp(−𝜃𝑥)𝑑𝐵(𝑥)

=
∫︁ 𝑡

0
[𝜃�̄�(𝑥)𝑅(𝑡 − 𝑥) + 𝑏(𝑥)] exp(−𝜃𝑥)𝑑𝑥

𝐸[𝜒] =
∫︁ ∞

0
𝑡𝑑Φ(𝑡)

=
∫︁ ∞

0
𝑡[

∫︁ 𝑡

0
𝜃�̄�(𝑥)𝑟(𝑡 − 𝑥) exp(−𝜃𝑥)𝑑𝑥 + 𝑏(𝑥) exp(−𝜃𝑡)]𝑑𝑡

= (1 + 𝜃𝛾1) ˜̄𝐵(𝜃)

Soit 𝜈𝑖 le nombre de clients de type 𝑖 qui arrivent durant le service généralisé, 𝑖 = 1, 2

𝑃 (𝜈𝑖 = 𝑘) =
∫︁ ∞

0

(𝜆𝑖𝑢)𝑘

𝑘! exp(−𝜆𝑖𝑢)𝑑Φ(𝑢) avec 𝑖 = 1, 2

de fonction génératrice

𝐻𝑖(𝑧) = 𝐸[𝑧𝜈𝑖 ] =
∑︁
𝑘≥0

𝑃 (𝜈𝑖 = 𝑘)𝑧𝑘 =
∫︁ ∞

0
exp(−𝜆𝑖(1 − 𝑧)𝑢)𝑑Φ(𝑢) = Φ*(𝜆𝑖 − 𝜆𝑖𝑧)

=
∫︁ ∞

0
exp(−𝜆𝑖(1 − 𝑧)𝑢)[

∫︁ 𝑢

0
[𝜃�̄�(𝑥)𝑟(𝑢 − 𝑥) exp(−𝜃𝑥)𝑑𝑥 + 𝑏(𝑢) exp(−𝜃𝑢)]𝑑𝑢

= 𝜃 ˜̄𝐵(𝜆𝑖 − 𝜆𝑖𝑧 + 𝜃)𝛾*(𝜆𝑖 − 𝜆𝑖𝑧) + 𝛽*(𝜆𝑖 − 𝜆𝑖𝑧 + 𝜃) avec 𝑖 = 1, 2

la distribution conjointe

𝑃 (𝜈1 = 𝑛, 𝜈2 = 𝑚) =
∫︁ ∞

0

(𝜆1𝑢)𝑛

𝑛! exp(−𝜆1𝑢)(𝜆2𝑢)𝑚

𝑚! exp(−𝜆2𝑢)𝑑Φ(𝑢)
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de fonction génératrice

𝐾(𝑧1, 𝑧2) = 𝐸[𝑧𝜈1
1 , 𝑧𝜈2

2 ] =
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑃 (𝜈1 = 𝑛, 𝜈2 = 𝑚)𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2

=
∫︁ ∞

0
exp(−𝛼(𝑧1, 𝑧2)𝑢)[

∫︁ 𝑢

0
[𝜃�̄�(𝑥)𝑟(𝑢 − 𝑥) exp(−𝜃𝑥)𝑑𝑥 + 𝑏(𝑢) exp(−𝜃𝑢)]𝑑𝑢

= 𝜃 ˜̄𝐵(𝛼(𝑧1, 𝑧2) + 𝜃)𝛾*(𝛼(𝑧1, 𝑧2)) + 𝛽*(𝛼(𝑧1, 𝑧2) + 𝜃)

avec 𝛼(𝑧1, 𝑧2) = 𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2.

On note la charge du serveur par :

𝜌 = 𝜌1 + 𝜌2

où 𝜌𝑖 = 𝐻′𝑖(1) = 𝜆𝑖(1 + 𝜃𝛾1) ˜̄𝐵(𝜃) = 𝜆𝑖𝐸[𝜒] avec 𝑖 = 1, 2

Lemme 4.1.1 Si 𝜌 < 1 alors pour chaque 𝑧2 fixé, l’équation 𝑧1 = 𝐾(𝑧1, 𝑧2) admet une solution unique

𝑧1 = ℎ(𝑧2) dans l’intervalle [0, 1]

ℎ(1) = 1

ℎ′(1) = 𝜌2

(1 − 𝜌1)

ℎ′′(1) = 𝜆2
2 × ϒ

𝜃(1 − 𝜌1)3

avec ϒ = 2[ ˜̄
𝐵(𝜃) − Λ](1 + 𝜃𝛾1) + (𝜃)2𝛾2

˜̄
𝐵(𝜃)

et Λ =
∫︀ ∞

0 𝑥 exp(−𝜃𝑥)𝑏(𝑥)
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Soit 𝑁1(𝑛) = 𝑁1(𝜏+
𝑛 ), et 𝑁2(𝑛) = 𝑁2(𝜏+

𝑛 ).

On a le lemme suivant

Lemme 4.1.2

(i)- Si 𝑁1(𝑛) = 0, alors 𝑁1(𝑛 + 1) = 𝜈1 et 𝑁2(𝑛 + 1) = 𝑁2(𝑛) + 𝜉 − 1 + 𝜈2

(ii)- Si 𝑁1(𝑛) ≥ 1, alors 𝑁1(𝑛 + 1) = 𝑁1(𝑛) + 𝜈1 − 1 et 𝑁2(𝑛 + 1) = 𝑁2(𝑛) + 𝜈2

𝜉 variable aléatoire du nombre d’arrivées externes pendant le service du 𝑛𝑖è𝑚𝑒 client

avec 𝑃 [𝜉 = 0|𝑁𝑛 = 𝑚] = 𝑚𝜇

𝜆 + 𝑚𝜇
et 𝑃 [𝜉 = 1|𝑁𝑛 = 𝑚] = 𝜆

𝜆 + 𝑚𝜇

le lemme précedent nous montre que {𝑁1(𝑛), 𝑁2(𝑛), 𝑛 ∈ 𝑁} forme est une chaîne de Markov

induite :

On a le théorème suivant

Théorème 4.1.4 La chaîne de Markov induite {𝑁1(𝑛), 𝑁2(𝑛), 𝑛 ∈ 𝑁} est ergodique si et seulement

si 𝜌 < 1

Preuve

La condition suffisante : On utilise le critère de FOSTER (réf 25)

4.2 Distribution stationnaire des états du système

Notons par :

𝑃𝐼𝑛𝑚 = lim
𝑡→∞

𝑃{𝐶(𝑡) = 𝐼 , 𝑁1(𝑡) = 0 , 𝑁2(𝑡) = 𝑚}

𝑃𝑆𝑛𝑚(𝑥) = lim
𝑡→∞

𝑑

𝑑𝑥
𝑃{𝐶(𝑡) = 𝑆 , 𝜉1(𝑡) < 𝑥 , 𝑁1(𝑡) = 𝑛 , 𝑁2(𝑡) = 𝑚}

𝑃𝑅𝑛𝑚(𝑥) = lim
𝑡→∞

𝑑

𝑑𝑥
𝑃{𝐶(𝑡) = 𝑅 , 𝜉2(𝑡) < 𝑥 , 𝑁1(𝑡) = 𝑛 , 𝑁2(𝑡) = 𝑚}
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Dans cette section nous étudions les distribution stationnaire des états du système(avec 𝑚 ≥ 0 ).

(𝜆 + 𝑚𝜇)𝑃𝐼0𝑚 =
∫︁ ∞

0
𝑃𝑆0𝑚(𝑥)𝛽(𝑥)𝑑𝑥 +

∫︁ ∞

0
𝑃𝑅0𝑚(𝑥)𝛾(𝑥)𝑑𝑥 𝑛 = 0 (1)

𝑃𝐼𝑛𝑚 = 0 𝑛 ≥ 1,

𝑃 ′𝑆𝑛𝑚(𝑥) = −(𝜆 + 𝜃 + 𝛽(𝑥))𝑃𝑆𝑛𝑚(𝑥) + 𝜆1(1 − 𝛿𝑛0)𝑃𝑆𝑛−1𝑚(𝑥) + 𝜆2(1 − 𝛿𝑚0)𝑃𝑆𝑛𝑚−1(𝑥) (2)

𝑃 ′𝑅𝑛𝑚(𝑥) = −(𝜆 + 𝛾(𝑥))𝑃𝑅𝑛𝑚(𝑥) + 𝜆1(1 − 𝛿𝑛0)𝑃𝑅𝑛−1𝑚(𝑥) + 𝜆2(1 − 𝛿𝑚0)𝑃𝑅𝑛𝑚−1(𝑥) (3)

𝑃𝑆𝑛𝑚(0) = 𝜆𝑃𝐼𝑛𝑚𝛿𝑛0 + (𝑚 + 1)𝜇𝑃𝐼𝑛𝑚+1𝛿𝑛0 +
∫︁ ∞

0
𝑃𝑆𝑛+1𝑚(𝑥)𝛽(𝑥)𝑑𝑥 +

∫︁ ∞

0
𝑃𝑅𝑛+1𝑚(𝑥)𝛾(𝑥)𝑑𝑥 (4)

𝑃𝑅𝑛𝑚(0) = 𝜃
∫︁ ∞

0
𝑃𝑆𝑛𝑚(𝑥)𝑑𝑥 𝑛 ≥ 0 (5)

où :

𝛽(𝑥) = 𝑏(𝑥)
1 − 𝐵(𝑥) ,𝛾(𝑥) = 𝑟(𝑥)

1 − 𝑅(𝑥) et 𝛿𝑛0 est le produit de Kronecker.

Théorème 4.2.5 Si 𝜌 = 𝜌1 + 𝜌2 < 1, le système est en régime stationnaire et les fonctions généra-

trices de la distribution conjointe de l’état du serveur et le nombre des deux types de clients dans la

file d’attente et l’orbite respectivement sont données par :

𝑃𝐼(𝑧2) =
∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑚
2 𝑃𝐼,0,𝑚

= (1 − 𝜌1 − 𝜌2) × exp
{︃

𝜆

𝜇

∫︁ 𝑧

1

1 − ℎ(𝜐)
(ℎ(𝜐) − 𝜐)

}︃
𝑑𝜐

𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2) =
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃𝑆,𝑛,𝑚(𝑥)

= 𝜆Ψ(𝑧1, 𝑧2)𝑃𝐼(𝑧2) ˜̄𝐵(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2 + 𝜃)

𝑃𝑅(𝑧1, 𝑧2) =
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃𝑅,𝑛,𝑚(𝑥)

= 𝜃𝜆Ψ(𝑧1, 𝑧2)𝑃𝐼(𝑧2) ˜̄𝐵(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2 + 𝜃) ˜̄𝑅(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2)
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où :

Ψ(𝑧1, 𝑧2) = (𝑧1 − 1)(ℎ(𝑧2) − 𝑧2) + (𝑧1 − 𝑧2)(1 − ℎ(𝑧2))
(ℎ(𝑧2) − 𝑧2)(𝑧1 − 𝐾(𝑧1, 𝑧2))

.

L’équation 𝑧1 = 𝐾(𝑧1, 𝑧2) admet une solution unique 𝑧1 = ℎ(𝑧2) dans l’intervalle [0, 1].

et :𝜌𝑖 = 𝜆𝑖(1 + 𝜃𝛾1) ˜̄𝐵(𝜃).( réf [22])

Preuve

Nous définissons les fonctions génératrices suivantes :

𝑃𝐼(𝑧2) =
∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑚
2 𝑃𝐼0𝑚 (1’)

𝑃𝑆,𝑛(𝑧2, 𝑥) =
∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑚
2 𝑃𝑆𝑛𝑚(𝑥) (2’)

𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) =
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛
1 𝑃𝑆,𝑛(𝑧2, 𝑥) (3’)

𝑃𝑅,𝑛(𝑧2, 𝑥) =
∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑚
2 𝑃𝑅𝑛𝑚(𝑥) (4’)

𝑃𝑅(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) =
∑︁
𝑛≥0

𝑧𝑛
1 𝑃𝑅,𝑛(𝑧2, 𝑥) (5’)

En multipliant les deux membres de l’équations (1) par 𝑧𝑚
2 nous obtenons :

∑︁
𝑚≥0

(𝜆 + 𝑚𝜇)𝑧𝑚
2 𝑃𝐼0𝑚 =

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑚
2

∫︁ ∞

0
𝑃𝑆0𝑚(𝑥)𝛽(𝑥)𝑑𝑥

+
∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑚
2

∫︁ ∞

0
𝑃𝑅0𝑚(𝑥)𝛾(𝑥)𝑑𝑥

𝜆
∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑚
2 𝑃𝐼0𝑚 + 𝜇𝑧2

∑︁
𝑚≥0

𝑚𝑧𝑚−1
2 𝑃𝐼0𝑚 =

∫︁ ∞

0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑚
2 𝑃𝑆0𝑚(𝑥)𝛽(𝑥)𝑑𝑥

+
∫︁ ∞

0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑚
2 𝑃𝑅0𝑚(𝑥)𝛾(𝑥)𝑑𝑥

𝜆𝑃𝐼(𝑧2) + 𝜇𝑧2𝑃 ′𝐼(𝑧2) =
∫︁ ∞

0
𝑃𝑆,0(𝑧2, 𝑥)𝛽(𝑥)𝑑𝑥 +

∫︁ ∞

0
𝑃𝑅,0(𝑧2, 𝑥)𝛾(𝑥)𝑑𝑥 (6)
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En multipliant les deux membres de l’équations (2) par 𝑧𝑛
1 et 𝑧𝑚

2 nous obtenons :

∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃 ′𝑆𝑛𝑚(𝑥) =
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

−(𝜆 + 𝜃 + 𝛽(𝑥))𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃𝑆𝑛𝑚(𝑥) +
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝜆1𝑧
𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃𝑆𝑛−1𝑚(𝑥)

+
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝜆2𝑧
𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃𝑆𝑛𝑚−1(𝑥)

= −(𝜆 + 𝜃 + 𝛽(𝑥))
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃𝑆𝑛𝑚(𝑥) + 𝜆1𝑧1
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛−1
1 𝑧𝑚

2 𝑃𝑆𝑛−1𝑚(𝑥)

+𝜆2𝑧2
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚−1

2 𝑃𝑆𝑛𝑚−1(𝑥)

= −(𝜆 + 𝜃 + 𝛽(𝑥))𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) + 𝜆1𝑧1𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) + 𝜆2𝑧2𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 𝑥)

𝑃 ′𝑆(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) = −(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2 + 𝜃 + 𝛽(𝑥))𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) (7)

En multipliant les deux membres de l’équations (3) par 𝑧𝑛
1 et 𝑧𝑚

2 nous obtenons :

∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃 ′𝑅𝑛𝑚(𝑥) =
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

−(𝜆 + 𝛾(𝑥))𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃𝑅𝑛𝑚(𝑥) +
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝜆1𝑧
𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃𝑅𝑛−1𝑚(𝑥)

+
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝜆2𝑧
𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃𝑅𝑛𝑚−1(𝑥)

= −(𝜆 + 𝛾(𝑥))
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃𝑅𝑛𝑚(𝑥) + 𝜆1𝑧1
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛−1
1 𝑧𝑚

2 𝑃𝑅𝑛−1𝑚(𝑥)

+𝜆2𝑧2
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚−1

2 𝑃𝑅𝑛𝑚−1(𝑥)

= −(𝜆 + 𝛾(𝑥))𝑃𝑅(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) + 𝜆1𝑧1𝑃𝑅(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) + 𝜆2𝑧2𝑃𝑅(𝑧1, 𝑧2, 𝑥)

𝑃 ′𝑅(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) = −(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2 + 𝛾(𝑥))𝑃𝑅(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) (8)
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En multipliant les deux membres de l’équations (4) par 𝑧𝑛
1 et 𝑧𝑚

2 nous obtenons :

∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃𝑆𝑛𝑚(0) = 𝜆
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃𝐼𝑛𝑚𝛿𝑛0 +
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

(𝑚 + 1)𝜇𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃𝐼𝑛𝑚+1𝛿𝑛0

+
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

∫︁ ∞

0
𝑧𝑛

1 𝑧𝑚
2 (𝑃𝑆𝑛+1𝑚(𝑥)𝛽(𝑥))𝑑𝑥 +

∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

∫︁ ∞

0
𝑧𝑛

1 𝑧𝑚
2 (𝑃𝑅𝑛+1𝑚(𝑥)𝛾(𝑥))𝑑𝑥

= 𝜆𝑃𝐼(𝑧2) +
∑︁
𝑚≥0

(𝑚 + 1)𝜇𝑧𝑚
2 𝑃𝐼𝑛𝑚+1

+ 1
𝑧1

∫︁ ∞

0

∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 (𝑃𝑆𝑛+1𝑚(𝑥)𝛽(𝑥))𝑑𝑥 + 1
𝑧1

∫︁ ∞

0

∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 (𝑃𝑅𝑛+1𝑚(𝑥)𝛾(𝑥))𝑑𝑥

= 𝜆𝑃𝐼(𝑧2) + 𝜇𝑃 ′𝐼(𝑧2) + 1
𝑧1

∫︁ ∞

0
(𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) − 𝑃𝑆(0, 𝑧2, 𝑥))𝛽(𝑥))𝑑𝑥

+ 1
𝑧1

∫︁ ∞

0
(𝑃𝑅(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) − 𝑃𝑅(0, 𝑧2, 𝑥))𝛾(𝑥)𝑑𝑥

𝑧1𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 0) = 𝜆𝑧1𝑃𝐼(𝑧2) + 𝜇𝑧1𝑃 ′𝐼(𝑧2) +
∫︁ ∞

0
(𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) − 𝑃𝑆,0(𝑧2, 𝑥))𝛽(𝑥))𝑑𝑥

+
∫︁ ∞

0
(𝑃𝑅(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) − 𝑃𝑅,0(𝑧2, 𝑥))𝛾(𝑥)𝑑𝑥 (9)

En multipliant les deux membres de l’équations (5) par 𝑧𝑛
1 et 𝑧𝑚

2 nous obtenons :

∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃𝑅𝑛𝑚(0) = 𝜃
∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

∫︁ ∞

0
𝑧𝑛

1 𝑧𝑚
2 𝑃𝑆𝑛𝑚(𝑥)𝑑𝑥

= 𝜃
∫︁ ∞

0

∑︁
𝑛≥0

∑︁
𝑚≥0

𝑧𝑛
1 𝑧𝑚

2 𝑃𝑆𝑛𝑚(𝑥)𝑑𝑥

𝑃𝑅(𝑧1, 𝑧2, 0) = 𝜃
∫︁ ∞

0
𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 𝑥)𝑑𝑥 (10)

A partir de l’équations (7) nous trouvons que 𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) comme suit :

𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) = 𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 0)[1 − 𝐵(𝑥)] exp {−(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2 + 𝜃)𝑥} (11)

A partir de l’équations (8) nous trouvons que 𝑃𝑅(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) comme suit :

𝑃𝑅(𝑧1, 𝑧2, 𝑥) = 𝑃𝑅(𝑧1, 𝑧2, 0)[1 − 𝑅(𝑥)] exp {−(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2)𝑥} (12)
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En utilisant les équations (6), (9), (10), (11) et (12) nous obtenons :

𝜇[𝑧2 − 𝑧1]𝑃 ′𝐼(𝑧2) =
∫︁ ∞

0
𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 𝑥)𝛽(𝑥))𝑑𝑥 +

∫︁ ∞

0
𝑃𝑅(𝑧1, 𝑧2, 𝑥)𝛾(𝑥)𝑑𝑥

+𝜆(𝑧1 − 1)𝑃𝐼(𝑧2) − 𝑧1𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 0)

𝜇[𝑧2 − 𝑧1]𝑃 ′𝐼(𝑧2) =
∫︁ ∞

0
𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 𝑥)𝛽(𝑥))𝑑𝑥

+
∫︁ ∞

0
𝑃𝑅(𝑧1, 𝑧2, 0)[1 − 𝑅(𝑥)] exp {−(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2)𝑥} 𝛾(𝑥)𝑑𝑥

+𝜆[𝑧1 − 1]𝑃𝐼(𝑧2) − 𝑧1𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 0)

𝜇[𝑧2 − 𝑧1]𝑃 ′𝐼(𝑧2) =
∫︁ ∞

0
𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 𝑥)𝛽(𝑥))𝑑𝑥

+
∫︁ ∞

0
𝜃

∫︁ ∞

0
𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 𝑥)𝛽(𝑥)𝑑𝑥[1 − 𝑅(𝑥)] exp {−(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2)𝑥} 𝛾(𝑥)𝑑𝑥

+𝜆(𝑧1 − 1)𝑃𝐼(𝑧2) − 𝑧1𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 0)

Finalement on obtient :

𝜇[𝑧2 − 𝑧1]𝑃 ′𝐼(𝑧2) =
∫︁ ∞

0
𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 0)[1 − 𝐵(𝑥)] exp {−(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2 + 𝜃)𝑥} 𝛽(𝑥))𝑑𝑥

+
∫︁ ∞

0
𝜃

∫︁ ∞

0
{𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 0)[1 − 𝐵(𝑥)] exp {−(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2 + 𝜃)𝑥} 𝛽(𝑥)𝑑𝑥[1 − 𝑅(𝑥)]

× exp {−(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2)𝑥} 𝛾(𝑥)𝑑𝑥

+𝜆(𝑧1 − 1)𝑃𝐼(𝑧2) − 𝑧1𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 0)

𝛽*(𝑠) =
∫︀ ∞

0 exp(−𝑠𝑥)𝑏(𝑥)

et 𝛾*(𝑠) =
∫︀ ∞

0 exp(−𝑠𝑥)𝑟(𝑥)

Et posons maintenant

𝐾(𝑧1, 𝑧2) = 𝜃 ˜̄𝐵(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2 + 𝜃)𝛾*(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2) + 𝛽*(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2 + 𝜃)

𝜇(𝑧2 − 𝑧1)𝑃 ′𝐼(𝑧2) = 𝜆(𝑧1 − 1)𝑃𝐼(𝑧2) − (𝑧1 − 𝐾(𝑧1, 𝑧2))𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 0) (13)

53



U.S.T.H.B Etude de la file d’attente 𝑀/𝐺/1 avec rappels, priorité et panne

On considère l’équation

𝑧1 − 𝐾(𝑧1, 𝑧2) = 0 (14)

Et qui s’écrit comme suit :

𝑧1 − ˜̄𝐵(𝑠 + 𝜆 − 𝜆1𝑧1 + 𝜃)𝛾*(𝑠 + 𝜆 − 𝜆1𝑧1) + 𝛽*(𝑠 + 𝜆 − 𝜆1𝑧1 + 𝜃) = 0 (15)

où : 𝑠 = 𝜆2 − 𝜆2𝑧2.

D’après le Lemme 4.1.1 ( réf [22]) l’équation(15) donne :

𝜇(𝑧2 − ℎ(𝑧2))𝑃 ′𝐼(𝑧2) = 𝜆(ℎ(𝑧2) − 1)𝑃𝐼(𝑧2) (16)

Et

lim
𝑧→1

ℎ(𝑧) − 1
𝑧 − ℎ(𝑧) = 𝜌2

1 − 𝜌1 − 𝜌2
< ∞

Donc la fonction :

ℎ(𝑧) − 1
𝑧 − ℎ(𝑧)

est analytique dans le disque ouvert |𝑧| < 1 est continue dans le disque fermé |𝑧| ≤ 1.

la solution d’équation (16) est :

𝑃𝐼(𝑧) = 𝑃𝐼(1) exp
{︃

𝜆

𝜇

∫︁ 𝑧

1

1 − ℎ(𝜐)
ℎ(𝜐) − 𝜐

}︃
𝑑𝜐

Apartir des équations (10), (11)) et (13) nous obtenons :

𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 0), 𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2, 𝑥), 𝑃𝑅(𝑧1, 𝑧2, 0) et 𝑃𝑅(𝑧1, 𝑧2, 𝑥).
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La condition de normalisation donne :

𝑃𝐼(1) + 𝑃𝑆(1, 1) + 𝑃𝑅(1, 1) = 1.

𝑝𝐼(1) = 1 − 𝜌1 − 𝜌2

Finalement,nous avons

𝑃𝐼(𝑧2) = (1 − 𝜌1 + 𝜌2) × exp
{︃

𝜆

𝜇

∫︁ 𝑧

1

1 − ℎ(𝜐)
(ℎ(𝜐) − 𝜐)

}︃
𝑑𝜐

𝑃𝑆(𝑧1, 𝑧2) = 𝜆Ψ(𝑧1, 𝑧2)𝑃𝐼(𝑧2) ˜̄𝐵(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2 + 𝜃)

𝑃𝑅(𝑧1, 𝑧2) = 𝜃𝜆Ψ(𝑧1, 𝑧2)𝑃𝐼(𝑧2) ˜̄𝐵(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2 + 𝜃) ˜̄𝑅(𝜆 − 𝜆1𝑧1 − 𝜆2𝑧2)

où :

Ψ(𝑧1, 𝑧2) = (𝑧1 − 1)(ℎ(𝑧2) − 𝑧2) + (𝑧1 − 𝑧2)(1 − ℎ(𝑧2))
(ℎ(𝑧2) − 𝑧2)(𝑧1 − 𝐾(𝑧1, 𝑧2))

.

4.3 Calculs des performances

Nombre moyen de clients de type 1 dans la file d’attente Le nombre moyen de clients de

type 1 dans la file d’attente est donné par :

𝑁1 = 𝜆𝜆1 × ϒ
2𝜃(1 − 𝜌1)

Nombre moyen de clients de type 2 dans l’orbite Le nombre moyen de clients de type 2

dans l’orbite est donné par :

𝑁2 = 𝜆2𝜌

𝜇(1 − 𝜌1)
+ 𝜆𝜆2 × ϒ

2𝜃(1 − 𝜌1)(1 − 𝜌1 − 𝜌2)

Probabilité que le serveur est occupé La probabilité que le serveur est occupé par l’un des
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deux types de clients est obtenue comme suit :

𝑃 {𝐶(𝑡) = 𝑆} = 𝜌1 + 𝜌2
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CHAPITRE 5

SIMULATION DES MODÈLES ÉTUDIÉS DE

FILES D’ATTENTE

La simulation est l’étude du comportement dynamique d’un système, grâce à un modèle que

l’on évolue dans le temps. L’objectif de simulation sur ordinateur est l’évolution d’une abstraction

d’un système au cours du temps afin d’aider à comprendre le fonctionnement et le comportement

de ce système et à appréhender certaines de ses caractéristiques dynamiques pour l’évaluation de

certaines décisions.

Dans ce qui suit, on va présenter les résultats de simulations de certains types de files d’attente

avec rappels et priorité à l’aide du logiciel MATLAB ; à savoir :

M/G/1 avec Rappels.

M/G/1 avec Priorité.

M/G/1 avec Rappels et Priorité.

Nous supposons que les processus de services sont Poissonniens de taux 𝜈 dans tous les modèles

à simuler.

les paramètres utilisés dans la simulation des files d’attente ci-dessus sont :

𝜆 : Taux des arrivées des clients.

𝜆1 : Taux des arrivées des clients de type 1.
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𝜆2 : Taux des arrivées des clients de type 2.

𝜈 : Taux de Service.

𝜈1 : Taux de Service des clients de type 1.

𝜈2 : Taux de Service des clients de type 2.

𝜇 : Taux de rappel dans l’orbite.

𝑊 : Temps moyen de Séjour.

𝑊1 : Temps moyen de séjour des clients de type 1.

𝑊2 : Temps moyen de séjour des clients de type 2.

𝑊 (*) : Résultat théorique du temps moyen de séjour.

𝑊1(*) : Résultat théorique du Temps moyen de séjour des clients de type 1.

𝑊2(*) : Résultat théorique du temps moyen de séjour des clients de type 2.

SIM : Taille de simulation (ou nombre de simulation).

Rmse : Erreur quadratique moyenne entre 𝑊 et 𝑊 (*).

5.1 Simulation de la file d’attente M/G/1 avec rappels

Pour cette file d’attente et sous la condition de stabilité du système nous avons pris arbitraire-

ment les paramètres suivants : 𝜆 = 5, 𝜈 = 9 et 𝜇 = 7.

Les résultats de la simulation sont présentés dans le tableau ci-dessous (TAB 1) et le graphe

(Graphe 1) :
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D’après le tableau ci-dessus nommé (TAB 1) nous remarquons que la valeur du temps moyens de

séjour (W) devient plus performante de plus en plus que le nombre de réplications (nombre de simula-

tion) est important ainsi que l’erreur quadratique moyenne( Rmse) diminue lorsque la taille est grande.

Le graphe nommé (Graphe 1) trace les résultats obtenus par la simulation et nous remarquons

graphiquement que le temps moyen de séjour se rapproche de sa vraie valeur (résultat théorique)

lorsque la taille de la simulation est grande, Autrement dit une stabilité à partir d’un certain nombre

de simulation.

5.1.1 Cas particulier : lorsque le taux de rappel tend vers l’infini

Nous allons commencer la simulation avec les paramètres suivants : 𝜆 = 5, 𝜈 = 9, et 𝜇 ≈ ∞

(infini).

Le tableau ci-dessous (TAB 1.1) et le graphe (Graphe 1.1) présentent les résultats de la

simulation :
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D’après le tableau ci-dessus nommé (TAB 1.1) nous observons que la valeur du temps moyens

de séjour (W) devient plus exact lorsque le nombre de simulation est important ainsi que l’erreur

quadratique moyenne( Rmse) diminue à chaque fois que nous augmentons la taille de simulation.

Le graphe précédent (Graphe 1.1) nous confirme graphiquement que le temps moyen de séjour

se rapproche de sa vraie valeur (résultat théorique) lorsque la taille de la simulation est grande,

Autrement dit une stabilité à partir d’un certain nombre de simulation.

Remarque

Le temps moyen de séjour W obtenu par la simulation s’approche au temps moyen de séjour

de la file d’attente 𝑀/𝐺/1 simple avec les paramètres 𝜆 = 5, 𝜈 = 9.

5.2 Simulation de la file d’attente 𝑀/𝐺/1 avec priorité

Dans cette partie et sous la condition de stabilité du système nous avons pris comme paramètres

: 𝜆1 = 5, 𝜈1 = 9, 𝜆2 = 3 et 𝜈2 = 12
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Nous présentons les résultats obtenus par la simulation dans le tableau ci-dessous (TAB 2) et

les graphes (Graphe 2.1),(Graphe 2.2) :

D’après le tableau ci-dessus (TAB 2) nous remarquons que la valeur du temps moyens de séjour

de client du type 1 (W1) et le temps moyens de séjour de client de type 2 (W2) deviennent plus

performants de plus en plus que le nombre de réplications est important ainsi que l’erreur quadratique

moyenne( Rmse1) de client de type 1 et aussi l’erreur quadratique moyenne( Rmse2) de client du

type 2 se diminues lorsque la taille de la simulation est grande.

Les graphes nommés (Graphe 2.1) et (Graphe 2.2) tracent les résultats obtenus par la simulation

et nous remarquons graphiquement que le temps moyen de séjour des deux types de clients nommés
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(W1) et (W2) respectivements se rapprochent de ses vrais valeurs (résultats théoriques) W1(*) et

W(2) lorsque la taille de la simulation est grande, Autrement dit une stabilité à partir d’un certain

nombre de simulation.

5.3 Simulation de la file d’attente 𝑀/𝐺/1 avec rappels et

priorité

Pour cette partie de simulation et sous la condition de stabilité du système nous allons choisir

comme paramètres : 𝜆1 = 5, 𝜈1 = 9, 𝜆2 = 3 , 𝜈2 = 12 et 𝜇 = 7.

Les résultats de la simulation sont présentés dans le tableau ci-dessous (TAB 3) et les graphes

(Graphe 3.1), (Graphe 3.2) :
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Le tableau (TAB 3) nous montre que la valeur du temps moyens de séjour de client de type 1

(W1) et temps moyens de séjour de client de type 2 (W2) deviennent plus proches lorsque la taille

de simulation est importante ainsi que l’erreur quadratique moyenne ( Rmse1) de client de type 1

et aussi l’erreur quadratique moyenne ( Rmse2) de client de type 2 se diminues lorsque la taille de

simulation est grande.

Les graphes nommés (Graphe 3.1) et (Graphe 3.2) tracent les résultats obtenus par la simulation

et nous remarquons graphiquement que le temps moyen de séjour des deux types de clients nommés

(W1) et (W2) respectivements se rapprochent de ses vrais valeurs (résultats théoriques) W1(*) et

W(2) lorsque la taille de la simulation est grande, Autrement dit une stabilité à partir d’un certain

nombre de simulation.

5.3.1 Cas particulier : lorsque le taux de rappel tend vers l’infini

Pour cette partie, nous allons prendre les paramètres : 𝜆1 = 5, 𝜈2 = 9,𝜆1 = 3, 𝜈2 = 12, et

𝜇 ≈ ∞ (infini).

Les résultats de la simulation sont présentés dans le tableau ci-dessous (TAB 3.1.1) et le graphe

(Graphe 3.1.1).
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Le temps moyen de séjour de clients de type 1 (W1) est inchangeable puisque sa formule

théorique ne dépend pas de la valeur de taux de Rappel.

D’après le tableau au dessus nommé (TAB 3.1) l’erreur quadratique moyenne( Rmse2) se

diminue à chaque fois que nous augmentons la taille de la simulation.

Le graphe (Graphe 3.1.1) nous confirme que le temps moyen de séjour se rapproche de sa vraie

valeur (résultat théorique) lorsque la taille de la simulation est grande, Autrement dit une stabilité à

partir d’un certain nombre de simulation.

Remarque

Le temps moyen de séjour de clients de type 2 (W2) obtenu par la simulation est égal au temps

moyen de séjour d’une file M/G/1 avec priorité avec les paramètres 𝜆 = 5, 𝜈 = 9.
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Dans la majorité des systèmes de file d’attente, la règle de traitement est du premier arrivée,

premier servi ( P.A.P.S), Cependant, dans plusieurs situations, cette règle est inapplicable, car les

conséquences qui en résultent ne sont pas les mêmes ; par exemple pour le traitement des programmes

à exécuter sur un ordinateur, qui se fait selon la régle donnant la priorité au temps d’opération le

plus court.

Dans ce travail, nous avon traité les systèmes d’attente avec rappels, priorité fixe et serveur

non fiable. Ce type de systèmes diffère des systèmes classiques qui ne permettent pas d’expliquer le

comportement stochastique des systèmes réels de plus en plus complexes tels le système téléphoniques

où les abonnés répétaient leurs appels en recomposant le numéro plusieurs fois jusqu’à l’obtention de

la communication.

Nos travaux ont nécissité une profonde réflexion et une vive recherche en modélisation mathé-

matique ainsi qu’un investissement significatif en terme de mise en oeuvre et l’implémentation sur

MATLAB des files d’attente avec rappels et priorité fixe.

Cette théorie a un énorme potentiel : elle offre beaucoup de perspectives de recherche dans les

systèmes de communication, réseaux, ect..., en utilisant par exemple des priorités non fixées.
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