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INTRODUCTION

Les origines du formalisme des files d’attente datent du début du XXeme siecle et principale-
ment des travaux de deux mathématiciens : le mathématicien danois A.K. Erlang avec ses travaux

sur les réseaux téléphoniques et le russe A.A. Markov avec la création des modeéles markoviens.

C’est en 1909 que les bases de la théorie des files d’attente sont langées, grace a 'article du
mathématicien danois A.K. Erlang "The theory of probabilities and telephone conversations". Les
premiers résultats sont variés : Erlang observe le caractere poissonnien des arrivées des appels a un
central téléphonique, et le caractere exponentiel des durées des appels; il réussit a calculer de maniere
relativement simple la probabilité d’avoir un appel rejeté. La notion d’équilibre stationnaire d’un

systeme d’attente est introduite pour la premiere fois.

A partir des années 30, les travaux de plusieurs mathématiciens tels que Molina, Fry, Pollaczek
aux Etats Unis, Kolmogorov et Khintchine en Russie, Palm en Suede, ou Crommelin en France
permettent a la théorie des files d’attente de se développer lentement. Les années 50 verront 1’essor
important de la théorie des files d’attente. Les applications de ces travaux sont alors tres pratiques et

concernent les disciplines de recherche opérationnelle et génie industriel.
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Une file d’attente est un modeéle mathématique d’un phénoméne d’attente. Compte tenu de
I'importance des phénoménes d’attente dans notre univers quotidien, des outils d’analyse de ces

phénomenes se sont naturellement développés au fil des années.

Les exemples de phénomenes d’attente dans les sociétés dites modernes sont nombreux. Cela
va des phénomenes les plus visibles, par exemple dans le domaine des transports (terrestre, aérien,...)
ou des services (banque, poste,...) aux phénomenes d’attente plus discrets que 1'on retrouve dans

certains systemes tels les réseaux téléphoniques, les systémes informatiques...

Une fois introduits, le formalisme des files d’attente et les résultats associés se sont développés
comme une discipline tres pratique dont 'objectif était de construire des modeles permettant de

prédire le comportement des systémes fournissant un service a des demandes aléatoires.

Notre travail s’inscrit dans la continuité des études intensives menées dans le but de comprendre
et de rendre compte des difficultés des files d’attente avec rappels présentant des temps de service

non exponentiels a serveur non fiable.

Deés la fin des années 1940, des chercheurs ont mis en évidence les limites de la théorie classique
des files d’attente qui ne permettant pas d’expliquer le comportement stochastique des systemes réels
de plus en plus complexes tels que les systemes téléphoniques ou des abonnés répétaient leurs appels

en recomposant le numéro plusieurs fois jusqu’a 1’obtention de la communication.

Ce phénomene de répétition de demande de service a poussé certains chercheurs a étendre
le modele d’attente classique a celui dit avec rappels, Cependant,l’influence de ce phénomene a été
longtemps négligée durant les decennies suivantes, Ce n’est que vers les années 1970 - 1980 qu’on a vu
un net regain d’intérét pour cette catégorie de modeles, avec 'avenement de nouvelles technologies,

notamment dans les systemes de télécommunication
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Les progres récents dans ce domaine sont résumés dans les articles de synthese Yang et

Templeton[15], Falin et Templeton[16] et Aissani[l].

Dans ce travail nous considérons une file d’attente My, My /G4, Go/1 avec rappels et comportant
deux types de clients, les clients de type 1 sont prioritaires par rapport aux clients de type 2 et serveur

non fiable avec réparation de loi générale.

Dans le cas ou le serveur est occupé le premier type de clients rejoint sa file d’attente, tandis
que le second type de clients rejoint I'orbite, et répete sa tentative apres un temps aléatoire jusqu’a ce

qu’il parvienne a la zone de service.

Par la méthode de la variable supplémentaire nous obtenous des formules explicites et exploi-
tables des performances de ce systéme (temps moyen d’attente d'un client de type 1, et de type 2, le

nombre moyen de clients de type 1, et de type 2).

Enfin nous valorisons ce travail avec la simulation des files d’attente étudiés afin de confirmer
les résultats théoriques obtenus; puis nous démontrons quelques relations existants entre les modeles

étudiés.

Ce mémoire comporte cing chapitres :

1. Généralité sur les files d’attente.

2. Etude de la file d’attente M/G/1 avec rappels.

3. Etude de la file d’attente M/G/1 avec rappels et priorité.

4. Etude de la file d’attente M/G/1 avec rappels, priorité et panne.

5. Simulation des modeles étudiés de files d’attente.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions sur les files d’attente en général et

les files d’attente avec priorité en particulier.
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Le deuxieme chapitre est consacré a 1’étude des files d’attente M/G/1 avec rappels exponentiels.
Nous introduisons d’abord le modele associé a ce type de files puis nous déduisons le systeme des
équations de Chapmann Kolmogorov et nous calculerons les mesures de performance de cette file

M/G/1 avec rappels exponentiels.

Le troisieme chapitre,est basé sur I’étude des files d’attente M/G/1 avec rappels exponentiels
et priorité. Nous décrivons d’abord le modele associé a ce type de files puis nous déduisons le systeme
des équations de Chapmann Kolmogorov et nous calculerons les mesures de performance de cette file

M/G/1 avec rappels exponentiels et priorité.

Le quatriéme chapitre,est consacré sur I'étude des files d’attente M/G/1 avec rappels exponen-
tiels, priorité et serveur non fiable. Nous décrivons d’abord le modele associé a ce type de files puis
nous déduisons le systeme des équations de Chapmann Kolmogorov et nous calculerons les mesures

de performance de cette file M/G/1 avec rappels exponentiels, priorité et panne.

Dans le dernier chapitre nous effectuons la simulation des modeles étudies de files d’attente
pour visualiser I'intérét de cette approche et sa puissance, ainsi la validation des résultats trouvés

dans les chapitres précedents.




CHAPITRE 1

GENERALITE SUR LES FILES D’ATTENTE

1.1 Introduction

La modélisation d’un systeme est I'opération par laquelle on établit un modele d’'un phénomene,
afin d’en proposer une représentation, interprétable, reproductible et simulable.
Les files d’attente constituent un formalisme de modélisation, largement utilisé pour I’évaluation des
performances des systemes a événements discrets tels que les systémes informatiques, les réseaux de

communication et les systemes de production.

Ce modele permet de représenter la notion de partage des ressources, ou une ressource est
partagée entre plusieurs clients. Dans notre contexte, le partage des ressources représente la source
principale de la majorité des problemes liés au dimensionnement. Comme le formalisme des files
d’attente permet de modéliser convenablement ce partage, la résolution du modele généré va permettre,

a priori, de répondre a de nombreuses questions liées au dimensionnement.

Dans ce chapitre, nous allons présenter le formalisme des files d’attente. Nous commengons
dans une premiere section par introduire la notation de Kendall et la Formule de Little. Dans une

deuxieme section, nous donnons les principaux résultats des files d’attente sur lesquels se basent notre

travail tels que les files M/M /1, M/G/1.
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1.2 Notion de Files d’attente

Un systeme d’attente simple ou station consiste en une file d’attente, appelée aussi buffer ou
tampon, et d’une station de service constituée d’une ou plusieurs ressources appelées serveurs. Des
entités dites clients ou travaux (jobs), générées par un processus d’arrivée externe, rejoignent la file
pour recevoir un service offert par I'un des serveurs. Une politique de service (généralement FIFO,
premier arrivée premier servi de la file) est adoptée pour servir les clients. A la fin du service, le client
quitte le systeme.

Ce systeme est caractérisé par :
Le nombre de serveurs,

la discipline de service,

la capacité de la file,

le processus des arrivées,

le processus de service.

Ces caractéristiques sont définies a travers la notation suivante, dite de Kendall

1.2.1 Notion de Kendall

Dans la théorie des files d’attente, la notation de Kendall est un standard utilisé pour décrire
un modele de file d’attente. Une file d’attente s’écrit sous la forme 7/ X/K/C/m/Z avec :
T : La distribution d’inter-arrivée des clients,
X : La distribution de service,
K : Le nombre de serveurs,
C

: La capacité de la station,

3

: Le nombre maximum de clients susceptibles d’arriver dans la file d’attente,

N

: La discipline de service (FIFO, LIFO, PS).

10
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T et X peuvent étre données par plusieurs types de distributions. En voici les plus répandues :
M : Loi de Poisson (Markovien ou sans mémoire).

E}. : Loi de Erlang a K étages.

D : Loi constante (déterministe).

H;, : Loi hyperexponentielle d’ordre k.

C) : Loi de Cox d’ordre k.

PH; : Loi de type « phase » a k étages.

G : Loi générale.

G1I : Lois générales indépendantes.

1.2.2 Caractéristiques d’une file d’attente

Notons par :

P, = Probabilité{ d’avoir n clients dans le systéme en régime stationnaire}

Processus d’arrivée

L’arrivée des clients, décrite par le symbole A, est définie a I'aide d’un processus stochastique
de comptage N; avec t > 0.

Définition1 : Soit A, la date d’arrivée du n’™¢ client dans le systéme :

Ag=0cet A, =inf(t|N; =n).

Soit T;, le temps séparant I'arrivée du (n — 1)®™¢ client et celle du n®™¢ client. La loi de T, est la

distribution des inter-arrivées :

Tn = An - An—l

11
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Définition2 : Un processus de comptage N, avec t > 0 est un processus de renouvellement si et
seulement si les variables aléatoires (7),)n—12._ .. sont des variables indépendantes et identiquement

distribuées.

La loi de T décrivant les durées d’inter-arrivées suffit alors pour caractériser le processus de
renouvellement.
Remarques : Notons que, lorsque les inter-arrivées sont de loi exponentielle, le processus des arrivées
est un processus de Poisson. Ce dernier est le processus le plus couramment employé pour caractériser

les processus des arrivées.

Processus de service

Le temps de service est défini par le temps séparant le début et de la fin du service. On note

X,, le temps de service du n®™¢ client.
Remarques : La distribution du temps de service la plus couramment utilisée est la distribution

exponentielle, qui est caractérisée par la propriété sans mémoire.

Nombre de serveurs

Une file d’attente peut contenir un ou une infinité de serveurs. Dans le cas multiserveur, la
détermination de la distribution de service de chacun des serveurs est recommandée voire indispensable.

La plupart du temps, les serveurs sont considérés identiques et indépendants les uns des autres.

Capacité de la file

La capacité d’une file d’attente notée C' est le nombre de clients maximal qui peut se trouver
simultanément dans la file et les serveurs. Cette capacité peut étre finie ou infinie. Par conséquent, si
un client arrive et qu’il y a déja C' clients dans le systeme, le client peut étre accepté ou rejeté suivant

la politique de débordement de la file d’attente.

12
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Dicsipline de service

L’objectif de la discipline de service est de déterminer 'ordre de service des clients dans la file
d’attente et leurs passages dans les serveurs, afin d’étre servis. Les disciplines les plus courantes :
F.C.F.S(First In First Served) : Les clients sont servis dans leur ordre d’arrivée,

L.ILF.O(Last In First Served) : Le dernier client arrivé sera placé en téte de file pour étre servi en
premier,

PS (Processor Sharing) : Cette discipline est définie pour modéliser des systemes informatiques. Tous
les clients sont servis a tour de role. Chaque client effectue un quantum de temps tres petit dans le
serveur et revient dans la file d’attente jusqu’a terminer completement son service.

Random : un ordre aléatoire d’acces aux serveurs,

Dans cette premiere partie nous avons introduit la notation et les caractéristiques d’une file

d’attente simple qui nous permettra de modéliser les systemes.

Certains modeles de files d’attente font usage de disciplines plus complexes reposant sur des
priorités de traitement. Un systeme peut également accepter la préemption d’un service, c’est-a-dire
Iinterruption du service d’un client au profit d’'un autre. Si un tel mode de fonctionnement est autorisé,
le service interrompu peut étre simplement terminé plus tard (préemption resume) ou, alors étre

recommencé depuis le début, le travail déja effectué étant perdu (préemption repeat).

1.2.3 Analyse des performances

Les files d’attente servent a analyser les performances du systeme modélisé. Cette analyse peut
étre menée en étudiant le comportement du systeme selon deux axes :
1. Etude en régime transitoire : L’étude du régime transitoire permet de répondre a des questions de

performance qui sont liées a des instants donnés ou sur des périodes de court terme. Par exemple, ~

13
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combien de clients demandant un service X vont étre servis durant la prochaine heure 7 .

2. Etude en régime stationnaire ou permanent (dit aussi & 'équilibre) : consiste & vérifier si le systéme
tend vers un équilibre (en terme de probabilité) lorsque le temps croit (a long terme). Cette analyse
permet de répondre aux questions telles que : durant une longue période, quel est le taux moyen

d’occupation du serveur 7.

Pour étudier cela, des méthodes stochastiques sont utilisées. Elles consistent a estimer la
distribution du processus stochastique engendré par le modele analysé, soit & un instant donné
(analyse transitoire), ou bien a long terme (a I’équilibre). Elles permettent de calculer les probabilités
pour que le systéme se trouve dans chacun des états du processus. Ces probabilités sont utilisées pour

le calcul des parametres de performance.

Les modeles de files d’attente les plus simples a analyser sont les modeles markoviens (distribu-
tions exponentielles des inter-arrivées et service). Ceux-ci engendre une chaine de Markov (d’ou le

nom markovien).

Parameétres de performances en régime stationnaire

Différents parametres de performance peuvent étre défini puis calculé en régime transitoire ou
en régime permanent. En régime transitoire, les moyennes de ces parametres sont calculés sur une
période d’observation finie [0, T,;s]. Alors que dans le régime permanent, on s’intéresse aux limites de

ces parametres lorsque T, tend vers I'infini, si cette derniere existe.
D : Le débit moyen c’est le nombre moyen des clients entrants ou sortants du systeme par unité
de temps. Dans le régime transitoire, le débit moyen d’entrée peut étre différent du débit moyen de sor-

tie. Contrairement au régime permanent ou le débit moyen de clients est le méme en entrée qu’en sortie.

U : L’utilisation moyenne ou le taux d’utilisation moyenne est défini comme le pourcentage

14
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pour lequel le systéme (le serveur) est occupé par rapport au temps d’observation.

N : Le nombre de clients moyen est le nombre moyen des client présents dans le systeme

pendant la période d’observation.

W : Le temps de réponse moyen est le temps de séjour moyen d'un client dans le systéme.
Pour un réseau de files d’attente, ces parametres peuvent étre calculés en considérant le réseau entier.
Par exemple le temps de réponse moyen d’un client sera le temps moyen nécessaire pour qu’un client
traverse tout le réseau. Dans le cas d’un réseau multi-classe, ce parametre doit étre calculé pour

chaque classe de client.

Stabilité

La stabilité d’un systeme est définie au régime stationnaire. On suppose qu’il n’y a ni création
ni destruction des clients. Cela implique que toute création de client correspond a une arrivée et toute
destruction correspond a un départ.

Cas d’une file simple :
Définition : En général une file d’attente simple (M/M/1) ayant un taux d’arrivée A, un taux de

service p et un nombre de serveur k est dite stable si et seulement si A < pxk

Formule de Little

La formule de Little est une loi générale qui s’énonce comme suit : « le nombre moyen des
clients dans un systeme N est égal au produit du débit du systeme D par le temps moyen passé dans
le systeme par chaque client W » .

Un client arrivant trouve en moyenne NN clients devant lui. Ce client partant laisse derriere lui WaxD

clients. Donc dans ’état stationnaire :

15
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N=DxW

L’importance de la formule de Little réside dans sa généralité.
De plus, cette loi ne concerne que le régime permanent. Elle n’'impose aucune hypothese ni sur

le systeme, ni sur les variables aléatoires qui le caractérisent.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéressons aux principaux résultats de performances

de quelques files d’attente classiques.

1.3 Files d’attente simples et principaux résultats

Nous présentons dans cette section les principaux résultats des files simples en partant du
modele markovien jusqu’au modele le plus général (ou les inter-arrivées et les services sont arbitraires).

Nous allons nous limiter aux files et aux résultats dont on aura besoin dans la suite de ce manuscrit.

1.3.1 La file M/M/1

Cette file est caractérisée par le processus des arrivées poissoniens de taux A et une durée de
service exponentielle de taux pu.

A
On pose p = —.
i

La file peut étre considérée comme un processus de naissance et de mort, pour lequel :

A=A si n>0

o sin#£0
0 sin=0

Hn=

16
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Pour qu’il y ait un régime permanent il faut que p <1 :

B = 1-p
P, = Pyxp"
= (1=p)p"

Tous les parametres de performances sont calculés dans le cas ou la file est stable (A < p,
c’est-a-dire p < 1).

Taux d’utilisation du serveur U

Par définition, le taux d’utilisation est la probabilité pour que le serveur de la file soit occupé

U = Y P,

n>1

— 1-P

=/

17
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Nombre moyen de clients dans le systéme L

Temps moyen de séjour W

Ce parametre est obtenu en utilisant la Formule de Little :

L 1
W=—=
A p(l=p)
qui peut se décomposer en :
1
wo— = P
po pu(l—p)
1
- —4+W,
14

On en déduit le temps moyen passé dans la file d’attente W, :

P

Mo a =)

Nombre moyen de clients dans la file d’attente L, :

18
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ona : Ly=L—(1-F)

et on a aussi :

n(1 = p)

1.3.2 La file M/G/1

On revient a un systeme formé d’une file FIFO a capacité illimitée et d’un seul serveur. Le
processus d’arrivée des clients dans la file est toujours supposé poissonien de taux A\ mais, maintenant,
le temps de service Y d’un client est distribué selon une loi qui n’est plus supposée exponentielle.
Ce systéme est connu sous le nom de file M/G/1. En fait, on suppose implicitement que les services
successifs sont indépendants les uns des autres et distribués selon la méme loi (donc les variables
aléatoires mesurant le temps de service des différents clients sont i.i.d.). Il faudrait alors parler d’'une
file M/GI/1, GI faisant référence a des lois générales et indépendantes les unes des autres.

Une file simple comportant un unique serveur est stable si le nombre moyen de clients qui arrivent a
la file par unité de temps est inférieur au nombre moyen de clients que le serveur de la file d’attente

1
est capable de traiter, soit A < g ou = — est le taux moyen de service de la file (avec m = E(Y)).
m

Analyse du régime permanent : Méthode de la chaine de Markov incluse

Pour étudier simplement ce systeme, le service n’étant plus exponentiel, il ne suffit donc plus
de savoir qu’un client est en service, pour prédire quand ce service va se terminer. Il faut en plus
savoir depuis combien de temps le service a commencé.

Par exemple, dans le cas d’un service déterministe de durée 10 secondes, si le service a commencé
depuis 2 secondes, il se terminera exactement dans 8 secondes alors que, s’il a commencé depuis 9

secondes, il se terminera au bout d’une seconde. Cette information est indispensable pour prédire

19
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I’évolution future de 1’état du serveur, donc du systeme.

L’idée est de ne s’intéresser qu’a des instants particuliers de I’évolution du systéme t, =
Dyi,k = 1,2, ..., correspondant aux instants de fin de service (instants juste apres le départ d’un

client).

Considérons le processus (Ny)g>1 = (X )e>1 out Xy est le nombre de clients juste apres le
départ du k™€ client.

Le processus (NVi)r>1 est une chaine de Markov ergodique pouvant étre facilement étudiée.

En particulier, on pourra obtenir les probabilités P, (k) = P(Ny = n) pour que le départ du
k#me client laisse derriere lui n clients, ainsi que P, = limg_,o Py (k).
On va maintenant déterminer la matrice de transition P = (¢; ;) de la chaine de Markov (Vi);>1 dite

chaine de Markov incluse du processus (X;)>o.

On note a. la probabilité que ¢ clients arrivent pendant un temps de service. On a

a. = [5° P([c arrivées pendant t ||Y =) fy (t)dt = [5° ()\ct')c exp (—At) fy (t)dt

En effet, les arrivées sont poissoniennes de taux \. Si le temps de service était de durée

constante t, la probabilité pour que c¢ clients arrivent pendant un temps de service t serait égale a

(A1)°

c!

exp —At, par définition du processus de Poisson. Comme le temps de service est distribué selon

une loi générale de densité fy, la durée de temps de service est égale a t a dt pres avec une probabilité

égale a fy (t)dt.

Notons alors ¢; ; la probabilité de transition de I'état ¢ vers I’état j. On a :

do,j = & st 3 >0

Qij = j_iy1 st1<i<g+1

qi; =0 sinon
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En effet,
— si Ny =0, [Np;1 = j] correspond a l'arrivée de j clients pendant le service du (k + 1)®™€ client ;
—si Ny =1, on a [Ngp1 = j] si Ngy1 — Ni = j — 4, ce qui correspond a larrivée de j — i + 1 clients,

car il ne faut pas oublier que le (k + 1)®™¢ client vient de partir.

La matrice de la chaine de Markov incluse est donc :

Qp 1 Qo Q3 Q4
Qg 1 Qg (3 Q4
0 Qyp &1 Q9 (O3

0 0 Qg 1 Q9

On pourrait montrer que cette chaine de Markov est irréductible, apériodique et récurrente
positive si elle est stable (c’est-a-dire si A < ). On peut alors affirmer que le vecteur 7 des probabilités

stationnaires existe et est solution du systéme m = 7 * P (avec bien sur Y_,,~o 7, = 1).

La chaine de Markov (Vi) est irréductible et admet donc une unique distribution stationnaire,

qui est aussi distribution limite de X;. Le théoréme suivant permet, entre autre, de déterminer L

Soit : m(2) = X0 T2" et ™ = (7m0, M1, T2, ooy T,y )

donc

Qg 1 Qo QO3 04y
Qo 01 G2 Q3 Oy
0 Qp &1 Q9 (3

(0, T, T2y eey Ty o) = (0, 1, T2y ceey Ty o)
0 0 Qg Qa1 Q9 '
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on a donc :

Ty = T1Qg + Tl

™ = oy + T + Ty

T = 7r30z0+7r2a1+7rla2+7r0a2

Ty = Tpp1Q0 + TpQq + Tpo1Q2 + ... + T10p + Ty,

Alz) = D anz,

n>0

On a

m(0) = 1—=XE(S)>0

donc AE(s) < 1 est la condition de stabilité de cette file d’attente.
Taux d’utilisation du serveur est U = AE(s).

Finalement

_ (1=pA()0 = 2)
m(z) = A(z) — z

Le nombre moyen des clients dans le systéme est calulé de cette facon :
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L = m(l)
p* + Nvar(Y)
2(1-p)

Temps moyen de séjour W

Ce parametre est obtenu en utilisant la Formule de Little :

E(Y)? +var(Y)
2(1-p)

T >
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CHAPITRE 2

ETUDE DE LA FILE D’ATTENTE M/G/1
AVEC RAPPELS

Les systemes de files d’attente avec rappels sont caractérisés par la propriété qu’un clients qui

trouve a son arrivée tous les serveurs occupés quitte I’espace de service et rappelle ultérieurement a

des instants aléatoires. Entre deux rappels successifs, le client est dit "en orbite".

Ce chapitre est consacré a ’étude des files d’attente M/G/1 avec rappels exponentiels. Nous
décrivons d’abord le modele associé a ce type de files puis nous déduisons le systéme des équations de

Chapmann Kolmogorov et nous calculerons les mesures de performance de quelques cas particuliers

tels que la file M/M/1 avec rappels exponentiels.

Voici un schéma qui représente la file d’attente M/G/1 avec Rappels :

Taux i

\ Unseul Serveur —M
Tauxu /

e

irige vers "orbite si

Le client est dirigé v
le serveur est occupe.

24



U.S.T.H.B Etude de la file d’attente M /G /1 avec rappels

2.1 Description de la file d’attente M /G /1 avec Rappels

On considere un systeme formé d’une file d’attente de capacité infinie, et d’'un unique serveur,
le processus d’arrivée est de poisson de taux A, la durée de service des clients est une variable aléatoire

de loi générale notée B(z), de densité b(x), de transformée de Laplace 5*(s) et des premiers moments

finis B, = (—1)*3*®)(0), k =1, 2.

La discipline d’acces au serveur a partir de 'orbite est gouvernée par une loi exponentielle avec
une intensité donnée par ju ( > 0), quand le nombre de clients en orbite est j € N, comme cette

politique de rappels dépend du nombre de clients dans ’orbite, on I'appelle politique de rappel classique.

On suppose que les temps d’inter-arrivées, les temps de rappels, les temps de services sont
mutuellement indépendants.

L’état du systéme peut étre décrit par le processus { X (¢),t > 0} = {C(t), N(t),&(t),t > 0} on

C(t) : La variable aléatoire indiquant 1’état du serveur a l'instant t :
0  sile serveur est libre a l'instant t.
C(t)=
1 sile serveur est occupé a l'instant t.

N(t) : Le nombre de clients dans l'orbite a 'instant ¢.
K(t) : Le nombre de clients dans le systéme a l'instant ¢.

f(x) :I'intensité instantané du service donné quand le temps de service écoulé est £(t)= x.

2.2 Distribution stationnaire des états du systeme

Notons la distribution stationnaire de I’état du systeme par :

pon = lim P{C(t) =0, N(t) = n}

t—o00
d

pin(z) = lim —P{C(t)=1,&(t) <z, N(t) =n}

t—o00 d;p
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Dans cette section nous étudions les distribution stationnaire des états du systeme.

AN+ nu) Py, = /OO Py (z)5(z)dz n>0
0
Pln/(ZE) = —(>\ + 6($))P1n(l') + /\(1 — 6n0)P1n_1(£E)
Pln(o) = )\P()n + (’I’L + 1),uP0n+1 n Z 0
ou :
Ba) = —B) 45 est le produit de Kroneck
X 1= B@) et 9,0 est le produit de Kronecker.

n>0 (2)

Théoréeme 2.2.1 Sip < 1, le systeme posseéde un régime stationnaire et les fonctions génératrices de

la distribution conjointe de l’état du serveur et le nombre de clients dans [’orbite sont données par :

PD(Z) = Z ZnP()n

n>0

— (1-p)exp {2 : mdv}

P(z) = ZZ”PM

B 1_—K(z) B
B K(z)—zpo()

ot : p=Np.( réf [15])

Preuve

Nous définissons les fonctions génératrices suivantes :

Py(z) = Z 2" Py,

n>0

Pi(z,2) =) 2"Pia(2)

n>0
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En multipliant les deux membres de 1’équations (2) par 2", nous obtenons :

> 2" Pl (z)

n>0

P/I(Z, CC)

> (= (A4 B(x))) Puan(z) + D 2" APy (@)

n>0 n>0

(—(A+ 8(2)))Pi(z,2) + A Z z("_IH)Pln_l(x)

n>0

(—(A+ B(2)))Pi(z,x) + Az Z z(”_l)Pln_l(x)

n>0

(—(A+ 8(2)))Pi(z,x) + A\zPy(z, x)

(=A+ Az = B(x)) (2, @) (4)

En multipliant les deux membres de 1’équations (1) par z", nous obtenons :

n>0

S A+np)"Py, = D 2" /OOO Py, (x)B(x)dz

n>0 n>0

Z A" Py, + Z npz" Py, = /OOO Z 2" Py () B(x)dx

n>0 n>0

A Z 2" Pon + 1 Z nn 1 p, = /OO B(x) Z 2" Py (x)dz

n>0

n>0 0 n>0

APy(2) + pzPry(z) = /OOO B(x)Pi(z, x)dx (5)

En multipliant les deux membres de 1’équations (3) par 2", nous obtenons :

Z 2"P1,(0) = Z A" Py, + Z(n + D)pz"Ponta

n>0

n>0 n>0

Pi(z,0) = APy(z)+ puPry(z) (6)

A partir de ’équation (4) nous obtenons :

Pi(z,7)

= Pi(z0)(1 - B(2)) exp {—(A — Az)a) (7)
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En exploitant I’équation (7), ’équation (5) peut étre écrite comme suit :

APy (2) + pzPro(z) = /0 " B(2)Pi(z, @) dx
_ /O°° B(2)Pi(z,0)(1 — B(z)) exp {—(\ — Az)a} dx
— Py(,0) /OOO 1_19(;)(13)(1 ~ B(@))exp {~Ae(1 — 2)} do
— Py(,0) /Oooexp{—)\x(l—z)}b(x)dx

APy(z) + uzPrly(z) = Pi(z,0)8"(A(1 = 2))
Posons maintenant K (z) = *(A(1 — z))
APy(2) + pzPry(z) = Pi(z,0)K(z) (8)
on soustrait a présent P/y(z) des équations (8) et (6) pour obtenir :

I'équation (6) devient : 2P (2,0) — zPly(2) = A\zPy(2)puzPlo(2) — zP1y(2)

I'équation (8) devient : APy(z) + pzPrly(z) — Plo(z) = K(2)Pi(z,0) — Plo(z)
Soustrayons les deux membres de la formule (6) des deux membres de la formule (8) :

Pi(z,0)(K(z) —2) = M1 —2)FP(2)

Pi(2,0) = AKL};PM (9)

En remplagant ’équation (9) dans 1’équation (7) nous aurons :

Pi(z,2) = AKl_ZPo(Z)[(l — B(x)]exp {=Ax(l — 2)} (10)

z)—z
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Intégrons I’équation (10) et en utilisant la formule :

/DOO exp(—sz)(1 — B(z))dz = (1—5*(5))

nous aurons

/OOO Pi(z, 2)de — /OOO )\(Ktzgiz)Po(z)[(l — B(z)]exp {—>e(1 — 2)} da
1—=2 o0
- AWPO(Z)/O (1 — B(a)] exp {—Ae(1 — 2)} dz

1=z (1= (\1=2))

B /\K(z) —ZPO(Z) A1 —2)
1—p3"(A(1 - 2))
K(z)—z Bo(z)
P() = fg 2Pl (1)
Notons p = A\f; et passons a la limite
1— K(Z) . )\61

lim

1K (2) -2z 1=A\B

< 00

Ce qui donne en exploitant : Py(1) + Py(1) =1

APy(2) + pzPly(z) = AK(I?(; Z_K;z) Py(2)
A 1-K(z2) B
Pry(z) = . X K0 —ZPO( )
Pr(z) A " 1—K(z)
Py(z)  p K(2)—=z
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qui a pour solution

z Ply(a) A 21— K(a)

L R ™ T uh Ky — o™
InPy(2) — InPy(1) = Z :mda
$2:€ nPO(Z) = X é Zl_iw a
p{l Po<1>} p{u : K(a)—ad}
Py(z) = P0(1)exp{2 :mda}

Py(1)=1—p.

Finalement,nous avons

R() = <1—p>exp{2 ﬂd} (12
P(z) = ma(z)
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2.3 Calculs des performances

Nombre moyen de clients dans ’orbite Soit ()(z) la fonction génératrice du nombre de clients

dans l'orbite :

Q(z) = > Z"PAN(t) =n}

= Z_:z”P{N(t) =netC(t)=0o0uC(t) =1}
— S PN =n et O) = 0} + 3 P AN(E) = n et C() = 1}
— S SP{N@) =n et Ct) =0} + Y PN =0 — 1 et (1) = 1)
= Py(2)+ Pi(2) )
) 1- K()
= Ktzgizp(](z)
I ~ Vex A 21— K(a) "
Q) = =) P{MA<an_aﬁi}

Le nombre moyen de clients dans l'orbite est donné comme suit :

Q = Q)
: XB B
@ =103

)

ou: p= Ao

Nombre moyen de clients dans le systéeme
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Soit N(z) la fonction génératrice du nombre de clients dans le systeme :

N(z)

N(z)

> "P{K(t) =n}

i 2"P{K(t)=n et C(t) =0 ou C(t) =1}
S P K() =n et C) = 0} + 3 2P {K(t) = n et C(t) = 1)
iz”P{N(t) =n et C(t) =0} + iz"P{N(t) =n—1eC(t)=1}
F%(z) + Z 2"Py o1 )
Py(z) + 2Pi(2)
1—K(2)

P(](Z) + ZWPO(Z)
K(z) — zK(2) A 21— K(a)

K(z)—z (1- p)exp{,u 1 K(a) — ada}

Le nombre moyen de clients dans le systeme est donné par :

N = N1

N B B
N = _y 2
p+1—p(,u+ 2

)

Probabilité que le serveur est occupé La probabilité que le serveur est occupé est obtenue comme

suit :

P{Ct)=1} = p

32



CHAPITRE 3

ETUDE DE LA FILE D’ATTENTE M/G/1
AVEC RAPPELS ET PRIORITE

Nous introduisons dans ce chapitre la file M/G/1 avec rappels exponentiels et priorité large
(non préemptive), nous décrivons au début le modele mathématique associé a cette file ainsi que leur
systeme des équations de Chapmann Kolmogorov, puis nous calculons les mesures de performance de
chaque type de clients, tels que le temps moyen d’attente des deux types des clients (prioritaires et
moins prioritaires), le nombre moyen de clients prioritaires dans la file et le nombre moyen de clients

moins prioritaires dans 'orbite.

Voici un schéma qui représente cette file d’attente :

I
Type L Taux Al File d'attente o Unseul serveur
Twpe 2

Taux A2

Taux p

Le client detype 2 estdirige vers

I'orbite si le serveur est ocoupé.
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3.1 Description de la file d’attente M /G /1 avec rappels et
priorité

On considere un systeme formé d’une file d’attente de capacité infinie, et d’un unique serveur,
Les clients prioritaires arrivent dans le systeme selon un processus de poisson de parametre A; > 0, A
I’arrivée d’un client, si le serveur est libre, le client sera pris en charge immédiatement. Dans le cas
contraire, il rejoint la file d’attente (de capacité illimité et discipline FIFO)( File classique M/G/1).
Les clients non prioritaire arrivent dans le systéme selon un processus de poisson de taux Ay > 0. A
I’arrivée d’un client non prioritaire, si le serveur est libre, le client en question est pris en charge. Dans
le cas contraire le client entre en orbite et devient source d’appels non prioritaire. Les durées de services
des deux types des clients sont des variables aléatoires positives et mutuellements indépendantes et
de lois générales différentes notées Bi(x) et By(z) respectivement, des densités by(x) et by(x), et des

transformées de Laplace 57 (s) et [55(s) respectivement,et possédant les deux premiers moments finis

Ber = (=1FB19(0) et By = (—1)*8;P(0),k = 1,2.

La discipline d’acces au serveur a partir de I'orbite est gouvernée par une loi exponentielle avec
une intensité donnée par ju ( x> 0), quand le nombre de clients en orbite est 7 € N, comme cette

politique de rappels dépend du nombre de clients dans 1'orbite, on ’appelle politique de rappel classique.

On suppose que les temps d’inter-arrivées, les temps de rappels, les temps de services sont
mutuellement indépendants.

L’état du systeme est décrit par le processus {X (¢),t > 0} = {C(t), N1(t), Na(t), & (), £2(8), ¢ > 0}

ou
C'(t) : La variable aléatoire indiquant 1’état du serveur a l'instant t.
0 si le serveur est libre a ["instant t.
C(t)=4 1 sile serveur est occupé a Uinstant t par un client de type 1.

2 sile serveur est occupé a linstant t par un client de type 2.

K (t) : Le nombre de clients de type 1 dans le systeme a Iinstant t.

34



U.S.T.H.B Etude de la file d’attente M/G/1 avec rappels et priorité

(t) : Le nombre de clients de type 2 dans le systeme a l'instant t.

(t

Ks(t)

Ni(t) -

Ny(t) : Le nombre de clients de type 2 dans 'orbite a I'instant t.
Bi(x) -

Ba()

Le nombre de clients de type 1 dans la file d’attente a I'instant t.

(x) intensité du service des clients de type 1 donné quand le temps de service écoulé est & (t)= .

(x) :lintensité du service des clients de type 2 donné quand le temps de service écoulé est & (t)= .

3.2 Distribution stationnaire des états du systeme

Notons par :

Pown = lim P{C(t) =0, Ny(t) = n , Na(t) = m}

t—o00

Piym(z) = lim iP{C(t) =1,&(t) <z, Ni(t) =n, Na(t) =m}

t—o00 d;[;

Pym(z) = lim dCiP{C(t) =2,&(t) <z, Ni(t) =n, No(t) = m}

t—00

Dans cette section nous étudions les distribution stationnaire des états du systeme(avec m > 0 ).

(At + Ao + mpa) Poomy = /0 " (Piom(@)B1(2) + Poom(@)Ba(2))dz 1 =0 (1)
Py = 0 n>1,
Phum(@) = —(\1+ Az + 51(2)) Pram () + M (1 = 620) i1 (@) + Ao(1 = 60) Pramr(z) ()
Phoum(@) = —(\1+ Az + 52(2)) P () + M (1 = 620) Pon1 () + Ao(1 = 600) Ponnr(x)  (3)

Piam(0) = A Ponm0no + /OOO(PlnHm(x)Bl(x))dx + /OOO(P2n+1m(x)52(x))dx n =0 (4)

0 n>1
P2nm(0) -
Ao Poom + (m + 1) 1 Poom+1 n=>0 (5)

b,
Bi(x) = 1= B.(2) et d,0 est le produit de Kronecker.
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Théoréeme 3.2.2 Si p = p1 + po < 1, le systéme possede un régime stationnaire et les fonctions
génératrices de la distribution conjointe de l’état du serveur et le nombre des deuz types de clients

dans la file d’attente et 'orbite respectivement sont données par :

P0(22> = Z Z Z?Zénponm

n>0m>0

2 A\ — A\h Ao — A Ks(h
_ (1—p1+p2)xexp{ / 1 — Mh(v) + Ao — A Ko ( (U),U)}dv
w1

Ky(h(v),v) —v
P1(Z1,22) = ZZZ? Plnm

n>0m>0

= [()\1 — )\1h(22) + /\2 — )\2K2(h(22), ZQ))(KQ(Zl, ZQ) — 22)

—(A1 = Mz + Ag — M Ko(21, 22)) (Ka(h(22), 22) — 22)]

X[(K2(h(22), 22) — 22)(21 — Ki(21,22))] "
1— Kl(zl, 22)
)\1 — )\122 + )\2 — )\222

P2<Zla22) = Z Z 212y Ponm

n>0m>0

A1 — Mh(2z9) + Ag — Aazo
Ky (h(z2), 22) — 22
1 — Ks(z1, 20)

I
8 A1 — A2za + Ay — Aazo b(22)

PQ(ZQ)

ot : L’équation zy = K(z1,z2) admet une solution unique zy = h(zs) dans l'intervalle [0, 1].

Preuve

Nous présentons les trois fonctions génératrices :

0(21,22) = D > 2725 Ponm (17)

n>0m>0

P Zla 29, Z Z Z{L Plnm (2’>
n>0m>0

Py(z1,20,) = > Y 2725 Pop (@ (3)
n>0m>0
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En multipliant les deux membres de 1’équations (1) par zJ* nous obtenons :

Z ()\1 —|— /\2 —|— mu)Z;"POOm

m>0

m—1
152 Z mzs' Poom

m>0

w29 Plo(22)

= Zz2/ PlOm )61( )+P20m( )62( ))

m>0
= —(M+ ) ZZQPOOm+/ ZZQPIOm )y ()
m>0 m>0
+ Z 28" Pyo () B2 () ) dz:
m>0

— (M A)Po(2e) + /0°° (PL(0, 20, 7)1 () + Po(0, 2, ) s (2))da

En multipliant les deux membres de 1’équations (2) par zJ' et zJ* nous obtenons :

Z Z 22y Pl () =

n>0m>0

Pr(z,z9,2) =

Yo A+ A+ Bu(@)) 2] 25 P (@) + D0 D Mzi 2y P i ()

n>0m>0 n>0m>0

+ Z Z /\QZ?Z;nplnm_l(l’)

n>0m>0

()\1 + )\2 —+ 61 Z Z Z{L Plnm(l’) + )\121 Z Z Z?ilzgnpln_lm(l‘)

n>0m>0 n>0m>0

+Ao22 Y > 22 Pl (2)

n>0m>0

_<)\1 + )\2 + 51($))P1(21, 227x) + /\121P1(217 227'7:) + )‘222P1(217 Z27‘r)

— (A1 — XMz + Ao — Aoz + Bi(2)) Pi(21, 22, ) (7)

En multipliant les deux membres de ’équations (3) par z{" et zJ* nous obtenons :

ZZZ{I 5 Plopm(z) =

n>0m>0

P1y(z1, 29, x) =

Z Z —(M + A2+ Ba(x)) 27 25" Popgn () + Z Z M2y 2y Pop—1m

n>0m>0 n>0m>0
n.,m

+ Z Z /\221 Z9 P2nm—1

n>0m>0

n—1_m
()\1 + )\2 + 62 Z Z Zl Z9 Pgnm ) + >\121 Z Z 21”9 Pgnflm
n>0m>0 n>0m>0
n ., m—1
+A220 Z Z 212y Popm—1
n>0m>0

—(>\1 + )\2 + 52(1’))P2(21, ZQ,I) + )\121P2<Zl, 22,13) + )\222P2<21, 29, .CL’)

—(A1 = Az + Ao — Xozo + Ba(2)) Po(21, 22, ) (8)

(6)
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En multipliant les deux membres de 1’équations (4) par 2 et zJ* nous obtenons :

Do A Phm(0) = MDY 2125 Pooml( n0+ZZ/ 212y Proyim (%) Bi(x)dz

n>0m>0 n>0m>0 n>0m>0

+Z Z/ 21 25" Popy1m () Bo(z)dx

n>0m>0

= )\1P0 22 / Z Z Zn+1 Pln-l—lm( )51(3?)d1'

n>0m>0

/ Z Z Zn+1z2 (Ponsim(2)fa(x)dz

n>0m>0

= MPy(z) + L /OO(Pl(Zl, 29,x) — Pi(0, 29, %)) 51 (x)dx
Z1 J0

1 [e's]
+; 0 (P2(2:17227x) _PQ(O,ZQ,ZL'))ﬂg(I)dZL'
1

21 P (21,22,0) = A2 FPo(22) +/0 (Pi(z1, 22, 2) — P1(0, 29, x)) 51 (z)dx

+ /OOO(PQ(Zl, 29, %) — P(0, 22, 7)) B () dz 9)

En multipliant les deux membres de 1’équations (5) par z5* nous obtenons :

Z Z;nPQnm«)) = )\2 Z Z;npoom + 1% Z (m + 1)Z£npoom+1

m>0 m>0 m2>0

Py(21,29,0) = AoPy(22) + uPro(22) (10)
A partir de ’équations (7) nous obtenons :
Pi(z1,20,2) = Pi(z1,22,0)[1 — Bi(z)]exp{—(A1 — A1z1 + A2 — Aozo)x} (11)
A partir de 'équations (8) nous obtenons :

Py(z1,29,2) = Pa(z1,22,0)[1 — Ba(z)] exp{—(A1 — A1z1 + A2 — Aozo)x} (12)

38



U.S.T.H.B Etude de la file d’attente M/G/1 avec rappels et priorité

En utilisons les équations (6) et (9), nous aurons :

HZQP/O(ZQ) + 21P1(21,22,0) = /0 P1(21,22,$)51($)d$ +/0 P2(21722790)52($)d$

—(AM + A2 — Az1) Py(22)

les deux équations (11) et (12) donnent :

pzoPlo(22) + 21 Py (21, 22,0) = /OOO Pi(z1,20,0)[1 — By(x)] exp {—(A1 — A\121 + Ao — Aazo)x} By (2)dx
+ /0 " Py(z1, 20, 0)[1 — Ba(@)] exp {—(M — Mzt + g — Aaza)z )} fo()dz

_()\1 + )\2 — )\121)PQ(22)

Nous avons : 5/ (s) = 5~ exp[(—sz)|b;(x)dz

)

Et posons maintenant K;(z1,22) = B5(A — A121 + A2 — Aa2o)
Ko(21,22) Po(21,22,0) = |21 — Ki(21, 22)| P1(21, 22,0) + (A1 — A121 + Ao) Po(22) + pza Plo(22) (13)
A partir de I’équations (10) nous pouvons éliminer Py(z1, z2,0) dans ’équation (13) comme suit :
u(Ks(z1,22) — 22)Plo(z2) = (A1 — Aiz1 + Ao — M Ko(z1, 29)) Po(22) + (21 — K1(21, 22)) Pi(21, 22, 0) (14)
On considere 1’équation
21— Ki(z1,20) = 0 (15)

Nous pouvons réecrire comme suit :

2 —=Pi(s+ M= z) = 0 (16)
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ou : 8= Ay — Ao2s.
L’équation (15) a une racine unique z; = h(zy) et la fonction h(z2) peut étre vue comme la fonction
génératrice du nombre de clients de type 2 qui arrivent pendant la période d’occupation "busy period"

formé seulement par les clients de type 1 qui sont prioritaires. Il est facile de montrer cela :(voir réf

[15])

A
= 50
(1) = T2

si p1 4+ p2 < 1 alors K3(h(z),z) = z si et seulement si z = 1. Maintenant nous pouvons remplager

21 = h(zy) dans I’équation (14) ce qui donne :

M(KQ(h(Zg), 2’2) - ZQ)P/O(ZQ) = ()\1 — )\1h(2’2) + )\2 - )\QKQ(h(ZQ), Zg))Po(ZQ) (17)

Et

lim )\1 — )\1]1(2) + )\2 — )\2K2(h/(2>, Z) _ )\Q(pl + pz) < 00
21 Ky(h(z),2) — 2 L—p1—p2

Donc la fonction :

)\1 — )\1h(2) + )\2 — AQKQ(h(Z), Z)
Ky(h(2),z) — 2

est analytique dans le disque ouvert |z| < 1 est continue dans le disque fermé |z| < 1.

La solution d’équation (17) est :

Py(z) = Po(l)exp{l/l

z )\1 — /\1h(’l)) + )\2 — AQKQ(h(U),’U) } do
L

Ky(h(v),v) —v

Apartir des équations (10), (11), (12) et (14) nous obtenons :
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Py (21, 22,0), Pi(21,22, %), Pa(21,22,0) et Py(21, 20, ).
La condition de normalisation donne :

Py(1) + Pi(1,1) + By(1,1) = 1.

po(l) = 1—=pi—p2
Finalement,nous avons
1 2\ — )\1}1(1}) + Aoy — )\2K2(h(U>,U>
P(z) = (1— - d
O(Z> ( p1+p2) XeXp{/}[/ 1 KQ(h('U),'U)—'U (%
P1<Zl, 22) = [()\1 — )\1h(2’2) -+ )\2 — AQKQ(h(ZQ), ZQ))(KQ(Zl, 22) — 22)

—(A = A1z1 + A2 — A Ko (21, 22)) (Ko (h(22), 22) — 29)]

X[(Ka(h(22), 22) — 22) (21 — Ki(21,22))] "

1 — Kq(z1, 29)

SV v v e L)
)\1 — )\1h(2’2) + )\2 — )\222
Ky(h(z2), 22)

1 — Ko(21, 29)

P
. )\1 — )\122 + )\2 — )\222 0(22)

Py(z1, 29)

3.3 Calculs des performances

Nombre moyen de clients de type 1 dans le systeme Le nombre moyen de clients de type

1 dans le systeme est donné par :

N - A (A1f12 + A2fa2)
' 2(1—p1)

Nombre moyen de clients de type 2 dans le systeme

Le nombre moyen de clients de type 2 dans le systeme est donné par :

N, — A2(A1f12 + A2fa2) Aa(p1 + p2)
2 = +
2(1=p1)(L—p1—p2)  p(l—p1—p2)
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Probabilité que le serveur est occupé La probabilité que le serveur est occupé par I'un des

deux types de clients est obtenue comme suit :

P{C(t)=1ouCt)=2} = pr+p

Probabilité que le serveur est occupé par un client de type 1 La probabilité que le serveur

est occupé par un client de type 1 est obtenue comme suit :

P{C()=1} = p

Probabilité que le serveur est occupé par un client de type 2 La probabilité que le serveur

est occupé par un client de type 2 est obtenue comme suit :

P{C(H) =2} = p
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CHAPITRE 4

ETUDE DE LA FILE D’ATTENTE M/G/1
AVEC RAPPELS, PRIORITE ET PANNE

Dans ce chapitre nous étudions la file d’attente M/G/1 avec rappels, priorité non préemptive
et le serveur est sujet a des pannes actives, nous décrivons au début le modele mathématique associé
a cette file ainsi que leur systeme des équations de Chapmann Kolmogorov, puis nous calculons les
mesures de performance de chaque type de clients (prioritaires et moins prioritaires), tels que le temps
moyen d’attente, le nombre moyen de clients prioritaires dans la file et le nombre moyen de clients

moins prioritairs dans l'orbite.

Voici un schéma qui représente cette file d’attente :

R
Type L Taux A1 File d'attente 5| Un seul serveur
Mon fiable

Type 2

Taux A2

Taux j

L'Crhite

Le client detvpe 2 estdirigé vers

I"orbite si le serveur est oCcupé.
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4.1 Description de la file d’attente M /G/1 avec rappels,
priorité et panne

On considere un systeme formé d’une file d’attente de capacité infinie, et d’un unique serveur,
le processus des arrivées est Poissonnien de parametre A, pour la classe prioritaire et Ay pour la
classe non prioritaire, la durée de service des deux types de clients est une variable aléatoire de loi

générale notée B(x), de densité b(z), et de transformée de Laplace 5*(s) et les premiers moments

finis By = (—1)*3*®(0), k = 1,2.

Le serveur est sujet a des pannes actives. Il tombe en panne apres un temps aléatoire de loi expo-
nentielle de parametre ¢, Lorsque le serveur tombe en panne, il est immédiatement réparé et le temps
requis pour la réparation est une variable aléatoire de loi générale notée R(x), de densité r(x), et de

transformée de Laplace v*(s) et possédant les deux premiers moments finis v, = (—1)%v*®)(0), k = 1, 2.

Notons que cette panne est bien particuliere car elle provoque la perte d’un client en service et

apres chaque réparation le serveur devient libre.
La discipline d’acces au serveur a partir de 'orbite est gouvernée par une loi exponentielle avec
une intensité donnée par ju ( x> 0), quand le nombre de clients en orbite est 7 € N, comme cette

politique de rappels dépend du nombre de clients dans 1’orbite, on ’appelle politique de rappel classique.

On suppose que les temps d’inter-arrivées, les temps de rappels, les temps de services, les

temps de pannes et le temps de réparation sont mutuellement indépendants

L’état du systeme peut étre décrit par le processus { X (¢), ¢ > 0} = {C(¢t), N1(t), Na(t),&1(t), &(t), t > 0}
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ou
C'(t) : La variable aléatoire indiquant 1’état du serveur a l'instant t.
I st le serveur est libre a [’instant t.
Ct)=4 S st le serveur est occupé a l'instant t.

R si le serveur est en état de réparation a linstant t.

K;(t) : Le nombre de clients de type 1 dans le systéme a 'instant t.
K, (t) : Le nombre de clients de type 2 dans le systéme a l'instant t.

(
Ni(t) : Le nombre de clients de type 1 dans la file d’attente a l'instant t.
(

=

5(t) : Le nombre de clients de type 2 dans l'orbite a I'instant t.
&1(t) - Représente le temps de service écoulé si C(t) = S.

& (t) - Représente le temps de réparation écoulé si C(t) = R.

Chaine de Markov induite
Soit 7, une séquence qui représente des instants de fin de service ou fin de réparations, on
ieme

définit x,, le temps de service géneralisé du n client qui correspond la durée de service et la durée

de réparation dans le cas ou le serveur tombe en panne. x,, sont des variables aléatoires indépondantes
iid.
On note par y la variable aléatoire représentant le service généralisé de fonction de répartition ®(x),

de densité ¢(z) et de transformée de Laplace ¢*(z) .

la distribution et I'espérance du service généralisé sont données par le théoreme suivant :

Théoréme 4.1.3

o(t) = /0 NOB@)R(t — 2) + b(x)] exp(—0z)dz et Ely] = (1 + 67)B(0)
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Preuve

O(t) = P(x<t)=P(x<t,§<B)+P(x<t¢>B)
= PE+R<t,{<B)+P(B<t,{> D)
- | "0B(2)R(t — z) exp(—0)dz + / ' exp(—02)dB(z)
- [ "0B(2)R(t — 7) + b(x)] exp(—0z)da
BN = [ o)
= [T "0B(2)r(t — z) exp(—0)dz + b(x) exp(—08)]dt

= (1+6m)B(0)

Soit v; le nombre de clients de type ¢ qui arrivent durant le service généralisé, 1 = 1,2

Plvi=Fk) = /0 ( ];ll) exp(—Au)d®(u) avec i =1,2

de fonction génératrice

Hy(z) = E[]= kz P(vs = k)2* = /0 T exp(—A(1 — 2)u)dd(u) = (A — Ai2)

= /OOO exp(—XA;(1 — z)u)[/ou[eB(x)r(u — z) exp(—0z)dx + b(u) exp(—0u)|du

= eé()‘i =Xz +0)y (N — Niz) + 55 (N — Nz +0) aveci = 1,2

la distribution conjointe

exp(—Aqu)dd(u)
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de fonction génératrice

K(z1,22) = El", 23] = Z Z P(vy=n,vp =m)z{'zy

= /Ooo exp(—a(z1, 22)u) [/Ou[@B(x)r(u — x) exp(—0x)dx + b(u) exp(—0u)]du
= 0B(alz1, 22) + 0)7* (021, 22)) + B (21, 22) + 6)

avec az1,29) = A — A\21 — Aa2a.
On note la charge du serveur par :

p=p1+p2

oup;=Hn(1)= N1+ G”yl)é(e) = NE[x] aveci=1,2

Lemme 4.1.1 Sip <1 alors pour chaque zy fizé, l’équation z; = K (21, 22) admet une solution unique

z1 = h(z2) dans lintervalle [0, 1]

h(1) =1

P2
YO =T
) = 512

avec Y = 2[B(0) — AJ(1 + 0v1) + (0)*12B(0)
et A = [;° vexp(—6z)b(x)
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Soit Ni(n) = Ni(7,7), et No(n) = No(7,)).

On a le lemme suivant

Lemme 4.1.2

(i)- Si Ny(n) =0, alors Ny(n+1) =1y et No(n+1) = No(n) +& — 1+ 11

(7i)- Si Ni(n) > 1, alors Ny(n+1) = Ny(n) +v1 — 1 et Na(n+ 1) = Na(n) + s

€ wariable aléatoire du nombre d’arrivées externes pendant le service du n™®™ client
mp A
avec P|¢ =0|N,, =m|=——— et P|¢ = 1|N,, = m| =
€ = 01N, = m] = % et Ple = 1IN, =m] = 1

le lemme précedent nous montre que {Ny(n), Nao(n),n € N} forme est une chaine de Markov
induite :

On a le théoréeme suivant

Théoréme 4.1.4 La chaine de Markov induite {N1(n), No(n),n € N} est ergodique si et seulement

sip<l1

Preuve

La condition suffisante : On utilise le critere de FOSTER (réf 25)

4.2 Distribution stationnaire des états du systeme

Notons par :

Prom = lim P{C(t) =1, Ny(t) =0, Ny(t) = m}

t—o00

Pgpm(z) = lim iP{C(t) =S5,&4() <z, Ni(t)=n, Na(t) =m}

t—o00 d;p

Pruym(z) = lim ddP{C(t) =R, &(t) <z, Ni(t) =n, Nay(t) =m}

t—oo dax
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Dans cette section nous étudions les distribution stationnaire des états du systeme(avec m > 0 ).

A+ m)Pion = [ Paon(@)8@)dz + [~ Pron(e)y(@)ds n=0 (1)
Pram = 0 n>1,
Prspm(z) = —(A+ 0+ B(2)) Psnm(z) + M1 = 650) Psn—1m(2) + A2(1 = 61m0) Psnm-—1() (2)
Plppm(x) = —(A+79(2)) Pram () + Ai(1 = 6n0) Pro—1m(2) + A2(1 = 0mo) Prim—1(2) (3)
Psm(0) = AP + (10 + 1) P s10n0 + /0 " Ponrm(@)B(x)d + /O Y Prosim(@)y(@)de (4)
Prom(0) = 8 /0 " Pom(@)dz n>0 (5)
ol -
Blz) = &) _ @450 est Te produit de Kronecker,

Théoréme 4.2.5 Si p = p; + pa < 1, le systéeme est en régime stationnaire et les fonctions généra-
trices de la distribution conjointe de [’état du serveur et le nombre des deux types de clients dans la

file d’attente et l’orbite respectivement sont données par :

PI(Z2) = Z z;”Pz,o,m

m>0

B A7 1—h(v)
= (1—P1—P2)Xexp{u/1 (h(v)—v)}dv
Ps(z1,22) = Z Z 2125 P . ()

n>0m2>0

= AU(z1, 29) Pr(22) BOA — Azt — Aozo + )

PR<21722) = ZZZ? Panl")

n>0m2>0

= 9)\‘11(21, ZQ)P[(ZQ)é()\ — )\121 — )\222 + e)é()\ — )\121 — )\222)
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ou :

(21 = 1)(h(22) — 22) + (21 — 22)(1 — h(22))
(h(z2) — 22) (21 — K(21, 22)) '
L’équation z; = K (21, 22) admet une solution unique z; = h(zy) dans lintervalle [0, 1].

et ipi=Ni(1+07)B(0).( réf [22])

@(Zl, ZQ) =

Preuve

Nous définissons les fonctions génératrices suivantes :

22) = Z Z;nP[[)m (1’)

m>0

PSn 22, Z <9 PSnm (2’>

m>0

Ps(z1, 29, ) = Z 2 Ps (29, x) (3")

n>0

PRn 22, Z Z9 Pan (4’)

m>0

Pr(z1,20,2) = Y 20 Pryp(20, @) (57)

n>0

En multipliant les deux membres de 1’équations (1) par zJ* nous obtenons :

Y (A Fmp)ey Proy = Y 2 / Psom () B(z)dx
m>0 m>0
+ 3 / Prom(2)y(x)dz
m>0
NS e Prow + iz S mal  Proy = / S 2 Py () B(z) d
m>0 m>0 m>0
m>0

APr(22) + pzaPri(zs) = /OOOPS,O(ZQ,x)ﬂ(x)dH /0 Pro(zs, 2)y(x)dz  (6)
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En multipliant les deux membres de 1’équations (2) par 2} et zJ"* nous obtenons :

Z Z 2128 Plgum(T)

n>0m>0

PIS(Zh 29, I)

SN A+ 0+ B(@)A e Ponm(r) + 3 > M2l25 Psnoim(2)

n>0m>0 n>0m>0

-+ Z Z )\QZ?Z;nPSnm_l(LU)

n>0m>0

()\ + 0 + 6 Z Z Zl Z9 PSnm ) + )\121 Z Z Z;L_lz;npsn_lm(l’)

n>0m>0 n>0m>0

+/\222 Z Z Zl 22 1P5nm_1(x)

n>0m2>0

—(A+ 0+ B(x))Ps(21, 22, ) + M z1Ps(21, 22, ) + Aoz2Ps(21, 29, )

—(A = Az — Agza + 0 + B(2)) Ps(21, 22, @) (7)

En multipliant les deux membres de 'équations (3) par z}" et zJ* nous obtenons :

>

n>0m>0

2725 Pl gy ()

P/R(Zla 29, .T)

SN A+ (@)2 2 Pram(z) + > Y Mzl 2l Proim ()

n>0m>0 n>0m>0
+ Z Z /\gzqug”Pan_l(x)
n>0m>0
—(A+7(2) Y0 D A2 Pram(®) + Mz Y D 21 25 Prnoam()
n>0m>0 n>0m>0
+ X220 Z Z 2120 Prym—1 ()
n>0m>0

—(AN+7(x))Pr(z1, 22, ) + M 21 Pr(21, 22, ) + Aozo Pr(21, 22, )

—(>\ — )\121 — /\222 + 7($))PR(21, 29, .T) (8)
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En multipliant les deux membres de 1’équations (4) par 2} et zJ* nous obtenons :

Z Z 21725 Pspm (0) = A Z Z 21 25" PromOno + Z Z (m + 1)zt 25" Prom+10n0

n>0m>0 n>0m>0 n>0m>0
+> Z/ 2725 (Pspgam(2)B(z))dz + > Z/ 212" (Prosim(7)y(2))dz
n>0m>0 n>0m>0
= /\P] ZQ + Z(m—i— 1),uz;”PInm+1
m>0
o [T S A Poren(@B@)d + - [T X S A Praan(e)(a))da
n>0m>0 n>0m>0
1 0
= AP(z2) + pPri(z) + Z—/O (Ps(z1, 22, ) — Ps(0, 22, 2))5(x))dx
1
1 [e'e]
+; 0 (PR(217 ZQ,I') - PR(07 225 x))V(x)dx
1
21Ps(z1,22,0) = Az1Pr(29) + pz1 Prr(29) —|—/0 (Ps(z1, 22, ) — Pspo(22,2))5(z))dx
+ /O (Pr(z1, 22, %) — Prolza, )y (z)dz (9)

En multipliant les deux membres de 'équations (5) par z}" et zJ* nous obtenons :

ZZZ? 5 Pronm(0) = QZZ/ 2125 Psym () dx

n>0m>0 n>0m>0
= 0 XY A Pon(a)de
n>0m>0
Pr(z1,2,0) = 9/ Ps(z1, 29, x)dx (10)
0

A partir de 'équations (7) nous trouvons que Ps(z1, 29, ) comme suit :

Ps(z1,29,2) = Ps(21,22,0)[1 — B(z)]exp{—(\ — A\iz1 — Aozo + )z} (11)

A partir de 'équations (8) nous trouvons que Pg(z1, 22, ) comme suit :

Pr(z1,20,2) = Pr(z1,292,0)[1 — R(z)]exp{—(\ — A\1z1 — Aozo)z} (12)
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En utilisant les équations (6), (9), (10), (11) et (12) nous obtenons :

wlze — 21| Pl(z0) = /OOO Ps(z1, 20, x) 8(x))dx + /OOO Pr(z1, 20, 2)y(x)dx

+)\(Zl — 1)P[(Zg) - 21P5'<21, 29, 0)

plza — 21| Pri(z) = /OOO Ps(z1, 29, ) (x))dx
+ /Ow Pa(z1, 22, 0)[1 — R(z)] exp {=(A = Aiz1 — Aoza)z} v(2)dz

+)\[21 - 1]P[(2’2) - les(Zl,ZQ,O)

plze — 21| Pri(z2) = /OOO Ps (21, 22, 2)8(x))dz
+ /OOO 0 /Ooo Ps(z1, 29, x) B(x)dz[1 — R(z)] exp {—(A — A1z1 — Aazo)z} y(x)dx

+A(21 — 1)Py(22) — 21 Ps(21, 22,0)
Finalement on obtient :

ulzs — 2 Pri(z) = /0 " Py(z1, 20, 0)[1 — B()] exp {—(A — Mz1 — hozs + 0)2) B(z))da
n /0°° 9 /OOO {Ps(z1, 20, 0)[1 — B(x)] exp {—(A — Aiz1 — Aoz + O)ar} B(x)da[l — R(x)]
x exp {—(A — A21 — Aozo)z}y(z)dx

+)\<Zl — 1)P[<ZQ) — les(zl, 29, 0)

B(s) = Jo~ exp(—sz)b(z)
et v7(s) = Jo~ exp(—sz)r(x)
Et posons maintenant

K(Zl, ZQ) = Gé()\ — )\121 — )\222 —+ 9)’}/*<)\ — )\121 — )\222) + 6*()\ — )\121 — )\222 + 0)

p(zo — 21)Pri(z2) = Mz1— 1)P(22) — (21 — K (21, 22)) Ps(z1, 22, 0) (13)
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On considere 1'équation

Et qui s’écrit comme suit :

21— B(s+ A= Mz +0)7 (s+ A= Mz)+ 8 (s+ A=z +0) = 0 (15)

ou : S:)\Q_)\QZQ.

D’apres le Lemme 4.1.1 ( réf [22]) I'équation(15) donne :

w(z2 = h(22))Pri(z2) = A(h(z2) —1)Pi(z2)  (16)

Et
lim hz) — 1 = P2 < 00
z—>1z—h(z) 1—p1—p2
Donc la fonction :
h(z)—1
z—h(z)

est analytique dans le disque ouvert |z| < 1 est continue dans le disque fermé |z| < 1.

la solution d’équation (16) est :

Pi(z) = Pf(l)exp{i ;m)}dv

Apartir des équations (10), (11)) et (13) nous obtenons :

PS<2172270>7 PS(Z17227$)7 PR(2172270) et PR(ZhZan)’
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La condition de normalisation donne :

Pr(1)+ Ps(1,1) + Pr(1,1) = 1.

pr(1)

L—p1—p2

Finalement,nous avons

Pr(z) = (1—p1+p2)><eXp{2/lzm}dv

Ps(Zl, 22) = /\\I/(Zl, ZQ)P](ZQ)B(/\ — )\121 — )\22,’2 + 9)

PR(Zl, 22) = 9)\\1/(2’1, ZQ)P](ZQ)B(/\ — )\121 — )\QZQ + Q)R(/\ — )\121 — )\22’2)

1= D)~ ) + (51— )L~ b))

B (TS S [y EEN)

4.3 Calculs des performances

Nombre moyen de clients de type 1 dans la file d’attente Le nombre moyen de clients de

type 1 dans la file d’attente est donné par :

XY
1 20(1 — p1)

Nombre moyen de clients de type 2 dans ’orbite Le nombre moyen de clients de type 2

dans 'orbite est donné par :

. A Ao x T
N, = 2p 4 2 X
(1 =p1)  20(1 = p1)(L = p1 — p2)

Probabilité que le serveur est occupé La probabilité que le serveur est occupé par I'un des
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deux types de clients est obtenue comme suit :

P{C(t) =5} = pi+pe
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CHAPITRE 5

SIMULATION DES MODELES ETUDIES DE
FILES D’ATTENTE

La simulation est I’étude du comportement dynamique d’un systeme, grace a un modele que
I'on évolue dans le temps. L’objectif de simulation sur ordinateur est I’évolution d’une abstraction
d’un systéme au cours du temps afin d’aider a comprendre le fonctionnement et le comportement
de ce systeme et a appréhender certaines de ses caractéristiques dynamiques pour 'évaluation de

certaines décisions.

Dans ce qui suit, on va présenter les résultats de simulations de certains types de files d’attente
avec rappels et priorité a ’aide du logiciel MATLAB ; a savoir :
M/G/1 avec Rappels.
M/G/1 avec Priorité.

M/G/1 avec Rappels et Priorité.

Nous supposons que les processus de services sont Poissonniens de taux v dans tous les modeéles

& simuler.

les parametres utilisés dans la simulation des files d’attente ci-dessus sont :
A : Taux des arrivées des clients.

A1 @ Taux des arrivées des clients de type 1.
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Ay : Taux des arrivées des clients de type 2.

v : Taux de Service.

vy : Taux de Service des clients de type 1.

vy @ Taux de Service des clients de type 2.

w1 Taux de rappel dans 'orbite.

W : Temps moyen de Séjour.

W1 : Temps moyen de sé¢jour des clients de type 1.

W2 : Temps moyen de séjour des clients de type 2.

W (x) : Résultat théorique du temps moyen de séjour.

W1(x) : Résultat théorique du Temps moyen de séjour des clients de type 1.
W2(x) : Résultat théorique du temps moyen de séjour des clients de type 2.
SIM : Taille de simulation (ou nombre de simulation).

Rmse : Erreur quadratique moyenne entre W et W (x).

5.1 Simulation de la file d’attente M /G/1 avec rappels

Pour cette file d’attente et sous la condition de stabilité du systéme nous avons pris arbitraire-

ment les parametres suivants : A=5v=9et u=17.

Les résultats de la simulation sont présentés dans le tableau ci-dessous (TAB 1) et le graphe

(Graphe 1) :
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SIM w W(*) Rmse -
)
10 02716 | 04285 | 48xl0 , e
100 04017 | 04285 | 24xI10* .
500 04172 | 04285 | 21xI0* e
1000 04185 | 04285 | 16x10+ o
2000 04262 | 04285 | 9xI10* »
3000 0.4276 0.4285 | TxI0*
0.4
5000 04273 | 04285 | 3xi0*
B
10000 04281 | 04285 | 1x10*
TAB 1

D’apres le tableau ci-dessus nommé (TAB 1) nous remarquons que la valeur du temps moyens de
séjour (W) devient plus performante de plus en plus que le nombre de réplications (nombre de simula-

tion) est important ainsi que lerreur quadratique moyenne( Rmse) diminue lorsque la taille est grande.

Le graphe nommé (Graphe 1) trace les résultats obtenus par la simulation et nous remarquons
graphiquement que le temps moyen de séjour se rapproche de sa vraie valeur (résultat théorique)
lorsque la taille de la simulation est grande, Autrement dit une stabilité a partir d'un certain nombre

de simulation.

5.1.1 Cas particulier : lorsque le taux de rappel tend vers l’infini

Nous allons commencer la simulation avec les parametres suivants : A =5, v =9, et u ~ 00
(infini).
Le tableau ci-dessous (TAB 1.1) et le graphe (Graphe 1.1) présentent les résultats de la

simulation :
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SIM W W(*} Rmse o

10 0.1186 0.2500 | 34x10* on

100 0.1752 0.2500 | 21x10+ oz

500 0.2133 0.2500 | 13x10+ LB

1000 0.2411 0.2500 7x10 o

2000 0.2443 0.2500 Sx10* wie

3000 0.2476 0.2500 3x10 e

5000 0.2481 0.2500 2x10+ -
10000 0.2438 0.2500 1x10+ *o T o o v st s o s w0

TAB1.1 Graphe 1.1

D’apres le tableau ci-dessus nommé (TAB 1.1) nous observons que la valeur du temps moyens
de séjour (W) devient plus exact lorsque le nombre de simulation est important ainsi que I'erreur

quadratique moyenne( Rmse) diminue a chaque fois que nous augmentons la taille de simulation.

Le graphe précédent (Graphe 1.1) nous confirme graphiquement que le temps moyen de séjour
se rapproche de sa vraie valeur (résultat théorique) lorsque la taille de la simulation est grande,

Autrement dit une stabilité a partir d’un certain nombre de simulation.

Remarque

Le temps moyen de séjour W obtenu par la simulation s’approche au temps moyen de séjour

de la file d’attente M /G /1 simple avec les parametres A =5, v = 9.

5.2 Simulation de la file d’attente M /G/1 avec priorité

Dans cette partie et sous la condition de stabilité du systeme nous avons pris comme parametres

2/\1:5,V1:9,/\2:38tV2:12
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Nous présentons les résultats obtenus par la simulation dans le tableau ci-dessous (TAB 2) et

les graphes (Graphe 2.1),(Graphe 2.2)

SIMV W1 W1(*) Rmsel w2 W2(*) Rmse2

10 0.1185 0.2968 78 x10 0.3779 1.0386 36 %10
100 0.1764 0.2968 36 %10 0.5254 1.0386 22 %1072
500 0.2355 0.2968 32 10+ 0.9343 1.0386 11 %10
1000 0.2805 0.2968 14 x10* 0.3770 1.0386 9 x10-
2000 0.2912 0.2968 g x10+ 0.9932 1.0386 7 %107
3000 0.2941 0.2968 7x10% 1.0076 1.0386 6 x10°3
5000 0.2953 0.2968 3 x10+ 1.0330 1.0386 4 %107
10000 0.2961 0.2968 1x10% 1.0379 1.0386 1x107

TAB2

T T T T T T T T
Bpy e velar el BIpT e AT Dpel

o

oA

oA

L

OO0 2000 MO0 4000 W0O0 A0D0 TO00 OO0 GO0 |

Graphe 2.1 Graphe 2.2

D’apres le tableau ci-dessus (TAB 2) nous remarquons que la valeur du temps moyens de séjour
de client du type 1 (W1) et le temps moyens de séjour de client de type 2 (W2) deviennent plus
performants de plus en plus que le nombre de réplications est important ainsi que I'erreur quadratique
moyenne( Rmsel) de client de type 1 et aussi 'erreur quadratique moyenne( Rmse2) de client du

type 2 se diminues lorsque la taille de la simulation est grande.

Les graphes nommés (Graphe 2.1) et (Graphe 2.2) tracent les résultats obtenus par la simulation

et nous remarquons graphiquement que le temps moyen de séjour des deux types de clients nommés
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(W1) et (W2) respectivements se rapprochent de ses vrais valeurs (résultats théoriques) W1(*) et
W (2) lorsque la taille de la simulation est grande, Autrement dit une stabilité a partir d'un certain

nombre de simulation.

5.3 Simulation de la file d’attente M/G/1 avec rappels et
priorité
Pour cette partie de simulation et sous la condition de stabilité du systéme nous allons choisir

comme parametres : Ay =5, 14 =9 A =3, 1, =12et u=717.

Les résultats de la simulation sont présentés dans le tableau ci-dessous (TAB 3) et les graphes

(Graphe 3.1), (Graphe 3.2)

SIM W1 W1(*) Rmsel W2 W2(*) Rmse2

10 0.1185 0.2968 77 %104 0.4179 1.6305 43 %1073
100 0.1764 0.2968 33 x10+ 0.7389 1.6305 27 %1077
500 0.2355 0.2968 29 10 1.113 1.6305 13 x10-
1000 0.2805 0.2968 12 %104 1.5632 1.6305 10 x10-
2000 0.2912 0.2968 9x104 1.5987 1.6305 g x10-
3000 0.2941 0.2968 3x104 1.6211 1.6305 3 %107
5000 0.2953 0.2968 2x104 1.6256 1.6305 3 x10-
10000 0.2961 0.2968 1=x104 1.6283 1.6305 1x1073

TAB3
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N — —_——
Bropn de nelar il

o

L L L L L L L L L
000 2000 00 000 FOOO 4000 TOOD OO0 D00 |

Graphe 3.1 Graphe 3.2

Le tableau (TAB 3) nous montre que la valeur du temps moyens de séjour de client de type 1
(W1) et temps moyens de séjour de client de type 2 (W2) deviennent plus proches lorsque la taille
de simulation est importante ainsi que l’erreur quadratique moyenne ( Rmsel) de client de type 1
et aussi I'erreur quadratique moyenne ( Rmse2) de client de type 2 se diminues lorsque la taille de

simulation est grande.

Les graphes nommés (Graphe 3.1) et (Graphe 3.2) tracent les résultats obtenus par la simulation
et nous remarquons graphiquement que le temps moyen de séjour des deux types de clients nommés
(W1) et (W2) respectivements se rapprochent de ses vrais valeurs (résultats théoriques) W1(*) et
W(2) lorsque la taille de la simulation est grande, Autrement dit une stabilité a partir d'un certain

nombre de simulation.

5.3.1 Cas particulier : lorsque le taux de rappel tend vers ’infini

Pour cette partie, nous allons prendre les parametres : A\ = 5, vy = 9\ = 3, 1, = 12, et

i~ oo (infini).

Les résultats de la simulation sont présentés dans le tableau ci-dessous (TAB 3.1.1) et le graphe

(Graphe 3.1.1).
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SIM w2 W2(*) Rmse2
10 0.3334 1.0386 | 46x10°
100 0.6732 1.0386 | 27x10°7

500 0.8765 1.0386 | 16x10°

1000 0.9344 1.0386 | 13x10°

2000 0.9766 1.0386 9x107

3000 0.9994 1.0386 7 %107

5000 10039 1.0386 3x107

10000 1.0378 1.0386 1x107

TAB3.1 Graphe 3.1.1

Le temps moyen de séjour de clients de type 1 (W1) est inchangeable puisque sa formule

théorique ne dépend pas de la valeur de taux de Rappel.

D’apres le tableau au dessus nommé (TAB 3.1) 'erreur quadratique moyenne( Rmse2) se

diminue a chaque fois que nous augmentons la taille de la simulation.

Le graphe (Graphe 3.1.1) nous confirme que le temps moyen de séjour se rapproche de sa vraie
valeur (résultat théorique) lorsque la taille de la simulation est grande, Autrement dit une stabilité a

partir d’un certain nombre de simulation.

Remarque

Le temps moyen de séjour de clients de type 2 (W2) obtenu par la simulation est égal au temps

moyen de séjour d’'une file M/G/1 avec priorité avec les parametres A = 5, v = 9.
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Dans la majorité des systemes de file d’attente, la regle de traitement est du premier arrivée,
premier servi ( P.A.P.S), Cependant, dans plusieurs situations, cette régle est inapplicable, car les
conséquences qui en résultent ne sont pas les mémes ; par exemple pour le traitement des programmes
a exécuter sur un ordinateur, qui se fait selon la régle donnant la priorité au temps d’opération le

plus court.

Dans ce travail, nous avon traité les systemes d’attente avec rappels, priorité fixe et serveur
non fiable. Ce type de systemes différe des systémes classiques qui ne permettent pas d’expliquer le
comportement stochastique des systeémes réels de plus en plus complexes tels le systeme téléphoniques

ol les abonnés répétaient leurs appels en recomposant le numéro plusieurs fois jusqu’a 1'obtention de

la communication.

Nos travaux ont nécissité une profonde réflexion et une vive recherche en modélisation mathé-
matique ainsi qu’un investissement significatif en terme de mise en oeuvre et 'implémentation sur

MATLARB des files d’attente avec rappels et priorité fixe.

Cette théorie a un énorme potentiel : elle offre beaucoup de perspectives de recherche dans les

systemes de communication, réseaux, ect..., en utilisant par exemple des priorités non fixées.
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